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ຊߘͰ͸, Lytchakࢯ (έϧϯେֶ)ͱචऀʹΑΔۂ཰্͕ʹ༗քͳڑ཭ۭؒ
ʹର͢ΔҰ࿈ͷڞಉڀݚ [30, 31]ͷ͏ͪ, ಛʹزԿֶతτϙϩδʔͷ؍఺͔Β
ಘΒΕͨҐ૬ਖ਼ଇੑʹؔ͢Δ࿦จ [31]தͷओͳڀݚ੒Ռʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ.

1. ͸͡Ίʹ
A. D. Alexandrov͸ 1950೥୅ʹଌ஍ܗ֯ࡾͷൺֱ৚݅ʹΑͬͯۂ཰͕ยଆʹ༗ք

ͳڑ཭ۭؒͷ֓೦Λಋೖͨ͠. ൴ͷڀݚΛ૆ͱ͢ΔAlexandrovزԿֶ͸, 1980೥୅ͷ
GromovͷڀݚΛػܖͱͯ͠ޫ٭ΛཋͼΔ͜ͱʹͳΔ. ,཭ۭؒ͸ڑ཰͕Լʹ༗քͳۂ

୯ʹAlexandrovۭؒͱݺ͹Ε, ཭ۭؒ଒ʹର͢ΔGromovͷϓϨίϯύΫτੑఆཧڑ
ʹΑΓେҬRiemannزԿֶʹ͓͍ͯେࣄͳڀݚର৅ʹͳ͍ͬͯΔ. ҰํͰ, ʹ཰্͕ۂ
༗քͳڑ཭ۭؒ͸, ಛผͳର৅͕CAT(κ)ۭؒͱݺ͹Ε, Gromovͷ૒܈ۂʹؔ࿈͢Δ
.ຊతͳ໾ׂΛ୲͍ͬͯΔجʹ཭ۭؒͱͱ΋ڑۂ࿦ʹ͓͍ͯGromov૒܈Կֶతز

ҎԼͰ͸, nݩ࣍EuclidۭؒRn಺ͷ (n − ໘Λٿඪ४୯Ґݩ࣍(1 Sn− 1Ͱද͢. ཰ۂ
͕ยଆʹ༗քͳڑ཭ۭؒXʹରͯ͠, ఺x ∈ Xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΛΣxXͰද͠, ͦͷ
Euclidਲ਼ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ઀ۭؒΛTxXͰද͢. ·ͨ઀ۭؒTxXͷ௖఺Λ oxͰද͢.

΋͠X͕Riemannଟ༷ମͰ͋Ε͹, ,ʹ໘ٿΣxX͸୯Ґ઀ۭؒ޲ํ ઀ۭؒTxX͸௨ৗ
ͷ઀ۭؒʹ, ௖఺ ox͸௨ৗͷ઀ۭؒͷݪ఺ʹ૬౰͢Δ.

͸Lytchakͱචऀ࣍ [31]ͷۂ཰্͕ʹ༗քͳۭؒʹର͢ΔہॴҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧͰ͋Δ.

ఆཧ 1.1. .཭ۭؒXʹର͠ҎԼ͸ಉ஋Ͱ͋ΔڑॴίϯύΫτہ཰্͕ʹ༗քͳۂ([31])

(1) X͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(2) ೚ҙͷ఺x ∈ Xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΣxX͸Sn− 1ʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ.

(3) ೚ҙͷ఺x ∈ Xʹ͓͚Δ઀ۭؒTxX͸Rnʹಉ૬Ͱ͋Δ.

஫ҙ 1.1. ఆཧ1.1͸࣍ͷΑ͏ʹݴ׵Ͱ͖Δ ([31]). ڑॴίϯύΫτہ཰্͕ʹ༗քͳۂ
཭ۭؒXʹର͠ҎԼ͸ಉ஋Ͱ͋Δ. (1) X͸Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. (2) ඇՄॖͳҐ૬ۭؒ
Σ͕ଘͯ͠ࡏ, ֤఺x ∈ Xʹ͓͍ͯํۭؒ޲ΣxX͸ΣʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. (3) ༗
,ͯ͠ࡏҐ૬ۭؒT͕ଘݩ࣍ݶ ֤఺x ∈ Xʹ͓͍ͯ઀ۭؒTxX͸Tʹಉ૬Ͱ͋Δ.

ఆཧ1.1͸ະղܾͰ͋ͬͨA. D. Alexandrovͷ໰୊ ([1]Λࢀর)ʹ׬౴͢Δ. ఆཧ1.1

ʹ͓͍ͯ, X ͕ nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ֤఺ʹ͓͚Δํۭؒ޲͸
Sn− 1ͱಉ͡ϗϞϩδʔ܈Λͭ࣋ (n− ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍(1 (໋୊3.5Λࢀর).

΋͠n ≥ 5Ͱ͋Ε͹, ֤఺Ͱͷํ͕ۭؒ޲ (n− .Βͳ͍ݶҐ૬ଟ༷ମͰ͋Δͱ͸ݩ࣍(1

,ࡍ࣮ ͦͷΑ͏ͳੑ࣭Λຬͨ͢ྫ͸, Edwardsͷೋॏݒਨఆཧ ([17], [11])ʹΑΓ, (n−2)

੒͞ΕΔߏਨͱͯ͠ݒ໘ͷೋॏٿPoincaréϗϞϩδʔݩ࣍ ([1], [4], [21], ྫ3.1Λࢀর).

ଞํn ≤ 4Ͱ͋Ε͹, ֤఺ʹ͓͚Δํۭؒ޲͸Sn− 1ʹಉ૬Ͱ͋Δ (ఆཧ6.2Λࢀর).

෦෼తʹՊݚඅ (՝୊൪߸:26610012, 21740036, 18740023)ͱֶৼւ֎ಛผڀݚһ੍౓ͷॿ੒Λड͚ͨ.
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.཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢ΔҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧͰ͋Δۂ͸࣍

ఆཧ 1.2. ([31]) ,ϗϞϩδʔଟ༷ମXʹର͠ݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳ೚ҙͷnۂ Xͷہॴ
༗ݶͳ෦෼ू߹E͕ଘͯ͠ࡏ, ࠩू߹X − E͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

ఆཧ1.2͸ະղܾͰ͋ͬͨQuinnͷ໰୊ .ఆతͳղ౴Λ༩͍͑ͯΔߠʹ[41]

ҎԼͰ͸, ཭ۭؒͷ఺ڑ pΛத৺ͱ͢Δ൒ܘ rͷ։ڑ཭ٿମΛ Ur(p), ดڑ཭ٿମΛ
Br(p), −໘Br(p)ٿ཭ڑ Ur(p)Λ∂Br(p)Ͱද͢͜ͱʹ͢Δ.

Alexandrovۭؒʹରͯ͠ఆཧݩ࣍ݶ཰͕Լʹ༗քͳ೚ҙͷ༗ۂ 1.1΍ఆཧ 1.2ͷओ
ு͕੒Γཱͭ͜ͱ͸, Wu ([50])͕ࣔͨ͠Α͏ʹ, Perelmanͷہॴਲ਼ੑఆཧ ([36], [37])

͔Βಋ͔ΕΔ. Perelmanͷہॴਲ਼ੑఆཧͷओு͸࣍ͷ௨ΓͰ͋Δ ([26]΋ࢀর). ཰ۂ
͕Լʹ༗քͳ༗ݩ࣍ݶAlexandrovۭؒXͷ఺ x ∈ XΛ༩͑Δͱ, े෼খ͞ͳ೚ҙͷ
r ∈ (0,∞)ʹରͯ͠, ಉ૬ࣸ૾h : Br(x) → B1(ox)͕ଘͯ͠ࡏ, h(∂Br(x)) = ΣxX͔ͭ
h(x) = oxΛຬͨ͠, h|∂Br(x)૾ࣸݶ੍ : ∂Br(x) → ΣxX΋ಉ૬Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ, ઀ۭؒ
TxX಺ͷڑ཭ٿ໘∂B1(ox)Λํۭؒ޲ΣxXͱಉҰ͍ͯ͠ࢹΔ.

,߹཰্͕ʹ༗քͳ৔ۂ ,උͰ͋Γ׬ॴଌ஍తہॴίϯύΫτͰہ཭ۭ͕ؒڑ Ͱݩ࣍2
͋ͬͯ΋, ,ॴਲ਼ੑఆཧ͕੒Γཱͨͳ͍͜ͱ͕ہ Kleiner [28]ʹΑͬͯࢦఠ͞Εͨ (൓ྫ
ͷ۩ମతͳߏ੒ํ๏͸ [33]Λࢀর). ఆཧ 1.1΍ఆཧ 1.2Λূ໌͢ΔͨΊʹ͸, Perelman

ͷ࿦จ [36], [37]ͱ͸ҟͳΔΞΠσΞ͕ඞཁͰ͋Δ.

,཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମʹରͯ͠͸ۂ .ॴਲ਼ੑఆཧ͕੒Γཱͭہͷ࣍ ͳ͓,

n = 5ͷ৔߹ͷূ໌͸Steven Ferryࢯ (ϥτΨʔεେֶ)ͷԉॿΛड͚͍ͯΔ (஫ҙ6.1).

ఆཧ 1.3. ϗϞϩδʔଟ༷ମXʹ͍ͭͯ,೚ҙͷ఺xݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳnۂ([31]) ∈ X

ʹରͯ͠, Xʹ͓͚Δxͷ։ۙ๣Uxͱ, Sn− 1ͱಉ͡ϗϞϩδʔ܈Λͭ࣋ίϯύΫτ(n−1)

,ͯ͠ࡏҐ૬ଟ༷ମMx͕ଘݩ࣍ Ux͸Mx্ͷ։ਲ਼C(Mx)ʹಉ૬Ͱ͋Δ.

஫ҙ 1.2. ࿦จ [31]Ͱ͸, .ͷओு΋ূ໌͍ͯ͠Δ࣍ ͢ͳΘͪ, ఆཧ 1.3ʹ͓͍ͯ, ΋͠
n ≤ 4Ͱ͋Ε͹, ೚ҙͷ఺ x ∈ Xʹ͍ͭͯ, े෼খ͞ͳ͢΂ͯͷ r ∈ (0, Dκ)ʹରͯ͠,

−໘∂Br(x)͸Snٿ཭ڑ 1ͱಉ͡ϗϞϩδʔ܈Λͭ࣋ίϯύΫτ (n− Ґ૬ଟ༷ମݩ࣍(1
Ͱ͋Γ, ։ڑ཭ٿମUr(x)͸∂Br(x)্ͷ։ਲ਼C(∂Br(x))ʹಉ૬Ͱ͋Δ.

,ॴҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧ1.1͸ہ཰্͕ʹ༗քͳۭؒʹର͢Δۂ ཰͕ۂड़΂ΔΑ͏ͳʹ࣍
্ʹ༗քͳRiemannଟ༷ମྻͷඇ่յݶۃͷҐ૬ਖ਼ଇੑͱҐ૬҆ఆੑΛಋ͘.

ఆཧ 1.4. ([31]) CAT(κ)Ͱ͋Δ఺෇͖nݩ࣍Riemannଟ༷ମྻ (Mi, pi)͕఺෇͖ݻ༗
,ʹ཭ۭؒXڑ ఺෇͖Gromov–HausdorffҐ૬Ͱऩଋ͍ͯ͠Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, X͸
nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Γ, X಺ͷ೚ҙͷ൓෮ํۭؒ޲͸ٿ໘ʹಉ૬Ͱ͋Δ. ͢ͳΘͪ,

֤m ∈ {1, . . . , n}ʹ͍ͭͯ೚ҙͷx ∈ X, ξ1 ∈ ΣxX, . . . , ξm ∈ Σξm−1 · · ·Σξ1ΣxXʹର͠,

൓෮ํۭؒ޲Σξm · · ·Σξ1ΣxX ͸Sn− m− 1ʹಉ૬Ͱ͋Δ. Ճ͑ͯ, ΋͠X͕ίϯύΫτͰ
͋Ε͹, े෼େͷ೚ҙͷ iʹରͯ͠Mi͸Xʹಉ૬Ͱ͋Δ.

அ໘ۂ཰͕Լʹ༗քͳඇ่յRiemannଟ༷ମྻʹର͠, ఆཧ1.4ͷલ൒ͷҐ૬ਖ਼ଇੑ
͸V. Kapopvitch [25]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔ. ఆཧ1.4ͷޙ൒ͷҐ૬҆ఆੑ͸Perelman

ͷҐ૬҆ఆੑఆཧ ([37])ͷ݁ؼͰ͋Δ. PerelmanͷҐ૬҆ఆੑఆཧͷओு͸࣍ͷ௨ΓͰ
͋Δ([26]΋ࢀর). AlexandrovۭؒXʹରͯ͠,͋Δϵݩ࣍཰͕κҎ্ͷnۂ ∈ (0,∞)͕
ଘͯ͠ࡏ,΋͠ۂ཰͕κҎ্ͷnݩ࣍AlexandrovۭؒY ͱX ͷؒͷGromov–Hausdorff

཭͕ڑ ϵະຬͰ͋Ε͹, XͱY ͸ಉ૬Ͱ͋Δ.
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Ұൠʹ,ۂ཰্͕ʹ༗քͳڑ཭ۭؒͷํۭؒ޲͸CAT(1)ۭؒͰ͋Δ. Αͬͯ, CAT(1)

ۭؒʹର͢Δٿ໘ఆཧͱఆཧ1.1Λ૊Έ߹ΘͤΔͱ, ༷ʑͳҐ૬ଟ༷ମೝࣝ໰୊ͷղܾ
.Δ͕ܨʹ Lytchakͱචऀ [31]͸ఆཧ 1.1Λ༻͍ͯCAT(1)ۭؒʹର͢Δ༰ྔٿ໘ఆཧ
΍ମੵٿ໘ఆཧΛ͍ࣔͯ͠Δ. ͞Βʹ, චऀࣗ਎ [34]ʹΑΓޙଓߦ͕ڀݚΘΕ͍ͯΔ.

ຊߘͰ͸, ఆཧ1.1–1.4ͷূ໌ͷུ֓ʹ͍ͭͯղઆ͢Δ. ೚ҙͷ༗ݶ୯ମతෳମͷزԿ
ֶత࣮ݱ͸CAT(1)ڑ཭Λ༗͢Δ ([3]). քڥҎ্ͷՄॖͳ೚ҙͷίϯύΫτݩ࣍5ͨ·
෇͖PLଟ༷ମͷ಺෦͸CAT(−1)ڑ཭Λ༗͢Δ ([2]). ͜Ε͸Kirby–Siebenmannͷఆ
ཧ ([27])ΑΓ6ݩ࣍Ҏ্Ͱ͋Ε͹Ґ૬ଟ༷ମʹରͯ͠΋ਖ਼͍͠. Կֶతτϙϩδʔͷز
.ຯਂ͍ͱ͍͑Α͏ڵΔ͜ͱ͸͢ڀݚ଄Λߏ཭ۭؒͷҐ૬ڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ఺͔Β؍

2. ຊੑ࣭ج཭ۭؒͷڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ
ͱͯ͠ݙจߟࢀ཭ۭؒʹؔ͢Δڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ [6], [8], [10]Λ͓ͯ͛͘ڍ.

2.1. ཭ۭؒڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ

,ઢͷ͜ͱͰ͋ΓۂΈࠐ୹ଌ஍ઢͱ͸͔۠ؒΒͷ౳௕తຒΊ࠷཭ۭؒ಺ͷڑ ଌ஍ઢͱ
͸ہॴ࠷୹ଌ஍ઢͷ͜ͱͰ͋Δ. ਖ਼ͷ֦ு࣮਺ r ∈ (0,∞]ʹରͯ͠, ཭ۭ͕ؒڑ r-ଌ஍
తͰ͋Δͱ͸, ཭͕ڑ rະຬͷ೚ҙͷ 2఺͕࠷୹ଌ஍ઢͰ݁͹ΕΔͱ͖ʹ͍͏. ཭ۭڑ
͕ؒଌ஍తͰ͋Δͱ͸∞-ଌ஍తͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏. ॴଌ஍తہ཭ۭ͕ؒڑॴଌ஍తہ
,උͰ͋Δͱ͸׬ ୺఺Λͭ࣋͢΂ͯͷଌ஍ઢ͕ͦͷ୺఺Λ௒͑ͯԆ௕Ͱ͖Δͱ͖ʹ͍
͏. .͏͍ʹମ͕ίϯύΫτͰ͋Δͱ͖ٿ཭ڑ༗Ͱ͋Δͱ͸೚ҙͷดݻ཭ۭ͕ؒڑ ॴہ
ଌ஍తڑ཭ۭ͕ؒہॴίϯύΫτͰہॴ׬උͰ͋Ε͹ہॴݻ༗Ͱ͋Δ.

࣮਺κ ∈ Rʹର͠, ఆۂ཰κͷ୯࿈݁׬උۂ໘ΛM 2
κͰද͠, ͦͷ௚ܘΛDκͱ͓͘.

,཭ۭ͕ؒCAT(κ)Ͱ͋Δͱ͸ڑඋ׬ Dκ-ଌ஍తͰ͋Γ, ͔ͭप௕͕ 2Dκະຬͷ೚ҙͷ
ଌ஍͕ܗ֯ࡾM 2

κ಺ͷಉ͡ล௕Λͭ࣋ൺֱܗ֯ࡾͱൺ΂ͯް͘ͳ͍ͱ͖ʹ͍͏.

,཰্͕ʹ༗քͰ͋Δͱ͸ۂ཭ۭؒX͕ڑ ͋Δκ ∈ R͕ଘͯ͠ࡏ, ೚ҙͷ఺x ∈ Xʹ
ରͯ͋͠Δ r ∈ (0, Dκ/2)͕ଘͯ͠ࡏ෦෼ڑ཭ۭؒBr(x)͕CAT(κ)Ͱ͋Δͱ͖ʹ͍͏.

͜ͷ৔߹, Xͷۂ཰͸κҎԼͰ͋Δͱ͍͏.

཭ۭؒ͸ANRڑ཰্͕ʹ༗քͰ͋Δۂ (ઈରۙ๣ϨτϥΫτ)Ͱ͋Δ ([35], [29]). ࣮
,ࡍ .ॴՄॖͰ͋Δہॴತ͔ͭہ཭ۭؒ͸ڑ཰্͕ʹ༗քͰ͋Δۂ ͢ͳΘͪ, ೚ҙͷ
CAT(κ)ۭؒͷ఺xʹ͍ͭͯ, ֤r ∈ (0, Dκ/2]ʹରͯ͠Br(x)͸ತͰ͋Δ. ֤r ∈ [0, Dκ)

ʹରͯ͠, ఺xͱ೚ҙͷ఺ y ∈ Br(x)͸།Ұతʹ࠷୹ଌ஍ઢͰ݁Ϳ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ಛʹ,

Br(x)͸఺x͔Βൃਐ͢Δ࠷୹ଌ஍ઢʹԊͬͯBr(x)ͷதͰ఺xʹՄॖͰ͋Δ.

ྫ 2.1. அ໘ۂ཰͕Ұ༷ʹκҎԼͰ͋Δ೚ҙͷ׬උRiemannଟ༷ମ͸, ཰͕κҎԼͷۂ
.཭ۭؒͰ͋Δڑ ,උRiemannଟ༷ମ͕CAT(κ)Ͱ͋Δ͜ͱͱ׬ அ໘ۂ཰͕Ұ༷ʹκҎ
ԼͰ͋Γ, ͔ͭ୯ࣹ൒͕ܘҰ༷ʹDκҎ্Ͱ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ.

ྫ 2.2. ཭Λඋ͑ͨ։ਲ਼ڑ཭ۭؒX্ͷEuclidਲ਼C(X)͸Euclidڑ [0,∞)×X/{0}×X

ͱͯ͠ఆ·Δ. ,཭ۭؒX্ͷEuclidਲ਼C(X)͕CAT(0)Ͱ͋Δ͜ͱͱڑ X͕CAT(1)

Ͱ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ.

ྫ 2.3. ,཭ۭؒXڑ Y ͷٿ໘త݁X ∗ Y ͸ٿ໘తڑ཭Λඋ͑ͨ݁ [0, π/2]×X ×Y/ ∼
ͱͯ͠ఆ·Δ. ,཭ۭؒXڑ Y ͷٿ໘త݁X ∗Y ͕CAT(1)Ͱ͋Δ͜ͱͱ, XͱY ͕ͱ΋
ʹCAT(1)Ͱ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ. ͳ͓, Sm− 1 ∗ Sn− 1͸ Sm+n− 1ʹ౳௕తͰ͋Δ. ڑ
཭ۭؒZʹର͢Δٿ໘త݁S0 ∗Z͸Z্ͷٿ໘తݒਨʹଞͳΒͳ͍.
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2.2. ,ۭؒ޲཭ۭؒʹ͓͚Δํڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ ઀ۭؒ

཭ۭؒXͷ఺xڑ཰্͕ʹ༗քͰ͋Δۂ ∈ Xʹରͯ͠, ఺x͔Βൃਐ͢Δඇࣗ໌ͳ
′୹ଌ஍ઢશମͷू߹ΛΣ࠷

xXͰද͢. ఺xʹ͓͚Δ֯౓∠x͸Σ′
xX্ͷٖڑ཭ͱͳΔ.

͜͜Ͱ, Σ′
xXͷ2ͭͷݩγi : [0, ai] → X, i ∈ {1, 2}ͷؒͷ֯౓∠x(γ1, γ2 )͸,

∠x(γ1, γ2 ) = lim
t→0

2 sin− 1 d(γ1(t), γ2 (t))

2t
= lim

t1,t2→0
cos− 1 t

2
1 + t22 − d(γ1(t1), γ2 (t2 ))2

2t1t2

Λຬͨ͢. ͨͩ͠, d͸X্ͷڑ཭Ͱ͋Δ. ఺ xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΣxX͸঎ڑ཭ۭؒ
Σ′

xX/∠x = 0ͷ׬උԽͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ. ઀ۭؒ TxX͸ํۭؒ޲ΣxX্ͷEuclidਲ਼
C(ΣxX)ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ. ೚ҙͷํۭؒ޲͸CAT(1)Ͱ͋Γ,઀ۭؒ͸CAT(0)Ͱ͋Δ.

,͍͓ͯʹ཭ۭؒڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ े෼খ͞ͳ͖݀͋ڑ཭ٿମ͸ํۭؒ޲ʹϗϞ
τϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ,ࡍ࣮ CAT(κ)ۭؒͷ఺xʹ͓͍ͯ, ͢΂ͯͷ r ∈ (0, Dκ)ʹରͯ͠,

Ur(x)− {x}΍Br(x)− {x}͸ΣxXʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ ([29]).

ຊߘΛ௨ͯ͠, ݩ࣍dim͸Ґ૬ݩ࣍཭ۭؒͷڑ (ඃ෴ݩ࣍)Λද͢. ཰্͕ʹ༗քͳۂ
Մ෼ڑ཭ۭؒXʹରͯ͠, dimX = 1 + supx∈X dimΣxX ͕੒Γཱͭ ([28]). ͞Βʹ, ΋
͠dimX = nͰ͋Ε͹, ͋Δ఺x ∈ X͕ଘ͠ࡏHn− 1(ΣxX)͕ࣗ໌ͳ܈Ͱ͸ͳ͍ ([28]).

2.3. ཭ۭؒڑඋ׬཰্͕ʹ༗քͳଌ஍తۂ

཭ۭؒͷ͜ͱΛڑඋͳՄ෼׬ॴଌ஍తہॴίϯύΫτͰہ཰্͕ʹ༗քͰ͋Γۂ
GCBAۭؒͱݺͿ. ͞Βʹ, ,཰͕κҎԼͰ͋Δͱ͖ۂ GCBA(κ)ۭؒͱݺͿ. ΋͠X͕
GCBAۭؒͰ͋Ε͹, ֤఺x ∈ Xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΣxX΍઀ۭؒTxX͸GCBAۭؒ
Ͱ͋Δ. ·ͨ, ,ΣxX͸ίϯύΫτͰ͋Γۭؒ޲ํ ఺෇͖઀ۭؒ (TxX, ox)͸఺෇͖֦
େۭؒ (rX, x)Λ r → ∞ͱͨ͠ͱ͖ͷ఺෇͖Gromov–Hausdorffݶۃʹ౳௕తͰ͋Δ.

Ґ૬ۭؒXͷ఺x ∈ X͕ଟ༷ମ఺Ͱ͋Δͱ͸, ͋Δnʹ͍ͭͯ఺x͕Xʹ͓͍ͯRn

ͱಉ૬ͳ։ۙ๣Λͭ࣋ͱ͖ʹ͍͏. ͜ͷ৔߹xΛnݩ࣍ଟ༷ମ఺ͱݺͿ. Ґ૬ۭؒX಺
ͷඇଟ༷ମ఺શମ͔ΒͳΔू߹ΛS(X)Ͱද͠Ґ૬తಛҟ఺ू߹ͱݺͿ.

Lytchakͱචऀ͸࿦จ [31]ʹઌ͢ߦΔ࿦จ [30]ʹ͓͍ͯGCBAۭؒͷزԿߏ଄ͷج
൫తͳڀݚΛͨͬߦ. ࿦จ [30]಺ͷҐ૬తͳڀݚ੒ՌΛ͔ͭزड़΂Δ. ೚ҙͷGCBA

ۭؒXʹରͯ͠, ҎԼ͕੒Γཱͭ. (1) dimX͸ہॴతʹ༗ݶͰ͋Δ. (2) X − S(X) ͸
᜚ີͳ։෦෼ू߹Ͱ͋Δ. (3) Xʹ͓͍ͯ, ઀ۭ͕ؒEulclidۭؒͱ౳௕తͳ఺શମ͔Β
ͳΔू߹͸᜚ີͰ͋Δ. (4) X͕nݩ࣍Ͱ͋Ε͹, dimS(X) ≤ n− 1Ͱ͋Δ.

͸Lytchakͱචऀ࣍ [30]ʹΑΔہॴϗϞτϐʔ҆ఆੑఆཧͰ͋Δ.

ఆཧ 2.1. ([30]) ೚ҙͷGCBA(κ)ۭؒX ͷ఺ x ∈ X ʹରͯ͠, ͋Δ rx ∈ (0, Dκ/2)

͕ଘͯ͠ࡏ, ͢΂ͯͷ r ∈ (0, rx)ʹ͍ͭͯ, Br(x)͸ίϯύΫτ͔ͭ CAT(κ)Ͱ͋Γ,

∂Br(x)͸ΣxXʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ͞Βʹ, GCBA(κ)ۭؒྻ (Xi)ͷ֤ཁૉXiͷ
఺xi ∈ Xiʹରͯ͠Br(xi)͕ίϯύΫτ͔ͭCAT(κ)Ͱ͋Γ, (Br(xi), xi)͕(Br(x), x)ʹ
఺෇͖Gromov–HausdorffҐ૬Ͱऩଋ͍ͯ͠Δͱ͢Δͱ, े෼େ͖ͳ iʹରͯ͠∂Br(xi)

͸∂Br(x)ʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ.

3. ཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମۂ
ຊߘͰ͸, H∗ͰZ܎਺ಛҟϗϞϩδʔ܈Λද͢.

3.1. ϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢Δଟ༷ମೝࣝఆཧ

ϗϞϩδʔଟ༷ମʹؔ͢Δଟ༷ମ෼ղཧ࿦ͷ࿩୊ʹ͍ͭͯख୹ʹड़΂Δ ([14]Λࢀর).
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཭ۭؒMڑॴίϯύΫτՄ෼ہ ͕ nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Δͱ͸, ೚ҙͷ఺
p ∈ Mʹ͓͚ΔہॴϗϞϩδʔ܈H∗(M,M − {p})͕H∗(Rn,Rn −{0}) ʹಉܕͰ͋Δ
ͱ͖ʹ͍͏. ༗ݩ࣍ݶANRͰ͋Δnݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମΛnݩ࣍Ұൠଟ༷ମͱݺͿ.

೚ҙͷ nݩ࣍Ұൠଟ༷ମͷݩ࣍͸ nʹ౳͍͠. ΋͠ n ≤ 2Ͱ͋Ε͹, Mooreͷఆཧʹ
Αͬͯ, ೚ҙͷnݩ࣍Ұൠଟ༷ମ͸Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ ([49]Λࢀর).

Ґ૬ۭؒͷؒͷશࣹݻ༗࿈ଓࣸ૾ϕ : X → Y ͕๔ମతͰ͋Δͱ͸, ೚ҙͷ఺y ∈ Y ͷ
ϑΝΠόʔϕ− 1({y})͕Xʹ͓͚Δ͢΂ͯͷ։ۙ๣ͷதͰՄॖͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏. ·ͨ,

nݩ࣍Ұൠଟ༷ମM,Nͷؒͷ๔ମతࣸ૾ϕ : N → M͕ϨκϦϡʔγϣϯͰ͋Δͱ͸,

N ͕ nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏. Ճ͑ͯ, nݩ࣍Ұൠଟ༷ମM ͕ϨκϦϡʔ
γϣϯΛͭ࣋ͱ͸, ͋Δnݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମN͔ΒM΁ͷϨκϦϡʔγϣϯ͕ଘ͢ࡏΔ
ͱ͖ʹ͍͏. QuinnͷϨκϦϡʔγϣϯଘࡏఆཧ ([39], [40])ʹΑΓ͕࣍੒Γཱͭ.

ఆཧ 3.1. ([39], [40]) n ≥ 5ͱ͢Δ. ࿈݁ͳnݩ࣍ҰൠԽଟ༷ମM͸, nݩ࣍ଟ༷ମ఺
Λڐ༰͢Ε͹, ϨκϦϡʔγϣϯΛͭ࣋.

Ҏ߱, B2 ͰR2 ಺ͷ .ඪ४୯Ґดԁ൘Λද͢ݩ࣍2 ཭ۭؒX͕DDP(ԁ൘෼཭ੑ)ڑ

Λຬͨ͢ͱ͸, ೚ҙͷ࿈ଓࣸ૾ϕ1 : B2 → X, ϕ2 : B2 → Xͱ೚ҙͷ ϵ ∈ (0,∞)ʹର͠,

࿈ଓࣸ૾ ϕ̃1 : B2 → X, ϕ̃2 : B2 → X͕ଘͯ͠ࡏ, ֤ i ∈ {1, 2}ʹ͍ͭͯd(ϕi, ϕ̃i) < ϵͰ
͋Γ, ϕ̃1(B2 ) ∩ ϕ̃2 (B2 )͕ۭू߹Ͱ͋Δͱ͖ʹ͍͏. ͜͜Ͱ, d͸Ұ༷ڑ཭Ͱ͋Δ.

EdwardsͷDDPϨκϦϡʔγϣϯۙࣅఆཧ ([16])ͱQuinnͷϨκϦϡʔγϣϯଘࡏ
ఆཧ ([39], [40])Λ߹ΘͤΔͱ, .ͷEdwards–QuinnͷDDPଟ༷ମೝࣝఆཧ͕ಘΒΕΔ࣍

ఆཧ 3.2. ([16], [39], [40]) n ≥ 5ͱ͢Δ. ࿈݁ͳnݩ࣍Ұൠଟ༷ମM͕nݩ࣍Ґ૬ଟ༷
ମͰ͋Δ͜ͱͱ, M͕nݩ࣍ଟ༷ମ఺Λڐ༰͠, ͔ͭDDPΛຬͨ͢͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ.

Ґ૬ۭؒXͷ෦෼ू߹K͕Xʹ͓͍ͯ1-LCC(ہॴ༨୯࿈݁)Ͱ͋Δͱ͸, ੒Γ͕࣍
ཱͭͱ͖ʹ͍͏. ͢ͳΘͪ, ೚ҙͷ఺ p ∈ Kͱ, Xʹ͓͚Δ pͷ೚ҙͷ։ۙ๣Uʹର͠
ͯ, pͷ͋Δ։ۙ๣V ͕ଘͯ͠ࡏɼ͢΂ͯͷ࿈ଓࣸ૾σ : S1 → V −Kʹରͯ͠, ͋Δ࿈
ଓࣸ૾ϕ : B2 → U −K͕ଘͯ͠ࡏϕ| S1 = σΛຬͨ͢.

͸Cannon–Bryant–Lacher࣍ ʹΑΔ1-LCCऩॖఆཧ ([12])Ͱ͋Δ.

ఆཧ 3.3. ([12]) MΛnݩ࣍Ұൠଟ༷ମͱ͢Δ. ΋͠S(M)͕1-LCCͰ͋Γɼ2m+3 ≤ n

Λຬͨ͢mʹ͍ͭͯdimS(M) ≤ mͰ͋Ε͹, M͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

஫ҙ 3.1. Cannon–Bryant–Lacherͷ1-LCCऩॖఆཧ3.3͸, ʹ߹Ұൠଟ༷ମͷ৔ݩ࣍4
Bestvina–Daverman–Venema–Walsh ([5])ʹΑͬͯվྑ͞Ε͍ͯΔ.

3.2. ຊੑ࣭ج཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମͷۂ

Ұൠʹ, ཭ۭؒX͸ANRͰ͋Γڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ ([35], [29]), X͕ہॴίϯύΫτ
Ͱہॴଌ஍త׬උͰ͋Ε͹X͸ہॴతʹ༗ݩ࣍ݶͰ͋Δ ([30]). ·ͨ, X͕ϗϞϩδʔ
ଟ༷ମͰ͋Ε͹, X͸ہॴଌ஍త׬උͰ͋Δ (Ұൠଟ༷ମͷ৔߹ [47], Ґ૬ଟ༷ମͷ৔߹
[6]Λࢀর). Αͬͯ, .཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମ͸GCBAҰൠଟ༷ମͰ͋Δۂ

P. Thurston ([47])͸௿زݩ࣍Կֶతτϙϩδʔͷཧ࿦Λ༻͍ͯ࣍Λࣔͨ͠.

ఆཧ 3.4. ([47]) .Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍Ұൠଟ༷ମ͸3ݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳ3ۂ

,ͷ໋୊͸࣍ Lytchakͱචऀ [31]ʹΑΓࣔ͞Εͨۂ཰্͕ʹ༗քͳڑ཭ۭؒʹର͢Δ
ϗϞϩδʔଟ༷ମೝ໋ࣝ୊Ͱ͋Δ.
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໋୊ 3.5. .཭ۭؒXʹର͠ҎԼ͸ಉ஋Ͱ͋ΔڑॴίϯύΫτہ཰্͕ʹ༗քͳۂ([31])

(1) X͸nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Δ.

(2) ֤఺x ∈ Xʹରͯ͠H∗(ΣxX) = H∗(Sn− 1)Λຬͨ͢.

͜ͷ৔߹, ֤఺x ∈ Xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΣxX͸ (n − ,ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Γݩ࣍(1

઀ۭؒTxX͸nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Δ.

Edwardsͷೋॏݒਨఆཧ ([17], [11])ʹΑΓ, n ≥ 5ͱ͢Δͱ͖, ೚ҙͷ (n− ϙݩ࣍(2
ΞϯΧϨϗϞϩδʔٿ໘Σn− 2ͷೋॏݒਨ (S0 ∗(S0 ∗Σn− 2 ))͸, nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

ྫ 3.1. ([1], [4], [21]) n ≥ 5ͱ͢Δ. ඇ୯࿈݁(n−2)ݩ࣍ίϯύΫτਖ਼ఆۂ཰ϗϞϩδʔ
(໘ٿPoincaréϗϞϩδʔ)໘Riemannଟ༷ମٿ Σn− 2Λ༩͑Δ. ద੾ʹ֦େͯ͠Σn− 2͸
CAT(1)Ͱ͋Δͱͯ͠ྑ͍. ਨS0ݒ໘తٿ ∗Σn− 2͸CAT(1)Ͱ͋Γ(n−1)ݩ࣍ϗϞϩδʔ
ଟ༷ମͰ͋Δ. ਨ఺ݒ ξ± ∈ S0 ∗Σn− 2ʹ͓͚Δํۭؒ޲Σξ±(S0 ∗Σn− 2 )͸Σn− 2ʹ౳௕త
Ͱ͋Δ. ਨ఺ݒ ξ±͸ଟ༷ମ఺Ͱ͸ͳ͍. ਨS0ݒ໘తೋॏٿ ∗(S0 ∗Σn− 2 )͸CAT(1)ۭؒ
Ͱ͋Δ. ±ਨ఺xݒ ∈ S0 ∗(S0 ∗Σn− 2 )ʹ͓͚Δํۭؒ޲Σx±(S0 ∗(S0 ∗Σn− 2 ))͸S0 ∗Σn− 2

ʹ౳௕తͰ͋Δ. ಛʹ, Sn− 1ͱಉ૬Ͱ͸ͳ͍͕ϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. Edwardsͷೋॏ
ਨఆཧݒ ([17], [11])ΑΓ, S0 ∗(S0 ∗Σn− 2 )͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

4. ϗϞτϐʔ҆ఆੑͱϑΝΠϒϨʔγϣϯ
4.1. ϗϞτϐʔ҆ఆੑͱಉ૬ࣸ૾ۙࣅఆཧ

ਖ਼ͷ࣮਺ ϵ ∈ (0,∞)ʹର͠, ཭ۭؒͷؒͷ࿈ଓࣸ૾fڑ : X → Y ͕ ϵ-ϗϞτϐʔಉ஋
Ͱ͋Δͱ͸, ͋Δ࿈ଓࣸ૾ g : Y → X͕ଘͯ͠ࡏҎԼ͕੒Γཱͭͱ͖ʹ͍͏. ࿈ଓࣸ૾
g ◦ fͱ߃౳ࣸ૾ idXΛ݁ͿϗϞτϐʔΦ : X ×[0, 1] → Xͱ, f ◦ gͱ idY Λ݁ͿϗϞτ
ϐʔΨ : Y ×[0, 1] → Y ͕ଘͯ͠ࡏ, ͷ࣍ (1), (2)Λຬͨ͢. (1) ֤x ∈ Xʹରͯ͠, ઢۂ
[0, 1] ∋ t -→ (f ◦ Φt)(x) ∈ Y ͷ૾ͷ௚͕ܘY ͷதͰ ϵະຬͰ͋Δ. (2) ֤ y ∈ Y ʹର͠
ͯ, ઢۂ [0, 1] ∋ t -→ Ψt(x) ∈ Y ͷ૾ͷ௚͕ܘY ͷதͰ ϵະຬͰ͋Δ. ,཭ۭؒXڑ Y ͕
ϵ-ϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δͱ͸ ϵ-ϗϞτϐʔಉ஋ࣸ૾f : X → Y ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖ʹ͍͏.

ؔ਺ρ : [0, r0 ) → [0,∞)͕Մॖؔ਺Ͱ͋Δͱ͸, ρ(0) = 0͔ͭρ ≥ id[0 ,r0)Λຬͨ͠, ఺
0ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏. Մॖؔ਺ ρʹରͯ͠, ཭ۭؒX͕LGC(ρ)Ͱ͋Δڑ
,ͱ͸(ԿֶతՄॖͰ͋Δزॴہ) ೚ҙͷ఺x ∈ Xͱਖ਼ͷ࣮਺ r ∈ (0,∞)ʹରͯ͠։ڑ཭
.͏͍ʹମUρ(r)(x)ͷதͰՄॖͰ͋Δͱ͖ٿମUr(x)͕ಉ৺ٿ

͸Petersen࣍ ([38])ʹΑΔLGC(ρ)ۭؒʹର͢ΔϗϞτϐʔ҆ఆੑఆཧͰ͋Δ.

ఆཧ 4.1. Մॖؔ਺ρͱඇෛ੔਺nΛ༩͑Δ. ೚ҙͷϵ ∈ (0,∞)ʹରͯ͠,͋Δδ ∈ (0,∞)

͕ଘͯ͠ࡏ, nݩ࣍ҎԼͰ͋Δ 2ͭͷLGC(ρ)ۭؒX, Y ͕ dGH(X, Y ) < δΛຬͨͤ͹,

ͦΕΒ͸ ϵ-ϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ͨͩ͠, dGH͸Gromov–Hausdorffڑ཭Ͱ͋Δ.

,ͷఆཧ͸࣍ .Ͱ͋Δ݁ؼఆཧͷࣅۙ-Δα͢ࣅϗϞτϐʔΛಉ૬ࣸ૾Ͱۙޚ੍ ͳ͓,

α-ۙࣅఆཧ͸, n ≥ 5ͷ৔߹ʹChapman–Ferry ([13]), n = 4ͷ৔߹ʹFerry–Weinberger

([19]), n = 2, 3ͷ৔߹ʹ Jakobsche ([23, 24]) ʹΑཱͬͯ֬͞Ε͍ͯΔ. ͨͩ͠, n = 3

ͷ৔߹ͷJakobsche ([24])ͷओு͸Poincaré༧૝ͷղܾ (Perelman)Λඞཁͱ͍ͯͨ͠.

ఆཧ 4.2. ίϯύΫτڑ཭ۭؒM͕nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δͱ͖, ͢΂ͯͷα ∈ (0,∞)

ʹରͯ͠, ͋Δ ϵ ∈ (0,∞)͕ଘͯ͠ࡏ, ೚ҙͷίϯύΫτ nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମ N ͔Β
ͷ ϵ-ϗϞτϐʔಉ஋ࣸ૾ f : N → M ʹରͯ͠, ͋Δಉ૬ࣸ૾ f̃ : N → M ͕ଘͯ͠ࡏ
d(f, f̃) < α͕੒Γཱͭ. ͨͩ͠, d͸Ұ༷ڑ཭Ͱ͋Δ.
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4.2. ϑΝΠϒϨʔγϣϯͱϑΝΠόʔଋ

Ґ૬ۭؒͷؒͷ࿈ଓࣸ૾f : X → Y ͕ (Hurewicz) ϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δͱ͸, f

͕೚ҙͷҐ૬ۭؒʹରͯ͠ϗϞτϐʔ࣭ੑ্͛ͪ࣋Λຬͨ͢ͱ͖ʹ͍͏.

Ґ૬ۭؒͷؒͷ࿈ଓࣸ૾f : X → Y ,ͱ͸ͭ࣋ॴతʹҰ༷ՄॖͳϑΝΠόʔΛہ͕ ೚
ҙͷ఺ x ∈ Xͱ, X಺ͷ xͷ೚ҙͷ։ۙ๣Uʹରͯ͠, X಺ͷ xͷ։ۙ๣ V ͕ଘ͠ࡏ
ͯ, V ⊂ UͰ͋Γ, .͏͍ʹͷੑ࣭Λຬͨ͢ͱ͖࣍ ͢ͳΘͪ, ΋͠఺y ∈ Y ͷϑΝΠόʔ
f − 1({y})͕V ͱަΘΕ͹, ௨෦෼fڞ − 1({y}) ∩ V ͸f − 1({y}) ∩ UͷதͰՄॖͰ͋Δ.

ͷϑΝΠϒϨʔγϣϯఆཧ͸Michael࣍ ([32]) ͱUnger ([48])ͷ͔ڀݚΒಋ͔ΕΔ.

ఆཧ 4.3. ,཭ۭؒXڑݩ࣍ݶॴίϯύΫτͳ༗ہ Y ʹ͍ͭͯ,શࣹ࿈ଓ։ࣸ૾f : X → Y

,ͪ࣋ॴతʹҰ༷ՄॖͳϑΝΠόʔΛہ͕ ೚ҙͷ఺ y ∈ Y ʹରͯ͠ϑΝΠόʔ f − 1(y)

͕ͦΕࣗ਎ͷதͰՄॖͰ͋Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖f͸ϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δ.

ϑΝΠϒϨʔγϣϯ͸ϑΝΠόʔଋʹͳΓಘΔ. ઌʹड़΂ͨα-ۙࣅఆཧ 4.2ͱDyer-

Hamstrom ([15])ͷϑΝΠόʔଋೝࣝཧ࿦Λ߹ΘͤΔͱ, ΛಘΔ࣍ ([18], [42]Λࢀর).

ఆཧ 4.4. ݩ࣍ݶॴίϯύΫτ༗ہ ANRڑ཭ۭؒ X, Y ͷؒͷϑΝΠϒϨʔγϣϯ
f : X → Y ʹ͍ͭͯ, ೚ҙͷ఺y ∈ Y ʹ͓͚ΔϑΝΠόʔf − 1({y})͕ίϯύΫτͳn࣍
,Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Ε͹ݩ f͸ہॴతʹࣗ໌ͳϑΝΠόʔଋͰ͋Δ.

ࣄ࢓͸Ferryͷ࣍ ([18])ͷมछ൛Ͱ͋Γ, PerelmanʹΑΔPoincaré༧૝ͷղܾΛऔΓ
ೖΕͨओுͰ͋Δ.

ఆཧ 4.5. ཭ۭؒXڑANRݩ࣍ݶॴίϯύΫτ༗ہ ͔Β։۠ؒ I ΁ͷϑΝΠϒϨʔ
γϣϯ f : X → Iʹ͍ͭͯ, ೚ҙͷ఺ t ∈ Iʹ͓͚ΔϑΝΠόʔ f − 1({t})͕nݩ࣍Ґ૬
ଟ༷ମͰ͋Ε͹, X͸ (n+ .Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍(1

5. ͱ৳௕ࣸ૾ث཭ۭؒʹ͓͚Δ৳௕ڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ
Lytchakͱචऀ͸࿦จ [30]ʹ͓͍ͯGCBAۭؒʹର͢Δ৳௕ثͱ৳௕ࣸ૾ͷ֓೦Λ

ಋೖͨ͠. ,ʑ͜ΕΒʹରԠ͢Δಉ༷ͷ֓೦͸ݩ ཰͕Լʹ༗քͳAlexandrovۭؒͷۂ
ຊతͳ໾ׂΛՌ͍ͨͯ͠Δج͍͓ͯʹԿֶز ([9]). ,ࡍ࣮ Perelman ([36], [37])͸ۂ཰͕
Լʹ༗քͳ༗ݩ࣍ݶAlexandrovۭؒʹ͓͚Δ৳௕ࣸ૾͕ہॴతʹࣗ໌ͳϑΝΠόʔଋ
Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͠, ઌʹड़΂ͨہॴਲ਼ੑఆཧΛূ໌ͨ͠.

GCBA(κ)ۭؒX಺ͷ։ڑ཭ٿମUr(x)͕ඍখͰ͋Δͱ͸, r < Dκ/100Λຬͨ͠, ด
ମٿ཭ڑ B10r(x)͕ίϯύΫτ CAT(κ)ۭؒͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏. ఺ xͱ͸ҟͳΔ 2఺
y, z ∈ B10r(x)ʹରͯ͠, ఺xͱ఺ yΛ݁Ϳ࠷୹ଌ஍ઢͱ, ఺xͱ఺ zΛ݁Ϳ࠷୹ଌ஍ઢ
ͷؒͷ఺ xʹ͓͚Δ֯౓Λ∠x(y, z)Ͱද͢. ͳ͓, ೚ҙͷGCBA(κ)ۭؒ಺ͷ೚ҙͷ఺
͸ඍখ։ڑ཭ٿମΛͭ࣋͜ͱʹ஫ҙ͢Δ.

ਖ਼ͷ࣮਺ δ ∈ (0,∞)Λ༩͑Δ. GCBA(κ)ۭؒX ಺ͷඍখ։ڑ཭ٿମ Ur0(x0 )ͷ఺
x ∈ Ur0(x0 )ʹରͯ͠, B10r0(x0 ) − {x}಺ͷ kݸͷ఺ͷ૊ (p1, . . . , pk)͕఺ xʹ͓͚Δ
(k, δ)-৳௕ثͰ͋Δͱ͸, B10r0(x0 )− {x}಺ʹผͷkݸͷ఺ͷ૊ (q1, . . . , qk)͕ଘͯ͠ࡏ
ҎԼ͕੒Γཱͭͱ͖ʹ͍͏. (1) ֤ i ∈ {1, . . . , k}ʹ͍ͭͯ, ೚ҙͷ y ∈ B10r0(x0 )− {x}
ʹରͯ͠∠x(pi, y)+∠x(y, qi) < π+ δΛຬͨ͢. (2) ૬ҟͳΔ i, j ∈ {1, . . . , k}ʹ͍ͭͯ,

∠x(pi, pj) < π/2+ δ, ∠x(pi, qj) < π/2+ δ, ∠x(qi, qj) < π/2+ δ Λຬͨ͢. ·ͨ, Ur0(x0 )

ͷ෦෼ू߹Wʹରͯ͠, B10r0(x0 )಺ͷkݸͷ఺ͷ૊ (p1, . . . , pk)͕Wʹ͓͚Δ (k, δ)-৳
௕ثͰ͋Δͱ͸, ૊ (p1, . . . , pk)͕֤఺x ∈ Wʹ͓͚Δ (k, δ)-৳௕ثͰ͋Δͱ͖ʹ͍͏.
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ඍখ։ڑ཭ٿମUr0(x0 )಺ͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δࣸ૾ f : U → Rk͕ (k, δ)-৳௕
ࣸ૾Ͱ͋Δͱ͸, Uʹ͓͚Δ (k, δ)-৳௕ث (p1, . . . , pk)͕ଘͯ͠ࡏ f = (dp1 , . . . , dpk)Λ
ຬͨ͢ͱ͖ʹ͍͏. ͜͜Ͱ, dp1 , . . . , dpk͸ͦΕͧΕp1, . . . , pk͔Βͷڑ཭ؔ਺Λද͢.

GCBA(κ)ۭؒX಺ͷ (k, δ)-৳௕ࣸ૾ f : U → Rkʹ͍ͭͯ, ఆٛҬUͷ఺ x ∈ Uͷ
.ͷੑ࣭Λຬͨ͢఺શମͷू߹ΛUk+1,12δͰද࣍ͪ͢͏ ͢ͳΘͪ, ͋Δ఺ p ∈ XͱU಺
ͷ xͷ։ۙ๣Ux͕ଘͯ͠ࡏ f+ = (f, dp) : Ux → Rk+1͕ (k + 1, 12δ)-৳௕ࣸ૾Ͱ͋Δ.

·ͨ, fͷϑΝΠόʔΠʹରͯ͠, E(Π) = Π− Uk+1,12δͱ͓͖, Πͷྫ֎఺ू߹ͱݺͿ.

GCBA(κ)ۭؒX಺ͷ (k, δ)-৳௕ࣸ૾ͷҐ૬తͳੑ࣭͸࣍ͷ௨ΓͰ͋Δ ([30]).

(1) ೚ҙͷ δ ∈ (0,∞)ͱ೚ҙͷ఺x ∈ Xʹରͯ͠, ͋Δे෼খ͞ͳ r ∈ (0,∞)͕ଘࡏ
ͯ͠, dx : Ur(x)− {x} → (0, r)͸ (1, δ)-৳௕ࣸ૾Ͱ͋Δ.

(2) (k, δ)-৳௕ࣸ૾ f : U → Rk ʹ͍ͭͯ, ೚ҙͷ఺ x ∈ U ʹରͯ͠, े෼খ͞ͳ
r ∈ (0,∞)ͱ, U ʹؚ·ΕΔ (Ur(x) − {x}) ∩ f − 1(f(x)) ͷ։ۙ๣ V ͕ଘͯ͠ࡏ,

f+ = (f, dx) : V → Rk+1͸ (k+1, 12δ)-৳௕ࣸ૾Ͱ͋Γ,ಛʹV ⊂ Uk+1,12δͰ͋Δ.

(3) (k, δ)-৳௕ࣸ૾f : U → Rk ͷ೚ҙͷϑΝΠόʔΠʹରͯ͠E(Π)͸༗ݶͰ͋Δ.

(4) 20kδ < 1Λຬͨ͢ͱ͖,೚ҙͷ (k, δ)-৳௕ࣸ૾f : U → Rk͸։ࣸ૾Ͱ͋Γ, Uͷ೚
ҙͷίϯύΫτ෦෼ू߹Kʹର͠,͋Δr0 ∈ (0,∞)͕ଘ͠ࡏ,͢΂ͯͷr ∈ (0, r0 )

ͱx ∈ Kʹର͠, ௨෦෼Ur(x)ڞ ∩ f − 1(f(x))͸ͦΕࣗ਎ͷதͰxʹՄॖͰ͋Δ.

(5) ΋͠ dimX = nͰ͋Γ, δ͕े෼খ͚͞Ε͹, ೚ҙͷ (n, δ)-৳௕ࣸ૾ f : U → Rn

͸૒LipschitzຒΊࠐΈͰ͋Δ. ͞Βʹ, X͸ (n+ 1, δ)-৳௕ࣸ૾Λڐ༰͠ͳ͍.

ศ্ٓ, ೚ҙͷ δ ∈ (0,∞)ʹରͯ͠, GCBA(κ)ۭؒX ͷ։ू߹ U ͔Βͷఆ஋ࣸ૾
f : U → R0Λ (0, δ)-৳௕ࣸ૾ͱݺͿ. ҎԼͰ͸, ඇෛ੔਺શମͷू߹ΛN0Ͱද͢.

্ड़ͷGCBA(κ)ۭؒX಺ͷ (k, δ)-৳௕ࣸ૾ͷҐ૬తͳੑ࣭ ([30])ͱ, ϑΝΠϒϨʔ
γϣϯఆཧ4.3ͳͲͷزԿֶతτϙϩδʔͷཧ࿦Λ༻͍Δͱ࣍Λಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ఆཧ 5.1. ([31]) ͢΂ͯͷk ∈ N0͓Αͼ δ ∈ (0, 1/20k)ʹରͯ͠, ೚ҙͷGCBA(κ)ۭؒ
ͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δ (k, δ)-৳௕ࣸ૾ f : U → Rk͸ہॴతʹϑΝΠϒϨʔγϣϯ
Ͱ͋Δ. ΑΓৄ͘͠͸, ೚ҙͷx ∈ Uʹରͯ͠, ͋Δ rx ∈ (0,∞)͕ଘͯ͠ࡏBrx(x) ⊂ U

Λຬͨ͠, ͢΂ͯͷ r ∈ (0, rx)ʹ੍͍ͭͯ૾ࣸݶ f |Br(x) : Br(x) → f(Br(x))͸֤ʑͷ
ϑΝΠόʔ͕ՄॖͳϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δ.

Ճ͑ͯ, Raymond ([42])ͷҰൠଟ༷ମ্ͷϑΝΠϒϨʔγϣϯͷڀݚʹΑΓ࣍ΛಘΔ.

ఆཧ 5.2. ([31]) ͢΂ͯͷ n ∈ N0 ͓Αͼ δ ∈ (0, 1/20n) ͱ k ∈ {0, 1, . . . , n}ʹରͯ͠,

཰্͕ʹ༗քͳۂ nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δ (k, δ)-৳௕ࣸ૾
f : U → RkͷۭͰͳ͍೚ҙͷϑΝΠόʔ͸ (n− k)ݩ࣍Ұൠଟ༷ମͰ͋Δ.

6. ཭ۭؒͷҐ૬ਖ਼ଇੑڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ
6.1. ϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢ΔҐ૬ਖ਼ଇੑ

,ʹ཰্͕ʹ༗քͳϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢ΔҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧ1.2ΛಘΔͨΊۂ ʹ࣍
ड़΂Δ৳௕ࣸ૾ͷϑΝΠόʔʹର͢ΔҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧΛࣔ͢.

ఆཧ 6.1. ([31]) ೚ҙͷ n ∈ N0 ʹରͯ͠, ͋Δ δ ∈ (0,∞)͕ଘͯ͠ࡏҎԼ͕੒Γཱ
ͭ. ཰্͕ʹ༗քͳۂ nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͷ։ू߹U ΛఆٛҬͱ͢Δ (k, δ)-৳௕
ࣸ૾ f : U → Rk ͷ೚ҙͷϑΝΠόʔΠʹରͯ͠, Πͷྫ֎఺ू߹E(Π)͸༗ݶͰ͋Γ,

Π−E(Π)͸ (n− k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. Ճ͑ͯ, ΋͠n− k ≤ 3Ͱ͋ΔͳΒ͹, Π͸
(n− k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

永野幸一（筑波大）118



ূ໌ͷུ֓. (n− kʹؔ͢Δؼೲ๏) ೚ҙͷn ∈ N0ʹରͯ͠, े෼খ͘͞ δ ∈ (0,∞)Λ
ͱΓ, ϗϞϩδʔଟ༷ମͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳnۂ (k, δ)-৳௕
ࣸ૾ f : U → RkΛ༩͑Δ. ৳௕ࣸ૾ͷੑ࣭ΑΓ, ۭͰͳ͍೚ҙͷ fͷϑΝΠόʔΠͷ
ྫ֎఺ू߹E(Π)͸༗ݶͰ͋Δ. ఆཧ5.2ΑΓΠ͸ (n− k)ݩ࣍Ұൠଟ༷ମͰ͋Δ.

(I) n− k ≤ 2ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, MooreͷఆཧΑΓΠ͸2ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(II) n−k = 3ͱ͢Δ. ೚ҙͷp ∈ ΠΛ༩͑Δ. ͜ͷͱ͖,े෼খ͞ͳ೚ҙͷr ∈ (0,∞)

ʹରͯ͠ (k + 1, 12δ)-৳௕ࣸ૾ f+ = (f, dp) : Ur(p)− {p} → Rk+1͕ଘ͢ࡏΔ. ఆཧ 5.1

ͱ (I)ΑΓ, f+͸֤ϑΝΠόʔ͕Մॖͳ2ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋ΔϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ
͋Δ. Αͬͯ, ࣸ૾dp : (Ur(p)− {p})∩Π → (0, r)͸֤ϑΝΠόʔ͕ίϯύΫτͳ2ݩ࣍
Ґ૬ଟ༷ମͰ͋ΔϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Γ, ఆཧ4.4ΑΓہॴతʹࣗ໌ͳϑΝΠόʔ
ଋͰ͋Δ. ಛʹ, (Ur(p)− {p}) ∩ Π͸ .Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍3 ͜ͷ৔߹, Ur(p) ∩ Π͕
R3ʹಉ૬Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. ͕ͨͬͯ͠, Π͸3ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(III) n− k = 4ͱ͢Δ. ೚ҙͷx ∈ Π− E(Π)ʹରͯ͠, xͷ͋Δ։ۙ๣Ux্Ͱఆٛ
͞Εͨ (k + 1, 12δ)-৳௕ࣸ૾f+ = (f, dp) : Ux → Rk+1͕ଘ͢ࡏΔ. ఆཧ5.1ͱ (II)ΑΓ,

f+͸֤ϑΝΠόʔ͕Մॖͳ .Ґ૬ଟ༷ମͰ͋ΔϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δݩ࣍3 ࣸ૾
dp : Ux ∩ Π → dp(Ux ∩ Π)͸֤ϑΝΠόʔ͕ίϯύΫτͳ Ґ૬ଟ༷ମͰ͋ΔϑΝݩ࣍2
ΠϒϨʔγϣϯͰ͋Γ, ఆཧ4.4ΑΓہॴతʹࣗ໌ͳϑΝΠόʔଋͰ͋Δ. ಛʹ, Ux ∩Π

͸4ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. Αͬͯ, Π− E(Π)͸4ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(IV) n− k ≥ 5ͱ͢Δ. ೚ҙͷx ∈ Π− E(Π)ʹରͯ͠, xͷ͋Δ։ۙ๣Ux্Ͱఆٛ
͞Εͨ (k + 1, 12δ)-৳௕ࣸ૾ f+ = (f, dp) : Ux → Rk+1͕ଘ͢ࡏΔ. ͜ͷ৔߹ʹ͓͍ͯ,

Ux ∩ Π͕ (n − k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱΛEdwards–QuinnͷDDPଟ༷ମೝࣝఆ
ཧ 3.2 ([16], [39], [40])Λ༻͍ͯূ໌͢Δ. ূ໌ͷ్தͰԁ൘Λ෼཭͢Δࡍʹఆཧ 4.5ͳ
ͲΛ༻͍Δ͕, ͦͷաఔ͸ෳࡶͰٕज़తͰ͋Δ ͸࿦จࡉৄ) [31]Λࢀর). ͍ͣΕʹͤΑ,

Π− E(Π)͕ (n− k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

ఆཧ1.2ͷূ໌. ཰্͕ʹ༗քͳ೚ҙͷۂ nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମX ʹରͯ͠, X ͸
GCBAۭؒͰ͋Δ. ͜ͷͱ͖, XΛඍখ։ڑ཭ٿମͰඃ෴ͯ͠, ֤ඍখ։ڑ཭ٿମUr(x)

͔Βͷఆ஋ࣸ૾f : Ur(x) → R0 ʹఆཧ6.1Λద༻͢Δͱ, .ऴతʹఆཧ1.2ΛಘΔ࠷

6.2. ॴҐ૬ਖ਼ଇੑہ

.ॴҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧ1.1ͷূ໌ͷུ֓Λड़΂Δہͣ· ్தͰఆཧ1.2Λ༻͍Δ.

ఆཧ1.1ͷূ໌ͷུ֓. (1) ⇒ (2). ཭ۭؒX͕ڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମ
Ͱ͋Δͱ͢Δͱ͢Δ. ೚ҙͷ఺ x ∈ XΛ༩͑Δ. ໋୊ 3.5ΑΓํۭؒ޲ΣxX͸ίϯύ
Ϋτ (n− Ұൠଟ༷ମͰ͋ΓH∗(ΣxX)ݩ࣍(1 = H∗(Sn− 1)Λຬͨ͢. ಛʹ, ΣxX͸ހঢ়
࿈݁Ͱ͋Δ. ΋͠n ≤ 3Ͱ͋Ε͹, ΣxX͸Sn− 1ʹಉ૬Ͱ͋Δ. ҎԼn ≥ 4ͱ͠, ΣxX͕
Sn− 1ʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢. ͜ͷͨΊʹ͸WhiteheadͷఆཧΑΓΣxX͕
୯࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͤ͹ྑ͍. े෼খ͞ͳ೚ҙͷ r ∈ (0, Dκ)ʹରͯ͠, Ur(x) − {x}
͸୯࿈݁Ͱ͋Γ, ͔ͭΣxXʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. Αͬͯ, ΣxX͸୯࿈݁Ͱ͋Δ.

(2) ⇒ (1). ,͍ͯͭʹ཭ۭؒXڑॴίϯύΫτہ཰্͕ʹ༗քͳۂ ֤఺x ∈ Xʹ͓
͍ͯΣxX͕Sn− 1ʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δͱ͢Δ. ໋୊3.5ΑΓX͸nݩ࣍Ұൠଟ༷ମ
Ͱ͋Δ. ΋͠n ≤ 2Ͱ͋Ε͹, X͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. ҎԼn ≥ 3ͱ͢Δ. ఆཧ
1.2ΑΓہॴ༗ݶͳXͷ෦෼ू߹E͕ଘͯ͠ࡏX −E͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. ͜͜
Ͱ, ֤఺x ∈ Xʹ͓͍ͯ, े෼খ͞ͳ೚ҙͷ r ∈ (0, Dκ)ʹରͯ͠, Ur(x) − {x}͸ΣxX
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ʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Γ, ୯࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱʹ஫ҙ͢Δ. Αͬͯ, E͸X಺Ͱ1-LCCͰ
͋Γ, ͞ΒʹdimE = 0Λຬͨ͢. Cannon–Bryant–Lacherͷ1-LCCऩॖఆཧ3.3 ([12])

ΑΓ, X͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(2) ⇔ (3). ௚લʹड़΂ͨ (1) ⇔ (2)ͷূ໌ͱಉ༷ʹ (2) ⇔ (3)Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

ͨͩ͠, (2) ⇒ (3)ͷূ໌Ͱ͸࣍ͷ࣮ࣄΛ༻͍Δ. ͢ͳΘͪ, Մॖͳnݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମ͕
Rnͱಉ૬Ͱ͋Δ͜ͱͱແݶԕ୯࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ (n = 3ͷͱ͖ [7]ͱ [43],

n = 4ͷͱ͖ [20], n ≥ 5ͷͱ͖ [46]). ,ࡍ࣮ Մॖͳ઀ۭؒTxX͕nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋
Δ͜ͱΛࣔͨ͠ޙͰ, ͦΕ͕Rnʹಉ૬Ͱ͋Δ͜ͱΛূ໌͢Δࡍʹ༻͍Δ.

ͷఆཧͷओு࣍ (1)ͷূ໌͸, P. Thurstonͷఆཧ3.4 ([47]) ʹผূ໌Λ༩͍͑ͯΔ.

ఆཧ 6.2. ([31], [47]) .཭ۭؒXʹରͯ͠ҎԼ͕੒Γཱͭڑ཰্͕ʹ༗քͳۂ

(1) X͕nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͰ͋Γ, n ≤ 3Ͱ͋Ε͹, X͸Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(2) X͕nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ, n ≤ 4Ͱ͋Ε͹, ೚ҙͷx ∈ Xʹରͯ͠ํۭؒ޲ΣxX

͸Sn− 1ʹಉ૬Ͱ͋Δ.

ূ໌. ओு (1)͸ఆཧ6.1ʹؚ·Ε͍ͯΔ. ओு (2)Λࣔͨ͢Ί, n ≤ 4ͱ͠, ʹ཰্͕ۂ
༗քͳڑ཭ۭؒX͕ nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ॴҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧہ
1.1ͱ໋୊3.5ΑΓ, ֤఺x ∈ Xʹ͓͚Δํۭؒ޲ΣxX͸ίϯύΫτͳ (n− Ұൠݩ࣍(1
ଟ༷ମͰ͋Γ, Sn− 1ͱϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ΋͠n ≤ 3Ͱ͋Ε͹, MooreͷఆཧΑΓ
ΣxX͸nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Γ, Sn− 1ʹಉ૬Ͱ͋Δ. ΋͠n = 4Ͱ͋Ε͹, ओு (1)Α
ΓΣxX͸3ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Γ, PerelmanʹΑΔPoincaré༧૝ͷղܾʹΑΓS3ʹಉ
૬Ͱ͋Δ. ͜͏ͯ͠ओு (2)ΛಘΔ.

6.3. ϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢Δہॴਲ਼ੑ

ϗϞϩδʔଟ༷ମʹର͢Δہॴਲ਼ੑఆཧ1.3ΛಘΔͨΊʹ࣍Λࣔ͢.

ఆཧ 6.3. ([31]) ೚ҙͷ n ∈ N0 ʹରͯ͠, ͋Δ δ ∈ (0,∞)͕ଘͯ͠ࡏҎԼ͕੒Γཱͭ.

཰্͕ʹ༗քͳۂ nݩ࣍ϗϞϩδʔଟ༷ମͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δ (k, δ)-৳௕ࣸ૾
f : U → Rk ͷ೚ҙͷϑΝΠόʔΠʹରͯ͠, .੒Γཱ͕ͭ࣍ ೚ҙͷ఺x ∈ Πʹରͯ͠,

Πʹ͓͚Δxͷ։ۙ๣Uxͱ, Sn− k− 1ͱಉ͡ϗϞϩδʔ܈Λͭ࣋ίϯύΫτ (n− k − 1)

,ͯ͠ࡏҐ૬ଟ༷ମMx͕ଘݩ࣍ Ux͸Mxͷ։ਲ਼C(Mx)ʹಉ૬Ͱ͋Δ.

ূ໌ͷུ֓. (n− kʹؔ͢Δؼೲ๏) ೚ҙͷn ∈ N0ʹରͯ͠, े෼খ͘͞ δ ∈ (0,∞)Λ
ͱΓ, ϗϞϩδʔଟ༷ମͷ։ू߹UΛఆٛҬͱ͢Δݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳnۂ (k, δ)-৳௕
ࣸ૾ f : U → RkͷϑΝΠόʔΠΛ༩͑Δ. ೚ҙͷ x ∈ Πʹରͯ͠, े෼খ͞ͳ೚ҙͷ
r ∈ (0,∞)ʹ͍ͭͯ (k+1, 12δ)-৳௕ࣸ૾f+ = (f, dx) : Ur(x)−{x} → Rk+1͕ଘ͢ࡏΔ.

ఆཧ5.1ΑΓ, f+͸֤ϑΝΠόʔ͕ՄॖͰ͋ΔΑ͏ͳϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Γ, ࣸ૾
dx : (Ur(x)−{x})∩Π → (0, r)͸ϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δ. ҎԼN := (Ur(x)−{x})∩Π
ͱ͓͘. ఆཧ6.1ΑΓN͸ (n− k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ.

(I) n−k ≤ 3ͱ͢Δ. ఆཧ6.1ΑΓΠ͕ (n−k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Γओு͕੒Γཱͭ.

(II) n− k = 4ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ (I)ΑΓ f+͸֤ϑΝΠόʔ͕Մॖͳ Ґ૬ଟ༷ݩ࣍3
ମͰ͋ΔϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Δ. Αͬͯ, ࣸ૾dx : N → (0, r)͸֤ϑΝΠόʔ͕ί
ϯύΫτͳ ,Ґ૬ଟ༷ମͰ͋ΔϑΝΠϒϨʔγϣϯͰ͋Γݩ࣍3 ఆཧ 4.4ΑΓہॴతʹ
ࣗ໌ͳϑΝΠόʔଋͰ͋Δ. ͜ͷͱ͖, ίϯύΫτͳ3ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମM͕ଘͯ͠ࡏN

͸ (0, r)×Mʹಉ૬Ͱ͋Δ. ͕ͨͬͯ͠, ओு͕੒Γཱͭ͜ͱ͕Θ͔Δ.
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(III) n− k ≥ 5ͱ͢Δ. ओுΛࣔͨ͢Ίʹ͸, (n− k)ݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମNʹ͓͚Δ఺x

ʹରԠ͢Δ୺͕, (n− k− ίϯύΫτҐ૬ଟ༷ମMʹΑͬͯݩ࣍(1 [0,∞)×Mͱۗ෇
͚͞ΕΔ͜ͱΛࣔͤ͹ྑ͍. ΋͠n − k ≥ 6Ͱ͋Ε͹, Siebenmannͷ୺ఆཧ ([44], [22]

Λࢀর) ͔Βओு͕͕ͨ͠͏. −Γ͸n࢒ k = 5ͷͱ͖Ͱ͋Δ. ͜ͷͱ͖, ೲ๏ͷԾఆؼ
(II)ͷ΋ͱ, QuinnͷϨκϦϡʔγϣϯଘࡏఆཧ ([39], [40])ͷ݁ؼͰ͋Δఆཧ 3.1Λ༻
͍ͯ ,͍ߦҐ૬ଟ༷ମNͷखज़Λݩ࣍5 खज़ޙͷ ʹ+Ґ૬ଟ༷ମNݩ࣍5 Siebenmann

ͷۗ෇͚ఆཧ ([45]) Λద༻͢Δ͜ͱʹΑͬͯ, ओுΛূ໌͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

஫ҙ 6.1. ఆཧ6.3ͷn− k = 5ͷ৔߹ͷূ໌͸Steven FerryࢯͷԉॿΛड͚͍ͯΔ.

ఆཧ1.3ͷূ໌. ମٿ཭ڑϗϞϩδʔଟ༷ମXΛඍখ։ݩ࣍཰্͕ʹ༗քͳ೚ҙͷnۂ
Ͱඃ෴ͯ͠, ֤ඍখ։ڑ཭ٿମ͔Βͷఆ஋ࣸ૾ʹఆཧ6.3Λద༻͢Δͱྑ͍.

6.4. ͷਖ਼ଇੑͱ҆ఆੑݶۃ཰্͕ʹ༗քͳϦʔϚϯଟ༷ମͷඇ่յۂ

ຊߘͰ͸, .ड़΂Δఆཧ1.4ͷ؆ུ൛ʹ͍ͭͯͷΈࣔ͢ʹ࣍ ఆཧ1.4ͷ൓෮ํۭؒ޲ʹ
ؔ͢Δओுͷূ໌͸ෳࡶͰٕज़తͰ͋Δ ͸࿦จࡉৄ) [31]Λࢀর).

ఆཧ 6.4. ([31]) CAT(κ)Ͱ͋Δ఺෇͖nݩ࣍Riemannଟ༷ମྻ (Mi, pi)͕఺෇͖ݻ༗
,ʹ཭ۭؒXڑ ఺෇͖Gromov–HausdorffҐ૬Ͱऩଋ͍ͯ͠Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, X͸
nݩ࣍Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δ. Ճ͑ͯ, ΋͠X͕ίϯύΫτͰ͋Ε͹, े෼େͷ೚ҙͷ iʹର
ͯ͠Mi͸Xʹಉ૬Ͱ͋Δ.

ূ໌. .X͸CAT(κ)Ͱ͋ΔGCBA(κ)ۭؒͰ͋Δۭؒݶۃ ఆཧ2.1ΑΓ, ೚ҙͷx ∈ X

ʹରͯ͠, ͋Δ rx ∈ (0, Dκ/2)͕ଘͯ͠ࡏ, ͢΂ͯͷ r ∈ (0, rx)ʹ͍ͭͯ, ดڑ཭ٿମ
Br(x)͕ίϯύΫτ͔ͭCAT(κ)Ͱ͋Γ, ໘ٿ཭ڑ ∂Br(x)͸ΣxXʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ
͋Δ. ͞Βʹ, ఺x ∈ Xʹऩଋ͢Δ֤Miͷ఺xi ∈ MiΛબͿͱ, ֤ดڑ཭ٿମBr(xi)͕
ίϯύΫτ͔ͭCAT(κ)Ͱ͋Γ, (Br(xi), xi)͸ (Br(x), x)ʹ఺෇͖Gromov–Hausdorff

Ґ૬Ͱऩଋ͍ͯ͠Δ. ͼఆཧ࠶ 2.1ΑΓ, े෼େ͖ͳ iʹରͯ͠ ∂Br(xi)͸ ∂Br(x)ʹϗ
Ϟτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ಛʹ, ∂Br(xi)͸ΣxXʹϗϞτϐʔಉ஋Ͱ͋Δ. ֤Mi͸CAT(κ)

Ͱ͋Δnݩ࣍Riemannଟ༷ମͰ͋ΔͷͰ, ఺xi ∈ Miʹ͓͚Δ୯ࣹ൒ܘ͸Ұ༷ʹDκҎ
্Ͱ͋Γ, ∂Br(xi)͸Sn− 1ʹ (ඍ෼)ಉ૬Ͱ͋Δ. Αͬͯ, ΣxX͸Sn− 1ʹϗϞτϐʔಉ஋
Ͱ͋Δ. ,ॴҐ૬ਖ਼ଇੑఆཧ1.1ΑΓہ .Ґ૬ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍X͸nۭؒݶۃ

ҎԼX͕ίϯύΫτͰ͋Δͱ͢Δ. े෼େ͖ͳ೚ҙͷ iʹର͠Mi΋ίϯύΫτͰ͋
Δ. Ұൠʹ, CAT(κ)ۭؒ͸LGC(id[0 ,Dκ))Ͱ͋Δ. PetersenͷϗϞτϐʔ҆ఆੑఆཧ4.1

([38])ΑΓ, ೚ҙͷ ϵ ∈ (0,∞)ʹ͍ͭͯ, े෼େ͖ͳ iʹର͠MiͱX͸ ϵ-ϗϞτϐʔಉ
஋Ͱ͋Δ. Αͬͯ, α-ۙࣅఆཧ4.2ΑΓ, े෼େ͖ͳ iʹର͠MiͱX͸ಉ૬Ͱ͋Δ.
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