
対称群のオブザーバブル直径

中島啓貴

1. 測度の集中現象
測度の集中現象は，「任意の 1-Lipschitz関数がほぼ定数関数となる」という現象で

あり，主に高次元空間で観察される．ここで，1-Lipschitz関数は Lipschitz定数が 1
以下の関数のことである．測度の集中現象は P. Lévyの仕事を拡張することで，V.
Milmanによって提唱されたものである．この現象が起こる空間の典型例は n次元単
位球面 Sn(1)である．Sn(1)は標準的なリーマン計量から定まるリーマン距離 dSn(1)

が備わっているものとする．Sn(1)上の 1-Lipschitz関数 f : Sn(1) → Rの例として 1
点からの距離関数を考えよう．すなわち一点 pn ∈ Sn(1)を固定して，fn : Sn(1) → R
を

fn(x) := dSn(1)(x, pn) for x ∈ Sn(1)

と定義する．このとき fnは点 x = pnにおいて最小値 0をとり，点 x = −pnにおい
て最大値 πをとる．したがって,この関数は定数関数ではないので「ほぼ」定数関数
の意味を明確にする必要がある．いま Sn(1)のリーマン体積測度を正規化したもの
をmSn(1) とおき，ε > 0に対して

mSn(1)({x ∈ Sn(1) : |fn(x)− π/2| ≥ ε})
という量を考える．これは fn の定義域において fn が π/2から離れている部分の割
合を表している．この量は次元 nが十分に大きいとき 0に近づくことが知られてい
る．すなわち，任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

mSn(1)({x ∈ Sn(1) : |fn(x)− π/2| ≥ ε}) = 0

が成り立つ．よって高次元の単位球面においては，この fnはほぼ π/2の値をとる定
数関数とみなせる．この例を踏まえると，以下のTheorem 1.1，すなわち Sn(1)にお
ける測度の集中現象が把握しやすい．
Theorem 1.1 (Lévyの補題 [5]). 任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

sup
f

inf
c∈R

mSn(1) ({x ∈ Sn(1) : |f(x)− c| ≥ ε}) = 0

が成り立つ．ただし，supは任意の 1-Lipschitz関数 f : Sn(1) → Rにわたって取る．
Theorem 1.1をみると，測度の集中現象は，一つの空間ではなく空間の列に対す

る主張であることが分かる．また Theorem 1.1には測度と距離が現れるので，測度
の集中現象は測度距離空間の列に対して定義することが自然である．完備可分距離空
間 (X, dX)がボレル確率測度mX を備えているとき，三つ組 (X, dX ,mX)を測度距
離空間と呼ぶ．ここで測度mX が確率測度であるとはmX(X) = 1を満たすことを
いう．紛れのないときには dX とmX を省略して単にX が測度距離空間であると述
べることにする．測度距離空間X に対して

Lip1(X) := {f : X → R | f : 1-Lipschitz}
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とおく．また，正の整数全体の集合を N := {1, 2, . . . }とおく．測度の集中現象が起
こるような空間の列を以下の Definition 1.2のように定義し Lévy familyと呼ぶ．
Definition 1.2 (Lévy family). 測度距離空間の列 (Xn)n∈Nが Lévy familyである
とは，任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

sup
f∈Lip1(Xn)

inf
c∈R

mXn
({x ∈ Xn : |f(x)− c| ≥ ε}) = 0

が成り立つことをいう．
Theorem 1.1は (Sn(1))n∈Nが Lévy familyであることを主張している．測度の集

中現象については，M. Ledouxの本 [4]にまとめられている．和書では T. Shioyaの
本 [11]がある．

2. オブザーバブル直径
測度の集中現象が起こるかどうかを特徴づける不変量のひとつにオブザーバブル

直径がある．オブザーバブル直径はM. Gromovによって [3]の §3 1
2 において導入さ

れたものである．A ⊂ Rに対して通常の直径を

diamA :=

{
0 if A = ∅
supx,y∈A |x− y| otherwise

と定義し，R上のボレル確率測度 µと実数 α ∈ [0, 1)に対してパーシャル直径を
diam(µ;α) := inf{diamA | A ⊂ R: ボレル集合, µ(A) ≥ α}

と定義する．このとき，測度距離空間X と κ ∈ (0, 1]に対してオブザーバブル直径は
以下のように定義される．

ObsDiam(X;−κ) := sup
f∈Lip1(X)

diam(f∗mX ; 1− κ).

ここで，f∗mX は f : X → RによるmX の押し出し測度であり
f∗mX(A) := mX(f−1(A)) for A ⊂ R

によって定義される．f∗mX は R上のボレル確率測度になっている．また，任意の
κ ∈ (0, 1]に対して ObsDiam(X;−κ) < ∞が成立することに注意する．
測度距離空間列 (Xn)n∈Nが Lévy familyであることは，任意の κ ∈ (0, 1)に対して

lim
n→∞

ObsDiam(Xn;−κ) = 0

が成立することとして特徴づけられる．測度距離空間X と実数 r > 0に対して，距
離をスケーリングした測度距離空間 (X, r · dX ,mX)を rX と表すことにする．この
とき

ObsDiam(rX;−κ) = r ·ObsDiam(X;−κ)

が成立する．これより，測度距離空間列を適切にスケーリングすると必ずLévy family
にできることがわかる．すなわち，任意の測度距離空間列 (Xn)n∈N に対して，ある
正の実数列 (rn)n∈Nが存在して (rnXn)は Lévy familyとなる．オブザーバブル直径
のオーダーが分かれば，測度距離空間列をどの程度スケーリングすると Lévy family
になるかが分かるという意味でオブザーバブル直径のオーダー評価は重要である．測
度距離空間列 (Xn)n∈N が phase transition propertyを持つとは，ある正の実数
列 (rn)n∈N が存在して，任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(Xn;−κ) ≍ rn



が成り立つことをいう．ここで非負実数列 (an)n∈N，(bn)n∈Nに対して an ≍ bnであ
るとは，ある実数 c, C > 0が存在して，十分大きな nに対して c · bn ≤ an ≤ C · bn
が成立することをいう．phase transition propertyは R. Ozawaと T. Shioyaによっ
て [8]において定義されたものである．今回の定義は [8]内で述べられている同値な
言い換えを採用している．
オブザーバブル直径のオーダーが決定されているような具体例についていくつか

紹介する．n次元単位球面については

ObsDiam(Sn(1);−κ) ≍ 1√
n

for any κ ∈ (0, 1)

が成立する (3 1
2 .20. in [3])．特に (Sn(1))n∈N は phase transition property を持つ．

Sn(1)のオブザーバブル直径の上からの評価は n次元単位球面上の等周不等式 (Lévy
の等周不等式 [2, 5] cf. Theorem 2.3 in [9])から従う．下からの評価は，1-Lipschitz
関数として一点からの距離関数をとることによって与えられる．この評価が最適であ
ることは一点からの距離関数の等位集合が等周不等式の解を与えることに由来する．
Rnを台集合としてユークリッド距離と n次元標準正規分布を備えた測度距離空間を
n次元ガウス空間 Γn と呼ぶ．Γn のオブザーバブル直径については

ObsDiam(Γn;−κ) ≍ 1 for any κ ∈ (0, 1)

が成立する．こちらも上からの評価は等周不等式で与えられ (cf. Corollary 2.6 in [4])，
下からの評価は第 1射影の等位集合が等周不等式の解を与えることから従う．台集合
を {0, 1}n として l1-距離と一様確率測度を備えた測度距離空間をハミングキューブ
Qn と呼ぶ．Qn のオブザーバブル直径については

ObsDiam(Qn;−κ) ≍
√
n for any κ ∈ (0, 1)

が成立する (cf. Corollary 4.10 in [7])．上からの評価は Hoeffding型の不等式を用い
てあたえられる (cf. Corollary 1.17 in [4])．等周不等式 ([1])を用いて与えることも
できる．下からの評価は 1点からの距離関数の等位集合が等周不等式の解を与えるこ
とから従う．上記のように，オブザーバブル直径のオーダーの決定は基本的にはその
空間における等周不等式を用いて行われる．

3. 対称群のオブザーバブル直径
今回は，N 次対称群SN のオブザーバブル直径のオーダーの決定を行った．N ∈ N

に対してSN は
SN := {σ : {1, . . . , N} → {1, . . . , N} | σ: 全単射 }

を台集合として，ハミング的距離
dSN

(σ, τ) := #{i ∈ {1, . . . , N} | σ(i) ̸= τ(i)}

と一様確率測度mSN
を備えた測度距離空間とする．

SN のオブザーバブル直径の上からの評価については以下の定理が知られていた．
Theorem 3.1 ([6] cf. Corollary 4.3 in [4] ). 任意のN ∈ Nと κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(SN ;−κ) ≤ 8
√
2N log(2/κ)

が成立する．
Theorem 3.1は確率論のMartingale的手法によって証明されている．今回は，The-

orem 3.1の評価と同じオーダーで下からの評価を得ることができた．



Theorem 3.2. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

lim inf
N→∞

4√
N

ObsDiam(SN ;−κ) ≥ diam(γ1; 1− κ)

が成り立つ．ここで γ1 は 1次元の標準正規分布である．
任意の κ ∈ (0, 1)に対して 0 < diam(γ1; 1− κ) < ∞が成り立つことに注意すると

Theorem 3.1，3.2から以下の系が従う．
Corollary 3.3. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(SN ;−κ) ≍
√
N

が成り立つ．
交代群 AN についても Theorem 3.1，3.2と同様の評価を得ることができ，以下の

定理が成り立つ．
Theorem 3.4. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(AN ;−κ) ≍
√
N

が成り立つ．
Corollary 3.3と Theorem 3.4によって [10]の Problems 4および 5が解決し，そ

れぞれ (SN )N∈N と (AN )N∈N は phase transition propertyを持つことが従う．
Theorem 3.2の証明のスケッチ. オブザーバブル直径を下から評価するには，良い評
価を与えるような具体的な1-Lipschitz関数 fN : SN → Rを見つければよい．K,n ∈ Z
を 0 ≤ K,n ≤ N を満たすものとする．1-Lipschitz関数 fN,K,n : SN → Rを

fN,K,n(σ) := #({0, 1, . . . ,K} ∩ σ({0, 1, . . . , n})) for σ ∈ SN

と定義すると (fN,K,n)∗mSN
は母数N,K, nの超幾何分布になる．したがって

fN := fN,⌊N
2 ⌋,⌊N

2 ⌋
とおくと超幾何分布に関する中心極限定理より，N → ∞で

(
4√
N

·
(
fN − N

4

)
)∗mSN

は標準正規分布 γ1 に弱収束する．よって

lim inf
N→∞

4√
N

ObsDiam(SN ;−κ)

≥ lim
N→∞

4√
N

diam((fN )∗mSN
; 1− κ)

= lim
N→∞

diam((
4√
N

·
(
fN − N

4

)
)∗mSN

; 1− κ)

=diam(γ1; 1− κ)

を得る． □

Remark 3.5. n次元球面における評価のときと異なり 1点からの距離関数は最適な
オーダーを与えない．それどころか，今回の評価に用いた fN には距離関数が明示的
に表れないところは注目に値する．
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