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概 要
本講演では「どのような単連結冪零リー群の格子が非特異複素代数多様体の基本

群となるか？」という問題を考える。さらに、この問題をリー代数のコホモロジー
と次数付けを用いて研究できることを説明する。この研究方法により得られた結果
と今後の展望について述べる。

1 背景
1.1 Serreの問題
非特異複素代数多様体（射影的な場合も含む）の基本群は有限表示であることが知ら
れている。有限表示群とは有限生成群 Γ = ⟨S | R⟩であって関係式Rを有限集合にとれ
るような群のことである。

Serreは「すべての有限群が非特異複素射影代数多様体の基本群として実現できる」こ
とを示し [1]、一般に「どのような有限表示群（無限群）が非特異複素代数多様体の基本
群となるか？」という問題を提示した。これは Serreの問題と呼ばれている。
例えば自由アーベル群について考える。可換群 Zは複素平面から原点を除いた集合

C∗ := C − {0}の基本群である。よって、任意の自由アーベル群 Zn は C∗ の直積空間
(C∗)nの基本群として表すことができる。

1.2 冪零リー群の格子に対するSerreの問題
可換性を少し複雑にしたものとして冪零な場合を考えたい。そこで「どのような有限
生成捩れ自由冪零群が非特異複素代数多様体の基本群となるか？」という問題を考える。
以下の定理が知られている。

定理 1.2.1 ([2],[6]). 任意の有限生成捩れ自由冪零群は、ある単連結冪零リー群N の格
子 Γと同型である。また、N の存在は同型を除いて一意的である。
さらに、単連結冪零リー群Nが格子Γを持つことと、nの基底X1, . . . , Xnで [Xi, Xj] =∑n
k=1 C

k
ijXkと書いたとき、全ての i, j, kについてCk

ij ∈ Qが成立するものが存在するこ



とが同値である。つまり、Nのリー代数 nが有理リー代数の拡大として表せる。ここで、
格子とは商空間がコンパクトであるような離散部分群のことである。
この定理から、有限生成捩れ自由冪零群が非特異複素代数多様体の基本群となるかは、
単連結冪零リー群（リー代数）を用いて研究できることが示唆される。本講演では次の
問題を考える。
問題 1.2.2. どのような単連結冪零リー群の格子が非特異複素代数多様体の基本群とな
るか？
例 1.2.3. 例えば、離散ハイゼンベルグ群H3(Z)を考える。これはハイゼンベルグ群H3(R)
の格子である。対応するリー代数 nは基底X1, X2, X3で [X1, X2] = X3, [X1, X3] = 0 =

[X2, X3]を満たすように取れる。等質空間M = H3(Z)\H3(R)の錘C(M) = H3(Z)\H3(R)×
R>0が非特異複素代数多様体の構造を持つことが知られている ([5])。C(M)の基本群は
H3(Z)であるので、離散ハイゼンベルグ群についての Serreの問題は解決される。しか
し、他の冪零な例については未だに多くのことが知られていない。

1.3 Morganの判定法
Morganは、非特異複素代数多様体の基本群が単連結冪零リー群の格子となるための
必要条件を、対応するリー代数の次数付けとコホモロジーに関する条件を用いて記述し
た。N を単連結冪零リー群とし、非特異複素代数多様体Xの基本群がN の格子である
と仮定する。N のリー代数 nについて以下が成り立つ。
定理 1.3.1 ([5]). 複素化 nCは次数付け nC =

⊕
i≤−1 niを持ち、以下の二条件 (W), (H)

を満たす。

(W): 誘導される次数付けHj(nC) =
⊕

k≥0 H
j
kについて以下が成立する。

H1(nC) = H1
1 ⊕H1

2

H2(nC) = H2
2 ⊕H2

3 ⊕H2
4 .

(H): k, l ∈ Z, j = 1, 2に対し、部分空間たち n2k+1, H
j
2l+1の次元が偶数である。

条件 (W)は代数多様体の実係数コホモロジーの情報から従い, (H)は混合ホッジ構造
の条件を用いたものである。上の定理から次が従う。
系 1.3.2. 有理リー代数の拡大として書ける冪零R-リー代数 n = nQ ⊗Rの複素化が条件
(W),(H)を満たす次数付けを持たなければ、対応する単連結冪零リー群N の格子 Γは
非特異複素代数多様体の基本群とならない。
よって、非特異複素代数多様体の基本群となる単連結冪零リー群の格子の候補を、リー
代数の次数付けとコホモロジーを調べることで絞れる。主定理では、冪零リー代数のあ
るクラスについて判定法を調べた。



2 主定理
定義 2.0.1. 冪零リー代数 nが p-filiformであるとは降中心列 {C in}について、すべての
1 ≤ i ≤ dim n− pに対し

dim C in = dim n− p− i

が成立するときをいう。特に p = 1のとき filiformと呼ばれている。また、p = dim n− 1

であることと nが可換リー代数であることが同値である。

以下が主定理である。

定理 2.0.2. p-filiformリー代数 nが条件 (W),(H)を満たすような次数付けを持つため
の必要十分条件は

dim n < p+ 3

が成り立つこと。つまり、p = dim n− 1または dim n− 2となり、nは可換リー代数ま
たは 2-ステップ冪零リー代数と同型である。

系 2.0.3. Nを単連結冪零リー群とし、Nのリー代数が p-filiformであると仮定する。こ
のとき、非特異複素代数多様体X の基本群 π1(X, x)がN の格子ならば、π1(X, x)は 2-
ステップ冪零群または可換群である。

冪零リー代数の分類 ([3])から、p = 1の場合を考えると以下が分かる。

系 2.0.4. Nを単連結冪零リー群とし、Nのリー代数が filiformであると仮定する。この
とき、非特異複素代数多様体X の基本群 π1(X, x)がN の格子ならば、π1(X, x)は離散
ハイゼンベルグ群または可換群 Z2と同型である。

例 2.0.5. n次元リー代数 n = ⟨X1, . . . , Xn⟩を [X1, Xi] = Xi+1 (2 ≤ i ≤ n − 1), 他の
j < kに対して [Xj, Xk] = 0を満たすものとする。これは filiformであり、有理リー代数
の拡大となっているので、対応する単連結冪零リー群Nは格子Γを持つ。上の定理より、
条件 (W), (H)を満たす次数付けを持つためには n = 3であることが必要十分条件であ
る。また、例 1.2.3から次が従う。

Γがある非特異複素代数多様体の基本群となるための必要十分条件は n = 3である。

また、群の表示を用いた明示的な反例

Ln :=

〈
x1, . . . , xn

∣∣∣∣∣ [x1, xi] = xi+1 (1 ≤ i ≤ n− 1)

1 = [x1, xn] = [xj, xk] (2 ≤ j < k ≤ n)

〉
for n ≥ 4

を得る。



3 今後の展望
混合ホッジ構造の、二重次数付けを用いた言い換えがよく知られている。

定理 3.0.1 ([7]). (V,W, F )が混合ホッジ構造であることと、複素化 VCが以下の条件を
満たす二重次数付けを持つことは同値である。

V p,q = V q,p mod
⊕

s+t<p+q

V s,t,

ここで、増大、減少フィルトレーションWC, F は以下で与えられる。

Wi(VC) =
⊕
p+q≤i

V p,q, and F i(VC) =
⊕

p≥i,q∈Z

V p,q.

Morganの判定条件を混合ホッジ構造（二重次数付け）の言葉で書き直す。

定理 3.0.2 ([5]). 複素化 nCは混合ホッジ構造の二重次数付け nC =
⊕

p,q≤0,p+q≤−1 np,qを
持ち、以下の条件 (W)を満たす。

(W): 誘導される二重次数付けHj(nC) =
⊕

s,t≥0,s+t≥1 H
j
s,t (j = 1, 2)について以下が

成立する。

H1(nC) = H1
1,0 ⊕H1

0,1 ⊕H1
1,1

H2(nC) = H2
2,0 ⊕H2

1,2 ⊕H2
0,2 ⊕H2

1,2 ⊕H2
2,1 ⊕H2

2,2.

がともに混合ホッジ構造の二重次数付けである。つまり、Hj
p,q = Hj

q,p mod
⊕

s+t<p+q

Hj
s,t

今後の展望として以下の問題を考える。

問題 3.0.3. 定理 1.3.1を満たすが定理 3.0.2を満たさないリー代数の例は存在するか？

この問題は、二重次数付けにまで判定法を精密化する意義を問うものである。さらに
以下を考える。

問題 3.0.4. 定理 3.0.2を満たす冪零リー代数に関する必要十分条件を求めよ。

問題 3.0.5. 定理 3.0.2を満たす冪零リー代数に対応する単連結冪零リー群が格子 Γを持
つとする。このとき、Γを基本群に持つ非特異複素代数多様体を構成せよ。

ここまで解決することで、冪零リー群の格子に関する Serreの問題を解決することが
目標である。
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