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自己相似フラクタル集合 (例は図 1)上の 1階 Sobolev空間と Dirichlet p-エネルギー汎
関数 (この組を p-エネルギー形式と呼んでいる)や p-エネルギー測度に関する最近の進展
について, 主に [21]に基づいて, 背景にある “擬等角幾何学からの動機”も交えながら紹
介する. また, 講演では “滑らかな空間上の解析”とは全く異なる様相を呈するフラクタ
ル上の特異性現象に関する結果 [1, 15]も (時間が許す限り)簡単に触れる予定である.

1 イントロダクション: フラクタル上の解析学
主題となる p-エネルギー形式 (Ep,Fp), p-エネルギー測度 Γp〈 · 〉は Euclid空間の場合
には Fp := W 1,p(Rn), Ep(u) :=

∫
Rn |∇u|p dx, Γp〈u〉 := |∇u|p dxと与えられるような解

析学的対象物であり, weak formulation(部分積分)を通して p-Laplacianが対応するよう
なエネルギー形式である. (ただし本稿では p ∈ (1,∞)の場合のみを考える.) 図 1にある
自己相似フラクタルのように, 可微分構造を持たない (|∇u|が自然に定義できない)空間
では (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の定式化そのものが全く自明ではない問題である.

非常に良い確率論的対応があることから p = 2の場合は特別である. 実際, (E2,F2)は
正則 Dirichlet 形式の典型例で, 福島正俊氏による Dirichlet 形式の理論 (例えば [8]を参
照)により, Dirichlet 2-エネルギーとW 1,2-Sobolev空間に相当する (E2,F2)をフラクタ
ル上で構成することは, そのフラクタル上に “Brown運動”を構成することと同義である
と言える. フラクタル上の Brown運動の構成とその解析は 1980年代後半から急速に発
展し, 本講演で主として扱う Sierpiński carpet(図 1左)上では [2, 3, 19]でその構成がな
された. (フラクタル上の Brown運動の詳細については, 例えば [11, 17]を参照.)

図 1 左から Sierpiński carpet, Sierpiński gasket, Laakso Diamond space
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一般の p の場合は近年の「距離空間上の擬等角幾何学」の研究により Ahlfors 正則
等角次元 (詳細は 3 節) との深い繋がりが予想されていたが, 自然な Lp-拡張に相当する
(Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成は, 調和関数の確率論的表示の欠落や p 6= 2の場合の非線形性など
が障害となり, [10] による Sierpísnki gasket(図 1 中央) 型の自己相似集合上での結果以
外は本質的にないという状態が約 20 年続いていた. 特に Sierpiński carpet に適用でき
る理論が皆無であったが, [18, 22]で pが Ahlfors正則等角次元より真に大きい場合の構
成が (十分満足のいく形で) なされた. Mathav Murugan 氏 (The University of British

Columbia)との共同研究 [21]では, (考える自己相似フラクタルは Sierpiński carpetの場
合に限るが)pが Ahlfors正則等角次元の値以下の場合を含む範囲で (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構
成を行った. それに加え, Sierpiński carpetの Ahlfors正則等角次元の達成可能性問題に
関して, 解析的アプローチの有用性を示唆する結果も与えた. 本稿はこれらの主結果 (定
理 2.4, 2.7, 2.8, 3.4)についての説明を目的とする.

注意 1.1. (1) (有限分岐性と無限分岐性) Sierpiński gasketは有限個の点を除くと非連結
になるという有限分岐性を持つ. 一方で, Sierpiński carpet ではそのようなことはな
く, 無限分岐性を有する自己相似集合の典型例の一つとなっている. この有限/無限分
岐性の性質の差異は「フラクタル上の解析学」において非常に大きなもので, 一般に
無限分岐的なフラクタル上での (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成, 及びその解析は遥かに難しく
なる. (p = 2の場合の説明として, 例えば [11, 第 3節]を参照.)

(2) (距離空間上の解析学との関係) 1990年代後半に “|∇u|を定式化”することによる距
離空間上の (1, p)-Sobolev空間の定義が P. Haj lasz, J. Cheeger, N. Shanmugalingam

などらにより提唱され, 現在では「距離空間上の解析学」として非常に活発に研究
されている分野である. (ここでは正確な歴史には触れない. 詳細は例えば [9] を参
照.) 残念ながら, フラクタルの場合に (自己相似構造の観点から自然な距離と測度が
備わった測度距離空間として)この理論を適用して得られる Sobolev空間は, 典型的
には Lp-空間そのものとなってしまい何も捉えられない.

(3) (エネルギー測度の構成) 上述の (2)の注意より, フラクタル上では “|∇u|を定式化”

することが困難であると示唆され, “|∇u|p dx” の役割を果たす p-エネルギー測度の
構成も非自明であることに注意されたい. (実際に, |∇u|を定式化することが良いア
プローチではないことを示唆する特異性現象について第 4節で簡単に述べる.) p = 2

の場合は Dirichlet形式の理論による自然な定義 ([8, (3.2.14)])が存在するが, この定
義は L2 上の表現定理に依るところが大きく, 自然な Lp-拡張は全く明らかではない.

2 Sierpiński carpet上の p-エネルギー形式と p-エネルギー測度
本節では (Ep,Fp,Γp〈 · 〉) の構成に関する結果を説明する. 考えるフラクタルは常に

Sierpiński carpet(図 1左)のみであることと, p ∈ (1,∞)の場合を扱うことに注意する.



2.1 Sierpiński carpetとグラフ近似を通した Sobolev空間の定義
Sierpiński carpet上の (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成は p = 2の場合の Kusuoka–Zhou [19]に
よるものを踏襲し, Sierpiński carpetのグラフ近似とその上の離散 p-エネルギー形式を考
え, 近似レベルを細かくする極限に関する詳細な挙動を捉えることでなされる. 実際に考
えるグラフ近似を導入するために, まず Sierpiński carpetの定義を思い出す.

定義 2.1 (Sierpiński carpet). S := {1, . . . , 8}とおき, {qi}i∈S ⊂ C
を q1 := −1
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と定め, 各 i ∈ S に対して相似

写像 Fi : C → Cを Fi(z) := 1
3
(z − qi) + qi で定める. (qi は Fi の不動

点となる.) このとき, Cの空でないコンパクト集合K で
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図 2 相似写像
の族 {Fi}i∈SK =

⋃
i∈S

Fi(K) (2.1)

を満たすものが唯一つ存在し, K を Sierpiński carpetという. dを Euclid距離 (の K へ
の制限)とし, mを K 上の log 8

log 3
-次元 Hausdorff測度でm(K) = 1と正規化されたものと

する. ( log 8
log 3
は (K, d)の Hausdorff次元である.)

集合としての等式 (2.1)が自己相似性を表すものであるが,更に次のことが成り立つ: 各
n ∈ Nに対しWn := Snとし, w = w1w2 . . . wn ∈ Wnに対して Fw := Fw1 ◦Fw2 ◦· · ·◦Fwn

と定める. このとき, 任意の n ∈ Nに対して

K =
⋃

w∈Wn

Fw(K) (2.2)

となることが (2.1)より容易に分かる. この等式 (2.2)は各 Fw(K) =: Kw(n-cellと呼ばれ
る)を 3n-倍拡大すると元の図形K と等しくなるということを意味している.

次に各 n-cellを頂点集合として持つようなK のグラフ近似列 {Gn}n∈N を導入する. 各
n ∈ Nに対し, 無向連結単純グラフ Gn = (Vn, En)を以下のように定める (図 3参照):

Vn := Wn, En := {{v, w} | v, w ∈ Wn, v 6= w,Kv ∩Kw 6= ∅}.

グラフ Gn 上では自然な p-エネルギー形式 EGn
p : RVn → [0,∞)が次で定義される:

EGn
p (u) :=

∑
{x,y}∈En

|u(x) − u(y)|p , u ∈ RVn .

Kusuoka-Zhou [19] の基本的なアイデアと同様に, 適切なスケーリング定数 {rn}n∈N ⊆
(0,∞)を見つけ出し, {rnEGn

p }n∈N の n → ∞での “(部分列)極限”としてK 上の p-エネ
ルギー形式を構成するのが方針である. 天下りではあるが, 適切なスケーリング定数は次
の離散 p-容量を見ることで捕まえることができる:

C(n)
p := inf

{
EGn
p (u)

∣∣∣∣ u ∈ RVn , u(w) = 1 if Kw∩{Re(z) = −1/2} 6= ∅,
u(w) = 0 if Kw ∩ {Re(z) = 1/2} 6= ∅

}
, n ∈ N.



図 3 グラフ近似 G1 と G2.

この {
C(n)
p

}
n∈N は multiplicative inequality を満たす ([5, Lemma 4.4]): ある定数 C ∈

[1,∞)が存在して任意の k, l ∈ Nに対し,

C−1C(k)
p C(l)

p ≤ C(k+l)
p ≤ CC(k)

p C(l)
p . (2.3)

この評価 (2.3)より, 極限

ρp := lim
n→∞

(
C(n)
p

)−1/n

∈ (0,∞) (2.4)

が存在して C−1ρ−n
p ≤ C(n)

p ≤ Cρ−n
p が任意の n ∈ Nで成り立つことが従う.

結論としては rn = ρnp が所望のスケーリング定数となるが, 実際に K 上の p-エネル
ギー形式を “極限”として定めるためには, Lp(K,m)-関数の Vn 上への離散化を行う必要
がある. 今回は各 n-cell上の積分平均の値を割り当てるという離散化を行い, スケーリン
グされた離散 p-エネルギー形式 Ẽ (n)

p : Lp(K,m) → [0,∞)を次で定める:

Ẽ (n)
p (f) := ρnp

∑
{v,w}∈En

∣∣∣∣ 1

m(Kv)

∫
Kv

f dm− 1

m(Kw)

∫
Kw

f dm

∣∣∣∣p , f ∈ Lp(K,m).

次の弱単調性と呼ばれる性質が Sobolev空間の定義や性質を調べる際に鍵となる.

定理 2.2（[21, Theorem 6.13]） ある定数 C ∈ [1,∞) が存在し, 任意の k, l ∈ N と
u ∈ Lp(K,m)に対し

Ẽ (k)
p (u) ≤ CẼ (k+l)

p (u). (2.5)

特に, 任意の u ∈ Lp(K,m)に対して supn∈N Ẽ (n)
p (u) ≤ C lim infn→∞ Ẽ (n)

p (u)が成り立つ.

定理 2.2 より supn∈N Ẽ (n)
p が {

Ẽ (n)
p

}
n∈N の極限挙動を捉えていると分かるので, 次の

(1, p)-Sobolev空間 Fp の定義が自然であると示唆される. 実際に, Sobolev空間として満
たすべきであろう性質 (閉性, 正則性)も確認できる.

定義 2.3 ([21, Definition 6.16]). Fp :=
{
u ∈ Lp(K,m)

∣∣ supn∈N Ẽ (n)
p (u) < ∞

}
. また,

Fp をノルム
(
‖ · ‖pLp(K,m) + supn∈N Ẽ (n)

p

)1/p

が備わったノルム空間とみなす.

定理 2.4（[21, Theorem 1.1]） (a) (閉性) Fp は反射的可分な Banach空間である.



(b) (正則性) Fp ∩ C(K)は C(K)において (一様ノルムに関して)稠密であり, Fp にお
いても稠密である.

我々の Sobolev空間 Fpは離散近似を通して定義されているので実体が掴みにくいよう
に思われるが, 次の Korevaar–Schoen 型の表現 (2.6) を持つことも分かる. (個人的な感
覚としては, 正直なところ (2.6)をもってしても Fp の “実体を掴んだ”気にはなれない.)

定理 2.5（[21, Theorem 1.4], [22, Theorem 2.27]） βp := log (8ρp)

log 3
とすると, βp > p

が成り立ち, さらに

Fp =

{
u ∈ Lp(K,m)

∣∣∣∣ lim sup
ε↓0

∫
K

∫
B(x,ε)

|u(x) − u(y)|p

εβpm(B(x, ε))
m(dy)m(dx) < ∞

}
. (2.6)

注意 2.6. (1) (Lipschitz 関数の扱い) (2.6)と βp > pより, 座標関数 C 3 z 7→ Re(z) ∈
R(の K への制限)が Fp に属さない事が分かり Lip(K, d) 6⊆ Fp となる. これは「距
離空間上の解析学」で考えられている Sobolev空間との非常に大きな差異である. な
お, Lip(K, d) ∩ Fp がどんな集合であるかは全く分かっておらず, Sierpiński gasket

の標準的な Dirichlet形式の定義域 F2 の場合ですら未解決な問題である.

(2) (正則性) 定理 2.4-(b) が [21] の主な貢献の一つである. 正則性の確保の困難は, 上
記の (1)で述べた事情で, 距離関数など典型的な Lipschitz関数を用いて cutoff関数
を作るという常套手段がフラクタル上では適用できるとは限らない点にある. 先行
研究 [18, 22] で pの範囲に制限があった事情もこの正則性に起因している. Ahlfors

正則等角次元は Fp が C(K) に連続的に埋め込み事ができるかどうかの臨界値と
なることが [6] により知られており, [18, 22] で考えられている p が Ahlfors 正則
等角次元より真に大きいという phase は非常に正則性が良い状況で, 実際にこの
phase では Morrey 型の Hölder 連続性評価が Fp の任意の関数に対して成り立つ.

(Ahlfors 正則等角次元がこのような臨界値として現れる背景には, [7, 16] による
「ρp > 1 ⇔ p >Ahlfors正則等角次元」という特徴付けの結果がある.)

2.2 自己相似 p-エネルギー形式と p-エネルギー測度
Fp の定義は

{
Ẽ (n)
p

}
n∈N の極限挙動を捉えることでなされたが, K の幾何構造 (特に自

己相似性)を反映するような p-エネルギー汎関数を構成するには {
Ẽ (n)
p

}
n∈N の “極限”(部

分列各点極限や Γ-収束部分列極限)を考えるだけで十分かどうかは定かではない. 技術的
な部分ではあるが,

{
Ẽ (n)
p

}
n∈N の Lp(K,m)上の Γ-収束に関する部分列極限に対し「フラ

クタル上の解析学」の常套手段を適用することで所望の性質を有する p-エネルギー形式
(Ep,Fp)を得ることができ, 次の定理を得る.

定理 2.7（[21, Theorem 1.1]） 以下の条件を満たす Ep : Fp → [0,∞)が存在する.

(a) ‖ · ‖Fp
:=

(
‖ · ‖pLp(K,m) + Ep

)1/p は Fp の比較可能で一様凸なノルムを定める.

(b) (縮小性) 任意の u ∈ Fp と 1-Lipschitz 関数 φ ∈ C(R) に対し, φ ◦ u ∈ Fp かつ



Ep(φ ◦ u) ≤ Ep(u).

(c) (対称性) 任意の u ∈ Fp と T ∈ D4 に対し, u ◦ T ∈ Fp かつ Ep(u ◦ T ) = Ep(u).

(d) (自己相似性) Fp ∩ C(K) = {u ∈ C(K) | すべての i ∈ S に対し u ◦ Fi ∈ Fp};

Ep(u) = ρnp
∑
w∈Wn

Ep(u ◦ Fw) for any n ∈ N and u ∈ Fp. (2.7)

(任意の u ∈ Fp と w ∈ Wn に対し, u ◦ Fw ∈ Fp となることは容易に分かる.)

注意 1.1-(3) で述べたように p-エネルギー測度 Γp〈u〉 の構成も非自明な問題であった
が, (2.7)の分解公式はエネルギーがどのように分布しているかを表しており, 直感的には
n-cell Kw は ρnpEp(u ◦ Fw)の massを持つべきであることが示唆される. n-cell同士が共
通部分を持つため, この観察そのものを定義とすることは (技術的には)できないが, 最終
的には次の定理の性質を満たす p-エネルギー測度が構成できる.

定理 2.8（[21, Theorem 1.2]） 任意の u ∈ Fp に対し, Γp〈u〉(Kw) = ρnpEp(u ◦ Fw),

n ∈ N, w ∈ Wn となるような K 上の有限 Borel測度 Γp〈u〉が一意に存在する. また, 任
意の Φ ∈ C1(R)と v ∈ Fp ∩ C(K)に対して Φ ◦ v ∈ Fp ∩ C(K)となり, さらに次の連鎖
率が成り立つ:

dΓp〈Φ ◦ u〉(dx) = |Φ′(v(x))|p dΓp〈u〉(dx). (2.8)

注意 2.9. (1) (一般化 p-縮小性) 定理 2.7-(b) の縮小性よりさらに強く, (Ep,Fp) が [14]

で導入された一般化 p-縮小性という性質を満たすことまで分かる. さらに [14] では
その帰結 (より正確には Clarkson の不等式の帰結) として Ep の微分可能性が従い,

Euclid空間の場合における (u, v) 7→
∫
Rn |∇u|p−2 〈∇u,∇v〉Rn dxに相当する

Ep(u; v) :=
1

p

d

dt
Ep(u + tv)

∣∣∣∣
t=0

, u, v ∈ Fp, (2.9)

が定義できることを明らかにした. この結果は Ep に基づく非線形ポテンシャル論を
展開する際に基礎となるものである.

(2) (エネルギー測度の表現) 本稿では省略したが Γp〈 · 〉も縮小性, 対称性, 自己相似性を
有する. 特に, (2.9)と同様に微分をすることで K 上の符号付き測度 Γp〈u; v〉が定義
でき, (2.8)のような連鎖率がこの二変数版のエネルギー測度に対しても成り立つ [14,

Theorem 5.12]. この事実より, u ∈ Fp ∩ C(K)に対して, Γp〈u〉は次の性質を満たす
一意的な測度としても特徴付けることができる:∫

K

φdΓp〈u〉 = Ep(u; uφ) −
(
p− 1

p

)p−1

Ep
(
|u|

p
p−1 ;φ

)
, ∀φ ∈ Fp ∩ C(K). (2.10)

Euclid 空間の場合の (u, v) 7→
∫
Rn |∇u|p−2 〈∇u,∇v〉Rn dx に対して連鎖律, Leibniz

則を用いて (2.10)の右辺を計算すると ∫
Rn φ |∇u|p dxとなることを鑑みると (2.10)



を p-エネルギー測度の定義として採用したくなるが, 残念ながら現状では (2.10)に基
づく定義から始めて p-エネルギー測度の種々の性質をどう導けばよいかが分かって
いない. なお, p = 2の場合は, まさに (2.10)の表現公式が正則 Dirichlet形式に対応
するエネルギー測度の定義 [8, (3.2.14)]である. (注意 1.1-(3)も参照.)

3 Ahlfors正則等角次元を実現する測度の候補
これまでの記述に何度か現れている Ahlfors正則等角次元であるが, これは以下で定義

する擬対称と呼ばれるクラスの距離空間の変形 (距離の取り替え)に関する不変量である.

正確な定義は以下で与えられる. (擬対称変形や等角次元に関しては例えば [20]を参照.)

定義 3.1 (擬対称 (Quasisymmetry)). (X, ρ)を距離空間とし, θもX 上の距離とする. あ
る同相写像 η : [0,∞) → [0,∞)が存在して

θ(x, a)

θ(x, b)
≤ η

(
ρ(x, a)

ρ(x, b)

)
, ∀x, a, b ∈ X with x 6= b (3.1)

となるとき, θは ρに関して擬対称であるといい, θ ∼
QS

ρと書く.

∼
QS
が距離全体の上の同値関係となることは基本的な事実であり, ∼

QS
が同相であること

を導くことも容易に分かる. 典型例は ρ ∼
QS

ρε, ε ∈ (0, 1]であり snowflake transformation

と呼ばれている. ここで重要な観察は, dimH で Hausdorff 次元を表すことにすると
dimH(X, ρε) = ε−1 dimH(X, ρ) となり, (dimH(X, ρ) 6= 0 であれば) 擬対称変形により
Hausdorff次元を任意に大きくすることができるということである. 等角次元という概念
はこの逆を問う: すなわち擬対称変形 (プラスその他の制約条件)によるHausdorff次元の
下限として定まる次元である. Ahlfors正則等角次元は Ahlfors正則性という (Hausdorff

測度に関する)追加の制約条件を課したもので, 以下のように定義される.

定義 3.2 (Ahlfors 正則等角次元). 距離空間 (X, ρ) に対し, その Ahlfors 正則等角次元
dARC(X, ρ)を次式で定義する:

dARC(X, ρ) := inf

{
p

∣∣∣∣∣ θ ∼
QS

ρ, ∃C ∈ [1,∞) s.t. ∀(x, r) ∈ X × (0, diam(X, ρ))

C−1rp ≤ Hp
θ(Bθ(x, r)) ≤ Crp

}
.

ここで, Bθ(x, r) := {y ∈ X | θ(x, y) < r} であり, Hp
θ は X 上の距離 θ に関する p-

次元 Hausdorff 測度である. (C−1rp ≤ Hp
θ(Bθ(x, r)) ≤ Crp という Hausdorff 測度の距

離球の mass の一様な制御が Ahlfors 正則性と呼ばれる条件であり, この条件は直ちに
p = dimH(X, θ)であることを導く.)

Ahlfors正則等角次元に関連する問題で最も重要であると認識されているのは, 定義の
inf が達成可能であるかどうかを問う達成可能性問題である. その背景には幾何学的群論
における Cannonの予想がある.



Cannonの予想. Gを Gromov双曲群で, その Gromov境界 ∂∞Gが S2 と同相であるも
のとする. (Gromov境界には visual metrics と呼ばれる距離の族から自然な距離構造が
備わることはよく知られている.) このとき Gは Klein群 (と等長)である.

Gromov双曲群に関するある種の剛性に関する予想であるが, [4]によって dARC(∂∞G)

の達成可能性問題に書き換えられることが示された.

定理 3.3（[4, Theorem 1.1]） Cannonの予想は次と同値: Gを Gromov双曲群で, そ
の Gromov境界 ∂∞Gが S2 と同相であるならば, dARC(∂∞G)は達成可能である.

この定理により Ahlfors正則等角次元の達成可能性を調べる問題の重要性が認識された
が, 一般に Gromov双曲群の無限遠境界は非常に “ワイルド”な対象であるので, 包括的
に取り扱うのは困難が伴う. そこで良い状況にまずは制限して考えるという方向で研究が
進み (例えば Coxeter群に関する [5]など), 自己相似フラクタルも dARC の達成可能性問
題を取り扱いやすい設定だと考えられた. しかしながら, Sierpiński gasketのような有限
分岐性を有するフラクタルは (典型的には)dARC = 1という退化したケースになり, この
問題を扱うには適切ではないクラスである (dARC が達成しないことが知られている). 達
成可能性問題が non-trivial である例としては無限分岐的なものを考える必要があり, 最
もシンプルであるだろう例として Sierpiński carpetが挙げられ, 実際に [4, Problem 6.2]

でも problemとしても述べられているが, これは 20年来の重要未解決問題の一つである.

なお, Sierpiński carpet の dARC の明示的な値を求めるというのはよりハードな問題で,

未解決である. しかし次の評価は知られている: (K, d)を Sierpiński carpetとすると,

1 +
log 2

log 3
≤ dARC(K, d) <

log 8

log 3
. (3.2)

本稿で取り扱う [21]の最後の主結果は, Sierpiński carpetの dARC が達成されると仮定
したもとで, dARC を達成する距離/測度が満たすべき条件を (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の言葉で記述
するものである. (距離から Hausdorff 測度が対応するように, その逆も David–Semmes

deformation と呼ばれる自然な対応がこの設定ではあるので, 距離/測度のいずれかのみ
に注目すれば十分である.)

定理 3.4（[21, Theorem 1.7]） (K, d) を Sierpiński carpet, p = dARC(K, d) とする.

dARC(K, d)が達成されることを仮定し, θ を dARC(K, d)を達成する K 上の距離とする.

このとき, ある関数 u ∈ Fp ∩ C(K)と定数 C ∈ [1,∞)が存在して,

C−1Hp
θ(A) ≤ Γp〈u〉(A) ≤ CHp

θ(A), ∀A: K の Borel集合.

注意 3.5. 定理 3.4は [12, Problem 7.7とその後の段落]にインスパイアされたものであ
るが, 定理 3.4の関数 u ∈ Fp が Ep に関する (適切な境界条件のもとでの)p-調和関数とし
て取れるというのが [12]で述べられている予想である. p-調和関数の非線形性が本質的な
障害となり, この予想の解決には残念ながら至っていない.



4 異なる指数 p 6= q の比較
Korevaar–Schoen 型の表現 (2.6) から示唆されるように, (1, p)-Sobolev 空間を捉える
ために見るべきである “一階微分を捉える”空間スケール指数 βp/pに起因し,「距離空間
上の解析学」とは劇的に異なる現象が起こると予想される. では異なる p 6= q ∈ (1,∞)を
比較した場合にどうなるであろうか? この方向性に関して, 2つの (Sierpiński carpet 上
での)未解決問題と (他のフラクタル上での)最近の進展を述べて本稿を終えたいと思う.

空間スケール指数 βp/pが一般に pに依存することから, Fp を捉えるために見るべき “

一階微分の構造”も pに依存することが予想される. 次の問題は p-エネルギー測度と q-エ
ネルギー測度の関係を問うものである.

問題 4.1. p 6= q ∈ (1,∞)とし, us ∈ Fs, s ∈ {p, q}とする. このとき Γp〈up〉と Γq〈uq〉は
互いに特異か?

Sierpiński carpetの場合は問題 4.1は未解決であるが, strongly symmetric p.-c.f. self-

similar set というクラスの中では, 自己相似集合の境界の相異なる二点間を結ぶ単純曲
線が一意的でないかどうかという幾何学的条件が Γp〈up〉 ⊥ Γq〈uq〉 という特異性が起こ
るかどうかの必要十分条件であることを [15]で示した. (例えば, Sierpiński gasket では
Γp〈up〉 ⊥ Γq〈uq〉という特異性が起こる. この特異性に関して Sierpiński gasketの場合に
焦点を当てた概説 [13]も参照.) [1]では Laakso-type自己相似集合に対しても, 特異性の
必要十分条件が基礎となるレベル 1グラフのみで記述された条件として得られている.

次の Sobolev空間の比較は問題 4.1よりもハードな問題であると予想している.

問題 4.2. p 6= q ∈ (1,∞)とする. このとき Fp ∩ Fq は定数関数以外の関数を含むか?

実際, 問題 4.2は Sierpiński carpetの場合に未解決であるだけでなく, Sierpiński gasket

の場合でさえも本質的な進展を得られていないのが現状である. その一方で, [1] では
Laakso diamond space(図 1右)という自己相似集合に, 自己相似構造の観点から自然な
距離と測度 (各 n-cell に一様に重み付けをするような距離と測度で, Hausdorff 次元は
log 6
log 4
となる)が備わった場合を考えると, Fp ∩ Fq = {constant functions}になるという

Sobolev空間の特異性を明らかにした.
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