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1 導入
小林ヒッチン対応とは, コンパクトな複素多様体 X 上の反射的連接層が slope安
定なこととエルミート・アインシュタイン計量を持つことの同値性のことである.
従来は X 上にケーラー類を与えるごとに小林ヒッチン対応が定式化され証明さ
れてきた (c.f. [7], [12], [1], [5]).

Birkar-Cascini-Hacon-Mckernan [2] によって射影多様体 Xの標準因子 KX が
巨大な場合には極小モデル理論が証明され豊富モデルが存在する. これによって
KXが巨大な多様体の研究は, 豊富モデルの研究に帰着されることとなる. ところ
が一般の巨大類は豊富モデルを持たないことが知られている (e.g. [11] [10]). 従っ
て極小モデル理論を仮定せずに巨大類を調べる方法が求められる.
本講演では, まず巨大類における slope安定性を新しく定義する. 次に, この

slope安定性の定義がある種の双有理不変性を導くことを紹介する. そして主結果
である, 豊富モデルが存在する場合の巨大類での小林ヒッチン対応を紹介する. 本
講演で定義する slope安定性は極小モデル理論を仮定していないので, 任意の巨大
類に対して定義できる. 本主結果は, この slope安定性の定義が極小モデル理論と
整合的であることを示している.

2 可動交点積
2.1 巨大類と可動交点積
本節では巨大類とその可動交点積の定義を述べる. 基本的な参考文献は Boucksom-
Eyssidieux-Guedji-Zeriahi [4], Boucksom-Demailly-Păun-Peternell [3], Kollár-Mori
[9] である.

X をコンパクト複素多様体とする. (p, p)型カレントとは,滑らかな (n−p, n−p)
型微分形式のなすベクトル空間上の連続線形汎関数のことであり, 汎関数として
正定値かつ超関数微分の意味で d-閉なものがケーラーカレントである.

Definition 2.1. 巨大類とは X 上のコホモロジー類 α ∈ H1,1

∂∂̄
(X,R) であって,

ケーラーカレント T で代表されるものである.



次の例からわかるように, 巨大類とはケーラー類の双有理幾何的な拡張である.

Example 2.2. f : X 99K X+ をアティヤのフロップとする [9, Example 2.7]. X と
X+ は滑らかな 3次元射影多様体である. H+ を X+ の豊富因子とし H := f−1

∗ H+

を H+ の強変形とする. このとき c1(H) は巨大類であり非ケーラーである. 実際,
f の不確定点の解消 π : Y → X, π+ : Y → X+ が存在して π∗H = π∗

+H+ + aD
(D は π+-例外因子, a > 0) となる. このとき π∗

+H+ = π∗H − aD はネフであり,
さらに π∗H のザリスキ分解をあたえる.

一般の巨大類 α は有限回のブローアップ π : Y → X で π∗α = ω+D (ω はネ
フかつ巨大, D は有効例外因子) と分解できない (c.f. [11, Theorem 2.10]). しか
し極限操作を許せば類似の量を取り出すことができる. それが可動交点積である.

Proposition-Definition 2.3 ( [3]). α をコンパクトケーラー多様体X上の巨大
類とする. このとき任意の ε > 0 に対して, ブローアップの列 πε : Xε → X, Xε

上のケーラー類 ωε, Xε上の有効例外因子 Dεが存在して次の条件を満たす.

• π∗
εα = ωε +Dε,

• X 上の任意の semipositive(n− p, n− p)類 η に対して数列∫
Xε

π∗
εη ∧ ωp

ε

は単調増加で ε → 0の極限値が存在する.

従って Poincaré双対性により, あるコホモロジー類 ⟨αp⟩ ∈ Hp,p(X,R) が存在し
て πε∗(ω

p
ε)

ε→0−−→ ⟨αp⟩ となる. コホモロジー類 ⟨αp⟩ を α の可動交点積 (movable
intersection product) と呼ぶ.

非ケーラー多様体上では可動交点積を次のように定義する.

Definition 2.4. X をコンパクト複素多様体とし αをX 上の巨大類とする. π :
Y → X をブローアップの列で Y がケーラー多様体となるものとする. このとき
αの可動交点積 ⟨αp⟩を π∗⟨(π∗α)p⟩ ∈ Hp,p(X,R)と定義する.

Example 2.5. Example 2.2 の状況とする. π∗H = π∗
+H++aD (a > 0) であった.

このとき ⟨c1(π∗H)p⟩ = c1(π
∗
+H+)

p であり, ⟨c1(H)p⟩ = π∗(c1(π
∗
+H+)

p) となる. こ
の例は次節で一般化される (Example 2.8, Proposition 2.9を参照).

2.2 ケーラーモデルと可動交点積
本節では巨大類のケーラーモデル (豊富モデルの超越版) を定義して, 可動交点積
との関係を述べる.



Definition 2.6 ( [6]). (X,α) と (Y, β) をコンパクト複素解析空間とその上の巨
大類の組とする. 双有理型収縮写像 f : Y 99K X が次の 3条件を満たすとき, f を
β-negative であるという.

• f∗β = α,

• f の不確定点の解消 p : Z → X, q : Z → Y であって q∗β − p∗α = D が 有
効 p-例外因子となる. さらに

• Supp(q∗D) は f -例外因子の台と一致する.

Definition 2.7. X をコンパクト正規複素解析空間とし αをX 上の巨大類とす
る. 組 (X,α) のケーラーモデルとは, コンパクト正規複素解析空間 Y とその上の
ケーラー類 {ω} の組 (Y, {ω}) であって, α-negativeな双有理型写像 f : X 99K Y
が存在するもののことである.

Example 2.8. (1) Example 2.2 において, (X+, H+) は (X,H) のケーラーモデ
ルである.
(2) X を滑らかな射影多様体とし, その標準因子 KX は巨大とする. このとき
(X,KX) はケーラーモデル (Y,KY ) をもつ [2]. KX-negativeな双有理写像 f :
X 99K Y は極小モデル理論により与えられる. 特にこの設定ではケーラーモデル
とは標準モデルのことである.

次の命題が示すように, ケーラーモデルをもつ巨大類の可動交点積とはケー
ラーモデルの交点積のことである.

Proposition 2.9 ( [8]). X をコンパクト複素多様体とし α を X 上の巨大類と
する. 組 (X,α) はケーラーモデル (Y, ω) を持つと仮定し, f : X 99K Y を α-
negativeな双有理型写像とする. p : Z → X と q : Z → Y を f の不確定点の解消
で p∗α− q∗ω = Dが有効 q-例外因子となるものとする. このとき次が成立する.

⟨(p∗α)k⟩ = (q∗ω)k.

3 主定義, 主結果
本節では巨大類における連接層の slope安定性の定義を与え, 主定理である小林
ヒッチン対応を述べる.

Definition 3.1 ( [8]). X を n次元コンパクト複素多様体とし αを巨大類とする.
X上の反射的連接層 E が ⟨αn−1⟩-slope安定であるとは, E の任意の部分層 0 ̸= F
に対して ⟨αn−1⟩-slopeの不等式 µα(F) < µα(E) が成立することである. ここで
µα(F) は次のように定義される.

µα(F) =
1

rkF

∫
X

c1(detF) ∧ ⟨αn−1⟩
(n− 1)!

.



Remark 3.2. 巨大類αがネフでもあるとき, 可動交点積は通常の交点数と一致す
る: ⟨αk⟩ = αk. したがって特に αがケーラー類の場合は従来の slope安定性の定
義と一致する.

上記の ⟨αn−1⟩-slope 安定性の定義は次の双有理不変性を導く. この定理は
⟨αn−1⟩-slope安定性が極小モデル理論と整合的であることを示している. Theo-
rem 3.3 のより一般的な主張については Jinnouchi [8]を参照してほしい.

Theorem 3.3 ( [8]). X をコンパクト複素多様体としαを巨大類とする. 組 (X,α)
はケーラーモデル (Y, ω) をもつと仮定し f : X 99K Y をα-negative な双有理型写
像とする. このときX 上の反射的連接層 E が ⟨αn−1⟩-slope安定であることと, Y
上の反射的連接層 f[∗]E := (f∗E)∨∨が ωn−1-slope安定であることは同値である.

Xuemiao Chen氏によってコンパクト正規ケーラー空間上で小林ヒッチン対応
が証明された.

Theorem 3.4 ( [5]). Xをコンパクト正規ケーラー空間とし {ω}をケーラー類と
する. X上の反射的連接層 E に対して次は同値:

• E は {ω}n−1-slope安定.

• E は admissible ω-エルミート・アインシュタイン計量をもつ.

Jinnouchi によるTheorem 3.3とXuemiao Chen氏によるTheorem 3.3によっ
て, 次の形の小林ヒッチン対応が成立する.

Theorem 3.5 ( [8]). X をコンパクト複素多様体としαを巨大類とする. 組 (X,α)
はケーラーモデル (Y, ω) をもつと仮定し f : X 99K Y をα-negative な双有理型写
像とする. このときX上の反射的連接層 E に対して次の 2条件は同値となる:

• E は ⟨αn−1⟩-slope安定.

• f[∗]E は admissible ω-エルミート・アインシュタイン計量をもつ.

Example 3.6. (1) Example 2.2 の状況で (X+, H+) は (X,H) のケーラーモデル
でありアティヤのフロップ f : X 99K X+ はH-negativeである. さらに f は余次
元 1で同型であるのでX上の反射的連接層とX+上の反射的連接層は一対一対応
する. ゆえに Theorem 3.3によってX上の ⟨c1(H)2⟩-slope安定な反射的連接層と,
X+上の c1(H+)

2-slope安定な反射的連接層は一対一対応する.
(2) Xを滑らかな射影多様体でKXは巨大であるとする. このとき (X,KX)はケー
ラーモデル (Y,KY ) をもつ. Y の接層 TY は c1(KY )

n−1-slope安定であることが知
られている. 従って Xの接ベクトル束 TX は ⟨c1(KX)

n−1⟩-slope安定である.

本講演で定義した巨大類に関する slope安定性は任意の巨大類に対して定義で
きる. 従って豊富モデルを持つとは限らない巨大類に対する slope安定性の研究が
今後期待される.
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