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1 導入：Kähler–Einstein計量についての Yau–Tian–Donaldson対応

コンパクトな Kähler多様体X（dimC X = n）がいつ Kähler–Einstein計量を持つかは重要な問題である．

ここで，Kähler計量 ω がKähler–Einstein計量であるとは，ある定数 λ ∈ Rに対して

Ric(ω) = λω

が成り立つことである．Yauの定理と Aubin–Yauの定理によって λ ≤ 0の場合は常に Kähler–Einstein計

量が存在することが知られている．λ > 0となるのは X が Fano多様体の場合，つまり −KX が豊富である

場合である．この場合は，松島の障害や二木の障害と呼ばれる古典的な結果によって，Fano多様体は必ずし

も Kähler–Einstein計量を持たないことが知られていた．どのような Fano多様体が Kähler–Einstein計量を

持つか，という問題に関する近年の研究で中心的役割を果たしたのが Yau–Tian–Donaldson予想である．こ

の予想では，Fano多様体X が Kähler–Einstein計量を許容することと，(X,−KX)が代数幾何学的な安定性

条件（K-安定や Ding安定）を満たすことが同値であると主張される．この予想は，Chen–Donaldson–Sun

[8–10]や Tian [30]をはじめとする多くの人々によって肯定的に解決された．上記のように，標準的な計量の

存在と代数幾何学的安定性条件の同値性を主張する結果を，本講演では便宜上 Yau–Tian–Donaldson 対

応と呼ぶことにする．本講演の基礎となる結果は，以下のものである．

定理 1.1. (Berman–Boucksom–Jonsson [2]) Fano 多様体 X の自己同型群が離散であると仮定する．この

時，X が Kähler–Einstein計量を許容することと，(X,−KX)が一様 Ding安定であることは同値である．

以下，一様 Ding安定性を定義する．まず，Fano多様体 (X,−KX)に対するテスト配位とは，以下の条件

を満たす (X ,L)である（一般の偏極射影多様体 (X,L)に対しても同様に定義できる）．

• X は C∗-作用を持つ正規代数多様体であり，C∗-同変な平坦射影射 π : X → Cが与えられている．
• Lは X 上の semiampleな Q-Cartier因子であり，作用 C∗ ↷ X の線形化が与えられている．
• 任意の t ̸= 0に対して (π−1(t),L|π−1(t)) ∼= (X,−KX)である．

さらに，X0 := π−1(0)を中心ファイバーと呼ぶ．以後，テスト配位 (X ,L)は P1 上，無限遠での C∗-作用

が自明となるような標準的方法で，π : (X̄ , L̄) → P1 とコンパクト化されていると仮定する．
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テスト配位 (X ,L)に対して，そのDing不変量を

Ding(X ,L) := − L̄n+1

(n+ 1)
∫
X
c1(−KX)n

− 1 + lct(X , D;X0)

と定義する．ただし，D は suppD ⊂ X0 かつ −(KX̄/P1 + D) ∼Q L̄ を満たす唯一の Q-因子である．また，

lct(X , D;X0) は log canonical threshold と呼ばれる双有理幾何学で重要な不変量であり，supc∈R{(X , D +

cX0)は sublc}と定義される．Fano多様体 (X,−KX)が一様Ding安定であるとは，ある ϵ > 0が存在して

Ding(X ,L) ≥ ϵ∥(X ,L)∥

が任意のテスト配位 (X ,L)に対して成り立つことである．ただし，上記において，∥(X ,L)∥は (X ,L)のノ
ルムとみなせる非負実数であるが，詳しい説明は割愛する．

定理 1.1の証明において，以下紹介する変分法が重要な役割を果たす．固定したレファレンス Kähler計量

ω0 ∈ c1(−KX)に対して，Kählerポテンシャル全体の集合を

H := {ϕ ∈ C∞(X,R) | ωϕ := ω0 +
√
−1∂∂̄ϕ > 0}

と定義する．Kähler計量 ωϕ から自然に定まる −KX 上のエルミート計量から，X 上の体積形式 dµϕ が得ら

れる．ωϕ が λ = 1の Kähler–Einstein計量であることは，ϕ ∈ HがDing汎関数と呼ばれる汎関数

D(ϕ) := L(ϕ)−E(ϕ)

の臨界点となることと同値である．ただし

L(ϕ) := − log

∫
X

dµϕ, E(ϕ) :=
1

(n+ 1)
∫
X
ωn
0

n∑
j=0

∫
X

ϕωn−j
0 ∧ ωj

ϕ (1)

と定めた．この汎関数の著しい特徴は，Hにおける測地線に沿って凸であるということである [3]．Hは測地
的に完備ではないが，E1 と呼ばれる完備化が存在する．これは，エネルギー E(ϕ)が有限となるような特異

Kähler計量 ϕ全体からなるのだが，詳細は割愛する．この空間についての重要事項を以下列挙する．

定理 1.2. E1 には d1 と呼ばれる距離が存在し，(E1, d1)は以下の性質を満たす完備な測地的距離空間となる．

1. Dは (E1, d1)上に連続的に拡張できる．

2. Dは (E1, d1)内の測地線（有限エネルギー測地線）に沿って凸である．

3. DがH上臨界点を持つこと，つまり (X,−KX)が滑らかな Kähler–Einstein計量を持つことと，Dが

(E1, d1)上強制的 (coercive)と呼ばれる以下の条件を満たすことは同値である：ある ϵ > 0が存在し，

D(ϕ) ≥ ϵd1(ϕ, 0)− ϵ−1

が任意の ϕ ∈ E1 について成り立つ．

4. Dが (E1, d1)上強制的であることと，Dが (E1, d1)内の任意の（適切な意味で非自明な）有限エネル

ギー測地線に沿って真に正の傾き（漸近スロープ）を持つことは同値である．

上で紹介した結果は全て非自明な定理であり，多くの数学者による重要な貢献からなるものであるが，紙

面の都合により詳細は割愛する．Darvas のモノグラフ [11] を参照されたい．上記最後の項目の，測地線に

沿った傾きについて，幾何学的描像を説明する．有限次元完備 Riemann多様体M 上の測地的（狭義）凸関数

F : M → Rを考えた時，Fの臨界点（最小値）の存在は，測地線に沿った無限遠での傾きによって判定する

ことができる．つまり，Fが最小値を達成することはM 内の全ての測地線 (geodesic ray) {γt}t≥0 に対して

lim
t→+∞

F(γt)

t
> 0



が成り立つことと同値である（図 1参照）．これは古典的な結果であるはずだが，証明が過去の文献に見当た

らなかったので [17]に書いた．証明には原則として Hopf–Rinowの定理のみを用いるため，実はこの同値性

は局所コンパクトな完備測地的距離空間まで拡張することができる．(E1, d1)は無限次元であり，さらに局所

コンパクトではないと考えられているため，上記結果を直ちにDに応用することはできないのだが，(E1, d1)

における解析学の深い結果を動員すると，上記にあるような幾何学的描像が Dについても成立すると主張す

るのが定理 1.2である．

(a) 臨界点（最小値）を持つ場合 (b) 下に有界な場合 (c) 下に有界でない場合

図 1: 凸関数の漸近挙動の分類

実は，汎関数の測地線に沿った無限遠での傾きは代数幾何学的不変量に対応し，これらの不変量が正に

なることと代数幾何学的安定性が対応する．実際，テスト配位 (X ,L) に対して，「代数的」な（劣）測地
線 {ϕt

X ,L}t≥0 ⊂ H を対応させることができる [2, 4, 27]．Berman–Boucksom–Jonsson [2] や Boucksom–久

本–Jonsson [4]らにより，以下のスロープ公式が示された：

Ding(X ,L) = lim
t→∞

D(ϕt
X ,L)

t
.

定理 1.2 より，Kähler–Einstein 計量の存在から D の漸近スロープが正であることが従うから，Kähler–

Einstein計量を持つ Fano多様体は一様 Ding安定であることが従う．

逆に，一様 Ding 安定性から Kähler–Einstein 計量の存在を示すことは難しいが，Berman–Boucksom–

Jonsson [2]はテスト配位をX の Berkovich解析化上の非アルキメデス計量とみなす理論を整備することによ

り，このことを示した．話を簡単にするため，このセクションでは，以後 X の自己同型群は離散的であると

仮定するが，一般的の場合でも Chi Li [24]により同様の議論が成り立つことが示されている．

以後，(X,−KX)上のテスト配位全体の集合に pullbackによる同値類を入れた集合を HNA とおく．Ding

不変量は pullbackにより不変なので，pullbackによる同値類を考えて一般性を失わない．HNA の元を −KX

上の非アルキメデス計量と呼ぶ．Boucksom–Jonsson [5] は，以下のように要約できる結果を示した：X の

Berkovich解析化 Xan の positive piecewise linear plurisubharmonic (psh) 関数全体の集合と HNA の間に

は一対一対応が存在する．ここで，Xan は X の C上の trivial absolute valueについての Berkovich解析化

である．この空間の厳密な定義を与えることは非常に難しいが，集合としては Xan =
⨿

Y⊂X Y val と書ける．

ただし，直和はX 内の全ての irreducible subvariety Y について取られており，Y val は Y 上の valuation全

体がなす集合である．この集合には非常に複雑な位相が与えられているが，定義は割愛する．いずれにせよ，

テスト配位の同値類を，Xan 上の psh関数と解釈することで，テスト配位の完備化を定義することができる．

HNA の完備化は E1,NA と書かれ，HNA 内の減少列の極限で有限エネルギーを持つものからなる．定義は割

愛するが，この完備化は E1 と同様の発想によりなされる [5]．重要なポイントは，テスト配位を位相空間Xan

の関数とみなすことで，その減少列の極限として完備化を定義できる点である．Berman–Boucksom–Jonsson



[2]は，E1 内の極大測地線全体の集合と E1,NA との間には一対一対応が存在し，スロープ公式

Ding(ϕNA) = lim
t→∞

D(γ(t))

t

が任意の ϕNA ∈ E1,NA および対応する極大測地線 {γ(t)}t≥0 ⊂ E1 に対して成立することを示した．さらに，

Dが E1 上に連続的に延長することの類似として，Dingが E1,NA 上に連続的に延長することを示すことがで

きる [2]．これを用いて，Berman–Boucksom–Jonsson [2]は Yau–Tian–Donaldson対応を以下のように証明

した．(X,−KX)が一様 Ding安定であるならば，Dingの連続性により，ある ϵ > 0が存在して

Ding(ϕNA) ≥ ϵ∥ϕNA∥ for all ϕNA ∈ E1,NA

が成り立つ．従って，任意の E1 内の極大測地線 {γt}t≥0 に対して

lim
t→+∞

D(γ(t))

t
≥ ϵ > 0

が成り立つ．極大測地線に対して漸近スロープが正になることから，E1 のコンパクト性定理を用いて

D(ϕ) ≥ ϵd1(ϕ, 0)− ϵ−1 for all ϕ ∈ E1

が従うことが示される．定理 1.2から，Kähler–Einstein計量の存在が従う．

このように，エネルギー汎関数の凸性とスロープ公式を用いて，Yau–Tian–Donaldson対応を示すことがで

きる．これは，有限次元モーメント写像の零点と幾何学的不変式論に関するKempf–Ness定理をKempf–Ness

エネルギーというエネルギー汎関数を用いて証明する方法と同様であるので，このような証明方針を以後

Kempf–Ness原理と便宜上呼ぶことにする．

2 Coupled Kähler–Einstein計量についての Yau–Tian–Donaldson対応

全ての Fano 多様体が Kähler–Einstein 計量を持つわけではないが，その変種ならば許容することはあり

うる．Kähler–Ricci ソリトンや満渕ソリトンなど色々な候補を考えることはできるが，今回は Hultgren と

Witt Nyström [20]により導入された以下の計量を考える．まず，豊富な Q-線束 L1, . . . , Lk で

−KX = L1 + · · ·+ Lk

が成り立つものを固定する．Kähler計量の k 個の組み (ω1, . . . , ωk) ∈ c1(L1)× · · · × c1(Lk)が方程式

Ric(ω1) = · · · = Ric(ωk) =

k∑
i=1

ωi

を満たす時，coupled Kähler–Einstein計量と呼ばれる．k = 1の時は通常の Kähler–Einstein計量であ

るから，以後 k > 1 と仮定する．上と同様に，Li 上にエルミート計量 hi を固定し，対応する Kähler 計量

を θi ∈ c1(Li) とおく (i = 1, . . . , k)．さらに，c1(Li) 内の Kähler ポテンシャル全体の集合を Hi := {ϕ ∈
C∞(X,R) | θi+

√
−1∂∂̄ϕ > 0}とし，H := H1×· · ·×Hk と定める．また，Kähler類 c1(X)にあるKähler

計量全体の集合を H(−KX)と書くことにする．これらの空間は，E1 := E1
1 × · · · × E1

k 及び E1(−KX)に完

備化することができる．

定義 2.1. 以下のように定められる写像Dcpd : H → R

Dcpd(ϕ1, . . . , ϕk) := Lcpd(ϕ1, . . . , ϕk)−
k∑

i=1

Ei(ϕi)



を coupled Ding汎関数と呼ぶ [20]．ただし，Ei は汎関数 EをHi 上定義したものであり，

Lcpd(ϕ1, . . . , ϕk) := − log

∫
X

dµϕ1,...,ϕk

である．ここで，dµϕ1,...,ϕk
は ϕ1, . . . , ϕk が L1, . . . , Lk 上定めるエルミート計量をテンソル積することで得

られる −KX 上のエルミート計量から定まる体積形式である．

この汎関数に対しても，定理 1.2と同様の性質が成り立つことが [20]で示された．Dcpd は E1 上に連続的

に拡張し，E1 内の測地線に沿って凸であり，滑らかな coupled Kähler–Einstein計量が存在することは

Dcpd(ϕ) ≥ ϵ

k∑
i=1

d1(ϕi, 0)− ϵ−1

が任意の ϕ ∈ E1 に対して成り立つような ϵ > 0 が存在すること (coercivity) と同値である．さらに，

coercivityは E1 内の測地線に沿ったDcpd の傾きが正であることとも同値である．

Hultgren とWitt Nyström [20] は，coupled Kähler–Einstein 計量についても Yau–Tian–Donaldson 対

応が成り立つことを予想した．その際に Ding 安定性の coupled 版を定義したが，ここではまず藤田氏と講

演者による定義 [13] を先に述べることにする．上記において複数の Kähler ポテンシャル ϕ1, . . . , ϕk を考え

る必要があったことと同様に，安定性を考える際にも，(X,L1), . . . , (X,Lk) それぞれに対してテスト配位

(X1,L1), . . . , (Xk,Lk)を考える必要がある．

定義 2.2. テスト配位 (X1,L1), . . . , (Xk,Lk)が与えられた時，X1, . . . ,Xk の C∗-同変な common resolution

X
σ1

ww
σ2 ···��

σk

++X1 X2 · · · Xk

をとる．テスト配位 (X1,L1), . . . , (Xk,Lk)の和は，(X , σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk)と定義されるテスト配位である．

上記の X は resolutionの取り方に依存するが，異なる resolutionをとっても pullbackによるテスト配位

の同値類は不変であるから，対応するHNA(−KX)の元は well-definedである．この和の定義は，講演者が以

前定義した，射影埋め込みを用いる方法 [16]と同一になることを示すことを示すことができる．さらに，この

和は強位相に関して連続な写像 E1,NA
1 × · · · × E1,NA

k → E1,NA(−KX)に拡張できる．

定義 2.3. テスト配位の k 個の組み {Xi,Li}ki=1 が与えられた時，coupled Ding不変量は

Ding({Xi,Li}ki=1) := −
k∑

i=1

L̄i
n+1

(n+ 1)
∫
X
c1(Li)n

− 1 + lct(X , DX ;X0)

と定義される．ただし，(X , σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk) は {Xi,Li}ki=1 の和であり，DX は suppDX ⊂ X0 かつ

−(KX̄/P1 +DX ) ∼Q σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk を満たす唯一の Q-因子である．

Kähler–Einstein の場合と同様に，coupled Ding 安定性は coupled Ding 不変量を用いて定義すること

ができる．Hultgren–Witt Nyström [20] による coupled Ding 安定性のオリジナルの定義では，テスト

配位の k 個の組み {Xi,Li}ki=1 に対して，X1, . . . ,Xk が全て同型であることが仮定されていた．この制

約を外して，安定性の条件を強化したことがこの研究における重要なポイントである．さらに，やはり

Kähler–Einstein の場合と同様に，テスト配位の組み (X1,L1), . . . , (Xk,Lk) に対応する代数的な劣測地線

ϕt = (ϕt
X1,L1

, · · · , ϕt
Xk,Lk

) ⊂ Hに対して，スロープ公式

Ding({Xi,Li}ki=1) = lim
t→∞

Dcpd(ϕt)

t



が成り立つことを示すことができる [13, 16]．このセクションの主結果は，以下の coupled Kähler–Einstein

計量についての Yau–Tian–Donaldson対応である．

定理 2.4 (藤田–H. [13]). Fano 多様体 X の自己同型群が離散であると仮定する．この時，(X;L1, . . . , Lk)

が coupled Kähler–Einstein計量を持つことと，(X;L1, . . . , Lk)が一様 Ding安定であることは同値である．

ただし，一様 Ding安定性は，ある ϵ > 0が存在して任意のテスト配位の k-個の組み {Xi,Li}ki=1 に対して

Ding({Xi,Li}ki=1) ≥ ϵ

k∑
i=1

∥(Xi,Li)∥

が成立することだと定められる．また，上記条件は δcpd > 1という条件とも同値であるが，詳細は割愛する．

証明は Kähler–Einstein の場合 [2] と同様，Kempf–Ness 原理を用いる．(X;L1, . . . , Lk) が一様 coupled

Ding 安定であるならば，テスト配位の和をとる写像が E1,NA まで連続的に拡張すること [13] と，coupled

Ding不変量の連続性より，

Ding({ϕNA
i }ki=1) ≥ ϵ

k∑
i=1

∥ϕNA
i ∥ for all ϕNA ∈ E1,NA

がある ϵ > 0に対して一様に成り立つことが従う．このことから，E1 内の任意の極大測地線 γ に対して

lim
t→+∞

Dcpd(γ(t))

t
≥ ϵ > 0

が成り立つ．上記にあるような，測地線に沿ったスロープの正値性から，coercivity

Dcpd(ϕ) ≥ ϵ

k∑
i=1

d1(ϕi, 0)− ϵ−1 for all ϕ ∈ E1

が従うが，証明は [2]と同様ではなく，Darvas–Zhang [12]によるコンパクト性定理が必要である．上記から，

coupled Kähler–Einstein計量の存在が従う．定理 2.4は，X の自己同型群が離散的ではない場合でも，適切

に修正すれば同様に成り立つ．X の自己同型群が離散的である場合は，[32]により，δcpd > 1から coupled

Kähler–Einstein計量の存在を直接証明できることも知られている．

3 定スカラー曲率 Kähler計量や extremal計量についての最近の進展

Kähler–Einstein 計量や coupled Kähler–Einstein 計量を許容する多様体は KX が定値の符号を持たなけ

ればならないため，一般の偏極 Kähler多様体 (X,L)上の標準計量を考える際には標準計量の定義を拡張し

なければならない．よく用いられるものは，スカラー曲率 S(ω)が定数となるようなものであり，定スカラー

曲率Kähler (constant scalar curvature Kähler, cscK) 計量と呼ばれる．このさらなる一般化として，

方程式
∂̄grad1,0ω S(ω) = 0

の解として定まる extremal計量というものがある．これはスカラー曲率の L2 ノルム（Calabi汎関数）を

極小化する自然な計量である．

これらの計量についても，Kähler–Einstein計量の場合と同様，変分法的アプローチが有効である．以後，

V :=
∫
X
c1(L)

n と置き直し，スカラー曲率の平均を S̄ := −n
∫
X
c1(KX)c1(L)

n−1/V と書く．レファレンス

Kähler計量 ω0 ∈ c1(L)に対する Kählerポテンシャル ϕ ∈ Hに対して，(1)で定めた Eと，汎関数

ERic(ω)(ϕ) :=
1

V

n−1∑
j=0

∫
X

ϕωj
ϕ ∧ ωn−j−1 ∧ Ric(ω), H(ϕ) :=

1

V

∫
X

log

(
ωn
ϕ

ωn

)
ωn
ϕ



を用いて，満渕汎関数（もしくはK-エネルギー）M : H → Rを

M(ϕ) :=
S̄

n+ 1
E(ϕ)−ERic(ω)(ϕ) +H(ϕ)

と定義する．この汎関数の臨界点は cscK計量であり，部分的には定理 1.2と類似した性質が成り立つ．しか

し，Ding汎関数とは異なり，(E1, d1)への拡張は連続的ではなく，また E1 上では +∞も値として許容しなけ
ればならない．他にも様々な技術的困難があるが，滑らかな cscK計量の存在と coercivity，また（適切な意味

で非自明な）有限エネルギー測地線に沿って真に正の傾きを持つことが全て同値であることが Chen–Cheng

[6, 7]によって証明された．同様の変分法的アプローチは extremal計量に対しても存在する．まず，X の自

己同型で Lまでリフトするもの全体がなす群 Aut0(X,L)の極大コンパクト部分群 Kを固定する．G = KC

を Kの複素化とし，Tを Gの中心の単位元成分とする．Hの元で K-不変なもの全体を (H)K と書く，今，汎

関数 Jext : (H)K → Rを

Jext(ϕ) :=
1

V

∫ 1

0

∫
X

ϕ̇tθ(ϕt)
ωn
ϕt

n!
dt

と定義する．ただし，{ϕt}0≤t≤1 ⊂ (H)K は ϕ0 = 0と ϕ1 = ϕを結ぶ任意の滑らかな路であり，θ(ϕt)は ωϕt

についての extremalベクトル場の holomorphy potentialである．上記定義が路に依存しないことは非自明

な結果である [1]．これを用いると，extremal計量を臨界点にもつ修正満渕汎関数Mext : (H)K → Rは

Mext(ϕ) := M(ϕ) + Jext(ϕ)

と定義される．通常の満渕汎関数と同様に，修正満渕汎関数も K-不変な部分空間 (E1)K 上に拡張するが，拡

張は連続ではなく，値として +∞も取りうる．滑らかな extremal計量の存在と G-coerivityが同値であるこ

とは He [19]によって証明された．

以上紹介した cscK計量についても，計量の存在と代数幾何学的安定性の同値性を主張する予想が知られて

おり，やはり Yau–Tian–Donaldson予想と呼ばれている．この場合の安定性は，

MNA(ϕNA) := K log

X̄/P1 · L̄n +
S̄

(n+ 1)V
L̄n+1

と定められる非アルキメデス満渕汎関数によって定められる．ただし，(X ,L)は ϕNA ∈ HNA を代表する任意

のテスト配位であり，K log
X̄/P1 はK log

X̄/P1 := KX̄ −π∗KP1 +X0,red−X0 と定められる X̄ 内の因子である．同様
の予想は extremal計量についても提案されている．この場合，安定性を定める不変量は非アルキメデス修正

満渕汎関数であり，MNA(ϕNA) + JNA
ext (ϕ

NA)と定義される．これは相対的 K-安定性と呼ばれる Székelyhidi

[28]によって導入された概念に基づくものである．ただし，Yao [31]に倣って

JNA
ext (ϕ

NA) :=
1

V/n!

L̄n+2
β

(n+ 2)!
− 1

(V/n!)2

(
L̄n+1

(n+ 1)!

)2

と定めた．詳細な定義は割愛するが，上の (Xβ ,Lβ)はテスト配位 (X ,L)の積テスト配位であり n+ 2次元の

空間である．このように定めた不変量を用いると，Mext に対してスロープ公式が成立する [4, 31]．

これらの汎関数についても Kempf–Ness原理が成立することを期待することは非常に自然だが，様々な技

術的困難がある．MNA を E1,NA 上に拡張することはできるが，やはり拡張は強位相に関して連続ではないた

め，その扱いは非常に難しい．しかし，Chi Li [25]はモデルと呼ばれるテスト配位の一般化（定義は純代数的）

を定義し，モデルから誘導されるフィルトレーションに対して一様 K-安定性が成り立つことから cscK計量

の存在が従うことを示した（正確な定義は技術的なので割愛するが，PSHM,NA をモデルから誘導されるフィ

ルトレーションから定まる非アルキメデス計量全体の集合とすると，HNA ⊂ PSHM,NA ⊂ E1,NA である）．



定理 3.1 (Li [25]). ある ϵ > 0 が存在してMNA(ϕNA) ≥ ϵ∥ϕNA∥T が任意の G-同変なモデルフィルトレー

ション ϕNA ∈ PSHM,NA に対して成り立つならば，(X,L)は K-不変な cscK計量を持つ．

ここで，∥ϕNA∥T は ϕNA の群同変なノルムである．講演者は，この結果を extremal計量に拡張した．

定理 3.2 (H. [18]). ある ϵ > 0が存在してMNA(ϕNA) + JNA
ext (ϕ

NA) ≥ ϵ∥ϕNA∥T が任意の G-同変なモデル

フィルトレーション ϕNA ∈ PSHM,NA に対して成り立つならば，(X,L)は K-不変な extremal計量を持つ．

上記結果 [18]が arXivで発表されたのは 2025年 6月だが，この分野には 2025年 5月ごろから極めて急速

な発展があった．まず，Boucksom–Jonsson [23]が weighted cscK計量に対して定理 3.1, 3.2の類似及びそ

の逆を証明したと発表した．逆が成り立つことは極めて重要な進展であり，これによって weighted cscK計

量という extremal計量を含む非常に広いクラスの標準計量に対して Yau–Tian–Donaldson予想（安定性条

件をモデルまで強めたバージョン）が解けたことになる．また，[18] が発表された約 3 週間後に，Han–Liu

[14]が定理 3.1, 3.2を weighted cscK計量まで拡張したと発表した．これらの仕事は全て独立である．

4 Nilsolitonの存在と Yau–Tian–Donaldson対応の類似

これまで見たように，Yau–Tian–Donaldson対応や Kempf–Ness原理は Kähler多様体上の様々な標準計

量の存在問題について非常に有効である．この原理を，Kähler多様体以外の標準計量に関する問題に応用す

ることを考える．

冪零 Lie群 N が推移的かつ等長的に作用する連結 Riemann多様体を等質冪零多様体と呼ぶ．以後，N は

実次元 nで，連結かつ単連結であると仮定する．実は，等質冪零多様体はN に左不変 Riemann計量が入った

ものと同型であり，また N は左不変 Einstein計量を持たないことが知られている．N 上に左不変 Einstein

計量は存在し得ないので，その変種である左不変 Ricci solitonを考える．ここで，Ricci solitonとは，ある

定数 λとベクトル場 v に対して
Ric(g) = λg+ Lvg

を満たす Riemann計量 gのことであった．ただし，Lv は Lie微分である．等質冪零多様体上の左不変計量

を考える限りにおいては，Ricci solitonの方程式は N の Lie環 nから定まる有限次元空間の行列の問題に還

元される．等質冪零多様体上の左不変 Ricci solitonを nilsolitonと呼ぶ．

冪零 Lie環 nの Lieブラケットを µ，n上の内積を ⟨, ⟩と書く．今，内積 ⟨, ⟩に関して自己共役であるよう
な線形写像 λ ∈ End(n)に対して，Hilbert–Mumford weight ν(λ;µ)を

ν(λ;µ) := − min
1≤i<j≤n,1≤k≤n

{λi + λj − λk | µk
ij ̸= 0}

により定義する．ただし，上では ⟨, ⟩ の正規直交基底 {ei}ni=1 を選んで λ を λ = diag(λ1, . . . , λn) と対角化

し，その基底に関して µ(ei, ej) =
∑n

k=1 µ
k
ijek と書いた．この不変量を，1次元部分空間

S := R(In − ϕµ) ⊂ End(n)

と交換し直交する元に対して計算する．ただし，ϕµ ∈ Der(µ) は Lie 環 (n, µ) から canonical に定まる

derivationであり，pre-Einstein derivationと呼ばれている [26]．Kempf–Ness原理を等質冪零多様体の

場合に適切に設定することにより，nilsolitonに対する Yau–Tian–Donaldson対応の類似が得られる．

定理 4.1 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ) を対応する Lie 環とする．(n, µ) 上の内積 ⟨, ⟩ を，
pre-Einstein derivation ϕµ が自己共役になるように選ぶ．この時，N が nilsolitonを持つことと，自己共役

線形写像 λ ∈ End(n)で [λ,S] = ⟨λ,S⟩ = 0を満たすもの全てに対して ν(λ;µ) ≥ 0が成り立つことは同値で

ある（ただし等号成立は λ ∈ Der(µ)と同値）．



N は実多様体なので，代数幾何学的な安定性はアプリオリには意味をなさない．しかし，上で紹介した変

分原理や漸近スロープを用いた Kempf–Ness原理は等質冪零多様体の場合にも同様に意味をなす．上記定理

の安定性条件は extremal計量の場合に現れた相対的安定性だと解釈することができ，S は extremalベクト

ル場が生成するトーラスと同様の役割を果たす [15]．

定理 4.1 は，nilsoliton の存在に関する必要十分条件を与える最初の定理ではない．まず，Nikolayevsky

[26]により，nilsolitonが存在することの必要十分条件は µの軌道 G̃ · µが閉じていることだと示された．た
だし，G̃は SL(n)の部分群で，その Lie環が S と交換し S と直交するものである．しかし，Lie群の軌道が

閉じているかどうかを判定することは一般には難しいので，定理 4.1にあるような数値的判定法を与えること

が重要である．Jablonski [21]は上記定理と類似した数値的判定法を過去に与えたが，その内容は定理 4.1と

同値ではない．定理 4.1では，Jablonski [21]とは異なり，g̃ ∩Der(n, µ)が reductiveかどうかを判定する必

要がなく，テストすべき λ ∈ End(n)の範囲も異なる．証明も，Jablonskiの証明 [21]は Nikolayevskyの軌

道を用いた判定法 [26]に帰着しているので，Kempf–Ness原理を用いた証明 [15]とは大きく異なる．

定理 4.1の新規性を見るには，技術的詳細の比較ではなく，その応用として与えられる新結果を見る方が良

いと思われる．まず，上記定理に用いられた Kempf–Ness原理の応用として，nilsolitonの非存在に関する十

分条件を与える武富–田丸予想 [29]の修正版が以下のように成り立つ．

定理 4.2 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ, ⟨, ⟩)を定理 4.1と同様に設定する．さらに，End(n)の

元で S と交換し，S と直交するもの全体がなす Lie環に対応する Lie群を G，その部分群で ⟨, ⟩を固定するも
のをK とする．これらの Lie環を g, kとし，gの Cartan分解を k⊕ pと書く．今，

1. Aut(µ) ∩Gの左剰余空間 G/K への作用は推移的ではない，

2. 全ての Aut(µ) ∩G-軌道は Gについて共役である，

3. 任意の g ∈ G \Aut(µ)に対して，p ∩ (Der(µ) \Der(ρ(g) · µ))が 0以外の元を持つ，

と仮定する．この時，N は nilsolitonを持ち得ない．

オリジナルの武富–田丸予想との最大の違いは Der(µ) \ Der(ρ(g) · µ)に関する条件 3であるが，この条件

を外すことはできない [22]．また，GやK などの Lie群の設定も微妙に異なる．最後に， 定理 4.1のさらな

る応用として，凸集合を用いた nilsolitonの存在に関する必要十分条件を述べる．

定理 4.3 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ, ⟨, ⟩)を定理 4.1と同様に設定する．今，nの各 ⟨, ⟩-正規
直交基底 B で ϕµ を対角化するもの B := {ei}ni=1 に対して，有限集合 FB ⊂ nを

FB := {ei + ej − ek | 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n, s.t. µk
ij ̸= 0}

と定義する．ただし，µ(ei, ej) =
∑n

k=1 µ
k
ijek と書いた．さらに，Aff(FB) を FB のアフィン包とし，OB

を n の原点の Aff(FB) への射影とする．また，Conv(FB) ⊂ Aff(FB) を FB の凸包とする．この時，N が

nilsolitonを持つことと，任意の B に対して OB が Conv(FB)の内部にあることは同値である．

この定理は，nが nice basisと呼ばれる特殊な基底を持つときには Nikolayevsky [26]によって（少し強い

バージョンが）証明された．上記定理は，この結果を一般の等質冪零多様体に対して拡張するものである．
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