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概要
Nilpotent Lie 群上の幾何構造において, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数は重要な役
割を果たす. 最近, cycle を含まない有限 quiver から nilpotent Lie 代数を得る新たな方法が提案され
た. この方法により, 任意の step 数の nilpotent Lie 代数が得られる. 本稿では, quiver から得られる
nilpotent Lie 代数が 2-step のときに注目する. グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数との関
係を用いて, これらの nilpotent Lie代数が Ricci-flat 擬 Riemann計量を許容することを述べる. さら
に, symplectic 構造を許容するこれらの nilpotent Lie代数を分類する.

1 導入
微分幾何学において, 与えられた多様体が特別な幾何構造を許容するかどうかを調べることは重要な問題
である. Lie群では, 左不変幾何構造の存在が自然に考えられるが, 一般に特別な幾何構造を許容する Lie群
の分類は困難な問題である.

我々は, 特に nilpotent Lie 群上の左不変幾何構造に関心を持っており, Einstein や Ricci soliton のよ
うな特別な Riemann計量や擬 Riemann計量, symplectic構造について考える. しかし, 2-step nilpotent

Lie群においてさえ, これらの幾何構造については完全には解明されていない. 単連結リー群の上の左不変
幾何構造とリー代数上の幾何構造が対応しているので, それらを同一視して議論を行う.

2-step nilpotent Lie 代数上の幾何構造を研究において, 単純有向グラフから得られる 2-step nilpotent

Lie代数が知られている ([DM]). さらに, 最近, cycle を含まない有限 quiver から nilpotent Lie 代数を構
成する方法が提案された ([MT]). この方法は, 任意の step数の nilpotent Lie 代数を構成することが可能
であり, これらの Lie代数は Ricci soliton Riemann計量を許容する ([MT]). 本稿では, 2-stepの場合に注
目し, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数との関係を述べる. さらに, その関係を用いて, これら
の nilpotent Lie代数が Ricci-flat 擬 Riemann計量を許容することを示す. 加えて, symplectic構造を許容
するこれらの Lie代数を分類する.

2 Quiverから得られる nilpotent Lie代数
以下では, quiverから Lie代数を得る方法を紹介する. quiverとは多重辺とループを許す有向グラフのこ
とであり, 表現論をはじめとする様々な分野で研究されている. ここでは, [ASS]を参照する. cycleを含ま
ない有限 quiverから任意の step数の nilpotent Lie代数が得られる.

2.1 quiver

定義 2.1 集合 V,E, 写像 s, t : E → V に対して, 組 Q = (V,E, s, t)を quiver という. V の元を 頂点 , E

の元を 辺 , α ∈ E に対して, s(α)を 始点 , t(α)を 終点 という.

定義 2.2 α1, . . . , αn ∈ E に対して, t(αi) = s(αi+1) (1 ≤ i ≤ n− 1)であるとき, 辺の列 α1α2 · · ·αn が
道 であるという. このとき, nを 道の長さ という.



例 2.3 V = {v1, v2, v3, v4, v5}, E = {a, b, c, d, e}とし, s(a) = v1, s(b) = v2, s(c) = v3, s(d) = v3, s(e) =

v4, t(a) = v2, t(b) = v4, t(c) = v4, t(d) = v4, t(e) = v5 とすると quiverとなり, 図示すると, 図 1のように
なる.

3 Lie algebras obtained by quivers

3.1 quiver

Definition 8. A quiver Q = (V,E, s, t) is a quadruple consisting of two sets V , E, and two
maps s, t : E → V . The elements of V and E are called vertices and arrows, respectively. For an
arrow α ∈ E, the vertices s(α) and t(α) are called the source and the target of α, respectively.

Definition 9. Let Q = (V,E, s, t) be a quiver. A path of length m is a sequence α1α2 · · ·αm

where α1, · · · ,αm ∈ E such that the target of αi is the source of αi+1 for i = 1, · · · ,m− 1.

Example 1. The quiver is given by V = {v1, v2, v3, v4, v5}, E = {a, b, c, d, e}, s(a) = v1, s(b) =
v2, s(c) = v3, s(d) = v3, s(e) = v4, t(a) = v2, t(b) = v4, t(c) = v4, t(d) = v4, t(e) = v5. It is
illustrated as follows.
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Paths of this quiver are a, b, c, d, e, ab, be, ce, de, and abe.

For a path x = α1α2 · · ·αm in a quiver Q, the source and the target of x are s(α1) and t(αm),
which is denoted by s(x) and t(x), respectively.

Definition 10. Let Q = (V,E, s, t) be a quiver. A map f : E → E is called an automorphism
if the following conditions hold:

• f is bijection,

• ∀x, y ∈ E, t(x) = s(y) if and only if t(f(x)) = s(f(y)).

We denote the set of automorphisms by Aut(Q).

3.2 nQ

3.3 Examples

4 Main theorem
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図 1 例 2.3の quiver

この quiverの道は, a, b, c, d, e, ab, be, ce, de, abeの 10個.

2.2 nilpotent Lie代数の構成
定義 2.4（M.-Tamaru, [MT]） quiver Q = (V,E, s, t)に対して, Qのすべての道の集合を Path(Q)とし,

nQ を次で定める:
nQ := spanPath(Q).

また, x, y ∈ Path(Q)に対して, 積と括弧積を

x · y =

{
xy (t(x) = s(y)),

0 (t(x) ̸= s(x)),
[x, y] = x · y − y · x

と定めると, nQ は Lie 代数となる. これを Qから得られる Lie 代数 という.

注意 2.5 nQ に積 ·を入れたものは道代数として既に知られている. 道代数の場合は, 頂点を長さ 0の道と
して含めるのが一般的である. 今回は, 長さ 1以上の辺を道として扱う.

quiver Qの道 xに対して, s(x) = t(x)であるとき, xを cycle という. cycleを持つ quiverから得られ
る Lie代数は無限次元になる. 辺が有限集合である有限 quiverが cycleを含まないとき, quiverのすべての
道の長さの最大値が存在する. これを quiverの長さ という.

命題 2.6 Qを cycleを含まない有限 quiverとすると, nQ は有限次元の nilpotent Lie 代数となる. また,

長さがmの quiverから得られる Lie 代数は, m-step nilpotent Lie 代数である.

2.3 例
例 2.7 次の図 2の quiverから得られる Lie 代数 nは 3次元 Heisenberg代数と同型.

nQ に積 ·を入れたものは道代数として既に知られている. 道代数の場合は, 頂点を長さ 0の道として含
めるのが一般的である. 今回は, 長さ 1以上の道のみを扱う.

quiver Qの道 xに対して, s(x) = t(x)であるとき, xを cycle という. 辺が有限集合である有限 quiver

が cycleを含まないとき, quiverのすべての道の長さの最大値が存在する. これを quiverの長さ という.

命題 3.6 Qを cycleを含まない有限 quiverとすると, nQ は有限次元の nilpotent Lie 代数となる. また,

quiverの長さがmの quiverから得られる Lie 代数は, m-step nilpotent Lie 代数である.

Qを cycleを含む quiverとすると, cycleを繰り返し通ることで無限に道が存在するので, nQ は無限次元
の Lie 代数となる.

f : E → E ∈ Aut(Q)は, f : Path(Q) → Path(Q)へ自然に拡張できる. また, f : nQ → nQ へ線形に拡
張すると, Lie代数の同型写像となる.

3.3 例
例 3.7

a b

から得られる Lie 代数 nは 3次元ハイゼンベルグ代数と同型.

n = span{a, b, ab}で, 括弧積は,

• [a, b] = a · b− b · a = ab,

• [a, ab] = 0,

• [b, ab] = 0.

例 3.8

a

b

c d

から得られる Lie代数は n = span{a, b, c, d, ac, bc, cd, acd, bcd}で次と同型:










0 0 x1 x5 x8

0 0 x2 x6 x9

0 0 0 x3 x7

0 0 0 0 x4

0 0 0 0 0




| xi ∈ R






.

注意 3.9

a

b

c d

から得られる Lie 代数は, 例 3.8で得られる Lie 代数と道も辺のつながり方も同じなので, 例 3.8で得られ
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図 2 例 2.7



3 既知の例との比較
Nilpotent Lie 代数上の幾何構造の研究において, 具体例の一つとしてグラフから得られる 2-step

nilpotent Lie代数が知られている. 以下では, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数を紹介し, そ
れらの Lie代数と quiverから得られる nilpotent Lie代数について比較する.

3.1 グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数
集合 V と集合 E ⊂ {(x, y) ∈ V × V | x ̸= y}の組 Γ = (V,E)を単純有向グラフという. V の元を頂点
といい, E の元を辺という. 辺 e = (x, y)に対して, xを eの始点といい, y を eの終点という. 単純有向グ
ラフから次のように 2-step nilpotent Lie代数を定義する.

定義 3.1（Dani-Mainkar, [DM]） 単純有向グラフ Γ = (V,E)に対して,

nΓ := span(V ∪ E),

[x, y] =


e (x, y ∈ V, e = (x, y)),

−e (x, y ∈ V, e = (y, x)),

0 (その他),

とすると, 2-step nilpotent Lie 代数 nΓ を得る.

3.2 グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数との比較
quiverから得られる nilpotent Lie代数が 2-stepの場合に注目し, グラフから得られる 2-step nilpotent

Lie代数と比較する.

補題 3.2 任意の長さ 2 の quiver Q から得られる 2-step nilpotent Lie 代数 nQ は, 次の (m,n)-type

quiver (m ≥ 1, n ≥ 0)から得られる nilpotent Lie代数の直和である.
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図 3 (m,n)-type quiver

補題 3.3 (m,n)-type quiver Q と (m,n) 完全二部グラフ Γ に対して, それぞれから得られる nilpotent

Lie代数 nQ と nΓ は同型である.
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図 4 (m,n)完全 2部グラフ



補題 3.2, 補題 3.3より, 次が示される.

命題 3.4 任意の長さ 2 の quiver Q に対して, ある単純有向グラフ Γ が存在し, それぞれから得られる
2-step nilpotent Lie代数 nQ と nΓ は同型である.

グラフから得られる nilpotent Lie 代数は 2-step に限られるため, 3-step 以上の quiver から得られる
nilpotent Lie代数はグラフから得られない.

4 結果
以下では, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数との関係を用いて, quiver から得られる

nilpotent Lie代数が 2-stepの場合に Ricci-flat 擬 Riemann計量や symplectic構造を許容するかどうかに
ついて述べる.

4.1 Ricci-flat 擬 Riemann計量
定義 4.1 不定値内積つき Lie代数 (g, ⟨, ⟩)に対して, Ric = 0 を満たすとき, (g, ⟨, ⟩)が Ricci-flat である
という.

Riemann計量とは異なり, 擬 Riemann計量においては nilpotent Lie代数がいつ Ricci-flat計量を許容
するか解明されていない. そのため, グラフから得られている nilpotent Lie 代数上においても研究がなさ
れており, 次の定理が知られている.

定理 4.2（Conti-del Barco-Rossi, [CBR]） グラフから得られる nilpotent Lie 代数はすべて Ricci-flat 擬
Riemann計量を許容する.

命題 3.4より, 2-stepの場合は quiverから得られる nilpotent Lie代数はグラフから得られるので, 次が
示される.

定理 4.3 長さ 2 の quiver Q に対して, Q から得られる 2-step nilpotent Lie 代数 nQ は Ricci-flat 擬
Riemann計量を許容する.

注意 4.4 (m,n)-type quiver から得られる 2-step nilpotent Lie 代数において, 定理 4.3 によって得られ
た Ricci-flat擬 Riemann計量の符号数 (p, q)は次を満たす:

p, q ≥ m+ n− 1

問題 4.5 quiverから得られる nilpotent Lie代数において, 以下の問題が考えられる.

• 2-stepのとき, 任意の符号数の Ricci-flat擬 Riemann計量を許容するか.

• 3-step以上のとき, いつ与えられたの符号数の Ricci-flat擬 Riemann計量を許容するか.

4.2 symplectic構造
定義 4.6 Lie代数 gに対して, 2-form ω が symplectic構造 であるとは, dω = 0かつ ωn ̸= 0を満たすこ
とである.

定理 4.7（Pouseele-Tirao, [PT]） 単純有向グラフ Γ = (V,E)に対して, Γから得られる nilpotent Lie代
数 nΓ が symplectic 構造を許容する必要十分条件は, nΓ の偶数次元であり, #E ≤ #V を満たすことで



ある.

命題 3.4より, 2-stepの場合は quiverから得られる nilpotent Lie代数はグラフから得られるので, 定理
4.7の条件を翻訳することによって, 次が示される.

定理 4.8 長さ 2の quiver Qに対して, Qから得られる 2-step nilpotent Lie代数が symplectic構造を許
容する必要十分条件は, 以下である:

(i) nQ は偶数次元,

(ii) Qの連結成分は以下のような (2, 2), (1, n), (n, 1), (1, 0)-type quiverのいずれか.

a bv1 v2 v3

...

...
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図 5 (2, 2)-type

a bv1 v2 v3

...

...
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図 6 (1, n)-type
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図 7 (n, 1)-type
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図 8 (1, 0)-type

問題 4.9 quiver から得られる nilpotent Lie 代数が 3-step 以上のとき, いつ symplectic 構造を許容す
るか.
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