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概要
多様体上の統計構造とは, リーマン計量と捩れのないアファイン接続の組であって適切な条件
を満たすものとして定義される. 本稿では, リー群上の左不変統計構造のモジュライ空間という
概念を導入し, 左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1点集合となる 3系列のリー群に対して,

そのモジュライ空間の構造を詳しく調べる. 応用として, これらのリー群における左不変共役対
称統計構造および左不変双対平坦構造 (左不変ヘッセ構造) の分類を行う. 本稿の内容は, 大野優
氏, 奥田隆幸氏 (広島大学), 田丸博士氏 (大阪公立大学) との共同研究に基づく.

1 導入
微分幾何学において, 多様体上の幾何構造を分類することは基本的な問題である. 多様体が追加の

幾何構造や適切な群作用を備えている場合, それらと両立する幾何構造を考えるのが自然である. 特
に, 与えられたリー群が特定の左不変幾何構造を持つかどうかを調べ, さらにそれらを分類すること
は重要な課題である. この文脈において, 左不変幾何構造のモジュライ空間という概念は, 分類や変形
理論を理解する上で重要な役割を果たす (例: [2, 4, 8, 9, 10]).

本稿では, 多様体上の統計構造 (cf. [11, 13]) に焦点を当てる. 統計構造は情報幾何に由来し, リー
マン計量と捩れのないアフィン接続の組 (g,∇) であって, (0, 3)-テンソル場 ∇g が全対称となるもの
として定義される. 統計構造において特に注目されてきた二つのクラスがある: ひとつは, 双対平坦
構造 (dually flat structure) である (cf. [1]). この構造は, 接続 ∇が平坦となる統計構造として特徴
付けられ, 特に情報幾何において重要な役割を果たす (cf. [1])．もうひとつは, 双対平坦構造を含むよ
り広い概念である共役対称統計構造 (conjugate symmetric statistical structure) (cf. [13]) である．
共役対称統計構造は, R∇ = R∇ を満たす統計構造として定義される. ただし, ∇は ∇の g に関する
共役接続である. この構造はアフィン超曲面論や定曲率統計多様体と深い関係を持つ (cf. [14, 6]). 与
えられた多様体がこれらの構造を持つかどうか, またそれらを分類することは重要な問題である.

リー群上の統計構造が左不変であるとは, 計量と接続の両方が左不変であることを意味する
(cf. [3, 5]). 本稿ではこの構造に注目し, 以下の問題を扱う:

Problem A. 与えられたリー群 G に対して, すべての左不変双対平坦構造および左不変共役対称統
計構造を求めよ.
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この Problem Aに関連する先行研究を振り返る. 双対平坦構造はヘッセ構造と等価であることが
知られている (cf. [16]). 志摩はこの構造を深く研究し, 左不変ヘッセ構造を持つことができるのは可
解リー群に限られることを示した (cf. [15]). ただし, 可解リー群であっても左不変ヘッセ構造を持た
ないものもあり, 完全な分類は未達であると言える.

左不変共役対称統計構造に関しては, 典型的な例として一変数正規分布族の空間 N があり, これは
リー群 R>0 ⋉ R に同型である. 古畑–井ノ口–小林 [3] により, この空間 N 上の Amari–Chentsov

α-接続は, Fisher計量に関して共役対称である唯一の左不変統計接続であることが示された. さらに
小林–大野 [7]によって, 多変量正規分布族に対しても同様の主張が成立することが示された. 高次元
のリー群に対しては, 左不変共役対称統計構造の分類問題はより複雑であり, [7]で扱われた多変量正
規分布族のリー群を除けば, 未解決の部分が多い.

本稿では, Problem Aに対する新たな枠組みを導入し, 任意の次元のリー群に適用可能な方法を提
案する. この研究は, 児玉–高原–田丸によって導入された左不変リーマン計量のモジュライ空間の概
念 (cf. [8]) に着想を得ている.

リー群 G 上の左不変統計構造全体の空間 LStat(G) には, 群 R>0 × Aut(G) が自然に作用する
(詳細は第 2 節を参照されたい). この作用の軌道空間を左不変統計構造のモジュライ空間と呼び,

MLStat(G)と記す. この作用は双対平坦性や共役対称性といった統計構造の性質を保つため, 以下
の部分空間が定まる:

• MLStatCS(G): 左不変共役対称統計構造のモジュライ空間,

• MLStatDF(G): 左不変双対平坦構造のモジュライ空間.

このとき, Problem Aは次のように言い換えられる:

Problem B. 与えられたリー群 Gに対し, モジュライ空間MLStatCS(G)およびMLStatDF(G)

を決定せよ.

たとえば, MLStatDF(G) = ∅であれば, Gは左不変双対平坦構造を持たないことになる. なお, ど
のようなリー群においても, 左不変リーマン計量とその Levi-Civita接続の組は共役対称統計構造に
なるため, MLStatCS(G) 6= ∅は常に成立する. したがって, MLStatCS(G)については, 非自明な統
計構造が存在するかどうかが問題となる.

まずはMLStat(G)が小さいリー群に対して Problem Bを考えるのが自然である. このような群
の自然な候補として, 左不変リーマン計量のモジュライ空間 PM(G) (cf. [8]) が小さい群が挙げられ
る. 具体的に, 以下の 3系列のリー群は, PM(G)が 1点集合 (左不変リーマン計量が本質的に一意)

であることが知られている (cf. [12, 8]):

Rn, GRHn (n ≥ 2), H3 × Rn−3 (n ≥ 3). (1.1)

ここで, GRHn は実双曲空間 RHn に対するリー群 (SO0(n, 1)の岩澤分解の可解部分) であり, RHn

上に単純推移的に作用する. また H3 は 3次元ハイゼンベルグ群である.

本稿では, 上記 3 系列のリー群に対して Problem B に取り組む. それぞれのモジュライ空間
MLStatCS(G)およびMLStatDF(G)の代表元の集合を表 1にまとめる.



2 左不変統計構造のモジュライ空間
本節では, リー群 G上の左不変統計構造のモジュライ空間MLStat(G)の定義を紹介する. また,

G の左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1 点集合となるとき, モジュライ空間MLStat(G) は
リー環 g 上の対称 (0, 3)-テンソルの空間 S3(g∗) の軌道空間として表せることを紹介する. 以下, G

を連結成分有限個の有限次元リー群とする.

LStat(G)を左不変統計構造全体の集合とする. すなわち,

LStat(G) := {(g,∇) | (g,∇): G上の左不変統計構造 }

とする. G上の左不変リーマン計量 g を固定したとき, LAStat(G, g)によって g との組で左不変統計
構造となる左不変アファイン接続全体の集合を表すと, LAStat(G, g) 3 ∇ 7→ ∇g ∈ S3(g∗)は全単射
となる. 従って, 次の同型を得る.

LStat(G)
∼−→ M̃(G)× S3(g∗), (g,∇) 7→ (g,∇g). (2.1)

ここで, M̃(G)は G上の左不変リーマン計量全体の空間である. 特に同型 (2.1)より, LStat(G)は底
空間を M̃(G) ∼= GL(n,R)/O(n), ファイバー空間を実ベクトル空間 S3(g∗)とする自明ベクトル束と
見なすことができる. 以後この同一視 LStat(G) ∼= M̃(G)× S3(g∗)を行う.

直積リー群 R>0 ×Aut(G)は, LStat(G)に次によってなめらかに作用する.

(r, φ).(g,∇) = (r · (φ−1)∗g, (φ−1)∗∇) ((r, φ) ∈ R>0 ×Aut(G), (g,∇) ∈ LStat(G)). (2.2)

我々は, この群作用による軌道空間を G上の左不変統計構造のモジュライ空間と呼ぶ.

注意 2.1. 式 (2.2)の群作用は, 左不変統計構造の持つ共役対称性や双対平坦性などといった性質を
保つ.

命題 2.2. G上の左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1点集合,すなわち群作用R>0×Aut(G) ↷
M̃(G)が推移的となる場合, 次の位相空間としての同型が成り立つ.

MLStat(G) ∼= (R>0 ×Aut(G))g\S3(g∗). (2.3)

ただし, (R>0 ×Aut(G))g は g の固定化部分群である.

3 結果
本節では, 式 (1.1) に挙げた各リー群 G に対して, モジュライ空間 MLStatCS(G) および

MLStatDF(G)の代表元集合を明示的に与える.

式 (1.1) に挙げた 3 系列のリー群 G に対しては, 左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1 点
集合となるため, 第 2 節の議論より, モジュライ空間MLStat(G) は対称 (0, 3)-テンソルの空間
S3(g∗)上のある群作用による軌道空間として記述できることに注意されたい. また, モジュライ空間
MLStatCS(G) およびMLStatDF(G) の代表元集合とは, これらのモジュライ空間への射影が全射
となるような S3(g∗)の部分集合のことを指す. この射影が全単射であるとき, その集合は完全代表元
集合と呼ばれる. なお, 次の表 1に現れる部分集合 V +, および v0, w0 の定義は後述する.



表 1 式 (1.1)のリー群 Gに対するMLStatCS(G)およびMLStatDF(G)の代表元集合

G MLStatCS(G) MLStatDF(G)

Rn S3(g∗Rn) V +

GRHn Rv0 {±v0}

H3 {0} ∅

H3 × Rn−3 Rw0 � S1(g∗Rn−3)⊕ S3(g∗Rn−3) ∅

代表元集合の詳細な記述を得るためには, 基底を固定する必要がある. 以下に, 式 (1.1)のそれぞれ
のリー群のリー代数における標準的な基底 {e1, . . . , en}の非自明な括弧積を示す:

Rn : (none),

GRHn : [e1, ei] = ei (i = 2, . . . , n),

H3 × Rn−3 : [e1, e2] = e3.

それぞれの双対基底を {x1, . . . , xn} ⊂ g∗ とする. 以下で, 3系列のリー群それぞれについての結果を
詳しく述べる. まずはじめに, 可換リー群 Rn に対する結果を述べる.

定理 3.1. 可換リー群 Rn に対して, 以下が成り立つ:

(1) Rn 上のすべての左不変統計構造は共役対称である.

(2) 次の集合はMLStatDF(Rn)の代表元集合である:

V + := {
∑n

i=1 λix
3
i | λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0}.

特にMLStatDF(Rn)は商空間 R>0\{λ ∈ Rn | λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0}と同相である.

次に, 単連結可解リー群 GRHn に対する結果を述べる.

定理 3.2. v0 := 4x3
1 + 6

∑n
i=2 x1x

2
i ∈ S3(g∗RHn)とおく.

(1) Rv0 はMLStatCS(GRHn)の完全代表元集合である. 特に, モジュライ空間は部分空間 Rv0 と
同相である.

(2) 2点集合 {v0,−v0}はMLStatDF(GRHn)の完全代表元集合である. 特に, モジュライ空間は
2点離散空間に同相である.

最後に, 3 次元ハイゼンベルグ群と可換リー群の直積リー群の場合について述べる. ただし, � に
よって対称テンソル積を表す.

定理 3.3. w0 := x1x1 + x2x2 + x3x3 ∈ S2(h∗3)とおく.

(1) 部分空間 Rw0 � S1(g∗Rn−3)⊕ S3(g∗Rn−3)はMLStatCS(H3 ×Rn−3)の代表元集合である. 特
に n = 3のとき, MLStatCS(H3)は 1点集合であり, このとき左不変共役対称統計構造は左



不変リーマン計量とその Levi-Civita接続の組に限る.

(2) リー群 H3 × Rn−3 は左不変双対平坦構造を持たない.

H3 に関する主張は, 井ノ口–大野 [5]においてすでに示されていることに注意されたい. 本稿のモ
ジュライ空間による議論は, それとは異なるアプローチを提供し, この結果をより高次元の場合へと
一般化するものである. 特に, n = 3の場合とは異なり, H3 ×Rn−3 (n ≥ 4)の場合には, 非自明な左
不変共役対称統計構造が存在する.
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