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ON EXOTIC DIFFEOMORPHISMS OF 4-MANIFOLDS

今野 北斗（東京大学大学院数理科学研究科）

1. エキゾチックな微分同相写像

滑らかな多様体Xとその自己微分同相写像 f : X → Xが与えられたとする．もし f が位相的には
恒等写像にアイソトピックだが滑らかにはそうでないとき，すなわち f は Homeo(X)の単位元成分
には属するがDiff(X)の単位元成分には属さないとき，f はエキゾチックな微分同相写像であるとい
う．このようなものは，同相群と微分同相群のトポロジーの差の最も基本的なものと言えるだろう．

3次元以下では自然な写像Diff(X) ↪→ Homeo(X)は弱ホモトピー同値なので，4次元がこのような
現象が現れる最小の次元である．一方高次元トポロジーにおいては，エキゾチック微分同相は非常に
基本的な現れ方をする．例えば，n ≥ 5に対し，エキゾチック (n+ 1)次元球面 S̃n+1が存在すること
は，n次元球面 Snがエキゾチック微分同相を許容することと同値である．実際，h-同境定理の系とし
て，エキゾチック球面 S̃n+1はDn+1ふたつのコピーを境界のある微分同相 f : Sn → Snによって貼
り合わせることで得られることが分かる．S̃n+1がエキゾチックであることから f がエキゾチック微
分同相であることが従う．

2. 4次元多様体上のエキゾチック微分同相：初めての例

4次元ではどうか．4次元多様体の上のエキゾチック微分同相の初めての例はRuberman [29]によ
り 1998年に構成された：

定理 1 (Ruberman (1998)). エキゾチック微分同相を許容する滑らかな 4次元多様体が存在する．

Rubermanのエキゾチック微分同相を持つ 4次元多様体の例の最もシンプルなものは

K3#CP2#2CP2 ∼= 4CP2#21CP2

である．
これは族に対するゲージ理論の初めてのトポロジカルな応用でもあり，最近の族のゲージ理論研究

の多くの結果の証明の雛形となる重要なものである．そこでまずはこの構成とエキゾチカ（エキゾチッ
クであること）の検出の仕方を述べたい．
正確には，Ruberman [29]の例そのものを説明する代わりに，それと極めて似た変種の方を説明す

る．具体的には，Rubermanの証明は 1-パラメータのDonaldson理論に基づいていたが，その代わり
に，Baragliaと筆者による Seiberg–Witten理論側での対応物 [2]を説明する．この方が例が簡単に述
べられるからである．Rubermanのアイデアを一言で言えば，4次元多様体のエキゾチカを引き継い
だような微分同相を（別の 4次元多様体上に）上手く作り，その微分同相のエキゾチカを 1-パラメー
タのゲージ理論的不変量で検出する，というものである．
まず，単連結な 4次元多様体のエキゾチック対 (X1, X2)を用意する．すなわちX1, X2は同相だが

微分同相でないような滑らかな単連結 4次元閉多様体である．ただし，単にエキゾチックというだけ
ではなく，以下の条件が満たされているとする．

(i) (mod 2) Seiberg–Witten不変量によってエキゾチカが検出できる．すなわち，X1 と X2 の
(mod 2) Seiberg–Witten不変量は相異なる．

(ii) エキゾチカはS2×S2の連結和（安定化と呼ばれる）を一回行うと消滅する．すなわち，X1#S
2×

S2とX2#S
2 × S2は微分同相である．

本研究は JSPS科研費 25K00908の助成を受けたものである.
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このようなエキゾチック対 (X1, X2)は大量に存在する．例えばX1をK3，X2をK3の適当な対数変
換（小平の用いた複素幾何的な手術の操作で，K3とは異なる楕円曲面となる）とするとひとつの例
となる．あるいはX1 = K3#CP2

, X2 = 3CP2#20CP2
も例となる．条件 (ii)で存在が保証される微

分同相をひとつ取り
ψ : X1#S

2 × S2 → X2#S
2 × S2

と置く．（正確には後で都合の良くなるよう取り直す．）
一方，S2 × S2の上で，その交叉形式の正定値部分に−1倍で作用するような向きを保つ微分同相

f0 : S2 × S2 → S2 × S2

をひとつ取る．例えば S2の赤道に沿った鏡映 r : S2 → S2の積 f0 = r × rが例である．ただし，ア
イソトピーで変形し，S2 × S2内に埋め込まれたあるD4の各点を固定するようにしておく．f0をこ
のD4に沿ってXi#S

2 × S2に恒等写像で拡張した idXi#f0を考えよう．Ruberman型のエキゾチッ
ク微分同相は，

f := ψ−1 ◦ (idX2#f−1
0 ) ◦ ψ ◦ (idX1#f0) : X1#S

2 × S2 → X1#S
2 × S2(1)

で定義されるX1#S
2 × S2の自己微分同相である．ただし，ψを取り直すことで，f がホモロジーに

は自明に作用するようにしておく．（これができるのは古典的なWallの定理 [31]から従う．）この f が
恒等写像に滑らかにアイソトピックでない微分同相の候補と思える心理的な理由は，微分同相ψはX1

と S2×S2を本質的に「かき混ぜる」ことでX2#S
2×S2への同一視を作るものであり，f0は S2×S2

に本質的に作用しているから，といったところである．
f がホモロジーに自明に作用するように調整したことから，次の一般的な定理により f が位相的に

は恒等写像にアイソトピックであることが従う：

定理 2 (Freedman (1982) [7], Quinn (1986) [28]). X を向きづけられた単連結閉 4次元位相多様体と
すると，自然な準同型 π0(Homeo+(X)) → Aut(QX) は同型である．

ここでHomeo+(X)は向きを保つ同相群，Aut(QX)はX の交叉形式の自己同型群を表す．全射性
は [7], 単射性が [28]による．我々に必要なのは単射性の方である1．

(1)の f が滑らかには恒等写像にアイソトピックでないことはどのように示されるのだろうか．こ
れを検出するのに族のゲージ理論を用いる．上で述べたように，ここでは族の Seiberg–Witten理論を
用いることにしよう．Seiberg–Witten方程式を書くためには，4次元多様体上に spinc構造と呼ばれ
るものを取ることが必要である．spinc構造を取るごとに，その spinc構造に対する Seiberg–Witten
モジュライ空間の形式的次元という整数が定まる．これは，Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ
空間が（横断性が満たされて）実際に多様体になっているときは，モジュライ空間の次元を与えるも
のである．形式的次元が負のときは，モジュライ空間は genericには空であるのだが，以下に見る通
り族のゲージ理論ではそのような状況を積極的に使う．
一般に，滑らかな向きづけられた閉 4次元多様体 Zであって，b+(Z) ≥ 3という位相的条件を満た

すものが与えられたとする．Z上の spinc構造 sであって，Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ
空間の形式的次元が−1のものが与えられるごとに，準同型写像

FSW(−, s) : π0(Diff(Z, s)) → Z/2(2)

を定義することができる．これを（1-パラメータの）族の Seiberg–Witten 不変量という．ここで
Diff(X, s)は s（の同型類）を保つ微分同相群を表す．これを (1)の fの検出に用いる．なお，Diff(Z, s)
より少し小さい群（ホモロジー的向きを保つDiff(Z, s)の部分群）に制限すると，不変量を Z-値の準
同型に持ち上げることができる．このZ-値の不変量を使うと f の任意の非自明な冪もエキゾチック微
分同相であることが分かる．
この写像 (2)は次のように定義される．ひとつ微分同相 g ∈ Diff(Z, s)が与えられると，Zの gによ

る写像トーラス Zg → S1は，Z をファイバーとする S1上のファイバー束を与える．gが s（の同型

1単射性 [28]には比較的最近ギャップが発見され，[9]で修正された．
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類）を保つことから，Z 上の spinc構造 Z をこの族 Zg に拡張することができる．さらにファイバー
ごとに計量をとると，Zg の各ファイバー上で Seiberg–Witten方程式を書くことができる．いま sの
形式的次元が−1と仮定したが，これを 1次元の底空間 S1上で考えると，解のモジュライ空間を S1

上で束ねたパラメトライズドモジュライ空間は 0次元となる．S1のコンパクト性と Seiberg–Witten
モジュライ空間のコンパクト性（の証明）を合わせると，パラメトライズドモジュライ空間もコンパ
クトと分かる．適当に摂動するとパラメトライズドモジュライ空間は多様体となる．このようにして
得られるコンパクト 0次元多様体，すなわち有限個の点をmod 2で数えて定義されるのが (2)である．
これが gのアイソトピー類のみに依ることや，恒等写像に対して値が自明であることは容易に分かる．
議論の本質的な部分は，実際に (1)の微分同相 f を族の Seiberg–Witten不変量で evaluateした値

が非自明であることである．この証明のあらましは以下の通りである．

• 族の Seiberg–Witten不変量が微分同相の合成に関して加法的であることを示す（容易）．
• X1の Seiberg–Witten不変量 SW(X1)を用いて

FSW(idX1#f0) = SW(X1)(3)

と族の不変量を表す（ただし，正確には適当に選んだ spinc構造に対する等式である）．これ
を示すには貼り合わせとwall-crossingを合わせた議論を行う．f0をH+(S2 ×S2)の向きを裏
返すように取ったことから，f0の写像トーラスに対するパラメトライズドモジュライ空間は
ひとつ可約解を持つ (wall-crossing)．X1の上の既約解ごとに，それを S2 × S2上の可約解と
貼り合わせると，idX1#f0の写像トーラスに対するパラメトライズドモジュライ空間に既約
解が得られると分かる．
同様の議論を idX2#f−1

0 に対しても行うことで，

FSW(idX2#f−1
0 ) = SW(X2)(4)

が分かる．SW(X1)とSW(X2)が異なるようにX1, X2を取ったから，(3), (4)からFSW(idX1#f0)
と FSW(idX2#f−1

0 )が異なり，したがって idX1#f0 と（ψで共役を取った）idX2#f−1
0 とを

合成した f に対する不変量の非自明性

FSW(f) 6= 0

が FSWの加法性から分かる．

3. エキゾチックなDehnツイスト

Rubermanの 1998年の仕事以降（上で述べたBaragliaと筆者の Seiberg–Witten対応物を除いて）
新しい 4次元多様体上のエキゾチック微分同相の例は長らく見つかっていなかった．既に述べたよう
に，Rubermanの基本的なアイデアは，4次元多様体のエキゾチカから誘導されるエキゾチック微分
同相を見つけるというものであった．それとは本質的に異なる例はあるのだろうか．
また，Ruberman型のエキゾチック微分同相は，ゲージ理論的不変量が非自明な 4次元多様体（例

えばK3）と S2 × S2を混ぜるような微分同相が構成中に噛んでいた．これは典型的にはKirby計算
で作られる微分同相で，（ゲージ理論が専門の筆者などにとっては）手に取るように分かるとは言い難
い微分同相である．エキゾチック 4次元多様体の自然な例は沢山知られていることを考えると，もう
少し幾何学的に自然に現れるエキゾチック微分同相の例があって欲しいと考えるのも当然だろう．
この数年は，そのような要求に応える例として，Dehnツイストの 4次元類似が盛んに研究されて

いる．これがRubermanとは趣を異にする新しいクラスのエキゾチック微分同相を与えるのである．
定義は以下に述べるように簡単である．Y を多様体とし，恒等写像を基点とするループ φ : S1 →

Diff(Y )が与えられたとする．このとき，アニュラス Y × [0, 1]の境界を各点ごとに固定する微分同相
写像が

Y × [0, 1] → Y × [0, 1] ; (y, t) 7→ (φ(t) · y, t)(5)
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で定義される．Y = S1として，φを S1の自身への自然な作用から得られるループとすれば，これは
2次元トポロジーで基本的な S1 × [0, 1]上のDehnツイストに他ならない．

Figure 1. アニュラス上のDehnツイスト

この微分同相を Y が 3次元多様体の場合に考えよう．Y が 4次元多様体X に埋め込まれていると
き，Y の管状近傍に上のアニュラス上のDehnツイスト (5)を移植すれば，X 上の微分同相が得られ
る．これをX 上の Y に沿ったDehnツイストと呼ぼう．特にX が Y を境界に持つとき，Y = ∂X
の管状近傍に移植したDehnツイストはDiff∂(X)の元となる．これをX の境界Dehnツイストと呼
ぶことにする．

Figure 2. 境界Dehnツイスト

境界付き多様体の場合，我々は以下のようなエキゾチック微分同相の変種を考える．境界付き多
様体W に対して，Diff∂(W )の元であって，Homeo∂(W )を通して恒等写像にアイソトッピックだが
Diff∂(W )を通してそうではないものを相対的にエキゾチックな微分同相写像と呼ぶ．別の言い方を
すれば，自然な写像

π0(Diff∂(W )) → π0(Homeo∂(W ))

の核の非自明元を与えるような微分同相写像のことである．

3.1. S3に沿ったDehnツイスト. 一番簡単なのは Y = S3の場合である．この場合，π1(Diff(S3)) ∼=
π1(SO(4)) ∼= Z/2の生成元に対応するループを用いたDehnツイストを考えることができる．2020年
に，Kronheimer–Mrowka [20]は次を示した：

定理 3 (Kronheimer–Mrowka (2020) [20]). K3#K3の連結和の首に沿った Dehnツイストはエキゾ
チック微分同相である．

証明は（非同変な）族のBauer–Furuta不変量がDehnツイストに対して非自明であることを示すこと
でなされる．Dehnツイストという一見単純に見える微分同相がエキゾチックになるというKronheimer–
Mrowkaの結果は，専門家に驚きを与えた．Kronheimer–Mrowkaの結果のすぐ後に，Lin [22]は次を
示した：

定理 4 (Lin (2020) [22]). K3#K3の連結和の首に沿ったDehnツイストをK3#K3#S2 ×S2上に拡
張したものもエキゾチック微分同相である．

Linは，Dehnツイストに対する Pin(2)-同変な族の Bauer–Furuta不変量を計算することでこの結
果を証明した．単連結 4次元多様体上のエキゾチック微分同相の写像類は，有限回の安定化 (S2 × S2

の連結和)で自明になることが知られている．しかし，それまでに知られていた例（Ruberman [29]
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と Baraglia–筆者 [2]の例）は一回の安定化で自明になっていた．Linの結果は，単連結 4次元多様体
に関するエキゾチックな現象であって，安定化一回で生き残る初めての例を与えたものであり，これ
も専門家には驚きを持って迎えられた．
S3に沿ったDehnツイストはその後も研究が続いている．例えば [4, 27]を参照．

3.2. Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイスト. より広い例を考えるために自然な 3次元多様体
のクラスは Seifertファイバー空間である．定義からそこには S1-作用があり，この作用を用いたDehn
ツイストを考えることができる．S3は Seifertファイバー空間としては特殊であり，S3の Seifert S1-
作用が定めるDiff(S3)の中のループは π1(Diff(S3))で自明となってしまい，非自明なDehnツイスト
を定め得ない．しかし S3以外の Seifertファイバー空間 Y の場合には Seifert S1-作用は π1(Diff(Y ))
の中で非自明な元を定め ([26, Proposition 8.8])，潜在的に非自明なDehnツイストを与える可能性が
ある．

2023年に，Mallick–谷口–筆者 [17]は，Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイストがエキゾチッ
ク微分同相となる例を初めて与えた．その後 1年あまりのいくつかの研究で，[17]の結果の一部は大
きく一般化された：Kang–Park–谷口 [14], Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz–筆者 [15, 16], 宮澤 [24]．
ここでは [14–16]の結果の一部を紹介する．
n次元の境界付き可微分多様体W に対し，n次元円板の滑らかな埋め込みDn ↪→ Int(W )を固定す

ると，微分同相を恒等写像で拡張することで写像 i : Diff∂(Dn) ↪→ Diff∂(W ) が得られる．高次元で
は，W が可縮であれば，実はその微分同相群は iを通して円板の微分同相群とホモトピー的に差がな
いことが知られている（6次元以上は [11], 5次元は [18]による）：

定理 5 (Galatius–Randal-Williams (2023) [11], Krannich–Kupers (2024) [18]). W を可縮なコンパク
ト可微分多様体とし，n := dimW ≥ 5と仮定する．このとき，任意の滑らかな埋め込みDn ↪→ Int(W )
に対し，i : Diff∂(Dn) ↪→ Diff∂(W )は弱ホモトピー同値写像である．

下の結果は，この高次元での結果と興味深い対比をなす：

定理 6 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [16]). Seifertファイバー空間を境界に持つある
可縮なコンパクト可微分 4次元多様体W で次の性質を満たすものが存在する：W の境界Dehnツイ
スト τ ∈ Diff∂(W )の任意の冪 τn (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相であり，さらにD4に
局所化しない．

定理 6のW は，具体的なMazur多様体として与えることができる．ここで微分同相 f ∈ Diff∂(W )
がD4に局所化するとは，ある埋め込みD4 ↪→ Int(W )に対して f の写像類が i∗ : π0(Diff∂(D4)) →
π0(Diff∂(W )) の像に属するときを言う．定理 6は，境界DehnツイストはD4から来ないという意味
で複雑さを持つ微分同相であることを主張している．
D4への非局所化性から特に，i : Diff∂(D4) ↪→ Diff∂(W )は弱ホモトピー同値ではない．したがっ

て定理 6は，高次元での結果（定理 5）の 4次元類似が成立しないことを，具体的な 4次元多様体と
微分同相で示すものである．なお定理 5 の 4次元類似が成立しないことは，[16] とは異なる手法によ
り，Krushkal–Mukherjee–Powell–Warren [21] によっても（明示的な 4次元多様体と微分同相に対し
てではないが）[16] の直前に示されている．
非局所性の定理（定理 6）の証明は，Dehnツイストに対する族の Seiberg–Witten不変量の非自明

性を示すことによる．この計算は，Seifert S1-作用が Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ空間に
実際にどのように作用しているかを解析することでなされる．D4に局所化したどんな微分同相に対
しても，族の Seiberg–Witten不変量は自明になることが分かることから，非局所化性が従う．ゲージ
理論的不変量が微分同相の 4次元特有の微妙な複雑さを上手く捉えていることが覗えるだろう．
なお，可縮な 4次元多様体の上のエキゾチックDehnツイストの検出はMallick–谷口–筆者 [17]に

よってはじめて行われたが，これは以下のように一般化された：

定理 7 (Kang–Park–谷口 (2024) [14] ). W を可縮で滑らかなコンパクト 4次元多様体とし，その境界が
S3でないBrieskornホモロジー球面とする．このとき，W の境界Dehnツイスト τW は π0(Diff∂(W ))
で無限位数で，τW の任意の冪 τnW (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相となる．
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以上はトポロジカルな趣の定理であるが，次にシンプレクティック構造を利用することを考える．
以下の定理から，Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイストが，相対的にエキゾチックな微分同
相の例を系統的に与えることが分かる：

定理 8 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [15] ). Y を b1(Y ) = 0な Seifertファイバー空間
とする．W を Y の標準的なコンタクト構造に対するコンパクトなシンプレクティック充填とする．も
しW の交叉形式が負定値でないならば，W の境界Dehnツイスト τW は π0(Diff∂(W ))で無限位数と
なる．さらにW が単連結ならば，τW の任意の冪 τnW (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相と
なる．

W の交叉形式に関する仮定を落とすと容易に反例が作れる．例えば，Poincaré ホモロジー球面
Σ(2, 3, 5)は標準的なやり方で負定値な−E8が交叉形式であるような 4次元多様体W の境界として現
れる（W は後に見るMilnorファイバーの一例である）．このW は S1-同変な plumbingで得られる
ことが知られており，その帰結として，Σ(2, 3, 5)上の標準的な S1-作用はW に拡張する．この S1-作
用を用いれば，W の境界Dehnツイストが π0(Diff∂(W ))で自明なことはただちに分かる．
定理 8の証明は族の相対 Bauer–Furuta不変量を用いた背理法である．仮に τnW が恒等写像に（境

界に対して相対的かつ）滑らかにアイソトピックであるとする．Kang–Park–谷口 [14]の議論を用い
ると，この仮定から，ある有限巡回群の分類空間の上のW をファイバーとする滑らかな族を構成す
ることができる．これに対する族の相対Bauer–Furuta不変量を観察することで矛盾を導くのである．
この矛盾は一言で言えば，Taubesによるシンプレクティック 4次元多様体に対する Seiberg–Witten
不変量の非消滅定理 [30]と，Baraglia–Hekmati [1]による Floerホモロジーの消滅定理から来る．後
者は，Seifertファイバー空間を十分位数の高い巡回群の標準的な作用で割って得られる 3次元多様体
の Floerホモロジーの消滅であり，Némethi [25]による Floerホモロジーの計算に基づくものである．
これらの非消滅定理・消滅定理を繋いで矛盾させるためには，ゲージ理論とコンタクト構造に関わる
比較的最近の進展である飯田 [12], 飯田–谷口 [13]の仕事も使われる．

3.3. Milnorファイブレーションのモノドロミー. 上のシンプレクティック充填に関する結果（定理 8）
の系として，Milnorファイブレーションのモノドロミーについての興味深い帰結を得ることができる．
3変数の複素多項式 f : C3 → Cが与えられ，f(0) = 0かつ原点を孤立特異点として持つとしよう．f
を制限した

f : f−1(Bδ(C) \ {0}) ∩Bϵ(C3) → Bδ(C) \ {0} (1 � ε� δ > 0)

がファイバー束になるというのが古典的なMilnorのファイブレーション定理であった．このファイ
バー束を f のMilnorファイブレーションと呼ぶ．そのファイバー (Milnorファイバー)をMf とお
くと，ファイバー束のモノドロミー µ ∈ π0(Diff∂(Mf ))がMilnorファイブレーションの最も重要な不
変量である．µのホモロジーH∗(Mf )への作用は古典的に研究されてきたが，写像類自体を研究する
のも自然であろう．
µの写像類を調べるために多項式のクラスを少々限定する．f が weighted homogeneousとは，あ

る整数 w1, w2, w3, d > 0が存在し，

f(tw1z1, t
w2z2, t

w3z3) = tdf(z1, z2, z3)

が任意の (z1, z2, z3) ∈ C3, t ∈ Cに対して成り立つときを言う．weighted homogeneousな多項式
は，Brieskorn型の特異点や ADE特異点（を与える多項式）のような興味深いクラスを含んでいる．
Brieskorn型とは，f(z1, z2, z3) = zp11 + zp22 + zp33 (pi ≥ 2)の形の多項式で与えられる特異点であり，
そのMilnorファイバーの境界に現れるBrieskorn 3次元多様体は基本的なクラスの 3次元多様体であ
る．ADE型特異点，あるいは有理二重点や du Val特異点とも呼ばれるこのクラスは，SL(2,C)のあ
る有限部分群 Γを用いて C2/Γと表される特異点であった．

ADE特異点の場合には，Milnorファイブレーションのモノドロミー µは π0(Diff∂(Mf ))の中で有
限位数であることが分かる．これは Brieskorn [5]による古典的な同時特異点解消定理の帰結である．
実は，逆にモノドロミーが有限位数となるのは，ADE特異点のみであることが示せる：

6



定理 9 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [15]). f : C3 → Cを weighted homogeneousな多
項式とし，f(0) = 0かつ原点を孤立特異点として持つと仮定する．f が ADE特異点を与えるときま
たそのときに限り，f のMilnorファイブレーションのモノドロミー µは π0(Diff∂(Mf ))の中で有限位
数である．

証明は，weighted homogeneousの場合，モノドロミーの適当な冪が境界 Dehnツイストになるこ
とに注意し，定理 8に帰着させることで得られる．多項式がADE型であるというのは，定理 8にお
けるW の交叉形式が負定値なことに対応する．
定理 9の位相的カテゴリーでの類似や高次元類似（すなわち多項式の変数を増やして得られる高次元

のMilnorファイブレーションに対する類似）を考えると，これらは共に成立しないことが分かる．（位
相的カテゴリー類似についてはOrson–Powell [26], 高次元についてはKrannich–Randal-Williams [19]
の結果の帰結である．）したがって定理 9は，Milnorファイブレーションのモノドロミーのような古
典的な微分同相も，4次元特有現象や位相的カテゴリーと可微分カテゴリーの差異を与えていること
を示している．

4. 既約な 4次元多様体の上のエキゾチック微分同相

上では，Milnorファイバーのような自然な境界付き 4次元多様体上のエキゾチック微分同相を扱っ
た．一方，エキゾチック微分同相が検出できる閉 4次元多様体は，証明の都合上，連結和で作るもの
が多かった．例えば既に見た 4CP#21CP2

といった形のものである [2, 29]．これらは，複素構造，シ
ンプレクティック構造を持たず，エキゾチック構造を持つかも分からないものである．
一方，4次元トポロジーで重要な 4次元多様体の例の多くは複素曲面である．blow-downすると，

そういったものは既約な 4次元多様体，すなわち非自明な連結和分解を持たないものとなる2．これが
4次元トポロジーの building blockであり，その上ではしばしば，エキゾチック構造，複素構造，シ
ンプレクティック構造など，豊かな構造を考えられる．
既約な 4次元多様体がエキゾチック微分同相を持ち得るかは 4次元多様体の微分同相群に関する基

本的な問いと見なされてきたが，最近そのような例が存在することが分かった：

定理 10 (Baraglia–K. (2024) [4]). 既約な閉 4次元多様体であってエキゾチック微分同相を許容する
ものが存在する．

具体的には，minimalな単連結複素曲面（様々な楕円曲面や完全交叉）として例が与えられる．例
えば，対数変換で得られる楕円曲面 E(4n)p,q (n, p, q ≥ 1, ただし有限個の (p, q)を除く)や，CP4を
二本の方程式で切った完全交叉たちのおおよそ 1/4が例となる．
証明は，Baragliaと筆者が族の Bauer–Furuta不変量から導出した滑らかな 4次元多様体への制約

[3]と族の指数定理を用いる．微分同相の構成を含め，これを概説する．
抽象的な方針としては，次の持ち上げ問題を否定的に解くことである. （このアイデアは最初，

Mallick–谷口–筆者 [17]で用いた．しかし最終的に使う族のゲージ理論由来の制約が定理 10の証明で
用いるものとは異なる．）X を向きづけられた単連結閉 4次元多様体とする．Gをひとつの関係式を
持つ有限表示群とし，

G = 〈a1, . . . , an | r〉

をある表示とする．GからX の交叉形式の自己同型群Aut(QX)への準同型 ϕ : G→ Aut(QX) が与
えられたとする．ただし，この像 ϕ(G)が，自然な写像 π0(Diff+(X)) → Aut(QX)の像に含まれてい

2正確には，閉 4次元多様体 X が既約とは，X = X1#X2 と書けるならば Xi の少なくとも一方はホモトピー S4 であ
るというときを言う．
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ると仮定する．ϕに対する持ち上げ問題

π0(Diff+(X))

��

G

φ̃
99

φ
// Aut(QX)

が解けない，すなわちこの図式を可換にする準同型 ϕ̃ : G→ π0(Diff+(X))が存在しないとしよう．す
ると以下のようにしてXのエキゾチック微分同相を得ることができる．まず，ϕの像に関する仮定か
ら，各ϕ(ai)はある微分同相で実現できる．すなわち，fi ∈ Diff+(X)が存在して (fi)∗ = ϕ(ai)となる．
r = r(a1, . . . , an)を rの aiたちによる word表示とする．このとき，f := r(f1, . . . , fn) ∈ Diff+(X)
は π0(Diff+(X))で非自明となる．実際，もし f の写像類 [f ]が自明であれば，ϕ̃(ai) := [fi]とおくこ
とで準同型 ϕ̃ : G → π0(Diff+(X))が well-definedに定まり，上の持ち上げ問題が解けないという仮
定に反するからである．一方 ϕの準同型性から f∗ = ϕ(r) = 1 ∈ Aut(QX)である．したがって定理 2
から，f は位相的には恒等写像にアイソトピックとなり，これは f がXのエキゾチックな微分同相で
あることを意味する．
このような持ち上げ問題を否定的に解くために，族のゲージ由来の 4次元多様体の滑らかな族に対

する制約を用いる．まず，Gは有限表示群なので，その presentation complexと呼ばれる 2次元CW
複体Bが得られる．これは 1-cellたちが生成元 ai，2-cellが関係式 rに対応するようなものである．も
し上の持ち上げ問題が肯定的に解けると，Bの上のXをファイバーとする滑らかな族E → Xであっ
て，そのモノドロミーが交叉形式に ϕを通して作用するようなものが得られる．ここに族のゲージ理
論由来の制約を使う．族のゲージ理論はしばしば，4次元多様体の滑らかな族のモノドロミーの交叉
形式への作用への制約を与える．Eがこの制約を破っていることを確認できれば矛盾が得られ，持ち
上げ問題が否定的に解けるのである．
既約な 4次元多様体のエキゾチック微分同相の検出（定理 10）の証明では，このアイデアをG =

Z2 = 〈a1, a2 | [a1, a2]〉に対して用いる（一方，Mallick–谷口–筆者 [17]ではG = Z/2をDehnツイスト
を検出するのに用いた）．まず，Xが楕円曲面や完全交叉のとき，交叉形式の自己同型Aut(QX)の多
くが微分同相で実現できることが知られており，簡単な十分条件がある [6,23]3．実現可能なAut(QX)
の元 ψ1, ψ2であって，[ψ1, ψ2] = 1かつホモロジーに興味深く作用するものを取る．具体的には，あ
るH+(X)（H2(X;R)の部分空間で，交叉形式が正定値かつ最大次元のもの）を集合として保ち，さ
らにw2(H

+(X)×Z2 R2) 6= 0となるように取る．（ここで Z2はH+(X)に ψ1, ψ2により作用しており，
R2には平行移動で作用している．）このような ψ1, ψ2が取れることは容易に分かる．ψ1, ψ2を実現す
るDiff+(X)の元 f1, f2を取っておく．我々が示したいことは，f = [f1, f2]がエキゾチック微分同相
であるということである．
上のアイデアをここで使う．もしfが恒等写像に滑らかにアイソトピックであれば，Xをファイバーと

する滑らかなファイバー束E → T 2であって，モノドロミーのH2(X)への作用がψ1, ψ2で与えられるも
のが得られる．Xとして楕円曲面，完全交叉の内ある程度の条件を課しておくと，w2(H

+(X)×Z2R2) =
0とならなければならないことになり矛盾するのである．このw2の消滅は，次の族のゲージ理論由来
の制約から来る：

定理 11 (Baraglia–K. (2022) [3]). X を滑らかな閉 4次元多様体で b+(X) ≡ 3 mod 4, b1(X) = 0と
仮定する．sをX 上の spinc構造で，Seiberg–Witten不変量 SW(X, s)がmod 2で非自明であるとす
る．(X, s)をファイバーとする spinc 4次元多様体の滑らかなファイバー束E → Bがコンパクトな底
空間Bの上で与えられたとする．このとき，

c1( /DE) = w2(H
+(E)) (mod 2)

3具体的には，Aut(QX)の元がX の標準束の第 1 Chern類を保ち，さらにH+(X)の向きを保つなら，それはDiff+(X)
の元で実現できる．
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が成り立つ．ここで /DE は E 上の spinc Dirac作用素の族の指数で，H+(E)は E に伴うH+(X)の
族である．

定理 10のX に課される条件は，mod 2 Seiberg–Witten不変量が消えていないような spinc構造 s
で，c1(s)が高い divisibilityを持つようなものが存在し，さらに符合数 σ(X)もある程度の divisibility
を持つというものである．（これらの条件を満たすX は，先に述べたように楕円曲面・完全交叉の中
に豊富に存在する．）そしてそのようなとき，族の指数定理から，c1( /DE) = 0 mod 2と分かり，した
がって定理 11から w2(H

+(X) ×Z2 R2) = 0が従う．
定理 11は族の Bauer–Furuta不変量の考察から得られる．族の Bauer–Furuta不変量は，

F : Th( /DE) → Th(H+(E))

という形の写像を安定化したものである．（ここでThはThom空間を意味する．）これはB上のfiberwise
な写像がThom空間に誘導する写像であり，ファイバーにFを制限して写像度を取るとSeiberg–Witten
不変量となる．このようにして定理の主張中の Seiberg–Witten不変量，/DE , H+(E)が結びつくので
ある．

5. S4上のエキゾチック微分同相

最後に，ごく最近アナウンスされた S4上のエキゾチック微分同相について述べる．

定理 12 (Gabai–Gay–Hartman (2025, announced in [8])). π0(Diff+(S4)) 6= 1.

すなわち，（位相的写像類群についての結果（定理 2）と合わせると）S4がエキゾチック微分同相
を持つというのが彼らの主張である．証明の詳細は続きの論文で書かれるということで，detectする
方法は族のゲージ理論とは全く異なる，pseudo-isotopy theoryに基づくものであると [8]では述べら
れている．S4はゲージ理論的な手法を使うことが一般に極めて難しい対象であり，S4の微分構造や
微分同相にゲージ理論でアプローチして得られた結果は現状皆無である．このような対象に手が届く
というのは驚くべきことである．
彼らが非自明と主張している微分同相自体は，同じ著者らを含むグループによる二年ほど前の論

文 [10]で既に，潜在的に非自明になり得る微分同相として注意されていたものである．これは渡邉忠
之による 4次元 Smale予想の否定的解決 [32]で用いられていたテクニックと類似の方法で構成される
微分同相である．なお，渡邉の結果では π1(Diff(S4)) ⊗Qの非自明性をはじめ，Diff(S4)の多くの高
次ホモトピー群が非自明と示していたが，そこで用いられた不変量は π0(Diff(S4))に対しては定義さ
れないものだった．また不変量はQ上で定義されていた．対照的に，今回Gabai–Gay–Hartmanがア
ナウンスしたところでは，彼らは Z/2に値を取る準同型

π0(Diff+(S4)) → Z/2
を構成し，これを用いて興味深い微分同相を検出するようである．またこの微分同相は π0(Diff+(S4))
内で位数 2であることも分かるようである．したがって彼らの新しい不変量は，Zに持ち上がらない
真に torsion的な不変量ということになる．
なお，この微分同相は S2 × S2に移植するとその写像類が自明になるものと知られており，この微

分同相から自動的に他の 4次元多様体上のエキゾチック微分同相を作ることができるわけではない．
他の重要な 4次元多様体としては，S2 × S2,CP2,K3などがエキゾチック微分同相を許容するかは基
本的な問題である．
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Gaussian correlation inequality for centered convex sets

辻　寛（埼玉大学大学院理工学研究科）

1 序
1.1 Gaussian correlation不等式と主結果
本予稿を通して γ = (2π)−

n
2 e−

1
2
|x|2 dxはRn上の n次元正規分布とする．n = 2次元平面R2上

の 2つの直交する帯 S1 = [−1, 1] ×Rと S2 = R× [−1, 1]に対して，γ(S1 ∩ S2)を考える．このと
き Fubiniの定理より

γ(S1 ∩ S2) = γ(S1)γ(S2) (1.1)

であることがわかる．ではS1, S2をより一般の可測集合に取り換えた場合，γ(S1∩S2)とγ(S1)γ(S2)
の間の関係としてどのようなことが言えるであろうか？この問いに関してすぐにわかる評価は

γ(S1 ∩ S2) ≤
√
γ(S1)γ(S2)

というものである1．これは S1 ∩ S2 ⊂ Si（i = 1, 2）であることと測度の単調性から容易に従う．
一方で逆向きの評価は一般に容易には期待できない．実際 S1 ∩ S2 = ∅となる集合を考えれば，

γ(S1 ∩ S2) = 0だが γ(S1)γ(S2) ̸= 0となることがあるためである．したがって，この状況を避け
るために S1, S2に対して S1 ∩S2 ̸= ∅となるような適切な条件を課すことが必要となる．Gaussian
correlation不等式（以降GCIと略記）は原点対称（以降，単に対称と呼ぶ）かつ凸という条件の
下であれば，逆向きの評価が成立することを示す不等式である．
Theorem 1.1 ([20], [21]). 任意の対称な凸集合K1,K2 ⊂ Rnに対して

γ(K1 ∩K2) ≥ γ(K1)γ(K2). (1.2)

K1,K2に対称性や凸性がなければ，K1 ∩K2 = ∅となることがあるので一般に (1.2)は成立し
ないことを注意しておく．また (1.1)で具体的に見た帯 S1, S2は対称な凸集合なので，(1.2)は最
良な不等式である．

GCIははじめ Das Gupta et al.[10], Khatri[14], Šidák[23]らによって独立に調べられており，
K2 が Stripの時が最初に示されている．その後 n = 2の場合は Pittによって解決された．一般
次元の場合に関しては，多くの部分的な解決 [6, 9, 12, 13, 22, 24]が与えられており，最終的に
は Royenによって完全に解決された．またその後 Lata la–Matlak[15]によってより平易な Royen
の証明が与えられている．さらに最近Milman[17]によって，GCIの簡単な別証明が与えられた．
Milmanの証明における最も新しい点は，GCIと inverse Brascamp–Lieb不等式との関連を発見
し，我々が以前に導入した symmetric inverse Brascamp–Lieb不等式 [18]の拡張版を利用したこ
とである．Brascamp–Lieb不等式についての詳細は 2,3節にて紹介するが，この不等式はもとも

1右辺の指数 1
2
は最良である．実際ある α > 0が存在して，任意の S1, S2 ⊂ Rn に対して

γ(S1 ∩ S2) ≤ (γ(S1)γ(S2))
α

と仮定すると，特に S1 = S2 = S の場合に γ(S) ≤ γ(S)2α を得る．γ は確率測度なので α ≤ 1
2
でなければならない

が，実際 α = 1
2
のときが最良．
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と調和解析や凸幾何学において利用・研究されてきた歴史があり，幅広い幾何学的・解析的な不等
式を包括する不等式として知られている [1, 2, 5, 25]．
本予稿で紹介する我々の結果はMilmanの発見に感化されたものであり，GCIの一般化を与え

る．我々の結果を述べるために次の記号を導入する．可測集合 S ⊂ Rn に対して，γ に関する重
心を

barγ(S) :=

∫
S
x

dγ

γ(S)

と定める．とくに Sが対称な集合であれば barγ(S) = 0が成り立つことがわかる．次の結果が本
予稿の主結果である．
Theorem 1.2. 凸集合K1,K2 ⊂ Rnが

barγ(K1) = barγ(K2) = 0

をみたすとき，(1.2)が成り立つ．
さきほど述べたようにK1,K2が特に対称であれば

barγ(K1) = 0 = barγ(K2)

を満たすので，Theorem 1.2はRoyenのGCIを含む．非対称な凸集合に対するGCIは特別な場合に
Szarek–Werner[24]やCordero-Erausquin[9]によって示されている．またより一般に barγ(K1) =
barγ(K2)の下での (1.2)の成立は Szarek–Wernerによって提示されている問題であり，我々の原
論文 [19]では Szarek–Wernerの問題を肯定的に解決することにも成功している．
最後に，Theorem 1.2では二つの集合と一つの測度 γに対してのみの関係を与えたが，複数個

の集合と測度に対しても同様の結果が得られることを述べる．一般に正値対称行列 Σ ∈ Rn×nが
与えられたとき，γΣで重心 0，共分散行列が Σの正規分布を表すこととする．
Theorem 1.3. Σ0,Σ1, . . . ,Σm ∈ Rn×nを正値対称行列であって Σ−1

0 ≥ Σ−1
i （i = 1, . . . ,m）を

満たすとする．またK1, . . . ,Km ⊂ Rnを

barγΣi
(Ki) :=

∫
Ki

x
dγΣi

γΣi(Ki)
= 0, ∀i = 1, . . . ,m

となる凸集合とする．このとき

γΣ0

(
m⋂
i=1

Ki

)
≥

m∏
i=1

γΣi(Ki) (1.3)

が成り立つ．
とくにm = 2，Σ0 = Σ1 = Σ2 = idnの場合がTheorem 1.2に対応する．またΣ0 = Σ1 = · · · =

Σm = idnの場合，K1, . . . ,Kmがすべて対称な凸集合であれば (1.3)はTheorem 1.1から帰納的な
議論で容易に確認される．実際このことはK1,K2が対称な凸集合であればK1 ∩K2も対称な凸集
合となることから従う．一方で非対称な場合はその限りではない．なぜならばK1,K2が重心 0の
凸集合であっても，K1 ∩K2が重心 0な凸集合であるとは限らないからである．ゆえにTheorem
1.2から (1.3)が従うかは明らかでない．
また仮定 Σ−1

0 ≥ Σ−1
i は最良であることも注意しておく．すなわち，Σ−1

0 ≥ Σ−1
i が成り立たな

い場合は (1.3)は成立しないことが確認できる．
Theorem 1.3の証明は Theorem 1.2の証明と本質的に同じであるため，本予稿では Theorem

1.2の証明にのみ言及する．
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1.2 Gaussian correlation不等式と同値な表現
本節ではGCIと等価な解析的・確率論的不等式を紹介する．実際，Royen及びMilmanはGCI

の確率論的不等式を直接示すことによって，GCIの証明を与えた．一方で本予稿では解析的不等
式を直接示すことによって，GCIの証明を与える．とくにMilmanと我々の証明では次節以降で
述べる symmetric inverse Brascamp–Lieb不等式を使う点は同じであるが，直接示す不等式が異
なるという点において少し違いがあることを述べておく．
以下に Theorem 1.1と同値な不等式を 2つ列挙する：

(1) 任意の非負値 log-concave偶関数 h1, h2 ∈ L1(γ)に対して∫
Rn

h1h2 dγ ≥
∫
Rn

h1 dγ

∫
Rn

h2 dγ. (1.4)

ここで Rn上の非負値関数 hが log-concaveであるとは，− log h : Rn → R ∪ {∞}が Rn上
で convexであることを意味する．

(2) 任意の正値対称行列 Σ ∈ Rn×n と (X1, . . . , Xn) ∼ N(0,Σ) となる確率変数 X1, . . . , Xn，
n = n1 + n2となる n1, n2 ∈ Nに対して

P
(

max
1≤i≤n

|Xi| ≤ 1

)
≥ P

(
max

1≤i≤n1

|Xi| ≤ 1

)
P
(

max
n1+1≤i≤n

|Xi| ≤ 1

)
. (1.5)

以上の同値性について簡単な証明を以下に述べる．まず (1.4)においてhi = 1Kiとすれば，(1.2)
が従うことが容易にわかる．逆に (1.2)から (1.4)が従うことは，∫

Rn

h1h2 dγ =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
γ ({h1 > s} ∩ {h2 > t}) dsdt

≥
∫ ∞

0

∫ ∞

0
γ ({h1 > s}) γ ({h2 > t}) dsdt =

∫
Rn

h1 dγ

∫
Rn

h2 dγ

からわかる．
一方で (1.5)は

γ
(

Σ− 1
2 [−1, 1]n

)
≥ γ

(
Σ− 1

2 ([−1, 1]n1 × Rn2)
)
γ
(

Σ− 1
2 (Rn1 × [−1, 1]n2)

)
と同値なので，とくに (1.2)の特別な場合とみなせる．最後に (1.5)から (1.2)の証明の概要を述べ
る．まず適切な近似によりK1,K2を対称な polytopeとしてよい．今

Ki =

Ni⋂
j=1

{x ∈ Rn : |⟨x, uij⟩| ≤ 1}, ∃uij ∈ Rn \ {0}

とし，ガウシアン確率ベクトルX ∼ N(0, idn)に対してXj′ := ⟨X,uij⟩（1 ≤ j′ ≤ N1のときは
i = 1かつ j = j′，N1 + 1 ≤ j′ ≤ N1 +N2のときは i = 2かつ j = j′ −N1）とすれば，(1.2)はあ
る非負値対称行列Σ ∈ RN1+N2 に対する (1.5)と書き表せる．任意の非負値対称行列は正値対称行
列によって近似されるので，結局 (1.5)から (1.2)が従うことがわかる．
以上でRoyenのGCIと同値な主張を 2つ与えた．本予稿では特に解析的な主張である (1.4)を

直接証明する．より具体的に Theorem 1.2を示すためには，次の主張を示せば十分である．
Theorem 1.4. 任意の非負値 log-concave関数 h1, h2 ∈ L1(γ)であって，∫

Rn

x
h1 dγ∫

Rn h1 dγ
=

∫
Rn

x
h2dγ∫

Rn h2 dγ
= 0

となる関数に対して (1.4)が成り立つ．
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上の議論と同様に hi := 1Ki とすれば Theorem 1.2をえる．
次節以降ではTheorem 1.4がどのように示されるかを解説する．特に重要な道具は symmetric

inverse Brascamp–Lieb不等式である．この不等式を導入するにあたって，まず Brascamp–Lieb
不等式と inverse Brascamp–Lieb不等式がどのような不等式であるかを紹介する．

2 Brascamp–Lieb不等式と inverse Brascamp–Lieb不等式
2.1 Brascamp–Lieb不等式

Brascamp–Lieb不等式を述べるためにいくつかの記号を用意する．
• m ∈ N：関数の個数．
• n1, . . . , nm, N ∈ N：空間の次元．
• c1, . . . , cm ∈ R \ {0}：指数．
• Bi : RN → Rni , i = 1, . . . ,m：線形写像．
• Q ∈ RN×N：対称行列．

またB = (Bi)
m
i=1, c = (ci)

m
i=1とあらわすことにする．このとき三つ組 (B, c,Q)をBrascamp–Lieb

データ（略記して BLデータ）と呼ぶ．各 BLデータに対して，Brascamp–Lieb不等式とは次の
不等式を表す：∫

RN

e⟨Qx,x⟩
m∏
i=1

fi(Bix)ci dx ≤ BL(B, c,Q)
m∏
i=1

(∫
Rni

fi dxi

)ci

, ∀fi ∈ L1
+(Rni). (2.1)

ここで
L1
+(Rn) :=

{
f ∈ L1(Rn) :

∫
Rn

f dx > 0, f ≥ 0

}
, n ∈ N

とし，BL(B, c,Q) ∈ (0,∞]は (2.1)を満たす最良定数とする．同じことであるが，

BL(B, c,Q) := sup
fi∈L1

+(Rni )

BL(B, c,Q; f), BL(B, c,Q; f) :=

∫
RN e

⟨Qx,x⟩∏m
i=1 fi(Bix)ci dx∏m

i=1

(∫
Rni fi dxi

)ci
とあらわせる．ここで f := (fi)

m
i=1とした．以降 BL(B, c,Q)を Brascamp–Lieb定数（略記して

BL定数）と呼ぶ．
以下に Brascamp–Lieb不等式の具体例を述べる．もっとも単純な例として始めにHölder不等

式を紹介する．
Example 2.1 (Hölder不等式). m = 2,固定されたn ∈ Nに対してn1 = n2 = N := n, p ∈ (1,∞)
に対して c1 := 1

p , c2 = 1
p′ := 1− 1

p , B1 = B2 := idn : Rn → Rn, Q := 0とする．このとき (2.1)は
∫
Rn

f1(x)
1
p f2(x)

1
p′ dx ≤ BL(B, c,Q)

(∫
Rn

f1 dx

) 1
p
(∫

Rn

f2 dx

) 1
p′

, ∀f1, f2 ∈ L1
+(Rn) (2.2)

となる．とくに hi := f cii , i = 1, 2として取り換えれば (2.2)は∫
Rn

h1h2 dx ≤ BL(B, c,Q)∥h1∥Lp(Rn)∥h2∥Lp′ (Rn)
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となり，Hölder不等式の形になることが確認できる．Hölder不等式の最良定数は 1なので
BL(B, c,Q) = 1

であり，特に f1 = f2 = e−π|·|2 とすれば (2.2)の等号が成立する．
もう一つ別の幾何学的な具体例として，Loomis–Whitney不等式を紹介する．

Example 2.2 (Loomis–Whitney不等式). Loomis–Whitney不等式とは次の不等式である：任意
の可測集合E ⊂ Rnに対して

|E| ≤
n∏

i=1

|Pe⊥i
(E)|

1
n−1 . (2.3)

ここで | · |はルベーグ測度とし，Rn内の標準基底 e1, . . . , enに対して Pe⊥i
: Rn → e⊥i ≃ Rn−1を

e⊥i への直交射影とする．
Loomis–Whitney不等式を (2.1)から導くために次の BLデータを考える．m = N := n, n1 =

· · · = nm := n− 1, c1 = · · · = cm := 1
n−1 , Bi := Pe⊥i

, Q := 0とする．このとき (2.1)は∫
Rn

n∏
i=1

fi

(
Pe⊥i

x
) 1

n−1
dx ≤ BL(B, c,Q)

n∏
i=1

(∫
Rn−1

fi dxi

) 1
n−1

, ∀fi ∈ L1
+(Rn−1) (2.4)

となる．ゆえに可測集合E ⊂ Rnに対して fi := 1P
e⊥
i
(E)とおけば，

|E| ≤
∫
Rn

n∏
i=1

1P
e⊥
i
(E)

(
Pe⊥i

x
) 1

n−1
dx

≤ BL(B, c,Q)

n∏
i=1

(∫
Rn−1

1P
e⊥
i
(E) dxi

) 1
n−1

= BL(B, c,Q)

n∏
i=1

|Pe⊥i
(E)|

1
n−1

となり，定数を無視すれば Loomis–Whitney不等式 (2.3)の形が従う．最後にBL(B, c,Q) = 1を
確認すれば (2.3)を得る．実際，(2.4)の最良定数は 1であることが知られているので，

BL(B, c,Q) = 1

が成り立ち，さらに f1 = · · · = fn = e−π|·|2 とすれば (2.4)の等号が成立する．
以上で挙げた不等式以外の他の不等式の例としてYoungの畳み込み不等式がある．ここではそ

の詳細は述べないが，原論文のBrascamp–Lieb[7]の (2.1)を考える動機はYoungの畳み込み不等式
の最良定数を求めることであることを注意しておく（Youngの最良定数はほぼ同時期にBeckner[4]
によっても与えられている）．また他の (2.1)の例として熱流に対する hypercontractivityが知ら
れている [16]．特にこの例はQ ̸= 0となる例である．
上で少し述べたように Brascamp–Liebの原論文での動機はYoungの畳み込み不等式の最良定

数を求めることにあった．同様に Brascamp–Lieb不等式 (2.1)に関するもっとも基本的な問題は
BL定数BL(B, c,Q)を求めることである．この問題に関して，Examples 2.1, 2.2を思い出してみ
ると，いずれの場合においても不等号の等号達成は対称なガウシアンで達成されていた．より一般
に，Lieb[16]は BL定数を求めるには対称なガウシアンだけを考えれば十分であることを示した．
Theorem 2.3 ([16]). (B, c,Q)を，c1, . . . , cm > 0, Q ≤ 0となる2BLデータとする．このとき

BL(B, c,Q) = BLg(B, c,Q) (2.5)

2対称行列 A ∈ Rn×n が A ≥ 0 (A > 0)であることを，任意の x ∈ Rn \ {0}に対して ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 (⟨Ax, x⟩ > 0)
とする．
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が成り立つ．ここで

BLg(B, c,Q) := sup
Ai∈Rni×ni

Ai>0

BL(B, c,Q; gA1 , . . . , gAm)

とし，正値対称行列A ∈ Rn×nに対して gA(x) := e−
1
2
⟨Ax,x⟩とした．

Liebの定理は BL定数を求めるうえで非常に強力な道具となる．実際，(2.5)の右辺の 2乗は

BLg(B, c,Q)2 = sup
Ai∈Rni×ni

Ai>0

det
(

2π (
∑m

i=1 ciAi − 2Q)−1
)

∏m
i=1(det 2πA−1

i )ci
(2.6)

と書き下せることがわかり，ゆえに有限次元の最適化問題に帰着される．実際Q = 0の場合にお
いて，(2.6)を計算するためのアルゴリズムや計算量などがGarg et al.[11]によって調べられてい
る．またQ = 0の場合において，Liebの定理を通してBL定数が有限となるBLデータの必要十分
条件，および (2.1)の等号達成のための BLデータの必要十分条件などが Bennett et al.[5]によっ
て調べられている．

2.2 Inverse Brascamp–Lieb不等式
前節では Brascamp–Lieb不等式と Liebの定理について紹介した．本節では (2.1)と逆向きの

不等式である inverse Brascamp–Lieb不等式を紹介する．BLデータ (B, c,Q)が与えられたとき，
inverse Brascamp–Lieb不等式とは次の不等式を指す：∫

RN

e⟨Qx,x⟩
m∏
i=1

fi(Bix)ci dx ≥ I(B, c,Q)
m∏
i=1

(∫
Rni

fi dxi

)ci

, ∀fi ∈ L1
+(Rni). (2.7)

ここで I(B, c,Q) ∈ [0,∞]は (2.7)を満たす最良定数とする．同じことであるが，

I(B, c,Q) := inf
fi∈L1

+(Rni )
BL(B, c,Q; f)

とあらわせる．前節と同様に，inverse Brascamp–Lieb不等式は多くの不等式をその具体例として
含む．具体的には reverse Hölder不等式，reverse Young不等式，reverse hypercontractivityなど
が挙げられる．

Inverse Brascamp–Lieb 不等式ははじめ Chen–Dafnis–Paouris[8] によって考察され，その後
Barthe–Wolff[3]によって体系的な理論が構築された．とくにBarthe–Wolffは inverse Brascamp–
Lieb不等式における Liebの定理の対応物を与えた．それを述べるためにいくつかの記号を導入
する．

• c1, · · · , cmを適当に並び替えることによって，m+ ∈ Nを c1, . . . , cm+ > 0 > cm++1, . . . , cm
とする．

• B+ := (B1, . . . , Bm+) : RN →
⊕m+

i=1Rni .

• s−(Q)：Qの負の固有値の個数．
以上の記号の下，次の事実が Barthe–Wolffによって示されている．
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Theorem 2.4 ([3]). (B, c,Q)を，
Q|kerB+ < 0, (2.8)

N ≥ s−(Q) +

m+∑
i=1

ni (2.9)

を満たす BLデータとする．このとき

I(B, c,Q) = Ig(B, c,Q) (2.10)

が成り立つ．ここで

Ig(B, c,Q) := inf
Ai∈Rni×ni

Ai>0

BL(B, c,Q; gA1 , . . . , gAm).

Liebの定理の直後に述べたのと同様に，(2.10)は inverse Brascamp–Lieb不等式の最良定数を
求める際に非常に強力である．条件 (2.8)と (2.9)について，一般にはこれらの条件を外すことは
できないことが知られており，Barthe–Wolffの非退化条件と呼ばれている．実際 (2.8)が成り立た
ない場合，

0 = I(B, c,Q) < Ig(B, c,Q) = ∞

となる場合がある．しかしながらいつこの現象が起こるかはB+の全射性によってのみ決まるこ
とが Barthe–Wolffによって示されている．一方で条件 (2.9)を満たさない場合，次の不等式が成
り立つことがある：

inf
Ai∈Rni×ni ,Ai>0

ai∈Rni

BL(B, c,Q; g̃a1,A1 , . . . , g̃am,Am) < Ig(B, c,Q) ∈ [0,∞]. (2.11)

ここで正値対称行列A ∈ Rn×nと a ∈ Rnに対して，g̃a,A(x) := e−
1
2
⟨A(x−a),x−a⟩とした．すなわち

条件 (2.9)は非対称ガウシアンが最良定数を作り出す状況を排除するための条件を与える．次節に
て我々は Barthe–Wolffの非退化条件 (2.8), (2.9)を課さない代わりに，考える関数のクラスを重
心が 0の関数に制限することで (2.10)が成り立つことを述べる．特に非対称ガウシアンの重心は
0ではないため (2.11)の状況は次節の設定においても排除される．

3 Symmetric inverse Brascamp–Lieb不等式
この節でははじめに，なぜGCIが inverse Brascamp–Lieb不等式と関連しているのかを述べた

あとで，実際にGCIを示すうえで必要となる symmetric inverse Brascamp–Lieb不等式を紹介す
る．まずTheorem 1.2を示すためにはTheorem 1.4を示せば十分であったことを思い出す．とく
に fi := hie

− 1
2
|·|2（i = 1, 2）と取り換えれば，(1.4)は∫

Rn

e
1
2
|x|2f1f2 dx ≥ (2π)−

n
2

∫
Rn

f1 dx

∫
Rn

f2 dx (3.1)

となり，inverse Brascamp–Lieb不等式の形になっていることがわかる．実際 BLデータとして

m = 2, n1 = n2 = N = n, c1 = c2 = 1, B1 = B2 = idn, Q =
1

2
idn (3.2)

とすれば，(2.7)は定数部分を無視すれば (3.1)の形になる．ただし注意すべき点は，(3.1)におい
て fiが任意の関数ではなく，fie 1

2
|·|2 が log-concaveかつ ∫Rni fi dxi = 0となる関数であることで

ある．実際 fiにそのような仮定を課さなければ，BLデータ (3.2)に対応する (2.7)の最良定数は
17



I(B, c,Q) = 0となる．ゆえに (3.1)を (2.7)から示したい場合，考える関数 fiのクラスを適切に
制限しなければならない．一方で関数のクラスを制限した場合に Barthe–Wolffによる Liebの定
理 (2.10)が成り立つかは明らかではない．この節で述べる我々の結果は，適切な関数のクラスで
あれば Liebの定理がやはり成り立つことを確認したことである．
より具体的に我々の結果を述べるためにいくつかの用語，及び記号を導入する．非負値対称行

列 G > 0と関数 f : Rn → [0,∞)に対して，f が G-uniformly log-concaveとは， f
gG
が Rn 上で

log-concaveであることと定める．とくに f ∈ C2(Rn)であれば，これは∇2(− log f) ≥ Gに同値
である．たとえば (3.1)を得る際に fi = hie

− 1
2
|·|2として関数の取り換えを行ったが，このときの fi

は idn-uniformly log-concaveである．また一般に，正値対称行列 A ∈ Rn×nに対して A−G ≥ 0
（以降A ≥ Gとかく）であることは gAがG-uniformly log-concaveとなることに同値である．
さらに F (o)

G (Rn)によって，G-uniformly log-concaveかつ重心 0となる L1
+(Rn)関数全体を表

すことにする，すなわち

F (o)
G (Rn) :=

{
f ∈ L1

+(Rn) : f is G-uniformly log-concave with bar(f) :=

∫
Rn

x
f dx∫

Rn f dx
= 0

}
.

我々の関心は次の最良定数を調べることである．
Definition 3.1. (B, c,Q)をBLデータとする．またGi ∈ Rni×niを非負値対称行列（i = 1, . . . ,m）
とし，G := (Gi)

m
i=1とかく．また

I
(o)
G (B, c,Q) := inf

fi∈F
(o)
Gi

(Rni )

bar(fi)=0

BL(B, c,Q; f),

IGG
(B, c,Q) := inf

Ai∈Rni×ni

Ai≥Gi

BL(B, c,Q; gA1 , . . . , gAm).

以上のもと，次が我々の中核をなす結果であり，我々の設定における Liebの定理である．
Theorem 3.2. (B, c,Q)を，c1, . . . , cm > 0となる BLデータとする．またGi ∈ Rni×ni を非負
値対称行列（i = 1, . . . ,m）とする．このとき

I
(o)
G (B, c,Q) = IGG

(B, c,Q). (3.3)

Theorem 3.2は我々の以前の研究 [18]において特別なBLデータとGの下で証明された．[18]で
はBlaschke–Santaló不等式と呼ばれる凸幾何学の不等式及びその一般化を与えるためにTheorem
3.2が利用された．その後Milman[17]によって一般のGに対して (3.3)が証明され，GCIの別証
明が与えられた．Theorem 3.2はこれらの先行研究 [18, 17]のどちらの主張も含んでいる．
最後にTheorem 3.2の証明について簡単な解説を試みる．証明において重要な性質は次である：

もしある関数 fi ∈ F (o)
Gi
が存在して I

(o)
G (B, c,Q) = BL(B, c,Q; f)が成り立てば，任意の k ∈ Nに

対して

I
(o)
G (B, c,Q) = BL(B, c,Q; 2

kni
2 f (2

k)(2
k
2 ·)), f

(2k)
i :=

2k︷ ︸︸ ︷
fi ∗ · · · ∗ fi

が成り立つ．この仮定と帰結を同時に認めると，特に中心極限定理よりk → ∞として2
kni
2 f

(2k)
i (2

k
2 ·)

がある対称なガウシアン ξiに収束するので，

IGG
(B, c,Q) ≥ I

(o)
G (B, c,Q) = lim

k→∞
BL(B, c,Q; 2

kni
2 f (2

k)(2
k
2 ·)) = BL(B, c,Q; ξ) ≥ IGG

(B, c,Q)

となり，(3.3)をえる．
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4 Gaussian correlation不等式の証明
最後にTheorem 1.2がどのようにしてTheorem 3.2から導かれるかを紹介する．Theorem 1.3

も殆ど同様にして示されるが，その詳細は省略する．
まず我々の目標はTheorem 1.4を示すことであった．さらに 3節でも述べたように，Theorem

1.4は任意の idn-uniformly log-concave関数 f1, f2であって bar(f1) = bar(f2) = 0となる関数に
対して (3.1)が成り立つことに同値であった．同じことであるが，∫

Rn

e
1
2
|x|2f1f2 dx ≥ (2π)−

n
2

∫
Rn

f1 dx

∫
Rn

f2 dx, ∀f1, f2 ∈ F (o)
idn

(Rn) (4.1)

を示せば十分である．一方で Theorem 3.2より我々は次を知っている：∫
Rn

e
1
2
|x|2f1f2 dx ≥ IGG

(B, c,Q)

∫
Rn

f1 dx

∫
Rn

f2 dx, ∀f1, f2 ∈ F (o)
idn

(Rn).

ここでBLデータ (B, c,Q)は (3.2)で与えられたものであり，Gi = idn（i = 1, 2）である．よって

IGG
(B, c,Q) = (2π)−

n
2 (4.2)

を示せれば，証明を終える．実際 (4.2)は定義から次の主張と同値である．
Lemma 4.1. 任意の正値対称行列A1, A2 ≥ idnに対して

detA1detA2

det(A1 +A2 − idn)
≥ det idn det idn

det(idn + idn − idn)
= 1.

Lemma 4.1は単純な線形代数の問題として肯定的に解決されることがわかる．ゆえにTheorem
1.2が示される．
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LCK幾何学における Oeljeklaus-Toma多様体の特徴づけ

東京大学大学院数理科学研究科

神田秀峰 ∗

概要
Oeljeklaus–Toma（OT）多様体は Kähler計量を持たない複素多様体の例として知られ, 井上

曲面の高次元への一般化とみなされている. OT多様体は数論的データを用いて構成される可解
多様体であり, いくつかの OT多様体は局所共形 Kähler（LCK）計量を持つ. これにより LCK

計量を持つ可解多様体が大量に構成されたことになり, OT 多様体は LCK 幾何における重要な
例として盛んに研究されてきた. その構成は技巧的に見えるが, LCK計量をもつ可解多様体はこ
れまで OT多様体を除いて簡単なものしか知られていない. 本講演では, ある種の可解多様体が
LCK計量を持つならば, それは本質的に OT多様体と一致することを示す. 幾何学的な制約から
数論が現れることから, 本結果はある種の可解多様体の構成において, 数論的議論を用いることの
必然性を示唆していると言える. 本稿は論文 [Kan25]の内容に基づく.

1 局所共形 Kähler多様体
複素多様体 (M,J) の上の計量 g であって, その基本形式 ω(·, ·) = g(J ·, ·) が dω = 0 を満たすも
のを (M,J)上の Kähler計量といい, (M,J, g)を Kähler多様体という. 複素多様体論における主な
研究対象はコンパクト Kähler多様体である. しかしここ十数年でコンパクト非 Kähler多様体, つま
りいかなる計量をもってしても Kähler多様体とはならないコンパクト複素多様体の研究に注目が集
まっている.

Kähler性を少し弱めた計量を定義する.

定義 1.1. 複素多様体 (M,J) 上の計量 g が局所共形 Kähler (locally conformally Kähler, LCK)

とは, あるM の開被覆 {Ui}i∈I と実関数族 fi ∈ C∞(Ui)が存在して, e−fig が Ui 上で Kählerとな
ることである.

e−fig の基本形式は e−fiω なので, これが Kähler となることは d(e−fiω) = 0 すなわち dω =

dfi ∧ ω と同値である. よって Ui ∩ Uj 上で dfi ∧ ω = dfj ∧ ω となるが, ω は非退化なので dfi = dfj

となり, これらは貼り合ってM 上の閉形式 θ を定める. これにより以下がわかる.

命題 1.2. 複素多様体 (M,J)上の計量 gが LCKであることは, ある閉形式 θが存在して dω = θ∧ω
となることと同値. この θ は一意に定まり, Lee形式と呼ばれる.

∗ E-mail:shuho@ms.u-tokyo.ac.jp
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古典的に知られているコンパクト非 Kähler 多様体の例として Hopf 多様体がある. これは LCK

多様体の典型例である.

例 1.3. λ ∈ Cを |λ| > 1をみたす複素数とする. Zから X = Cn\{0}への作用を k · z = λkz と定
め, この作用による商多様体 X/ZをHopf多様体という. Hopf多様体の 1次ベッチ数は 1であり,

コンパクト Kähler多様体の位相的制約から, これは Kähler多様体になり得ない. g を Cn 上の標準
エルミート計量の X への制限とする. X 上の実関数 Ψ(z) = |z|−2

: X → R>0 について, Ψg は Z
の作用について不変となる. よって X/Z上の計量を定め, 構成からこの計量は LCK計量となる.

古典的に知られている多くのコンパクト非 Kähler多様体に LCK構造が入ることが知られており,

非 Kähler 多様体論において LCK 多様体論は重要な位置を占める. LCK 構造のうち Lee 形式が平
行なもの, つまり ∇ を Levi-Civita 接続としたときに ∇θ = 0 となるものを Vaisman 多様体とい
う. 古典的に知られている多くの LCK 多様体, 例えば Hopf 多様体などは Vaisman 多様体となる.

Vaisman多様体はよく研究されているが, Kähler多様体上での理論の類似を考えるという文脈の研
究が多い. LCK多様体論においては Vaismanという仮定はかなり強く, 例えば LCK多様体を調べ
るための多くの不変量が自明となってしまう. 以上の理由により, Vaisman構造の入らない LCK多
様体を構成することは重要である.

2 冪零多様体と可解多様体
この章ではコンパクト非 Kähler多様体を構成する典型的な方法を紹介する. Gを連結かつ単連結

な冪零 Lie群とし, Γをその格子, つまり Gの離散部分群で Γ\Gがコンパクトとなるものとする. こ
のとき多様体 Γ\G を冪零多様体という. 冪零多様体が Kähler 多様体になるのはトーラスの場合に
限ることが知られている [BG88][Has89]. よって Gとして非可換なものをとり, J を左不変複素構造
とすればコンパクト複素多様体 (Γ\G, J)が定まり, これは非 Kähler多様体となる.

Gの左不変複素構造 J は Gの Lie代数 gに定まる複素構造 J と対応する. ここで Lie代数 g上の
複素構造 J とは, J ∈ End gであって J2 = − idかつ可積分条件

[X,Y ] − [JX, JY ] + J [X, JY ] + J [JX, Y ] = 0, X, Y ∈ g

を満たすものである. 以上より, 非可換な冪零 Lie代数 g, その上の複素構造 J , そして対応する単連
結 Lie群 Gの格子 Γを見つければ, コンパクト非 Kähler多様体を得ることができる.

典型例は小平-Thurston 多様体である. これは R と Heisenberg 群 H3(R) の直積 G を格子
Γ := Z×H3(Z)で割ったものであり, 左不変な Vaisman構造が定まる. Gの構造がよく分かってい
れば格子を構成するのはさほど難しくないように感じられる. 実際, 冪零 Lie群の格子の存在に関す
る必要十分条件として以下が知られている.

定理 2.1 ([Mal49]). 単連結冪零 Lie群 Gが格子を持つための必要十分条件は, 対応する Lie代数 g

の基底 {ei}ni=1 であって構造定数 [ei, ej ] = ckijek が全て有理数となるものが存在することである.

この定理を用いれば Gに格子が存在するかどうかはすぐに判定できる. このようにして, 冪零多様
体によってコンパクト非 Kähler多様体の例をたくさん構成することができる. Gの左不変 LCK計
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量 g を考えれば (Γ\G, J, g)という LCK多様体が得られる. 複素構造のときと同様に, これは Lie代
数 g上の LCK構造と対応する. しかし次の命題が示すように, LCK多様体論における重要な例を得
るためには冪零多様体を考えるだけでは不十分である.

命題 2.2 ([Saw07]). 冪零 Lie代数 gに入る LCK構造は全て Vaismanとなる.

つまり上記の構成によって得られる冪零多様体は全て Vaisman多様体になってしまう. コンパク
ト LCK 多様体であって Vaisman でないものを得るには, より広いクラスの Lie 群を考える必要が
ある.

冪零 Lie群より広いクラスとして可解 Lie群を考える. Gを連結かつ単連結な可解 Lie群とすると,

冪零 Lie群のときと同様に議論を進めることができる. 格子 Γが存在したとき多様体 Γ\Gを可解多
様体という. これが Kähler 多様体になる状況は分類されている [Has06]. 対応する Lie 代数 g上の
LCK 計量 g をとることでコンパクト LCK 多様体 (Γ\G, J, g) を得ることができ, これは Vaisman

になるとは限らない. 可解多様体であって非 Vaisman LCK多様体となるものを構成するまであと一
歩のように見えるが, ここで難所となるのが格子の存在である. 可解 Lie群についてはその格子の存
在の判定が非常に難しく, 具体的な可解 Lie群の格子を構成するだけでも重要な研究結果となる. 例
えば以下のように非常に簡単な可解 Lie群でさえ, その格子の構成は非自明である.

例 2.3. G = R ⋉ϕ R2 を 3 次元可解 Lie 群とする. ここで φ : R → Aut(R2) は以下のよう定義さ
れる:

φ(x) :=

ex 0

0 e−x

 .

行列M ∈ SL(2,Z)であって相異なる 2つの正の固有値 λ, λ−1 を持つものをとる. P ∈ GL(2,R)を
その対角化行列, つまり P−1MP = diag(λ, λ−1) を満たす行列とする. この時

Γ := ((log λ)Z) ⋉ϕ (P−1Z2)

は Gの格子となる.

上記のように, G = Rm ⋉ϕ Rn という形をした可解 Lie群をmeta-abelianという. 対応する Lie

代数 g = Rm ⋉dϕ Rn についても meta-abelianと呼ぶ. 実は meta-abelian Lie群のうち, nilradical

が Rn に一致するものについては, 上記の例におけるテクニックがそのまま格子の存在の必要十分条
件となる. nilradicalが Rn に一致するとは, X ∈ Rm ⊂ gであって dφ(X)が nilpotentなものが 0

に限ることをいう.

命題 2.4. meta-abelian Lie群 G = Rm ⋉ϕ Rn について, その nilradicalが Rn とする. Gが格子を
持つとき, 格子 Γ1 ⊂ Rm と正則行列 P ⊂ GL(n,R) が存在して

Pφ(X)P−1 ∈ SL(n,Z), for all X ∈ Γ1

となる. このとき
Γ := Γ1 ⋉ϕ (P−1Zm)

は Gの格子となる.
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さて, 可解 Lie代数 gとその上の非 Vaisman LCK構造 J, g および対応する Lie群 Gの格子を構
成することはできるだろうか. 驚くべきことに, 数論的考察を用いることで難なく構成できてしまう.

これが次章で紹介する Oeljeklaus-Toma多様体である.

3 Oeljeklaus-Toma多様体
Oeljeklaus-Toma 多様体 (OT 多様体) は井上曲面の高次元化として知られる. 井上曲面はもとも

と 1974 年にコンパクト非 Kähler 曲面の研究の中で構成された多様体の族であり, その定義に数論
的考察は含まれていない [Ino74]. しかし Oeljeklausと Tomaはその構成を数論的に捉え直し, 2005

年に井上曲面の高次元化に成功した [OT05]. 井上曲面は非 Vaisman LCK構造を持つことが知られ
ていたが, 高次元化された OT多様体についても, その一部は非 Vaisman LCK構造を持つ. さらに
2013年には糟谷 [Kas13]によって, OT多様体が meta-abelian Lie群による可解多様体の構造を持
つことが示された. このようにして OT多様体は, LCK 多様体論において最も重宝される多様体の
族となった. 以下ではその構成について述べる.

f ∈ Q[x] を n 次の有理係数既約モニック多項式とする. f は s 個のの実根と 2t 個の複素根を持
つとする. ここで s, t ≥ 1 を仮定する. K := Q[x]/(f) とすると K は n = s + 2t 次の代数体とな
る. x に f の根を代入するという操作から, K の実埋め込み σ1, . . . , σs : K ↪→ R と複素埋め込み
σs+1, . . . , σs+2t : K ↪→ C が定義される. 添え字を入れ替えて σs+i = σs+t+i としておく.

OK を K の代数的整数環, つまり最小多項式として整数係数モニックなものがとれるような K の
元全体とする. OK ⊗Z Q ' K なので, アーベル群としてのランクは nとなる. O×

K を OK の単数群
とする. この群には捩れが存在するが, それらを取り除くように O×

K の部分群 O×,+
K を以下のように

定義する:
O×,+

K := {a ∈ O×
K | σi(a) > 0 for all 1 ≤ i ≤ s}.

さて, H := {z ∈ C | Im z > 0} を上半平面とする. 作用 OK ↷ Hs × Ct を, a ∈ OK に対し

Ta(w1, . . . , ws, z1, . . . , zt) := (w1 + σ1(a), . . . , zt + σs+t(a))

と定義する. また作用 O×,+
K ↷ Hs × Ct を, u ∈ O×,+

K に対し

Ru(w1, . . . , ws, z1, . . . , zt) := (σ1(u) · w1, . . . , σs+t(u) · zt).

と定義する. この 2つの作用により, 作用 (O×,+
K ⋉OK) ↷ Hs × Ct が定まる.

さて, O×,+
K の群構造は Dirichletの単数定理により記述される.

定理 3.1 (Dirichletの単数定理). 埋め込み

log : O×,+
K ↪→ Rs+t

u 7→ (log σ1(u), . . . , log σs(u), log |σs+1(u)|2 , . . . , log |σs+t(u)|2)

について, その像は H := {x ∈ Rs+t |
∑s+t

i=1 xi = 0} 内の格子をなす.

特に, O×,+
K のランクは s+ t− 1となる. 作用 (O×,+

K ⋉OK) ↷ Hs × Ct を離散的にするために,

より低いランクの部分群 U ⊂ O×,+
K をとる必要がある.
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定義 3.2. prRs : Rs+t → Rs をはじめの s個の座標への射影とする. ランク sの部分群 U ⊂ O×,+
K

で prRs(log(U))が Rs 内の格子となるものを admissibleという.

Dirichlet の単数定理により, admissible となる U は常に存在することがわかる. Oeljeklaus と
Tomaは, U が admissibleであるとき作用 (U ⋉OK) ↷ Hs × Ct が固有不連続かつ商多様体がコン
パクトであることを示した. この商多様体が OT多様体である.

定義 3.3. 代数体K とその admissible群 U ⊂ O×,+
K によるOT manifoldとは, 商多様体

X(K,U) := Hs × Ct/(U ⋉OK).

のことである. (s, t)をこの OT多様体のタイプという.

井上曲面はタイプ (1, 1)の OT多様体である. OT多様体の LCK構造について, 以下が成立する.

命題 3.4 ([OT05]). タイプ (s, 1)の OT多様体は LCK構造を持つ.

Proof. 実関数 Ψ: Hs × C → R>0 を

Ψ(w1, . . . , ws, z) := (Imw1) · · · (Imws)

として定め, Hs ×C上の関数を F := Ψ−1 + |z|2 として定めると, ω :=
√
−1∂∂F は Kählerとなる.

簡単な計算により Ψω が U ⋉OK 不変であることが確かめられ, Hs ×C/(U ⋉OK) 上の計量を定め
る. ω は Kählerなので, この計量は LCKである.

逆に LCK 構造を持つ OT 多様体のタイプは (s, 1) に限ることも最近示された [DV23]. また OT

多様体に入る LCK構造は Vaismanになり得ない [Kas13].

4 OT多様体の可解多様体としての構造
OT多様体は可解多様体の構造をもつ. より詳しく, 以下が成立する.

定理 4.1. タイプ (s, t)の OT多様体 X(K,U)に対し, Hs × Ct に可解 Lie群の構造をうまく入れて
Gとする. 埋め込み ι : U ⋉OK ↪→ Gであってその像が Gの格子 Γとなっているものが存在し,

Hs × Ct

L(u,a)

��

G

Lι(u,a)

��
Hs × Ct

⟲

G

が可換となる. ここで L(u,a) は (u, a) ∈ U ⋉OK による Hs ×Ct への作用. Lι(u,a) は ι(u, a) ∈ Γを
Gに左からかける作用である.

具体的にどのような群構造を入れるかは省略する. Gはmeta-abelian Lie群となり, 以下のような
構造を持つ.
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定義 4.2. 複素行列 C = (cij)ij ∈ Matt×s(C)に対し dφC : Rs → End(Rs × Ct)を

dφC(t1, . . . , ts) = diag(t1, . . . , ts, (
s∑

j=1

cijtj)
t
i=1),

と定める. このとき C に付随するOT-like Lie代数を gC := Rs ⋉dϕC
(Rs ×Ct) と定める. 対応す

る単連結 Lie群を GC とかき, OT-like Lie群という.

定理 4.3 ([Kas13]). タイプ (s, t) の OT 多様体 X(K,U) に対しある C ∈ Matt×s(C) が存在し,

X(K,U)は OT-like Lie群 GC をある格子で割った可解多様体となる.

任意の C ∈ Matt×s(C) に対し Lie 群 GC を定義できることに注意. つまり OT 多様体の構成は,

GC が格子を持つような C を数論的に与える方法と言える.

以下, OT-like Lie代数であって LCK構造をもつものについて考察する. まず以下が成立する.

命題 4.4. C ∈ Matt×s(C) に付随する OT-like Lie 代数 gC について, Re cij = −1/2 が全ての i,j

について成立するとき, gC は非 Vaisman LCK構造を持つ. このような gC を LCK OT-like Lie

代数という. 対応する Lie群 GC を LCK OT-like Lie群という.

このような C はたくさんあるので, 任意のタイプに対し非 Vaisman LCK構造を持つ Lie代数をた
くさん構成できたことになる. これらに付随する Lie群の格子を見つけることができれば非 Vaisman

LCK 構造を持つ可解多様体が得られる. C がタイプ (s, 1) の OT 多様体から作られる行列であれ
ば, 付随する Lie群には格子が存在する. ではOT多様体から構成される C の他に, LCK OT-like

Lie群であって格子を持つものは存在するだろうか. 答えは No, つまり LCK OT-like Lie群が格子
を持つこととそれが OT多様体から構成されることは同値である.

5 主定理
定理 5.1 ([Kan25]). C ∈ Matt×s(C)であって, 全ての i,j について Re cij = −1/2となるものをと
る. GC が格子を持つならば t = 1となり, あるタイプ (s, 1)の OT多様体 X(K,U)が存在し C は
この OT多様体から構成される.

証明はほぼ全て代数的な議論による. ここでは証明の概略を述べる. 行列 C から得られる Lie 群
GC とその格子から何らかの代数体K を構成する必要があり, ここが最も非自明である.

Lie 群 GC は格子を持つので, 命題 2.4 によれば格子 Γ ⊂ Rs と正則行列 P ⊂ GL(n,R) が存在
して

PφC(X)P−1 ∈ SL(n,Z), for all X ∈ Γ.

となる. よって SL(n,Z)の部分群 U が

U := {PφC(X)P−1 ∈ SL(n,Z) | X ∈ Γ}.

と定まる. これはランク sの自由アーベル群となる. φC(X)は対角行列なので, A ∈ U に対し

P−1AP = diag(µ1
A, . . . µ

s
A, λ

1
A, . . . , λ

t
A)
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とかける. X ∈ Rs の座標表示は A = PφC(X)P−1 としたとき (log µ1
A, . . . , log µs

A)である. よって
Γが格子をなすとは {(log µ1

A, . . . , log µs
A) ∈ Rs | A ∈ U} が Rs の格子をなすということである.

この状況から環K = Q(U)が体になることを示すことができる. U は O×,+
K の admissible部分群

となり, OT多様体 X(K,U)から定まる可解 Lie群 Gを考えるとこれは GC と同型となる.

6 LCK OT-like Lie群の特徴づけ
LCK OT-like Lie群が格子を持つときにそれが OT多様体の構成から得られることは示されたが,

この LCK OT-like Lie群とはどのくらい特殊な Lie群だろうか. 本研究ではこの Lie群の幾何学的
特徴付けも与えた. ここでは格子を持つための必要条件である, unimodular性を課す.

定理 6.1 ([Kan25]). unimodular meta-abelian Lie 代数 g = Rm ⋉dϕ Rn が, 非 Vaisman LCK 構
造を持つとする. このときm ≤ 2なら, gはある LCK OT-like Lie代数と同型になる.

m > 2については未解決であり, 本研究は以下の部分的な結果に留まる.

定理 6.2 ([Kan25]). unimoduler meta-abelian Lie代数 g = Rm ⋉dϕ Rn が, 非 Vaisman LCK構造
を持つとする. このとき g = JRn + Rn なら, gはある LCK OT-like Lie代数と同型になる.
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距離空間上の勾配降下上昇流と鞍点問題について
下山 翔 (東京大学大学院数理科学研究科) ∗

1 導入
勾配降下上昇（Gradient Descent-Ascent: GDA）流は，直積空間上の関数の鞍点を
求める上で中心的な役割を果たし，最適化，ゲーム理論，ロバスト制御といった分野で
応用されている．歴史的には，GDA流は鞍点を近似する方法として，Arrow–Hurwicz

によってユークリッド空間上の凸関数の制約付き最適化の文脈で提案され [2]，その
後，Rockafellarによってバナッハ空間上へと拡張された [6]．Rockafellarによる仕事
は，極大単調作用素の観点から統一的に GDA流の性質を導出しており，見通しが良
い．一方，底空間が一般の距離空間，とりわけワッサースタイン空間である場合は，
GDA 流の性質を統一的に導出する枠組みは確立されておらず，特にヒルベルト空間
の理論と同様の性質を導くために底空間が満たすべき幾何学的条件については，未解
明な点が多い．
本講演では，底空間が距離空間の場合の GDA流について，最近得られた結果を紹

介する．ここでは，GDA流を連立する発展変分不等式（EVI）の解として定式化し，
関数と距離空間の組に対するある凸凹性の仮定のもとで，well-posedness，GDA 流
の鞍点への指数収束，古典的な勾配流と類似した正則化効果を明らかにした．特に，
GDA流の存在を得るために，De Giorgiによるminimizing movementを二変数関数
の場合に拡張した枠組みである minimizing-maximaizing movementを構築した．応
用として，可分ヒルベルト空間上のワッサースタイン空間上の GDA流に対し，GDA

流の大域的存在および，関数が強い凸凹性を満たす場合に鞍点への指数収束を示した．
本講演の内容は理研の磯部伸氏との共同研究 [4] に基づく．本稿には証明を載せて

いないが，証明のアイデアは，Amrosio–Gigli–Savaréによる [1]における距離空間上
勾配流の well-posednessの証明，および，Clément–Deschによる [3]における距離空
間上の勾配流に対する Crandall–Liggett スキームの構築を今回の 2 変数の設定に拡
張することである．詳細についてはプレプリント [4]を参照して欲しい．

∗ sho@ms.u-tokyo.ac.jp

28



2 距離空間上の鞍点問題と勾配降下上昇流（GDA）
(X, dX), (Y, dY )を完備距離空間とし，X × Y には ℓ2-距離が入っているとする．二

変数関数 ϕ : X × Y → [−∞,+∞]に対し，(x∗, y∗)が ϕの鞍点であるとは，次の不等
式を満たすことである：任意の (x, y) ∈ X × Y に対し，

ϕ(x∗, y) ≤ ϕ(x∗, y∗) ≤ ϕ(x, y∗).

簡単に述べると，鞍点とは，第一変数に対する最小解と，第二変数に対する最大解の
組みである．よって，関数 ϕの最小–最大化を考えたいため，本稿では，以降，ϕに次
の 2条件を常に仮定する．

定義 2.1 (Properness). 関数 ϕが有効であるとは，以下を満たす事である：
Domϕ := DomXϕ× DomY ϕ 6= ∅,

ここで，DomXϕ := {x ∈ X | 任意の y ∈ Y に対し ϕ(x, y) < +∞}, DomY ϕ := {y ∈
Y | 任意の x ∈ X に対し ϕ(x, y) > −∞}である．

定義 2.2 (Closedness). 関数 ϕが閉であるとは，以下を満たす事である：
• 任意の x ∈ DomXϕに対し, Y 3 y 7→ ϕ(x, y)が上半連続；
• 任意の y ∈ DomY ϕに対し, X 3 x 7→ ϕ(x, y)が下半連続.

また，凸解析における有効領域の外側への関数の拡張の方法と同様に，ϕは Domϕ

の外側で以下の条件を満たすと仮定する：

仮定 2.3.

ϕ(x, y) =

{
+∞ (x, y) ∈ (DomXϕ)c × DomY ϕ

−∞ (x, y) ∈ DomXϕ× (DomY ϕ)c
.

話を鞍点を近似する流れである GDA流に移す．X,Y がユークリッド空間で，ϕが
十分微分可能なとき，GDA流は以下のように定義される．

定義 2.4 (（ユークリッド空間における）GDA流). 曲線 (xt, yt) : [0,+∞) → X × Y

が ϕ に対する GDA流であるとは，次を満たすことである：(xt, yt) は C1 であり，か
つ，任意の t > 0に対し以下が成り立つ{

x′t = −∇xϕ(xt, yt)

y′t = ∇yϕ(xt, yt)
. (1)

簡単に述べると，GDA流とは，第一変数を最小化し，第二変数を最大化する流れで
ある．よって，直感としては，時刻 t → +∞とすると，GDA流は鞍点に収束するこ
とが期待できる（しかし，これは一般には成り立たないことが例 3.4から分かる）．
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GDA流は古典的な勾配流と関係がある．実際，関数が ϕ(x, y) = f(x) − g(y)と変
数に対して独立な関数の和で表示できる場合，GDA 流は単に 2つの勾配流の組であ
る．従って，違いが現れるのは ϕが xと y の交互作用を含む場合である．

GDA流を一般の距離空間上に定義する場合，定義式 (1)は空間の微分構造–線形性–

を用いているため直接採用できない．この問題を回避するために，古典的な勾配流の
定義を，発展変分不等式（Evolution Variational Inequality: EVI）と呼ばれる不等
式を用いて，距離空間上に拡張できる事を思い出し（例えば，[5]参照），距離空間上
の GDA流を以下のように 2つの EVIの連立系として定義する：

定義 2.5 (λ-EVIs). λ ∈ Rとする. 曲線 (xt, yt) : (0,+∞) → Domϕが λ-EVIs流で
あるとは，次を満たす事である： 任意の t ∈ (0,+∞)と (x, y) ∈ Domϕに対し，

1

2

d

dt

+

d2X(xt, x) +
λ

2
d2X(xt, x) + ϕ(xt, yt) ≤ ϕ(x, yt),

1

2

d

dt

+

d2Y (yt, y) +
λ

2
d2Y (yt, y) + ϕ(xt, y) ≤ ϕ(xt, yt),

(EVIsλ)

ここで， d
dt

+ は右 Dini微分である．

3 距離空間上の GDA流（EVIs流）の性質
以降では，距離空間上の GDA流のことを，先の定義に従い，EVIs流と呼ぶことに

する．EVIs流は勾配流と似た定義式であったが，その違いの一つとして流れに沿った
単調性が成立しない点が挙げられる（例 3.4参照）．この点が EVIs流の解析を困難に
する．この問題に対処するために，以下の仮定を置く：

仮定 3.1. 局所リプシッツ連続関数 φ : X × Y → R，下半連続関数 ψX : X →
(−∞,+∞]および上半連続関数 ψY : Y → [−∞,+∞)が存在して，次を満たす：任意
の (x, y) ∈ Domϕに対し，

ϕ(x, y) = φ(x, y) + ψX(x) + ψY (y).

この仮定のもと，EVIs流の初期点に対する安定性および勾配流と同様の正則化効果
が導出される．

定理 3.2 (EIVs 流の性質). wt := (xt, yt), w
0
t := (x0t , y

0
t ) および w1

t := (x1t , y
1
t ) を

λ-EVIs流とする．また，仮定 2.3 および 仮定 3.1が成り立つとする．
このとき，以下が成り立つ：

(λ-縮小性と一意性) すべての 0 ≤ s < t < +∞に対して，

d2X×Y (w0
t , w

1
t ) ≤ e−2λ(t−s)d2X×Y (w0

s , w
1
s).
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特に，任意の w0 ∈ Domϕ に対して，limt↓0 wt = w0 を満たす λ-EVIs流 wt は高々
一つしか存在しない．
(正則化効果) 写像 (0,+∞) 3 t 7→ ϕ(xt, yt) ∈ R と wt は (0,+∞) で局所リプシッツ
連続であり，写像 (0,+∞) 3 t 7→ eλt|w′

t|(xt, yt) ∈ R は非増加かつ右連続である．こ
こで，|w′

t|は wt の距離微分で次で定義される：lims→t
dZ(wt,ws)

|t−s| ．

特に，初期点を鞍点 w∗ とした場合，EVIs 流 wt は定常的であること，つまり，
wt = w∗ を満たすことが簡単に確認できる．よって，次の系を得る：

系 3.3 (指数収束). もし，ϕが鞍点 w∗ を持つなら，任意の λ-EVIsに対して以下が成
り立つ：任意の t ≥ 0に対し，

d2X×Y (wt, w
∗) ≤ e−2λtd2X×Y (w0, w

∗).

特に，λ > 0の場合，wt は指数レートで鞍点 w∗ に収束する．

ただし，λ ≤ 0の場合は，一般に鞍点への収束は成立しない．

例 3.4 (λ = 0 の場合での周期軌道). X = Y = R とし，ϕ(x, y) = xy と定義する．
このとき，0-EVIs 流は次の常微分方程式の解と一致する：ẋt = −yt, ẏt = xt. 初期
点を (1, 0)とすると EVIs流は (xt, yt) = (cos t, sin t)となり，周期軌道を描く．よっ
て，この EVIs流は一意的な鞍点 (0, 0)に収束しない．

最後に EVIs流の存在について議論する．ここでは，関数 ϕの距離関数による凸凹
緩和である，以下で与えられる関数 Φの凸凹性が重要な役割を果たす．

仮定 3.5 (Φ の (τ−1 + λ)-凸凹性). 任意の z = (x, y) ∈ X × Y と，任意の z0 =

(x0, y0), z1 = (x1, y1) ∈ Domϕ に対して，x0 から x1 への曲線 γ : [0, 1] → X と，y0
から y1 への曲線 σ : [0, 1] → Y が存在し，次を満たす：関数

(x′, y′) 7→ Φτ (x, y;x′, y′)

は，任意の τ ∈ (0, 1
λ− )に対して，γ と σ に沿って ”(τ−1 + λ)-凸凹”である．ここで

Φτ は以下で定義される:

Φτ (x, y;x′, y′) := ϕ(x, y) +
1

2τ
d2X(x, x′) − 1

2τ
d2Y (y, y′).

本稿では紙面の都合上，(τ−1 + λ)-凸凹性の厳密な定義を与えないが，簡単に述べ
ると，これは，関数が第一変数に対して強凸であり，第二変数に対して強凹であるこ
とを表す．詳細はプレプリント [4]を見て欲しい．
この仮定の下，EVIs 流の存在を得る．一意性は先に述べた λ-縮小性から導出さ
れる．

31



定理 3.6 (EVIsの存在). ある λ ∈ R に対して，仮定2.3，3.1 および 3.5 が成り立つ
とする．そのとき，任意の w0 = (x, y) ∈ Domϕ に対して，limt↓0 wt = w0 を満たす
λ-EVIs流 wt が一意に存在する．

例 3.7. X と Y を可分ヒルベルト空間とし，ℓ : X × Y → R を C1,1 級関数，
L := Lip(Dℓ)とする．ここで，Dℓ は ℓ のフレシェ微分である．X と Y を，それぞ
れ，X と Y 上の 2-ワッサースタイン空間—2次モーメント有限なボレル確率測度全体
の集合にある距離を入れた距離空間—とする．関数 ϕ : X × Y → Rを次で定義する：

ϕ(µ, ν) :=

∫∫
X×Y

ℓ(x, y)d(µ⊗ ν)(x, y) (2)

このとき，ある（したがってすべての）λ ≤ −2L に対して，ϕは仮定2.3，3.1 および
3.5を満たす．
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非特異複素代数多様体の冪零基本群について
下地泰斗（大阪大学理学研究科）

概 要
本講演では「どのような単連結冪零リー群の格子が非特異複素代数多様体の基本

群となるか？」という問題を考える。さらに、この問題をリー代数のコホモロジー
と次数付けを用いて研究できることを説明する。この研究方法により得られた結果
と今後の展望について述べる。

1 背景
1.1 Serreの問題
非特異複素代数多様体（射影的な場合も含む）の基本群は有限表示であることが知ら
れている。有限表示群とは有限生成群 Γ = ⟨S | R⟩であって関係式Rを有限集合にとれ
るような群のことである。

Serreは「すべての有限群が非特異複素射影代数多様体の基本群として実現できる」こ
とを示し [1]、一般に「どのような有限表示群（無限群）が非特異複素代数多様体の基本
群となるか？」という問題を提示した。これは Serreの問題と呼ばれている。
例えば自由アーベル群について考える。可換群 Zは複素平面から原点を除いた集合

C∗ := C − {0}の基本群である。よって、任意の自由アーベル群 Zn は C∗ の直積空間
(C∗)nの基本群として表すことができる。

1.2 冪零リー群の格子に対するSerreの問題
可換性を少し複雑にしたものとして冪零な場合を考えたい。そこで「どのような有限
生成捩れ自由冪零群が非特異複素代数多様体の基本群となるか？」という問題を考える。
以下の定理が知られている。

定理 1.2.1 ([2],[6]). 任意の有限生成捩れ自由冪零群は、ある単連結冪零リー群N の格
子 Γと同型である。また、N の存在は同型を除いて一意的である。
さらに、単連結冪零リー群Nが格子Γを持つことと、nの基底X1, . . . , Xnで [Xi, Xj] =∑n
k=1C

k
ijXkと書いたとき、全ての i, j, kについてCk

ij ∈ Qが成立するものが存在するこ
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とが同値である。つまり、Nのリー代数 nが有理リー代数の拡大として表せる。ここで、
格子とは商空間がコンパクトであるような離散部分群のことである。
この定理から、有限生成捩れ自由冪零群が非特異複素代数多様体の基本群となるかは、
単連結冪零リー群（リー代数）を用いて研究できることが示唆される。本講演では次の
問題を考える。
問題 1.2.2. どのような単連結冪零リー群の格子が非特異複素代数多様体の基本群とな
るか？
例 1.2.3. 例えば、離散ハイゼンベルグ群H3(Z)を考える。これはハイゼンベルグ群H3(R)

の格子である。対応するリー代数 nは基底X1, X2, X3で [X1, X2] = X3, [X1, X3] = 0 =

[X2, X3]を満たすように取れる。等質空間M = H3(Z)\H3(R)の錘C(M) = H3(Z)\H3(R)×
R>0が非特異複素代数多様体の構造を持つことが知られている ([5])。C(M)の基本群は
H3(Z)であるので、離散ハイゼンベルグ群についての Serreの問題は解決される。しか
し、他の冪零な例については未だに多くのことが知られていない。

1.3 Morganの判定法
Morganは、非特異複素代数多様体の基本群が単連結冪零リー群の格子となるための
必要条件を、対応するリー代数の次数付けとコホモロジーに関する条件を用いて記述し
た。N を単連結冪零リー群とし、非特異複素代数多様体Xの基本群がN の格子である
と仮定する。N のリー代数 nについて以下が成り立つ。
定理 1.3.1 ([5]). 複素化 nCは次数付け nC =

⊕
i≤−1 niを持ち、以下の二条件 (W), (H)

を満たす。

(W): 誘導される次数付けHj(nC) =
⊕

k≥0H
j
kについて以下が成立する。

H1(nC) = H1
1 ⊕H1

2

H2(nC) = H2
2 ⊕H2

3 ⊕H2
4 .

(H): k, l ∈ Z, j = 1, 2に対し、部分空間たち n2k+1, H
j
2l+1の次元が偶数である。

条件 (W)は代数多様体の実係数コホモロジーの情報から従い, (H)は混合ホッジ構造
の条件を用いたものである。上の定理から次が従う。
系 1.3.2. 有理リー代数の拡大として書ける冪零R-リー代数 n = nQ ⊗Rの複素化が条件
(W),(H)を満たす次数付けを持たなければ、対応する単連結冪零リー群N の格子 Γは
非特異複素代数多様体の基本群とならない。
よって、非特異複素代数多様体の基本群となる単連結冪零リー群の格子の候補を、リー
代数の次数付けとコホモロジーを調べることで絞れる。主定理では、冪零リー代数のあ
るクラスについて判定法を調べた。
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2 主定理
定義 2.0.1. 冪零リー代数 nが p-filiformであるとは降中心列 {C in}について、すべての
1 ≤ i ≤ dim n− pに対し

dim C in = dim n− p− i

が成立するときをいう。特に p = 1のとき filiformと呼ばれている。また、p = dim n− 1

であることと nが可換リー代数であることが同値である。

以下が主定理である。

定理 2.0.2. p-filiformリー代数 nが条件 (W),(H)を満たすような次数付けを持つため
の必要十分条件は

dim n < p+ 3

が成り立つこと。つまり、p = dim n− 1または dim n− 2となり、nは可換リー代数ま
たは 2-ステップ冪零リー代数と同型である。

系 2.0.3. Nを単連結冪零リー群とし、Nのリー代数が p-filiformであると仮定する。こ
のとき、非特異複素代数多様体X の基本群 π1(X, x)がN の格子ならば、π1(X, x)は 2-
ステップ冪零群または可換群である。

冪零リー代数の分類 ([3])から、p = 1の場合を考えると以下が分かる。

系 2.0.4. Nを単連結冪零リー群とし、Nのリー代数が filiformであると仮定する。この
とき、非特異複素代数多様体X の基本群 π1(X, x)がN の格子ならば、π1(X, x)は離散
ハイゼンベルグ群または可換群 Z2と同型である。

例 2.0.5. n次元リー代数 n = ⟨X1, . . . , Xn⟩を [X1, Xi] = Xi+1 (2 ≤ i ≤ n − 1), 他の
j < kに対して [Xj, Xk] = 0を満たすものとする。これは filiformであり、有理リー代数
の拡大となっているので、対応する単連結冪零リー群Nは格子Γを持つ。上の定理より、
条件 (W), (H)を満たす次数付けを持つためには n = 3であることが必要十分条件であ
る。また、例 1.2.3から次が従う。

Γがある非特異複素代数多様体の基本群となるための必要十分条件は n = 3である。

また、群の表示を用いた明示的な反例

Ln :=

〈
x1, . . . , xn

∣∣∣∣∣ [x1, xi] = xi+1 (1 ≤ i ≤ n− 1)

1 = [x1, xn] = [xj, xk] (2 ≤ j < k ≤ n)

〉
for n ≥ 4

を得る。
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3 今後の展望
混合ホッジ構造の、二重次数付けを用いた言い換えがよく知られている。

定理 3.0.1 ([7]). (V,W, F )が混合ホッジ構造であることと、複素化 VCが以下の条件を
満たす二重次数付けを持つことは同値である。

V p,q = V q,p mod
⊕

s+t<p+q

V s,t,

ここで、増大、減少フィルトレーションWC, F は以下で与えられる。

Wi(VC) =
⊕
p+q≤i

V p,q, and F i(VC) =
⊕

p≥i,q∈Z

V p,q.

Morganの判定条件を混合ホッジ構造（二重次数付け）の言葉で書き直す。

定理 3.0.2 ([5]). 複素化 nCは混合ホッジ構造の二重次数付け nC =
⊕

p,q≤0,p+q≤−1 np,qを
持ち、以下の条件 (W)を満たす。

(W): 誘導される二重次数付けHj(nC) =
⊕

s,t≥0,s+t≥1H
j
s,t (j = 1, 2)について以下が

成立する。

H1(nC) = H1
1,0 ⊕H1

0,1 ⊕H1
1,1

H2(nC) = H2
2,0 ⊕H2

1,2 ⊕H2
0,2 ⊕H2

1,2 ⊕H2
2,1 ⊕H2

2,2.

がともに混合ホッジ構造の二重次数付けである。つまり、Hj
p,q = Hj

q,p mod
⊕

s+t<p+q

Hj
s,t

今後の展望として以下の問題を考える。

問題 3.0.3. 定理 1.3.1を満たすが定理 3.0.2を満たさないリー代数の例は存在するか？

この問題は、二重次数付けにまで判定法を精密化する意義を問うものである。さらに
以下を考える。

問題 3.0.4. 定理 3.0.2を満たす冪零リー代数に関する必要十分条件を求めよ。

問題 3.0.5. 定理 3.0.2を満たす冪零リー代数に対応する単連結冪零リー群が格子 Γを持
つとする。このとき、Γを基本群に持つ非特異複素代数多様体を構成せよ。

ここまで解決することで、冪零リー群の格子に関する Serreの問題を解決することが
目標である。
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対称群のオブザーバブル直径

中島啓貴

1. 測度の集中現象
測度の集中現象は，「任意の 1-Lipschitz関数がほぼ定数関数となる」という現象で

あり，主に高次元空間で観察される．ここで，1-Lipschitz関数は Lipschitz定数が 1
以下の関数のことである．測度の集中現象は P. Lévyの仕事を拡張することで，V.
Milmanによって提唱されたものである．この現象が起こる空間の典型例は n次元単
位球面 Sn(1)である．Sn(1)は標準的なリーマン計量から定まるリーマン距離 dSn(1)

が備わっているものとする．Sn(1)上の 1-Lipschitz関数 f : Sn(1) → Rの例として 1
点からの距離関数を考えよう．すなわち一点 pn ∈ Sn(1)を固定して，fn : Sn(1) → R
を

fn(x) := dSn(1)(x, pn) for x ∈ Sn(1)

と定義する．このとき fnは点 x = pnにおいて最小値 0をとり，点 x = −pnにおい
て最大値 πをとる．したがって,この関数は定数関数ではないので「ほぼ」定数関数
の意味を明確にする必要がある．いま Sn(1)のリーマン体積測度を正規化したもの
をmSn(1) とおき，ε > 0に対して

mSn(1)({x ∈ Sn(1) : |fn(x) − π/2| ≥ ε})

という量を考える．これは fn の定義域において fn が π/2から離れている部分の割
合を表している．この量は次元 nが十分に大きいとき 0に近づくことが知られてい
る．すなわち，任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

mSn(1)({x ∈ Sn(1) : |fn(x) − π/2| ≥ ε}) = 0

が成り立つ．よって高次元の単位球面においては，この fnはほぼ π/2の値をとる定
数関数とみなせる．この例を踏まえると，以下のTheorem 1.1，すなわち Sn(1)にお
ける測度の集中現象が把握しやすい．
Theorem 1.1 (Lévyの補題 [5]). 任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

sup
f

inf
c∈R

mSn(1) ({x ∈ Sn(1) : |f(x) − c| ≥ ε}) = 0

が成り立つ．ただし，supは任意の 1-Lipschitz関数 f : Sn(1) → Rにわたって取る．
Theorem 1.1をみると，測度の集中現象は，一つの空間ではなく空間の列に対す

る主張であることが分かる．また Theorem 1.1には測度と距離が現れるので，測度
の集中現象は測度距離空間の列に対して定義することが自然である．完備可分距離空
間 (X, dX)がボレル確率測度mX を備えているとき，三つ組 (X, dX ,mX)を測度距
離空間と呼ぶ．ここで測度mX が確率測度であるとはmX(X) = 1を満たすことを
いう．紛れのないときには dX とmX を省略して単にX が測度距離空間であると述
べることにする．測度距離空間X に対して

Lip1(X) := {f : X → R | f : 1-Lipschitz}

The author is supported by JSPS KAKENHI Grant Number 22K13908.
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とおく．また，正の整数全体の集合を N := {1, 2, . . . }とおく．測度の集中現象が起
こるような空間の列を以下の Definition 1.2のように定義し Lévy familyと呼ぶ．
Definition 1.2 (Lévy family). 測度距離空間の列 (Xn)n∈Nが Lévy familyである
とは，任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

sup
f∈Lip1(Xn)

inf
c∈R

mXn
({x ∈ Xn : |f(x) − c| ≥ ε}) = 0

が成り立つことをいう．
Theorem 1.1は (Sn(1))n∈Nが Lévy familyであることを主張している．測度の集

中現象については，M. Ledouxの本 [4]にまとめられている．和書では T. Shioyaの
本 [11]がある．

2. オブザーバブル直径
測度の集中現象が起こるかどうかを特徴づける不変量のひとつにオブザーバブル

直径がある．オブザーバブル直径はM. Gromovによって [3]の §3 1
2 において導入さ

れたものである．A ⊂ Rに対して通常の直径を

diamA :=

{
0 if A = ∅
supx,y∈A |x− y| otherwise

と定義し，R上のボレル確率測度 µと実数 α ∈ [0, 1)に対してパーシャル直径を
diam(µ;α) := inf{diamA | A ⊂ R: ボレル集合, µ(A) ≥ α}

と定義する．このとき，測度距離空間X と κ ∈ (0, 1]に対してオブザーバブル直径は
以下のように定義される．

ObsDiam(X;−κ) := sup
f∈Lip1(X)

diam(f∗mX ; 1 − κ).

ここで，f∗mX は f : X → RによるmX の押し出し測度であり
f∗mX(A) := mX(f−1(A)) for A ⊂ R

によって定義される．f∗mX は R上のボレル確率測度になっている．また，任意の
κ ∈ (0, 1]に対して ObsDiam(X;−κ) <∞が成立することに注意する．
測度距離空間列 (Xn)n∈Nが Lévy familyであることは，任意の κ ∈ (0, 1)に対して

lim
n→∞

ObsDiam(Xn;−κ) = 0

が成立することとして特徴づけられる．測度距離空間X と実数 r > 0に対して，距
離をスケーリングした測度距離空間 (X, r · dX ,mX)を rX と表すことにする．この
とき

ObsDiam(rX;−κ) = r · ObsDiam(X;−κ)

が成立する．これより，測度距離空間列を適切にスケーリングすると必ずLévy family
にできることがわかる．すなわち，任意の測度距離空間列 (Xn)n∈N に対して，ある
正の実数列 (rn)n∈Nが存在して (rnXn)は Lévy familyとなる．オブザーバブル直径
のオーダーが分かれば，測度距離空間列をどの程度スケーリングすると Lévy family
になるかが分かるという意味でオブザーバブル直径のオーダー評価は重要である．測
度距離空間列 (Xn)n∈N が phase transition propertyを持つとは，ある正の実数
列 (rn)n∈N が存在して，任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(Xn;−κ) ≍ rn
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が成り立つことをいう．ここで非負実数列 (an)n∈N，(bn)n∈Nに対して an ≍ bnであ
るとは，ある実数 c, C > 0が存在して，十分大きな nに対して c · bn ≤ an ≤ C · bn
が成立することをいう．phase transition propertyは R. Ozawaと T. Shioyaによっ
て [8]において定義されたものである．今回の定義は [8]内で述べられている同値な
言い換えを採用している．
オブザーバブル直径のオーダーが決定されているような具体例についていくつか

紹介する．n次元単位球面については

ObsDiam(Sn(1);−κ) ≍ 1√
n

for any κ ∈ (0, 1)

が成立する (3 1
2 .20. in [3])．特に (Sn(1))n∈N は phase transition property を持つ．

Sn(1)のオブザーバブル直径の上からの評価は n次元単位球面上の等周不等式 (Lévy
の等周不等式 [2, 5] cf. Theorem 2.3 in [9])から従う．下からの評価は，1-Lipschitz
関数として一点からの距離関数をとることによって与えられる．この評価が最適であ
ることは一点からの距離関数の等位集合が等周不等式の解を与えることに由来する．
Rnを台集合としてユークリッド距離と n次元標準正規分布を備えた測度距離空間を
n次元ガウス空間 Γn と呼ぶ．Γn のオブザーバブル直径については

ObsDiam(Γn;−κ) ≍ 1 for any κ ∈ (0, 1)

が成立する．こちらも上からの評価は等周不等式で与えられ (cf. Corollary 2.6 in [4])，
下からの評価は第 1射影の等位集合が等周不等式の解を与えることから従う．台集合
を {0, 1}n として l1-距離と一様確率測度を備えた測度距離空間をハミングキューブ
Qn と呼ぶ．Qn のオブザーバブル直径については

ObsDiam(Qn;−κ) ≍
√
n for any κ ∈ (0, 1)

が成立する (cf. Corollary 4.10 in [7])．上からの評価は Hoeffding型の不等式を用い
てあたえられる (cf. Corollary 1.17 in [4])．等周不等式 ([1])を用いて与えることも
できる．下からの評価は 1点からの距離関数の等位集合が等周不等式の解を与えるこ
とから従う．上記のように，オブザーバブル直径のオーダーの決定は基本的にはその
空間における等周不等式を用いて行われる．

3. 対称群のオブザーバブル直径
今回は，N 次対称群SN のオブザーバブル直径のオーダーの決定を行った．N ∈ N

に対してSN は
SN := {σ : {1, . . . , N} → {1, . . . , N} | σ: 全単射 }

を台集合として，ハミング的距離
dSN

(σ, τ) := #{i ∈ {1, . . . , N} | σ(i) ̸= τ(i)}

と一様確率測度mSN
を備えた測度距離空間とする．

SN のオブザーバブル直径の上からの評価については以下の定理が知られていた．
Theorem 3.1 ([6] cf. Corollary 4.3 in [4] ). 任意のN ∈ Nと κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(SN ;−κ) ≤ 8
√

2N log(2/κ)

が成立する．
Theorem 3.1は確率論のMartingale的手法によって証明されている．今回は，The-

orem 3.1の評価と同じオーダーで下からの評価を得ることができた．
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Theorem 3.2. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

lim inf
N→∞

4√
N

ObsDiam(SN ;−κ) ≥ diam(γ1; 1 − κ)

が成り立つ．ここで γ1 は 1次元の標準正規分布である．
任意の κ ∈ (0, 1)に対して 0 < diam(γ1; 1− κ) <∞が成り立つことに注意すると

Theorem 3.1，3.2から以下の系が従う．
Corollary 3.3. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(SN ;−κ) ≍
√
N

が成り立つ．
交代群 AN についても Theorem 3.1，3.2と同様の評価を得ることができ，以下の

定理が成り立つ．
Theorem 3.4. 任意の κ ∈ (0, 1)に対して

ObsDiam(AN ;−κ) ≍
√
N

が成り立つ．
Corollary 3.3と Theorem 3.4によって [10]の Problems 4および 5が解決し，そ

れぞれ (SN )N∈N と (AN )N∈N は phase transition propertyを持つことが従う．
Theorem 3.2の証明のスケッチ. オブザーバブル直径を下から評価するには，良い評
価を与えるような具体的な1-Lipschitz関数 fN : SN → Rを見つければよい．K,n ∈ Z
を 0 ≤ K,n ≤ N を満たすものとする．1-Lipschitz関数 fN,K,n : SN → Rを

fN,K,n(σ) := #({0, 1, . . . ,K} ∩ σ({0, 1, . . . , n})) for σ ∈ SN

と定義すると (fN,K,n)∗mSN
は母数N,K, nの超幾何分布になる．したがって

fN := fN,⌊N
2 ⌋,⌊N

2 ⌋
とおくと超幾何分布に関する中心極限定理より，N → ∞で

(
4√
N

·
(
fN − N

4

)
)∗mSN

は標準正規分布 γ1 に弱収束する．よって

lim inf
N→∞

4√
N

ObsDiam(SN ;−κ)

≥ lim
N→∞

4√
N

diam((fN )∗mSN
; 1 − κ)

= lim
N→∞

diam((
4√
N

·
(
fN − N

4

)
)∗mSN

; 1 − κ)

= diam(γ1; 1 − κ)

を得る． □

Remark 3.5. n次元球面における評価のときと異なり 1点からの距離関数は最適な
オーダーを与えない．それどころか，今回の評価に用いた fN には距離関数が明示的
に表れないところは注目に値する．
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正方形杭問題とシンプレクティック幾何/層理論

浅野　知紘 (京都大学)∗

概 要
本稿では正方形杭問題とシンプレクティック幾何との関連を概観し, 最近の超局
所層理論からの進展, 特に講演者と池祐一氏による共同研究の成果 [AI25]につ
いて概説・報告する.

1 正方形杭問題

正方形杭問題 *1 とは,

問題 1.1 (正方形杭問題). ユークリッド平面 R2 内のジョルダン曲線 *2 が任意に与えら
れたとき, その上の相異なる 4点であって正方形の 4頂点をなすものが存在するか?

という問題である. この問題は Toeplitzによって 1911年に提起されたが, 今日におい
ても未解決である.
初期の重要な結果として，1929年に Schnirelmannが滑らかな曲線に対して同境理論
を用いて証明している．正方形杭問題に関する歴史や文献については，例えば [Mat14]
を参照されたい.
本講演では正方形杭問題の長方形への一般化について考える．[abcd] で頂点がこの順
に反時計回りに四角形を表すことにする *3. θ ∈ (0, π)が与えられたとき，長方形 [abcd]

であって，対角線 acと対角線 bdの交点を eとしたとき対角線のなす角度 ∠aebが θ と
なっているものを θ-長方形と呼ぶことにする.

問題 1.2 (長方形杭問題). ユークリッド平面 R2 内のジョルダン曲線と角度のパラメータ
θ ∈ (0, π)が任意に与えられたとき, その上の相異なる 4点であって θ-長方形の 4頂点を
なすものが存在するか?

注意 1.3. π
2 -長方形は正方形に他ならない. また, [abcd]が θ-長方形であることと, [bcda]

が (π − θ)-長方形であることは同値である.

∗〒606-8502 京都市左京区北白川追分町　京都大学　大学院理学研究科
e-mail: tasano[at]math.kyoto-u.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:24K16920)の助成を受けたものである。
キーワード：正方形杭問題，シンプレクティック幾何，超局所層理論
*1英語圏では “square peg problem”もしくは “inscribed square problem”と呼ばれる. 日本語では後者の
直訳で内接正方形問題と呼ばれることも多い. しかし, 内接という語が連想させる状態がこの問題の状況を必
ずしも反映しないので, ここでは前者の直訳として, 正方形杭問題という訳語をあてることにした.

*2連続単射 c : S1 → R2 の像
*3ここでは, 頂点の順序が異なる四角形, 例えば [abcd]と [bcda], は区別する.
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1977年ごろの Vaughanによる議論で, 任意のジョルダン曲線上に少なくとも一組, 長
方形の 4頂点をなす点たちをとれることが「向き付け不可能な閉曲面は 3次元ユークリッ
ド空間へ埋め込めない」といった基本的な事実の帰結として証明された.

2 Greeneと Lobbの先行研究

Greene と Lobb は [GL21] において, 長方形杭問題にシンプレクティック幾何が有効
に使えることを見出し, この問題を滑らかなジョルダン曲線に対して肯定的に解決した.
ここでは [GL23; GL24]の議論に従いながら, 彼らによる先行研究について触れる.

2.1 トーラスの埋め込み
まず，C 上の θ-長方形を見つける問題を別の問題に帰着しよう．以下，平面 R2 を複素
平面 Cと同一視する．4つの相異なる複素数 a, b, c, d ∈ Cに対して，四角形 [abcd]が θ-
長方形をなすことは {

1
2(a+ c) = 1

2(b+ d)

c− a = e−
√
−1θ(d− b)

と同値である. ここで，Rθ : C2 → C2 を行列(
1 1
−1 1

)−1(
1 0

0 e−
√
−1θ

)(
1 1
−1 1

)

で表現される線形写像とすると，上記の条件は Rθ

(
b

d

)
=

(
a

c

)
と書き直すことができ

る．z ∈ Cと θ ∈ (0, π)に対して，Rθ

(
z

z

)
=

(
z

z

)
であるから，C×Cの対角線∆C上で

Rθ は恒等写像であり，∆C は退化した（4点が等しい）長方形に対応する．したがって，
Jordan閉曲線 C ⊂ Cと θ ∈ (0, π)が与えられたとき，θ-長方形の存在を示す問題は，共
通部分から C ×C の対角線∆C を除いた集合について (C ×C)∩Rθ(C ×C) \∆C 6= ∅
を示す問題に言い換えられる．

2.2 正方形杭問題とシンプレクティック幾何
多様体 M に対して，その余接束 T ∗M はシンプレクティック多様体と呼ばれる構造

を持つ．M の局所座標を (x1, . . . , xn) として対応する余接座標を (ξ1, . . . , ξn) とすれ
ば，ωT∗M :=

∑n
i=1 dξi ∧ dxi は貼りあって T ∗M 上の非退化閉 2 次形式を定める．一

般に 2n次元多様体 N とその上の非退化閉 2次形式 ω の組 (N,ω)をシンプレクティッ
ク多様体と呼ぶ．2n 次元シンプレクティック多様体 (N,ω) が与えられたとき，その
部分多様体 L がラグランジュ部分多様体であるとは，dimL = n かつ i∗Lω = 0 とな
ることをいう．ここで iL : L → N は埋め込み写像である. N 上に時間変化する C∞

級関数 H = (Hs)s∈[0,1] : N × [0, 1] → R が与えられたとき, 時間変化するベクトル場
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XH = (XH
s )s∈[0,1] が ω(XH

s , -) = −dHs
*4 によって定まる. XH の積分によって定まる

アイソトピーをハミルトニアンアイソトピーといい, 時刻を固定したときに得られる N

の微分同相をハミルトン微分同相という. ハミルトン微分同相 ϕは ϕ∗ω = ω を満たす微
分同相写像（シンプレクティック微分同相）になる.
ここでは C ' T ∗Rと Rの余接束と同一視して，上のやり方でシンプレクティック多様
体とみなす．ジョルダン曲線 C が滑らかであると仮定する. このとき，C は T ∗Rのラグ
ランジュ部分多様体である．一般にラグランジュ部分多様体の直積はまたラグランジュ部
分多様体となるので，C × C は T ∗R2 のラグランジュ部分多様体となる．さらに, (Rθ)θ

は (時間変化しない) 関数 H(z1, z2) =
1
4 |z1 − z2|2 によって *5 定義されるハミルトニア

ンアイソトピーなので，各 θに対して Rθ(C × C)もラグランジュ部分多様体となる．し
たがって，(C × C) ∩Rθ(C × C)はふたつのラグランジュ部分多様体の交差となる．
次に, ∆C の部分でラングジュはめ込みとしての構造は保つように手術を行う．もし

(C ×C)∩Rθ(C ×C) \∆C 6= ∅ならば，手術後のラグランジュはめ込みはラグランジュ
埋め込み（部分多様体）となる．このラグランジュはめ込みのマスロス数と呼ばれる不変
量を計算すると 4になるのだが, Polterovichと Viterboのそれぞれ独立な 1990年ごろ
の結果から C2 内のラグランジュ部分トーラスのマスロフ数は 2 でなくてはならないの
で, これは埋め込みになりえない.
その後 [GL24] において C × C と Rθ(C × C) のラグランジュ交差フレアーコホモロ

ジーであって, 対角線 ∆C の寄与を排除したバージョンが構成された. 彼らはこれに付随
したスペクトル不変量の解析・評価を行うことで, 直径とそれが囲う領域の面積について
の条件をみたす長さ有限 *6 のジョルダン曲線に対して長方形杭問題を肯定的に解決した.

3 超局所層理論

層は局所と大域をつなぐ概念であり, 幾何学やそれ以外の分野で広い領域で有効に活
用されている. そして, 超局所層理論は層の超局所的な性質を調べる分野である. ここ
で超局所とは「方向込みの局所性」・「余接束における局所性」を意味する. この理論は
Kashiwara–Schapira によって 1980 年代から 1990 年頃に確立・整備されたが, その後
2006年から 08年頃の Nadler–Zaslowと Tamarkinの先駆的な仕事を皮切りにシンプレ
クティック幾何への応用が活発になった.
ここでは, 超局所層理論とそのシンプレクティック幾何への応用において重要な概念を

紹介したい.

*4文献によって符号が異なるので注意されたい.
*5ここでは T ∗R2 ' C2 の同一視のもと, C2 の座標で記述している.
*6折れ線近似の制度を良くしていくにしたがって, その長さがある有限の値に収束することをいう. 求長可能

(rectifiable) とも呼ばれる.
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3.1 層について
ここではまずはベクトル空間に値をとる層の定義を見てみよう. その前にいくつか記法

などを確認しておく.

• 位相空間X に対し, その開集合全体の集合を Open(X)とかく. 包含によって半順
序集合の構造をもち, 圏とみなせる. この圏のことも Open(X)とかく.

• 圏 C に対し, その反対圏を Cop とかく.
• 以下, 係数体 k を固定する. Vectk で k 上のベクトル空間と線形写像のなす圏と
する.

定義 3.1. 前層とは関手 F : Open(X)op → Vectk のことである. また前層の間の射とは,
関手としての自然変換のことである.

定義 3.2. 前層 F は次の条件 (降下 (descent) 条件) をみたすとき層とよばれる. 任意の
開集合 U ⊂ X と U の開被覆 (Uα)α∈I について,

F (U) →
∏
α∈I

F (Uα) ⇒
∏

α,β∈I

F (Uα ∩ Uβ)

がイコライザ図式になることである. ここで右側の 2つの射は Uα ∩ Uβ ⊂ Uα が誘導す
る射および Uα ∩ Uβ ⊂ Uβ が誘導する射である. また, 層の射とは, 前層としての射のこ
とをいう.

これまで, ベクトル空間に値をとる層について述べたが, より一般に上述のような降下
条件を定式化できる圏の対象たちは層の値として使うことができる. ここでは層の値とし
て主にベクトル空間の複体の圏を用いる. 複体間の射の間には自然にホモトピーの概念が
あるが, これを尊重した前層や層 *7 の定義が可能である. X 上の k上のベクトル空間の
複体に値をとる層たちのなす圏 *8 を Sh(X)とかく. また, 係数を別の圏 C に取り換えた
場合は Sh(X; C)などと書くことにする.
また, Sh(X)は閉な対称モノイダル構造⊗をもち,対応する内部Hom関手をHom(-, -)

とかく. さらに, f : X → Y が局所コンパクトハウスドルフ空間の間の連続写像のと
き, 関手 f∗, f! : Sh(X) → Sh(Y ), f∗, f ! : Sh(Y ) → Sh(X) が定義され, 随伴 f∗ a f∗

と f! a f ! が成立する. これらは 6 つの関手とそれら間の自然変換などのなす枠組みは
six-functor formalismとよばれる.

3.2 層のマイクロ台と µhom

X を可微分多様体として, F ∈ Sh(X) に対しマイクロ台とよばれる閉集合 SS(F ) ⊂
T ∗X が定義される.

*7この意味での層は homotopy sheafとか∞-sheafと呼ばれることも多いが, ここでは単に層とよぶ.
*8正確には無限圏である.
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定義 3.3. 任意の開集合 U ⊂ T ∗X について, SS(F ) ∩ U = ∅であることと次の条件が
同値になるように閉集合 SS(F ) ⊂ T ∗X が定義される.
x0 ∈ X と C∞ 級関数 ϕ : X → R であって dϕ(x0) ∈ U を満たす任意の組に対し,

V = {x ∈ X | ϕ(x) < ϕ(x0)}とし Bε(x0) ⊂ X を x0 中心・半径 εの開球 *9 とすると
き, 制限写像が誘導する

colim
ε→0+

F (V ∪Bε(x0)) → F (V )

が擬同型になる.

これは雑に述べれば, V をその境界の x0 において dϕ(x0)が指定する方向にわずかに
拡げたときに, V 上の関数ら F (V )について (コホモロジーのレベルでの) dϕ(x0)方向へ
の解析接続の存在と一意性の成立を意味する. すなわち, SS(F )はこれが成り立たない方
向の全体であり, 層のある種の特異性を表す. 定義から SS(F )は錐状, 即ち T ∗X へのス
カラー倍による R>0-作用で保たれることもわかる. また, 次の基本的な性質は証明も容
易だが, 重要なので明示しておく.

補題 3.4. 多様体上の層 F,G,H ∈ Sh(X)に対して, そのマイクロ台は次を満たす.

(1) SS(F [1]) = SS(F ).
(2) F → G → H が Sh(X) における (コ) ファイバー列のとき, SS(G) ⊂ SS(F ) ∪

SS(H).

次の補題はMorse理論において「値を特異値をまたがずに変化させる場合に劣位集合
がホモトピー型を変えない」という主張の対応物である.

補題 3.5 (超局所 Morse の補題). 層 F ∈ Sh(X) および C∞ 級関数 f : X → R と
a, b ∈ R ∪ {+∞}であって a < bをみたすものが与えられている.

(i) f は Supp(F )上で固有である
(ii) 任意の x ∈ f−1([a, b))について, df(x) /∈ SS(F )

をみたすとき, 制限射 F
(
f−1((−∞, b))

)
→ F

(
f−1((−∞, a))

)
は擬同型である.

一方,「特異値をまたぐ」つまり df(x) ∈ SS(F ) なる x ∈ f−1([a, b)) における変化は
マイクロ茎 (microstalk) や, それと密接にかかわる µhomとよばれる概念によって記述
できる.「特異値をまたぐ」場合の主張の一つの具体的なバージョンが後述の補題 3.7で
ある.

*9ここで Bε(x0)の定義においては X に任意にリーマン計量を固定するが, このチョイスは SS(F )の定義に
影響しない.
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定義 3.6. F,G ∈ Sh(X)に対し, µhom(F,G) ∈ Sh(T ∗X)が

µhom(F,G) := µ∆X
Hom(q∗2F, q

!
1G)

によって定義される. ここで, q1, q2 : X ×X → X はそれぞれ射影, ∆X ⊂ X ×X は対
角集合, µ∆X

は超局所化関手である.

超局所化関手は特殊化関手と Fourier–Sato 変換の合成として定義されるが, これ
らの定義および解説は割愛する. 一般に µhom(F,G) の台はマイクロ台の共通部分
SS(F ) ∩ SS(G)に含まれる. µhomは超局所層理論における非常に重要な概念で, 今回の
応用においても大きな役割を果たしている.

3.3 Tamarkin圏とフィルター付き複体の層
超局所層理論の幾何への応用のための大きな方針の一つに「幾何的な対象によい層を
対応させ, その層を解析し, そこから幾何的な帰結を得る」というものがある. 層のマ
イクロ台は常に錐状であった. 錐状でない対象を層理論で扱うための Tarmakin による
アイディアは多様体M ではなくM × Rt 上の層を考えるというものでった. 写像 ρ を
ρ : {(x, t; ξ, τ) ∈ T ∗(M × Rt) | τ > 0} → T ∗M ; (x, t; ξ, τ) 7→ (x; ξ/τ) によって定義す
る. 任意の A ⊂ T ∗M に対し, その逆像 ρ−1(A)は錐状である.
F ∈ Sh(M × Rt)に対し, SS•(F ) ⊂ T ∗M × Rt およびMS(F ) ⊂ T ∗M を,

SS•(F ) := SS(F ) ∩ {(x, t; ξ, 1)}, MS(F ) := ρ(SS(F ) ∩ {(x, t; ξ, 1)})

として定義する. ただし, ここで T ∗(M × Rt)の部分集合 {(x, t; ξ, 1)}をM の 1-jetの
空間 T ∗M × Rt と同一視している.
ここから少し圏論的な準備を進める. 補題 3.4より, SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≤ 0}を
満たす F たちのなす部分圏は安定部分圏になる. そのため, 安定圏としての商

T (T ∗M) := Sh(M × Rt)/{F ∈ Sh(M × Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≤ 0}}

を定義できる. この圏 T (T ∗M) は Tamarkin 圏とよばれる. MS(F ),SS•(F ) は F を
T (T ∗M) における同型でとりかえても同じ集合になるし, µhom(F,G) を {(x, t; ξ, τ) |
τ > 0} に制限したものは T (T ∗M) における同型で不変である. また商関手 Sh(M ×
Rt) → T (T ∗M)は右随伴と左随伴をもち, どちらも忠実充満である. 右随伴・左随伴どち
らもその像は {F ∈ Sh(M×Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≥ 0}}に含まれるので,どちら
かの随伴関手を用いて T (T ∗M)を圏 {F ∈ Sh(M×Rt) | SS(F ) ⊂ {(x, t; ξ, τ) | τ ≥ 0}}
の部分圏とみなすことができる.
M が一点 ptのときの圏 T (T ∗pt)を T と略記する. 実は, T はフィルター付き複体の

導来圏の部分圏とみなすことができる. 例えば [KSZ23]を参照されたい.
ここで, p1, p2 : R2 → Rt を各成分への射影とし s : R2 → Rt を s(t1, t2) = t1 + t2 と
定める. T は F,G ∈ T に対し F ? G := s!(p

∗
1F ⊗ p∗2G) と定めることで閉な対称モノイ
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ダル構造をもつ. また, 無限圏としての性質もよく, 層の係数として採用した場合にも T
係数版の six-functor formalismが機能する. そして自然な同一視 T (T ∗M) ' Sh(M ; T )

が存在する. これによって T (T ∗M)にも閉な対称モノイダル構造が定義できる. さらに
F,G ∈ T (T ∗M)に対し, T -値の射の集合 HomT (F,G) ∈ T が定義される. これをフィ
ルター付き複体とみなすと (Hom(F, TaG))a∈R が対応する *10. この a ∈ R を動かした
ときの構造の変化を µhomによって記述するのが次の補題である.

補題 3.7. F,G ∈ T (T ∗M)とし, MS(F )とMS(G)はコンパクトであると仮定する. こ
のとき, 次の (コ) ファイバー列が存在する

colim
ε→0+

Hom(F, Ta−εG) → Hom(F, TaG) → µhom(F, TaG)({τ > 0}).

また, コンパクト台ハミルトニアンアイソトピーの時刻 1での写像 ϕ : T ∗M → T ∗M

が与えられたとき, ϕは圏 T (T ∗M)にも作用する. 記号の濫用だが, この圏への作用も ϕ

とかく. すると. MS(ϕF ) = ϕ(MS(F ))が成立する.

3.4 ラグランジュ部分多様体の層量子化
ラグランジュ部分多様体などのよい集合 L ⊂ T ∗M に対して, FL ∈ T (T ∗M) を

MS(FL) = Lみたす “よい” 層 *11 を構成することは重要な研究課題であり, 今日までに
いろいろな研究がなされている. この層 FL は Lの層量子化とよばれ, Lの性質をよく反
映している. 以前はフレアー理論でしかアプローチでなかった種類の問題に, 今では層量
子化を用いることでも取り組めるようになってきている. また層量子化とフレアー理論や
深谷圏との関連も年々明らかになってきている.

例 3.8. C∞ 級関数 f ∈ C∞(M)の外微分 df : M → T ∗M の像 Γdf は完全ラグランジュ
部分多様体である. ここで閉集合 Zf ⊂ M × Rt を, Zf := {(x, t) | f(x) + t ≥ 0}とおけ
ば, kZf

は Γdf の層量子化である. ただしここで kZf
は Zf 上の階数 1の定数層を包含写

像で押し出して得られるM × Rt 上の層である.

コンパクト完全ラグランジュ部分多様体 L ⊂ T ∗M に対して, Guillermouと Viterbo
によって独立な構成法が知られている. ここでは Viterboの方針での層量子化の構成を紹
介する. 大雑把に言うと「フレアー複体の族 (CF ∗(T ∗

xM,L))x∈M を束ねる」ことによっ
てなされる. より正確には次の様に実行できる. C∞(M)を各点の値の比較によって半順
序集合とみなす. f1 ≤ f2 の場合, 自然な射 Γ−df1 → Γ−df2 が T ∗M の深谷圏において存
在する. 開集合 U ⊂ M に対し, C∞(M,U) ⊂ C∞(M)で C∞ 級関数 f : M → Rであっ
て U の閉包のある近傍上で 0になっている関数の全体とし, これも半順序集合とみなす.

*10 a ∈ Rに対し, Ta : Rt → Rt を Ta(t) := t+aで定める. これは Ta∗ : Sh(Rt) → Sh(Rt)は Ta : T → T
を誘導する. また今後, 記号の濫用だが T ∗(M × Rt)などの他の空間の t方向のシフトやそれらが誘導する
関手も Ta とかく.

*11 “よい” の意味については, ここでは詳しく述べない.
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そして F pre(U) := colim
f∈C∞(M,U)

CF ∗(Γ−df , L) と定義する. ただしここで CF ∗(Γ−df , L)

はフィルター付き複体であり, 余極限もフィルター付き複体として取る. U1 ⊂ U2 に対
し, C∞(M,U2) ⊂ C∞(M,U1)であるから, 自然に F pre

L (U1) → F pre
L (U2)が定義できる.

ここで現れるフィルター付き複体たちは自然に T の対象とみなすこともできる. これは
さらに, F pre

L はM 上のフィルター付き複体の圏もしくは圏 T に値をとる前層を与える.
F pre
L の x ∈ M での茎 colim

x∈U
F pre(U)は CF ∗(T ∗

xM,L)と同一視できる. F pre
L の層化 *12

を FL とかく. FL は同一視 Sh(M ; T ) ' T (T ∗M)のもと Lの層量子化になっている.

3.5 層の間の距離とその完備性
Tamarkin圏 T (T ∗M)上に自然にインターリービング距離 *13dI が定まる. ここでは
定義は割愛して重要な性質を 2つ紹介する.

命題 3.9. コンパクト台ハミルトニアンアイソトピーの時刻 1での写像 ϕ : T ∗M → T ∗M

に対して，不等式 dI(F,ϕF ) ≤ ‖ϕ‖Hof が成り立つ．ここで ‖ϕ‖Hof は, ϕを時刻 1の写像と
してもつコンパクト台ハミルトニアンアイソトピーを生成するH = (Hs)s∈[0,1] : T

∗M ×

[0, 1] → Rすべてにわたった下限 inf
H

∫ 1

0

(
max

p∈T∗M
Hs(p)− min

p∈T∗M
Hs(p)

)
dsによって定

義される.

命題 3.10. dI は完備である. 即ち任意の Cauchy列に収束先が存在する.

4 主結果と証明の概略

4.1 主結果
ここで, 我々の主結果を述べる. その前に, e : R → S1 を普遍被覆とし, λ = ξdx ∈

Ω1(T ∗R)としておく.

定義 4.1. 連続単射 c : S1 → T ∗Rが連続ルジャンドルリフトを許容する *14 とは, 滑ら
かな埋め込みの族 (cn : S

1 → T ∗R)が存在し, 次の条件をみたすことをいう.

(i) cn は cに C0 収束する.
(ii) fn : R → Rを (cn ◦ e)∗λの原始関数 *15 とする. (fn)n はある連続関数 f : R → R
に広義一様収束する.

また, この条件は c : S1 → T ∗Rの S1のパラメータの取り換えで不変である. 像である
ジョルダン曲線 c(S1)についても連続ルジャンドルリフトを許容するか否かを定義する.

*12層の圏の前層の圏への包含の左随伴. 茎を保つ.
*13正確には拡張擬距離である. 値が +∞になりうるし, d(F,G) = 0は F と Gが同型であることを一般には
導かない. 一方で, 追加の条件を課せば d(F,G) = 0から F と Gの同型を導けるようになることも多い.

*14一般的な用語ではなくここだけの呼称である.
*15原始関数には定数分の任意性があるが, この定数については都合のいいように選んでよい.
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定理 4.2 ([AI25]*16). C ⊂ T ∗R が連続ルジャンドルリフトを許容するとき, 任意の
θ ∈ (0, π)についてとき, C 上の相異なる 4点であって θ-長方形の 4頂点をなすものが存
在する.

この結果は, 多くの先行研究の結果を包含し, 正方形 (θ = π
2 )の場合に限っても真に新

しい. 例えば, C が長さ有限ならば, C は連続ルジャンドルリフトを許容することから次
が従う.

系 4.3. C が長さ有限のとき, 任意の θ ∈ (0, π) についてとき, C 上の相異なる 4 点で
あって θ-長方形の 4頂点をなすものが存在する.

注意 4.4. 連続ルジャンドルリフトを許容しないジョルダン曲線も多く存在する. 与えら
れたジョルダン曲線が連続ルジャンドルリフトを許容するか否かを判定するのは一般に
は難しい. この条件の良い判定方法や特徴付けについては考察の余地が残されている.

4.2 層量子化の構成
以下, k = F2 とおき, スカラー倍により C が囲う有界開領域の面積は π である

としてよい. まず滑らかな C ⊂ T ∗R に対し, C × C ⊂ T ∗R2 の層量子化 FC
*17

を構成できる. C × C は単調 (monotone) とよばれる性質をみたし, かつ Fukaya–
Oh–Ohta–Onoによる bounding cochainを許容するので, bounding cochainを指定する
ことで, f ∈ C∞(R2), x ∈ R2に対しフレアー複体CF ∗(Γ−df , C×C), CF ∗(T ∗

xR2, C×C)

らが定義できる. すると Viterboの構成を適用でき *18, C × C の層量子化 FC が構成で
きる *19.
c が滑らかでない場合, 滑らかな写像の族 (cn : S

1 → T ∗R)n であって c に C0 収束す
るものをとる. ただし, Cn = cn(S

1) の囲む面積も π であるようにしておく. Cn らが
Hofer 距離の意味で Cauchy 列になることを証明できる *20. これと命題 3.9 から, FCn

が層の距離に関して Cauchy 列になることが確認できる. 命題 3.10 の完備性により, 極
限の対象が存在し, 実は一意的である. これを FC と書き C ×C の層量子化とよぶことに

*16Stéphane Guillermou氏も同様の結果を独立に得ている. 超局所層理論を用いる点・パーシステンス加群の
変化する位置に注目する点は共通しているが, 議論の詳細は我々のものとは異なる.

*17C × C の層量子化であるので, FC×C とかく方が自然であるが, 表記を短くするために FC とかくことに
した.

*18このことについては今現在, きちんと書かれている文献はおそらく存在していないので注意されたい. [AI25]
ではGuillermouによる構成の応用として層量子化を構成したので, この議論は使われていない.

*19 ラグランジュ部分多様体 C × C の単調性は, FC には TπFC ' FC [−2]という性質 (もしくは構造) とし
て反映される. シフト関手 [−2]によって Rt/πZ方向にひねられた R2 × Rt/πZ上の “層”の引き戻しとし
て FC を記述できる. この “層”はねじれ層 (twisted sheaf) と呼ばれ, これらに対する超局所層理論も機能
する. [AI25]においては FC は引き戻す前のねじれ層として定義されている. 以下では, 本当はねじれ層と
して議論する必要がある部分があるのだが, この部分は誤魔化すことにする.

*20具体的にハミルトンアイソトピーを構成する. ここでは円盤やアニュラスの間の双正則写像を構成の手掛か
りにした.
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する. これはMS(FC) = C × C をみたす. 一方で, SS•(FC)の決定は一般には難しいの
だが, C が連続ルジャンドルリフトを許容するという仮定があると, 定義 4.1の記号を用
いて,

SS•(FC) = {(c ◦ e(s1), c ◦ e(s2),−f(s1)− f(s2)) | s1, s2 ∈ R} ⊂ T ∗R2 × Rt (4.1)

であることを確認できる. このとき,任意の a ∈ R\πZについて SS•(FC)∩Ta SS
•(FC) =

∅が成り立っている.

4.3 パーシステンス構造の解析
T -値の射の空間 HomT (FC , RθFC) ∈ T はフィルター付き複体としては

(Hom(FC , TaRθFC))a∈Rに対応する. このフィルター付き複体 (Hom(FC , TaRθFC))a∈R

は次数を決めてコホモロジーをとると通常の意味でのパーシステンス加群を与える. 証明
の基本方針としては次のようになる.

(A) パーシステンス加群の変化は交差 (C × C) ∩ Rθ(C × C) の部分集合によって生
じる.

(B) しかし自明な交差 ∆C の寄与によって生み出される変化を捉えても θ-長方形につ
いての情報を得られない. よって, ∆C が寄与できるパーシステンス加群の変化の
位置に制約を与える.

(C) ∆C が寄与できない位置にパーシステンス加群の変化を見つける.

以下, 順に議論を概説する.
(A) パーシステンス加群の変化は補題 3.7 によって µhom によって与えられる.
µhom(F,G)の台は SS(F ) ∩ SS(G)に含まれた. そして SS(FC)の SS(TaRθFC)の ρに
よる像が, C × C および Rθ(C × C)である.
(B) まず, ジョルダン曲線が連続ルジャンドルリフトを許容すると仮定する. すると任意
の a ∈ R \ πZに対し,

SS•(FC) ∩ SS•(TaRθFC) ∩ ρ−1(∆C) = ∅ (4.2)

であることが, 式 (4.1)と層に対する Ta と Rθ が SS• に自然に作用することから確認で
きる. 補題 3.7からパーシステンス加群の変化は µhom(FC , TaRθFC)のコホモロジーに
よって記述される. 特に ∆C 由来の寄与は

Fa,θ := µhom(FC , TaRθFC)|ρ−1(∆C)

のコホモロジーが担っている. 式 (4.2)から Fa,θ の台が空集合であり, ∆C 由来の寄与は
自明であることがわかる.
(C) ある a = aθ ∈ (0, π)においてパーシステンス加群の変化が生じることを示す. この
議論が最も非自明な考察を含むのだが, ここでは割愛する. フィルトレーションのパラ
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メータ aだけでなく θ を [0, π]の範囲で動かすことが重要になる. この部分では C が連
続ルジャンドルリフトを許容することは仮定しなくてよい. 一方で, C の R2 の部分集合
としてのルベーグ測度が 0であることは仮定する *21 *22.

5 今後の課題

一般のジョルダン曲線 C についてもルベーグ測度が 0ならばある 0 < aθ < π でパー
システンス加群に変化が生じることは証明することができた. この aθ に対応する変化を
生み出している C × C と Rθ(C × C)の交差が ∆C の点ではないことが証明できればよ
い. ∆C の寄与は Fa,θ := µhom(FC , TaRθFC)|ρ−1(∆C) のコホモロジーとして定式化で
きる. 連続ルジャンドルリフトを許容するという仮定の下では，Fa,θ の台が空集合であ
ることが言えて, 証明がうまくいった. 仮定がないと, この台の評価がうまくいかなかく
なる. しかしそれでも Fa,θ が層として 0である可能性はあり, それならば十分である. ま
た, Fa,θ が層として 0 でなくとも, その大域的なコホモロジーが 0 なだけでも十分であ
る. いずれにせよ, 層 Fa,θ をより精密に調べられればよさそうである. しかしながら現状
では, Fa,θ をより精密に調べられるまでには, µhomに対する知見が足りていないように
思われる. この種の滑らかでない対象に付随した層の µhomの解析・計算は, 今回扱った
杭問題以外の観点からも現状の重要な課題である.
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BERKOVICH GEOMETRY AND METRIC SYZ CONJECTURE

KEITA GOTO

Abstract. This paper is written for the proceedings of the 72nd Geometry Symposium. In recent
years, Berkovich geometry has gained recognition through its various applications. One notable
example is its contribution to mirror symmetry in the sense of Strominger–Yau–Zaslow. In this
paper, we discuss the so-called Metric SYZ Conjecture, a weaker variant of their mirror symmetry
proposal, and explain how Berkovich geometry offers an effective perspective on it.

1. Introduction

Let (X,L) be a projective Calabi–Yau manifold X of dimCX = n polarized by an ample line
bundle L on X. Here, our Calabi–Yau condition merely requires the existence of a nowhere vanishing
holomorphic volume form Ω ∈ H0(X,KX) on X, which yields a measure µ on X induced by Ω ∧ Ω.
By Yau’s celebrated theorem [Yau78], one has a unique metric ω ∈ c1(L), which is called the
Calabi–Yau metric, satisfying the Monge–Ampère equation

ωn = (Ln)
µ

µ(X)
. (1.0.1)

For these Calabi–Yau manifolds, one can consider the following fibration:

Definition 1.1 (SYZ fibration). Keep the same notation as above. Let U be an open subset of X.
A map f : U → B, where B is a manifold of dimRB = n, is called an SYZ fibration on U for L if f
is a smooth torus fibration such that ImΩ|f−1(b) = 0 and ω|f−1(b) = 0 hold for any b ∈ B.

SYZ fibrations play essential roles in mirror symmetry in the sense of Strominger–Yau–Zaslow
[SYZ96]. Motivated by their program, we focus on the following problem: Let

(X ,L)→ D∗ := {t ∈ C | 0 < |t| < 1} (1.0.2)

be a holomorphic family of polarized Calabi–Yau manifolds (Xt,Lt), where X is defined over the
field C((t))mero of convergent Laurent series, and L is a relatively ample line bundle on X .

Conjecture 1.2 (Metric SYZ conjecture; see [Li23, Conjecture 1.1]). Assume that the above X is
maximally degenerate (for instance, type III degenerations for K3 surfaces), which is defined in § 2.3.
Then, for any sufficiently small ε > 0, there exists δ > 0 such that, for any t ∈ D∗ with |t| < δ, one
has an SYZ fibration ft : Ut → Bt from some open subset Ut ⊂ Xt with

∫
Ut

µt ≥ 1− ε to some Bt.

Since this concerns one-parameter families, it is helpful to have a geometry over C((t)) that
resembles the geometry over C. Berkovich geometry provides such a natural framework of analytic
spaces over a valued field such as (C, | · |) and K :=

(
C((t)), e−ordt(·)

)
. Furthermore, we may consider

analytic spaces over a Banach ring. Here, we recall the hybrid norm | · |hyb on C. This is a map
| · |hyb : C→ R≥0 defined by |z|hyb := max{|z|, 1} for z ̸= 0, and |0|hyb := 0. As a Banach ring over
(C, | · |hyb), we can consider the hybrid ring A defined as follows:

(A , || · ||hyb) :=

{
f =

∑
α∈Z

cαt
α ∈ C((t))

∣∣∣∣∣ cα ∈ C, ||f ||hyb :=
∑(

|cα|hyb · e−α
)
<∞

}
. (1.0.3)

We may assume the above X is also defined over A . Since any algebraic scheme X over a Banach
ring B admits an associated analytic space Xan over B, we obtain three kinds of analytic spaces
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associated with X : the one-parameter family X , the A -analytic space X hyb := X an
A , and the

K-analytic space X an
K . In particular, there exists a fibration

πhyb : X hyb → ∆ := {t ∈ C | |t| ≤ e−1} (1.0.4)

such that X hyb|∆\{0} ≃ X|∆\{0} and X hyb|t=0 ≃ X an
K . This structure suggests a deep relationship

between complex analytic spaces and K-analytic spaces. In fact, by making use of such analytic
spaces, one can derive the following result:

Theorem 1.3 ([GO24, Theorem 1.3]). Set n ∈ Z>0. If (X ,L) is a maximally degenerating family
of n-dimensional polarized abelian varieties, then Conjecture 1.2 holds. Furthermore, there exists a
continuous fibration f : X hyb → B over ∆ such that ft : Xt → Bt is an SYZ fibration for Lt over
t ̸= 0, and f0 : X an

K → B0 is a NASYZ fibration for LanK over t = 0, which is a non-Archimedean
analog of the SYZ fibration defined in Definition 2.3.

Besides, let (X ,L) be a maximally degenerating family of n-dimensional Calabi–Yau complete
intersections Xt (abbreviated as CYCI ) in a toric Fano variety Y given by the Batyrev–Borisov
construction (see [Gro05, §3]). In particular, one has a closed immersion X ↪→ Y × D∗ over D∗.
Denote the character group of the maximal torus of Y by M , and its cocharacter group by N . For
a pair (X,L) := (XK ,LK), the Batyrev–Borisov construction gives two polytopal complexes: the
essential skeleton Sk(X) ⊂ NR(:= N ⊗Z R) of X and the tropical sphere AL ⊂ MR(:= M ⊗Z R)
associated to L, endowed with natural Lebesgue measures µ and ν. Furthermore, this construction
also gives the support function ϕL : NR → R of the Newton polytope of L (as an ample line bundle
on YK := Y ×C SpecK). After taking a suitable finite base change, we can obtain the following
sufficient condition of Conjecture 1.2 for the family (X ,L) of CYCIs:

Theorem 1.4 ([GY24, Theorem 1.2]). Keep the same notation as above. If there is a convex function
ϕ : NR → R with supx∈NR |ϕ(x)− ϕL(x)| <∞ such that the real Monge–Ampère equation

MAR(ϕ|σ) = ν(AL) ·
µ|σ

µ(Sk(X))
(1.0.5)

holds for any open face σ ⊂ Sk(X), where MAR(ϕ|σ) is the real Monge–Ampère operator for the
convex function ϕ|σ defined over σ as an open set of the affine hull aff(σ) ≃ Rn of σ (see, e.g., [Vil21,
Definition 4.1]), then Conjecture 1.2 holds for the family (X ,L) of CYCIs.

2. Berkovich Geometry

2.1. How to extend the framework of complex analytic spaces. Consider an n-dimensional
complex affine space Cn with coordinates z1, . . . , zn, and its coordinate ring An := C[z1, . . . , zn].
Any point x ∈ Cn yields the evaluation map | ·(x)| : An → R≥0 defined by |f(x)| for any f ∈ An.
Obviously, this map satisfies the following: for any f, g ∈ An,

(i) |fg(x)| = |f(x)| · |g(x)| (multiplicativity),
(ii) |(f + g)(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| (triangle inequality),
(iii) |0(x)| = 0 and |1(x)| = 1 (which guarantees the emptiness for the zero ring).

If a map χ : An → R≥0 satisfies the above three conditions, χ is called a semi-valuation on An.
Further, the map | ·(x)| also satisfies the following bounded condition: for any a ∈ C ⊂ An,

(iv) |a(x)| ≤ |a|, that is, the restriction of | ·(x)| to C is bounded by the norm | · | on C.
Denote by An,an

C the set of all semi-valuations χ on An that satisfies the above bounded condition
(iv). By Ostrowski’s theorem [Ost16], any χ ∈ An,an

C is given by the evaluation map | ·(x)| associated
to some unique x ∈ Cn. Namely, there exists a natural bijection Cn ≃ An,an

C . Moreover, this can be
seen as a homeomorphism by equipping An,an

C with the weakest topology such that, for any f ∈ An,
the associated map |f( ·)| : An,an

C → R, which is defined by |f(χ)| := χ(f), is continuous. Under
this identification, one can also rephrase analytic functions on An,an

C based on semi-valuations, by
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considering the uniform seminorm ∥·∥V := supx∈V | ·(x)| on An for each compact subset V ⋐ An,an
C .

More precisely, first denote by B(V ) the completion of the ring of rational functions without poles
on a compact subset V ⋐ An,an

C , with respect to the induced norm by ∥·∥V . Then, by the Oka–Weil
approximation theorem (see [Oka36] and [Wei35]), for any open set U ⊂ An,an

C and x ∈ U , there
exists a compact neighborhood V ⋐ U of x such that, for any f ∈ Oan(U), one has f |V ∈ B(V ). In
particular, these B(V ) in turn recover Oan(U) by gluing.

The above rephrased construction of (Cn,Oan
Cn) remains valid even when (C, | · |) is replaced by a

unital commutative Banach ring (B, ∥·∥). This is how we obtain an n-dimensional Berkovich affine
space

(
An,an

B ,Oan
An

B

)
as a locally ringed space. In particular, we may consider the case when n = 0 by

setting A0 := B. Then A0,an
B is often written as M (B), which is called the Berkovich spectrum of

B. It is a notable fact that M (k) is a singleton for any complete valuation field k. In the same way
as complex analytic spaces, general B-analytic spaces are given by gluing locally closed subspaces
of An,an

B together. For instance, any scheme X locally of finite type over B induces its associated
B-analytic space Xan. Furthermore, each morphism f : X → Y between such schemes induces its
associated morphism fan : Xan → Y an. In particular, the structure morphism π : X → B induces
πan : Xan → M (B). Note that, for the hybrid ring A defined by (1.0.3), one has M (A ) ≃ ∆
(see [Poi10, Proposition 2.1.1]), and the fibration πhyb : X hyb → ∆ in (1.0.4) is nothing but the
associated morphism to the structure morphism π : X → A . For further details; see [LP24].

In what follows, we consider k-analytic spaces, where k is a complete valuation field. For simplicity,
let X be a projective variety over k, and L an ample line bundle on X. If k = (C, | · |), since
Xan = X(C) is Kähler, the ddc-lemma implies that any closed (1, 1)-form on X(C) is locally given as
a potential. This observation leads us to the pluripotential theory over an arbitrary k-analytic space.

Definition 2.1. A singular metric (resp. continuous metric) ϕ on Lan is a family of upper semi-
continuous functions (resp. continuous functions) ϕs : U

an → R ∪ {−∞} (resp. R) given for any
open subscheme U ⊂ X and any nowhere-vanishing section s ∈ H0(U,L), such that the family ϕ is
compatible with the restriction of sections, and ϕfs = − log |f(·)|+ ϕs holds for any f ∈ H0(U,O×

U ).

Furthermore, one can define the class PSH(Xan, Lan) of semi-positive metrics on Lan, which are
possibly singular metrics on Lan; see [BE21, § 7.1] for details. In particular, if k = (C, | · |), then
the above PSH(Xan, Lan) coincides with the space of semi-positive metrics on L(C) in the usual
sense (see [PS23, Theorem 2.24]). As in usual pluripotential theory, each ϕ ∈ PSH(Xan, Lan) yields
a positive Radon measure MA(ϕ) on Xan of total mass (Ln), where n := dimX. This MA(·) is
called the Monge–Ampère operator, and it serves as an analogue of taking the measure associated to
the volume form ωn for any closed (1, 1)-form ω on a projective complex manifold. More precisely,
we obtain the following map:

MA(·) : PSH(Xan, Lan)/R→ {positive Radon measures on Xan of total mass (Ln)} . (2.1.1)

See [CLD12, § 3.7] for the non-Archimedean case, and [BE21, § 8] for the general case and details.

2.2. Non-Archimedean analytic spaces. In this section, we focus on Berkovich analytic spaces
over K :=

(
C((t)), e−ordt(·)

)
. Let X be a smooth projective K-variety. An snc model X of X (over

R := C[[t]]) means a projective flat regular R-scheme with X ≃XK := X ×R SpecK such that the
special fiber X0 := X ×R Spec (R/(t)) has a simple normal crossing support, where we do not need
its reduced-ness. The stratification of X0 gives rise to the dual intersection complex Sk(X ), which
is a simplicial complex and can be embedded into Xan respecting each multiplicity of the irreducible
component of X0. Furthermore, X also yields a strong deformation retract ρX : Xan → Sk(X ),
which is called a Berkovich retraction associated to X . These retractions are compatible with
projective birational morphisms between snc models. This actually yields a homeomorphism

Xan ≃ lim←−
X : snc

Sk(X ). (2.2.1)
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In addition, we have the following analog of the result in [Yau78], which was proved under a mild
assumption in [BFJ15, Theorem A], and later in greater generality in [BGGJ+20, Theorem D]:

Theorem 2.2. Let L be an ample line bundle on X, and n := dimX. For any positive Radon
measure µ on Xan of total mass (Ln) that is supported on a dual complex Sk(X ) associated to some
snc model X of X, there exists a unique metric ϕ ∈ PSH(Xan, Lan)/R such that MA(ϕ) = µ.

2.3. Calabi–Yau case. In the sequel, we further assume that the K-variety X discussed in § 2.2
is Calabi–Yau, meaning that KX ≃ OX . In addition, by the semistable reduction [KKMSD73], we
may assume the existence of a semistable snc model X , meaning that X0 is reduced. Then one
can consider the essential skeleton Sk(X) ⊂ Xan of X, which is introduced in [KS06], and studied
in [MN15], [NX16], and [BJ17]. In particular, it is known that Sk(X) is a pseudo-manifold, and
Sk(X) ⊂ Sk(X ) ⊂ Xan holds for any snc model X of X. Also, one has dimR Sk(X) ≤ dimX. We
say X is maximally degenerate if dimR Sk(X) = dimX. From now on, we further assume that our
X is maximally degenerate. Then Sk(X) has a (non-canonical) Z-affine structure away from some
singular locus Γ of codim ≥ 2, which yields a Lebesgue type measure µ on Sk(X) (see [NXY19,
Theorem 6.1]). By Theorem 2.2, there exists a unique ϕ ∈ PSH(Xan, Lan)/R such that

MA(ϕ) = (Ln)
µ

µ(Xan)
, (2.3.1)

where n := dimX = dimR Sk(X) (cf. (1.0.1)). We call this solution ϕ ∈ PSH(Xan, Lan)/R the
non-Archimedean Calabi–Yau metric (abbreviated as NACY metric), denoted by ϕNACY.

Definition 2.3 (NASYZ fibration). We call f : Xan → Sk(X) a non-Archimedean SYZ fibration
(abbreviated as NASYZ fibration) for Lan if there exists a pseudo-manifold structure on Sk(X) such
that, for some union Γ of codim ≥ 2 faces of Sk(X), f is an n-dimensional affinoid torus fibration
(see, e.g., [NXY19, (3.3)]) over Sk(X) \ Γ and, for any b ∈ Sk(X) \ Γ, the NACY metric ϕNACY

is constant on f−1(b), where we identify ϕNACY with some global function on Xan by taking its
difference from a reference model metric on Lan; see [BE21, §5.3] for model metrics.

Remark 2.4. The condition that ϕNACY|f−1(b) is constant on f−1(b) does not depend on the choice
of a reference model metric on Lan. Our Definition 2.3 is still under development and may be refined
further. In particular, we do not assume anything about what happens on Γ for the moment.

Let us recall the original setting. Let (X ,L) → D∗ := {t ∈ C | 0 < |t| < 1} be a holomorphic
family of polarized Calabi–Yau manifolds (Xt,Lt) such that X is defined over the hybrid ring A
and (X,L) := (XK ,LK) is maximally degenerate, where each polarization on Xt is induced by a
relatively ample line bundle L on X . Then, the following strong theorem is known to hold:

Theorem 2.5 ([Li23, Theorem 1.3]). If there exists a semistable snc model X such that, for any
open face σ of Sk(X ) and b ∈ σ, ϕNACY is constant on ρ−1

X (b), then Conjecture 1.2 holds for (X ,L).

Remark 2.6. This condition is referred to as the comparison property. In this setting, the Berkovich
retraction ρX : Xan → Sk(X ) is an affinoid torus fibration over each open face of Sk(X ). Moreover,
if X is minimal, that is, if KX /R ≡ 0, then we have Sk(X ) = Sk(X). In this sense, one may say
that the comparison property requires that the Berkovich retraction ρX is almost a NASYZ fibration.
The essential difference is that the singular locus Γ ⊂ Sk(X ) of ρX may have codimension one.

3. Key ideas of the proofs

Thanks to Theorem 2.5, we have a sufficient condition of Conjecture 1.2 expressed in terms of
Berkovich geometry. In particular, to verify this comparison property, we need to study the following:

(i) the behavior of the NACY metric ϕNACY,
(ii) the existence of the desired semistable snc model X such that ρX is compatible with ϕNACY.

In the sequel, we see the key points in Theorem 1.3 and Theorem 1.4 along these lines.
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3.1. Abelian varieties. In this case, the NACY metrics ϕNACY have been implicitly studied as
the Néron–Tate height (or canonical height) in Diophantine geometry; see [BG06, §9] for instance.
On the other hand, the desired semistable snc model X is obtained as a so-called Mumford model,
which is given in [Mum72]. The key observation here is that we can obtain an isomorphism
Xan ≃ T an/PZn, where T := SpecK[M ] is a split algebraic torus with character group M(≃ Zn)
and P = (pij)i,j ∈ Matn(K). Then, a tropicalization map trop : T an → NR := Hom(M,R), defined
by trop(x) = (m 7→ − log |zm(x)|), is compatible with the Berkovich retraction

ρX : Xan(≃ T an/PZn) ↠ Sk(X)(≃ NR/ (− log |P |)Zn), (3.1.1)

where − log |P | := (ordt(pij))i,j ∈ Matn(Z). In addition, ϕNACY can be understood as a theta-type
function on NR with respect to (− log |P |)Zn. In particular, we can prove the retraction ρX : Xan ↠
Sk(X) is a NASYZ fibration for Lan with no singular locus, meaning that Sk(X) ⊃ Γ = ∅.

Also, by considering a uniformization-type argument [GO24, Lemma 2.6] for the family X that is
compatible with the isomorphism Xan ≃ T an/PZn, we can prove the latter half of Theorem 1.3.

3.2. Calabi–Yau complete intersections in a toric Fano variety given by Batyrev–Borisov
constructions. In this case, we can obtain the potentially desired semistable snc model X by
Yamamoto’s construction [Yam24, §5.2]. Roughly speaking, our model X is obtained by successive
blow-ups of the toric degeneration constructed in [Gro05, §3]. The key observation is that the
associated Berkovich retraction ρX : Xan ↠ Sk(X) is compatible with a tropicalization map
trop : T an

K → NR for the maximal torus TK of the ambient toric Fano variety YK of X over each
open face of Sk(X); see [GY24, Lemma 3.2]. Making use of this feature, we can consider a class
of metrics on Lan induced by metrics on L̃an that are compatible with trop : T an

K → NR, which is
called toric metrics (see [BGPS14, Definition 4.3.2]), where L̃ is an ample line bundle on YK such
that L̃|X = L. Within this class, the condition that ϕ ∈ PSH(Xan, Lan) is the NACY metric can be
rephrased in terms of the existence of a simultaneous solution to the real Monge–Ampère equations
(1.0.5) on each open face of Sk(X), as described in Theorem 1.4.

For Calabi–Yau hypersurfaces, prior to the work [GY24], the condition of Theorem 1.4 had already
been established and studied. In particular, several concrete examples were known to satisfy our
condition, implying that Conjecture 1.2 holds for such pairs (X ,L); see [PS22], [HJMM24], and [Li24].
Furthermore, in this case, our condition can be completely reformulated in terms of a condition
involving optimal transportation plans, as shown in [AH23]. In particular, the authors of [AH23]
also found examples that do not satisfy our condition by studying such optimal transportation plans.
Here, note that this does not mean Conjecture 1.2 is false. However, this suggests that our condition
is restrictive. Nevertheless, all currently known examples for which Conjecture 1.2 holds satisfy our
condition; see [DH25] for additional examples.
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計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体と測地線
上野　龍 (北海道大学)∗

概 要
計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体は，像が 2次超曲面に含まれるア
ファインはめ込みによって誘導される統計多様体のクラスである．このクラス
の統計多様体に対して明らかになったアファイン接続の大域的な性質を紹介す
る．特に，リーマン幾何学におけるホップ・リノウの定理の統計多様体版とし
て，計量で割り切れる 3次形式をもつ統計多様体において，アファイン接続の
完備性から測地的連結性が導かれることを紹介する．

1 序
統計多様体 (M,∇, g) とは捩率が 0 であるアファイン接続 ∇ が与えられた多様体 M

に，∇g が全対称となるリーマン計量 g を加えたものである．ここで，(0, 3)型テンソル
場 C = ∇g を統計多様体の 3次形式と呼び，組 (∇, g)を統計構造と呼ぶ．統計多様体は
アファイン微分幾何学 [10]や情報幾何学 [1]などで登場する．
統計多様体 (M,∇, g) に対して，ある関数 σ ∈ C∞(M) が存在して以下が成り立つと
き，統計多様体の 3次形式は計量 g で割り切れるという :

C(X,Y, Z) = dσ(X)g(Y, Z) + dσ(Y )g(Z,X) + dσ(Z)g(X,Y ), X, Y, Z ∈ Γ(TM).
(1.1)

この概念は [6]で初めて言及されており，例えば，アファインはめ込みによって誘導さ
れる統計多様体が計量で割り切れる 3次形式を持つことは，アファインはめ込みの像が実
アファイン空間内のある 2次超曲面に含まれていることと同値である [10]．さらに近年，
このクラスの統計多様体は重み付きリーマン多様体の文脈でも登場している [3, 9]．しか
し，野口光宣 [5]以降，このクラスの統計多様体はほとんど研究されていない．本講演で
は，計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体について得られた結果を報告する．特
に，アファイン接続の大域的な性質について進展が得られた．この講演は [8]に基づく．

2 統計多様体
統計多様体 (M,∇, g)に対して，次の式により定まるM 上のアファイン接続∇を共役
接続と呼ぶ :

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), X, Y, Z ∈ Γ(TM).

ここで，共役接続∇の捩率も 0であり，(M,∇, g)もまた統計多様体である．

∗ e-mail: ueno.ryu.g1@elms.hokudai.ac.jp

本研究は，JST 次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2119 の支援を受けたものです．
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統計多様体はアファイン微分幾何学を起源に持つ．中心アファイン微分幾何学の例を
紹介する．

例 2.1 ([10]). 実アファイン空間への超曲面はめ込み f : Mn → Rn+1 が，各 x ∈M に対
して Rf(x)⊕ f∗(TxM) = Tf(x)Rn+1 を満たすとき，f を中心アファインはめ込みと呼ぶ．
ここで，ガウスの公式

DXf∗Y = f∗∇XY − g(X,Y )f, X, Y ∈ Γ(TM)

により，捩れがないアファイン接続 ∇と対称 (0, 2)型テンソル場 g がM 上に誘導され
る．ここで，∇g は全対称である．テンソル場 g が正定値であるとき，f は局所強凸であ
るといい，このとき (M,∇, g)は統計多様体である．

定義 2.2. 関数 ρ : M ×M → Rが次の条件を満たすとき，ρは多様体M 上の コントラ
スト関数であるという :

(1) ρは {(q, q) | q ∈M}の周りで滑らかである．
(2) 任意の p, q ∈M に対して ρ(p, q) ≥ 0，特に ρ(p, q) = 0は p = q と同値である．
(3) 任意の p ∈M と 0でない X ∈ TpM に対して，(XLXRρ)(p, p) < 0である．

ただし，XL = (X, 0), XR = (0, X) ∈ T(p,p)(M ×M)である．

多様体 M 上にコントラスト関数 ρ が与えられたとき，以下の式によって統計構造
(∇, g)が誘導される :

gp(X,Y ) = −(XLY Rρ)(p, p),

gp(∇XY, Z) = −(XLY LZRρ)(p, p).

ただし，p ∈ M，X,Y, Z ∈ Γ(TM)である．例えば情報幾何学では，多様体である統計
的モデルにおいて，統計構造がカルバック・ライブラー情報量と呼ばれるコントラスト関
数によって誘導される．そして，任意の統計多様体 (M,∇, g)に対して，(∇, g)を誘導す
るコントラスト関数が少なくとも一つはM 上に存在する [4]．しかし，良い性質を持つ
コントラスト関数が存在するかは統計多様体の幾何学における重要な研究課題である．

3 アファイン接続と測地線
以後，多様体M は連結であるとする．

定義 3.1. 多様体M にアファイン接続 ∇が与えられているとする．次式を満たすM 上
の滑らかな曲線 γ : I →M を∇-測地線と呼ぶ :

(∇γ̇ γ̇)(t) = 0, t ∈ I.

ここで，γ̇ は曲線 γ の速度ベクトルである．任意の (p, v) ∈ TM に対して γ(0) = p,

γ̇(0) = v を満たす∇-測地線 γ : R →M が存在するとき，∇は完備であるという．
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定義 3.2. アファイン接続∇が測地的連結であるとは，多様体上の任意の 2点が∇-測地
線で結べることをいう．

リーマン幾何学においては，ホップ・リノウの定理によりレヴィ=チヴィタ接続は完備
であれば測地的連結である．しかしこの定理は，一般のアファイン接続に対しては成り
立たない．例えば，擬リーマン多様体であるド・ジッター空間のレヴィ=チヴィタ接続は
完備だが測地的連結ではなく，統計多様体のアファイン接続でも反例が存在する [8]．

4 計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体
統計多様体 (M,∇, g) の 3 次形式 C = ∇g に対して，ある関数 σ ∈ C∞(M) があっ
て式 (1.1) が成り立つとき，3 次形式 C は計量 g で割り切れるという．このとき，3 次
形式を C = sym(dσ ⊗ g) と表す．例えば，像が 2 次超曲面に含まれるアファインはめ
込みによって誘導される統計構造は，計量によって割り切れる 3 次形式を持つ．また，
統計多様体 (M,∇, g) に対して C = sym(dσ ⊗ g) であるとき，共役接続 ∇ に対して
∇g = sym(−dσ ⊗ g)が成り立つため，統計多様体 (M,∇, g)も計量 g で割り切れる 3次
形式をもつ．

計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体には等積構造が与えられる．

命題 4.1 ([8]). 次元が nの統計多様体 (Mn,∇, g)が 3次形式 C = sym(dσ ⊗ g)を持つ
とする．多様体M 上の体積要素 θ = exp(−n+2

2
σ)ωg は ∇θ = 0 を満たす．ただし，ωg

はリーマン計量 g による体積要素である．

さらに，もう一つリーマン計量が与えられる．

命題 4.2 ([8]). 統計多様体 (M,∇, g)が 3次形式 C = sym(dσ ⊗ g)を持つとき，多様体
M 上のリーマン計量 g̃ = exp(σ)g のレヴィ=チヴィタ接続∇g̃ と∇は次の関係を持つ :

∇g̃
XY = ∇XY + dσ(X)Y + dσ(Y )X, X, Y ∈ Γ(TM). (4.1)

関係式 (4.1) を満たす 2 つのアファイン接続は射影的に同値であるという．特に，ア
ファイン接続に対して局所的に，アファイン接続と射影的に同値である平坦接続が存在
するとき，アファイン接続は射影的に平坦であるという．

命題 4.3 ([8]). 統計多様体 (M,∇, g) が 3 次形式 C = sym(dσ ⊗ g) を持つとする．ア
ファイン接続∇が射影的に平坦であることと，(M, g̃ = exp(σ)g)が定曲率リーマン多様
体であることは同値である．

また，2 つのアファイン接続が射影的に同値であるとき，一方のアファイン接続の測
地線に適当なパラメータ変換を行えばもう一方のアファイン接続の測地線が得られる．
従って，命題 4.2において∇と∇g̃ の測地的連結性は同値である．
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定理 4.4 ([8]). 統計多様体 (M,∇, g)が 3次形式 C = sym(dσ⊗ g)を持ち，関数 σはM

上で下に有界であるとする．このとき，以下が成り立つ :

(1) ∇ が完備であるとき，∇は測地的連結である．
(2) ∇g が完備であるとき，∇は測地的連結である．

5 計量で割り切れる 3次形式を持つ統計多様体上のコントラスト関数
統計多様体 (M,∇, g) は 3 次形式 C = sym(dσ ⊗ g) を持つとする．統計多様体

(M,∇, g)には良い性質をもつコントラスト関数が誘導される．

命題 5.1 ([8]). リーマン計量 g̃ = exp(σ)g によるM 上の距離関数を d̃とする．このと
き，次で定める関数 ρは統計構造 (∇, g)を誘導するコントラスト関数である :

ρ(p, q) = exp(−σ(p))(d̃(p, q))2, p, q ∈M. (5.1)

このコントラスト関数を用いることで，アファイン接続の完備性を特徴付けすること
ができる．

定義 5.2. 多様体M とコントラスト関数 ρの組 (M,ρ)が劣位集合の意味で完備であると
は，ある p ∈M が存在して任意の L > 0に対して閉集合 CL(p) = {q ∈M | ρ(p, q) ≤ L}
がコンパクトになることである．

定理 5.3 ([8]). 統計多様体 (M,∇, g)が 3次形式 C = sym(dσ ⊗ g)を持つとし，コント
ラスト関数 ρを式 (5.1)によって定める．このとき，以下が成り立つ :

(1) ∇ が完備であり，σ が下に有界であるとき，(M,ρ) は劣位集合の意味で完備で
ある．

(2) (M,ρ)が劣位集合の意味で完備であり，σが上に有界であるとき，アファイン接続
∇は完備である．

(3) (M,ρ)が劣位集合の意味で完備であり，σ が下に有界であるとき，共役接続 ∇は
完備である．

従って，コンパクトな統計多様体 (M,∇, g) が gで割り切れる 3次形式を持つとき，ア
ファイン接続 ∇と共役接続 ∇は共に完備かつ測地的連結である．(注意 :コンパクト多
様体上でも，一般にアファイン接続は完備とは限らず，また完備であっても測地的連結で
はない例が存在する [2, 7]．)

例 5.4. アファインはめ込み f : M → Rn+1 において，M がコンパクトかつ f(M)が楕
円面であるとする．このとき，f によって誘導される統計構造 (∇, g)は g で割り切れる
3 次形式を持つ．従って，アファイン接続 ∇ と共役接続 ∇ に対して，定理 5.3 により
∇,∇は共に完備であり，定理 4.4により∇,∇は共に測地的連結である．
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Hermitian-Yang-Mills接続のモジュライ空間につ
いて

佐々木 淳 (東京科学大学 D1)∗

概要
コンパクト Kähler多様体と, その上の滑らかな Hermiteベクトル束を固定する. 本
講演では,

• その Hermitian-Yang-Mills 接続のモジュライ空間MHYM が適当な条件を満た
す点のまわりで複素多様体であること,

• 単純な Higgs構造のモジュライ空間MHiggs に対して, MHYM からMHiggs への
連続で単射な開写像が存在すること,

について, [3]で得られる結果を紹介する.

1 Higgs束と Hermitian-Yang-Mills接続
(M, g) を連結な n 次元コンパクト Kähler 多様体, (E, h) を M 上の階数 r の滑らかな

Hermiteベクトル束とする. k ∈ Zに対して, Ωk (E)で E に値をとる滑らかな k 形式のな
すベクトル空間を表す.

定義 1.1. E の Higgs構造とは, C-線形写像 D′′ : Ω0 (E) → Ω1 (E)で,以下の 2条件を満
たすもののことをいう.

(Leibniz則) ∀f ∈ C∞ (M) , ∀s ∈ Ω0 (E) , D′′ (fs) = fD′′s+ s⊗ ∂̄f

(可積分条件) D′′ ◦D′′ = 0 : Ω0 (E) → Ω2 (E)

ベクトル束 E に Higgs構造 D′′ が与えられたとき,組 (E,D′′)のことを Higgs束という.

これは正則ベクトル束の一般化である. Higgs束の概念は, まず底空間が Riemann面の場合
に Hitchin[2]により導入され, その後 Simpson[4]によって一般次元の Kähler多様体の場合
に拡張された. E の Higgs構造のなす集合には, E のゲージ群が右から作用する.この作用
に関する商空間をMHiggs と書く.

E の接続 D が与えられたとき, 計量 h により, D = D′ + D′′ を満たす C-線形写像

∗ 〒152-8551 東京都 目黒区 大岡山 2-12-1 東京科学大学 理学院 数学系 数学コース
email: sasaki.j.ac@m.titech.ac.jp, sasaki.j.fb69@m.isct.ac.jp
本研究は科研費 (課題番号: 25KJ1222)の助成を受けたものである.
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D′, D′′ : Ω0 (E) → Ω1 (E) が以下のように与えられる (cf. [5, p.13]). 接続 D を分解
Ω1 (E) = Ω1,0 (E) ⊕ Ω0,1 (E) に従い D = D1,0 + D0,1 と分解する. このとき, 半接続
D̃1,0, D̃0,1 であって, D1,0 + D̃0,1, D0,1 + D̃1,0 がそれぞれ (E, h)の計量接続となるものが
一意に存在する.よって

∂E : Ω0 (E) → Ω1,0 (E) , ∂̄E : Ω0 (E) → Ω1,0 (E) ,

θ : Ω0 (E) → Ω1,0 (E) , θ∗ : Ω0 (E) → Ω1,0 (E)

をそれぞれ

∂E =
1

2

(
D1,0 + D̃1,0

)
, ∂̄E =

1

2

(
D0,1 + D̃0,1

)
,

θ =
1

2

(
D1,0 − D̃1,0

)
, θ∗ =

1

2

(
D0,1 − D̃0,1

) (1.1)

と定め, D′ = ∂E + θ∗, D′′ = ∂̄E + θ と定義する.

定義 1.2. E の接続 D が Hermitian-Yang-Mills (HYM)接続であるとは,以下の 2条件を
満たすことをいう.

(可積分条件) D = D′ +D′′ とするとき, D′′ が E の Higgs構造を定める.

(Hermitian-Yang-Mills (HYM)方程式) Dの曲率を R (D)とするとき, Dが以下の曲率方程
式を満たす.

√
−1ΛR (D) = c idE , c =

2π degE
r · (n− 1)! · Vol (M, g)

ただし Λは (M, g)の Kähler形式 ω による縮約であり, degE =

∫
M

c1 (E) ∧ ωn−1

である.

E の HYM接続のなす集合には, (E, h)のゲージ群が右から作用する.この作用に関する
商空間をMHYM と書く.

E の接続 D が与えられたとき, (1.1)の記号を用いて ∇ = ∂E + ∂̄E ,Θ = θ + θ∗ とする
と, D = ∇ + Θを満たす (E, h)の計量接続 ∇と Θ ∈ Ω1 (Herm (E, h))を得る.このとき,

HYM方程式は以下のようにも記述できる.
√
−1Λ (R (∇) + Θ ∧ Θ) = c idE

HYM接続は, Hermitian-Einstein (HE)接続の一般化である.これは, HYM接続の定義
における可積分条件を, 条件『D′′ が E の正則構造を定める』に置き換えることで定義され
るものであり,その際, HYM方程式は Hermitian-Einstein (HE)方程式と呼ばれる.
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2 無限小変形から得られる楕円型複体
HYM接続 D = ∇ + Θに対して,次の楕円型複体を考える.

(B∗
HYM) : 0 // B0

DEnd(E)// C 1 D0 // B0 ⊕ C 2 D2 // C 3
D′′

End(E)// · · ·
D′′

End(E)// C 2n // 0

ただし k ∈ Z≥0 に対して, Bk = Ωk (Hermskew (E, h)) ,C k = Ωk (End (E)) であり,

α1 ∈ C 1, φ+ α2 ∈ B0 ⊕ C 2 に対して, α1 = β1 + γ1 と歪 Hermite成分と Hermite成分に
分解するとき,

D0α1 =
(

Λ (∇β1 + [Θ ∧ γ1]) , D′′
End(E) (β′′

1 + γ′1)
)
, D2 (φ+ α2) = D′′

End(E)α2

である.

D = D′ + D′′ とするとき, D′′ は E の Higgs 構造を定めるため, Dolbeault-Higgs 複体
(cf.[1]) を考えることができる. それを (

C ∗
Higgs

) とし, (B∗
HYM) ,

(
C ∗

Higgs
) の k 次コホモロ

ジー群をそれぞれ Hk
D (B∗

HYM) ,Hk
D′′

(
C ∗

Higgs
) とすると, それらの間に以下の関係が成り

立つ.

命題 2.1. 実ベクトル空間の間の関係として,次の自然な同型写像がある.

(1) H0
D (B∗

HYM) ⊗R C ≃ H0
D′′

(
C ∗

Higgs
)

(2) H1
D (B∗

HYM) ≃ H1
D′′

(
C ∗

Higgs
)

(3) H2
D (B∗

HYM) ≃ H0
D (B∗

HYM) ⊕H2
D′′

(
C ∗

Higgs
)

(4) Hq
D (B∗

HYM) ≃ Hq
D′′

(
C ∗

Higgs
)
, q ≥ 3

またHerm0
skew (E, h) ,End0 (E)をそれぞれHermskew (E, h) ,End (E)のトレースフリー

なもののなす部分束とし, (B∗
HYM) ,

(
C ∗

Higgs
)の定義においてBk,C k をそれぞれ

B̃k := Ωk
(
Herm0

skew (E, h)
)
, C̃ k := Ωk

(
End0 (E)

)
に置き換えて得られる部分複体を (B̃∗

HYM), (C̃ ∗
Higgs) とする. これらの k 次コホモロジー群

をそれぞれ H̃k
D (B∗

HYM) , H̃k
D′′

(
C ∗

Higgs
)とするとき,これらの間にも命題 2.1と同様の関係

が成り立つ.

3 モジュライ空間の局所構造
HYM接続 D に対して, D におけるスライスSD を

SD =
{
α ∈ Ω1 (End (E))

∣∣D0α+Q (α) = 0, D∗α = 0
}
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と定める.ただし α ∈ Ω1 (End (E))に対して,歪Hermite成分とHermite成分に α = β+γ

と分解するとき,

Q (α) = (Λ (β ∧ β + γ ∧ γ) , (β′′ + γ′) ∧ (β′′ + γ′))

であり,条件 D0α + Q (α) = 0は, D + αが (E, h)の HYM接続であるための必要十分条
件である.このとき,陰関数定理を用いることで,以下の補題が示せる.

補題 3.1 (スライスの補題). HYM接続Dに対して,写像 pD : SD → MHYM を pD (α) =

[D + α] とする. このとき, D が H̃0
D (B∗

HYM) = 0 を満たすとすると, 0 ∈ SD の近傍と
[D] ∈ MHYM の近傍で, pD がそれらの間の同相写像となるものが存在する.

条件 H̃0
D (B∗

HYM) = 0は, HYM接続 D が既約であることと同値である.また命題 2.1よ
りこの条件は H̃0

D′′

(
C ∗

Higgs
)

= 0とも同値であり,これは Higgs束 (E,D′′)が単純であるこ
とを意味する.ただし, Higgs束 (E,D′′)が単純であるとは, D′′

End(E) に関して平行な滑らか
な End (E)の切断が idE の定数倍のものに限ることをいう.

楕円型複体 (B∗
HYM) の Green 作用素を G とするとき, 倉西写像 kD : Ω1 (End (E)) →

Ω1 (End (E))を
kD (α) = α+ (D∗

0 ◦G) (Q (α))

と定める. このとき, 調和積分論から, kD (SD) ⊂ H1
D (B∗

HYM) であることが分かる. また,

逆関数定理により,以下の定理が示せる.

定理 3.2. HYM 接続 D が H̃2
D (B∗

HYM) = 0 を満たすとき, 0 ∈ SD の近傍と 0 ∈
H1

D (B∗
HYM)の近傍で, 倉西写像 kD : SD → H1

D (B∗
HYM)がそれらの間の同相写像となる

ものが存在する.

補題 3.1 と定理 3.2 を組みあわせることにより, モジュライ空間 MHYM の,

H̃0
D (BHYM) = 0, H̃2

D (BHYM) = 0 を満たす点 [D] まわりの座標近傍を得る. また
このようにして得られる座標近傍に関して, 座標変換が正則であることが示せる. このこと
から,次の定理を得る.

定理 3.3 ([3]). HYM接続のモジュライ空間MHYM は, H̃0
D (BHYM) = 0, H̃2

D (BHYM) =

0を満たす点 [D]のまわりで複素多様体であり,その接空間は H1
D (B∗

HYM)と同型である.

4 HYM接続のモジュライ空間から Higgs構造のモジュライ空
間への埋め込み

写像 f : MHYM → MHiggs を f ([D]) = [D′′] とすると, これは well-defined である.

M̃HYM,M̃Higgs をそれぞれ既約な HYM接続,単純な Higgs構造のモジュライ空間とする
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と, f
(
M̃HYM

)
⊂ M̃Higgs であり, f : M̃HYM → M̃Higgs は連続な単射となる.更に,陰関

数定理から次が得られる.

定理 4.1 ([3]). f は開写像である.

この定理により,モジュライ空間 M̃HYM は M̃Higgs の開集合と同相であり, Higgs束に対
する Kobayashi-Hitchin対応 [4]から,その開集合は slope安定な Higgs構造のモジュライ
空間である.
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特異点をもつ部分多様体の絶対全曲率
横浜国立大学大学院理工学府　数物・電子情報系理工学専攻

山内優太 (Yuta YAMAUCHI) ∗

概 要
本講演では (n + r)次元ユークリッド空間Rn+r 内のフロンタルと呼ばれる，特異点をも

つ n次元部分多様体に対する Chern-Lashofの定理の拡張について紹介する．まず，Rn+r 内
の許容的かつコンパクトな n次元フロンタルに対し，その絶対全曲率がベッチ数の総和以上と
なることを証明する．さらに，絶対全曲率が 2に等しく，かつ全ての特異点が第一種である場
合，そのフロンタルの像は Rn+r 内の n次元アファイン部分空間に含まれる閉凸体と一致す
る．本講演の内容は [13]に基づく．

1 導入
n, rを正の整数とする．向き付けられたコンパクトな n次元多様体Mn から (n + r)次元ユー
クリッド空間Rn+r へのはめ込み f : Mn → Rn+r を考える．Bを f の単位法ベクトル束，Gを
Lipschiz-Killing 曲率とする．この時，

τ(Mn, f) =
1

vol(Sn+r−1)

∫
B
|G| dµB

を f の絶対全曲率と呼ぶ．ただし vol(Sn+r−1)は (n+ r− 1)次元単位球面 Sn+r−1の体積を表す．
絶対全曲率について，次が知られている．
事実 1.1 (Chern-Lashofの定理 [1, 2]). Mn を向き付けられたコンパクトな n次元多様体，f :

Mn → Rn+rを (n+ r)次元ユークリッド空間Rn+rへのはめ込みとする．
(1) biをMnの i次ベッチ数とする (0 ≤ i ≤ n)．この時，絶対全曲率 τ(Mn, f)に対して以下が
成り立つ．

τ(Mn, f) ≥
n∑

i=0

bi(M
n).

(2) 絶対全曲率 τ(Mn, f)が 3未満ならば，Mnは n次元単位球面 Snと位相同型となる．
(3) 絶対全曲率 τ(Mn, f)が 2に等しいならば，像 f(Mn)はRn+r内の n次元アファイン部分空
間に埋め込まれた凸超曲面となる．逆もまた成り立つ．

これまで Chern-Lashofの定理は様々な形で一般化されてきた (cf. [12, 7, 10, 3, 4])．一方，特
異点を持つ部分多様体には絶対全曲率を定義されるクラスが存在する．Kossowskiと Scherfnerは
特異点をもつ曲面としてR3内の 2次元波面に対してChern-Lashofの定理を拡張した ([6])．しか
し，そこでは最小絶対全曲率と凸性との関係は明らかにされていない．本講演では，さらに対象
を広げて，Rn+r内の n次元フロンタルに対して得られたChern-Lashof 型定理と，最小絶対全曲
率とフロンタルの凸性との関係について得られた結果を紹介する．

∗E-mail: yamauchi-yuta-hj@ynu.jp
本研究は，JST次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2178の支援を受けたものである．

70



2 準備
2.1 フロンタルと特異点
この節ではフロンタルの定義を紹介する．部分多様体の一般化としてのフロンタルの概念は [5]

にて紹介されている．また，曲面，超曲面の場合は詳細に調べられている．詳しくは [8, 11]を見よ．
n, r を正の整数とする．n次元多様体Mn からユークリッド空間 Rn+r への滑らかな写像 f :

Mn → Rn+r に対して，点 p ∈ Mnで f がはめ込みであるとき pを正則点と呼び，そうでない時
は特異点と呼ぶ．Σf を f の特異点集合とし，正則点集合Mn

regをMn
reg := Mn \ Σf とおく．正則

点集合が稠密な写像 f がフロンタルであるとは，Mn上の任意の点 pとその開近傍 U に対し，滑
らかな写像Π : U → G̃r(n, n+ r)が存在して，

dfq(X) ∈ Π(q) (q ∈ U, X ∈ TqM
n)

を満たす時をいう．ここで G̃r(n, n + r)はRn+r 内の向き付き n次元部分空間のグラスマン多様
体を指す．また，このようなΠを f の generalized Gauss mapと呼ぶ．
定義 2.1. フロンタル f : Mn → Rn+rの generalized Gauss map ΠがMn上で大域的に定められ
る時，フロンタル f は余向き付け可能であるという．
例として，はめ込み f は余向き付け可能である．これは，Π(q) := dfq(TqM

n) (q ∈Mn)とおく
ことで確かめられる．Mnの二重被覆を取ることで，必要ならば一般性を失うことなく f を余向
き付け可能とすることができる．よって，本稿ではフロンタルは余向き付け可能だと仮定する．
フロンタル f とその generalized Gauss map Πに対し，Π⊥(p)をΠ(p)の直交補空間とする．任
意のMnの座標近傍 (U ;u1, u2, · · · , un)に対し，U 上の関数 λを

λ(p) = det(f1(p), f2(p), · · · , fn(p), E1(p), · · · , Er(p))

で定める．ただし，fi =
∂f

∂ui
とし，{E1, · · · , Er}はΠ⊥の滑らかな正規直交枠である．この λを

f の符号付き体積密度関数と呼ぶ．pがフロンタル f の特異点であることと，λ(p) = 0であること
は同値である．
定義 2.2. 特異点 p ∈Mnが非退化特異点であるとは，(dλ)pが 0とならないことを指す．
非退化性は，局所座標の取り方及び正規直交枠の取り方に依らない．

補題 2.3 (cf. [13]). 特異点 pが非退化特異点であるとき，rank(df)p = n− 1が成り立つ．
pをフロンタル f : Mn → Rn+rの非退化特異点とする．補題 2.3より，dim(ker(df)p) = 1が成

り立つ．この ker(df)pを pにおける退化空間と呼ぶ．フロンタル f : Mn → Rn+rの特異点が全て
非退化特異点であるならば，陰関数定理より特異点集合Σf はMnの n− 1次元部分多様体となる．
定義 2.4. フロンタル f : Mn → Rn+r の特異点は全て非退化特異点であるとする．pを特異点と
した時，ker(df)p 6⊂ TpΣf が成り立つならば，p ∈ Mn を第 1種特異点と呼び，そうでない時は
p ∈Mnを第 2種特異点と呼ぶ．
Cf をMn上の f の第 2種特異点の集合とする．
定義 2.5 ([13]). フロンタル f : Mn → Rn+rが以下を満たす時，f を許容的なフロンタルと呼ぶ

• 非退化特異点のみを持つ．
• ある Σf の超曲面Hが存在し，Cf ⊆ Hが成り立つ．
例として，特異点が全て第 1種特異点であるフロンタルは許容的である．また，高々Ak+1特異
点をもつフロンタルは許容的である (cf. [9])．
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2.2 絶対全曲率
ここでは Lipschitz-Killing曲率の定義を紹介し，許容的なフロンタルに対して絶対全曲率を定
める (定義 2.8)．
ベクトル u,v ∈ Rn+rに対し，u · vで標準的な内積を表す．また，uのノルムを ‖u‖ =

√
u · u

で表す．各 p ∈Mnに対しBp = {v ∈ Π⊥(p) | ‖v‖ = 1}と表し，f の単位法ベクトル束Bを

B =
⋃

p∈Mn

Bp

で定める．Bの滑らかな切断を f の単位法ベクトル場と呼ぶ．N を f の単位法ベクトル場とする．
この時，正則点集合Mn

reg上で次のワインガルテンの公式が成り立つ．

DXN = −df(ANX) +D⊥
XN.

ただし，X を Mn 上の任意のベクトル場，D を Rn+r の標準的な接続，D⊥ を法接続，AN を
N に関する型作用素とする．Breg を Breg :=

⋃
p∈Mn

reg
Bp によって定める．(p, ξ) ∈ Breg に対し，

Lipschitz-Killing曲率G(p, ξ)を
G(p, ξ) = detAξ

で定める．
Mnの局所座標系 (U ;u1, · · · , un)に対し，

dV̂ = λ du1 ∧ · · · ∧ dun, dV = |λ| du1 ∧ · · · ∧ dun

をそれぞれfの符号付き体積要素，(符号無し)体積要素と呼ぶ．この時，dV̂ は局所座標 (u1, · · · , un)

と Π⊥の向きに同調した正規直交枠 {E1, · · · , Er}の取り方に依らない．また，dV はMnの向き
に同調した局所座標 (u1, · · · , un)の取り方，及び Π⊥の向きに同調した正規直交枠 {E1, · · · , Er}
の取り方に依らない．また，dσを B の各ファイバー上の体積要素とし，B の符号付き体積要素
dµ̂B，(符号無し)体積要素 dµB をそれぞれ

dµ̂B = dV̂ ∧ dσ, dµB = dV ∧ dσ

によって定める．
滑らかな写像

ν : B → Sn+r−1; (p, ξ) 7→ ξ

を f の標準的ガウス写像と呼ぶ．

命題 2.6 ([13, Proposition 2.5]). dµSn+r−1 を Sn+r−1の体積要素とする．この時，標準的ガウス
写像 νによる dµSn+r−1 の引き戻しを ν∗dµSn+r−1 と表す．Breg上で以下が成り立つ．

ν∗dµSn+r−1 = (−1)nG(p, ξ) dµ̂B

したがって，GをBreg上で定義されるLipschitz-Killing曲率とするとき，命題2.6よりG(p, ξ) dµ̂B

は特異点集合を越えてB全体で定義されるなめらかな (n+ r− 1)次微分形式を定める．したがっ
て，次の系が得られる．

系 2.7 ([13, Corollary 2.6]). |G(p, ξ)| dµB はB上の連続な (n+ r − 1)次微分形式である．
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今後，Mnを向き付けられたコンパクトなn次元多様体，f : Mn → Rn+rは許容的なフロンタル
であるとし，Πを fの generalized Gauss mapとする．この時，fの特異点はすべて非退化であるた
め，特異点集合ΣfはMn内の超曲面となる．f̄をfのΣfへの制限とする．Π̄ : Σf → G̃r(n−1, n+r)

を
Π̄(p) := (df)p(TpM

n) (p ∈ Σf )

と定める．この時，pは非退化特異点であるため，補題 2.3より dfp(TpM
n)は (n− 1)次元部分空

間になることに注意する．Π̄は f̄ の generalized Gauss mapとなるので，f̄ : Σf → Rn+r は余向
き付け可能なフロンタルとなる．f̄ の単位法束，標準的ガウス写像，Lipschitz-Killing曲率をそれ
ぞれ B̄, ν̄, Ḡとおく．
定義 2.8 ([13]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能な n次元多様体とし，f : Mn → Rn+rは余向
き付け可能かつ許容的なフロンタルであるとする．この時，絶対全曲率 τ(Mn, f)を次のように定
める．

τ(Mn, f) =
1

vol(Sn+r−1)

∫
B
|G(p, ξ)| dµB +

1

vol(Sn+r−1)

∫
B̄
|Ḡ(q, η)| dµB̄.

3 主結果
フロンタルに対する Chern-Lashof 型定理として，次の定理Aを得た．

定理 A ([13]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能な n次元多様体とし，f : Mn → Rn+rは余向
き付け可能かつ許容的なフロンタルであるとする．この時，以下が成り立つ．

(1) biをMnの i次ベッチ数とする (0 ≤ i ≤ n)．この時，絶対全曲率 τ(Mn, f)に対して以下が
成り立つ．

τ(Mn, f) ≥
n∑

i=0

bi(M
n).

(2) 絶対全曲率 τ(Mn, f)が 3未満ならば，Mnは n次元単位球面 Snと位相同型となる．
(3) 絶対全曲率 τ(Mn, f)が 2に等しいならば，像 f(Mn)はRn+r内の n次元アファイン部分空
間に含まれる．

Chern-Lashof の定理 (事実 1.1) と比べて，定理Aはフロンタルの像が (n+ 1)次元アファイン
部分空間に含まれることまでしか主張できていない．しかし，特異点について条件を加えること
で次の定理 Bを得られる．
定理 B ([13]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能な n次元多様体とし，f : Mn → Rn+rを余向
き付け可能なフロンタルであるとする．特異点集合Σf が空でなく，かつ特異点が全て第 1種特異
点であるとする．この時，τ(Mn, f) = 2であることと，次の三つの条件が同時に成り立つことは
同値となる．

(a) f の像 f(Mn)は n次元アファイン部分空間に含まれる閉凸体となる，
(b) Mnは Snと同相であり，Σf は Sn−1と同相である，
(c) 特異点集合の像 f(Σf )は f(Mn)の境界と一致する．
Chern-Lashof の定理 (事実 1.1) の場合，最小全曲率をもつはめ込み f の像 f(Mn)は (n+ 1)次
元アファイン部分空間に含まれたが，定理 B の場合，最小全曲率をもつフロンタル f の像 f(Mn)

は n次元アファイン部分空間に含まれることに注意する．
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図 1: R3内の定理 Bの仮定を満たす，絶対全曲率が 2のフロンタルの図.
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Analysis of Contraction Mappings to the Complement
of Closed Curves

折笠　俊一郎 (京都大学)∗

概 要
スカラー曲率と剛性に関するGromovの問題提起に対する講演者の研究 [Ori25]を中
心に, 本稿ではその幾何学的背景とアプローチを概説する.

1. 背景:剛性が破れるのはいつか?

スカラー曲率に関して,「剛性」と呼ばれる現象が知られている. その中でも最も基本的な定
理は以下のLlarullによるものである. ここでRiemann多様体X,Y 間のC1級写像 f : X → Y

が 1-contracting であるとは Dil1(f) ≤ 1であることとし, area-decreasing であるとは
Dil2(f) ≤ 1であることとする. (次節のk-dilation Dilk(f)の定義も参照. ) 以降Snは単位球面
Sn = (Sn, gstd)とする.

Theorem 1.1 (Llarull, [Lla98]) Mをn次元のコンパクト, スピンRiemann多様体とする.

さらに写像度が非ゼロの 1-contracting map f : (M, g) → (Sn, gstd)および任意のx ∈ Mに対
して,

Sc(g)x ≥ n(n− 1)

を仮定する. このとき f : (M, g)
∼=−→ (Sn, gstd) は等長同型である.

したがって,上の定理の帰結として特に,球面上のRiemann計量gであってSc(g) ≥ Sc(gstd) ≡
n(n－1)および g ≥ gstdを各点で満たすならば, g ≡ gstdであることがわかる.

近年のGromovによる問い ([Gro18])として, 上記のような剛性は, 部分集合Σを除いていく
と破れるのであろうか? という問いが提起されている.

Question 1.2 (Gromov, [Gro18]) Σ ⊂ Sn を余次元 2以上の閉部分集合とし, gを Sn \ Σ

上のRiemann計量であってg ≥ gstdかつSc(g) ≥ Sc(gstd) ≡ n(n− 1)を満たすとする. このと
きΣがどのような条件であれば, g ≡ gstdとなるか?

図 1: 単位球面内の閉部分集合Σ

上の問いは完備性を課さないが, 定義域が完備な場合もRiemann多様体の端がワイルドである
可能性も含むので, 十分難しく次の問いもある.

Question 1.3 (Gromov, [Gro18]) Σ ⊂ Sn を余次元 2以上の閉部分集合とし, X を向き付
けられた n 次元完備Riemann多様体とする. また, f : X → Sn \ Σ をproperかつ写像度が非

本研究は, JST 次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2110 の支援を受けたものである.
∗〒 606-8502 京都市左京区北白川追分町 京都大学理学研究科 数学教室
e-mail: orikasa.shunichiro.34x@st.kyoto-u.ac.jp
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ゼロの滑らかな写像とし, さらにこの写像が1-contracting（またはarea-decreasing）であると
する. このときΣがどのような条件であれば, inf Sc(X) < n(n− 1)となるか? 特に滑らかな閉
曲線Z ⊂ Sn（n ≥ 3）で, 単位球面のスピン構造に関するホロノミーが非自明なものに対して,

不等式 inf Sc(X) < n(n－1)が成り立つかどうか?

これらの問いに対する先行研究はQuestion1.2に関して, 適切な条件下で剛性が成り立つという
結果がある. (Σが有限集合で特に対蹠点の場合 [BBH+24]の結果がある. また計量がL∞計量
のクラスでΣが単位半球面に含まれる場合の研究 [WX24]があるようである. )　Question 1.3

に関しては [Xie23]でΣが単位半球面に含まれ, 1-dilationの条件を緩めた場合の結果があるが,

元の問いの設定で特にホロノミーが非自明な場合は知られていなかった.

本講演の主定理は, Question1.3の部分的な解答を与えるものである. 本講演の内容は [Ori25]

に基づく. 主定理の前に定義を行う. Theorem 1.5において, 埋め込まれた閉曲線Σと任意の管
状近傍W (Σ)を考える. このときホモロジー類h ∈ H2(S

n,W (Σ);R)に対して,

Areag(h) := inf{Areag(C); [C] = h,C ∈ C2(S
n,W (Σ);R)}

と定める. (stable normとも呼ばれる, stable normについては [Kat07]を参照. )

まずQuestion 1.3に関してGromovにより主張がされていたTheorem 1.4の証明を与えた.

Theorem 1.4 ([Ori25]) n = 2m とする. Σ ⊂ Sn を有限個の辺を持つ treeないし, 閉曲線で
あってΣ上での主スピン束 PSpin(n)(S

n)|Σ のモノドロミー変換が自明であると仮定する. (X, g)

を n 次元のスピン完備Riemann多様体とする. f : X → Sn \ Σ がproperかつ写像度が非ゼロ
の1-contractingな写像であるとき, 次の評価が成り立つ：

inf
x∈X

Sc(g)x < n(n− 1)

次にTheorem 1.5でホロノミーが非自明な場合に関して, Σを張る曲面の面積とホロノミー
の条件のもとで次の結果を与えた.

Theorem 1.5 ([Ori25]) n > 4 かつ n ≡ 0 mod 4とする. ある普遍定数 C(n) が存在して,

以下の主張が成り立つ: Σ を滑らかに埋め込まれた閉曲線 ι : S1 ↪→ Sn とし, g をSn \ Σ上の
完備Riemann計量とし, S+ を Sn 上の positive spinor bundle, {e2πiθi}i は ι∗S+ に沿ったホ
ロノミーパラメータとする. f : (Sn \ Σ, g) → Sn \ Σは1-contractingな微分同相写像とし,

Areag(h) > C(n) · max
i

{|θi|}

とする. (ただしW (Σ)はΣ の任意の管状近傍, h ∈ H2(S
n,W (Σ);Z)は整係数の生成元)この

とき次の評価が成り立つ:

inf
x∈X

Sc(g)x < n(n− 1)

証明方法はGromov-Lawsonの解析 [GL83](の定量版)と閉曲線の近傍を変形する写像を組み
合わせることによる. 今回用いたGromov-Lawsonの解析 [GL83]はSchoen-Yauの手法 [SY87]

と関係するものであり, 次節でその説明を行う.

2. スカラー曲率によるRiemann多様体への幾何学的制約

本節では, 必要な概念の定義を導入しつつ, スカラー曲率によってRiemann多様体に与える
幾何学的制約の概要を振り返る. まず, スカラー曲率と多様体 M のトポロジーとの関係を理解
することは, 微分幾何学における主要な問題の一つである. よく知られているようにn次元トー
ラスTnは正のスカラー曲率を持つ計量を許容しない.
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Theorem 2.1 (Schoen-Yau ,[SY87], Gromov-Lawson, [GL83]) Tn上のRiemann計量
g が非負のスカラー曲率を持つならば, g は平坦である.

この定理は, Schoen-Yau により次元 n < 8の場合に [SY87]において証明された. その証明
は極小曲面の手法によるものである. この結果は最終的に, Gromov-Lawson が spinorを用いて
任意の次元に対して一般化した（[GL83]を参照）.

本稿の話題のように, Tn から部分集合 K を除いた場合に, その補集合 Tn \K 上に正のス
カラー曲率をもつ計量が存在するかどうか, というのは自然に生じる問いである. この問いに
対する近年の進展は述べないが, [GL83]によりK が部分多様体Tn−1 ⊂ Tnと共通部分を持た
ないコンパクト部分集合であるとき, Tn \K上に完備な正スカラー曲率計量が存在しないこと
は知られている. これはTheorem 2.5から従う事実である.

まず, Riemann多様体 (Mm, g), (Nn, h)の間の C1 級写像 f : M → N に対して, その k-

dilation を以下のように定義する：

Definition 2.2 F : (Mm, g) → (Nn, h) を C1 級写像とする. F は k-dilationを以下で定義
する.

Dilk(F ) := sup
Σk⊂M

Volk(F (Σ))

Volk(Σ)
,

ここで Σk は滑らかな k 次元部分多様体であり, Volk は k 次元Hausdorff測度である.

この量は微分dFx : TxM → TF (x)N の特異値分解から得られる特異値 s1 ≥ s2 ≥ · · · を用い
て計算することで, Dilk(F ) = sup

x∈M
| ∧k dFx|と等しいことがわかる.

Remark 2.3 Dilk(F ) は, 次元 k が異なると真に異なる状況を生み出すことがある. たとえ
ば, ユークリッド空間内の単位閉球B

3 → B
2
の全射であってDil2 を任意に小さくできる写像

の族が存在し, これは Dil1 の場合とは異なる現象である. またスカラー曲率に関しても, area-

enlargeable であって enlargeable でないコンパクト多様体が存在するかどうかは, 現在のとこ
ろ分かっていない（cf. [CS21]）.

(area-)enlargeableの定義は以下である.

Definition 2.4 M を次元 n の向き付けられた連結C∞級多様体とし, k ∈ {1, 2} とする. M

上のRiemann計量 g が enlargeable in dimension k であるとは, 任意の ε > 0 に対して,

以下を満たす連結被覆 M̃ →M と写像

f : (M̃, g) → Sn

が存在することをいう：
• f はコンパクト台を持つ, すなわちあるコンパクト部分集合 K ⊂ M̃ が存在して, f |

M̃\K
は定値写像である.

• f は写像度が 0 でない（fはコンパクト台を持つため写像度が定義できる）.

• f はk-dimensionally ε-contractingである. つまりDilk(f) ≤ ϵ.

ここで, g は g を被覆空間 M̃ に持ち上げた Riemann計量である. 任意の（完備であるか
否かを問わず）Riemann計量 g に対して, M が enlargeable in dimension kであるとき, M

を enlargeable in dimension kという. (M がコンパクトならば, すべての計量が同値で
あるため, ある 1つの計量に対して条件を確認するだけで十分である.) 特に k = 2 のとき,

area-enlargeableと呼ばれ, k = 1 のときには単に enlargeableという.

enlargeableであればarea-enlargeableである. また先ほどのTn \K (ただしK は部分多様体
Tn−1 ⊂ Tnと共通部分を持たないコンパクト部分集合) は area-enlargeableである. 次の結果
がよく知られている.
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Theorem 2.5 (Gromov-Lawson, [GL83]) area-enlargeableな多様体は,正のスカラー曲率
を持つ完備Riemann計量を持たない.

それでは, スカラー曲率が正であるとき, Riemann多様体に課される幾何学的制約はどのよ
うなものがあるか. 最も代表的な結果は, 以下のGromov-LawsonによるUrysohn幅の評価で
ある.

Theorem 2.6 (Gromov-Lawson, [GL83]) (M3, g) を単連結な3次元完備Riemann多様体
とし, Sc(g) ≥ 2 を満たすとする. このとき, 距離グラフ (K, d) と1-Lipschitz写像φ : (M, g) →
(K, d) が存在し, 任意の点 p ∈ K に対して

diam(φ−1(p)) ≤ 12√
3
π

が成り立つ. つまりM の Urysohn 1-幅が 12√
3
π 以下であることを意味する.

スカラー曲率が体積の比 Vol(Bg(p;r))
ωnrn の r → 0におけるテイラー展開の 2次の係数として現れ

ることに着目したTheorem 2.6の一般化に相当する結果も知られている. 次のGuthによる２
つの結果の証明では, ある被覆を用いて空間を近似し, その脈体に関して極小曲面論を用いた解
析を行う手法に基づいている.

Theorem 2.7 (Guth, [Gut11]) ある定数 n > 0 が存在して, 次のことが成り立つ. (Mn, g)

を閉Riemann多様体とし, ある半径 R > 0 が存在して, (Mn, g) 内の任意の半径 R のボールの
体積が高々 nRn であると仮定する. このとき, Urysohn 幅 UWn−1(M

n, g) ≤ R が成り立つ.

さらに球面への写像と体積の増大に関しては, 次のことが示されている.

Theorem 2.8 (Guth, [Gut11]) (Mn, g) から単位球面への写像度 1の 1-Lipschitz写像 f :

M → Snがあるとする. このとき任意の R ≤ 1 に対して

V (R) ≥ δ(n)Rn

が成り立つ.

再び spinorを用いた手法に戻る. 極小曲面を用いたアプローチではスカラー曲率が正の下で,

極小曲面の直径や 2次シストールの評価が示されていた. その類似がDirac operatorの解析に
も存在し, 主に次の結果の証明に用いられた. (この手法は [GL83]においてSchoen-Yauの手法
と spinorを用いた手法の関係性として指摘されている.)

Theorem 2.9 (Gromov-Lawson, [GL83]) X をコンパクトな enlargeable多様体とする.

このとき X × R2 上において, 次の条件を満たすような一様に正のスカラー曲率を持つ完備な
Riemann計量 g は存在しない：X × R2 内に, {∗} × R2 と同じ局所有限ホモロジー類に属し,

かつ面積有限なproperに埋め込まれた曲面が存在しない.

Theorem 1.5の証明は, このGromov-Lawsonの解析の応用によるものである.

3. 主結果の証明の概略

本節では, 主結果Theorem 1.5の証明の概略について述べる (Theorem 1.4も同様の議論に
よって示される). 証明は背理法による. つまり infx∈X Sc(g)x ≥ n(n − 1) を仮定する. Llarull

の定理 [Lla98]の証明と同様に単位球面上のClifford束Cl(TSn)の f による引き戻しを考えた
い. より正確には, f : Sn \ Σ → Sn \ ΣにΣの管状近傍の deformを施した hに対して引き
戻しE = h∗Cl(TSn)を考える. 次元が 4以上であるため, S1が標準的な埋め込みとアイソト
ピックになる. 上記の hと整合的になるような微分同相写像 ϕ : Sn \ Σ → Sn−2 × R2を固
定する. ϕにR2の動径方向と偏角の方向の成分を合成することで, δ : Sn \ Σ → R≥0, およ
び β : X>0 → S1を定める. ただし δによる level setをX[a,b] := δ−1([a, b])のように定める.
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図 2: Tの状況

次のステップとして微分 1形式 φ = β∗dθ を考え,

以下の「Plateau問題」を考察する：

e(a) := inf
{

Areag(T ) | T ∈ C2(X[0,a], X[a−1,a]), ∂T (φ) = 1
}
.

この関数 e(a) は単調非減少である. 仮に

lim
a→∞

e(a) ≤ C(n) · max
i

{|θi|}

が成立すると, 境界がΣの管状近傍にかかるような
十分大きいサイクルで条件を破るものが取れてしまう. よって lim

a→∞
e(a) > C(n) ·max

i
{|θi|} が

必要である. (C(n)は最後のステップで取り方が確定する. )

以上により e(a)は下からの評価がとれて, Gromov-Lawsonの議論 [GL83]（の定量版）によ
り微分 2形式の comassノルム ||dω||の制約を満たす微分１形式φの拡張ωがとれる. これを元
にClifford束とXの端で同型になる複素ベクトル束F が構成される (この構成においてhの定
め方を用いる). つまり, S1上ではClifford束の接続 1形式は θiを用いて直線束の直和に分解さ
れ, hを用いてXの端においては引き戻される. ωを用いてX上に拡張された直線束と大域的
な接続1形式が定まりそれらの直和としてFを定義すればよい.

最後のステップでは,インデックスの計算を行う. まず, twisted Dirac operator /D
+
Eおよび /D

+
F

の解析的インデックスがゼロであることはWeitzenböck formulaより導かれる. さらに relative

index theoremより twisted Dirac operatorの解析的インデックスの差は特性類（Â類と Chern

類）で計算される. 解析的インデックスはゼロである一方, トポロジカルなインデックスは非ゼ
ロであり矛盾が導かれる.
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アファインはめ込みとquasi-Codazzi構造
嘉陽海渡 (Kaito KAYO)∗

概 要
2つの torsion-freeなアファイン接続が非退化な計量に関して双対であるとき，これをCodazzi

構造と呼ぶ．非退化な等積アファインはめ込みが与えられたとき，その誘導接続やアファイン
基本形式を用いて，Codazzi構造が自然に誘導されることが知られている．また逆に，Codazzi
構造が与えられたとき，それを誘導するアファイン接続が存在するための条件も知られている．
本研究では，Codazzi構造の定義を退化する計量を許容するように拡張し，それが（退化）等
積アファインはめ込みと，上述のような関係を持つことを示す．

1 はじめに
多様体がアファインはめ込みとして実現可能であるための条件を調べることは，微分幾何におけ

る重要な問題の一つである．1918年，Radonは 2次元多様体がアファインはめ込みとして実現でき
るための条件を調べた [8]．一方，多次元の場合については 1990年にDillen–Nomizu–Vrankenに
より，統計構造が関与する形でその理論が拡張された [3]（定理 2.7）．統計構造はCodazzi構造とも
呼ばれ，計量を用いて定義される幾何構造である．講演者は先行研究 [4]において，quasi-Codazzi

構造を導入した．これは計量の退化を許容するようにCodazzi構造を一般化した幾何構造である．
本研究では，quasi-Codazzi構造が自然に現れる具体例としてアファインはめ込みを取り上げる．
さらに，定理 2.7の仮定を退化する計量へと弱めた際には，quasi-Codazzi構造が関与する形で定
理が拡張できることを紹介する．以下に概要を述べる．

2つの torsion-freeなアファイン接続が計量に関して双対な関係にあるとき，それらを Codazzi

構造と呼ぶ．特にそのアファイン接続が共に平坦であるときにはHesse構造と呼ばれ，Hesse構造
は様々な応用を持つ．しかし，応用上は計量が退化する場合があり，そのような場合にはHesse構
造を定義することができない．Nakajima–Ohmoto[6]により，計量の退化を許容するHesse構造と
して quasi-Hesse構造が導入された．今回紹介する quasi-Codazzi構造はCodazzi構造の一般化で
あり，特に，接続が共に平坦な quasi-Codazzi構造は quasi-Hesse構造となっている．
アファインはめ込みとは超曲面はめ込み f : M → Rn+1と横断的ベクトル場 ξの組であり，特に
アファインはめ込みが非退化かつ等積であるとき，M 上に計量とアファイン接続が誘導され，そ
れらはCodazzi構造をなす．逆に，アファイン微分幾何学の基本定理より，Codazzi構造が与えら
れたとき，それを誘導する非退化等積アファインはめ込みが存在するための条件も知られている．
本研究では，同様の関係が quasi-Codazzi構造に対しても成り立つことを示す．すなわち，（退化）
等積アファインはめ込みが与えられたときそれが quasi-Codazzi構造を誘導することを示し，逆に
quasi-Codazzi構造が与えられたとき，それを誘導する（退化）等積アファインはめ込みが存在す
るための条件を報告する．

∗E-mail : kayo.kaito.b9@elms.hokudai.ac.jp
本研究は，JST 次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2119の支援を受けたものです．
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2 準備
2.1 Codazzi構造
本節では統計多様体の定義とその性質を解説する．より詳しい解説は [1, 2, 5]を参照されたい．

(M,h)をn次元擬リーマン多様体とし，∇をM上のアファイン接続とする．また，X,Y, Z ∈ Γ(TM)

とする．

定義 2.1 ([1, 2, 5])．∇の計量 hに関する双対接続∇∗を次で定義する．

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ).

hの非退化性より∇∗は一意に存在し，明らかに (∇∗)∗ = ∇が成り立つ．
また，∇と∇∗が共に torsion-free，つまり，

∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0, ∇∗
XY −∇∗

YX − [X,Y ] = 0

が成り立つとき，3つ組 (h,∇,∇∗)をM 上のCodazzi構造という．特に∇と∇∗が共に平坦（曲
率が消えている）なとき，Hesse構造と呼ぶ

命題 2.2 ∇が torsion-freeであるとする．このとき，∇∗が torsion-freeであるという条件と (0, 3)-

テンソル∇h(X,Y, Z) := Xh(Y, Z)−h(∇XY, Z)−h(Y,∇XZ)が全対称であることが同値である．

2.2 アファインはめ込み
本節ではアファインはめ込みの定義と性質を紹介する．より詳しい解説は [5, 7]を参照された

い．f : M → Rn+1をはめ込み，Dを Rn+1上の標準接続とする．

定義 2.3 ξ ∈ Γ(f∗TRn)が f に沿った横断的ベクトル場であるとき，つまり，直和分解 TRn =

f∗TM ⊕ Span{ξ}が成り立つとき，組 {f, ξ}をアファインはめ込みと呼ぶ．

アファインはめ込み {f, ξ}が与えられたとき，上記の直和分解を用いて，M 上に次の諸量が誘
導される：

DXf∗Y = f∗(∇XY ) + h(X,Y )ξ, DXξ = −f∗(S(X)) + τ(X)ξ.

∇を誘導接続，hをアファイン基本形式，Sをアファイン型作用素，τ を横断的接続形式と呼ぶ．
特に∇は torsion-freeであり，hは対称性をもつ．これらの諸量は次の 4つの基本方程式をみたす
ことが知られている．

(i) Gauss方程式：R∇(X,Y )Z = h(Y, Z)S(X) − h(X,Z)S(Y );

(ii) Codazzi方程式 (I)：(∇Xh)(Y, Z) + τ(X)h(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) + τ(Y )h(X,Z);

(iii) Codazzi方程式 (II)：(∇XS)(Y ) − τ(X)S(Y ) = (∇Y S)(X) − τ(Y )S(X);

(iv) Ricci方程式：h(X,S(Y )) − h(S(X), Y ) = (∇Xτ)(Y ) − (∇Y τ)(X) = dτ(X,Y ).
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τ ≡ 0が成り立つとき，{f, ξ}を等積アファインはめ込みと呼ぶ．また，hが非退化であるとき
には {f, ξ}を非退化アファインはめ込みと呼ぶ．{f, ξ}が非退化等積アファインはめ込みであると
き，Codazzi方程式 (I)と命題 2.2により (h,∇,∇∗)は Codazzi構造となる．ただし，∇∗は∇の
hに関する双対接続である．

例 2.4 f : Rn 3 (x1, · · · , xn) → (x1, · · · , xn, ϕ(x1, · · · , xn)) ∈ Rn+1，ξ = (0, · · · , 0, 1) ∈ Rn+1と
する．ただし，ϕ ∈ C∞(Rn)である．このとき {f, ξ}はアファインはめ込みとなり，特に ϕによる
グラフはめ込みと呼ばれる．グラフはめ込みに対して諸量を計算すると，各 i, jについて，

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= 0, h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂2ϕ

∂xi∂xj
, S ≡ 0, τ ≡ 0

となる．したがって hが非退化，つまり ϕのヘッセ行列が正則行列であるとき，グラフはめ込み
はHesse構造を誘導する．

アファインはめ込みにより誘導される Codazzi構造について，双対接続は次のようにして構成
することもできる．

定義 2.5 Rn+1を Rn+1の双対空間とし，〈α,v〉 := α(v)とする．ただし，α ∈ Rn+1，v ∈ Rn+1

である．このとき，余法線写像 ν : M → Rn+1を各点 p ∈M で

〈ν(p), f∗Xp〉 = 0, 〈ν(p), ξp〉 = 1

をみたすようにとる．

余法線写像の定義より，微分写像 ν∗を計算すると，

〈ν∗X, f∗Y 〉 = −h(X,Y ), 〈ν∗X, ξ〉 = −τ(X)

が成り立つ．したがって，hが非退化であるとき νははめ込みとなり，さらに νは自身に横断的で
ある．つまり，{ν,−ν}はアファインはめ込みとなる．このとき {ν,−ν}により誘導される接続は
∇の hに関する双対接続となっている．
また，Codazzi構造を誘導するアファインはめ込みの存在性について次の事実が知られている．

定義 2.6 ∇を torsion-freeなアファイン接続とする．局所的に平坦な接続∇と閉形式 ρが存在し

∇XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X

をみたすとき，∇を射影平坦であるという．

定理 2.7 [3] M を単連結多様体，(h,∇,∇∗)を Codazzi構造とする．∇のRicciテンソルが対称，
∇∗が射影平坦であるとき．この Codazzi構造を誘導するアファインはめ込み {f, ξ}が存在する．

3 Quasi-Codazzi構造
本節では quasi-Codazzi構造の定義，及び，その構造と等積アファインはめ込みとの関連を紹介

する．ここで quasi-Codazzi構造とは，Codazzi構造を計量の退化を許容するように拡張したもの
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である．今回は簡単のために quasi-Codazzi構造を特別な形で定義する．より詳細な定義は [4]を
参照されたい．
E+をM 上の n階のベクトル束，E−をE+の双対ベクトル束とし，E = E+ ⊕E−を 2n階の
ベクトル束とする．また，X,Y, Z ∈ Γ(TM)，η±, ζ± ∈ Γ(E±)とする．E上の計量 θを

θ(η+ ⊕ η−, ζ+ ⊕ ζ−) =
1

2
{ζ−(η+) + η−(ζ+)}

として定める．

定義 3.1 ∇+をE+上の接続とする．双対接続∇−をE−上の接続として，次で定める．

Xθ(η+, η−) = θ(∇+
Xη

+, η−) + θ(η+,∇−
Xη

−).

θの非退化性から∇−は一意に決まる．

束写像 Φ := Φ+ ⊕ Φ− : TM 3 X 7→ Φ+(X) ⊕ Φ−(X) ∈ E+ ⊕ E− を rank Φ = n かつ
θ(Φ+(X),Φ−(Y )) = θ(Φ+(Y ),Φ−(X))が成り立つようにとる．このとき，M 上の対称 (0, 2)テン
ソル hを h(X,Y ) := θ(Φ(X),Φ(Y ))として定めると，h(X,Y ) = 2θ(Φ+(X),Φ−(Y ))が成り立つ．

定義 3.2 次の 2つの条件，

∇+
XΦ+(Y ) −∇+

Y Φ+(X) − Φ+([X,Y ]) = 0, (3.1)

∇−
XΦ−(Y ) −∇−

Y Φ−(X) − Φ−([X,Y ]) = 0 (3.2)

が成り立つとき，組 (h,E,Φ,∇+,∇−)をM 上の quasi-Codazzi構造と呼ぶ．特に∇+と∇−が共
に平坦（曲率が消えている）なとき，quasi-Hesse構造となる [6]．

注意 3.3 (h,E,Φ,∇+,∇−)を quasi-Codazzi構造とする．hが非退化であることと，Φ+とΦ−が
同型写像になっていることは同値である．したがって，hが非退化であるときには，M 上のアファ
イン接続∇，∇∗ を Φ+(∇XY ) = ∇+

XΦ+(Y )，Φ−(∇∗
XY ) = ∇−

XΦ−(Y )として定義することがで
きる．このとき条件 (3.1)から，

Φ+(∇XY −∇YX − [X,Y ]) = Φ+(∇XY ) − Φ+(∇YX) − Φ+([X,Y ])

= ∇+
XΦ+(Y ) −∇+

Y Φ+(X) − Φ+([X,Y ])

= 0

が成り立つ．∇∗ も同様である．したがって，∇と ∇∗ は共に torsion-freeであり，(h,∇,∇∗)は
Codazzi構造となる．

命題 3.4 M 上の (0, 3)テンソル C を

C(X,Y, Z) = −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z)) − θ(Φ+(Z),∇−

XΦ−(Y ))}

で定める．Φ+ : TM → E+が同型であり，条件 (3.1)が成り立つと仮定する．このとき，条件 (3.2)

が成り立つことと，C が全対称であることが同値である．
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注意 3.5 Φ+が同型のとき，Φ+(∇XY ) := ∇+
XΦ+(Y )としてM 上の接続を定義すると，

C(X,Y, Z) = −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z)) − θ(Φ+(Z),∇−

XΦ−(Y ))

= −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z)) −Xθ(Φ+(Z),Φ−(Y )) + θ(∇+

XΦ+(Z),Φ−(Y ))}
= 2{Xθ(Φ+(Z),Φ−(Y )) − θ(Φ+(∇XY ),Φ−(Z)) − θ(Φ+(∇XZ),Φ−(Y ))}
= Xh(Y, Z) − h(∇XY, Z) − h(Y,∇XZ)

= ∇h(X,Y, Z)

が成り立つ．

例 3.6 (h,∇,∇∗)をM上のCodazzi構造とする．E = E+⊕E− := TM⊕T ∗M，Φ+(X) := id(X)，
Φ−(X) := h(X,−)，∇+ := ∇，∇−

XΦ−(Y ) := Φ−(∇∗
XY )とする．このとき，(h, TM⊕T ∗M,Φ+⊕

Φ−,∇+,∇−)が quasi-Codazzi構造となる．

次に（退化）等積アファインはめ込みから自然に quasi-Codazzi構造が誘導されることを紹介す
る．{f, ξ}を等積アファインはめ込み，νを余法線写像とする．E = E+⊕E− := f∗TM⊕(f∗TM)∗，
Φ+ := f∗，Φ− := −ν∗とし，E+上の接続∇+を∇+

Xf∗(Y ) := f∗(∇XY )とする．hは非退化とは
限らないので∇の双対接続は定義できない．しかし，θを用いてE−上に定義 3.1の意味で双対接
続を取ることができる．

Xθ(η+, η−) = θ(∇+
Xη

+, η) + θ(η+,∇−
Xη).

∇+の定義から条件 (3.1)が成り立ち，さらに，Codazzi方程式 (I)と命題 3.4から条件 (3.2)も成り
立つ．したがって，(h, f∗TM ⊕ (f∗TM)∗, f∗⊕−ν∗,∇+,∇−)は quasi-Codazzi構造になっている．

例 3.7 {f, ξ}を ϕによるグラフはめ込みとする．例 2.4では ϕのヘッセ行列が正則行列であると
きには Hesse構造が誘導されることを紹介した．もし正則でないときには，上記の記号の取り方
によって quasi-Hesse構造が誘導される．

逆に quasi-Codazzi構造が与えられたとき，それを誘導するアファインはめ込みが存在するため
の条件は以下の通りである．

定義 3.8 E をM 上の n階のベクトル束，∇E を E 上の接続，ψ : TM → E を束写像とし，

∇E
Xψ(Y ) −∇E

Y ψ(X) − ψ([X,Y ]) = 0

をみたすとする．∇E が (E , ψ)に関して射影平坦であるとは，局所的に E上の平坦接続∇E と ρ ◦ψ
が閉形式となる (0, 1)-テンソル ρ : E → Rが存在し，

∇E
Xγ = ∇E

Xγ + ρ(γ)ψ(X) + ρ ◦ ψ(X)γ

が成り立つときをいう．ただし，γ ∈ Γ(E)である．

定理 3.9 M を単連結多様体，(h,E,Φ+ ⊕ Φ−,∇+,∇−)をM 上の quasi-Codazzi 構造，Φ+ は
同型とする．この quasi-Codazzi 構造を誘導するアファインはめ込みが存在するための条件は，
tr{η− 7→ R−(X,Y )η−} = 0かつ，∇−が (E−,Φ−)に関して射影平坦であることである．ただし，
R−は∇−の曲率である．
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対合付き４次元正則シンプレクティック多様体の解析的捩率

今池　大（ウエスタンデジタル合同会社）

1 導入
解析的捩率は，コンパクト Kähler 多様体の Laplacian のスペクトルに対して定まる実数
であり，Rayと Singerによって導入された．吉川は，K3曲面と反シンプレクティック対合
の組に対して，解析的捩率の同変版である同変解析的捩率を用いた不変量を構成した．この
不変量は，各変形族のモジュライ空間上の関数として或る方程式を満たしている．さらにこ
の不変量は，Borcherds積と Siegelモジュラー形式のテンソル積として得られる保型形式の
Peterssonノルムで表されることも示されている．
単連結なコンパクト Kähler多様体 X であって，至る所非退化な正則 2-形式 η が存在して

H0(X,Ω2
X)が η で生成される時，X を正則シンプレクティック多様体という．X は複素偶

数次元であり，2次元正則シンプレクティック多様体は K3曲面である．また，K3曲面の n

点の Hilbert スキームもまた正則シンプレクティック多様体である．このような多様体と変
形同値な正則シンプレクティック多様体を K3[n] 型多様体という．正則シンプレクティック
多様体 X の正則対合 ι : X → X であって，H0(X,Ω2

X)に −1倍で作用するものを反シンプ
レクティック対合と呼ぶ．
本講演では，K3[2] 型多様体とその反シンプレクティック対合の組について考察する．こ

の同変解析的捩率を用いて不変量を構成し，周期領域から定まる直交型モジュラー多様体上
の関数としてある方程式を満たすことを示す．またその応用として吉川の不変量や，ある種
の 4次元 Calabi-Yau多様体の BCOV不変量との比較に関する結果を紹介する．

2 不変量の構成
不変量を構成するために，まず同変解析的捩率を定義する．V をコンパクト Kähler 多様
体，θ : V → V を正則対合とする．θ が生成する位数 2の群を µ2 と表し，θ により誘導され
る V の µ2-作用を考える．E = (E, hE) を µ2-同変正則ベクトル束とその µ2-不変 Hermite

計量の組とする．g ∈ µ2 に対して，E の同変解析的捩率を，

τg(E) = exp{−
∑
q≧0

(−1)qqζ ′0,q,g(0)}
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と定義する．ここで，ζ0,q,g(s)は，V 上の E に値をとる滑らかな (0, q)-形式に作用するラプ
ラシアンのゼータ関数である．g = 1の場合には，τ1(E)の代わりに τ(E)と表す．

(X, ι)を反シンプレクティック対合付きK3[2] 型多様体とする．hX をX の ι不変 Kähler

計量とし，対応する Kähler形式を ωX とする．簡単のため hX は Ricci平坦であると仮定す
る．hX が誘導する正則余接束 Ω1

X の Hermite 計量も hX で表す．Ω̄1
X = (Ω1

X , hX) の同変
解析的捩率を τι(Ω̄

1
X)と表す．

対合 ι : X → X の固定点集合を Xι とする．Xι は連結とは限らない滑らかな複素曲面で
ある．自明直線束 OXι とその自明な計量の組を ŌXι で表す．ŌXι の解析的捩率を τ(ŌXι)

と表す．
t = Tr(ι∗|H1,1(X)) とする．(X,ωX) の体積を Vol(X,ωX) で表す．ωXι = ωX |Xι とし，

(Xι, ωXι) の体積を Vol(Xι, ωXι) で表す．VolL2

(
H1(Xι,Z), ωXι

) を H1(Xι,R) の格子
Im
(
H1(Xι,Z) → H1(Xι,R)

)の，ωXι が誘導する L2-計量に関する余体積とする．

定義 1. 実数 τ(X, ι)を次のように定める．

τ(X, ι) = τι(Ω̄
1
X) Vol(X,ωX)

(t−1)(t−7)
16 τ(ŌXι)−2 Vol(Xι, ωXι)−2 VolL2(H1(Xι,Z), ωXι).

定理 2 ([6]). τ(X, ι)は ι不変な Ricci平坦 Kähler計量の取り方に依らず，(X, ι)の不変量
を与える．

格子 L2 を L2 = LK3 ⊕ Ze と定める．ここで，LK3 は K3 格子，e は e2 = −2 と
(e, LK3) = 0 を満たす元である．Boissière-Camere-Sarti [1] は，対合付き K3[2] 型多様体
(X, ι)の不変部分空間 H2(X,Z)ι として得られる L2 の双曲型部分格子を分類した．このよ
うな格子を許容的部分格子と呼ぶ．許容的部分格子M に対し，K3[2] 型多様体のMBM類か
らM の正錐に部屋構造が定まり，各部屋は Kähler的部屋と呼ばれる．対合付きK3[2] 型多
様体の変形同値類は許容的部分格子M と Kähler的部屋 Kの組によって定まる．
反シンプレクティック対合付きK3[2] 型多様体 (X, ι)は，(M,K)に対応する変形同値類に

属する時，(M,K)型対合付きK3[2]型多様体であるという．(M,K)型対合付きK3[2]型多様
体の同型類全体の集合を M̃M,K と表す．Joumaah[7]は (M,K)型対合付き K3[2] 型多様体
の周期の空間として直交型モジュラー多様体MM,K と，周期写像 PM,K : M̃M,K → MM,K

を構成し，PM,K の像が Zariski開部分集合M◦
M,K := MM,K \ D̄M⊥ であることを示した．

ここで D̄M⊥ はMM,K の或る因子である．さらに周期写像 PM,K : M̃M,K → M◦
M,K は或る

因子を除いて単射であることを示した．
定理 2と Joumaahの定理により，不変量 τ を各M◦

M,K 上の関数の見なすことができる．
このようにして τ から得られるM◦

M,K 上の関数を τM,K で表す．
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3 曲率公式
τM,Kの曲率公式を説明する．ωMM,K を，Bergman計量が誘導するMM,Kの軌道体として
の Kähler形式とする．M◦

M,K 上の (1, 1)-形式 σM,K を次で定める．任意の (X, ι) ∈ M̃M,K

に対して，

P∗
M,KσM,K = c1(π∗Ω1

X ι/Def(X,ι), hL2) − c1(R1π∗OX ι , hL2) − 2c1(π∗KX ι/Def(X,ι), hL2).

ここで，PM,K : Def(X, ι) → MM,K は (X, ι)の倉西族 π : (X , ι) → Def(X, ι)の周期写像
である．

定理 3 ([6]). 関数 τM,K は，M◦
M,K 上で以下の方程式を満たす．

−ddc log τM,K =
(t+ 1)(t+ 7)

8
ωMM,K + σM,K.

定理 3の応用として，τM,K と 2-初等 K3曲面の不変量との比較公式が得られる．そのため
に 2-初等 K3曲面について説明する．M0を LK3の原始的 2-初等双曲型部分格子とする．K3

曲面とその正則対合の組 (Y, σ)がM0 型 2-初等 K3曲面であるとは，α(H2(X,Z)σ) = M0

となる同型 α : H2(X,Z) → LK3 が存在することである．M0 型 2-初等 K3曲面のモジュラ
イ空間はM⊥

0 に付随する直交型モジュラー多様体MM0
の或る Zariski開集合M◦

M0
である

（[9]）．吉川 [9]は，同変解析的捩率を用いてM0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)の不変量 τM0
(Y, σ)

を構成し，τM0 は Borcherds積と Siegelモジュラー形式のテンソル積として得られるMM0

上の保形形式の Peterssonノルムで表されることを示した．M0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)に
対して，2点の Hilbertスキーム Y [2] の反シンプレクティック対合 σ[2] : Y [2] → Y [2] が自然
に誘導される．

定理 4 ([4]). 格子 M0 の階数が 17 以下であることと，MM0 の判別因子の既約性を仮定
する．このとき，M0 のみに依存する正定数 CM0 が存在し，任意のM0 型 2-初等 K3 曲面
(Y, σ)に対して，次が成り立つ．

τ(Y [2], σ[2]) = CM0
τM0

(Y, σ)−2(rk(M0)−9).

M0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)から上の構成で得られる対合付き K3[2] 型多様体 (Y [2], σ[2])

を (XY , ιY )と表す．Camere-Garbagnati-Mongardi [3]は，商 XY /ιY の自然なクレパント
特異点解消として 4次元 Calabi-Yau多様体 ZY を構成した．τBCOV (ZY )を ZY の BCOV

不変量とする

定理 5 ([5]). M0 は定理 4と同様であるとする．このとき，M0 のみに依存する正定数 C ′
M0

が存在し，任意のM0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)に対して，次が成り立つ．

τBCOV (ZY ) = C ′
M0
τ(XY , ιY ).
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具体例を述べるために，以下 M0 = U(2) ⊕ E8(2) を仮定する．M0 型 2-初等 K3 曲面
(Y, σ)に対して，商 Y/σは Enriques曲面であり，この対応によりM◦

M0
は Enriques曲面の

粗モジュライ空間である．M◦
M0
上に零点を持たない重さ 4 の保型形式 Φ が Borcherds [2]

により構成されており，Borcherds Φ関数と呼ばれる．一方，Oguiso-Schröer [8]と Camere-

Garbagnati-Mongardi [3] によると，ZY は Enriques 曲面 Y/σ の 2 点の Hilbert スキーム
の普遍被覆である．

定理 6 ([5]). 正定数 C が存在し，任意の Enriques曲面 S に対して，

τBCOV (S̃[2]) = C∥Φ([S])∥

が成り立つ．ここで，S̃[2] は S の 2 点の Hilbert スキームの普遍被覆であり，∥Φ([S])∥ は
Borcherds Φ関数の Enriques曲面 S の周期における Peterssonノルムの値である．
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平行移動写像と弱鏡映部分多様体の
アファイン微分幾何学
森本 真弘 (東京都立大学)∗

1 序論
1988年，R. S. Palais と C.-L. Terng [10, 11]はヒルベルト空間の部分多様体論の研究

を開始した．彼らは，Palais-Smale の無限次元モース理論や微分トポロジーの結果を応
用するのに適した，Proper Fredholm (PF) 部分多様体と呼ばれるクラスを導入した．そ
の具体例として，彼らはゲージ変換群作用の軌道を研究し，その過程において，平行移動
写像と呼ばれる同変な沈め込み写像 Φ : Vg → Gを導入した．ここで Gは両側不変リー
マン計量を備えた連結コンパクト・リー群であり，Vg := L2([0, 1], g)は閉区間 [0, 1]から
Gのリー代数 gへの L2 写像全体のなす可分ヒルベルト空間を表す．

1995年，C.-L. Terng と G. Thorbergsson [12] は，平行移動写像 Φがリーマン沈め込
みとなることを示した．更に，コンパクト・リーマン対称空間G/K と射影 π : G→ G/K

に対して，リーマン沈め込み ΦG/K := π ◦ Φ : Vg → G → G/K を研究した．今日，それ
は G/K 上の平行移動写像と呼ばれる．G/K の部分多様体M に対して，逆像 Φ−1

G/K(M)

は Vg の PF部分多様体となる．彼らは G/K の部分多様体幾何を，Vg の PF部分多様体
幾何に還元する画期的研究を行った．G/K が非コンパクト型の場合，両側不変リーマン
計量の非存在が問題となるが，小池直之 [3]により，平行移動写像 Φ, ΦG/K が擬リーマン
沈め込みとなることが示され，擬リーマン幾何学の枠組みで研究が行われている．
講演者 [5, 6]は最近，より一般にアファイン対称空間や reductive等質空間上において，
平行移動写像が（計量に無依存に）定義され，それが安部直人・長谷川和志 [1]が導入し
た「水平分布つきアファイン沈め込み」となることを示した．また，弱鏡映部分多様体と
いう特殊な部分多様体（井川治・酒井高司・田崎博之 [2]）との関係について，講演者の
以前の結果が一般化されることも示した．本講演では，これらの結果について発表する．

2 アファインはめ込みとアファイン沈め込み
等長はめ込みやリーマン沈め込みの一般化として，アファインはめ込みやアファイン
沈め込みが定義される [1, 9]．本節ではその基本事項を復習する．本節で述べる事実は，
多様体が無限次元ヒルベルト多様体の場合においても成り立つ．
M と N を C∞ 級多様体，φ : M → N をはめ込みとする．φの横断束とは，引き戻し
束 φ∗TN の部分束W であって，条件 φ∗TN = dφ(TM) ⊕W を満たすものをいう．
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(M,∇M)，(N,∇N)をアファイン多様体，φ : M → N をはめ込み，W を φの横断束
とする．φがアファインはめ込み with 横断束 W であるとは，条件

dφ(∇M
X Y ) = (∇φ∗TN

X dφ(Y ))⊤, X, Y ∈ X(M)

が成り立つことをいう．ここで >は接成分への射影を表し，X(M)はM 上の C∞ 級ベ
クトル場全体を表す．ガウス公式・ワインガルテン公式

∇φ∗TN
X dφ(Y ) = dφ(∇M

X Y ) ⊕ αφ(X,Y ), ∇φ∗TN
X Z = −dφ(Aφ

Z(X)) ⊕∇W
X Z

を通して，アファイン基本形式 αφ，形作用素Aφ及び横断接続∇W が定まる (Z ∈ Γ(W))．
Γ(W)はW の C∞ 級切断全体を表す．
M を C∞級多様体，(N,∇N)をアファイン多様体，φ : M → N をはめ込み，W を φの
横断束とする．このときM のアファイン接続∇M がただ一つ存在して，φ : (M,∇M) →
(N,∇N)はアファインはめ込み with 横断束W となる．
N̂ , N を C∞ 級多様体，π : N̂ → N を沈め込みとする．このとき π の垂直分布 V が

Vu := Ker(dπ)u (u ∈ N̂) により定まる．π の水平分布とは，TN̂ の部分束 H であって
TN̂ = V ⊕Hを満たすものをいう．

(N,∇), (N̂ , ∇̂)をアファイン多様体，π : N̂ → N を沈め込み，Hを πの水平分布とす
る．π がアファイン沈め込み with 水平分布 Hであるとは，条件

(∇̂X̂ Ŷ )H = (∇XY )̂ X,Y ∈ X(N)

が成り立つことをいう．ここで X̂ は X の水平リフトを表す．左辺の Hは水平成分への
射影を表す．垂直成分への射影は V で表す．擬リーマン沈め込みの場合と同様に，基本
テンソル T と Aが次で定義される (Z,W ∈ X(N̂))：

TZW = (∇̂ZVW V)H + (∇̂ZVWH)V , AZW = (∇̂ZHWH)V + (∇̂ZHW V)H,

特に，A の H × H への制限が交代形式であるとき，(N,∇) の測地線の水平リフトは
(N̂ , ∇̂)の測地線となる．この性質は，擬リーマン沈め込みにおいては常に成り立つ．

3 平行移動写像
Gを有限次元連結リー群，gをそのリー代数とする．単位元を eで表す．閉区間 [0, 1]

から gへの L2 可積分写像全体のなす空間 Vg := L2([0, 1], g)は，通常，gの内積 〈·, ·〉を
固定して L2 内積 〈u, v〉L2 :=

∫ 1

0
〈u(t), v(t)〉dt を定め，L2 ノルムが有限という条件により

定義される．しかし，gの有限次元性から，〈·, ·〉の取り方を変えても得られる L2 ノルム
は互いに同値となる．よって gに内積を固定しなくても，完備な内積が存在する位相ベ
クトル空間 (いわゆる Hilbertible空間)として Vg := L2([0, 1], g)が定まる．
連続写像 c : [0, 1] → G が Sobolev クラス H1 に属するとは，G の任意の局所座標

(U, ϕ) に対して ϕ ◦ c : I ′ := c−1(U) → U → Rn が Sobolev 空間 H1(I ′,Rn) に属す
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ることをいう．Sobolev クラス H1 に属する写像 [0, 1] → G 全体を G := H1([0, 1], G)

で表す．G はヒルベルト多様体となる．更に G の群構造が各点積により定まり，その
群構造は滑らか，つまり G はヒルベルト・リー群となる．G は Vg にアファイン変換
g ∗ u := Ad(g)u− dr−1

g (g′)により推移的に作用する．ここで g′ は g の弱微分を表し，rg
は g による右移動を表す．g による左移動は lg で表す．
平行移動写像 Φ : Vg → Gは，従来と同様に，常微分方程式 dl−1

g (g′) = u, g(0) = e の
一意解 g = gu ∈ G により Φ(u) := gu(1) と定義される．ただしその解の一意存在性は自
明でない．既知の証明では Gのコンパクト性を用いるため，別の証明が必要となる [5]．

命題 3.1 (Palais-Terng [10, 11]). Φ(g ∗u) = g(0)Φ(u)g(1)−1．つまり，次の図式は可換：

g ∈ G ↷ Vg g ∗ u := Ad(g)u− dr−1
g (g′)

7→ ↓ ↓ Φ

(g(0), g(1)) ∈ G×G ↷ G (b, c) · a := bac−1

平行移動写像 Φ : Vg → Gの G 不変な水平分布 HG が HG(0̂) := ĝにより一意に定ま
る．ここで x̂ ∈ Vg は x ∈ gに値を持つ定道を表し，ĝは gに値を持つ定道全体を表す．
Gの標準接続を∇Gで表す (∇G

XY := 1
2
[X,Y ], X,Y ∈ g)．Vgの平坦接続をDで表す．

定理 3.2 ([5]). 平行移動写像 Φ : (Vg, D) → (G,∇G)は，アファイン沈め込み with 水平
分布HG となる．更に，基本テンソル AのHG ×HG への制限は交代形式である．

注意 3.3. Terngと Thorbergsson [12] は，Gがコンパクト・リー群 with 両側不変リー
マン計量 ρのとき，Φ : (Vg, 〈·, ·〉ρL2) → (G, ρ)がリーマン沈め込みとなることを示した．
ここで 〈·, ·〉ρL2 は Ad(G)不変な gの内積 〈·, ·〉ρ から定まる L2 内積を表す．Koike [3]は，
Gが半単純リー群 with 両側不変な擬リーマン計量 ρのとき，Φ : (Vg, 〈·, ·〉ρL2) → (G, ρ)

が擬リーマン沈め込みとなることを示した．これら双方の場合において，計量から定ま
る水平分布は上のHG と一致する．従って，定理 3.2はこれら双方の結果を拡張する．

K を Gの閉部分群 with リー代数 kとする．射影を π : G → G/K で表す．等質空間
G/K 上の平行移動写像が ΦG/K := π ◦ Φ : Vg → G → G/K で定まる．特に ΦG/{e} = Φ

である．また，Φ(G×G)/∆G は Φと自然に同一視できる．

命題 3.4. GK := {g ∈ G | g(1) ∈ K} とおく．g ∈ GK および u ∈ Vg に対して
ΦG/K(g ∗ u) = g(0)ΦG/K(u)が成り立つ．つまり，次の図式は可換：

g ∈ GK ↷ Vg g ∗ u := Ad(g)u− dr−1
g (g′)

7→ ↓ ↓ ΦG/K

g(0) ∈ G ↷ G/K b · aK := (ba)K

以下，等質空間 G/K が reductive，つまり g の Ad(K) 不変部分空間 p が存在して
g = k⊕ p（ベクトル空間の直和）が成り立つと仮定する．このとき，ΦG/K の GK 不変な
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水平分布 HG/K が HG/K(0̂) = p̂により一意に定まる．また，トーション 0かつ G不変
な G/K の接続であって，任意の X ∈ pに対して (exp tX)K が G/K の測地線となるも
のが一意に定まる．これを G/K の natural torsion-free 接続 と呼び∇G/K で表す [8]．

定理 3.5 ([6]). ΦG/K : (Vg, D) → (G/K,∇G/K)は，アファイン沈め込み with 水平分布
HG/K となる．更に，基本テンソル AのHG/K ×HG/K への制限は交代形式である．

上の定理を G/K が対称空間である場合に適応することで，次を得る：

系 3.6 ([5]). G/K を対称空間，∇G/K を G/K 標準接続とする．このとき平行移動写像
ΦG/K : (Vg, D) → (G/K,∇G/K)は，アファイン沈め込み with 水平分布 HG/K となる．
更に，基本テンソル AのHG/K ×HG/K への制限は交代形式である．

上の系は，G/K がコンパクトまたは非コンパクト型リーマン対称空間の場合 (Terng-

Thorbergsson [12], Koike [3])の拡張である（計量から定まる水平分布はHG/K と一致）．

4 フレドホルム性
V を Hilbertable空間，D を平坦接続，M を (V,D)の部分多様体 with 横断束W と

する．次の 2条件を考える：
(A) 終点写像 η : W → V , (p, ξ) 7→ p+ ξ は指数 0のフレドホルム写像

(i.e. 各 (p, ξ) ∈ W に対して Ker(dη)(p,ξ) と Coker(dη)(p,ξ) は有限次元かつ同次元)

(B) 各 (p, ξ) ∈ W に対して Aξ : TpM → TpM はコンパクト作用素．
条件 (B)は，Aξ の固有値（主曲率）を扱う上で重要である．フレドホルム作用素の一般
論から「(B) ⇒ (A)」が従うが，逆は一般に不明である．M がヒルベルト空間 (V, 〈·, ·〉)
の（リーマン）部分多様体ならば，Aξ の自己共役性から (A)と (B)は同値となり，これ
らの同値条件を満たす部分多様体はフレドホルム部分多様体と呼ばれる [10, 11]．
次の定理は，G/K がコンパクトまたは非コンパクト型リーマン対称空間の場合の結果

(Terng-Thorbergsson [12], Koike [3])の一般化である：

定理 4.1 ([7]). G/K を reductive 等質空間 with 分解 g = k ⊕ p とする．ΦG/K : Vg →
G/K を平行移動写像とする．M を G/K の部分多様体 with 横断束W とする．W の
水平リフトを Ŵ で表す．このとき逆像 Φ−1

G/K(M)は Vg の部分多様体 with 横断束 Ŵ で
あって条件 (B)を満たす．

本稿では，(B)を満たす部分多様体をフレドホルム部分多様体と呼ぶことにする．

5 弱鏡映部分多様体
(N,∇N)をアファイン多様体，M を N の部分多様体 with 横断束W とする．M が弱

鏡映 [2, 5]であるとは，各 (p, ξ) ∈ W に対してあるアファイン変換 ν : N → N が存在し
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て条件 ν(p) = p, ν(M) = M , dν(ξ) = −ξ, dν(W) = W が成り立つことをいう．特に，
各 ν が特定の群 S から選べるとき，M は S 弱鏡映であるという．
次の定理は，G/K がコンパクト正規等質空間の場合 [4] を一般化すると同時に，ア

ファイン弱鏡映部分多様体の非自明な例を与える．

定理 5.1 ([5]). G/K を reductive等質空間 with 分解 g = k⊕ pとする．このとき，平行
移動写像 ΦG/K : Vg → G/K の各ファイバーは (Vg, D)の弱鏡映フレドホルム部分多様体
である（横断束は水平分布の制限として定める）．

次の定理は，アファイン対称空間内の弱鏡映部分多様体の特徴づけを与える．これは，
N が既約なコンパクト型リーマン対称空間の場合 [4] を一般化する．

定理 5.2 ([5]). (N,∇N)をアファイン対称空間，p ∈ N とする．アファイン変換群を G̃，
単位元連結成分を G，pにおける G̃の固定部分群を K̃ とし K := K̃ ∩Gとおく．M を
G/K = N の部分多様体 with 横断束W とする．M̂ := Φ−1

G/K(M)の横断束をW の水平
リフト Ŵ で定める．このとき次は同値：(i) M は弱鏡映，(ii) M̂ は S-弱鏡映かつフレド
ホルム．ここで S := {g ∈ H1([0, 1], G̃) | g(1) ∈ K̃}．
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　概Hermitian多様体上の偏微分方程式について
　川村　昌也 (椙山女学園大学)∗

1 概要
近年, 非 Käher幾何学の研究が盛んに行われている. この背景には, 物理学における非
Kähler性の要請, 例えば弦理論における Stromingerシステムの非Kähler幾何学における
研究が挙げられる. Kähler性の概複素の場合の代替として, いくつかの特別な計量が知ら
れており, それらの計量の特徴を調べることで非Kählerの場合の偏微分方程式の解の性質
が調べられている. 例えば, balanced計量 (d(ωn−1) = 0を満たす)や SKT(Strong Kähler
with torsion)計量 (∂∂̄ω = 0を満たす)は弦理論との関わりが知られており活発に研究が
進められている. 本稿では, 概複素構造が可積分でない場合に話を一般化して問題を考察
する. 多くの先行研究では, 複素構造が入っている場合を調べており, Hermitian多様体に
おける研究がほとんどである. その理由として, 概複素構造が可積分でない場合, つまり
Nijenhuisテンソルが消えない場合は計算が非常に煩雑になり, 例えば偏微分方程式の滑
らかな解の存在性を示す際に不可欠であるアプリオリ評価を得ることが難しくなること
が挙げられる. まず初めに, 概複素幾何におけるふたつの困難を紹介する.

2 概複素の場合の困難
概複素多様体 (M,J)上の概微分作用素 dは次のように分解される:

d : Λp,qM → Λp+2,q−1M ⊕ Λp+1,qM ⊕ Λp,q+1M ⊕ Λp−1,q+2M,

d = A+ ∂ + ∂̄ + Ā.

ここで,
∂ : Λp,qM → Λp+1,qM, ∂̄ : Λp,qM → Λp,q+1M,

A : Λp,qM → Λp+2,q−1M, Ā : Λp,qM → Λp−1,q+2M.

この作用素Aが消えることと, 概複素構造 Jが可積分であることは同値である. 概複素の
場合の困難の一つとして次が挙げられる.

困難 1. (i) ∂2 = 0が成り立たない. (∂2 = −A∂̄ − ∂̄A)

(ii) ∂∂̄ = −∂̄∂が成り立たない. (∂∂̄ = −∂̄∂ − AĀ− ĀA)

困難 1.から, Hermitianの場合に一般に知られている滑らかな解のグラディエント評
価を得る方法を適用することが難しくなる. 更にもう一つ以下の困難が挙げられる.

困難 2. 滑らかな実数値関数uに対して∇q̄∇q∇p̄∇puと∇p̄∇p∇q̄∇quの差を計算するとき,
T r
p̄q̄ = N r

p̄q̄を含む項が残り, eq{T r
p̄q̄erep(u)}をどのように処理するかが問題になる. ここで,

∇はChern接続, T はトーション, N はNijenhuisテンソル, {ei}は局所 (1, 0)フレーム.

困難 2.における計算は, 滑らかな解の 2階微分のアプリオリ評価をする際に必要であ
り, このままでは 3階の微分が残るため求める評価が得られない. これら 2つの困難を乗
り越えるための方法を次に紹介する.
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3 概複素幾何学のための新しい方法
次の特別な局所ユニタリー (1, 0)フレームの存在が計算に必要になる.

補題 3.1. (cf. [8, Lemma 2.4]) (M,J, α)を概Hermitain多様体, ∇を概Hermitian計量 α
に関するChern接続とする. 任意の点 p0 ∈M のまわりで, 局所ユニタリー (1, 0)枠 {er}r
で

αij̄(p0) = δij, ∇er(p0) = 0

を満たすように取れる.

概Hermitain多様体 (M,J, α)における一般の局所 (1, 0)枠{ep}pに対してT k
ij = T k(ei, ej),

T k
īj̄ = T k(eī, ej̄)を αに関するトーション T = T ′ + T ′′ (T ′ ∈ Γ(Λ2,0M ⊗ T 1,0M), T ′′ ∈

Γ(Λ0,2M⊗T 1,0M))の成分, Lieブラケット積の構造係数Bs
kj, B

k̄
ijは [ei, ej] =: Bk

ijek +Bk̄
ijek̄

で定義される. Γk
ij は Christoffelの記号で, Γk

ij = αkl̄ei(αjl̄) − αkl̄αjs̄B
s̄
il̄
で与えられる. こ

こで, T k
īj̄ = Nk

īj̄ = −Bk
īj̄, N はNijenhuisテンソル. またM 上の滑らかな関数 φに対して,

∂p∂q̄φ = (epeq̄ − [ep, eq̄]
(0,1))(φ), eiej̄(φ) = ∇i∇j̄φ+Bk̄

ij̄ek̄(φ).

補題 3.1より, p0のまわりで特別な局所 (1, 0)枠 {er}rを取れば, この (1, 0)枠 {er}rに対し
て Γk

ij(p0) = 0, T k
ij(p0) = −Bk

ij(p0), B
k
ij̄(p0) = Bk̄

ij̄(p0) = 0が得られることに注意する.

補題 3.1の局所ユニタリー (1, 0)枠 {er}rを用いることで以下の 2つの補題が得られる.

補題 3.2. (cf. [5, Lemma 3.1, 3.3]) M 上の滑らかな実数値関数 φに対して次が得られる:

∂2φ(ek, ej) = T s̄
jk∂̄φ(es̄),

∂2∂̄φ(ek, ej, eī) = ∂̄(T s̄
jk)(eī)∂̄φ(es̄), ∂̄∂∂̄φ(ek̄, ej, eī) = ∂(T s

īk̄)(ej)∂φ(es).

補題 3.3. (cf. [5, Lemma 3.2]) M 上の滑らかな実数値関数 φに対して
T s
j̄k̄eies(φ) = H s

k̄j̄i es(φ) + T r
k̄j̄T

s̄
ires̄(φ).

ここで, HはChern曲率の成分で, H ∈ Γ(Λ2,0M ⊗ End(T 1,0M)).

補題 3.2と補題 3.3により, 2階及び 3階の微分を 1階の微分に落とすことができるた
め, 困難 1.と困難 2.を乗り越えるための方法になる.

4 放物型Monge-Ampère型方程式への応用
本稿では, コンパクト概Hermitian多様体上の放物型Monge-Ampère型方程式に関する結
果を紹介する. 以下 (M2n, J, α)を実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概Hermitian多様体と
し, α0をもうひとつのM 上の概Hermitian計量とする. 次の放物型Monge-Ampère型方
程式を任意のψ ∈ C∞(M,R)に対して考察する. 以下, ∗はHodgeのスター作用素とする.

(1)


∂
∂t
u = log

(
ϖ+ 1

n−1
[(∆u)α−

√
−1∂∂̄u]+Z(∂u)

)n

αn − ψ, u(0) = u0 ∈ C∞(M,R)

ϖ + 1
n−1

[(∆u)α−
√
−1∂∂̄u] + Z(∂u) > 0 on M,

ϖ := 1
(n−1)!

∗αn−1
0 , ∆u = αj̄i∂i∂j̄u, Z(∂u) := 1

(n−1)!
∗ [Re(

√
−1∂u∧ ∂̄(αn−2))]とする. Zheng

は [9]において, コンパクトHermitian多様体上でGauduchon性 (∂∂̄(ωn−1) = 0)を保存す
96



る放物型方程式 (1)の解の収束を示すことでGauduchon予想 (cf. [9, Conjecture 1.2])の
別証明を与えている. 論文 [5]では Zhengの議論を概Hermitianに一般化して以下の結果
を示している. ここで, 方程式 (1)の線形化作用素は 2階の楕円型作用素なので放物型理論
によって (1)の滑らかな解の短時間存在が分かることに注意する (短時間解の存在定理).

定理 4.1. (cf. [5, Theorem 1.1]) M × [0,∞)上で方程式 (1)の滑らかな一意解が存在する.
ここで, uの正規化をVolα(M) :=

∫
M
αnに対して,

(2) ũ(x, t) := u(x, t) − 1

Volα(M)

∫
M

u(y, t)αn(y)

と定義すると, ũは t→ ∞のとき, 滑らかな関数 ũ∞に収束し, ũ∞は次の楕円型方程式の
一意解になる:

log
(ϖ + 1

n−1
[(∆ũ∞)α−

√
−1∂∂̄ũ∞] + Z(∂ũ∞))n

αn
= ψ + b̃,

b̃ :=
1

Volα(M)

∫
M

(
log

(ϖ + 1
n−1

[(∆ũ∞)α−
√
−1∂∂̄ũ∞] + Z(∂ũ∞))n

αn
− ψ

)
αn.

定理 4.1より, 与えられた滑らかな関数F ∈ C∞(M,R)に対して, ψ = (n− 1)F と選び
実定数 b̃ ∈ Rを加えると, 滑らかな関数 ũ∞はコンパクト概Hermitain多様体 (M,J, α)上
で概Hermitain計量 α0に対して次の方程式の一意解になる:

(3) log

(
ϖ + 1

n−1
[(∆αu)α−

√
−1∂∂̄u] + Z(∂u)

)n
αn

= (n− 1)(F + b).

この方程式は

(4) ωn−1 = αn−1
0 +

√
−1∂∂̄u ∧ αn−2 + Re

(√
−1∂u ∧ ∂̄(αn−2)

)
> 0.

で与えられる概Hermitian計量 ω に対して次の方程式に同値:

(5) ωn = eF+bαn.

この議論から, [4, Theorem 1.2]の結果と同様に次の系が得られる.

系 4.1. (M2n, J, α)を実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概 Hermitian多様体とし, α0 を
もう一つの概 Hermitian計量とする. 任意に与えられた F ∈ C∞(M,R)に対して, 組
(u, b) ∈ C∞(M,R) × Rで, (4)で与えられる ωが方程式 (5)を満たすものが一意に存在
する.

注意 4.1. 系 4.1の証明は, Huangと Zhangによる 2023年の論文 [4, Theorem 1.2]の放物
型方程式を用いた別証明である.

5 定理の証明の概要
実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概Hermitian多様体 (M2n, J, α)上で, 補題 3.1より任意の
点 p0 ∈ M のまわりで, 概Hermitian計量 αに関する局所ユニタリー (1, 0)フレーム {er}
でαij̄(p0) = δij かつ∇e(p0) = 0を満たすように取れる. この局所 (1, 0)フレーム {er}を用
いることで方程式 (1)の滑らかな解 uに対して補題 3.2と補題 3.3から次の関係式を得る.

(6) T s
j̄k̄eies(u) = H s

k̄j̄i es(u) + T r
k̄j̄T

s̄
ires̄(u),
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(7) ∂2u(ek, ej) = T s̄
jk∂̄u(es̄),

(8) ∂2∂̄u(ek, ej, eī) = ∂̄(T s̄
jk)(eī)∂̄u(es̄), ∂̄∂∂̄u(ek̄, ei, ej̄) = ∂(T s

īk̄)(ej)∂u(es).

点p0は任意に取られていたので,上式 (6),(7),(8)はM全体で成り立つ. 以下, T ∈ (0,∞]
は方程式 (1)の最大存在時間とする.

命題 5.1. (cf. [5, Proposition 4.1]) uをM× [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とするとき,
正の定数 C が存在して supM×[0,T ) |

√
−1∂∂̄u|α ≤ CK を満たす. ここで C は (M2n, J, α),

α0, supM |ψ|に依存する定数で, K := 1 + supM×[0,T ) |∇u|2αとする.

証明の概要. 関係式 (6)によって, eq{T r
p̄q̄eper(u)}は eq{H s

q̄p̄p es(u) + T r
q̄p̄T

s̄
pres̄(u)}で表さ

れ, 微分の階数をひとつ落とすことができる.

関係式 (7),(8)と 2階のアプリオリ評価を用いることで, 次のアプリオリなグラディエ
ント評価が得られる.

命題 5.2. (cf. [5, Proposition 5.1]) uをM × [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とする. 任
意に有限時間 0 < T ′ < T ≤ ∞を選ぶ. このとき, (M2n, J, α), α0, u0, supM |ψ|, ∥v∥C2(M)

に依存する正の定数Cが存在して supM×[0,T ′) |∇u|2α ≤ Cを満たす.

証明の概要. (i) (7)によって ∂2uはトーション T = T ′ + T ′′の成分 T̄ ′′と ∂̄uで表せて,
(8)によって, ∂2∂̄u (resp. ∂̄∂∂̄u)は ∂̄T̄ ′′ (resp. ∂T ′′)と ∂̄u (resp. ∂u)で表せる.

(ii) Guo-Phong-Tongのグラディエント評価を得る方法 (cf. [3])と, 解析学でよく知られ
た方法である Sobolev不等式やMoserの反復法などを援用する.

命題 5.1, 命題 5.2の 1階と 2階のアプリオリ評価より方程式 (1)は一様放物型であり
Schauder評価によって, 高階のアプリオリ評価を得るためには√

−1∂∂̄uのHölder評価が
得られれば十分である (cf. [2, Lemma 6.1]). このHölder評価は [1, Theorem 5.3]から得
られる. 方程式 (1)を微分してブートストラッピング法を適用することで高階のアプリオ
リ評価が得られる.

命題 5.3. (cf. [5, Lemma 6.1]) uをM × [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とする. 任意
に有限時間 0 < T ′(< T ≤ ∞)を選ぶ. このとき, 任意の ε ∈ (0, T ′)と正の整数 kに対して,
k, ε, (M2n, J, α), α0, u0に依存する正の定数Ckが存在して supM×[ε,T ′) |∇ku(x, t)| ≤ Ckを
満たす.

解の一意性は一般的な放物型方程式の理論から得られる. 長時間解については, 高階の
アプリオリ評価 (命題 5.3)と短時間解の存在性定理から, T <∞とすると解を延長できる
ことが分かり T が最大存在時間であることに反するため T = ∞が得られる. Zhengによ
り [9]で証明されている Harnack不等式は, 概 Hermitian幾何でも Hermitianの場合と同
様に証明可能であり (cf. [2, Lemma 7.2]), このHarnack不等式と (2)で定義した uの正規
化 ũのC0評価 (cf. [9, Proposition 3.2])により ũの定理 4.1の収束の結果を得る.

6 その他の応用例
実 2n次元コンパクト概Hermitian多様体 (M2n, J, ω)上でのその他の応用例を紹介する.
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(i) Fu-Yau方程式 (cf. [6]) : Stromingerシステムを一般化した完全非線形 (fully non-
linear)方程式

(9)
√
−1∂∂̄(euω − αe−uρ) ∧ ωn−2 + nα

√
−1∂∂̄u ∧

√
−1∂∂̄u ∧ ωn−2 + µ

ωn

n!
= 0

ここで α( ̸= 0)はスロープパラメータと呼ばれる定数で, ρは滑らかな実 (1, 1)形式,
µは滑らかな実数値関数とする.

(ii) Calabiフロー (cf. [7]) : 満渕エネルギーのグラディエントフローである 4階の準線
形 (quasilinear)放物型方程式

(10)
∂u

∂t
= Ru, u(0) = 0

ここでRu := trωu Ric(1,1)(ωu)は ωu = ω +
√
−1∂∂̄uのChernスカラー曲率である.

(i), (ii)において, (M2n, J, ω)は擬 (quasi-)Kählerとすると ∂̄ω = 0は, ωに関するトーショ
ンについて i, j, k = 1, 2, . . . , nに対して T k

ij = 0 (i.e., T ′(ω) = 0)であることと同値なので
補題 3.2と ∂̄(T s̄

jk)(eī) = T l̄
kjT

s̄
l̄̄i
より次の補題が得られる. 計算は任意の点 p0 ∈Mのまわり

で補題 3.1の局所ユニタリー (1, 0)フレーム {er}で行う.

補題 6.1. M 上の滑らかな実数値関数 φに対して次が成り立つ:

(11) ∂2∂̄φ(ek, ej, eī) = 0, ∂̄∂∂̄φ(ek̄, ei, ej̄) = 0.

関係式 (11)において点 p0は任意で取られているので, ∂2∂̄φ = 0, ∂̄∂∂̄φ = 0がM 上全
体で成り立つ. この関係式は, (9)の場合には C0評価を得るのに不可欠であり, (10)の場
合には擬Kähler性がCalabiフローに沿って保存されることを示すことに用いられる.
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例外型コンパクト対称空間の極大対蹠集合 II

宇都宮大学 共同教育学部 佐々木優

Maximal antipodal sets of some compact symmetric
spaces of exceptional type II

Yuuki Sasaki

Cooperative Faculty of Education,

Utsunomiya University

本講演の内容は，2022年に東京理科大学で行われた第 69回幾何学シンポジウムでの拙講演「例

外型コンパクト対称空間の極大対蹠集合」の続きの内容である．

1 概要

リーマン多様体M の各点 pに対して，pを孤立固定点とするような対合的等長変換 sp が対応

付いているとき，M を対称空間といい sp を pにおける点対称と呼ぶ．本講演では，M は連結で

あるとする．M の 2点 p, q ∈ M が対蹠的であるとは，sp(q) = q(⇔ sq(p) = p)をみたすことを

いう．部分集合 S ⊂ M の任意の 2点が対蹠的であるとき，S を対蹠集合と呼ぶ [4]．対蹠集合間

の包含関係で極大なものを極大対蹠集合といい，最大の濃度を持つ対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ．

また，大対蹠集合の濃度を 2-numberと呼び #2M と記す．定義から，大対蹠集合は極大対蹠集

合である．以下，対称空間M はコンパクトであると仮定する．

対蹠集合は，対称空間上の様々な数理と関連を持つことが指摘されている．例えばトポロジー

との関連として，χ(M)をM のオイラー数とすれば

χ(M) ≤ #2M

が成り立つ [4]．さらに，H∗(M ;Z2)をM の Z2-係数ホモロジーとすれば

#2M ≤ dimH∗(M ;Z2)

が成り立つことも知られており [2]，特に対称 R空間と呼ばれる特別なコンパクト対称空間では等

号が成立する [10]（対称 R空間でないコンパクト対称空間であっても等号が成り立つ例は存在す

る（例えばG2, G2/SO(4), F4 など））．トポロジー以外にも，Tanaka-Tasakiによりコンパクトエ

ルミート対称空間の２つの実形が横断的に交わるとき，その交叉は対蹠集合になることが示され

[12]，この事実は Floerホモロジーの計算へと応用されている [5]．また，Kurihara-Okudaは対

蹠集合とデザインとの関係についても調べている [6]．

こうした背景から，対蹠集合について様々な研究が進められており，その一般化についても調べ

られている．例えば，Sugimotoはリーマン対称空間とは限らない擬リーマン対称空間において対

蹠集合を決定する研究を行っている [9]．Ohno-Sakaiは対蹠集合を対称空間だけではなく，より

広く拡張されたクラスである Γ-対称空間において調べている．さらに，Tamaruは対称空間をカ
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ンドルの特別なものと考えることで，対蹠集合をはじめとした点対称によって定まる構造を様々

なカンドルにおいて調べている [11]．このように，対蹠集合に関する様々な研究が進められてい

る一方で，全てのコンパクト対称空間について，その極大対蹠集合の分類・構成が完成している

わけではない．ここで，極大対蹠集合の分類とは極大対蹠集合の合同類の分類のことである．例

えば，古典型コンパクト対称空間においては，多くの対称空間で極大対蹠集合の分類・構成が完

成しているが，有向実グラスマン多様体やスピン群 Spin(n), Ss(n)などにおいては極大対蹠集合

の分類・構成は完成していない．

本講演では，単連結例外型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類・構成を紹介する．単連

結例外型コンパクト対称空間とは，

例外型コンパクト単純リー群 G2, F4, E6, E7, E8,

G, FI, FII, EI,EII,EIII, EIV,EV,EV I,EV II,EV III, EIX 型

の 17種類のコンパクト対称空間のことである．これまでの先行研究により，

G2, F4, E6, E8, G型, F I 型, F II 型, EI 型, · · · , EIV 型, EV II 型

については極大対蹠集合の分類・構成が完成している [1, 7, 8, 13, 15]．そこで本講演では，

E7, EV 型, EV I 型, EV III 型, EIX 型

についての極大対蹠集合の分類・構成を紹介する．

2 極地と極大対蹠集合

集合X と全単射 f : X → X について F (f,X) := {x ∈ X ; f(x) = x}とする．コンパクト対
称空間M と o ∈M について，F (so,M)の連結成分をM における oの極地という [3]．１点集合

となる極地を極とよぶ．{o}は oの極となるので，自明な極という．oの極地をM+
i (0 ≤ i ≤ k)

とし，M+
0 を自明な極とすれば，F (so,M) = ⊔k

i=0M
+
i ．極地はM の全測地的部分多様体である

ので，極地自身もコンパクト対称空間になる．GをM の合同変換群とし，Ko を Gの oにおけ

るイソトロピー群とすればKo はそれぞれの極地に推移的に作用することが知られている．

2.1 M の極大対蹠集合から極地の極大対蹠集合

M+
i を極ではない極地とし，A(M+

i )をM+
i の極大対蹠集合とする．このとき，{o} ∪A(M+

i )

はM の対蹠集合であるので，これを含むM の極大対蹠集合 A(M)が存在する．A(M)∩M+
i は

M+
i の対蹠集合であり，A(M+

i ) ⊂ A(M) ∩M+
i であるので，A(M+

i )の極大性から A(M+
i ) =

A(M) ∩M+
i となる．したがって，M

+
i の極大対蹠集合を調べるためには，M の極大対蹠集合が

分かっていればよい．さらに，oを含むM の極大対蹠集合の Ko-作用の同値類の個数が l 個であ

るとする．それらの代表元を Aa(M) (1 ≤ a ≤ l)と記す．このとき，M+
i の任意の極大対蹠集合

は Aa(M) ∩M+
i (1 ≤ a ≤ l)のいずれかと合同となり，M+

i の極大対蹠集合の合同類を決定する

ためには Aa(M) ∩M+
i (1 ≤ a ≤ l)の中でM+

i の極大対蹠集合になるものを調べればよい．

101



2.2 極地の極大対蹠集合からM の極大対蹠集合

また，M における oの極地がM+
0 , · · · ,M

+
3 であるとし，M

+
3 が極でありM+

3 = {p}である
とする．さらに，M+

1 ,M
+
2 はそれぞれ極でないとする．このとき，M 上には各点をそれぞれの非

自明な極へと移す被覆変換 τ が存在する．被覆変換 τ は τ2 = idM を満たし，M 上の任意の合同

変換と可換になることが知られている．さらに，τ(M+
1 ) = M+

2 が成り立つ．そこで，A(M+
1 )を

M+
1 の極大対蹠集合とすれば

Aτ (M+
1 ) := {o} ∪A(M+

1 ) ∪ τ
(
A(M+

1 )
)
∪ {p}

はM 上の極大対蹠集合となる．逆に，A(M)をM の oを含む極大対蹠集合とすれば，τ(A(M)) ⊂
A(M)であることから A(M) ∩M+

1 はM+
1 の極大対蹠集合となる．したがって，M の極大対蹠

集合を調べるためには M+
1 の極大対蹠集合が分かればよい．さらに，M

+
1 の極大対蹠集合の合

同類の個数が m 個であるとする．それらの代表元を Ab(M
+
1 ) (1 ≤ b ≤ m) と記す．このとき，

Aτ
b (M+

1 ) (1 ≤ a ≤ m)はM の極大対蹠集合の合同類の代表元の候補となり，これらが互いにM

の合同変換で移り合うか否かを調べることでM の極大対蹠集合の合同類を分類できる．

3 主結果

まず，先行研究の結果から E8 の極大対蹠集合について次の結果が得られている．

定理 3.1. [1] 例外型単純コンパクトリー群 E8 について，極大対蹠集合の合同類の数は 2 であ

り，各合同類に含まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 256,512 である．とくに，#2E8 = 512

である．

E8 の 2種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 256であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から構

成されるものであり，濃度が 512であるものは極大トーラスの極大対蹠集合から構成できるもの

である．E8 の極大対蹠集合の 2 種類の合同類から，それぞれ単位元を含む代表元を選び，それ

らを Ai(E8) (i = 1, 2)と記す．ただし，#A1(E8) = 256,#A2(E8) = 512であるとする．E8 の

極地は EV III, EIX 型コンパクト対称空間であることが知られている．そこで，EV III, EIX

型をそれぞれ単位元の極地であると考える．このとき各 i = 1, 2について，Ai(E8) ∩ EV III は
EV III の極大対蹠集合になることが確かめられ次の主張を得る．

定理 3.2. EV III 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含

まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 199, 391である．とくに，#2EV III = 391である．

EV III 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 199であるものは Spin(8)の極大対蹠集合

から得られるもので，濃度が 391であるものは極大トーラスから得られるものである．とくに，ワ

イル群の軌道は濃度が 391の極大対蹠集合の部分集合となる．次に EIX 型に関して，各 i = 1, 2

について Ai(E8) ∩ EIX は EIX 型の極大対蹠集合になることが確かめられ，次の主張を得る．
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定理 3.3. EIX 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 56, 120である．とくに，#2EIX = 120である．

EIX 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 56であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から

得られるもので，濃度が 120であるものは E8 のワイル群の軌道である．EIX 型の１点 pを固定

する．EIX 型の極大対蹠集合の 2 種類の合同類から，それぞれ p を含む代表元を選び，それら

を Ai(EIX) (i = 1, 2) と記す．ただし，#A1(EIX) = 256,#A2(EIX) = 512 であるとする．

EIX 型の極地は S2 · EV II と EV I 型コンパクト対称空間であることが知られている．そこで，

これらの対称空間を EIX 型における p の極地であると考える．このとき各 i = 1, 2 について，

Ai(EIX) ∩ EV I は EV I 型の極大対蹠集合になることが確かめられ，次の主張を得る．

定理 3.4. EV I 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 31, 63である．とくに，#2EV I = 63である．

EV I 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 31であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から

得られるもので，濃度が 63であるものは E7 のワイル群の軌道である．

次に E7 の極大対蹠集合について考える．E7 の極地は，極が 1つと EV I 型が 2つであること

が知られている．とくに，E7 においては前節の議論を適用することができて，次の主張が得ら

れる．

定理 3.5. 例外型単純コンパクトリー群 E7 について，極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各

合同類に含まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 64, 128である．とくに，#2E7 = 128である．

E7 の 2種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 64であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から構成

されるものであり，濃度が 128であるものは極大トーラスの極大対蹠集合である．最後に EV 型

の極大対蹠集合を考える．EV 型の極地は極が１つと，G∗
4(C8)が 2であることが知られている．

ここで，G4(C8)は C8 の 4次元部分空間からなるグラスマン多様体であり，G∗
4(C8)は G4(C8)

の bottom space である．G∗
4(C8) の極大対蹠集合は Tanaka-Tasaki により分類されており，極

大対蹠集合の合同類の数は 3であり，それぞれの合同類の代表元の濃度は 27, 35, 63である [14]．

この結果を使うことで次の主張を得る．

定理 3.6. EV 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 3であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 56, 72, 128である．とくに，#2EV = 128である．

EV 型の 3種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 56であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から得

られるもので，濃度が 72であるものは E7 のワイル群の軌道，濃度が 128であるものは極大トー

ラスの極大対蹠集合である．

以上から単連結例外型コンパクト対称空間について，極大対蹠集合の分類・構成が完成した．そ

の結果を次の表にまとめる．

103



M
合同類

の数
濃度 #2M M

合同類

の数
濃度 #2M

G2 1 8 8 G型 1 7 7

F4 1 32 32 FI 型 1 28 28

FII 型 1 3 3

E6 2 32, 64 64 EI 型 2 28, 64 64

EII 型 2 28, 36 36

EIII 型 1 27 27

EIV 型 2 31, 63 63

E7 2 64, 128 128 EV 型 3 56, 72, 128 128

EV I 型 2 31, 63 63

EV II 型 1 56 56

E8 2 256, 512 512 EV III 型 2 199, 391 391

EIX 型 2 56, 120 120
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非コンパクト多様体のMorse不等式

岸本大祐（九大数理）

1 背景

本講演では加藤毅さん（京都大）と蔦谷充伸さん（九州大）との共同研究で得

られた，閉多様体上の Galois被覆の全空間であるような非コンパクト多様体に

対するMorse不等式の解説をする．先行研究 [6]ではこのような多様体上の有界

なベクトル場に対して Poincaré-Hopfの定理が成り立つことを証明しており，こ

の研究はその続きである．これらの研究は有限伝搬ユニタリ作用素のホモトピー

論 [3, 4, 5]から派生したのだが，ここではこのホモトピー論には言及しない．

まず古典的なMorse不等式を思い出そう．M を n次元閉多様体とし，biをそ

の i次 Betti数とする．Morse関数 f : M → Rに対して ci を f の指数 iの臨界

点の個数とする．このとき，不等式

ck − ck−1 + · · · + (−1)kc0 ≥ bk − bk−1 + · · · + (−1)kb0

（k = 0, 1, . . . , n）と等式

cn − cn−1 + · · · + (−1)nc0 = (−1)nχ(M)

が成り立つ．ただし，χ(M)はM の Euler標数である．これが古典的なMorse

不等式であり，その重要さや様々な応用に関しては述べるまでもないだろう．本

講演ではMorse不等式を非コンパクト多様体に拡張することを考える．誰もが

考えるようなこの問題に関する結果が，Morse関数の臨界点の数が有限である場

合など，本質的にコンパクトな場合から抜け出せないものが少しあるだけなのは

驚きである．（非コンパクトな複素多様体に対する結果でMorse不等式と題され

るものはあるが，ここで考える素朴なものとは異なるので除外する．）一方，Roe

は非コンパクト多様体の指数定理に関する論文 [10]に

I hope to show elsewhere that the numbers β′ also satisfy“Morse

inequalities”with respect to a suitably well-behaved Morse func-

tion.

と記しているが，残念ながら彼はMorse不等式に関する結果を出版しなかった．

ここで，β′は彼が考えた Betti数の亜種である．我々が考える非コンパクト多様

体は Roeが論文 [10, 11]で考えたものの最も重要な例のひとつなので，我々の

Morse不等式は Roeの希望を少しは叶えているかもしれない．
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2 設定

我々が考える非コンパクト多様体とMorse関数を設定する．

2.1 多様体

Morse不等式を非コンパクト多様体に拡張するとき，次の素朴な問題がもちあ

がる．

問題 2.1. 1. Morse関数の臨界点が無限個あるとき，どう数えるのか？

2. ホモロジーが無限次元のとき，Betti数をどう定義するのか？

我々は非コンパクト多様体の Poincaré-Hopfの定理に関する先行研究 [6]のア

イディアを応用してひとつめの問題を解決する．そのために，以下，M は次の

多様体とする．

• Galois被覆 G→M →M/Gがあり，M/Gは向きづけられた n次元連結

閉多様体である．

• M/Gの計量をもちあげてM の計量を与える．

M が非コンパクトであることとGが無限群であることが同値なことに注意する．

上記の通り，群Gが従順なとき多様体M は Roe [10, 11]が考えた非コンパクト

多様体の最も重要な例の一つである．（[10, (6.6) Proposition]参照）

多様体M に対して，L2-Betti数と呼ばれる Betti数の亜種を考えることが

でき，我々は問題 2.1のふたつめをこの L2-Betti数を採用することで解決する．

L2-Betti数の定義を述べる代わりに Lückによって証明された次の性質を紹介す

る．b(2)k をM の k次 L2-Betti数とする．

定理 2.2. 正規部分群の列G = G1 ▷ G2 ▷ G3 ▷ · · · が存在し，すべての kで指数

|Gk : Gk+1|が有限のとき，

b
(2)
k = lim

k→∞

bk(M/Gk)

|G : Gk|

が成り立つ．

2.2 Morse関数

Hirsch [2]は任意の連結な非コンパクト多様体は臨界点のない関数をもつこと

を証明した．よって，非コンパクト多様体上には臨界点をもたないMorse関数

を常に存在するので，Morse関数に制約がなければMorse不等式を考える意味

がない．そこで，ここでは非コンパクト多様体の研究においてよくある有界性と

いう制約（cf. [6, 14]）を考える．以下，接続は Levi-Civitaとする．
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定義 2.3. n次元 Riemann多様体 X 上の関数 f : X → Rが有界とは，0 ≤ i ≤
max{3, dn

2 e}に対して∇if が有界であることをいう．

注意 2.4. この有界性には不満がある．本質的に重要なのは∇f の有界性であり，
それ以外は技術的な条件である．特に，関数 f 自身の有界性は仮定したくない

が，いまのところどうやって仮定を外せばよいのかわからない．

Morse関数の臨界点が集積点をもつと解析的に扱いづらくなるので，少なくと

も私の手には負えなくなる．そこで，Morse関数に次の制約も与える．

定義 2.5. Riemann多様体X上のMorse関数 f : X → Rが一様とは，ある ϵ > 0

が存在し，f のどのふたつの臨界点も 2ϵは離れていることをいう．

さらに臨界点に技術的な制約を加えたMorse関数も考える．部分集合A ⊂M

の ϵ近傍を N(A; ϵ)で表す．以下，M/Gの三角形分割を固定し，そのもちあげ

であるM の G不変な三角形分割を考える．

定義 2.6. 多様体M 上のMorse関数 f : M → Rが強一様とは，ϵ > 0に関して

一様であり，さらに次の条件をみたすことをいう．

1. すべての p ∈ Crit(f)に対してM のある開 n単体 σが存在し，N(p; ϵ) ⊂ σ

となる．

2. ある δ > 0に対して

|∇f | ≥ δ

がM −N(Crit(f); ϵ)で成り立ち，すべての p ∈ Crit(f)に対して∇2f(p)

のすべての固有値 λが

|λ| ≥ δ

をみたす．

注意 2.7. 強一様性の定義で不満なのはのひとつめの条件である．なぜなら，こ

れだけが群GのM への作用と微妙に関係するからである．この条件は外すこと

ができると予想しているが，どうすればよいのかわからない．強一様性のふたつ

めの条件は臨界点が「衰退」する様な場合を除くものであり，解析的な困難を避

けるためのものである．

3 結果

主結果とその応用を紹介する．

3.1 基本領域

多様体M の基本領域を導入する．M/Gの各開 n単体のM へのもちあげをひ

とつずつ選ぶ．そして，M/Gの各開 k単体（k < n）のM へのもちあげを，す
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でに選んだある開 n単体のM へのもちあげの閉包に含まれるようひとつ選ぶ．

このようにして選んだ開単体のもちあげの和集合をK と書き，M の基本領域と

呼ぶ．

例 3.1. R2 への Z2 の平行移動による作用を考える．このとき，R2 の単位正方

形から平行な辺の一方をそれぞれ除いたものは R2の基本領域である．この基本

領域はトーラスR2/Z2を切り開いたものであり，一般のM に対しても基本領域

はM/Gを切り開いたものだと考えられる．

定義より

M =
∐
g∈G

gK (3.1)

が成り立つ．一様なMorse関数 f : M → Rに対して関数

ck : G→ R, g 7→ |Critk(f) ∩ gK|

を定義する．ここで，Critk(f)は f の指数 k の臨界点の集合である．Morse関

数の一様性の定義とK の閉包のコンパクト性より，関数 ck は well-definedな有

界関数である．ck は Critk(f)のタイル張り (3.1)に関する「雑な配置」を表す

と考えられる．したがって，この関数 ck は指数 kの臨界点を「数える」とみな

せ，問題 2.1のひとつめの解決だと思うことにする．

3.2 主結果

主定理を述べるために記号を用意する．ℓ∞(G)をG上の有界関数のなすBanach

空間とする．今，Gは ℓ∞(G)に

(g · ϕ)(x) = ϕ(xg)

により作用する．ただし，x, g ∈ G, ϕ ∈ ℓ∞(G)である．ℓ∞(G)の部分空間で

g ·ϕ−ϕにより生成されるものを Iとする．ただし，g ∈ G, ϕ ∈ ℓ∞(G)である．Ī

を Iの弱位相による閉包とする．関数 ck は基本領域の選び方に依存しているが，

ck mod Iが基本領域の選び方によらないことが次のようにわかる．分解 (3.1)

を用いて [6]で有界微分形式の ℓ∞(G)/Iに値をもつ「積分」が定義された．この

「積分」が基本領域の選び方によらないことが [6]で予想されており，Milizia [8]

によりこの予想は肯定的に解決された．今，関数 ck はある有界微分形式の「積

分」の極限となるので ck mod Iは基本領域の選び方によらない．詳しくは [7]

を参照せよ．

今，ℓ∞(G)は関数を各点で評価することにより順序≤が与えられる．ϕ1, ϕ2 ∈
ℓ∞(G)に対して

ϕ1 ≤ ϕ2 mod Ī

を，ある ϕ ∈ ℓ∞(G)に対して ϕ1 + ϕ ≤ ϕ2 をみたすことと定義する．これは

ℓ∞(G)の順序が誘導する ℓ∞(G)/Īの前順序に他ならない．さらに，

ϕ1 ≈ ϕ2 mod Ī
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を ϕ1 ≤ ϕ2 mod Īかつ ϕ2 ≤ ϕ1 mod Īであることと定める．1 ∈ ℓ∞(G)を値

が 1である定数関数とする．

主定理は以下の通りである．

定理 3.2. f : M → Rを有界な強一様Morse関数とするとき，

ck − ck−1 + · · · + (−1)kc0 ≥ (b
(2)
k − b

(2)
k−1 + · · · + (−1)kb

(2)
0 )1 mod Ī

（k = 0, 1, . . . , n）と

cn − cn−1 + · · · + (−1)nc0 ≈ (−1)nχ(M/G)1 mod Ī

が成り立つ．

群Gが従順とは，G不変平均と呼ばれる正値線型写像µ : ℓ∞(G) → Rでµ(1) =

1をみたすものが存在することをいう．定理 3.2は群Gが従順なときしか意味を

なさないことに注意する．実際，次の条件が同値であることが知られている．

1. 群 Gは従順である．

2. ℓ∞(G) 6= Īが成り立つ．

3. 1 6≡ 0 mod Īが成り立つ．

G不変平均は余不変量加群と呼ばれる ℓ∞(G)/Iを経由するので，Iによる商はあ

る種の繰り込み，もしくは，平均（これは Roe [10]が自分の指数定理や Atiyah

の Γ 指数定理の説明として用いた文言である）の前段階だとみなせる．一方，

Block-Weinberger [1]は距離空間のラージスケールな性質を調べるために一様有

限ホモロジーを導入し，それが擬等長不変量であることを示した．今，余不変

量加群 ℓ∞(G)/IはGの 0次元の一様有限ホモロジーと自然に同型である．した

がって，包含写像 G → M は擬等長なので ℓ∞(G)/IはM の擬等長不変量であ

る．しかし，ℓ∞(G)/ĪがM の擬等長不変量かはわからない．

G不変平均は ℓ∞(G)/Īを経由することから次の平均Morse不等式が得られる．

系 3.3. f : M → Rを有界な強一様Morse関数とし，群GがG不変平均 µをも

つ従順群とする．このとき，

µ(ck) − µ(ck−1) + · · · + (−1)kµ(c0) ≥ b
(2)
k − b

(2)
k−1 + · · · + (−1)kb

(2)
0

（k = 0, 1, . . . , n）と

µ(cn) − µ(cn−1) + · · · + (−1)nµ(c0) = (−1)nχ(M/G)

が成り立つ．

L2-Betti数の新しい性質を平均Morse不等式から導く．次の補題は [7]で証明

されている．
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補題 3.4. 群 Gが無限群で ϕ ∈ ℓ∞(G)が有限個の x ∈ Gを除いて ϕ(x) = 0を

みたすなら ϕ ≡ 0 mod Iとなる．

今，系 3.3より弱平均Morse不等式

µ(ck) ≥ b
(2)
k

が得られる．よって，次で与えられる L2-Betti数の新しい性質が補題 3.4から示

せる．群 Gの作用と本質的に無関係なM のトポロジカルな性質を L2-Betti数

が導くというこ点でこの結果は興味深い．

系 3.5. 群Gが無限従順群なら b
(2)
k 6= 0のときM上の任意の有界な強一様Morse

関数は指数 kの臨界点を無限個もつ．

これ以外の応用として，Novikovと Shubinによる π1作用を組み込んだMorse

不等式 [9]が Gが従順のときに再現できるというのもあげられる．

4 証明

以下，定理 3.2の証明の流れを解説する．大まかな流れは，基本的に Roeの

本 [13]にあるWitten変形を用いた閉多様体に対するMorse不等式の証明と同

じだが，用いる道具はいちから組み立てる．

4.1 区分的トレース

ベクトル束 F → X に対して L2(F )を L2 切断のなす Hilbert空間とする．G

不変な（計量が与えられた）ベクトル束 E →M に対して，{ei}i∈I を L2(E|K)

の正規直交基底とする．今，同型写像

g−1 : E|gK → E|K , x 7→ g−1x

の導く同型写像 (g−1)∗ : L2(E|K) → L2(E|gK)を用いて egi = (g−1)∗(ei)とする

と，{egi }i∈I は L2(E|gK)の正規直交基底である．

定義 4.1. 有界作用素 A : L2(E) → L2(E)が区分的Hilbert-Schmidtとは

ρ2(A) : G→ R, g 7→

(∑
i∈I

‖Aegi ‖
2

) 1
2

が well-definedな有界関数であることをいう．

ρ2(A)は ℓ∞(G)に値をもつ「ノルム」と考えられる．有界作用素 Aと区分的

Hilbert-Schmidt作用素Bに対して ρ2(AB) ≤ ‖A‖ρ2(B)という基本的な不等式

が成り立つ．しかし，一般に

ρ2(BA) 6≤ ρ2(B)‖A‖, ρ2(A∗) 6= ρ2(A)

となるので，区分的 Hilbert-Schmidt作用素は通常の Hilbert-Schmidt作用素と

全く同じようには扱えない．
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補題 4.2. 区分的 Hilbert-Schmidt作用素 A,B : L2(E) → L2(E)に対して関数

ρ2(A,B) : G→ R, g 7→
∑
i∈I

〈Aegi , Be
g
i 〉

は well-definedな有界関数である．

補題 4.2により，次の定義は意味をなす．

定義 4.3. 作用素A : L2(E) → L2(E)が区分的トレースクラスとは区分的Hilbert-

Schmidt作用素 B,C により A = B∗C となることをいう．このとき，区分的ト

レースを

Tr(A) = ρ2(B,C)

により定める．

Roe [10]はある種の非コンパクト多様体上の作用素に対してトレースを定義し

た．特に，Gが従順なとき区分的トレースクラス作用素 A : L2(E) → L2(E)に

対して，Roeのトレース τ(A)はが定義できる．今，あるG不変平均 µ : G→ R
に対して

τ(A) =
µ(Tr(A))

vol(M/G)

が成り立つことがわかる．よって，区分的トレースは Roeのトレースの (3.1)に

関する分解であると考えられる．定義より次がすぐにわかる．

命題 4.4. 正値区分的トレースクラス作用素 A : L2(E) → L2(E)に対して次が

成り立つ．

Tr(A) ≥ 0

ここで扱いやすい区分的 Hilbert-Schmidt作用素を導入する．

定義 4.5. なめらかな作用素 A : L2(E) → L2(E)がガウス伝搬をもつとは，あ

る C1, C2 > 0に対して Aの核関数 kA(x, y)が

|kA(x, y)| ≤ C1e
−C2d(x,y)

2

をみたすことをいう．

補題 4.6. ガウス伝搬をもつなめらかな作用素 A : L2(E) → L2(E)に対して A

と A∗は区分的 Hilbert-Schmidtである．特に，ガウス伝搬をもつなめらかな作

用素 A,B : L2(E) → L2(E)に対してその積 AB : L2(E) → L2(E)は区分的ト

レースクラスである．

擬等長写像である包含写像G→M を正確に評価することにより，ガウス伝搬

をもつ作用素に対して区分的トレースの交換性が証明できる．

命題 4.7. なめらかな作用素 A,B : L2(E) → L2(E)がガウス伝搬をもつなら

Tr(AB) ≡ Tr(BA) mod Ī

が成り立つ．
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4.2 Witten変形

ある種の有界性をみたす関数 f : M → Rに対して作用素

dt = e−tfdetf : L2(ΛTM) → L2(ΛTM)

を関数 f による微分 dのWitten変形という．ここで，ΛTM は TM の外積束

である．

Dt = dt + d∗t

とする．このとき，Dtは本質的に自己共役であり，一次作用素Aに対してD2
t =

∇∇∗ +Aとなるので，[12, Chapter 5]の意味で一般 Dirac作用素である．一般

Dirac作用素の汎関数計算を行うために次の関数のクラスを導入する．

定義 4.8. Schwartz関数 ϕ : R → Rである C1, C2 > 0に対して

|ϕ̂(i)(x)| ≤ C1e
−C2x

2

（i = 0, 1, . . . , 2dn
2 e）をみたすもの全体を Gで表す．ただし，関数 f : R → Rに

対して f̂ は Fourier変換，f (i) は i階微分を意味する．

一般Dirac作用素の有限伝搬性 [13, Proposition 7.20]を用いて次が証明される．

命題 4.9. 任意の一般 Dirac作用素 D̃と ϕ ∈ Gに対して ϕ(D̃)は Gauss伝搬を

もつ．特に，ϕ(D̃)は区分的 Hilbert-Schmidtである．

区分的トレースの正値性（命題 4.4）とトレース性質（命題 4.7）を用いて次

が証明される．

命題 4.10. 関数 ϕ : R → Rが ϕ(x2) ∈ Gをみたすとする．有界関数 f : M → R，
関数 ψ(x) = xϕ(x)2 と t > 0に対して

k∑
i=0

(−1)k−iTr(ψ(D2
t |ΛiTM )) ≥ 0 mod Ī

（k = 0, 1, . . . , n− 1）と
n∑

i=0

(−1)n−iTr(ψ(D2
t |ΛiTM )) ≡ 0 mod Ī

が成り立つ．

系 4.11. 関数 ψ, f を命題 4.10の通りとする．ψ(x) ≥ e−x2

をみたすとき，t > 0

と s > 2に対して

k∑
i=0

(−1)k−iTr(ψ(D2
t |ΛiTM )) ≥

k∑
i=0

(−1)k−iTr(e−sD2
t |ΛiTM ) mod Ī

（k = 0, 1, . . . , n− 1）と
n∑

i=0

(−1)n−iTr(ψ(D2
t |ΛiTM )) ≡

n∑
i=0

(−1)n−iTr(e−sD2
t |ΛiTM ) mod Ī

が成り立つ．
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強一様Morse関数に対して次が比較的簡単に証明される．

補題 4.12. 関数ψを命題 4.10の通りとする．有界な強一様Morse関数f : M → R
に対して，t→ ∞のとき Tr(ψ(D2

t |ΛiTM ))は ci に一様収束する．

Tr(e−sD2
t |ΛiTM )と L2-Betti数を結びつけるために次の作用素を考える．

定義 4.13. 作用素 d̃ : C∞
c (ΛTM) → C∞

c (ΛTM)が抽象微分とは，次の条件を

みたすことをいう．

1. d̃2 = 0

2. D̃ = D+Aが本質的に自己共役な作用素Aで∇iA（i = 0, 1, . . . , dn
2 e）が

有界なものに対して成り立つ．ここで，D̃ = d̃+ d̃∗ である．

有界な関数によるWitten変形は抽象微分を与えることに注意する．Cをコン

パクトな台をもつ関数 ϕ : R≥0 → Rで ϕ(x2)はなめらか，0 ≤ ϕ ≤ 1と ϕ(0) = 1

をみたすもののなす集合とする．Roeによって導入された正規化された Betti数

[12]の区分版を導入する．

定義 4.14. 抽象微分 d̃の区分的に正規化された k次Betti数 bk(d̃)を

bk(d̃) : G→ R, g 7→ inf
ϕ∈C

Tr(ϕ(D̃2|ΛkTM ))(g)

により定める．

区分的に正規化された Betti数は有界関数である．一般にコンパクトな台をも

つ関数 ϕ : R → Rにたいして ϕ(D̃2)は区分的トレースクラスとは限らないが，こ

こでは区分的トレースを拡張することで上の定理を実現している．通常の微分 d

に対して

bk(d) = b
(2)
k 1

となることに注意する．また，次も証明できる．

命題 4.15. 任意の抽象微分 d̃に対して Tr(e−sD̃2|ΛiTM )は s → ∞のとき bi(d̃)

に弱収束する．

Roeによって証明された正規化された Betti数の不変性 [12, (2.6) Theorem]

と同様の不変性が区分的に正規化された Betti数に対して証明できる．

命題 4.16. 有界で自己共役な同型写像 F : ΛTM → ΛTM に対して抽象微分

d̃1, d̃2 が F d̃1 = d̃2F をみたすなら，

bi(d̃1) ≈ bi(d̃2) mod Ī

（i = 0, 1, . . . , n）が成り立つ．

定理 3.2の証明. 関数 e−tf をかけるという写像 ΛTM → ΛTM は有界で自己共

役な同型写像なので，命題 4.16より

lim
s→∞

Tr(e−sD2
t |ΛiTM ) = lim

s→∞
Tr(e−sD2|ΛiTM ) = b

(2)
k 1

となる．よって，系 4.11と命題 4.12より定理 3.2は証明される．
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CAT(0)空間への等長埋め込み可能性について
豊田　哲 (工学院大学)

概 要
興味深い性質を持つさまざまな距離空間上の有限個の点の間の距離たちは, 三角
不等式だけでなく, 空間の性質に応じたさまざまな不等式を満たす. CAT(0)

空間と呼ばれる, 非正曲率性を持つ距離空間に対しても, その上で常に成立する
不等式が数多く発見されている. では, 逆に, CAT(0) 空間上で常に成立する
不等式 (の族) を適切に指定して, CAT(0) 空間の部分集合を特徴づけることが
できるだろうか ? すなわち, 距離空間上の任意の有限個の点の間の距離たち
が指定された不等式を全て満たすなら, その距離空間は必ず何らかの CAT(0)

空間の部分集合と距離空間として同型になることが証明できるだろうか ? この
問題に関わる研究のここ十年間くらいの進展について述べる.

1 CAT(0)空間
定義 1. 距離空間 (X, dX) が CAT(0)空間であるとは, 任意の x, y ∈ X と任意の
t ∈ [0, 1]に対して, zx,y,t ∈ X が存在して, 任意の w ∈ X に対して

dX(zx,y,t, w)2 ≤ (1 − t)dX(x,w)2 + tdX(y, w)2 − t(1 − t)dX(x, y)2 (1)

が成り立つことである.

いわゆる距離の公理のうち, 三角不等式を除くものを全て満たす空間を半距離空間と
呼ぶことにすると, 半距離空間 (X, dX)において, x, y, w ∈ X が三角不等式

dX(x, y) ≤ dX(x,w) + dX(y, w)

を満たすことは, 任意の t ∈ [0, 1]に対して
t(1 − t)dX(x, y)2 ≤ (1 − t)dX(x,w)2 + tdX(y, w)2 (2)

が成り立つことと同値である. (2) は明らかに (1) から従うから, 仮に, 定義 1 において
「距離空間」を「半距離空間」に置き換えたとしても, 定義の条件を満たす空間のクラスに
影響はない. 定義 1において, 任意の w ∈ X に対して (1)を満たすような zx,y,t ∈ X は,

存在するなら x, y, t に対して一意的である. そこで, X が CAT(0) 空間のとき, 任意の
x, y ∈ X に対して, 写像 γ : [0, dX(x, y)] → X を γ(tdX(x, y)) = zx,y,t, t ∈ [0, 1]によって
定めると, γ は x と y を結ぶ測地線 *1 となる. したがって, 任意の CAT(0) 空間は測地
的距離空間 *2 である. CAT(0)空間についてのより詳しい説明は [2], [4], [5], [17]などを
参照されたい.

本研究は科研費 (課題番号:21K03254)の助成を受けたものである.
*1 Rの区間 [a, b]から距離空間 X への距離を保つ写像 γ : [a, b] → X を γ(a)と γ(b)を結ぶ測地線と呼ぶ.
*2 任意の x, y ∈ X に対して, xと y を結ぶ測地線が存在するとき, 距離空間 X は測地的であるという.
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2 CAT(0)空間の 4点間の距離が満たす不等式
Gromov [8] と Sturm [17] は, 独立に, 全ての CAT(0) 空間において次の不等式族が
成り立つことを証明した.

定義 2. 距離空間 (X, dX)が ⊠不等式を満たすとは, 任意の s, t ∈ [0, 1], x, y, z, w ∈ X

に対し, 次の不等式が成り立つことである:

s(1 − s)dX(x, z)2 + t(1 − t)dX(y, w)2

≤ (1 − s)(1 − t)dX(x, y)2 + s(1 − t)dX(y, z)2 + stdX(z, w)2 + (1 − s)tdX(w, x)2. (3)

不等式 (3) において, 例えば s = 1 とすると (文字の役割は異なるが) 不等式 (2) が得
られる. したがって, 定義 1について言及したのと同様に, ⊠不等式を満たすという条件
を半距離空間に対する条件として定義したとしても, 条件を満たす空間のクラスに影響は
ない. 「⊠不等式」という言葉は, Gromovの記号の使い方に基づく. Sturmは不等式 (3)

を「weighted quadruple inequality」と呼んでいる. Gromov [8] と Sturm [17] は, 任意
の CAT(0)空間が ⊠不等式を満たすという事実だけでなく, 次の事実も証明している.

定理 3（Gromov [8], Sturm [17]） 任意の測地的距離空間X に対して, X が⊠不等式
を満たすことは, X が CAT(0)空間であることと同値である.

不等式 (3)において, s = t = 1/2とすると, 次の有名な不等式が得られる.

dX(x, z)2 + dX(y, w)2 ≤ dX(x, y)2 + dX(y, z)2 + dX(z, w)2 + dX(w, x)2 (4)

Bergと Nikolaev [7] は, 測地的距離空間が CAT(0)空間であるためには, 実は, (4)さえ
満たせば十分であることを証明した. また, 佐藤 [16]はこの事実の別証明を与えている.

定理 4（Berg-Nikolaev [7]） 任意の測地的距離空間X に対して, 任意の x, y, z, w ∈ X

に対して (4)が成り立つことは, X が CAT(0)空間であることと同値である.

(半) 距離空間 (X, dX) から (半) 距離空間 (Y, dY ) への写像 f : X → Y は, 任意の
x, y ∈ X に対して dY (f(x), f(y)) = dX(x, y) を満たすとき, 等長埋め込みと呼ばれる.

また, (半) 距離空間 X に対して, CAT(0) 空間 Y と等長埋め込み f : X → Y が存在す
るとき, X は CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能であるという. 次節で改めて述べるが,

CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づけることは, Gromov が提示した
有名な未解決問題である. しかし, CAT(0)空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づ
けるためには, (まわりの)空間が測地的であるという内在的でない条件は仮定するわけに
はいかない. 次の例は, 空間が測地的であるという条件を排除すると, 不等式 (4)の成立は
CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であるための十分条件にはならないことを示している.
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例 5 ([9, Proposition 3.3]). X = {x1, x2, x3, x4}とし, 半距離 dX : X ×X → [0,∞)を

dX(x1, x2) = dX(x2, x3) = dX(x3, x4) = 1,

dX(x4, x1) = dX(x1, x3) = dX(x2, x4) =
√

3

で定めると, (X, dX) は距離空間であり, 任意の x, y, z, w ∈ X は不等式 (4) を満たす.

しかし, (X, dX)は, s = t = 1/(1 +
√

3)に対する ⊠不等式は満たさないから, 如何なる
CAT(0)空間へも等長に埋め込むことはできない.

不等式 (4) の成立が CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能であるための十分条件にはなら
ないという事実を受けて, 次が自然な問いとなる.

質問 6 ⊠不等式を満たす距離空間は CAT(0)空間へ等長埋め込み可能か ?

実は, 後に述べるように, 現在では質問 6の答えは Noであることが知られている. しか
し, 次節で述べるように ⊠不等式の成立は CAT(0)空間の部分集合の持つ性質を非常に
よく捉えているように見えるため, 十年ほど前にこの問題に取り組み始めた頃の筆者は,

正直なところ, どちらかといえば答えは Yesかもしれないと想像していた.

3 Gromovが導入したいろいろなもの
Gromov [8]は,「It is unclear if there is a simple ∃-free description of (non-geodesic!)

subspaces in CAT(κ)-spaces.」([8, §15, Remarks.(b)]) と述べた. Gromovは同じ趣旨の
問題提起を他の文献の中でも行っており, ここで提起されている問題は, しばしば, 次の
形の「Gromovの問題」として取り上げられる.

問題 7（Gromov） κを実数とするとき, CAT(κ)空間へ等長埋め込み可能な距離空間を
特徴づけよ.

本講演で主な興味の対象となるのは κ = 0の場合だが, いくつかの主張を正確に述べる
ため, 本節では必要に応じて一般の実数 κに対して記述を行う. κ ̸= 0に対する CAT(κ)

空間の定義については, [2], [4], [5]などを参照されたい.

Gromov [8] は, 問題 7 を念頭に, CAT(κ) 空間や CAT(0) 空間の部分集合のさまざま
な内在的な性質を見出して名前を授けた. 本節では, それらのうち, 重要な二種類の性質
について述べる. 実数 κ に対して, M2

κ を一定のガウス曲率 κ を持つ完備かつ単連結な
2次元リーマン多様体, dκ をM2

κ のリーマン計量が定める距離関数, Dκ をM2
κ の直径と

する. すなわち,

Dκ =

{
π√
κ

if κ > 0,

∞ if κ ≤ 0

である. Gromov [8]は, CAT(κ)空間の部分集合の内在的な性質として, 次のような概念
を定義した.
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定義 8 (Gromov [8]). κを実数, nを 4以上の整数とする. また, Cn = (V,E)を V を頂点
集合, E を辺集合とする n頂点のサイクルグラフとする. 距離空間 (X, dX)が Cycln(κ)

空間であるとは,
∑

{u,v}∈E dX(f(u), f(v)) < 2Dκ を満たすような任意の写像 f : V → X

に対して, 写像 g : V → M2
κ で, 任意の u, v ∈ V に対して次を満たすものが存在すること

である: {
dκ(g(u), g(v)) ≤ dX(f(u), f(v)), if {u, v} ∈ E,

dκ(g(u), g(v)) ≥ dX(f(u), f(v)), if {u, v} ̸∈ E.

Reshetnyak’s majorization theorem [15] により, CAT(κ) 空間へ等長埋め込み可能な
距離空間は, 任意の整数 n ≥ 4に対して Cycln(κ)である. さらに, Gromovは次の二つの
事実を示した.

定理 9（Gromov [8]） κを実数とするとき, 任意の測地的距離空間 X に対して, X が
Cycl4(κ)空間であることと X が CAT(κ)空間であることは同値である.

定理 10（Gromov [8]） 任意の距離空間X に対して, X が Cycl4(0)空間であることと
X が ⊠不等式を満たすことは同値である.

前節の定理 3は, 定理 9と定理 10 から直ちに従う. また, 定理 10 より, 前節の質問 6

は, 次のように言い換えることができる.

質問 11 Cycl4(0)空間は CAT(0)空間へ等長埋め込み可能か?

さらに, Gromov [8] は, CAT(0) 空間の部分集合の内在的な性質として, 次のような
不等式族を満たすという性質を定義した.

定義 12 (Gromov [8]). n を 4 以上の整数とする. 半距離空間 (X, dX) がWirn 空間で
あるとは, 任意の写像 f : Z/nZ → X が, 任意の j ∈ {2, 3, . . . , n− 2}に対して

sin2 π

n

∑
i∈Z/nZ

dX (f(i), f(i+ j))2 ≤ sin2 jπ

n

∑
i∈Z/nZ

dX (f(i), f(i+ 1))2 (5)

を満たすことである.

不等式 (5) は, S1 上の関数に対する古典的なWirtinger 不等式の離散的かつ非線形の
類似物とみなすことができる. 不等式 (5) において, j を n − j に置き換えて得られる
不等式は明らかに (5)と同じものであるから, n/2を越えない最大の整数を ⌊n/2⌋と表せ
ば, Wirn 不等式は (⌊n/2⌋ − 1)個の異なる不等式からなる. また, ιn : Z/nZ → Cを

ιn(k) = exp

(
2π

√
−1k

n

)
∈ C, k ∈ Z/nZ

で定まる Z/nZ のユークリッド平面 R2 ∼= C への標準的な埋め込みとすると, 任意の
j ∈ {2, 3, . . . , n− 2}に対して, (5)は X = R2, f = ιn のとき等号で成立する.
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任意の整数 n ≥ 4に対して, ユークリッド空間がWirn不等式を満たすことは, Gromov

がWirn 不等式を導入するより前に Pech [14]が証明していた. この事実と Cycln(0)空間
の定義により, 任意の Cycln(0)空間はWirn である. すなわち, 任意の整数 n ≥ 4に対し
て, 次の関係が成り立つ:

CAT(0)空間へ等長埋め込み可能 =⇒ Cycln(0) =⇒ Wirn. (6)

質問 11および質問 6では, Cycl4(0)空間が, (6)の一番左にある条件「CAT(0)空間へ
等長埋め込み可能」を満たすかが問われている. この問題に取り組むにあたって, まず,

Cycl4(0)空間が, (6)に並ぶ, より弱い二つの条件である Cycln(0)やWirn を満たすかを
問うことは自然であろう. ただし, 定理 9より,「測地的な Cycl4(0)空間」は CAT(0)空間
そのものであり, 明らかに (6)に並ぶ全ての条件を満たすので, 問題となるのは Cycl4(0)

空間が測地的でない場合である.

Gromovも [8]において, 既にこの課題を取り上げている. まず,「Cycl4(0)空間はWirn

か ?」という問いについては「Does the Cycl4-inequality imply all Wirk, k = 5, 6, . . .,

without assuming the space in question is geodesic?」([8, §25, Question])という明示的
な問いとして提示した. この問いは, 近藤, 筆者, 上原 [9]により肯定的に解決された.

定理 13（Kondo-T.-Uehara [9]） 任意の Cycl4(0)空間は, 任意の整数 n ≥ 4に対して
Wirn 空間である.

一方, より強い「Cycl4(0)空間は Cycln(0)か ?」という問いについては, Gromovは次の
ような否定的な見通しを示した.「We shall see later on that Cycl4 ⇒ Cyclk for all k ≥ 5

in the geodesic case but this is apparently not so in general.」([8, §15, Remarks.(b)]).

しかし, 空間が測地的であることを仮定しなくても「Cycl4 ⇒ Cyclk for all k ≥ 5」が
成立することが筆者 [19]により証明された.

定理 14（T. [19]） κを任意の実数とする. 任意の Cycl4(κ)空間は, 任意の整数 n ≥ 4

に対して Cycln(κ)空間である.

定理 13 および定理 14 は, Cycl4(0) 条件を満たすこと, すなわち, ⊠ 不等式の成立は
CAT(0)空間の部分集合の持つ性質をよく捉えていることを示唆しているように見える.

4 Lebedevaの 6点空間
前節で述べたように, Cycl4(0)条件,すなわち, ⊠不等式を満たすという条件は, CAT(0)

空間の部分集合の持つ性質をよく捉えているように見える. さらに, Gromovは [8, §7]に
おいて, 次の事実が成り立つことも言及している.

定理 15（Gromov [8, §7]） |X| ≤ 4であるような任意の距離空間 X に対して, X が
Cycl4(0)であることと, X が CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であることは同値である.
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しかし, 2017年に, 既に出版されていた Alexander-Kapovitch-Petrunin [1]の arXiv版
が更新され, 「⊠不等式を満たすにも関わらず, 如何なる CAT(0)空間へも等長埋め込み
不可能な 6 点距離空間が Nina Lebedeva により構成された」という事実が追記された.

R3上の 2点 p, qを結ぶ線分 {(1− t)p+ tq | t ∈ [0, 1]}を [p, q], 集合 [p, q] \ {p, q}を (p, q)

と表す. また, R3 の部分集合 S の凸包を conv(S)と表す. どの 2点も互いに異なる 6点
x̃0, x̃1, ỹ0, ỹ1, z̃0, z̃1 ∈ R3 を,

I = [x̃0, x̃1] ∪ [ỹ0, ỹ1] ∪ [x̃0, ỹ0] ∪ [ỹ0, x̃1] ∪ [x̃1, ỹ1] ∪ [ỹ1, x̃0]

とおくとき, 次を満たすようにとる (図 1参照) :

|(x̃0, x̃1) ∩ (ỹ0, ỹ1)| = 1,
∣∣(z̃0, z̃1) ∩ (conv({x̃0, ỹ0, x̃1, ỹ1}) \ I

)∣∣ = 1. (7)

このとき, L = {x̃0, x̃1, ỹ0, ỹ1, z̃0, z̃1}とし, 任意の ε > 0に対して, dε : L× L→ [0,∞)を

dε(p, q) =

{
∥p− q∥ + ε, if {p, q} = {z̃0, z̃1},
∥p− q∥, if {p, q} ̸= {z̃0, z̃1}

(8)

で定める. Lebedevaが証明したのは次の事実である.

z̃1

z̃0

x̃0

x̃1 ỹ1

ỹ0

図 1 R3 中の「Lebedevaの 6点」

定理 16（Lebedeva, cf. the arXiv version of [1, Section 7.2]） 任意の ε > 0に対
して, 半距離空間 (L, dε)は如何なる CAT(0)空間へも等長埋め込み不可能である. また,

ある CL > 0が存在して, 任意の ε ∈ (0, CL]に対して, (L, dε)は ⊠不等式を満たす.

以下では, どの 2点も互いに異なる 6点 x̃0, x̃1, ỹ0, ỹ1, z̃0, z̃1 ∈ R3 で (7) を満たすもの
がなす集合 L = {x̃0, x̃1, ỹ0, ỹ1, z̃0, z̃1}に対して, (8)が定める半距離空間の族 {(L, dε)}ε>0

を Lebedevaの 6点空間族と呼ぶ.

定理 16 より, 質問 6 と質問 11 の答えはいずれも No となる. 質問 6 の否定的解決は
CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づけるためには ⊠ 不等式だけでは
条件が足りないことを意味する. そのため, 全ての CAT(0) 空間上で成立する不等式で,

その成立が ⊠不等式成立のための必要条件とならない新たな不等式を探さなければなら
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ない. 定理 16によれば, 次の問題の答えが得られれば, そのような不等式の最初の例も得
られることになる.

問題 17 {(L, dε)}ε>0 を任意の Lebedeva の 6 点空間族とするとき, 如何なる ε > 0 に
対しても (L, dε)が満たさない不等式で, 全ての CAT(0)空間が満たすようなものを探せ.

CAT(0)空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づけるためには, 問題 17のように
新たな不等式を探すことも重要だが, むしろ, 見つけてきた不等式の成立が CAT(0)空間
へ等長埋め込み可能であるための十分条件となることを証明することがより困難な課題
となり得る. 定理 15により, CAT(0)空間へ等長埋め込み可能な距離空間の特徴づけに向
けては, 何はともあれ, 次が最初の課題である.

問題 18 CAT(0)空間へ等長埋め込み可能な, 含まれる点の個数が 5の距離空間を特徴
づけよ.

現在では, 問題 17 の答えとなる不等式が発見されており, 問題 18 も解決されている.

後に続く二つの節では, これらの問題の解決について述べる.

5 二次距離不等式
距離空間 (X, dX) に対する条件が, 対角成分が全て 0 の n 次実対称行列 (aij) により,

「任意の x1, . . . , xn ∈ X に対して

0 ≤
n∑

i=1

n∑
j=1

aijdX(xi, xj)
2 (9)

が成り立つ」という形で表すことができるとき, Andoni-Naor-Neiman [3, Section 1.4.1]

にならって, この条件を (n 点に関する) 二次距離不等式と呼ぶ. また, 任意の CAT(0)

空間が満たす二次距離不等式を CAT(0) 二次距離不等式と呼ぶことにする. 例えば,

⊠不等式, Wirn 不等式, 1節で述べた不等式 (2)などは CAT(0)二次距離不等式である.

3 節で述べたように, Gromov [8] は CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能であるための
さまざまな必要条件を導入した. しかし, 必要条件をどれだけ多く集めてきたとしても,

一般には, それは依然として必要条件である. Andoni, Naor, Neiman [3]による次の定理
はその意味で重要である.

定理 19（Andoni-Naor-Neiman [3, Proposition 3]） nを正の整数とする. |X| = n

である任意の距離空間X に対して, X が CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であることは,

X が n点に関する全ての CAT(0)二次距離不等式を満たすことと同値である.

定理 19では, 距離空間が CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であるための十分条件が与
えられてはいるものの, 「全ての」CAT(0)二次距離不等式というものがどのようなもの
かほとんどわからないことが課題である. 定理 19 は, CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能
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な距離空間を特徴づけるためには, 次の問題を解決すればよいことを主張している (cf.

Andoni-Naor-Neiman [3, Section 5]).

問題 20 CAT(0)二次距離不等式を特徴づけよ.

筆者 [18]は次の事実を証明した.

定理 21（T. [18]） 任意の距離空間 X に対して, X が ⊠不等式を満たすならば, X は
5点に関する全ての CAT(0)二次距離不等式を満たす.

この事実と定理 19より次が従い, 前節で述べた問題 18が解決する.

系 22（T.[18]） |X| = 5の任意の距離空間X に対して, X が CAT(0)空間へ等長埋め
込み可能であることと X が ⊠不等式を満たすことは同値である.

Lebedeva-Petrunin [10]は定理 19を経由しない系 22の別証明を与えている. 系 22は,

CAT(0)空間へ等長埋め込み可能な 5点距離空間を特徴づけるには, ⊠不等式の他には何
ら新しい不等式を必要としないことを主張している. しかし, 定理 16 により, より多く
の点を含む距離空間に対して CAT(0)空間へ等長埋め込み可能なものを特徴づけるには,

問題 17が問うているような新たな不等式を探さなくてはならない.

Andoni, Naor, Neiman [3, Section 5.1]は,問題 20を念頭に,既に知られているCAT(0)

二次距離不等式の確立方法を一般化し, 次のような大量の CAT(0)二次距離不等式のリス
トを書き下した.

定理 23（Andoni-Naor-Neiman [3]） n, mを正の整数とし, c1, . . . , cm を正の実数と
する. 各 k ∈ [m]に対して, pk1, . . . , p

k
n, q

k
1 , . . . , q

k
n を,

∑n
i=1 p

k
i =

∑n
j=1 q

k
j = 1 を満たす正

の実数とする. 各 k ∈ [m]に対して, (akij), (bkij)を非負の実数を成分とする n× n行列で,

任意の i, j ∈ [n]に対して,
∑n

s=1 a
k
is +

∑n
s=1 b

k
sj = pki + qkj を満たすものとする. このと

き, 任意の CAT(0)空間 (X, dX)と任意の x1, . . . , xn ∈ X に対して次が成り立つ:

m∑
k=1

∑
i,j∈[n]:akij+bkij>0

cka
k
ijb

k
ij

akij + bkij
dX(xi, xj)

2 ≤
m∑
k=1

n∑
i=1

n∑
j=1

ckp
k
i q

k
j dX(xi, xj)

2. (10)

　ここで, 正の整数 nに対して, [n]は集合 {1, 2, . . . , n}を表す.

Andoni, Naor, Neiman が [3, Section 5.1]で述べているように, (当時は未発見の, 次節
で述べる (11)を除く) これまでに使用されてきた全ての CAT(0)二次距離不等式は悉く
(10) の形で表されるように思われる. そのため, これらの不等式が CAT(0) 二次距離不
等式の全貌を捉えているか, すなわち, (10)の形で表される全ての不等式を満たすことが
CAT(0)空間へ等長埋め込み可能であるための必要十分条件となるかということが自然な
質問となる (cf. [3, Question 31]). 筆者 [21]は次を証明し, (10)の形で表される全ての不
等式を満たすことは, 6点距離空間に限ったとしても, CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能
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であるための十分条件にはならないことを示した.

定理 24（T. [21]） 任意の Lebedevaの 6点空間族 {(L, dε)}ε>0に対して, ある C̃L > 0

が存在して, 任意の ε ∈ (0, C̃L] に対して (L, dε) は (10) の形で表される不等式を全て
満たす.

6 CAT(0)空間の 6点間の距離が満たす不等式
前節の定理 24より, 問題 17の答えとなる不等式は, (10)の形の不等式の中には見出せ
ない. 筆者 [20]は, 問題 17の答えとなる次のような不等式の族を発見した.

定理 25（T. [20]） (X, dX)を CAT(0)空間とする. このとき, a ≤ sであるような任意
の a, b, c, s, t ∈ [0, 1]に対して, 任意の x0, x1, y0, y1, z0, z1 ∈ X は次の不等式を満たす:

sta
(
(1 − t)(1 − a) + (1 − s)tb

)
dX(x0, x1)

2

+ s(1 − t)t(1 − b)b dX(y0, y1)
2 + ab(1 − c)c dX(z0, z1)

2

≤ (1 − s)tab(1 − c) dX(x0, z0)
2 + stab(1 − c) dX(x1, z0)

2 + (1 − t)ab(1 − c) dX(y1, z0)
2

+ (1 − s)tabc dX(x0, z1)
2 + stabc dX(x1, z1)

2 + (1 − t)abc dX(y1, z1)
2

+ s(1 − t)t(1 − a)(1 − b) dX(x0, y0)
2 + s(1 − t)ta(1 − b) dX(x1, y0)

2

+ (1 − t)t(s− a)b dX(x0, y1)
2. (11)

また, 任意の Lebedeva の 6 点空間族 {(L, dε)}ε>0 に対して, L のみに依存する定数
a, b, c, s, t ∈ (0, 1) で a < s となるものが存在して, 如何なる ε > 0 に対しても (L, dε)

はその定数 a, b, c, s, t に関して不等式 (11) を満たさない. 逆に, a < s を満たす任意の
a, b, c, s, t ∈ (0, 1)に対して, Lebedevaの 6点空間族 {(L, dε)}ε>0 で, 如何なる ε > 0に
対しても (L, dε)がその a, b, c, s, tに関して不等式 (11)を満たさないものが存在する.

定理 25 は問題 17 の答えとなる不等式を与えている. また, これらの不等式は, その
成立が ⊠不等式の成立のための必要条件にならないことが証明された最初の CAT(0)二
次距離不等式でもある. しかし, (11)の形で表される不等式の族が CAT(0)空間へ等長埋
め込み可能な 6点距離空間を特徴づけるか否かは現時点では分かっていない.

7 最後に
CAT(0) 空間へ等長埋め込み可能な距離空間を特徴づける問題についての比較的最近
の進展について述べてきたが, 述べてきたことをごく雑に総括すれば, しばらく動きがな
かった問題にここ七, 八年くらいの間に少しだけ動きがあったということに過ぎず, 問題
解決への道はまだ見えていない. また, 本稿で述べたのは等長埋め込みに関する問題だ
が, CAT(0)空間へ bi-Lipschitz embeddingや coarse embedding が可能な空間を特徴づ
けることも重要な問題であり, 多くのことが未解決である ([3], [6] などを参照). さらに,

CAT(0)空間の他にも, 例えば, 曲率が下に有界な Alexandrov空間など, 他の距離空間の
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クラスに対しても同種の問題が考えられ, やはり多くのことが未解決である ([13]などを
参照). 最後に, 本稿の中で述べるべきであったが, 述べることができなかった興味深い
内容として, graph comparisonに関する Lebedevaと Petruninによる結果がある. この
結果については, [11]および [12]を参照されたい.
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粗凸空間のホロ境界
東京都立大学　大学院理学研究科　数理科学専攻

佐藤一慶 (Ikkei SATO) ∗

概要
ホロ境界とは, 連続関数を用いて構成される距離空間のコンパクト化である. 距離空間の大域
的な情報を含む概念であり, 測地的 Gromov双曲空間や CAT(0)空間, Busemann空間を始めと
する非正曲率空間では, 同じく非正曲率空間の大域的な情報を含む概念である理想境界との対応
が研究されてきた. 本研究では, 非正曲率空間の一般化と見なせる「粗凸空間」において, そのホ
ロ境界と理想境界の対応について調べた.

1 粗凸空間
粗凸空間は, 測地的 Gromov双曲空間, CAT(0)空間を始めとする非正曲率空間を統一する概念と

して, 深谷友宏氏及び尾國新一氏 [FO20]により導入された. この節では, 粗凸空間の定義と具体例,

及び関連する諸概念について紹介する.

1.1 粗凸空間
(X, d)を距離空間とする. X 上で定義される bicombing Γ: X ×X × [0, 1] → X とは, x, y ∈ X

に対して, Γ(x, y, 0) = x, Γ(x, y, 1) = y を満たす写像のことである.

λ ≥ 1, k ≥ 0を定数とする. bicombing Γが (λ, k)-quasi geodesic bicombingであるとは, 任
意の x, y ∈ X と任意のパラメータ t, s ∈ [0, 1]に対して, 以下の不等式が成り立つことを意味する.

1

λ
|t− s|d(x, y) − k ≤ d(Γ(x, y, t),Γ(x, y, s)) ≤ λ|t− s|d(x, y) + k

また, bicombing Γ が geodesic bicombing であるとは, 任意の x, y ∈ X と任意のパラメータ
t, s ∈ [0, 1]に対して, 以下の等式が成り立つことを意味する.

d(Γ(x, y, t),Γ(x, y, s)) = |t− s|d(x, y)

定義 1.1 (Coarsely convex bicombing). (X, d) を距離空間, λ ≥ 1, k ≥ 0, E ≥ 1, C ≥ 0 を定数
とする. また, θ : R≥0 → R≥0 を非減少関数とする. (X, d) 上の (λ, k,E,C, θ)-coarsely convex

bicombing とは, (λ, k)-quasi geodesic bicombingであって, 以下の条件を満たすものである.

∗ E-mail:sato-ikkei@ed.tmu.ac.jp
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(1) x1, x2, y1, y2 ∈ X と a, b ∈ [0, 1] に対して, y′1 := Γ(x1, y1, a), y′2 := Γ(x2, y2, b) とする. この
とき, 任意の c ∈ [0, 1]に対して以下が成立する.

d(Γ(x1, y1, ca),Γ(x2, y2, cb)) ≤ (1 − c)Ed(x1, x2) + cEd(y′1, y
′
2) + C

(2) x1, x2, y1, y2 ∈ X と t, s ∈ [0, 1] に対して, 以下が成立する.

|td(x1, x2) − sd(y1, y2)| ≤ θ(d(x1, x2) + d(Γ(x1, y1, t),Γ(x2, y2, s))

特に geodesic bicombing Γ で, 条件 (1) を満たすものを geodesic (E,C)-coarsely convex bi-

combing という.

注 1.2. Γが geodesic bicombingの場合, Γ は定義 1.1の条件 (2)を自動的に満たす.

定義 1.3 (粗凸空間). ある定数 λ ≥ 1, k ≥ 0, E ≥ 1, C ≥ 0と非減少関数 θ : R≥0 → R≥0 があって,

(λ, k,E,C, θ)-coasely convex bicombingが定義されている距離空間 (X, d)を (λ, k,E,C, θ)-粗凸空
間（もしくは単に粗凸空間）という. 特に, geodesic (E,C)-coarsely convex bicombingが定義され
ている距離空間を測地的 (E,C)-粗凸空間（もしくは単に測地的粗凸空間）という.

例 1.4. V をノルム空間とする. V 上の bicombingを, 2点を結ぶ Affine直線で与えると V は測地
的 (1, 0)-粗凸空間である.

例 1.5. 距離空間 (X, d) が Busemann 空間であるとは, 測地空間であり, 更に任意の測地線
γ1 : [0, a1] → X, γ2 : [0, a2] → X と, 任意の t ∈ [0, 1]に対して以下の不等式が成り立つことを意味
する.

d(γ1(ta1), γ2(ta2)) ≤ (1 − t)d(γ1(0), γ2(0)) + td(γ1(a1), γ2(a2))

したがって, Busemann 空間 (X, d) は一意測地的である. 特に, Busemann 空間 (X, d) 上では
canonical な (1, 0)-coarsely convex bicombing を定義できることから, Busemann 空間は測地的
(1, 0)-粗凸空間である.

以下の定義は, section 1.2及び section 3.1で用いる.

定義 1.6. (X, d) を距離空間, Γ : X ×X × [0, 1] → X を X 上で定義された (λ, k)-quasi geodesic

bicombingとする. このとき, reparametrized bicombing rpΓ: X ×X × R≥0 を以下のように
定義する.

rpΓ(x, y, t) :=

{
Γ
(
x, y, t

d(x,y)

)
if t ≤ d(x, y)

y if t > d(x, y).

geodesic bicombingに対しても, 同様に reparametrized bicombingを定義できる.

1.2 理想境界
測地的 Gromov双曲空間, CAT(0)空間を始めとする非正曲率空間では, 空間の無限遠点とそこに

向かう測地光線を同一視することにより, 理想境界を定義することができた.

同様の概念は粗凸空間に対しても定義することが出来る.
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定義 1.7. (X, d)を固有な (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間, o ∈ X を基点とする. このとき, oを始点とする
Γに対応する擬測地光線を適切な同値関係で割ることで, X の理想境界 ∂oX を定義する. また, その
位相も Γを用いて定義する. また X の理想境界は, oの取り方に依らない.

注 1.8. ∂oX はコンパクト距離化可能空間である.

2 ホロ境界
2.1 ホロ境界

(X, d)を固有な距離空間として, o ∈ X を基点として固定する. また, C(X)を X 上で定義される
R-値連続関数全体の集合とし, 広義一様収束の位相を入れる.

このとき, ϕ : X → C(X)を以下のように定義する.

x 7→ ϕx(−) := d(−, x) − d(o, x)

定義 2.1 (ホロ境界). (X, d)を固有な距離空間, o ∈ X を基点として固定する. ϕ : X → C(X)を上
記で定義した写像とする. このとき, 距離空間 (X, d)のホロ境界 ∂hX を

∂hX := clϕ(X) \ ϕ(X)

と定義する. ここで, clは C(X)の位相に関する閉包を表している.

注 2.2. ϕ : X → C(X) は基点を固定して定義しているが, ホロ境界は基点に依らず定まる. また,

C(X)は位相空間として Hausdorff空間であることから, ホロ境界も Hausdorff空間である.

例 2.3. (R2, l1) をユークリッド空間 R2 に l1-距離を入れた距離空間とする. ここで l1-距離とは,

(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 に対して,

l1((x1, y1), (x2, y2)) := |x1 − x2| + |y1 − y2|

と定義される R2 上の距離である. このとき, ホロ境界 ∂h(R2, l1)は ∂[−∞,∞]2 と同相である.

2.2 被約ホロ境界
定義 2.4. (X, d)を固有な距離空間, ∂hX を X のホロ境界とする. ξ, η ∈ ∂hX に対して ξ ∼ η であ
るとは,

sup
x∈X

|ξ(x) − η(x)| <∞

と定義する. このとき, ∼ は ∂hX に対して同値関係を定める. (X, d) の被約ホロ境界を, ホロ境界
∂hX を同値関係 ∼で割った空間 ∂hX/ ∼ として定義する. また, その位相は ∂hX から誘導される
商位相を入れる.

一般に固有な測地的 Gromov双曲空間に対して, その理想境界とホロ境界が必ずしも一致するとは
限らない. しかし, WebsterとWinchester[WW03]は以下の定理を示した.
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定理 2.5 ([WW03, Theorem 4.5]). (X, d)を固有な測地的 Gromov双曲空間とし, o ∈ X を基点と
して固定する. ∂oX を基点 oに関する X の理想境界とし, また ∂hX を X のホロ境界とする. この
とき, ∂hX から ∂oX に自然な商写像が存在する.

定理 2.5の系として, 測地的 Gromov双曲空間においては理想境界と被約ホロ境界は位相を込めて
一致することが従う. しかし, 同様の結果は粗凸空間に対して成り立たない. 例えば, 例 1.4 でノル
ム空間が測地的粗凸空間であることを見たが, (R2, l1)の被約ホロ境界は Hausdorff空間にならない.

一方で, 粗凸空間の理想境界は距離化可能であることから Hausdorff空間である.

3 主結果
3.1 錐距離

Andreevは Busemann空間に対して錐距離を定義し, 固有な Busemann空間においては錐距離を
用いたホロ境界と, Busemann空間に元々定義されていた距離による理想境界が位相を込めて一致す
ることを示した [And18, Theorem. 3.4]. 我々は, 粗凸空間に対しても錐距離を定式化した.

定義 3.1. (X, d)を (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間, ΓをX 上で定義された (λ, k,E,C, θ)-coarsely convex

bicombing, rpΓを Γの reparametrized bicombingとする. また o ∈ X を基点として固定する. こ
のとき, x, y ∈ X に対して錐距離 dc(x, y)を以下のように定義する.

dc(x, y) := |d(o, x) − d(o, y)|
+ d(rpΓ(o, x, bmin{d(o, x), d(o, y)}c), rpΓ(o, y, bmin{d(o, x), d(o, y)}c))

錐距離の定義より, 任意の x ∈ X に対して dc(o, x) = d(o, x) が成立する.

注 3.2. 例 1.5で見たように, Busemann空間は測地的 (1, 0)-粗凸空間である. このとき定義 3.1で
与えた錐距離の定義は, Andreevが [And18]で与えた錐距離の定義と一致している.

3.2 錐距離によるホロ境界
この節では錐距離を用いたホロ境界を定義し, 理想境界との対応について解説する. (X, d)を固有

な (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間として, o ∈ X を基点として固定する. また, B(X)を X 上で定義される
R-値関数全体の集合とし, 広義一様収束の位相を入れる.

このとき, ψ : X → B(X)を以下のように定義する.

x 7→ ψx(−) := dc(−, x) − dc(o, x)

定義 3.3 (錐距離によるホロ境界). (X, d)を固有な (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間, Bb(X)を X 上で定義
される有界連続関数全体の集合とする. また ψ : X → B(X)を上記のように定義する. X 上で定義
された関数の集合 Bb,λ,E(X)を以下のように定義する.

Bb,λ,E(X) :=

{
f ∈ B(X)

∣∣∣∣ 1

λE
ψx − β ≤ f ≤ λEψx + β, ∃x ∈ X, ∃β ∈ Bb(X)

}
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このとき, 錐距離によるホロ境界 ∂chX を以下のように定義する.

∂chX := clψ(X) \Bb,λ,E(X)

ここで, clは B(X)の位相に関する閉包を表している.

錐距離によるホロ境界に対して, 我々は以下の命題が成り立つことを示した.

命題 3.4. (X, d)を固有な (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間として, o ∈ X を基点として固定する. このとき,

錐距離によるホロ境界 ∂chX から理想境界 ∂oX に全射連続写像 Pr: ∂chX → ∂oX を構成できる.

3.3 錐距離による被約ホロ境界
定義 2.4と同様に, 定義 3.3で定義された錐距離によるホロ境界に対しても, 被約ホロ境界を定義

できる.

定義 3.5. (X, d)を固有な距離空間, ∂chX を X の錐距離によるホロ境界とする. ξ, η ∈ ∂chX に対し
て ξ ∼ η であるとは,

sup
x∈X

|ξ(x) − η(x)| <∞

と定義する. このとき, ∼ は ∂chX に対して同値関係を定める. (X, d) の錐距離による被約ホロ境
界を, 錐距離によるホロ境界 ∂chX を同値関係 ∼で割った空間 ∂chX/ ∼ として定義する. また, その
位相は ∂chX から誘導される商位相を入れる.

錐距離による被約ホロ境界に対して, 命題 3.4の系として以下の定理が従う.

定理 3.6 (主定理). (X, d)を固有な (λ, k,E,C, θ)-粗凸空間, o ∈ X を基点として固定する. このと
き, 錐距離による被約ホロ境界 ∂chX/ ∼と理想境界 ∂oX は位相を込めて一致する.

Busemann空間では, 錐距離によるホロ境界とその商集合である被約ホロ境界は一致している. し
たがって定理 3.6は, Andreevが固有な Busemann空間に対して示した結果 [And18, Theorem. 3.4]

の固有な粗凸空間への一般化となっている.
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リー群上の左不変統計構造のモジュライ空間 ∗

小林彦蔵 † (広島大学)

概要
多様体上の統計構造とは, リーマン計量と捩れのないアファイン接続の組であって適切な条件

を満たすものとして定義される. 本稿では, リー群上の左不変統計構造のモジュライ空間という
概念を導入し, 左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1点集合となる 3系列のリー群に対して,

そのモジュライ空間の構造を詳しく調べる. 応用として, これらのリー群における左不変共役対
称統計構造および左不変双対平坦構造 (左不変ヘッセ構造) の分類を行う. 本稿の内容は, 大野優
氏, 奥田隆幸氏 (広島大学), 田丸博士氏 (大阪公立大学) との共同研究に基づく.

1 導入
微分幾何学において, 多様体上の幾何構造を分類することは基本的な問題である. 多様体が追加の

幾何構造や適切な群作用を備えている場合, それらと両立する幾何構造を考えるのが自然である. 特
に, 与えられたリー群が特定の左不変幾何構造を持つかどうかを調べ, さらにそれらを分類すること
は重要な課題である. この文脈において, 左不変幾何構造のモジュライ空間という概念は, 分類や変形
理論を理解する上で重要な役割を果たす (例: [2, 4, 8, 9, 10]).

本稿では, 多様体上の統計構造 (cf. [11, 13]) に焦点を当てる. 統計構造は情報幾何に由来し, リー
マン計量と捩れのないアフィン接続の組 (g,∇) であって, (0, 3)-テンソル場 ∇g が全対称となるもの
として定義される. 統計構造において特に注目されてきた二つのクラスがある: ひとつは, 双対平坦
構造 (dually flat structure) である (cf. [1]). この構造は, 接続 ∇が平坦となる統計構造として特徴
付けられ, 特に情報幾何において重要な役割を果たす (cf. [1])．もうひとつは, 双対平坦構造を含むよ
り広い概念である共役対称統計構造 (conjugate symmetric statistical structure) (cf. [13]) である．
共役対称統計構造は, R∇ = R∇ を満たす統計構造として定義される. ただし, ∇は ∇の g に関する
共役接続である. この構造はアフィン超曲面論や定曲率統計多様体と深い関係を持つ (cf. [14, 6]). 与
えられた多様体がこれらの構造を持つかどうか, またそれらを分類することは重要な問題である.

リー群上の統計構造が左不変であるとは, 計量と接続の両方が左不変であることを意味する
(cf. [3, 5]). 本稿ではこの構造に注目し, 以下の問題を扱う:

Problem A. 与えられたリー群 G に対して, すべての左不変双対平坦構造および左不変共役対称統
計構造を求めよ.

∗ 幾何学シンポジウム (於 筑波大学, 2025/8/26–2025/8/29) 講演予稿. 本研究は, JST 次世代研究者挑戦的研究プロ
グラム JPMJSP2132の支援を受けたものである.

† e-mail: hikozo-kobayashi@hiroshima-u.ac.jp
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この Problem Aに関連する先行研究を振り返る. 双対平坦構造はヘッセ構造と等価であることが
知られている (cf. [16]). 志摩はこの構造を深く研究し, 左不変ヘッセ構造を持つことができるのは可
解リー群に限られることを示した (cf. [15]). ただし, 可解リー群であっても左不変ヘッセ構造を持た
ないものもあり, 完全な分類は未達であると言える.

左不変共役対称統計構造に関しては, 典型的な例として一変数正規分布族の空間 N があり, これは
リー群 R>0 ⋉ R に同型である. 古畑–井ノ口–小林 [3] により, この空間 N 上の Amari–Chentsov

α-接続は, Fisher計量に関して共役対称である唯一の左不変統計接続であることが示された. さらに
小林–大野 [7]によって, 多変量正規分布族に対しても同様の主張が成立することが示された. 高次元
のリー群に対しては, 左不変共役対称統計構造の分類問題はより複雑であり, [7]で扱われた多変量正
規分布族のリー群を除けば, 未解決の部分が多い.

本稿では, Problem Aに対する新たな枠組みを導入し, 任意の次元のリー群に適用可能な方法を提
案する. この研究は, 児玉–高原–田丸によって導入された左不変リーマン計量のモジュライ空間の概
念 (cf. [8]) に着想を得ている.

リー群 G 上の左不変統計構造全体の空間 LStat(G) には, 群 R>0 × Aut(G) が自然に作用する
(詳細は第 2 節を参照されたい). この作用の軌道空間を左不変統計構造のモジュライ空間と呼び,

MLStat(G)と記す. この作用は双対平坦性や共役対称性といった統計構造の性質を保つため, 以下
の部分空間が定まる:

• MLStatCS(G): 左不変共役対称統計構造のモジュライ空間,

• MLStatDF(G): 左不変双対平坦構造のモジュライ空間.

このとき, Problem Aは次のように言い換えられる:

Problem B. 与えられたリー群 Gに対し, モジュライ空間MLStatCS(G)およびMLStatDF(G)

を決定せよ.

たとえば, MLStatDF(G) = ∅であれば, Gは左不変双対平坦構造を持たないことになる. なお, ど
のようなリー群においても, 左不変リーマン計量とその Levi-Civita接続の組は共役対称統計構造に
なるため, MLStatCS(G) 6= ∅は常に成立する. したがって, MLStatCS(G)については, 非自明な統
計構造が存在するかどうかが問題となる.

まずはMLStat(G)が小さいリー群に対して Problem Bを考えるのが自然である. このような群
の自然な候補として, 左不変リーマン計量のモジュライ空間 PM(G) (cf. [8]) が小さい群が挙げられ
る. 具体的に, 以下の 3系列のリー群は, PM(G)が 1点集合 (左不変リーマン計量が本質的に一意)

であることが知られている (cf. [12, 8]):

Rn, GRHn (n ≥ 2), H3 × Rn−3 (n ≥ 3). (1.1)

ここで, GRHn は実双曲空間 RHn に対するリー群 (SO0(n, 1)の岩澤分解の可解部分) であり, RHn

上に単純推移的に作用する. また H3 は 3次元ハイゼンベルグ群である.

本稿では, 上記 3 系列のリー群に対して Problem B に取り組む. それぞれのモジュライ空間
MLStatCS(G)およびMLStatDF(G)の代表元の集合を表 1にまとめる.
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2 左不変統計構造のモジュライ空間
本節では, リー群 G上の左不変統計構造のモジュライ空間MLStat(G)の定義を紹介する. また,

G の左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1 点集合となるとき, モジュライ空間MLStat(G) は
リー環 g 上の対称 (0, 3)-テンソルの空間 S3(g∗) の軌道空間として表せることを紹介する. 以下, G

を連結成分有限個の有限次元リー群とする.

LStat(G)を左不変統計構造全体の集合とする. すなわち,

LStat(G) := {(g,∇) | (g,∇): G上の左不変統計構造 }

とする. G上の左不変リーマン計量 g を固定したとき, LAStat(G, g)によって g との組で左不変統計
構造となる左不変アファイン接続全体の集合を表すと, LAStat(G, g) 3 ∇ 7→ ∇g ∈ S3(g∗)は全単射
となる. 従って, 次の同型を得る.

LStat(G)
∼−→ M̃(G) × S3(g∗), (g,∇) 7→ (g,∇g). (2.1)

ここで, M̃(G)は G上の左不変リーマン計量全体の空間である. 特に同型 (2.1)より, LStat(G)は底
空間を M̃(G) ∼= GL(n,R)/O(n), ファイバー空間を実ベクトル空間 S3(g∗)とする自明ベクトル束と
見なすことができる. 以後この同一視 LStat(G) ∼= M̃(G) × S3(g∗)を行う.

直積リー群 R>0 × Aut(G)は, LStat(G)に次によってなめらかに作用する.

(r, φ).(g,∇) = (r · (φ−1)∗g, (φ−1)∗∇) ((r, φ) ∈ R>0 × Aut(G), (g,∇) ∈ LStat(G)). (2.2)

我々は, この群作用による軌道空間を G上の左不変統計構造のモジュライ空間と呼ぶ.

注意 2.1. 式 (2.2)の群作用は, 左不変統計構造の持つ共役対称性や双対平坦性などといった性質を
保つ.

命題 2.2. G上の左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1点集合,すなわち群作用R>0×Aut(G) ↷
M̃(G)が推移的となる場合, 次の位相空間としての同型が成り立つ.

MLStat(G) ∼= (R>0 × Aut(G))g\S3(g∗). (2.3)

ただし, (R>0 × Aut(G))g は g の固定化部分群である.

3 結果
本節では, 式 (1.1) に挙げた各リー群 G に対して, モジュライ空間 MLStatCS(G) および

MLStatDF(G)の代表元集合を明示的に与える.

式 (1.1) に挙げた 3 系列のリー群 G に対しては, 左不変リーマン計量のモジュライ空間が 1 点
集合となるため, 第 2 節の議論より, モジュライ空間MLStat(G) は対称 (0, 3)-テンソルの空間
S3(g∗)上のある群作用による軌道空間として記述できることに注意されたい. また, モジュライ空間
MLStatCS(G) およびMLStatDF(G) の代表元集合とは, これらのモジュライ空間への射影が全射
となるような S3(g∗)の部分集合のことを指す. この射影が全単射であるとき, その集合は完全代表元
集合と呼ばれる. なお, 次の表 1に現れる部分集合 V +, および v0, w0 の定義は後述する.
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表 1 式 (1.1)のリー群 Gに対するMLStatCS(G)およびMLStatDF(G)の代表元集合

G MLStatCS(G) MLStatDF(G)

Rn S3(g∗Rn) V +

GRHn Rv0 {±v0}

H3 {0} ∅

H3 × Rn−3 Rw0 � S1(g∗Rn−3) ⊕ S3(g∗Rn−3) ∅

代表元集合の詳細な記述を得るためには, 基底を固定する必要がある. 以下に, 式 (1.1)のそれぞれ
のリー群のリー代数における標準的な基底 {e1, . . . , en}の非自明な括弧積を示す:

Rn : (none),

GRHn : [e1, ei] = ei (i = 2, . . . , n),

H3 × Rn−3 : [e1, e2] = e3.

それぞれの双対基底を {x1, . . . , xn} ⊂ g∗ とする. 以下で, 3系列のリー群それぞれについての結果を
詳しく述べる. まずはじめに, 可換リー群 Rn に対する結果を述べる.

定理 3.1. 可換リー群 Rn に対して, 以下が成り立つ:

(1) Rn 上のすべての左不変統計構造は共役対称である.

(2) 次の集合はMLStatDF(Rn)の代表元集合である:

V + := {
∑n

i=1 λix
3
i | λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0}.

特にMLStatDF(Rn)は商空間 R>0\{λ ∈ Rn | λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0}と同相である.

次に, 単連結可解リー群 GRHn に対する結果を述べる.

定理 3.2. v0 := 4x31 + 6
∑n

i=2 x1x
2
i ∈ S3(g∗RHn)とおく.

(1) Rv0 はMLStatCS(GRHn)の完全代表元集合である. 特に, モジュライ空間は部分空間 Rv0 と
同相である.

(2) 2点集合 {v0,−v0}はMLStatDF(GRHn)の完全代表元集合である. 特に, モジュライ空間は
2点離散空間に同相である.

最後に, 3 次元ハイゼンベルグ群と可換リー群の直積リー群の場合について述べる. ただし, � に
よって対称テンソル積を表す.

定理 3.3. w0 := x1x1 + x2x2 + x3x3 ∈ S2(h∗3)とおく.

(1) 部分空間 Rw0 � S1(g∗Rn−3) ⊕ S3(g∗Rn−3)はMLStatCS(H3 ×Rn−3)の代表元集合である. 特
に n = 3のとき, MLStatCS(H3)は 1点集合であり, このとき左不変共役対称統計構造は左
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不変リーマン計量とその Levi-Civita接続の組に限る.

(2) リー群 H3 × Rn−3 は左不変双対平坦構造を持たない.

H3 に関する主張は, 井ノ口–大野 [5]においてすでに示されていることに注意されたい. 本稿のモ
ジュライ空間による議論は, それとは異なるアプローチを提供し, この結果をより高次元の場合へと
一般化するものである. 特に, n = 3の場合とは異なり, H3 ×Rn−3 (n ≥ 4)の場合には, 非自明な左
不変共役対称統計構造が存在する.
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カンドルの距離について

甲斐 涼哉 (大阪公立大学理学研究科)

1 導入
本稿は [IKK25]に基づく．カンドルは群の共役演算の一般化とみなされる代数系である．近年，

カンドルは数学の様々な分野で研究されている．実際，結び目理論では結び目の不変量として，対
称空間論では対称空間の離散化として研究されている．カンドルの公理は結び目図式の基本変形
(詳しくは [Kam17]を参照)，もしくは対称空間の点対称が満たす性質 (詳しくは [Loo69]を参照)

に対応する．これらの分野では，結び目不変量の具体的な計算可能性や，コンパクト対称空間の
離散化としての対応から，有限カンドルが着目されることが多かった．一方で，非自明な結び目
の基本カンドルや，非コンパクト対称空間の離散部分カンドルなど，興味深い可算無限カンドル
も多くある．本研究では，そのような可算無限カンドルに着目する．しかし，群と同様に，無限
カンドルの研究には困難が多い．そこで，無限離散群の研究手法の一つである幾何学的群論の手
法に着目する．群の Cayleyグラフは，群作用のグラフと言える Schreierグラフに一般化される．
Schreierグラフによって，カンドルに距離構造を導入する．
カンドル構造は内部自己同型群と displacement群と呼ばれる二つの群を定め，それらはカンド

ルに自然に右から作用する．これらの群作用に関する Schreierグラフを用いて，カンドルにグラ
フ構造を定義する．特に，内部自己同型群の作用が定める Schreierグラフは，Winker[Win84]に
よって導入され，近年 [HS18]などで研究されている，カンドルの diagramの一般化になってい
る．Schreierグラフの性質からただちに，作用する群の有限生成集合のとりかたに依らずに，カン
ドルの連結成分上の距離の擬等長類が定まることが従う (定理 3.4). ここで，有限生成カンドルの
内部自己同型は有限生成であるが，displacement群は有限生成であるとは限らないことに注意す
る．また，内部自己同型群と displacement群のどちらも有限生成である場合，カンドルの連結成
分には二種類の擬等長類が定まるが，それらは一般には擬等長でない (命題 3.5).

さらに，典型的な距離空間と擬等長同型な連結成分を持つカンドルの例を与える．例えば，自由
群の場合と同様に，inner距離を持つ自由カンドルの連結成分は木と擬等長同型となる．さらに，
displacement距離を持つ一般化 Alexanderカンドルにも着目する．ここで，一般化 Alexanderカ
ンドルは，群自己同型写像から定まるカンドル演算を持つ群で，近年 [HK24]などで詳細に研究さ
れている．すべての等質カンドルは一般化 Alexanderカンドルの商で表せることが知られており，
カンドル理論において重要なクラスである．displacement距離が与えられた一般化 Alexanderカ
ンドルの連結成分は，語距離が与えられた displacement群と擬等長同型となる (定理 4.3)．この
ようなカンドルのクラスによって，連結成分が Euclid空間，双曲平面と擬等長同型となるカンド
ルを与える．
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2 準備
この節では準備として，Joyce [Joy82]とMatveev [Mat82]によって独立に導入された代数系で

あるカンドルと，群作用から定まるグラフである Schreierグラフを導入する．まず，カンドルと
その構造から定まる自然な群作用について紹介する．

定義 2.1 ([Joy82]). 二項演算 ◁が与えられた空でない集合X が以下の条件を満たすとき，X をカ
ンドルという：

1. 任意の x ∈ X に対して，x ◁ x = x,

2. 任意の y ∈ X に対して，右からの演算 sy : X → X, sy(x) := x ◁ y は全単射.

3. 任意の x, y, z ∈ X に対して，(x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z).

右からの演算 sy : X → X を y での点対称という.

X, Y をカンドルとする. 写像 f : X → Y がカンドル演算を保つときカンドル準同型であると
いう．また，全単射なカンドル準同型をカンドル同型といい，カンドル同型が存在するとき，二つ
のカンドルは同型であるという．カンドル X の自己カンドル同型全体の集合を Aut(X)と書き，
Aut(X)の群構造を fg := g ◦ f で定める．このとき，Aut(X)を X の自己同型群といい，X に
右から作用する．Aut(X)の右作用が推移的であるとき，X を等質であるという．カンドルの二
番目と三番目の公理から点対称 sy はカンドル同型となる．

定義 2.2. カンドル X に対して，点対称のなす集合 {sy | y ∈ X}が生成する Aut(X)の部分群
を内部自己同型群といい，Inn(X) とあらわす. Inn(X) の X への右作用の軌道を，X の連結成
分という．特に連結成分が一つ (つまり，Inn(X) の作用が推移的) のとき，X は連結であると
いう．

次の群は Joyce [Joy82]によって transvection groupとして導入された．

定義 2.3. カンドルX に対して，{sxs−1
y | x, y ∈ X}で生成される Aut(X)の部分群を displace-

ment群といい，Dis(X)であらわす.

ここで，カンドルのいくつかの例を与える．

例 2.4. 整数 x, y ∈ Zに対して，x ◁ y := 2y − x で定めると，Z上のカンドル演算となる．この
とき，R∞ := (Z, ◁)を無限二面体カンドルという．R∞ は自然に対称空間 Rの離散部分カンドル
となる．

例 2.5. 群 G とその元 z に対して，g の共役類を zG = {g−1zg | g ∈ G} と表す．このとき，
x, y ∈ zG に対して，x ◁ y := y−1xy で定めると，zG 上のカンドル演算となる．このとき，
Conj(zG) := (zG, ◁) を zG 上の共役カンドルという．より一般に，共役演算で閉じた部分集合
X ⊂ Gは共役カンドルの構造を持つ．

続けて，Schreierグラフを紹介する．

定義 2.6. 群Gが空でない集合X へ右作用しているとする．また，Gの生成集合 S をとる．この
とき，S に関する Gの X への右作用の Schreierグラフ Sch(X,G, S)とは，頂点集合を X，辺
集合を {(x, x · s) | x ∈ X, s ∈ S}とする (無向)グラフである．
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注意 2.7. X = G として，右作用を x · g := xg で定めると，対応する Schreier グラフは，群の
Cayleyグラフと一致する．

Sch(X;G,S) の連結成分は，右作用の軌道と 1:1 に対応することが簡単に確かめられる．
Sch(X;G,S)の各連結成分は，グラフ構造から定まる弧長距離 dSchS によって距離空間となる．し
たがって，この距離の制限によって，右作用の各軌道は距離空間となる．この距離は生成集合 S

の取り方に依存するが，擬等長類は有限生成集合の取り方に依らずに定まる．

命題 2.8. 群 Gが空でない集合 X へ右作用しているとする．このとき，有限生成集合 S, T ⊂ G

と X の G-軌道 Oに対して，恒等写像 id : (O, dSchS ) → (O, dSchT )は擬等長同型写像である.

3 カンドルの距離
この節では, Schreierグラフの枠組みを用いて，カンドルにグラフ構造と距離を導入する．

定義 3.1. X をカンドルとする．

1. 生成集合 A ⊂ Inn(X)に関する Inn(X)の X への右作用の Schreierグラフを ΓInn
A (X).

2. 生成集合 U ⊂ Dis(X)に関する Dis(X)の X への右作用の Schreierグラフを ΓDis
U (X).

ΓInn
A (X)はWinker [Win84]によって導入されたカンドルの diagramの一般化になっている．

Inn(X)と Dis(X)の作用に着目する理由は以下の命題が成立するからである．

命題 3.2. X をカンドルとする．このとき，X の連結成分全体の集合，ΓInn
A (X)の連結成分全体

の集合，ΓDis
U (X)の連結成分全体の集合は，それぞれ 1:1に対応する．

よって，グラフ構造から定まる弧長距離の制限として，カンドルの各連結成分に距離が定まる．

定義 3.3. O をカンドル X の連結成分とする．ΓInn
A (X)から定まる O 上の距離を，A ⊂ Inn(X)

に関する inner距離といい，dInnA で表す．ΓDis
U (X)から定まる O 上の距離を，U ⊂ Dis(X)に関

する displacement距離といい，dDis
U で表す．

群の語距離の場合と同様に，これらの距離の擬等長類は有限生成集合に依らずに定まる．

定理 3.4. Oをカンドル X の連結成分とする．

1. 有限生成集合 A,B ⊂ Inn(X)に対して, 二つの距離空間 (O, dInnA )，(O, dInnB )は擬等長同型で
ある.

2. 有限生成集合 U, V ⊂ Dis(X)に対して，二つの距離空間 (O, dDis
U )，(O, dDis

V )は擬等長同型
である.

有限生成カンドルの内部自己同型群は有限生成である．一方で，有限生成カンドルであっても
displacement群が有限生成であるとは限らない．実際，自由カンドルや非ファーバー結び目の結
び目カンドルは，有限生成カンドルであるが，displacement群は有限生成ではない．
定理 3.4 より，Inn(X) と Dis(X) がどちらも有限生成であるとき，それぞれの作用に関する

Schreierグラフから，カンドル X の各連結成分には二種類の距離の擬等長類が定まる．一般にこ
れらの擬等長類は異なるものである．

命題 3.5. 以下の条件を満たすカンドル X とその連結成分 Oが存在する：
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1. Inn(X)と Dis(X)は有限生成.

2. 任意の有限生成集合 A ⊂ Inn(X) と U ⊂ Dis(X) に対して，二つの距離空間 (O, dInnA ) と
(O, dDis

U )は擬等長同型ではない.

実際，無限二面体カンドル R∞ は命題 3.5の条件を満たす例となる．この節の最後に，特別な
場合についてこれらの距離の性質を述べる．

命題 3.6. Oと O′ を等質カンドル X の連結成分とする．

1. 有限生成集合 A ⊂ Inn(X)に対して，距離空間 (O, dInnA )，(O′, dInnA ) は擬等長同型である.

2. 有限生成集合 U ⊂ Dis(X)に対して, 距離空間 (O, dDis
U )，(O′, dDis

U )は擬等長同型である.

命題 3.7. カンドル X のある連結成分 O に，Dis(X) は自由に作用しているとする．このとき，
Dis(X)の有限生成集合に関する displacement距離を持つ O と，有限生成集合に関する語距離を
持つ Dis(X)は擬等長同型である．

カンドルの一番目の公理から，Inn(X)では命題 3.7のような状況，つまり，Inn(X)の作用が
自由になることはない．また，Eisermann [Eis14]によって導入されたカンドルの被覆理論による
と，単連結カンドルは命題 3.7の仮定を満たす．したがって，命題 3.7は，単連結カンドルが自身
に作用するある有限生成群と擬等長同型であることも示している．

4 例
最後に，典型的な距離空間と擬等長同型となるような連結成分を持つカンドルの例を与える．
初めに，自由カンドルを考える．自由カンドルの詳細は [Kam17]などを参照せよ．有限ランクの
自由群は木と擬等長同型であったが，自由カンドルも同様の性質を持つ．

命題 4.1. Aを濃度が 2以上の有限集合とする．このとき，A上で生成される自由カンドル FQ[A]

は有限生成 (したがって，Inn(FQ[A])は有限生成)で，各連結成分は inner距離に関して木と擬等
長同型である．

注意 4.2. 濃度が 2以上の有限集合上で生成される自由カンドルの displacement群は有限生成で
はない．したがって，定理 3.4を適用することができない．
以下，カンドルの特別なクラスに対して，displacement距離を持つ場合を考える．群 Gとその
群自己同型写像 σ ∈ Aut(G)に対して，G上のカンドル演算 ◁を

x ◁ y := σ(xy−1)y x, y ∈ G

で定める．このカンドルを一般化 Alexander カンドルといい，GAlex(G, σ) = (G, ◁) と書く．
特に，GAlex(G, σ)は等質で，各連結成分に displacement群が自由に作用する．また，任意の等
質カンドルは一般化 Alexanderカンドルの商として表せることが知られている．したがって，前
節で述べた結果から次が従う．

定理 4.3. 群 G とその群自己同型 σ ∈ Aut(G) から定まる一般化 Alexander カンドルを X :=

GAlex(G, σ)とする．このとき，Dis(X)が有限生成ならば，任意のX の連結成分は displacement

距離に関して，有限生成集合に関する語距離を持つ Dis(X)と擬等長同型である．

一般化 Alexanderカンドルの displacement群は以下のように与えられる．
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補題 4.4 (cf. [HK24]). X := GAlex(G, σ)とし，単位元 1 ∈ Gを含むX の連結成分を P とおく．

1. P は Gの部分群で，Dis(X)と同型である.

2. σが g ∈ Gの内部自己同型，つまり，σ(x) := g−1xgで与えられているとき，群 P は交換子
部分群 [⟨⟨g⟩⟩G, ⟨⟨g⟩⟩G]に同型である．ただし，⟨⟨g⟩⟩G は {g}の Gでの正規閉包である.

定理 4.3，補題 4.4を用いることで，Euclid空間や双曲平面と擬等長な連結成分を持つカンドル
の例を構成できる．

命題 4.5. t ∈ Aut(Zn)とする．このとき，displacement距離に関して GAlex(Zn, t)の各連結成
分は k 次元 Euclid空間と擬等長同型である．ただし，k := rank(1 − t−1).

命題 4.6. ∆+(p, q, r)を以下の表示で定義される群とする：

∆+(p, q, r) = ⟨a, b, c | ap = bq = cr = abc = 1⟩Grp.

また，群自己同型 σ : ∆+(p, q, r) → ∆+(p, q, r)を生成元 aでの内部自己同型とする．このとき，
1
p

+ 1
q

+ 1
r
< 1ならば，displacement距離に関して GAlex(∆+(p, q, r), σ)の連結成分は双曲平面

と擬等長同型である.

注意 4.7. θ ∈ Rに対して，双曲平面の各点にその点を中心とする θ-回転によって点対称を定める
とカンドルになる．1

p
+ 1

q
+ 1

r
< 1とする．このとき，Y := Conj(a∆

+(p,q,r))は 2π
p

-回転によるカ
ンドル構造を持つ双曲平面の離散部部分カンドルになる．
また，3 次元球面内の結び目を特異点とする軌道体の基本群を用いて，3 次元の単連結等質

Riemann多様体と擬等長な連結成分を持つカンドルも構成できる [IKK25, Proposition 5.6]．
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サイクルが及ぼすグラフラプラシアン第 1固有値の
発散

五明工 (大阪大学大学院理学研究科)∗

グラフの各辺に長さを指定したとき, 対応する頂点の重みと辺の重みを適切に定めて,

離散ラプラシアンが定義される. このとき, 辺の長さ (辺長パラメータ)を動かしてラプラ
シアンの第 1固有値を最大化する問題を考える. 本講演では, サイクルを含む任意のグラ
フに対して第 1固有値が発散することを主定理として報告する. 本講演の内容は, 名古屋
大学の納谷信氏との共同研究 [4] に基づく.

準備 G = (V,E) をループと多重辺のない連結な有限グラフとする. ここで, V は頂点集
合, E は辺集合を表す. 頂点の重み m0 : V → R>0 を与え, 頂点集合 V 上の関数全体 RV

に次のような内積を定める.

〈φ1, φ2〉 =
∑
u∈V

m0(u)φ1(u)φ2(u), φ1, φ2 ∈ RV .

辺の重み m1 : E → R>0 を与え, グラフ G 上の重み付き離散ラプラシアン ∆(m0,m1) :

RV → RV を次のように定義する.

(∆(m0,m1)φ)(u) =
∑
v∼u

m1(uv)

m0(u)
(φ(u) − φ(v)) , u ∈ V.

∆(m0,m1) は半正定値であり, 固有値 0 を持つ (定数関数が固有関数に対応する) ことに注
意する. ∆(m0,m1) の最小正固有値 (第 1固有値) λ1(G, (m0,m1)) は次のように特徴付け
られる.

λ1(G, (m0,m1)) = min
φ

〈∆(m0,m1)φ, φ〉
〈φ, φ〉

= min
φ

∑
uv∈E m1(uv)(φ(u) − φ(v))2∑

u∈V m0(u)φ(u)2
.

このとき, φ は ∑
u∈V m0(u)φ(u) = 0 をみたすようなゼロでない関数全体にわたる.

次に, グラフラプラシアン ∆(m0,m1) の行列表示についても述べておく. 頂点集合を
V = {1, . . . , |V |} としたとき, RV の正規直交基底を次のようにとる.

ei : j ∈ V 7→ δij√
m0(i)

∈ R, i ∈ V.

このとき対応する ∆(m0,m1) の表現行列 L は L = D−1/2L0D
−1/2 と表される. ここで

D = diag(m0(1), . . . ,m0(|V |)) であり, L0 は辺の重み付きラプラシアン行列である. す

∗ e-mail: gomyou@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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なわち, 各成分は次のように定められる.

(L0)i,i =
∑
j∼i

m1(ij), i ∈ V,

(L0)i,j =

 −m1(ij), ij ∈ E,

0, ij /∈ E.

設定 辺長パラメータ l : E → R>0 を与え, 藤原 [2]に従って, 頂点の重み m0 : V → R>0

と辺の重み m1 : E → R>0 を

m1(uv) = l(uv)−1, uv ∈ E,

m0(u) =
∑
v∼u

l(uv), u ∈ V

と定める. このとき,グラフラプラシアン ∆(m0,m1) は lを変数に持つため, ∆l := ∆(m0,m1)

と表記する. また, 第 1固有値についても λ1(G, l) := λ1(G, (m0,m1)) とする. このとき,

λ1(G, l) の最大化問題を考える.

問題 1 辺長パラメータ l で正規化条件∑
u∈V

m0(u) = 1

をみたすもの全体にわたって λ1(G, l) を最大化せよ. すなわち, 次を求めよ.

Λ1(G) := sup
l
λ1(G, l).

研究の背景 上述したように頂点と辺の重みは藤原 [2] に従って定めたが, そうすると l

のスケーリングによる第 1固有値の振る舞いがリーマン計量の場合と同様になる. すなわ
ち, λ1(G, cl) = c−2λ1(G, l)である. (l2 をリーマン計量の離散類似とみなしている.) また
問題 1 の背景には, 次のような曲面上の固有値最大化問題がある.

問題 2 閉曲面 M 上のリーマン計量 g に対して, その (正値) ラプラシアン
∆g : C∞(M) → C∞(M) の最小正固有値 (第 1固有値)を λ1(g) と表すとき, リーマン計
量 g で Area (g) = 1 をみたすもの全体にわたって λ1(g) を最大化せよ.

問題 2について, 次の Nadirashvili [6] の結果が知られている.

定理 1 (Nadirashvili, 1996) g を問題 2 の解であるリーマン計量とするとき, ∆g の第
1固有関数を適当に並べて得られる写像 φ = (φ1, · · · , φN) : M → RN で (適当な半径の)

N − 1 次元球面への極小等長はめ込みになるものが存在する.

これらの背景を踏まえて, 我々の先行研究にあたる [3] では, 問題 1 を導入し, 次を
得た.
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定理 2 l を λ1(G, l) の極大値を与える辺長パラメータとする. このとき, λ1(G, l) に対
する固有関数 φ1, · · · , φN を並べた写像 φ = (φ1, · · · , φN) : V → RN で次をみたすもの
が存在する.

l(uv)2 =
‖φ(u) −φ(v)‖2

1 − λ1(G, l) (‖φ(u)‖2 + ‖φ(v)‖2)
, uv ∈ E.

定理 2 の主張をみたす写像 φ は, 極大値を与える辺長パラメータ l を明示的に記述し
ており, その意味でグラフのユークリッド空間へのよい実現を与えている. この結果は,

定理 1 のグラフにおける類似となっている.

今ひとつの背景 グラフ上の重み付きラプラシアンに対して, 問題 1 と類似の第 1 固有
値最大化問題が Göring-Helmberg-Wappler [5] によって定式化されていた. 彼らは, l と
m0 は独立に与えて固定し, 次の問題を提起した. (m0 ≡ 1, l ≡ 1 の場合は Fiedler [1]に
よる.)

問題 3 辺の重み m1 で正規化条件∑
uv∈E

m1(uv)l(uv)2 =
∑
uv∈E

l(uv)2

をみたすもの全体にわたって ∆(m0,m1) の最小正固有値 λ1(G, (m0,m1)) を最大化せよ.

問題 3 の最適解に対応するグラフ埋め込みについて次が得られる.

定理 3 (Göring-Helmberg-Wappler, 2011) m1 : E → R>0 を問題 3 の最適解とす
る. このとき, λ1(G, (m0,m1)) に対する固有関数 φ1, · · · , φN を並べた写像 φ =

(φ1, · · · , φN) : V → RN で次をみたすようなものが存在する.

l(uv)2 = ‖φ(u) −φ(v)‖2, uv ∈ E.

我々は定理 2 の証明と同様の手法により, こちらの別証明を与えた.

主結果 Göring 等による設定では常に第 1固有値の最大値が存在する. 一方で, 我々の設
定では発散するケースがある. 実際, 頂点数が 4までの全てのグラフに対して問題 1 を数
値的に解き [3], 特に, サイクルグラフ C3, C4 と paw graph に対しては Λ1(G) が発散す
ることを確認している. ここで paw graph とは, 三角形と次数 1の頂点一つが繋がれた 4

頂点連結グラフである. これらの計算例からサイクルを含むグラフに対しては Λ1(G) は
発散することが予測され, 今回の主結果としてこのことを示した.

定理 4 グラフ G がサイクルを部分グラフに持つとき, Λ1(G) = ∞ である.

この定理の証明においては次の 2つの主張が根幹をなしている.

主張 (i) n ≥ 3 のとき, n 頂点サイクルグラフ Cn に対して Λ1(Cn) = ∞ である.
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主張 (i)の証明の概要
Cn の辺集合を E = {(1, 2), (2, 3), · · · , (n− 1, n), (n, 1)} とし, 0 < t < ϵ に対して長さ
関数 lt を次のように定める.

lt(i, i+ 1) =

{
t, 1 ≤ i ≤ n− 1,
1, i = n,

ただし n + 1 = 1 としている. t → 0 のとき, Cn のラプラシアン ∆lt の表現行列
L = D−1/2L0D

−1/2 において, L0 は n 頂点パス Pn のラプラシアン行列と定数成分のみ
からなる行列の和で表され, 第 1固有値は発散する. また, D−1/2 によるスケーリングで
固有値が発散することに変わりはない.

主張 (ii) 次数が 1の頂点を持つグラフ G において, その頂点と接続する辺を縮約して得
られるグラフを G̃ としたとき, Λ1(G̃) ≤ Λ1(G) である.

以上の 2つの主張 (i), (ii) を用いることで定理 4 は次のように示される.

定理 4 の証明の概要
グラフ G がサイクルグラフ Cm を含むとき, G から頂点の縮約を繰り返すことで主張

(ii) により Λ1(G) の不等式による評価列を作り, 最終的に Cm まで潰れたところで主張
(i) によって定理が証明される. 次数が 1の頂点が無い場合は, 辺を切除することで（その
操作で第 1固有値は増加しない）次数 1の頂点を生じさせて前述の操作を繰り返す.

すなわち, グラフのマイナーを取る操作のうち主要な「辺の除去」と「辺の縮約」にお
ける Λ1(G) のモノトーン性が主定理の証明の一翼を担っている. 特に主張 (ii)を示すた
めの手段として, 辺長パラメータ l の変化を辺の縮約とみなして統一的に扱っている.

また, 定理 4 の逆の主張についても成り立つことが予測され, パスグラフの場合に成り
立つことを確認している.
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Quiverから得られる 2-step nilpotent Lie代数と幾何構造
大阪公立大学　溝口史華

概要
Nilpotent Lie 群上の幾何構造において, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数は重要な役
割を果たす. 最近, cycle を含まない有限 quiver から nilpotent Lie 代数を得る新たな方法が提案され
た. この方法により, 任意の step 数の nilpotent Lie 代数が得られる. 本稿では, quiver から得られる
nilpotent Lie 代数が 2-step のときに注目する. グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数との関
係を用いて, これらの nilpotent Lie代数が Ricci-flat 擬 Riemann計量を許容することを述べる. さら
に, symplectic 構造を許容するこれらの nilpotent Lie代数を分類する.

1 導入
微分幾何学において, 与えられた多様体が特別な幾何構造を許容するかどうかを調べることは重要な問題
である. Lie群では, 左不変幾何構造の存在が自然に考えられるが, 一般に特別な幾何構造を許容する Lie群
の分類は困難な問題である.

我々は, 特に nilpotent Lie 群上の左不変幾何構造に関心を持っており, Einstein や Ricci soliton のよ
うな特別な Riemann計量や擬 Riemann計量, symplectic構造について考える. しかし, 2-step nilpotent

Lie群においてさえ, これらの幾何構造については完全には解明されていない. 単連結リー群の上の左不変
幾何構造とリー代数上の幾何構造が対応しているので, それらを同一視して議論を行う.

2-step nilpotent Lie 代数上の幾何構造を研究において, 単純有向グラフから得られる 2-step nilpotent

Lie代数が知られている ([DM]). さらに, 最近, cycle を含まない有限 quiver から nilpotent Lie 代数を構
成する方法が提案された ([MT]). この方法は, 任意の step数の nilpotent Lie 代数を構成することが可能
であり, これらの Lie代数は Ricci soliton Riemann計量を許容する ([MT]). 本稿では, 2-stepの場合に注
目し, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数との関係を述べる. さらに, その関係を用いて, これら
の nilpotent Lie代数が Ricci-flat 擬 Riemann計量を許容することを示す. 加えて, symplectic構造を許容
するこれらの Lie代数を分類する.

2 Quiverから得られる nilpotent Lie代数
以下では, quiverから Lie代数を得る方法を紹介する. quiverとは多重辺とループを許す有向グラフのこ
とであり, 表現論をはじめとする様々な分野で研究されている. ここでは, [ASS]を参照する. cycleを含ま
ない有限 quiverから任意の step数の nilpotent Lie代数が得られる.

2.1 quiver

定義 2.1 集合 V,E, 写像 s, t : E → V に対して, 組 Q = (V,E, s, t)を quiver という. V の元を 頂点 , E

の元を 辺 , α ∈ E に対して, s(α)を 始点 , t(α)を 終点 という.

定義 2.2 α1, . . . , αn ∈ E に対して, t(αi) = s(αi+1) (1 ≤ i ≤ n− 1)であるとき, 辺の列 α1α2 · · ·αn が
道 であるという. このとき, nを 道の長さ という.
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例 2.3 V = {v1, v2, v3, v4, v5}, E = {a, b, c, d, e}とし, s(a) = v1, s(b) = v2, s(c) = v3, s(d) = v3, s(e) =

v4, t(a) = v2, t(b) = v4, t(c) = v4, t(d) = v4, t(e) = v5 とすると quiverとなり, 図示すると, 図 1のように
なる.

3 Lie algebras obtained by quivers

3.1 quiver

Definition 8. A quiver Q = (V,E, s, t) is a quadruple consisting of two sets V , E, and two
maps s, t : E → V . The elements of V and E are called vertices and arrows, respectively. For an
arrow α ∈ E, the vertices s(α) and t(α) are called the source and the target of α, respectively.

Definition 9. Let Q = (V,E, s, t) be a quiver. A path of length m is a sequence α1α2 · · ·αm

where α1, · · · ,αm ∈ E such that the target of αi is the source of αi+1 for i = 1, · · · ,m− 1.

Example 1. The quiver is given by V = {v1, v2, v3, v4, v5}, E = {a, b, c, d, e}, s(a) = v1, s(b) =
v2, s(c) = v3, s(d) = v3, s(e) = v4, t(a) = v2, t(b) = v4, t(c) = v4, t(d) = v4, t(e) = v5. It is
illustrated as follows.

a

b
c

d

e

v1

v2

v3
v4

v5

Paths of this quiver are a, b, c, d, e, ab, be, ce, de, and abe.

For a path x = α1α2 · · ·αm in a quiver Q, the source and the target of x are s(α1) and t(αm),
which is denoted by s(x) and t(x), respectively.

Definition 10. Let Q = (V,E, s, t) be a quiver. A map f : E → E is called an automorphism
if the following conditions hold:

• f is bijection,

• ∀x, y ∈ E, t(x) = s(y) if and only if t(f(x)) = s(f(y)).

We denote the set of automorphisms by Aut(Q).

3.2 nQ

3.3 Examples

4 Main theorem
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[4] C. Böhm and R. A. Lafuente, Non-compact Einstein manifolds with symmetry, J. Amer.
Math Soc., to appear.

図 1 例 2.3の quiver

この quiverの道は, a, b, c, d, e, ab, be, ce, de, abeの 10個.

2.2 nilpotent Lie代数の構成
定義 2.4（M.-Tamaru, [MT]） quiver Q = (V,E, s, t)に対して, Qのすべての道の集合を Path(Q)とし,

nQ を次で定める:
nQ := span Path(Q).

また, x, y ∈ Path(Q)に対して, 積と括弧積を

x · y =

{
xy (t(x) = s(y)),

0 (t(x) ̸= s(x)),
[x, y] = x · y − y · x

と定めると, nQ は Lie 代数となる. これを Qから得られる Lie 代数 という.

注意 2.5 nQ に積 ·を入れたものは道代数として既に知られている. 道代数の場合は, 頂点を長さ 0の道と
して含めるのが一般的である. 今回は, 長さ 1以上の辺を道として扱う.

quiver Qの道 xに対して, s(x) = t(x)であるとき, xを cycle という. cycleを持つ quiverから得られ
る Lie代数は無限次元になる. 辺が有限集合である有限 quiverが cycleを含まないとき, quiverのすべての
道の長さの最大値が存在する. これを quiverの長さ という.

命題 2.6 Qを cycleを含まない有限 quiverとすると, nQ は有限次元の nilpotent Lie 代数となる. また,

長さがmの quiverから得られる Lie 代数は, m-step nilpotent Lie 代数である.

2.3 例
例 2.7 次の図 2の quiverから得られる Lie 代数 nは 3次元 Heisenberg代数と同型.

nQ に積 ·を入れたものは道代数として既に知られている. 道代数の場合は, 頂点を長さ 0の道として含
めるのが一般的である. 今回は, 長さ 1以上の道のみを扱う.

quiver Qの道 xに対して, s(x) = t(x)であるとき, xを cycle という. 辺が有限集合である有限 quiver

が cycleを含まないとき, quiverのすべての道の長さの最大値が存在する. これを quiverの長さ という.

命題 3.6 Qを cycleを含まない有限 quiverとすると, nQ は有限次元の nilpotent Lie 代数となる. また,

quiverの長さがmの quiverから得られる Lie 代数は, m-step nilpotent Lie 代数である.

Qを cycleを含む quiverとすると, cycleを繰り返し通ることで無限に道が存在するので, nQ は無限次元
の Lie 代数となる.

f : E → E ∈ Aut(Q)は, f : Path(Q) → Path(Q)へ自然に拡張できる. また, f : nQ → nQ へ線形に拡
張すると, Lie代数の同型写像となる.

3.3 例
例 3.7

a b

から得られる Lie 代数 nは 3次元ハイゼンベルグ代数と同型.

n = span{a, b, ab}で, 括弧積は,

• [a, b] = a · b− b · a = ab,

• [a, ab] = 0,

• [b, ab] = 0.

例 3.8

a

b

c d

から得られる Lie代数は n = span{a, b, c, d, ac, bc, cd, acd, bcd}で次と同型:










0 0 x1 x5 x8

0 0 x2 x6 x9

0 0 0 x3 x7

0 0 0 0 x4

0 0 0 0 0




| xi ∈ R






.

注意 3.9

a

b

c d

から得られる Lie 代数は, 例 3.8で得られる Lie 代数と道も辺のつながり方も同じなので, 例 3.8で得られ
5

図 2 例 2.7
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3 既知の例との比較
Nilpotent Lie 代数上の幾何構造の研究において, 具体例の一つとしてグラフから得られる 2-step

nilpotent Lie代数が知られている. 以下では, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数を紹介し, そ
れらの Lie代数と quiverから得られる nilpotent Lie代数について比較する.

3.1 グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数
集合 V と集合 E ⊂ {(x, y) ∈ V × V | x ̸= y}の組 Γ = (V,E)を単純有向グラフという. V の元を頂点

といい, E の元を辺という. 辺 e = (x, y)に対して, xを eの始点といい, y を eの終点という. 単純有向グ
ラフから次のように 2-step nilpotent Lie代数を定義する.

定義 3.1（Dani-Mainkar, [DM]） 単純有向グラフ Γ = (V,E)に対して,

nΓ := span(V ∪ E),

[x, y] =


e (x, y ∈ V, e = (x, y)),

−e (x, y ∈ V, e = (y, x)),

0 (その他),

とすると, 2-step nilpotent Lie 代数 nΓ を得る.

3.2 グラフから得られる 2-step nilpotent Lie代数との比較
quiverから得られる nilpotent Lie代数が 2-stepの場合に注目し, グラフから得られる 2-step nilpotent

Lie代数と比較する.

補題 3.2 任意の長さ 2 の quiver Q から得られる 2-step nilpotent Lie 代数 nQ は, 次の (m,n)-type

quiver (m ≥ 1, n ≥ 0)から得られる nilpotent Lie代数の直和である.

a1

am

...

b1

bn

...

14

図 3 (m,n)-type quiver

補題 3.3 (m,n)-type quiver Q と (m,n) 完全二部グラフ Γ に対して, それぞれから得られる nilpotent

Lie代数 nQ と nΓ は同型である.

a

b
c

d

e

v1

v2

v3
v4

v5

v1

vm

w1

wn

e11

emn

e1n em1...
...

...

...

quiver a1

am

...

b1

bn

...

8

図 4 (m,n)完全 2部グラフ
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補題 3.2, 補題 3.3より, 次が示される.

命題 3.4 任意の長さ 2 の quiver Q に対して, ある単純有向グラフ Γ が存在し, それぞれから得られる
2-step nilpotent Lie代数 nQ と nΓ は同型である.

グラフから得られる nilpotent Lie 代数は 2-step に限られるため, 3-step 以上の quiver から得られる
nilpotent Lie代数はグラフから得られない.

4 結果
以下では, グラフから得られる 2-step nilpotent Lie 代数との関係を用いて, quiver から得られる

nilpotent Lie代数が 2-stepの場合に Ricci-flat 擬 Riemann計量や symplectic構造を許容するかどうかに
ついて述べる.

4.1 Ricci-flat 擬 Riemann計量
定義 4.1 不定値内積つき Lie代数 (g, ⟨, ⟩)に対して, Ric = 0 を満たすとき, (g, ⟨, ⟩)が Ricci-flat である
という.

Riemann計量とは異なり, 擬 Riemann計量においては nilpotent Lie代数がいつ Ricci-flat計量を許容
するか解明されていない. そのため, グラフから得られている nilpotent Lie 代数上においても研究がなさ
れており, 次の定理が知られている.

定理 4.2（Conti-del Barco-Rossi, [CBR]） グラフから得られる nilpotent Lie 代数はすべて Ricci-flat 擬
Riemann計量を許容する.

命題 3.4より, 2-stepの場合は quiverから得られる nilpotent Lie代数はグラフから得られるので, 次が
示される.

定理 4.3 長さ 2 の quiver Q に対して, Q から得られる 2-step nilpotent Lie 代数 nQ は Ricci-flat 擬
Riemann計量を許容する.

注意 4.4 (m,n)-type quiver から得られる 2-step nilpotent Lie 代数において, 定理 4.3 によって得られ
た Ricci-flat擬 Riemann計量の符号数 (p, q)は次を満たす:

p, q ≥ m+ n− 1

問題 4.5 quiverから得られる nilpotent Lie代数において, 以下の問題が考えられる.

• 2-stepのとき, 任意の符号数の Ricci-flat擬 Riemann計量を許容するか.

• 3-step以上のとき, いつ与えられたの符号数の Ricci-flat擬 Riemann計量を許容するか.

4.2 symplectic構造
定義 4.6 Lie代数 gに対して, 2-form ω が symplectic構造 であるとは, dω = 0かつ ωn ̸= 0を満たすこ
とである.

定理 4.7（Pouseele-Tirao, [PT]） 単純有向グラフ Γ = (V,E)に対して, Γから得られる nilpotent Lie代
数 nΓ が symplectic 構造を許容する必要十分条件は, nΓ の偶数次元であり, #E ≤ #V を満たすことで
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ある.

命題 3.4より, 2-stepの場合は quiverから得られる nilpotent Lie代数はグラフから得られるので, 定理
4.7の条件を翻訳することによって, 次が示される.

定理 4.8 長さ 2の quiver Qに対して, Qから得られる 2-step nilpotent Lie代数が symplectic構造を許
容する必要十分条件は, 以下である:

(i) nQ は偶数次元,

(ii) Qの連結成分は以下のような (2, 2), (1, n), (n, 1), (1, 0)-type quiverのいずれか.

a bv1 v2 v3

...

...

12

図 5 (2, 2)-type

a bv1 v2 v3

...

...

12

図 6 (1, n)-type

a bv1 v2 v3

...

...

12

図 7 (n, 1)-type

a1

am

...

b1

bn

...

a1

a2

a3

b

14

図 8 (1, 0)-type

問題 4.9 quiver から得られる nilpotent Lie 代数が 3-step 以上のとき, いつ symplectic 構造を許容す
るか.
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各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みとラプ
ラシアンについて

成田 知将 ∗

米子工業高等専門学校

1 導入
M を (境界のない)n 次元 (連結) コンパクト多様体とする. M 上のリーマン計量 g に対

して, (M, g)の体積 Vol(M, g)と（正値）ラプラシアン ∆g が定まる. ラプラシアン ∆g の
最小正固有値を λ1(g)とする. λ1(g)Vol(M, g)2/n は g の定数倍に関して不変である. 1973

年, Berger [B]は次の問題を提起した. すなわち,

Λ1(M) := sup
g
λ1(g)Vol(M, g)2/n

は有限か, という問題である. ここで, 上限 sup はM 上のリーマン計量全体にわたってと
る. この問題は既に答えが知られている:

1980年に Yangと Yau [YY]は, 向きづけ可能閉曲面M に対して, Λ1(M)がM の種数
のみに依存する定数で上から抑えられることを示した. また,向きづけ可能でない閉曲面に
ついても, 同様の結果が Karpukhin [K]によって得られている.

1979 年, 浦川肇氏 [U] は 3 次元球面 S3 ∼= SU(2) 上の, 標準計量の標準的変分と呼ばれ
る, あるリーマン計量の 1 パラメータ族 (gt)t>0 について λ1(gt) を具体的に計算すること
で, λ1(gt)Vol(S3, gt)

2/3 → ∞ (t → ∞) が成り立つことを示した. これは上述の Berger

の問題への最初の否定的解答であった. その直後, 丹野修吉氏 [T] は Hopf ファイブレー
ション S1 → S2m+1 → CPm を考えることで, 浦川氏の結果を一般の奇数次元球面 S2m+1

(m ≥ 1)に一般化した. その後, Colboisと Dodziuk [CD]は, 3次元以上の任意のコンパク
ト多様体M に対し, M 上に λ1(ht)Vol(M,ht)

2/n → ∞ (t → ∞)となるリーマン計量の 1

パラメータ族 (ht)t>0 を構成した. このことから, とくに Λ1(M)は有限でない.

上述の Hopf ファイブレーションは各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みの典型
例である. 本研究では, 各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込み (M, g) → (B, j)が与
えられたとき, 標準的変分と呼ばれる, あるリーマン計量の 1パラメータ族 (gt)t>0 につい

∗ narita@yonago-k.ac.jp
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て考え, リッチ曲率に関するある仮定の下で λ1(gt) の評価を与える. 特に, この評価から
t → ∞のとき λ1(gt)Vol(M, gt)

2/dimM が発散することがわかる. これは浦川氏, 丹野氏の
結果の一般化とみなせる.

2 リーマン沈め込みと標準的変分
この節では主結果を述べるための準備として, リーマン沈め込みと標準的変分について説

明する.

(M, g), (B, j)をコンパクトリーマン多様体とし, それぞれの次元を n, pとする. 沈め込
み π : M → B を考える. 各 b ∈ B に対し, Fb := π−1(b)を bのファイバーという. 各ファ
イバーは M の (n − p) 次元部分多様体である. 各 m ∈ M に対し, VmM := Ker(dπm :

TmM → Tπ(m)B) を m における垂直空間といい, その gm に関する直交補空間 HmM :=

(VmM)
⊥をmにおける水平空間という. 各m ∈M に対し, dπm ↾HmM : (HmM, gm ↾HmM

) → (Tπ(m)B, jπ(m))が線形等長写像のとき, 沈め込み π : (M, g) → (B, j)をリーマン沈め
込みという. 各ファイバー Fb はM の部分多様体なので, g からリーマン計量が誘導される.

誘導計量に関するレビ・チビタ接続を ∇Fb と書く. Fb 上の任意の接ベクトル場 X,Y に対
し, ∇M

X Y −∇Fb

X Y = 0が成り立つとき, Fb は全測地的であるという.*1 Hermann [H]によ
る次の古典的な結果が知られている:

定理 2.1 ([H]). (M, g), (B, j) をコンパクトリーマン多様体とし, π : (M, g) → (B, j) は
リーマン沈め込みであるとする. このとき, 各ファイバーが全測地的ならば, ファイバーたち
は互いに等長的である.

次に, リーマン沈め込みに付随した, 計量の標準的変分を定義する:

定義 2.2. (M, g), (B, j)をコンパクトリーマン多様体とし, π : (M, g) → (B, j)はリーマ
ン沈め込みであるとする. 各 t > 0に対し, リーマン計量 gt を次をすべてみたす (一意的な）
計量として定める: 任意のm ∈M に対し,

1. gt ↾VmM×HmM= 0.

2. gt ↾HmM×HmM= g ↾HmM×HmM .

3. gt ↾VmM×VmM= t2g ↾VmM×VmM .

M 上のリーマン計量の 1パラメータ族 (gt)t>0 をリーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)に
付随した g の標準的変分という. また,

Λ1(M, t) := λ1(gt)Vol(M, gt)
2/n

*1 式の左辺 ∇M
X Y − ∇Fb

X Y は第二基本形式と呼ばれる. 全測地的という概念は, 一般の部分多様体に対して
定義される概念だが, 本稿で考える部分多様体はファイバーだけである.
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とする.

定義より, とくに g1 = g が成り立つ. また, 定義より π : (M, gt) → (B, j)もリーマン沈
め込みである. さらに,

Vol(M, gt) = tn−pVol(M, g) (2.1)

が成り立つ. リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)の各ファイバーが全測地的であるなら
ば, リーマン沈め込み π : (M, gt) → (B, j)の各ファイバーも全測地的であることがわかる.

例 2.3. S2m+1 をCm+1 内の半径 1の球面とみなす. S2m+1 → CPm, z 7→ [z]は各ファイ
バーが大円 (したがって測地線）となるリーマン沈め込みである. このリーマン沈め込みを
Hopfファイブレーションという. 丹野修吉氏 [T]は

λ1(S2m+1, gt) = min{4m+ 4, 2m+ t−2}

であることを示した. (ただし, m = 1の場合にこれを最初に示したのは, 浦川肇氏 [U]であ
る.) このことと, Vol(S2m+1, gt) = tVol(S2m+1, g)よりとくに

lim
t→0

Λ1(S2m+1, t) = 0, lim
t→∞

Λ1(S2m+1, t) = ∞

が成り立つ. 右の式は「1. 導入」で述べた Bergerの問題への反例になっている.

比較のために別の例を見る:

例 2.4. 標準的な平坦トーラス Tn = Rn/Znを考える. Tn → Tn−1, (x1, · · · , xn−1, xn) 7→
(x1, · · · , xn−1)は各ファイバーが測地線 S1 = T 1 = R/Zとなるリーマン沈め込みである.

フーリエ級数展開によって

λ1(Tn, gt) =

{
4π2 (0 < t ≤ 1)
4π2t−2 (1 ≤ t)

であることが容易にわかる. Vol(Tn, gt)
2/n = t2/n であるから,

Λ1(Tn, t) =

{
4π2t2/n (0 < t ≤ 1)
4π2t(2−2n)/n (1 ≤ t)

を得る. このことからとくに

lim
t→0

Λ1(Tn, t) = 0, lim
t→∞

Λ1(Tn, t) = 0

が従う.

上の 2つの例において lim
t→0

Λ1(·, t) = 0が成り立つが, このことは任意の, 各ファイバーが
全測地的なリーマン沈め込みに対して成り立つことが知られている:

命題 2.5. ([B-BB]) リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)の各ファイバーが全測地的なら
ば, lim

t→0
Λ1(M, t) = 0が成り立つ.
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一方で上の 2つの例において, t → ∞のときの Λ1(·, t)の振る舞いは異なる. 標準球面の
曲率は正で, 平坦トーラスの曲率は 0であるから, 次の問が生じる:

問題 1: 各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j) に関して,

lim
t→∞

Λ1(M, t) = ∞となるための曲率に関する十分条件を求めよ.

3 λ1(gt)の評価に関する先行研究
π : (M, g) → (B, j) は各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みであるとする.

Bérard-Bergery と Bourguignon [B-BB] は垂直ラプラシアン ∆v と水平ラプラシアン ∆h

を次のように定めた: M 上のなめらかな関数 f に対して, ∆vf と ∆hf を

(∆vf)(m) := ∆Fπ(m)(f ↾Fπ(m)
)(m) (m ∈M),

∆hf := ∆Mgf − ∆vf

により定義する. ここで, ∆Fπ(m) は誘導計量を備えたリーマン多様体 Fπ(m) 上のラプラシア
ンである. ∆v, ∆h は L2(M, g)上の非負な形式的自己随伴作用素である. しかし, Bérard-

Bergery と Bourguignon が指摘したように, ∆v, ∆h は楕円型ではない. とくに, ∆v のス
ペクトラムは離散的だが, ∆h のスペクトラムは離散的とは限らない. Bérard-Bergery と
Bourguignon [B-BB]は次を示した:

命題 3.1 ([B-BB]). π : (M, g) → (B, j)は各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みで
あるとする. このとき, ∆M

g , ∆v, ∆h は互いに可換である. また,

∆M
gt = ∆h + t−2∆v

が成り立つ.

また, 直接的な言及はないものの, Bérard-Bergery と Bourguignon の論文では次のこと
が暗に用いられている:

補題 3.2. π : (M, g) → (B, j) は各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みであるとす
る. (B, j)上のラプラシアン ∆B

j の最小正固有値を β1 とする. このとき, 任意の t > 0に対
して, λ1(gt) ≤ β1 が成り立つ.

とくに, この補題と (2.1)およびはさみうちの原理から, 命題 2.5が成り立つ. 一方, λ1(gt)

の下からの評価に関しては, 命題 3.1を用いて Gramaと Lima [GL]が次を示した:

命題 3.3 ([GL]). π : (M, g) → (B, j)は各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みであ
るとする. このとき, 任意の 0 < t ≤ 1に対して, λ1(g) ≤ λ1(gt)が成り立つ.

問題 2: π : (M, g) → (B, j) は各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みであるとする.
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このとき, 任意の t ≥ 1に対して, λ1(gt)の下からの評価を与えよ*2

4 主定理
本研究の主結果は次であり, 上の問題 1, 2に解答を与えるものである:

定理 4.1 ([N]). (M, g), (B, j)はコンパクトリーマン多様体で, それぞれの次元は n, pであ
るとする. π : (M, g) → (B, j)を各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みとする.

RicM ≥ c̃g

となる c̃ > 0が存在すると仮定する. さらに, n− p ≥ 2の場合は

RicFb = c(ι∗g) (b ∈ B)

となる 0 ≤ c < c̃が存在すると仮定する. ここで, ι : Fb ↪→ M は包含写像, したがって ι∗g

は誘導計量である.

このとき, n− p ≥ 2の場合は任意の t ≥ 1に対し,

λ1(gt) ≥
c̃− c

n+ 1
+ t−2

(
n2 + 1

n2 − 1
c̃+

c

n+ 1

)
が成り立つ. n − p = 1 の場合は, 上の不等式に c = 0 を代入した不等式が成り立つ. ま
た, いずれの場合にも等号成立のための必要十分条件は, t = 1かつ (M, g)が奇数次元球面
S2m+1(

√
2m/c̃)に等長的なことである.

定理 2.1より, 上の主定理における b ∈ Bは「任意の b」としても「ある b」としても同じこ
とである. 主定理の系として, 主定理と補題 3.2および (2.1)から, Λ1(M, t) = O(t2(n−p)/n)

が成り立つ.

問題 1 について: リッチ曲率に関する上の定理の仮定のもとで, Λ1(M, t) = O(t2(n−p)/n)

が成り立つ. とくに, lim
t→∞

Λ1(M, t) = ∞が成り立つ. とくに例 2.3のようにファイバーが
1 次元の場合, (M, g) のリッチ曲率が正であるという仮定だけから lim

t→∞
Λ1(M, t) = ∞ が

従う.

問題 2 について: 上の定理の仮定のもとで, λ1(gt) の下からの評価を与えることができた.

例 2.4はファイバーが 1次元であったから, (M, g)のリッチ曲率が正であるという仮定は除
けないことがわかる.

今後の課題: 最後に今後の課題を述べ, 本稿の結びとする.

(1) リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)がサブリーマン構造を誘導するならば, 水平ラプ
ラシアンは準楕円型になり, とくにスペクトラムは離散的で, 0はスペクトラムの孤立点にな
る [B-BB]. リーマン沈め込みがサブリーマン構造を誘導するための十分条件は何か?

*2 (M, g) が 3–佐々木で, (B, j) が四元数ケーラーであるときには, 最近 Nagy と Semmelmann [NS] が
シャープな評価を与えている.
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(2) 上述の主定理は四元数ケーラー多様体のツイスターファイブレーションにも適用できる
([N, Example 5.12])が, シャープではない. ツイスターファイブレーションに関する λ1(gt)

のシャープな評価を与えよ*3.
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Variants of the Yau–Tian–Donaldson correspondence: coupled

Kähler–Einstein metrics, extremal metrics, and nilsolitons

橋本義規（大阪公立大学 大学院理学研究科数学専攻）∗

本講演の内容の一部は，大阪大学の藤田健人氏との共同研究に基づく．

1 導入：Kähler–Einstein計量についての Yau–Tian–Donaldson対応

コンパクトな Kähler多様体X（dimCX = n）がいつ Kähler–Einstein計量を持つかは重要な問題である．

ここで，Kähler計量 ω がKähler–Einstein計量であるとは，ある定数 λ ∈ Rに対して

Ric(ω) = λω

が成り立つことである．Yauの定理と Aubin–Yauの定理によって λ ≤ 0の場合は常に Kähler–Einstein計

量が存在することが知られている．λ > 0となるのは X が Fano多様体の場合，つまり −KX が豊富である

場合である．この場合は，松島の障害や二木の障害と呼ばれる古典的な結果によって，Fano多様体は必ずし

も Kähler–Einstein計量を持たないことが知られていた．どのような Fano多様体が Kähler–Einstein計量を

持つか，という問題に関する近年の研究で中心的役割を果たしたのが Yau–Tian–Donaldson予想である．こ

の予想では，Fano多様体X が Kähler–Einstein計量を許容することと，(X,−KX)が代数幾何学的な安定性

条件（K-安定や Ding安定）を満たすことが同値であると主張される．この予想は，Chen–Donaldson–Sun

[8–10]や Tian [30]をはじめとする多くの人々によって肯定的に解決された．上記のように，標準的な計量の

存在と代数幾何学的安定性条件の同値性を主張する結果を，本講演では便宜上 Yau–Tian–Donaldson 対

応と呼ぶことにする．本講演の基礎となる結果は，以下のものである．

定理 1.1. (Berman–Boucksom–Jonsson [2]) Fano 多様体 X の自己同型群が離散であると仮定する．この

時，X が Kähler–Einstein計量を許容することと，(X,−KX)が一様 Ding安定であることは同値である．

以下，一様 Ding安定性を定義する．まず，Fano多様体 (X,−KX)に対するテスト配位とは，以下の条件

を満たす (X ,L)である（一般の偏極射影多様体 (X,L)に対しても同様に定義できる）．

• X は C∗-作用を持つ正規代数多様体であり，C∗-同変な平坦射影射 π : X → Cが与えられている．
• Lは X 上の semiampleな Q-Cartier因子であり，作用 C∗ ↷ X の線形化が与えられている．
• 任意の t ̸= 0に対して (π−1(t),L|π−1(t)) ∼= (X,−KX)である．

さらに，X0 := π−1(0)を中心ファイバーと呼ぶ．以後，テスト配位 (X ,L)は P1 上，無限遠での C∗-作用

が自明となるような標準的方法で，π : (X̄ , L̄) → P1 とコンパクト化されていると仮定する．

∗ Email: yhashimoto@omu.ac.jp

本研究の一部は JSPS 科研費 JP19K14524, JP23K03120, JP24K00524 の助成を受けた．また，本研究の一部は 2024 年
に Montréal にて Thematic Program in Geometric Analysis が開催されている期間中に行われており，期間中講演者は
CRM-Simons scholarとして Centre de Recherches Mathématiquesと Simons Foundationから助成を受けた．
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テスト配位 (X ,L)に対して，そのDing不変量を

Ding(X ,L) := − L̄n+1

(n+ 1)
∫
X
c1(−KX)n

− 1 + lct(X , D;X0)

と定義する．ただし，D は suppD ⊂ X0 かつ −(KX̄/P1 + D) ∼Q L̄ を満たす唯一の Q-因子である．また，

lct(X , D;X0) は log canonical threshold と呼ばれる双有理幾何学で重要な不変量であり，supc∈R{(X , D +

cX0)は sublc}と定義される．Fano多様体 (X,−KX)が一様Ding安定であるとは，ある ϵ > 0が存在して

Ding(X ,L) ≥ ϵ∥(X ,L)∥

が任意のテスト配位 (X ,L)に対して成り立つことである．ただし，上記において，∥(X ,L)∥は (X ,L)のノ

ルムとみなせる非負実数であるが，詳しい説明は割愛する．

定理 1.1の証明において，以下紹介する変分法が重要な役割を果たす．固定したレファレンス Kähler計量

ω0 ∈ c1(−KX)に対して，Kählerポテンシャル全体の集合を

H := {ϕ ∈ C∞(X,R) | ωϕ := ω0 +
√
−1∂∂̄ϕ > 0}

と定義する．Kähler計量 ωϕ から自然に定まる −KX 上のエルミート計量から，X 上の体積形式 dµϕ が得ら

れる．ωϕ が λ = 1の Kähler–Einstein計量であることは，ϕ ∈ HがDing汎関数と呼ばれる汎関数

D(ϕ) := L(ϕ) −E(ϕ)

の臨界点となることと同値である．ただし

L(ϕ) := − log

∫
X

dµϕ, E(ϕ) :=
1

(n+ 1)
∫
X
ωn
0

n∑
j=0

∫
X

ϕωn−j
0 ∧ ωj

ϕ (1)

と定めた．この汎関数の著しい特徴は，Hにおける測地線に沿って凸であるということである [3]．Hは測地
的に完備ではないが，E1 と呼ばれる完備化が存在する．これは，エネルギー E(ϕ)が有限となるような特異

Kähler計量 ϕ全体からなるのだが，詳細は割愛する．この空間についての重要事項を以下列挙する．

定理 1.2. E1 には d1 と呼ばれる距離が存在し，(E1, d1)は以下の性質を満たす完備な測地的距離空間となる．

1. Dは (E1, d1)上に連続的に拡張できる．

2. Dは (E1, d1)内の測地線（有限エネルギー測地線）に沿って凸である．

3. DがH上臨界点を持つこと，つまり (X,−KX)が滑らかな Kähler–Einstein計量を持つことと，Dが

(E1, d1)上強制的 (coercive)と呼ばれる以下の条件を満たすことは同値である：ある ϵ > 0が存在し，

D(ϕ) ≥ ϵd1(ϕ, 0) − ϵ−1

が任意の ϕ ∈ E1 について成り立つ．

4. Dが (E1, d1)上強制的であることと，Dが (E1, d1)内の任意の（適切な意味で非自明な）有限エネル

ギー測地線に沿って真に正の傾き（漸近スロープ）を持つことは同値である．

上で紹介した結果は全て非自明な定理であり，多くの数学者による重要な貢献からなるものであるが，紙

面の都合により詳細は割愛する．Darvas のモノグラフ [11] を参照されたい．上記最後の項目の，測地線に

沿った傾きについて，幾何学的描像を説明する．有限次元完備 Riemann多様体M 上の測地的（狭義）凸関数

F : M → Rを考えた時，Fの臨界点（最小値）の存在は，測地線に沿った無限遠での傾きによって判定する

ことができる．つまり，Fが最小値を達成することはM 内の全ての測地線 (geodesic ray) {γt}t≥0 に対して

lim
t→+∞

F(γt)

t
> 0
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が成り立つことと同値である（図 1参照）．これは古典的な結果であるはずだが，証明が過去の文献に見当た

らなかったので [17]に書いた．証明には原則として Hopf–Rinowの定理のみを用いるため，実はこの同値性

は局所コンパクトな完備測地的距離空間まで拡張することができる．(E1, d1)は無限次元であり，さらに局所

コンパクトではないと考えられているため，上記結果を直ちにDに応用することはできないのだが，(E1, d1)

における解析学の深い結果を動員すると，上記にあるような幾何学的描像が Dについても成立すると主張す

るのが定理 1.2である．

(a) 臨界点（最小値）を持つ場合 (b) 下に有界な場合 (c) 下に有界でない場合

図 1: 凸関数の漸近挙動の分類

実は，汎関数の測地線に沿った無限遠での傾きは代数幾何学的不変量に対応し，これらの不変量が正に

なることと代数幾何学的安定性が対応する．実際，テスト配位 (X ,L) に対して，「代数的」な（劣）測地

線 {ϕtX ,L}t≥0 ⊂ H を対応させることができる [2, 4, 27]．Berman–Boucksom–Jonsson [2] や Boucksom–久

本–Jonsson [4]らにより，以下のスロープ公式が示された：

Ding(X ,L) = lim
t→∞

D(ϕtX ,L)

t
.

定理 1.2 より，Kähler–Einstein 計量の存在から D の漸近スロープが正であることが従うから，Kähler–

Einstein計量を持つ Fano多様体は一様 Ding安定であることが従う．

逆に，一様 Ding 安定性から Kähler–Einstein 計量の存在を示すことは難しいが，Berman–Boucksom–

Jonsson [2]はテスト配位をX の Berkovich解析化上の非アルキメデス計量とみなす理論を整備することによ

り，このことを示した．話を簡単にするため，このセクションでは，以後 X の自己同型群は離散的であると

仮定するが，一般的の場合でも Chi Li [24]により同様の議論が成り立つことが示されている．

以後，(X,−KX)上のテスト配位全体の集合に pullbackによる同値類を入れた集合を HNA とおく．Ding

不変量は pullbackにより不変なので，pullbackによる同値類を考えて一般性を失わない．HNA の元を −KX

上の非アルキメデス計量と呼ぶ．Boucksom–Jonsson [5] は，以下のように要約できる結果を示した：X の

Berkovich解析化 Xan の positive piecewise linear plurisubharmonic (psh) 関数全体の集合と HNA の間に

は一対一対応が存在する．ここで，Xan は X の C上の trivial absolute valueについての Berkovich解析化

である．この空間の厳密な定義を与えることは非常に難しいが，集合としては Xan =
⨿

Y⊂X Y val と書ける．

ただし，直和は X 内の全ての irreducible subvariety Y について取られており，Y val は Y 上の valuation全

体がなす集合である．この集合には非常に複雑な位相が与えられているが，定義は割愛する．いずれにせよ，

テスト配位の同値類を，Xan 上の psh関数と解釈することで，テスト配位の完備化を定義することができる．

HNA の完備化は E1,NA と書かれ，HNA 内の減少列の極限で有限エネルギーを持つものからなる．定義は割

愛するが，この完備化は E1 と同様の発想によりなされる [5]．重要なポイントは，テスト配位を位相空間Xan

の関数とみなすことで，その減少列の極限として完備化を定義できる点である．Berman–Boucksom–Jonsson
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[2]は，E1 内の極大測地線全体の集合と E1,NA との間には一対一対応が存在し，スロープ公式

Ding(ϕNA) = lim
t→∞

D(γ(t))

t

が任意の ϕNA ∈ E1,NA および対応する極大測地線 {γ(t)}t≥0 ⊂ E1 に対して成立することを示した．さらに，

Dが E1 上に連続的に延長することの類似として，Dingが E1,NA 上に連続的に延長することを示すことがで

きる [2]．これを用いて，Berman–Boucksom–Jonsson [2]は Yau–Tian–Donaldson対応を以下のように証明

した．(X,−KX)が一様 Ding安定であるならば，Dingの連続性により，ある ϵ > 0が存在して

Ding(ϕNA) ≥ ϵ∥ϕNA∥ for all ϕNA ∈ E1,NA

が成り立つ．従って，任意の E1 内の極大測地線 {γt}t≥0 に対して

lim
t→+∞

D(γ(t))

t
≥ ϵ > 0

が成り立つ．極大測地線に対して漸近スロープが正になることから，E1 のコンパクト性定理を用いて

D(ϕ) ≥ ϵd1(ϕ, 0) − ϵ−1 for all ϕ ∈ E1

が従うことが示される．定理 1.2から，Kähler–Einstein計量の存在が従う．

このように，エネルギー汎関数の凸性とスロープ公式を用いて，Yau–Tian–Donaldson対応を示すことがで

きる．これは，有限次元モーメント写像の零点と幾何学的不変式論に関するKempf–Ness定理をKempf–Ness

エネルギーというエネルギー汎関数を用いて証明する方法と同様であるので，このような証明方針を以後

Kempf–Ness原理と便宜上呼ぶことにする．

2 Coupled Kähler–Einstein計量についての Yau–Tian–Donaldson対応

全ての Fano 多様体が Kähler–Einstein 計量を持つわけではないが，その変種ならば許容することはあり

うる．Kähler–Ricci ソリトンや満渕ソリトンなど色々な候補を考えることはできるが，今回は Hultgren と

Witt Nyström [20]により導入された以下の計量を考える．まず，豊富な Q-線束 L1, . . . , Lk で

−KX = L1 + · · · + Lk

が成り立つものを固定する．Kähler計量の k 個の組み (ω1, . . . , ωk) ∈ c1(L1) × · · · × c1(Lk)が方程式

Ric(ω1) = · · · = Ric(ωk) =
k∑

i=1

ωi

を満たす時，coupled Kähler–Einstein計量と呼ばれる．k = 1の時は通常の Kähler–Einstein計量であ

るから，以後 k > 1 と仮定する．上と同様に，Li 上にエルミート計量 hi を固定し，対応する Kähler 計量

を θi ∈ c1(Li) とおく (i = 1, . . . , k)．さらに，c1(Li) 内の Kähler ポテンシャル全体の集合を Hi := {ϕ ∈
C∞(X,R) | θi +

√
−1∂∂̄ϕ > 0}とし，H := H1×· · ·×Hk と定める．また，Kähler類 c1(X)にあるKähler

計量全体の集合を H(−KX)と書くことにする．これらの空間は，E1 := E1
1 × · · · × E1

k 及び E1(−KX)に完

備化することができる．

定義 2.1. 以下のように定められる写像Dcpd : H → R

Dcpd(ϕ1, . . . , ϕk) := Lcpd(ϕ1, . . . , ϕk) −
k∑

i=1

Ei(ϕi)
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を coupled Ding汎関数と呼ぶ [20]．ただし，Ei は汎関数 EをHi 上定義したものであり，

Lcpd(ϕ1, . . . , ϕk) := − log

∫
X

dµϕ1,...,ϕk

である．ここで，dµϕ1,...,ϕk
は ϕ1, . . . , ϕk が L1, . . . , Lk 上定めるエルミート計量をテンソル積することで得

られる −KX 上のエルミート計量から定まる体積形式である．

この汎関数に対しても，定理 1.2と同様の性質が成り立つことが [20]で示された．Dcpd は E1 上に連続的

に拡張し，E1 内の測地線に沿って凸であり，滑らかな coupled Kähler–Einstein計量が存在することは

Dcpd(ϕ) ≥ ϵ
k∑

i=1

d1(ϕi, 0) − ϵ−1

が任意の ϕ ∈ E1 に対して成り立つような ϵ > 0 が存在すること (coercivity) と同値である．さらに，

coercivityは E1 内の測地線に沿ったDcpd の傾きが正であることとも同値である．

Hultgren とWitt Nyström [20] は，coupled Kähler–Einstein 計量についても Yau–Tian–Donaldson 対

応が成り立つことを予想した．その際に Ding 安定性の coupled 版を定義したが，ここではまず藤田氏と講

演者による定義 [13] を先に述べることにする．上記において複数の Kähler ポテンシャル ϕ1, . . . , ϕk を考え

る必要があったことと同様に，安定性を考える際にも，(X,L1), . . . , (X,Lk) それぞれに対してテスト配位

(X1,L1), . . . , (Xk,Lk)を考える必要がある．

定義 2.2. テスト配位 (X1,L1), . . . , (Xk,Lk)が与えられた時，X1, . . . ,Xk の C∗-同変な common resolution

X
σ1

ww
σ2 ···��

σk

++X1 X2 · · · Xk

をとる．テスト配位 (X1,L1), . . . , (Xk,Lk)の和は，(X , σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk)と定義されるテスト配位である．

上記の X は resolutionの取り方に依存するが，異なる resolutionをとっても pullbackによるテスト配位

の同値類は不変であるから，対応するHNA(−KX)の元は well-definedである．この和の定義は，講演者が以

前定義した，射影埋め込みを用いる方法 [16]と同一になることを示すことを示すことができる．さらに，この

和は強位相に関して連続な写像 E1,NA
1 × · · · × E1,NA

k → E1,NA(−KX)に拡張できる．

定義 2.3. テスト配位の k 個の組み {Xi,Li}ki=1 が与えられた時，coupled Ding不変量は

Ding({Xi,Li}ki=1) := −
k∑

i=1

L̄i
n+1

(n+ 1)
∫
X
c1(Li)n

− 1 + lct(X , DX ;X0)

と定義される．ただし，(X , σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk) は {Xi,Li}ki=1 の和であり，DX は suppDX ⊂ X0 かつ

−(KX̄/P1 +DX ) ∼Q σ∗
1L1 + · · ·σ∗

kLk を満たす唯一の Q-因子である．

Kähler–Einstein の場合と同様に，coupled Ding 安定性は coupled Ding 不変量を用いて定義すること

ができる．Hultgren–Witt Nyström [20] による coupled Ding 安定性のオリジナルの定義では，テスト

配位の k 個の組み {Xi,Li}ki=1 に対して，X1, . . . ,Xk が全て同型であることが仮定されていた．この制

約を外して，安定性の条件を強化したことがこの研究における重要なポイントである．さらに，やはり

Kähler–Einstein の場合と同様に，テスト配位の組み (X1,L1), . . . , (Xk,Lk) に対応する代数的な劣測地線

ϕt = (ϕtX1,L1
, · · · , ϕtXk,Lk

) ⊂ Hに対して，スロープ公式

Ding({Xi,Li}ki=1) = lim
t→∞

Dcpd(ϕt)

t
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が成り立つことを示すことができる [13, 16]．このセクションの主結果は，以下の coupled Kähler–Einstein

計量についての Yau–Tian–Donaldson対応である．

定理 2.4 (藤田–H. [13]). Fano 多様体 X の自己同型群が離散であると仮定する．この時，(X;L1, . . . , Lk)

が coupled Kähler–Einstein計量を持つことと，(X;L1, . . . , Lk)が一様 Ding安定であることは同値である．

ただし，一様 Ding安定性は，ある ϵ > 0が存在して任意のテスト配位の k-個の組み {Xi,Li}ki=1 に対して

Ding({Xi,Li}ki=1) ≥ ϵ
k∑

i=1

∥(Xi,Li)∥

が成立することだと定められる．また，上記条件は δcpd > 1という条件とも同値であるが，詳細は割愛する．

証明は Kähler–Einstein の場合 [2] と同様，Kempf–Ness 原理を用いる．(X;L1, . . . , Lk) が一様 coupled

Ding 安定であるならば，テスト配位の和をとる写像が E1,NA まで連続的に拡張すること [13] と，coupled

Ding不変量の連続性より，

Ding({ϕNA
i }ki=1) ≥ ϵ

k∑
i=1

∥ϕNA
i ∥ for all ϕNA ∈ E1,NA

がある ϵ > 0に対して一様に成り立つことが従う．このことから，E1 内の任意の極大測地線 γ に対して

lim
t→+∞

Dcpd(γ(t))

t
≥ ϵ > 0

が成り立つ．上記にあるような，測地線に沿ったスロープの正値性から，coercivity

Dcpd(ϕ) ≥ ϵ
k∑

i=1

d1(ϕi, 0) − ϵ−1 for all ϕ ∈ E1

が従うが，証明は [2]と同様ではなく，Darvas–Zhang [12]によるコンパクト性定理が必要である．上記から，

coupled Kähler–Einstein計量の存在が従う．定理 2.4は，X の自己同型群が離散的ではない場合でも，適切

に修正すれば同様に成り立つ．X の自己同型群が離散的である場合は，[32]により，δcpd > 1から coupled

Kähler–Einstein計量の存在を直接証明できることも知られている．

3 定スカラー曲率 Kähler計量や extremal計量についての最近の進展

Kähler–Einstein 計量や coupled Kähler–Einstein 計量を許容する多様体は KX が定値の符号を持たなけ

ればならないため，一般の偏極 Kähler多様体 (X,L)上の標準計量を考える際には標準計量の定義を拡張し

なければならない．よく用いられるものは，スカラー曲率 S(ω)が定数となるようなものであり，定スカラー

曲率Kähler (constant scalar curvature Kähler, cscK) 計量と呼ばれる．このさらなる一般化として，

方程式
∂̄grad1,0

ω S(ω) = 0

の解として定まる extremal計量というものがある．これはスカラー曲率の L2 ノルム（Calabi汎関数）を

極小化する自然な計量である．

これらの計量についても，Kähler–Einstein計量の場合と同様，変分法的アプローチが有効である．以後，

V :=
∫
X
c1(L)n と置き直し，スカラー曲率の平均を S̄ := −n

∫
X
c1(KX)c1(L)n−1/V と書く．レファレンス

Kähler計量 ω0 ∈ c1(L)に対する Kählerポテンシャル ϕ ∈ Hに対して，(1)で定めた Eと，汎関数

ERic(ω)(ϕ) :=
1

V

n−1∑
j=0

∫
X

ϕωj
ϕ ∧ ωn−j−1 ∧ Ric(ω), H(ϕ) :=

1

V

∫
X

log

(
ωn
ϕ

ωn

)
ωn
ϕ
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を用いて，満渕汎関数（もしくはK-エネルギー）M : H → Rを

M(ϕ) :=
S̄

n+ 1
E(ϕ) −ERic(ω)(ϕ) + H(ϕ)

と定義する．この汎関数の臨界点は cscK計量であり，部分的には定理 1.2と類似した性質が成り立つ．しか

し，Ding汎関数とは異なり，(E1, d1)への拡張は連続的ではなく，また E1 上では +∞も値として許容しなけ
ればならない．他にも様々な技術的困難があるが，滑らかな cscK計量の存在と coercivity，また（適切な意味

で非自明な）有限エネルギー測地線に沿って真に正の傾きを持つことが全て同値であることが Chen–Cheng

[6, 7]によって証明された．同様の変分法的アプローチは extremal計量に対しても存在する．まず，X の自

己同型で Lまでリフトするもの全体がなす群 Aut0(X,L)の極大コンパクト部分群 Kを固定する．G = KC

を Kの複素化とし，Tを Gの中心の単位元成分とする．Hの元で K-不変なもの全体を (H)K と書く，今，汎

関数 Jext : (H)K → Rを

Jext(ϕ) :=
1

V

∫ 1

0

∫
X

ϕ̇tθ(ϕt)
ωn
ϕt

n!
dt

と定義する．ただし，{ϕt}0≤t≤1 ⊂ (H)K は ϕ0 = 0と ϕ1 = ϕを結ぶ任意の滑らかな路であり，θ(ϕt)は ωϕt

についての extremalベクトル場の holomorphy potentialである．上記定義が路に依存しないことは非自明

な結果である [1]．これを用いると，extremal計量を臨界点にもつ修正満渕汎関数Mext : (H)K → Rは

Mext(ϕ) := M(ϕ) + Jext(ϕ)

と定義される．通常の満渕汎関数と同様に，修正満渕汎関数も K-不変な部分空間 (E1)K 上に拡張するが，拡

張は連続ではなく，値として +∞も取りうる．滑らかな extremal計量の存在と G-coerivityが同値であるこ

とは He [19]によって証明された．

以上紹介した cscK計量についても，計量の存在と代数幾何学的安定性の同値性を主張する予想が知られて

おり，やはり Yau–Tian–Donaldson予想と呼ばれている．この場合の安定性は，

MNA(ϕNA) := K log
X̄/P1 · L̄n +

S̄

(n+ 1)V
L̄n+1

と定められる非アルキメデス満渕汎関数によって定められる．ただし，(X ,L)は ϕNA ∈ HNA を代表する任意

のテスト配位であり，K log
X̄/P1 はK log

X̄/P1 := KX̄ −π∗KP1 +X0,red−X0 と定められる X̄ 内の因子である．同様
の予想は extremal計量についても提案されている．この場合，安定性を定める不変量は非アルキメデス修正

満渕汎関数であり，MNA(ϕNA) + JNA
ext (ϕNA)と定義される．これは相対的 K-安定性と呼ばれる Székelyhidi

[28]によって導入された概念に基づくものである．ただし，Yao [31]に倣って

JNA
ext (ϕNA) :=

1

V/n!

L̄n+2
β

(n+ 2)!
− 1

(V/n!)2

(
L̄n+1

(n+ 1)!

)2

と定めた．詳細な定義は割愛するが，上の (Xβ ,Lβ)はテスト配位 (X ,L)の積テスト配位であり n+ 2次元の

空間である．このように定めた不変量を用いると，Mext に対してスロープ公式が成立する [4, 31]．

これらの汎関数についても Kempf–Ness原理が成立することを期待することは非常に自然だが，様々な技

術的困難がある．MNA を E1,NA 上に拡張することはできるが，やはり拡張は強位相に関して連続ではないた

め，その扱いは非常に難しい．しかし，Chi Li [25]はモデルと呼ばれるテスト配位の一般化（定義は純代数的）

を定義し，モデルから誘導されるフィルトレーションに対して一様 K-安定性が成り立つことから cscK計量

の存在が従うことを示した（正確な定義は技術的なので割愛するが，PSHM,NA をモデルから誘導されるフィ

ルトレーションから定まる非アルキメデス計量全体の集合とすると，HNA ⊂ PSHM,NA ⊂ E1,NA である）．
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定理 3.1 (Li [25]). ある ϵ > 0 が存在してMNA(ϕNA) ≥ ϵ∥ϕNA∥T が任意の G-同変なモデルフィルトレー

ション ϕNA ∈ PSHM,NA に対して成り立つならば，(X,L)は K-不変な cscK計量を持つ．

ここで，∥ϕNA∥T は ϕNA の群同変なノルムである．講演者は，この結果を extremal計量に拡張した．

定理 3.2 (H. [18]). ある ϵ > 0が存在してMNA(ϕNA) + JNA
ext (ϕNA) ≥ ϵ∥ϕNA∥T が任意の G-同変なモデル

フィルトレーション ϕNA ∈ PSHM,NA に対して成り立つならば，(X,L)は K-不変な extremal計量を持つ．

上記結果 [18]が arXivで発表されたのは 2025年 6月だが，この分野には 2025年 5月ごろから極めて急速

な発展があった．まず，Boucksom–Jonsson [23]が weighted cscK計量に対して定理 3.1, 3.2の類似及びそ

の逆を証明したと発表した．逆が成り立つことは極めて重要な進展であり，これによって weighted cscK計

量という extremal計量を含む非常に広いクラスの標準計量に対して Yau–Tian–Donaldson予想（安定性条

件をモデルまで強めたバージョン）が解けたことになる．また，[18] が発表された約 3 週間後に，Han–Liu

[14]が定理 3.1, 3.2を weighted cscK計量まで拡張したと発表した．これらの仕事は全て独立である．

4 Nilsolitonの存在と Yau–Tian–Donaldson対応の類似

これまで見たように，Yau–Tian–Donaldson対応や Kempf–Ness原理は Kähler多様体上の様々な標準計

量の存在問題について非常に有効である．この原理を，Kähler多様体以外の標準計量に関する問題に応用す

ることを考える．

冪零 Lie群 N が推移的かつ等長的に作用する連結 Riemann多様体を等質冪零多様体と呼ぶ．以後，N は

実次元 nで，連結かつ単連結であると仮定する．実は，等質冪零多様体はN に左不変 Riemann計量が入った

ものと同型であり，また N は左不変 Einstein計量を持たないことが知られている．N 上に左不変 Einstein

計量は存在し得ないので，その変種である左不変 Ricci solitonを考える．ここで，Ricci solitonとは，ある

定数 λとベクトル場 v に対して
Ric(g) = λg + Lvg

を満たす Riemann計量 gのことであった．ただし，Lv は Lie微分である．等質冪零多様体上の左不変計量

を考える限りにおいては，Ricci solitonの方程式は N の Lie環 nから定まる有限次元空間の行列の問題に還

元される．等質冪零多様体上の左不変 Ricci solitonを nilsolitonと呼ぶ．

冪零 Lie環 nの Lieブラケットを µ，n上の内積を ⟨, ⟩と書く．今，内積 ⟨, ⟩に関して自己共役であるよう
な線形写像 λ ∈ End(n)に対して，Hilbert–Mumford weight ν(λ;µ)を

ν(λ;µ) := − min
1≤i<j≤n,1≤k≤n

{λi + λj − λk | µk
ij ̸= 0}

により定義する．ただし，上では ⟨, ⟩ の正規直交基底 {ei}ni=1 を選んで λ を λ = diag(λ1, . . . , λn) と対角化

し，その基底に関して µ(ei, ej) =
∑n

k=1 µ
k
ijek と書いた．この不変量を，1次元部分空間

S := R(In − ϕµ) ⊂ End(n)

と交換し直交する元に対して計算する．ただし，ϕµ ∈ Der(µ) は Lie 環 (n, µ) から canonical に定まる

derivationであり，pre-Einstein derivationと呼ばれている [26]．Kempf–Ness原理を等質冪零多様体の

場合に適切に設定することにより，nilsolitonに対する Yau–Tian–Donaldson対応の類似が得られる．

定理 4.1 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ) を対応する Lie 環とする．(n, µ) 上の内積 ⟨, ⟩ を，
pre-Einstein derivation ϕµ が自己共役になるように選ぶ．この時，N が nilsolitonを持つことと，自己共役

線形写像 λ ∈ End(n)で [λ,S] = ⟨λ,S⟩ = 0を満たすもの全てに対して ν(λ;µ) ≥ 0が成り立つことは同値で

ある（ただし等号成立は λ ∈ Der(µ)と同値）．
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N は実多様体なので，代数幾何学的な安定性はアプリオリには意味をなさない．しかし，上で紹介した変

分原理や漸近スロープを用いた Kempf–Ness原理は等質冪零多様体の場合にも同様に意味をなす．上記定理

の安定性条件は extremal計量の場合に現れた相対的安定性だと解釈することができ，S は extremalベクト

ル場が生成するトーラスと同様の役割を果たす [15]．

定理 4.1 は，nilsoliton の存在に関する必要十分条件を与える最初の定理ではない．まず，Nikolayevsky

[26]により，nilsolitonが存在することの必要十分条件は µの軌道 G̃ · µが閉じていることだと示された．た
だし，G̃は SL(n)の部分群で，その Lie環が S と交換し S と直交するものである．しかし，Lie群の軌道が

閉じているかどうかを判定することは一般には難しいので，定理 4.1にあるような数値的判定法を与えること

が重要である．Jablonski [21]は上記定理と類似した数値的判定法を過去に与えたが，その内容は定理 4.1と

同値ではない．定理 4.1では，Jablonski [21]とは異なり，g̃ ∩ Der(n, µ)が reductiveかどうかを判定する必

要がなく，テストすべき λ ∈ End(n)の範囲も異なる．証明も，Jablonskiの証明 [21]は Nikolayevskyの軌

道を用いた判定法 [26]に帰着しているので，Kempf–Ness原理を用いた証明 [15]とは大きく異なる．

定理 4.1の新規性を見るには，技術的詳細の比較ではなく，その応用として与えられる新結果を見る方が良

いと思われる．まず，上記定理に用いられた Kempf–Ness原理の応用として，nilsolitonの非存在に関する十

分条件を与える武富–田丸予想 [29]の修正版が以下のように成り立つ．

定理 4.2 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ, ⟨, ⟩)を定理 4.1と同様に設定する．さらに，End(n)の

元で S と交換し，S と直交するもの全体がなす Lie環に対応する Lie群を G，その部分群で ⟨, ⟩を固定するも
のをK とする．これらの Lie環を g, kとし，gの Cartan分解を k⊕ pと書く．今，

1. Aut(µ) ∩Gの左剰余空間 G/K への作用は推移的ではない，

2. 全ての Aut(µ) ∩G-軌道は Gについて共役である，

3. 任意の g ∈ G \ Aut(µ)に対して，p ∩ (Der(µ) \ Der(ρ(g) · µ))が 0以外の元を持つ，

と仮定する．この時，N は nilsolitonを持ち得ない．

オリジナルの武富–田丸予想との最大の違いは Der(µ) \ Der(ρ(g) · µ)に関する条件 3であるが，この条件

を外すことはできない [22]．また，GやK などの Lie群の設定も微妙に異なる．最後に， 定理 4.1のさらな

る応用として，凸集合を用いた nilsolitonの存在に関する必要十分条件を述べる．

定理 4.3 (H. [15]). N を等質冪零多様体とし，(n, µ, ⟨, ⟩)を定理 4.1と同様に設定する．今，nの各 ⟨, ⟩-正規
直交基底 B で ϕµ を対角化するもの B := {ei}ni=1 に対して，有限集合 FB ⊂ nを

FB := {ei + ej − ek | 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n, s.t. µk
ij ̸= 0}

と定義する．ただし，µ(ei, ej) =
∑n

k=1 µ
k
ijek と書いた．さらに，Aff(FB) を FB のアフィン包とし，OB

を n の原点の Aff(FB) への射影とする．また，Conv(FB) ⊂ Aff(FB) を FB の凸包とする．この時，N が

nilsolitonを持つことと，任意の B に対して OB が Conv(FB)の内部にあることは同値である．

この定理は，nが nice basisと呼ばれる特殊な基底を持つときには Nikolayevsky [26]によって（少し強い

バージョンが）証明された．上記定理は，この結果を一般の等質冪零多様体に対して拡張するものである．
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巨大コホモロジー類における小林ヒッチン対応
陣内智史 (大阪大学大学院理学研究科)

1 導入
小林ヒッチン対応とは, コンパクトな複素多様体 X 上の反射的連接層が slope安
定なこととエルミート・アインシュタイン計量を持つことの同値性のことである.
従来は X 上にケーラー類を与えるごとに小林ヒッチン対応が定式化され証明さ
れてきた (c.f. [7], [12], [1], [5]).

Birkar-Cascini-Hacon-Mckernan [2] によって射影多様体 Xの標準因子 KX が
巨大な場合には極小モデル理論が証明され豊富モデルが存在する. これによって
KXが巨大な多様体の研究は, 豊富モデルの研究に帰着されることとなる. ところ
が一般の巨大類は豊富モデルを持たないことが知られている (e.g. [11] [10]). 従っ
て極小モデル理論を仮定せずに巨大類を調べる方法が求められる.
本講演では, まず巨大類における slope安定性を新しく定義する. 次に, この

slope安定性の定義がある種の双有理不変性を導くことを紹介する. そして主結果
である, 豊富モデルが存在する場合の巨大類での小林ヒッチン対応を紹介する. 本
講演で定義する slope安定性は極小モデル理論を仮定していないので, 任意の巨大
類に対して定義できる. 本主結果は, この slope安定性の定義が極小モデル理論と
整合的であることを示している.

2 可動交点積
2.1 巨大類と可動交点積
本節では巨大類とその可動交点積の定義を述べる. 基本的な参考文献は Boucksom-
Eyssidieux-Guedji-Zeriahi [4], Boucksom-Demailly-Păun-Peternell [3], Kollár-Mori
[9] である.

X をコンパクト複素多様体とする. (p, p)型カレントとは,滑らかな (n−p, n−p)
型微分形式のなすベクトル空間上の連続線形汎関数のことであり, 汎関数として
正定値かつ超関数微分の意味で d-閉なものがケーラーカレントである.

Definition 2.1. 巨大類とは X 上のコホモロジー類 α ∈ H1,1

∂∂̄
(X,R) であって,

ケーラーカレント T で代表されるものである.
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次の例からわかるように, 巨大類とはケーラー類の双有理幾何的な拡張である.

Example 2.2. f : X 99K X+ をアティヤのフロップとする [9, Example 2.7]. X と
X+ は滑らかな 3次元射影多様体である. H+ を X+ の豊富因子とし H := f−1

∗ H+

を H+ の強変形とする. このとき c1(H) は巨大類であり非ケーラーである. 実際,
f の不確定点の解消 π : Y → X, π+ : Y → X+ が存在して π∗H = π∗

+H+ + aD
(D は π+-例外因子, a > 0) となる. このとき π∗

+H+ = π∗H − aD はネフであり,
さらに π∗H のザリスキ分解をあたえる.

一般の巨大類 α は有限回のブローアップ π : Y → X で π∗α = ω+D (ω はネ
フかつ巨大, D は有効例外因子) と分解できない (c.f. [11, Theorem 2.10]). しか
し極限操作を許せば類似の量を取り出すことができる. それが可動交点積である.

Proposition-Definition 2.3 ( [3]). α をコンパクトケーラー多様体X上の巨大
類とする. このとき任意の ε > 0 に対して, ブローアップの列 πε : Xε → X, Xε

上のケーラー類 ωε, Xε上の有効例外因子 Dεが存在して次の条件を満たす.

• π∗
εα = ωε +Dε,

• X 上の任意の semipositive(n− p, n− p)類 η に対して数列∫
Xε

π∗
εη ∧ ωp

ε

は単調増加で ε→ 0の極限値が存在する.

従って Poincaré双対性により, あるコホモロジー類 ⟨αp⟩ ∈ Hp,p(X,R) が存在し
て πε∗(ω

p
ε)

ε→0−−→ ⟨αp⟩ となる. コホモロジー類 ⟨αp⟩ を α の可動交点積 (movable
intersection product) と呼ぶ.

非ケーラー多様体上では可動交点積を次のように定義する.

Definition 2.4. X をコンパクト複素多様体とし αをX 上の巨大類とする. π :
Y → X をブローアップの列で Y がケーラー多様体となるものとする. このとき
αの可動交点積 ⟨αp⟩を π∗⟨(π∗α)p⟩ ∈ Hp,p(X,R)と定義する.

Example 2.5. Example 2.2 の状況とする. π∗H = π∗
+H+ +aD (a > 0) であった.

このとき ⟨c1(π∗H)p⟩ = c1(π
∗
+H+)p であり, ⟨c1(H)p⟩ = π∗(c1(π

∗
+H+)p) となる. こ

の例は次節で一般化される (Example 2.8, Proposition 2.9を参照).

2.2 ケーラーモデルと可動交点積
本節では巨大類のケーラーモデル (豊富モデルの超越版) を定義して, 可動交点積
との関係を述べる.
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Definition 2.6 ( [6]). (X,α) と (Y, β) をコンパクト複素解析空間とその上の巨
大類の組とする. 双有理型収縮写像 f : Y 99K X が次の 3条件を満たすとき, f を
β-negative であるという.

• f∗β = α,

• f の不確定点の解消 p : Z → X, q : Z → Y であって q∗β − p∗α = D が 有
効 p-例外因子となる. さらに

• Supp(q∗D) は f -例外因子の台と一致する.

Definition 2.7. X をコンパクト正規複素解析空間とし αをX 上の巨大類とす
る. 組 (X,α) のケーラーモデルとは, コンパクト正規複素解析空間 Y とその上の
ケーラー類 {ω} の組 (Y, {ω}) であって, α-negativeな双有理型写像 f : X 99K Y
が存在するもののことである.

Example 2.8. (1) Example 2.2 において, (X+, H+) は (X,H) のケーラーモデ
ルである.
(2) X を滑らかな射影多様体とし, その標準因子 KX は巨大とする. このとき
(X,KX) はケーラーモデル (Y,KY ) をもつ [2]. KX-negativeな双有理写像 f :
X 99K Y は極小モデル理論により与えられる. 特にこの設定ではケーラーモデル
とは標準モデルのことである.

次の命題が示すように, ケーラーモデルをもつ巨大類の可動交点積とはケー
ラーモデルの交点積のことである.

Proposition 2.9 ( [8]). X をコンパクト複素多様体とし α を X 上の巨大類と
する. 組 (X,α) はケーラーモデル (Y, ω) を持つと仮定し, f : X 99K Y を α-
negativeな双有理型写像とする. p : Z → X と q : Z → Y を f の不確定点の解消
で p∗α− q∗ω = Dが有効 q-例外因子となるものとする. このとき次が成立する.

⟨(p∗α)k⟩ = (q∗ω)k.

3 主定義, 主結果
本節では巨大類における連接層の slope安定性の定義を与え, 主定理である小林
ヒッチン対応を述べる.

Definition 3.1 ( [8]). X を n次元コンパクト複素多様体とし αを巨大類とする.
X上の反射的連接層 E が ⟨αn−1⟩-slope安定であるとは, E の任意の部分層 0 ̸= F
に対して ⟨αn−1⟩-slopeの不等式 µα(F) < µα(E) が成立することである. ここで
µα(F) は次のように定義される.

µα(F) =
1

rkF

∫
X

c1(detF) ∧ ⟨αn−1⟩
(n− 1)!

.
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Remark 3.2. 巨大類αがネフでもあるとき, 可動交点積は通常の交点数と一致す
る: ⟨αk⟩ = αk. したがって特に αがケーラー類の場合は従来の slope安定性の定
義と一致する.

上記の ⟨αn−1⟩-slope 安定性の定義は次の双有理不変性を導く. この定理は
⟨αn−1⟩-slope安定性が極小モデル理論と整合的であることを示している. Theo-
rem 3.3 のより一般的な主張については Jinnouchi [8]を参照してほしい.

Theorem 3.3 ( [8]). X をコンパクト複素多様体としαを巨大類とする. 組 (X,α)
はケーラーモデル (Y, ω) をもつと仮定し f : X 99K Y をα-negative な双有理型写
像とする. このときX 上の反射的連接層 E が ⟨αn−1⟩-slope安定であることと, Y
上の反射的連接層 f[∗]E := (f∗E)∨∨が ωn−1-slope安定であることは同値である.

Xuemiao Chen氏によってコンパクト正規ケーラー空間上で小林ヒッチン対応
が証明された.

Theorem 3.4 ( [5]). Xをコンパクト正規ケーラー空間とし {ω}をケーラー類と
する. X上の反射的連接層 E に対して次は同値:

• E は {ω}n−1-slope安定.

• E は admissible ω-エルミート・アインシュタイン計量をもつ.

Jinnouchi によるTheorem 3.3とXuemiao Chen氏によるTheorem 3.3によっ
て, 次の形の小林ヒッチン対応が成立する.

Theorem 3.5 ( [8]). X をコンパクト複素多様体としαを巨大類とする. 組 (X,α)
はケーラーモデル (Y, ω) をもつと仮定し f : X 99K Y をα-negative な双有理型写
像とする. このときX上の反射的連接層 E に対して次の 2条件は同値となる:

• E は ⟨αn−1⟩-slope安定.

• f[∗]E は admissible ω-エルミート・アインシュタイン計量をもつ.

Example 3.6. (1) Example 2.2 の状況で (X+, H+) は (X,H) のケーラーモデル
でありアティヤのフロップ f : X 99K X+ はH-negativeである. さらに f は余次
元 1で同型であるのでX上の反射的連接層とX+上の反射的連接層は一対一対応
する. ゆえに Theorem 3.3によってX上の ⟨c1(H)2⟩-slope安定な反射的連接層と,
X+上の c1(H+)2-slope安定な反射的連接層は一対一対応する.
(2) Xを滑らかな射影多様体でKXは巨大であるとする. このとき (X,KX)はケー
ラーモデル (Y,KY ) をもつ. Y の接層 TY は c1(KY )n−1-slope安定であることが知
られている. 従って Xの接ベクトル束 TX は ⟨c1(KX)n−1⟩-slope安定である.

本講演で定義した巨大類に関する slope安定性は任意の巨大類に対して定義で
きる. 従って豊富モデルを持つとは限らない巨大類に対する slope安定性の研究が
今後期待される.
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Pohlmeyer-Lund-Regge 方程式に付随する曲線の時間発展
と Riemann-Theta 関数

古郷 優平
北海道大学 ∗

1 はじめに
1978年に Lund と Regge は sine-Gordon 方程式のある種の一般化を発見し，空間曲線の時間

発展で次の非線形偏微分方程式を満たすものとして定式化した [LundRegge78](Lund-Regge条件)

γ̇′ = γ′ × γ̇,

ここで，空間曲線を γ とし，γ のパラメータ方向 s の微分を ′，時間発展方向 t の微分を · で表
した．この方程式は，Pohlmeyer[Pohlmeyer76] により独立に，可積分系の理論より導出され，
Pohlmeyer-Lund-Regge (PLR) 方程式として知られている．1982 年に伊達悦朗 [Date82] は，
Kricheverの方法の拡張を適用して PLR方程式の多ソリトン解および準周期解を構成し，Cramer

の方法を通じて特別な線型方程式を解くことで N ソリトン解を構成する方法を導入した．この構
成法は，「伊達の直接法」と呼ばれている．
本講演では，Lund-Regge 条件を適用した空間曲線の時間発展を考え，2 × 2 行列値 Frenet 枠
（R3 と su(2) を同一視して，SU(2) に値を持つとする）の時間発展を与える方程式と，それに伴
う曲率 κ，捩率 τ の満たす連立偏微分方程式を導出する．また，橋本変換の類似として複素関数
q = κ exp

(
i
∫ s

(τ − 1)ds
)を定義し，適切なゲージ変換を用いることで，Frenet枠の時間発展が，

PLR方程式の Lax pair と一致することを示す．この対応により，複素関数 q が以下の非線形偏微
分方程式を満たすことがわかる：

q̇′ +
1

2
q

∫ s (
|q|2
)·
ds = 0．

これは，非線形 Schrödinger方程式に類似した方程式である．さらに Lax pair の解の対数微分を
調べること（ Sym の公式として知られる）により，Lund-Regge条件を満たす空間曲線の時間発
展を構築することが可能である．さらに，伊達の直接法により得られた PLR 方程式の N ソリト
ン解，Riemann-Theta 関数で表される準周期解に対応する曲線の表現公式，および曲線や曲線を

∗ 本研究は JSPS科研費 22K03304, 23K03125, JST SPRING JPMJSP2119 の助成を受けたものです．
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動かしてできる曲面が明示的に構成できる．今回は特に準周期解について紹介する．Section 2, 4

は，[KKM25]により，小林真平氏 (北海道大学)，松浦望氏 (福岡大学)との共同研究の結果である．

2 空間曲線の時間発展と Lund-Regge evolution

定義 2.1 (Lund-Regge evolution). 3次元ユークリッド空間内の空間曲線 γ の時間発展が次の方
程式：

γ̇′ = γ′ × γ̇ (1)

を満たすとき，Lund-Regge evolution と呼ぶ．

定理 2.2 (Theorem 3.1. of KKM25). 3次元ユークリッド空間内の空間曲線 γ の時間発展を次で
定める．

γ̇ = −1

2

∫ s

(κ2)·dsT − κ̇N − κ

∫ s

τ̇ dsB.

ここで κ, τ はそれぞれ γ の曲率，捩率を表し，T は単位接ベクトル，N は単位法線ベクトル，B
は単位陪法線ベクトルである．Frenet枠 F*1は，連立線型微分方程式系 F ′ = FL, Ḟ = FMを
満たし，係数行列は次で与えられる：

L =
1

2

(
iτ −κ
κ −iτ

)
, M =

1

2

i
(
− κ̇′

κ
+ τ

∫ s
τ̇ ds

)
−κ

∫ s
τ̇ ds+ iκ̇

κ
∫ s

τ̇ ds+ iκ̇ −i
(
− κ̇′

κ
+ τ

∫ s
τ̇ ds

) .

この時，可積分条件は

κ̇′

κ
− (τ − 1)

∫ s

τ̇ ds+

∫ s

κκ̇ds = 0,

(
κ

∫ s

τ̇ ds

)′

+ κ̇(τ − 1) = 0,

であり，曲線の時間発展 γ は Lund-Regge evolution である. 逆に，Lund-Regge evolution γ の
Frenet枠は，上の連立線型微分方程式系を満たし，曲率 κ，捩率 τ は，可積分条件を満たす．

系 2.3 (Corollary 3.1. of KKM25). 対角行列ゲージ Dと，複素関数 qを次のように定める：

D = diag

(
i exp

(
− i

2

∫ s

(τ − 1)ds

)
,−i exp

(
i

2

∫ s

(τ − 1)ds

))
,

q = κ exp

(
i

∫
(τ − 1)ds

)
. (2)

ゲージされた Frenet枠 F = FDと定理 2.2における LとMは次のように書き換えられる：{
F ′ = FL

Ḟ = FM
,ここで L =

1

2

(
i q
−q̄ −i

)
, M =

i

2

(
−Re (q̇′/q) −q̇

− ˙̄q Re (q̇′/q)

)
. (3)

この時，この連立線型方程式系の可積分条件は {Re (q̇′/q)}′ = − 1
2

(
|q|2
)·
, Im (q̇′/q) = 0 であり,

これは次の非線形偏微分方程式と同値である :

q̇′ +
1

2
q

∫ s (
|q|2

)·
ds = 0. (4)

*1 一般に Frenet枠 (T,N,B)は，SO(3,R)値写像だが，同一視により F は SU(2)値写像としている．
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3 Pohlmeyer-Lund-Regge方程式
以下では，文献 [LundRegge78, Pohlmeyer76]の定式化に従い，さらに [Date82] の記述に基づ

いて Pohlmeyer-Lund-Regge 方程式を紹介する．2× 2行列値写像 Ψを，いわゆる Lax pair と呼
ばれる次の偏微分方程式系を満たすものとする：

Ψ−1Ψ′ =
1

2

(
iλ a

−ā − iλ

)
, Ψ−1Ψ̇ =

i

2λ

(
cosu − eiω sinu

− e−iω sinu − cosu

)
, (5)

ここで，λ ∈ C× = C \ {0} はスペクトルパラメータ，uは二変数の実数値関数（0 < u < π/2 を
仮定）である．*2また，複素数値関数 a と実数値関数 ω は，u と別の実数値関数 v を用いて次のよ
うに与えられる：

a = −
(
eiω sinu

)′
cosu

, ω′ =
v′ cosu

2 cos2(u/2)
, ω̇ =

v̇

cos2(u/2)
, (6)

ここで ω は (6) の偏微分方程式系の解として定義される．
この Lax pairの可積分条件を求めると，いわゆる Pohlmeyer-Lund-Regge方程式 が得られる：

u̇′ − v′ v̇ sin(u/2)

2 cos3(u/2)
+ sinu = 0, v̇′ +

u′ v̇ + u̇ v′

sinu
= 0. (7)

特に，関数 v が定数の場合には，(7)は，sine-Gordon方程式

u̇′ + sinu = 0, (8)

に帰着する．式 (5) における行列値関数 Ψ を，以下“波動関数”（wave function）と呼ぶ．

4 Lax pairと Sym 公式
系 4.1 (Corollary 3.2. of KKM25). 式 (2) における複素数値関数 q は式 (6) における複素数値
関数 a と同一視できる．すなわち q は PLR 方程式の解を与える．したがって，式 (3) における
Frenet枠 F は，ある定数行列 F0 ∈ SU(2)を用いて，式 (5)における λ = 1の場合の波動関数 Ψ

と一致し，
F0 F = Ψ,

が成り立つ．また，λ > 0の族 {Fλ}λ>0 が存在し，そのとき

Fλ
∣∣
λ=1

= F0 F,

*2 Lax pairは [Date82] のものを転置している．さらに aの定義に i/2の係数が掛けられている点に注意．
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が成り立つとともに，各 Fλ は次の偏微分方程式系を満たす：

(Fλ)′ = Fλ Lλ, Lλ =
1

2

(
iλ q
−q − iλ

)
,

(Fλ)· = FλMλ, Mλ =
i

2λ

(
− Re

(
q̇′/q

)
− q̇

− q̇ Re
(
q̇′q
)) . (9)

定理 4.2 (Theorem 3.2. of KKM25). 複素関数 q を式 (4)の解，F (= Fλ) を式 (9)の Lax pair

の解とする．次に，su(2) 値写像

γ = λ

(
∂F

∂λ

)
F−1

∣∣∣
λ=1

, (10)

を定義する．同一視 R3 ∼= su(2) の下で，γ は式 (1)かつ |γ′| = 1を満たす空間曲線を与える．逆
に，式 (1)を満たす空間曲線はこの方法で得られる．

以上のことから，Lund-Regge evolutionを具体的に構成するには，Lax pair　 (9) (複素数値関
数 a, q の同一視の下で Lax pair (5))の解，つまり波動関数を構成することが必要であることが
わかる．この波動関数の構成法は様々なものが知られているが特に伊達 [Date82]により得られた，
Riemann-Theta 関数による準周期解を用いた構成を次に紹介する．

5 Riemann-Theta関数による準周期解と曲線の表示
Riemann-Theta 関数による Lax pair (5)の準周期解を紹介する．その前に記号の準備を行う．

次の超楕円曲線

µ2 =

g∏
j=1

(λ− λj)(λ− λ̄j), λj ̸= λk(j ̸= k), λj ̸= λ̄k, λj ̸= 0.

で定まる種数 g の Riemann面をRと表す．Riemann面R上の点 P±
∞(P±

0 )を，それぞれ λによ
る Riemann球面への射影が∞(0)である点とする．局所座標はそれぞれ z = λ−1(λ)とする．第
1 種正規化 Abel 微分 ωj (j = 1, . . . , g) を ∫

ak
ωj = 2πiδjk, (j, k = 1, . . . , g) を満たすように定

める．周期行列 τ =
∫
bk
ωj , (j, k = 1, . . . , g) としたとき，Riemann-Theta 関数を次のように定

める：
θ(u) =

∑
n∈Zg

exp(
1

2
nτ tn + ntu), (u ∈ Cg).

Abel-Jacobi 写像は A+(P ) = (
∫ P

P+
∞
ω1, . . . ,

∫ P

P+
∞
ωg) とする. 正規化された第 2,3 種 Abel 微分

dΩj，Abel積分 Ωj (j = 1, 2, 3)をそれぞれ次のように定める：

Ω1(P ) =

∫ P

λ̄g+1

dΩ1 ∼ ±(
1

z
− E

2
) P → P±

∞, Ω2(P ) =

∫ P

λ̄g+1

dΩ2 ∼ ±(
1

λ
− F

2
) P → P±

0 ,

Ω3(P ) =

∫ P

λ̄g+1

dΩ3 ∼ ±(log z − πi

2
+ log β) P → P±

∞,
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ここで，E,F ∈ R, β ∈ R>0 の定数．そしてU,V ∈ Cg は b周期のベクトルとする:

Uk =

∫
bk

dΩ1, Vk =

∫
bk

dΩ2, k = 1, . . . , g.

定理 5.1. 次の Riemann面R上の関数

ψ1(s, t, P ) = exp

(
is

2
(Ω1(P ) +

E

2
) +

it

2
(Ω2(P ) − H

2
)

)
θ(A+(P ) + is

2 U + it
2 V −D)

θ(− is
2 U− it

2 V +D)
,

ψ2(s, t, P ) = A exp

(
is

2
(Ω1(P ) − E

2
) +

it

2
(Ω2(P ) +

H

2
) + Ω3(P )

)
θ(A+(P ) + is

2 U + it
2 V −D + r)

θ(− is
2 U− it

2 V +D)
,

により定まる波動関数 Ψ は，式 (5) を満たす．ここで，H
2 =

∫ P+
∞

λ̄g+1
dΩ2, r = A−(P+

∞), A =
√
β

iα
θ(D−r)
θ(D) , α ∈ Cであり，D は因子と Riemann定数から定まる定ベクトル．さらに PLR方程

式の実数値解 u, v は次のようにあらわされる：

u = arccos

(
w + 1

w − 1

)
, ここで w = exp(Ω3(P−

0 ) − Ω3(P+
0 ))

θ(A+(P+
0 ) − φ)θ(A+(P−

0 ) − φ+ r)

θ(A+(P+
0 ) − φ+ r)θ(A+(P−

0 ) − φ)
,

v = − s

2

(
Ω1(P−

0 ) − Ω1(P+
0 ) + E

)
− t

2
(F −H)

+ i
(
logA− Ω3(P+

0 )
)

+ i log

(
θ(A+(P−

0 ) − φ)

θ(A+(P+
0 ) − φ+ r)

)
+ v0.

ここで φ = − is
2 U− it

2 V +D かつ，v0 ∈ Cの適切な定数．

[Date82]では，P±
∞, P

±
0 において指定した形式の真性特異性を持ち，それ以外の R上の点では

有理型関数として振る舞う関数 (Baker-Akhiezer 関数)で，式 (5)を満たすものを構成し，R上の
特別な有理型関数を用いることで PLR方程式の実数値解を構成している．ここでは，式 (5)の解
である波動関数は (s, t)に依存しない関数をかけても解であることを利用して少し変形している．
この波動関数 Ψを，定理 4.2に適用すると次がわかる．

定理 5.2. PLR方程式の準周期解に付随する空間曲線の時間発展は

Ψ =
1√

|ψ2
1 | + |ψ2

2 |

(
ψ1 −ψ̄2

ψ2 ψ̄1

)
,

を用いて次のように書ける．
γ = Ψ−1 d

dλ
Ψ

∣∣∣∣
λ=1

,

各成分は

γ11 =
i

2
(
d

dλ
Ω1(P )s+

d

dλ
Ω2(P )t) +

1

2(|ψ2
1 | + |ψ2

2 |)

×
[
|ψ2

1 |∇ log

(
θ(A+(P ) − φ)

θ(A+(P ) + φ)

)
+ |ψ2

2 |∇ log

(
θ(A+(P ) − φ+ r)

θ(A+(P ) + φ+ r)

)]
· dA+(P )

dλ

∣∣∣∣
λ=1

,

γ21 =
ψ1ψ2

|ψ2
1 | + |ψ2

2 |

(
∇ log

(
θ(A+(P ) − φ+ r)

θ(A+(P ) − φ)

)
· dA+(P )

dλ
+

d

dλ
Ω3(P )

)∣∣∣∣
λ=1

.
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K3曲面の退化族上の第二チャーン形式の漸近挙動

田副一樹（京都大学理学研究科）

1. ケーラー多様体の収束
（コンパクト）距離空間の列 {(Xi, di)}および距離空間 (X∞, d∞)について、“任意の ε > 0に対して、ε -近似
写像 φi : X∞ → Xi が十分大きいすべての iに対して存在する”が満たされるとき、列 {(Xi, di)}は (X∞, d∞)に
グロモフ・ハウスドルフ収束するという。ただし、ここで（一般に連続とは限らない）写像 φ : X → Y が ε -
近似写像であるとは次の条件を満たすこととする：
• B(φ(X); ε) = Y、
• dY (φ(x), φ(y)) ≤ dX(x, y) + ε, ∀x, y ∈ X.

また、（コンパクトとは限らない）基点付き距離空間の列 {(Xi, di, xi)}が基点付き距離空間 (X∞, d∞, x∞)に点付
きグロモフ・ハウスドルフ収束することを、任意の R > 0 に対して

{(
B(xi; R), di, xi

)}
が
(
B(x∞; R), d∞, x∞

)
に

（基点もろとも）グロモフ・ハウスドルフ収束することとして定める。
特に、距離空間の列としてリーマン多様体の列が与えられた場合に、収束先 (X∞, d∞) がどのような空間
となっているかということに関しては現在でも盛んに研究されている微分幾何における中心的なテーマの一
つである。一般論としてチーガー・コールディング理論や RCD空間の理論などと呼ばれている様々なもの
があるが、実４次元アインシュタイン多様体に関しては先駆的かつ決定的な次の結果が Anderson, Nakajima,
Bando-Kasue-Nakajimaなどにより得られている [1][2][3][10]:

定理 1 (Anderson, Nakajima, Bando, Bando-Kasue-Nakajima, etc.) (1)実四次元アインシュタイン多様体の列
{(Xi, gi)}が半径とエネルギーの一様な有界性を持つとする。つまり、次をみたす正数 D, E > 0が取れるとする：

diam(Xi, gi) < D,
∫

Xi

‖Rm(gi)‖2Volgi < E. (1)

このとき、適当な部分列を選ぶと {(Xi, gi)}はあるアインシュタイン軌道体 (X∞, g∞)にグロモフハウスドルフ
収束する。さらに、 {(Xi, gi)}がケーラー（ハイパーケーラー）であるなら (X∞, g∞)も（軌道体の意味で）ケー
ラー（resp. ハイパーケーラー）となる。
(2)上の状況で、基点 xi ∈ Xi をとる。このとき、適当な正の実数列 {ri}が存在して、列 {(Xi, rigi, xi)}は（必要
であれば再び部分列を取り直し）ある完備リーマン軌道体 (Y, h, o)に収束する。この場合も、 {(Xi, gi)}が（ハ
イパー）ケーラーであれば (Y, h, o)も（ハイパー）ケーラーである。
(3)エネルギー

∫
Xi

‖Rm(gi)‖2Volgi は次を満たす。

lim
∫

Xi

‖Rm(g)‖2Volgi ≥
∫

X∞
‖Rm(gi)‖2Volg∞ +

∑
x∈Xsing

∞

hx, (2)

ただし、 hx は特異点 x ∈ X∞ に対して次のように定める:
{(Y, h, o)}(=: Bx)を (2)で存在が保証されている完備軌道体のうち、非コンパクトかつ非平坦なもの（以降、こ
れらを xでのバブルとよぶ）の同型類全体の集合とする。このとき、 hx を Bx の元のエネルギーの総和で定
める。
(2)で存在が主張されている完備軌道体はエネルギーが有限であり、ALE重力インスタントンと呼ばれている。
Remark 1 上の定理で主張されている収束はもちろんグロモフ・ハウスドルフの意味での収束であるが、さら
に次の意味での収束でもある：
任意のコンパクト集合 K ⊂ Xreg

∞ に対して、K の開近傍 Ui ⊂ Xreg
∞ 上で定義された開埋め込み φi : Ui ↪→ Xi で

あって、
φ∗i gi → g∞ (in C∞(K) topology) (3)

を満たすものが存在する。（ハイパー）ケーラー多様体については複素構造も同様の意味（つまり、適切な開
埋め込みによる滑らかな広義一様の意味）での収束が成立する。この意味での収束を（一般的な用語より少し
拡張された使い方にはなるが）チーガー・グロモフの意味での収束ということにする。
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2. クロンハイマーによるハイパーケーラー ALE重力インスタントンの分類
極限を考える多様体のクラスとして、 K3曲面を考える。ただし、 K3曲面とはここではコンパクト二次元
ケーラー多様体であって、標準類が自明であり、さらに単連結なものとする。特に K3曲面は二次元のカラビ・
ヤウ多様体である。K3曲面は定義より実 4次元ケーラー多様体であるが、ハイパーケーラーでもあることが
知られている。ヤウによるケーラー・アインシュタイン計量の存在定理により、K3曲面の任意のケーラー類
にはケーラー・アインシュタイン計量が一意に存在している。以降、 K3曲面の上にケーラー類をとり、その
中のケーラー・アインシュタイン計量との組を考え、リッチ平坦 K3曲面と呼ぶ。
前節の定理から、リッチ平坦 K3 曲面の列があるコンパクト軌道体に収束するとき、これも再びハイパー
ケーラー軌道体となることがわかるが、この収束先の軌道体には自然に複素解析空間の構造が入り、極小特異
点解消は再び K3曲面になることが知られている ([8][9])（以降、このような解析空間のことを ADE特異点を
許した K3曲面、あるいは一般化 K3曲面と呼ぶことにする）。特に (2)の主張から、特異点でのバブルはハイ
パーケーラー ALE重力インスタントンとなるが、ハイパーケーラー ALE重力インスタントンにはクロンハ
イマーによる以下の分類定理が得られている：
定理 2 (Kronheimer [6][7]) Γ ⊂ SL(2;C)を有限群とする。アファイン代数多様体 C2/Γの極小特異点解消 C̃2/Γ

と微分同相な多様体 Y および、格子の同型 H2(Y;Z) � hを一つ固定する。ここで hは Γと同じディンキン図
形に対応するカルタン部分代数である。三つ組み ω = (ωI , ωJ , ωK) ∈ R3 ⊗ hであって、次の条件を満たすもの
を考える：

任意のルート θ ∈ hに対して、 ωの少なくとも一つの成分は θの定める超平面に含まれない。
このとき、ωをハイパーケーラートリプルに持つ Y 上のハイパーケーラー ALE重力インスタントンの構造が
ワイル群の作用（および定数倍）を除いて一意に存在する。逆に、 Y 上のハイパーケーラー ALE重力インス
タントンの構造はすべて上の主張によって得られる。
特に、ハイパーケーラー多様体の構造が誘導する複素構造（例えば I ）を一つ選べば、リッチ平坦な完備ケー
ラー曲面が得られるが、これはクライン特異点 C2/Γの半普遍変形空間（の適当な被覆空間）を与えているこ
とが証明できる。ここで重要な点は周期領域上での収束がそのままグロモフ・ハウスドルフおよびチーガー・
グロモフの意味での収束となっていることである（ただし、これらの主張は元論文でははっきりとは述べられ
ておらず、もっと弱い形で命題が書かれている。しかし、証明を読むと実質はここまで込みで証明ができてい
るとわかる）。
本節の最後に、クロンハイマーによるALE重力インスタントンの周期理論の重要な性質をいくつか挙げる:

• α ∈ C∗ に対して、正則写像 Hα : Yζ → Yα2ζ が存在し、H∗αgα2ζ = |α|2gζ を満たしている、
• 各複素構造および計量は次の漸近的な評価を満たす:

gζ = g0 +

k∑
j=2

ζ( j)r−2 j + O(r−2(k+1)),

Iζ = I0 +

k∑
j=2

ζ( j)r−2 j + O(r−2(k+1)), for any k ∈ Z.
(4)

ただし、ζ(i) は ζ に関する適当な斉次 i次多項式である
• 正則写像 ζ : C ⊃ ∆ → hC に対して、アファイン曲面の平坦族 Yζ → ∆が存在し、各ファイバー Yζ(t) は

(0, ζ(t)) ∈ hR ⊕ hC � R3 ⊗ hに対応する ALEハイパーケーラー重力インスタントンである

3. 近似計量の構成
この説で主結果の概要を説明する。まず、単位円盤 ∆ ⊂ C上の K3曲面の族 X → ∆であって、
• 中心ファイバー X0 は ADE特異点を許した K3曲面
• 中心ファイバー以外のファイバー Xt はすべて非特異な K3曲面
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• 豊富な直線束 Lを持つ
を満たすものを考える。豊富な直線束 Lを一つ固定し、Lt := L |Xt とおき、c1(Lt)に含まれるケーラー・アイ
ンシュタイン計量を gt とする。このとき、第二チャーン形式 c2(gt)は各ファイバー Xt 上の (2, 2)形式である
ので、（符号付き）測度を定める。本講演で取り扱う問題はこの測度の t → 0での振る舞いである。中心ファ
イバーへの収束がチーガー・グロモフの意味での収束であることを思い出すと、特異点から離れている領域で
は gt が g0 へ滑らかに収束していくので、c2(gt)も（微分形式として）滑らかに c2(g0)に収束していくことに
なる。したがって、非自明なのは特異点へ潰れていく領域上での振る舞いということになる。問題は局所的な
ものであるので、簡単のために中心ファイバーの特異点はただ一つ（ x0 ∈ X0 � 0 ∈ C2/Γとおくことにする）
のみであると仮定する。まず、偏極付き K3曲面の族 (X,L) → ∆に対して、適当な被覆写像 ∆ → ∆ : t 7→ td

で底の変換を施すと、極小同時特異点 X̃ → ∆が取れる。また、次の条件を満たすような開部分多様体U ⊂ X
が取れることがわかる：
• U → ∆は B(0; 1)/Γ := U0 の変形である
• Ut(= U の t上でのファイバー)上で、gt は ddc 完全である
• ζ : ∆→ hCを ζ(t) = [Ωt]（ただし、Ωt は Xt 上の正則 2形式であって、ω2

t = Ωt ∧Ωt を満たすもの）で定
めたとき、開埋め込みU → Yζ が存在する。

ここで、一つ技術的な仮定を族 Xに対しておく：
仮定：ζ(t) = tpζ̇ +O(tp+1)を原点でのテイラー展開とするとき（ただし、 ζ̇ , 0）、 ζ̇ はどのルートとも直交し
ない。
上の仮定の下では、 x0 ∈ X0 でのバブルの集合が二点集合となり、特にバブルは非特異なもの（さらに具体的
に Yζ̇ が出てくることまでわかる）か接錐のみになる。非自明なバブルが非特異になるという部分が技術的に
重要になる。
主定理は次のものである：
定理 3 上の状況で、X上の滑らかな関数 f を任意にとる。次の ∆上の関数を考える：

F(t) =
∫

Xt

f |Xt c2(gt) (5)

このとき、 t → 0で F は次の漸近展開を満たす：

F(t) =
∫

X0

f |Xt c2(g0) + f (x0)eorb(Yζ̇) + O(|t|1/d). (6)

特に、原点においてヘルダー連続で、そのヘルダー指数は少なくとも 1
d
以上である（ここで、 dは同時特異

点解消を与えるための底の変換 t 7→ td の位数である）。
上のように領域Uをとったとき、U上で ALEハイパーケーラー計量 gζ(t) とリッチ平坦計量 gt がうまくポ
テンシャルのレベルで張り合わせることができる。こうして構成した近似計量を g̃t とおく。ポテンシャルの
レベルでの張り合わせであるので、 g̃t は gt とコホモロガスであり、さらに特異点の近傍に収束していく領域
上では gζ(t)と、Ut の外側では gt と一致している計量となる。特に、 ddc 補題によりある C∞ 関数 ut を用い
て gt = g̃t + ddcut と書ける。したがって特に、ボット・チャーンの公式 ([4])から

c2(gt) = c2(g̃t) + ddcτ (7)

を満たす (1, 1)形式 τが存在する。上の等式より問題は c2(g̃t)および τの挙動ということになる。
証明のあらまし：上述のように問題は c2(g̃t)に関する議論と、 τに関する議論に切り分けられる。（ここで
は詳細を述べていないが）具体的な g̃t の構成により

∫
Xt

f c2(g̃t)が定理に述べた漸近展開を持つことが計算に
より示される。技術的には前節で述べたクロンハイマーによる ALEハイパーケーラー重力インスタントンの
性質をフルに使う。また、 τの評価については、モンジュ・アンペール方程式および連続の方法のアプリオリ
評価により、

∫
Xt

f ddcτ =

∫
Xt

ddc f ∧ τ = O(|t|p/d)を示すことができるので、所望の等式が得られることになる。
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4. 今後の課題
より一般の退化に対して：上の議論では退化の仕方に条件を付けていたが、一般の退化では何が起きるか
というのは当然興味の対象になる（実際、Bando[2]での極限公式は一般の場合も込みでの式である）。そもそ
も、与えられた偏極付き K3曲面の族に対して対応する周期領域上の曲線と、バブルの関係の時点ですでに非
自明で大変な問題である。その上で、一般の場合には、バブルが複数回の段階を経て非特異な多様体になる
と予想されるが、中間のバブルにおいては特異点形成に起因する曲率の爆発によってアプリオリ評価（特に
C2 評価）が破綻する。今回と同じように近似計量 g̃t を作り、もともとの計量との差をモンジュ・アンペール
方程式を利用して評価するという方法では、あまり良い評価は得られないように見える。一つの方向として、
Ozuchによる実四次元アインシュタイン多様体の極限に対する近似計量の結果 [11]があるが、これを真似て、
さらにケーラーであることも併せて精緻化した理論により近似計量ともともとの計量との誤差を測るという
ものが考えられる（現在論文準備中）。
高次元への一般化：二次元で得られた成果を三次元以上の場合に拡張するということもまた自然な問題であ
るが、今回の定理を一般化するにあたってはまずもってどのような量を考察するべきかという段階ですでに明
らかではない。もちろん cn(g)を考えればよいのではないかというのは自然な発想であるが、 4次元に特有な
色々な事情（例えば、エネルギーと c2(g)が等しくなるなど）が高次元では一般には成り立たないといった事
情がどのように影響してくるかは全く読めない。また、曲面の場合では特異点の芽 �接錐の頂点が成り立っ
ていたが、これは高次元においてはもはや一般には成り立たないことが観察されている。したがって特に張り
合わせるべき計量や、バブルを用いた計算もすべてそのままアナロジーを適用するというわけにもいかない。
この辺りはそもそも計算例がまだまだ足りていない状況なので、当面はある程度具体的な族に対して色々と計
算していく必要がある（cf.[5])。
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Self-similar energy forms and energy measures on the
Sierpiński carpet

清水 良輔 (京都大学)∗

自己相似フラクタル集合 (例は図 1)上の 1階 Sobolev空間と Dirichlet p-エネルギー汎
関数 (この組を p-エネルギー形式と呼んでいる)や p-エネルギー測度に関する最近の進展
について, 主に [21]に基づいて, 背景にある “擬等角幾何学からの動機”も交えながら紹
介する. また, 講演では “滑らかな空間上の解析”とは全く異なる様相を呈するフラクタ
ル上の特異性現象に関する結果 [1, 15]も (時間が許す限り)簡単に触れる予定である.

1 イントロダクション: フラクタル上の解析学
主題となる p-エネルギー形式 (Ep,Fp), p-エネルギー測度 Γp〈 · 〉は Euclid空間の場合
には Fp := W 1,p(Rn), Ep(u) :=

∫
Rn |∇u|p dx, Γp〈u〉 := |∇u|p dxと与えられるような解

析学的対象物であり, weak formulation(部分積分)を通して p-Laplacianが対応するよう
なエネルギー形式である. (ただし本稿では p ∈ (1,∞)の場合のみを考える.) 図 1にある
自己相似フラクタルのように, 可微分構造を持たない (|∇u|が自然に定義できない)空間
では (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の定式化そのものが全く自明ではない問題である.

非常に良い確率論的対応があることから p = 2の場合は特別である. 実際, (E2,F2)は
正則 Dirichlet 形式の典型例で, 福島正俊氏による Dirichlet 形式の理論 (例えば [8]を参
照)により, Dirichlet 2-エネルギーとW 1,2-Sobolev空間に相当する (E2,F2)をフラクタ
ル上で構成することは, そのフラクタル上に “Brown運動”を構成することと同義である
と言える. フラクタル上の Brown運動の構成とその解析は 1980年代後半から急速に発
展し, 本講演で主として扱う Sierpiński carpet(図 1左)上では [2, 3, 19]でその構成がな
された. (フラクタル上の Brown運動の詳細については, 例えば [11, 17]を参照.)

図 1 左から Sierpiński carpet, Sierpiński gasket, Laakso Diamond space
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一般の p の場合は近年の「距離空間上の擬等角幾何学」の研究により Ahlfors 正則
等角次元 (詳細は 3 節) との深い繋がりが予想されていたが, 自然な Lp-拡張に相当する
(Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成は, 調和関数の確率論的表示の欠落や p 6= 2の場合の非線形性など
が障害となり, [10] による Sierpísnki gasket(図 1 中央) 型の自己相似集合上での結果以
外は本質的にないという状態が約 20 年続いていた. 特に Sierpiński carpet に適用でき
る理論が皆無であったが, [18, 22]で pが Ahlfors正則等角次元より真に大きい場合の構
成が (十分満足のいく形で) なされた. Mathav Murugan 氏 (The University of British

Columbia)との共同研究 [21]では, (考える自己相似フラクタルは Sierpiński carpetの場
合に限るが)pが Ahlfors正則等角次元の値以下の場合を含む範囲で (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構
成を行った. それに加え, Sierpiński carpetの Ahlfors正則等角次元の達成可能性問題に
関して, 解析的アプローチの有用性を示唆する結果も与えた. 本稿はこれらの主結果 (定
理 2.4, 2.7, 2.8, 3.4)についての説明を目的とする.

注意 1.1. (1) (有限分岐性と無限分岐性) Sierpiński gasketは有限個の点を除くと非連結
になるという有限分岐性を持つ. 一方で, Sierpiński carpet ではそのようなことはな
く, 無限分岐性を有する自己相似集合の典型例の一つとなっている. この有限/無限分
岐性の性質の差異は「フラクタル上の解析学」において非常に大きなもので, 一般に
無限分岐的なフラクタル上での (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成, 及びその解析は遥かに難しく
なる. (p = 2の場合の説明として, 例えば [11, 第 3節]を参照.)

(2) (距離空間上の解析学との関係) 1990年代後半に “|∇u|を定式化”することによる距
離空間上の (1, p)-Sobolev空間の定義が P. Haj lasz, J. Cheeger, N. Shanmugalingam

などらにより提唱され, 現在では「距離空間上の解析学」として非常に活発に研究
されている分野である. (ここでは正確な歴史には触れない. 詳細は例えば [9] を参
照.) 残念ながら, フラクタルの場合に (自己相似構造の観点から自然な距離と測度が
備わった測度距離空間として)この理論を適用して得られる Sobolev空間は, 典型的
には Lp-空間そのものとなってしまい何も捉えられない.

(3) (エネルギー測度の構成) 上述の (2)の注意より, フラクタル上では “|∇u|を定式化”

することが困難であると示唆され, “|∇u|p dx” の役割を果たす p-エネルギー測度の
構成も非自明であることに注意されたい. (実際に, |∇u|を定式化することが良いア
プローチではないことを示唆する特異性現象について第 4節で簡単に述べる.) p = 2

の場合は Dirichlet形式の理論による自然な定義 ([8, (3.2.14)])が存在するが, この定
義は L2 上の表現定理に依るところが大きく, 自然な Lp-拡張は全く明らかではない.

2 Sierpiński carpet上の p-エネルギー形式と p-エネルギー測度
本節では (Ep,Fp,Γp〈 · 〉) の構成に関する結果を説明する. 考えるフラクタルは常に

Sierpiński carpet(図 1左)のみであることと, p ∈ (1,∞)の場合を扱うことに注意する.
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2.1 Sierpiński carpetとグラフ近似を通した Sobolev空間の定義
Sierpiński carpet上の (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の構成は p = 2の場合の Kusuoka–Zhou [19]に
よるものを踏襲し, Sierpiński carpetのグラフ近似とその上の離散 p-エネルギー形式を考
え, 近似レベルを細かくする極限に関する詳細な挙動を捉えることでなされる. 実際に考
えるグラフ近似を導入するために, まず Sierpiński carpetの定義を思い出す.

定義 2.1 (Sierpiński carpet). S := {1, . . . , 8}とおき, {qi}i∈S ⊂ C
を q1 := −1

2
−

√
−1
2

, q2 := −
√
−1
2

, q3 := 1
2
−

√
−1
2

, q4 := 1
2
, q5 := 1

2
+

√
−1
2

,

q6 :=
√
−1
2

, q7 := −1
2

+
√
−1
2

, q8 := −1
2
と定め, 各 i ∈ S に対して相似

写像 Fi : C → Cを Fi(z) := 1
3
(z − qi) + qi で定める. (qi は Fi の不動

点となる.) このとき, Cの空でないコンパクト集合K で
F1 F2 F3

F4

F5F6F7

F8

図 2 相似写像
の族 {Fi}i∈SK =

⋃
i∈S

Fi(K) (2.1)

を満たすものが唯一つ存在し, K を Sierpiński carpetという. dを Euclid距離 (の K へ
の制限)とし, mを K 上の log 8

log 3
-次元 Hausdorff測度でm(K) = 1と正規化されたものと

する. ( log 8
log 3
は (K, d)の Hausdorff次元である.)

集合としての等式 (2.1)が自己相似性を表すものであるが,更に次のことが成り立つ: 各
n ∈ Nに対しWn := Snとし, w = w1w2 . . . wn ∈ Wnに対して Fw := Fw1 ◦Fw2 ◦· · ·◦Fwn

と定める. このとき, 任意の n ∈ Nに対して

K =
⋃

w∈Wn

Fw(K) (2.2)

となることが (2.1)より容易に分かる. この等式 (2.2)は各 Fw(K) =: Kw(n-cellと呼ばれ
る)を 3n-倍拡大すると元の図形K と等しくなるということを意味している.

次に各 n-cellを頂点集合として持つようなK のグラフ近似列 {Gn}n∈N を導入する. 各
n ∈ Nに対し, 無向連結単純グラフ Gn = (Vn, En)を以下のように定める (図 3参照):

Vn := Wn, En := {{v, w} | v, w ∈ Wn, v 6= w,Kv ∩Kw 6= ∅}.

グラフ Gn 上では自然な p-エネルギー形式 EGn
p : RVn → [0,∞)が次で定義される:

EGn
p (u) :=

∑
{x,y}∈En

|u(x) − u(y)|p , u ∈ RVn .

Kusuoka-Zhou [19] の基本的なアイデアと同様に, 適切なスケーリング定数 {rn}n∈N ⊆
(0,∞)を見つけ出し, {rnEGn

p }n∈N の n→ ∞での “(部分列)極限”としてK 上の p-エネ
ルギー形式を構成するのが方針である. 天下りではあるが, 適切なスケーリング定数は次
の離散 p-容量を見ることで捕まえることができる:

C(n)
p := inf

{
EGn
p (u)

∣∣∣∣ u ∈ RVn , u(w) = 1 if Kw∩{Re(z) = −1/2} 6= ∅,
u(w) = 0 if Kw ∩ {Re(z) = 1/2} 6= ∅

}
, n ∈ N.
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図 3 グラフ近似 G1 と G2.

この {
C(n)
p

}
n∈N は multiplicative inequality を満たす ([5, Lemma 4.4]): ある定数 C ∈

[1,∞)が存在して任意の k, l ∈ Nに対し,

C−1C(k)
p C(l)

p ≤ C(k+l)
p ≤ CC(k)

p C(l)
p . (2.3)

この評価 (2.3)より, 極限

ρp := lim
n→∞

(
C(n)
p

)−1/n

∈ (0,∞) (2.4)

が存在して C−1ρ−n
p ≤ C(n)

p ≤ Cρ−n
p が任意の n ∈ Nで成り立つことが従う.

結論としては rn = ρnp が所望のスケーリング定数となるが, 実際に K 上の p-エネル
ギー形式を “極限”として定めるためには, Lp(K,m)-関数の Vn 上への離散化を行う必要
がある. 今回は各 n-cell上の積分平均の値を割り当てるという離散化を行い, スケーリン
グされた離散 p-エネルギー形式 Ẽ (n)

p : Lp(K,m) → [0,∞)を次で定める:

Ẽ (n)
p (f) := ρnp

∑
{v,w}∈En

∣∣∣∣ 1

m(Kv)

∫
Kv

f dm− 1

m(Kw)

∫
Kw

f dm

∣∣∣∣p , f ∈ Lp(K,m).

次の弱単調性と呼ばれる性質が Sobolev空間の定義や性質を調べる際に鍵となる.

定理 2.2（[21, Theorem 6.13]） ある定数 C ∈ [1,∞) が存在し, 任意の k, l ∈ N と
u ∈ Lp(K,m)に対し

Ẽ (k)
p (u) ≤ CẼ (k+l)

p (u). (2.5)

特に, 任意の u ∈ Lp(K,m)に対して supn∈N Ẽ (n)
p (u) ≤ C lim infn→∞ Ẽ (n)

p (u)が成り立つ.

定理 2.2 より supn∈N Ẽ (n)
p が {

Ẽ (n)
p

}
n∈N の極限挙動を捉えていると分かるので, 次の

(1, p)-Sobolev空間 Fp の定義が自然であると示唆される. 実際に, Sobolev空間として満
たすべきであろう性質 (閉性, 正則性)も確認できる.

定義 2.3 ([21, Definition 6.16]). Fp :=
{
u ∈ Lp(K,m)

∣∣ supn∈N Ẽ (n)
p (u) < ∞

}
. また,

Fp をノルム
(
‖ · ‖pLp(K,m) + supn∈N Ẽ (n)

p

)1/p
が備わったノルム空間とみなす.

定理 2.4（[21, Theorem 1.1]） (a) (閉性) Fp は反射的可分な Banach空間である.
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(b) (正則性) Fp ∩ C(K)は C(K)において (一様ノルムに関して)稠密であり, Fp にお
いても稠密である.

我々の Sobolev空間 Fpは離散近似を通して定義されているので実体が掴みにくいよう
に思われるが, 次の Korevaar–Schoen 型の表現 (2.6) を持つことも分かる. (個人的な感
覚としては, 正直なところ (2.6)をもってしても Fp の “実体を掴んだ”気にはなれない.)

定理 2.5（[21, Theorem 1.4], [22, Theorem 2.27]） βp := log (8ρp)

log 3
とすると, βp > p

が成り立ち, さらに

Fp =

{
u ∈ Lp(K,m)

∣∣∣∣ lim sup
ε↓0

∫
K

∫
B(x,ε)

|u(x) − u(y)|p

εβpm(B(x, ε))
m(dy)m(dx) <∞

}
. (2.6)

注意 2.6. (1) (Lipschitz 関数の扱い) (2.6)と βp > pより, 座標関数 C 3 z 7→ Re(z) ∈
R(の K への制限)が Fp に属さない事が分かり Lip(K, d) 6⊆ Fp となる. これは「距
離空間上の解析学」で考えられている Sobolev空間との非常に大きな差異である. な
お, Lip(K, d) ∩ Fp がどんな集合であるかは全く分かっておらず, Sierpiński gasket

の標準的な Dirichlet形式の定義域 F2 の場合ですら未解決な問題である.

(2) (正則性) 定理 2.4-(b) が [21] の主な貢献の一つである. 正則性の確保の困難は, 上
記の (1)で述べた事情で, 距離関数など典型的な Lipschitz関数を用いて cutoff関数
を作るという常套手段がフラクタル上では適用できるとは限らない点にある. 先行
研究 [18, 22] で pの範囲に制限があった事情もこの正則性に起因している. Ahlfors

正則等角次元は Fp が C(K) に連続的に埋め込み事ができるかどうかの臨界値と
なることが [6] により知られており, [18, 22] で考えられている p が Ahlfors 正則
等角次元より真に大きいという phase は非常に正則性が良い状況で, 実際にこの
phase では Morrey 型の Hölder 連続性評価が Fp の任意の関数に対して成り立つ.

(Ahlfors 正則等角次元がこのような臨界値として現れる背景には, [7, 16] による
「ρp > 1 ⇔ p >Ahlfors正則等角次元」という特徴付けの結果がある.)

2.2 自己相似 p-エネルギー形式と p-エネルギー測度
Fp の定義は

{
Ẽ (n)
p

}
n∈N の極限挙動を捉えることでなされたが, K の幾何構造 (特に自

己相似性)を反映するような p-エネルギー汎関数を構成するには {Ẽ (n)
p

}
n∈N の “極限”(部

分列各点極限や Γ-収束部分列極限)を考えるだけで十分かどうかは定かではない. 技術的
な部分ではあるが,

{
Ẽ (n)
p

}
n∈N の Lp(K,m)上の Γ-収束に関する部分列極限に対し「フラ

クタル上の解析学」の常套手段を適用することで所望の性質を有する p-エネルギー形式
(Ep,Fp)を得ることができ, 次の定理を得る.

定理 2.7（[21, Theorem 1.1]） 以下の条件を満たす Ep : Fp → [0,∞)が存在する.

(a) ‖ · ‖Fp
:=
(
‖ · ‖pLp(K,m) + Ep

)1/p は Fp の比較可能で一様凸なノルムを定める.

(b) (縮小性) 任意の u ∈ Fp と 1-Lipschitz 関数 φ ∈ C(R) に対し, φ ◦ u ∈ Fp かつ
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Ep(φ ◦ u) ≤ Ep(u).

(c) (対称性) 任意の u ∈ Fp と T ∈ D4 に対し, u ◦ T ∈ Fp かつ Ep(u ◦ T ) = Ep(u).

(d) (自己相似性) Fp ∩ C(K) = {u ∈ C(K) | すべての i ∈ S に対し u ◦ Fi ∈ Fp};

Ep(u) = ρnp
∑
w∈Wn

Ep(u ◦ Fw) for any n ∈ N and u ∈ Fp. (2.7)

(任意の u ∈ Fp と w ∈ Wn に対し, u ◦ Fw ∈ Fp となることは容易に分かる.)

注意 1.1-(3) で述べたように p-エネルギー測度 Γp〈u〉 の構成も非自明な問題であった
が, (2.7)の分解公式はエネルギーがどのように分布しているかを表しており, 直感的には
n-cell Kw は ρnpEp(u ◦ Fw)の massを持つべきであることが示唆される. n-cell同士が共
通部分を持つため, この観察そのものを定義とすることは (技術的には)できないが, 最終
的には次の定理の性質を満たす p-エネルギー測度が構成できる.

定理 2.8（[21, Theorem 1.2]） 任意の u ∈ Fp に対し, Γp〈u〉(Kw) = ρnpEp(u ◦ Fw),

n ∈ N, w ∈ Wn となるような K 上の有限 Borel測度 Γp〈u〉が一意に存在する. また, 任
意の Φ ∈ C1(R)と v ∈ Fp ∩ C(K)に対して Φ ◦ v ∈ Fp ∩ C(K)となり, さらに次の連鎖
率が成り立つ:

dΓp〈Φ ◦ u〉(dx) = |Φ′(v(x))|p dΓp〈u〉(dx). (2.8)

注意 2.9. (1) (一般化 p-縮小性) 定理 2.7-(b) の縮小性よりさらに強く, (Ep,Fp) が [14]

で導入された一般化 p-縮小性という性質を満たすことまで分かる. さらに [14] では
その帰結 (より正確には Clarkson の不等式の帰結) として Ep の微分可能性が従い,

Euclid空間の場合における (u, v) 7→
∫
Rn |∇u|p−2 〈∇u,∇v〉Rn dxに相当する

Ep(u; v) :=
1

p

d

dt
Ep(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

, u, v ∈ Fp, (2.9)

が定義できることを明らかにした. この結果は Ep に基づく非線形ポテンシャル論を
展開する際に基礎となるものである.

(2) (エネルギー測度の表現) 本稿では省略したが Γp〈 · 〉も縮小性, 対称性, 自己相似性を
有する. 特に, (2.9)と同様に微分をすることで K 上の符号付き測度 Γp〈u; v〉が定義
でき, (2.8)のような連鎖率がこの二変数版のエネルギー測度に対しても成り立つ [14,

Theorem 5.12]. この事実より, u ∈ Fp ∩ C(K)に対して, Γp〈u〉は次の性質を満たす
一意的な測度としても特徴付けることができる:∫

K

φdΓp〈u〉 = Ep(u; uφ) −
(
p− 1

p

)p−1

Ep
(
|u|

p
p−1 ;φ

)
, ∀φ ∈ Fp ∩ C(K). (2.10)

Euclid 空間の場合の (u, v) 7→
∫
Rn |∇u|p−2 〈∇u,∇v〉Rn dx に対して連鎖律, Leibniz

則を用いて (2.10)の右辺を計算すると ∫Rn φ |∇u|p dxとなることを鑑みると (2.10)
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を p-エネルギー測度の定義として採用したくなるが, 残念ながら現状では (2.10)に基
づく定義から始めて p-エネルギー測度の種々の性質をどう導けばよいかが分かって
いない. なお, p = 2の場合は, まさに (2.10)の表現公式が正則 Dirichlet形式に対応
するエネルギー測度の定義 [8, (3.2.14)]である. (注意 1.1-(3)も参照.)

3 Ahlfors正則等角次元を実現する測度の候補
これまでの記述に何度か現れている Ahlfors正則等角次元であるが, これは以下で定義
する擬対称と呼ばれるクラスの距離空間の変形 (距離の取り替え)に関する不変量である.

正確な定義は以下で与えられる. (擬対称変形や等角次元に関しては例えば [20]を参照.)

定義 3.1 (擬対称 (Quasisymmetry)). (X, ρ)を距離空間とし, θもX 上の距離とする. あ
る同相写像 η : [0,∞) → [0,∞)が存在して

θ(x, a)

θ(x, b)
≤ η

(
ρ(x, a)

ρ(x, b)

)
, ∀x, a, b ∈ X with x 6= b (3.1)

となるとき, θは ρに関して擬対称であるといい, θ ∼
QS
ρと書く.

∼
QS
が距離全体の上の同値関係となることは基本的な事実であり, ∼

QS
が同相であること

を導くことも容易に分かる. 典型例は ρ ∼
QS
ρε, ε ∈ (0, 1]であり snowflake transformation

と呼ばれている. ここで重要な観察は, dimH で Hausdorff 次元を表すことにすると
dimH(X, ρε) = ε−1 dimH(X, ρ) となり, (dimH(X, ρ) 6= 0 であれば) 擬対称変形により
Hausdorff次元を任意に大きくすることができるということである. 等角次元という概念
はこの逆を問う: すなわち擬対称変形 (プラスその他の制約条件)によるHausdorff次元の
下限として定まる次元である. Ahlfors正則等角次元は Ahlfors正則性という (Hausdorff

測度に関する)追加の制約条件を課したもので, 以下のように定義される.

定義 3.2 (Ahlfors 正則等角次元). 距離空間 (X, ρ) に対し, その Ahlfors 正則等角次元
dARC(X, ρ)を次式で定義する:

dARC(X, ρ) := inf

{
p

∣∣∣∣∣ θ ∼
QS

ρ, ∃C ∈ [1,∞) s.t. ∀(x, r) ∈ X × (0, diam(X, ρ))

C−1rp ≤ Hp
θ(Bθ(x, r)) ≤ Crp

}
.

ここで, Bθ(x, r) := {y ∈ X | θ(x, y) < r} であり, Hp
θ は X 上の距離 θ に関する p-

次元 Hausdorff 測度である. (C−1rp ≤ Hp
θ(Bθ(x, r)) ≤ Crp という Hausdorff 測度の距

離球の mass の一様な制御が Ahlfors 正則性と呼ばれる条件であり, この条件は直ちに
p = dimH(X, θ)であることを導く.)

Ahlfors正則等角次元に関連する問題で最も重要であると認識されているのは, 定義の
inf が達成可能であるかどうかを問う達成可能性問題である. その背景には幾何学的群論
における Cannonの予想がある.
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Cannonの予想. Gを Gromov双曲群で, その Gromov境界 ∂∞Gが S2 と同相であるも
のとする. (Gromov境界には visual metrics と呼ばれる距離の族から自然な距離構造が
備わることはよく知られている.) このとき Gは Klein群 (と等長)である.

Gromov双曲群に関するある種の剛性に関する予想であるが, [4]によって dARC(∂∞G)

の達成可能性問題に書き換えられることが示された.

定理 3.3（[4, Theorem 1.1]） Cannonの予想は次と同値: Gを Gromov双曲群で, そ
の Gromov境界 ∂∞Gが S2 と同相であるならば, dARC(∂∞G)は達成可能である.

この定理により Ahlfors正則等角次元の達成可能性を調べる問題の重要性が認識された
が, 一般に Gromov双曲群の無限遠境界は非常に “ワイルド”な対象であるので, 包括的
に取り扱うのは困難が伴う. そこで良い状況にまずは制限して考えるという方向で研究が
進み (例えば Coxeter群に関する [5]など), 自己相似フラクタルも dARC の達成可能性問
題を取り扱いやすい設定だと考えられた. しかしながら, Sierpiński gasketのような有限
分岐性を有するフラクタルは (典型的には)dARC = 1という退化したケースになり, この
問題を扱うには適切ではないクラスである (dARC が達成しないことが知られている). 達
成可能性問題が non-trivial である例としては無限分岐的なものを考える必要があり, 最
もシンプルであるだろう例として Sierpiński carpetが挙げられ, 実際に [4, Problem 6.2]

でも problemとしても述べられているが, これは 20年来の重要未解決問題の一つである.

なお, Sierpiński carpet の dARC の明示的な値を求めるというのはよりハードな問題で,

未解決である. しかし次の評価は知られている: (K, d)を Sierpiński carpetとすると,

1 +
log 2

log 3
≤ dARC(K, d) <

log 8

log 3
. (3.2)

本稿で取り扱う [21]の最後の主結果は, Sierpiński carpetの dARC が達成されると仮定
したもとで, dARC を達成する距離/測度が満たすべき条件を (Ep,Fp,Γp〈 · 〉)の言葉で記述
するものである. (距離から Hausdorff 測度が対応するように, その逆も David–Semmes

deformation と呼ばれる自然な対応がこの設定ではあるので, 距離/測度のいずれかのみ
に注目すれば十分である.)

定理 3.4（[21, Theorem 1.7]） (K, d) を Sierpiński carpet, p = dARC(K, d) とする.

dARC(K, d)が達成されることを仮定し, θ を dARC(K, d)を達成する K 上の距離とする.

このとき, ある関数 u ∈ Fp ∩ C(K)と定数 C ∈ [1,∞)が存在して,

C−1Hp
θ(A) ≤ Γp〈u〉(A) ≤ CHp

θ(A), ∀A: K の Borel集合.

注意 3.5. 定理 3.4は [12, Problem 7.7とその後の段落]にインスパイアされたものであ
るが, 定理 3.4の関数 u ∈ Fp が Ep に関する (適切な境界条件のもとでの)p-調和関数とし
て取れるというのが [12]で述べられている予想である. p-調和関数の非線形性が本質的な
障害となり, この予想の解決には残念ながら至っていない.
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4 異なる指数 p 6= q の比較
Korevaar–Schoen 型の表現 (2.6) から示唆されるように, (1, p)-Sobolev 空間を捉える
ために見るべきである “一階微分を捉える”空間スケール指数 βp/pに起因し,「距離空間
上の解析学」とは劇的に異なる現象が起こると予想される. では異なる p 6= q ∈ (1,∞)を
比較した場合にどうなるであろうか? この方向性に関して, 2つの (Sierpiński carpet 上
での)未解決問題と (他のフラクタル上での)最近の進展を述べて本稿を終えたいと思う.

空間スケール指数 βp/pが一般に pに依存することから, Fp を捉えるために見るべき “

一階微分の構造”も pに依存することが予想される. 次の問題は p-エネルギー測度と q-エ
ネルギー測度の関係を問うものである.

問題 4.1. p 6= q ∈ (1,∞)とし, us ∈ Fs, s ∈ {p, q}とする. このとき Γp〈up〉と Γq〈uq〉は
互いに特異か?

Sierpiński carpetの場合は問題 4.1は未解決であるが, strongly symmetric p.-c.f. self-

similar set というクラスの中では, 自己相似集合の境界の相異なる二点間を結ぶ単純曲
線が一意的でないかどうかという幾何学的条件が Γp〈up〉 ⊥ Γq〈uq〉 という特異性が起こ
るかどうかの必要十分条件であることを [15]で示した. (例えば, Sierpiński gasket では
Γp〈up〉 ⊥ Γq〈uq〉という特異性が起こる. この特異性に関して Sierpiński gasketの場合に
焦点を当てた概説 [13]も参照.) [1]では Laakso-type自己相似集合に対しても, 特異性の
必要十分条件が基礎となるレベル 1グラフのみで記述された条件として得られている.

次の Sobolev空間の比較は問題 4.1よりもハードな問題であると予想している.

問題 4.2. p 6= q ∈ (1,∞)とする. このとき Fp ∩ Fq は定数関数以外の関数を含むか?

実際, 問題 4.2は Sierpiński carpetの場合に未解決であるだけでなく, Sierpiński gasket

の場合でさえも本質的な進展を得られていないのが現状である. その一方で, [1] では
Laakso diamond space(図 1右)という自己相似集合に, 自己相似構造の観点から自然な
距離と測度 (各 n-cell に一様に重み付けをするような距離と測度で, Hausdorff 次元は
log 6
log 4
となる)が備わった場合を考えると, Fp ∩ Fq = {constant functions}になるという

Sobolev空間の特異性を明らかにした.
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