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1. エキゾチックな微分同相写像

滑らかな多様体Xとその自己微分同相写像 f : X → Xが与えられたとする．もし f が位相的には
恒等写像にアイソトピックだが滑らかにはそうでないとき，すなわち f は Homeo(X)の単位元成分
には属するがDiff(X)の単位元成分には属さないとき，f はエキゾチックな微分同相写像であるとい
う．このようなものは，同相群と微分同相群のトポロジーの差の最も基本的なものと言えるだろう．

3次元以下では自然な写像Diff(X) ↪→ Homeo(X)は弱ホモトピー同値なので，4次元がこのような
現象が現れる最小の次元である．一方高次元トポロジーにおいては，エキゾチック微分同相は非常に
基本的な現れ方をする．例えば，n ≥ 5に対し，エキゾチック (n+ 1)次元球面 S̃n+1が存在すること
は，n次元球面 Snがエキゾチック微分同相を許容することと同値である．実際，h-同境定理の系とし
て，エキゾチック球面 S̃n+1はDn+1ふたつのコピーを境界のある微分同相 f : Sn → Snによって貼
り合わせることで得られることが分かる．S̃n+1がエキゾチックであることから f がエキゾチック微
分同相であることが従う．

2. 4次元多様体上のエキゾチック微分同相：初めての例

4次元ではどうか．4次元多様体の上のエキゾチック微分同相の初めての例はRuberman [29]によ
り 1998年に構成された：

定理 1 (Ruberman (1998)). エキゾチック微分同相を許容する滑らかな 4次元多様体が存在する．

Rubermanのエキゾチック微分同相を持つ 4次元多様体の例の最もシンプルなものは

K3#CP2#2CP2 ∼= 4CP2#21CP2

である．
これは族に対するゲージ理論の初めてのトポロジカルな応用でもあり，最近の族のゲージ理論研究

の多くの結果の証明の雛形となる重要なものである．そこでまずはこの構成とエキゾチカ（エキゾチッ
クであること）の検出の仕方を述べたい．
正確には，Ruberman [29]の例そのものを説明する代わりに，それと極めて似た変種の方を説明す

る．具体的には，Rubermanの証明は 1-パラメータのDonaldson理論に基づいていたが，その代わり
に，Baragliaと筆者による Seiberg–Witten理論側での対応物 [2]を説明する．この方が例が簡単に述
べられるからである．Rubermanのアイデアを一言で言えば，4次元多様体のエキゾチカを引き継い
だような微分同相を（別の 4次元多様体上に）上手く作り，その微分同相のエキゾチカを 1-パラメー
タのゲージ理論的不変量で検出する，というものである．
まず，単連結な 4次元多様体のエキゾチック対 (X1, X2)を用意する．すなわちX1, X2は同相だが

微分同相でないような滑らかな単連結 4次元閉多様体である．ただし，単にエキゾチックというだけ
ではなく，以下の条件が満たされているとする．

(i) (mod 2) Seiberg–Witten不変量によってエキゾチカが検出できる．すなわち，X1 と X2 の
(mod 2) Seiberg–Witten不変量は相異なる．

(ii) エキゾチカはS2×S2の連結和（安定化と呼ばれる）を一回行うと消滅する．すなわち，X1#S
2×

S2とX2#S
2 × S2は微分同相である．
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このようなエキゾチック対 (X1, X2)は大量に存在する．例えばX1をK3，X2をK3の適当な対数変
換（小平の用いた複素幾何的な手術の操作で，K3とは異なる楕円曲面となる）とするとひとつの例
となる．あるいはX1 = K3#CP2

, X2 = 3CP2#20CP2
も例となる．条件 (ii)で存在が保証される微

分同相をひとつ取り
ψ : X1#S

2 × S2 → X2#S
2 × S2

と置く．（正確には後で都合の良くなるよう取り直す．）
一方，S2 × S2の上で，その交叉形式の正定値部分に−1倍で作用するような向きを保つ微分同相

f0 : S
2 × S2 → S2 × S2

をひとつ取る．例えば S2の赤道に沿った鏡映 r : S2 → S2の積 f0 = r × rが例である．ただし，ア
イソトピーで変形し，S2 × S2内に埋め込まれたあるD4の各点を固定するようにしておく．f0をこ
のD4に沿ってXi#S

2 × S2に恒等写像で拡張した idXi#f0を考えよう．Ruberman型のエキゾチッ
ク微分同相は，

f := ψ−1 ◦ (idX2#f
−1
0 ) ◦ ψ ◦ (idX1#f0) : X1#S

2 × S2 → X1#S
2 × S2(1)

で定義されるX1#S
2 × S2の自己微分同相である．ただし，ψを取り直すことで，f がホモロジーに

は自明に作用するようにしておく．（これができるのは古典的なWallの定理 [31]から従う．）この f が
恒等写像に滑らかにアイソトピックでない微分同相の候補と思える心理的な理由は，微分同相ψはX1

と S2×S2を本質的に「かき混ぜる」ことでX2#S
2×S2への同一視を作るものであり，f0は S2×S2

に本質的に作用しているから，といったところである．
f がホモロジーに自明に作用するように調整したことから，次の一般的な定理により f が位相的に

は恒等写像にアイソトピックであることが従う：

定理 2 (Freedman (1982) [7], Quinn (1986) [28]). X を向きづけられた単連結閉 4次元位相多様体と
すると，自然な準同型 π0(Homeo+(X)) → Aut(QX) は同型である．

ここでHomeo+(X)は向きを保つ同相群，Aut(QX)はX の交叉形式の自己同型群を表す．全射性
は [7], 単射性が [28]による．我々に必要なのは単射性の方である1．

(1)の f が滑らかには恒等写像にアイソトピックでないことはどのように示されるのだろうか．こ
れを検出するのに族のゲージ理論を用いる．上で述べたように，ここでは族の Seiberg–Witten理論を
用いることにしよう．Seiberg–Witten方程式を書くためには，4次元多様体上に spinc構造と呼ばれ
るものを取ることが必要である．spinc構造を取るごとに，その spinc構造に対する Seiberg–Witten
モジュライ空間の形式的次元という整数が定まる．これは，Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ
空間が（横断性が満たされて）実際に多様体になっているときは，モジュライ空間の次元を与えるも
のである．形式的次元が負のときは，モジュライ空間は genericには空であるのだが，以下に見る通
り族のゲージ理論ではそのような状況を積極的に使う．
一般に，滑らかな向きづけられた閉 4次元多様体 Zであって，b+(Z) ≥ 3という位相的条件を満た

すものが与えられたとする．Z上の spinc構造 sであって，Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ
空間の形式的次元が−1のものが与えられるごとに，準同型写像

FSW(−, s) : π0(Diff(Z, s)) → Z/2(2)

を定義することができる．これを（1-パラメータの）族の Seiberg–Witten 不変量という．ここで
Diff(X, s)は s（の同型類）を保つ微分同相群を表す．これを (1)の fの検出に用いる．なお，Diff(Z, s)
より少し小さい群（ホモロジー的向きを保つDiff(Z, s)の部分群）に制限すると，不変量を Z-値の準
同型に持ち上げることができる．このZ-値の不変量を使うと f の任意の非自明な冪もエキゾチック微
分同相であることが分かる．
この写像 (2)は次のように定義される．ひとつ微分同相 g ∈ Diff(Z, s)が与えられると，Zの gによ

る写像トーラス Zg → S1は，Z をファイバーとする S1上のファイバー束を与える．gが s（の同型

1単射性 [28]には比較的最近ギャップが発見され，[9]で修正された．



類）を保つことから，Z 上の spinc構造 Z をこの族 Zg に拡張することができる．さらにファイバー
ごとに計量をとると，Zg の各ファイバー上で Seiberg–Witten方程式を書くことができる．いま sの
形式的次元が−1と仮定したが，これを 1次元の底空間 S1上で考えると，解のモジュライ空間を S1

上で束ねたパラメトライズドモジュライ空間は 0次元となる．S1のコンパクト性と Seiberg–Witten
モジュライ空間のコンパクト性（の証明）を合わせると，パラメトライズドモジュライ空間もコンパ
クトと分かる．適当に摂動するとパラメトライズドモジュライ空間は多様体となる．このようにして
得られるコンパクト 0次元多様体，すなわち有限個の点をmod 2で数えて定義されるのが (2)である．
これが gのアイソトピー類のみに依ることや，恒等写像に対して値が自明であることは容易に分かる．
議論の本質的な部分は，実際に (1)の微分同相 f を族の Seiberg–Witten不変量で evaluateした値

が非自明であることである．この証明のあらましは以下の通りである．

• 族の Seiberg–Witten不変量が微分同相の合成に関して加法的であることを示す（容易）．
• X1の Seiberg–Witten不変量 SW(X1)を用いて

FSW(idX1#f0) = SW(X1)(3)

と族の不変量を表す（ただし，正確には適当に選んだ spinc構造に対する等式である）．これ
を示すには貼り合わせとwall-crossingを合わせた議論を行う．f0をH+(S2 ×S2)の向きを裏
返すように取ったことから，f0の写像トーラスに対するパラメトライズドモジュライ空間は
ひとつ可約解を持つ (wall-crossing)．X1の上の既約解ごとに，それを S2 × S2上の可約解と
貼り合わせると，idX1#f0の写像トーラスに対するパラメトライズドモジュライ空間に既約
解が得られると分かる．
同様の議論を idX2#f

−1
0 に対しても行うことで，

FSW(idX2#f
−1
0 ) = SW(X2)(4)

が分かる．SW(X1)とSW(X2)が異なるようにX1, X2を取ったから，(3), (4)からFSW(idX1#f0)
と FSW(idX2#f

−1
0 )が異なり，したがって idX1#f0 と（ψで共役を取った）idX2#f

−1
0 とを

合成した f に対する不変量の非自明性

FSW(f) 6= 0

が FSWの加法性から分かる．

3. エキゾチックなDehnツイスト

Rubermanの 1998年の仕事以降（上で述べたBaragliaと筆者の Seiberg–Witten対応物を除いて）
新しい 4次元多様体上のエキゾチック微分同相の例は長らく見つかっていなかった．既に述べたよう
に，Rubermanの基本的なアイデアは，4次元多様体のエキゾチカから誘導されるエキゾチック微分
同相を見つけるというものであった．それとは本質的に異なる例はあるのだろうか．
また，Ruberman型のエキゾチック微分同相は，ゲージ理論的不変量が非自明な 4次元多様体（例

えばK3）と S2 × S2を混ぜるような微分同相が構成中に噛んでいた．これは典型的にはKirby計算
で作られる微分同相で，（ゲージ理論が専門の筆者などにとっては）手に取るように分かるとは言い難
い微分同相である．エキゾチック 4次元多様体の自然な例は沢山知られていることを考えると，もう
少し幾何学的に自然に現れるエキゾチック微分同相の例があって欲しいと考えるのも当然だろう．
この数年は，そのような要求に応える例として，Dehnツイストの 4次元類似が盛んに研究されて

いる．これがRubermanとは趣を異にする新しいクラスのエキゾチック微分同相を与えるのである．
定義は以下に述べるように簡単である．Y を多様体とし，恒等写像を基点とするループ φ : S1 →

Diff(Y )が与えられたとする．このとき，アニュラス Y × [0, 1]の境界を各点ごとに固定する微分同相
写像が

Y × [0, 1] → Y × [0, 1] ; (y, t) 7→ (φ(t) · y, t)(5)



で定義される．Y = S1として，φを S1の自身への自然な作用から得られるループとすれば，これは
2次元トポロジーで基本的な S1 × [0, 1]上のDehnツイストに他ならない．

Figure 1. アニュラス上のDehnツイスト

この微分同相を Y が 3次元多様体の場合に考えよう．Y が 4次元多様体X に埋め込まれていると
き，Y の管状近傍に上のアニュラス上のDehnツイスト (5)を移植すれば，X 上の微分同相が得られ
る．これをX 上の Y に沿ったDehnツイストと呼ぼう．特にX が Y を境界に持つとき，Y = ∂X
の管状近傍に移植したDehnツイストはDiff∂(X)の元となる．これをX の境界Dehnツイストと呼
ぶことにする．

Figure 2. 境界Dehnツイスト

境界付き多様体の場合，我々は以下のようなエキゾチック微分同相の変種を考える．境界付き多
様体W に対して，Diff∂(W )の元であって，Homeo∂(W )を通して恒等写像にアイソトッピックだが
Diff∂(W )を通してそうではないものを相対的にエキゾチックな微分同相写像と呼ぶ．別の言い方を
すれば，自然な写像

π0(Diff∂(W )) → π0(Homeo∂(W ))

の核の非自明元を与えるような微分同相写像のことである．

3.1. S3に沿ったDehnツイスト. 一番簡単なのは Y = S3の場合である．この場合，π1(Diff(S3)) ∼=
π1(SO(4)) ∼= Z/2の生成元に対応するループを用いたDehnツイストを考えることができる．2020年
に，Kronheimer–Mrowka [20]は次を示した：

定理 3 (Kronheimer–Mrowka (2020) [20]). K3#K3の連結和の首に沿った Dehnツイストはエキゾ
チック微分同相である．

証明は（非同変な）族のBauer–Furuta不変量がDehnツイストに対して非自明であることを示すこと
でなされる．Dehnツイストという一見単純に見える微分同相がエキゾチックになるというKronheimer–
Mrowkaの結果は，専門家に驚きを与えた．Kronheimer–Mrowkaの結果のすぐ後に，Lin [22]は次を
示した：

定理 4 (Lin (2020) [22]). K3#K3の連結和の首に沿ったDehnツイストをK3#K3#S2 ×S2上に拡
張したものもエキゾチック微分同相である．

Linは，Dehnツイストに対する Pin(2)-同変な族の Bauer–Furuta不変量を計算することでこの結
果を証明した．単連結 4次元多様体上のエキゾチック微分同相の写像類は，有限回の安定化 (S2 × S2

の連結和)で自明になることが知られている．しかし，それまでに知られていた例（Ruberman [29]



と Baraglia–筆者 [2]の例）は一回の安定化で自明になっていた．Linの結果は，単連結 4次元多様体
に関するエキゾチックな現象であって，安定化一回で生き残る初めての例を与えたものであり，これ
も専門家には驚きを持って迎えられた．
S3に沿ったDehnツイストはその後も研究が続いている．例えば [4, 27]を参照．

3.2. Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイスト. より広い例を考えるために自然な 3次元多様体
のクラスは Seifertファイバー空間である．定義からそこには S1-作用があり，この作用を用いたDehn
ツイストを考えることができる．S3は Seifertファイバー空間としては特殊であり，S3の Seifert S1-
作用が定めるDiff(S3)の中のループは π1(Diff(S3))で自明となってしまい，非自明なDehnツイスト
を定め得ない．しかし S3以外の Seifertファイバー空間 Y の場合には Seifert S1-作用は π1(Diff(Y ))
の中で非自明な元を定め ([26, Proposition 8.8])，潜在的に非自明なDehnツイストを与える可能性が
ある．

2023年に，Mallick–谷口–筆者 [17]は，Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイストがエキゾチッ
ク微分同相となる例を初めて与えた．その後 1年あまりのいくつかの研究で，[17]の結果の一部は大
きく一般化された：Kang–Park–谷口 [14], Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz–筆者 [15, 16], 宮澤 [24]．
ここでは [14–16]の結果の一部を紹介する．
n次元の境界付き可微分多様体W に対し，n次元円板の滑らかな埋め込みDn ↪→ Int(W )を固定す

ると，微分同相を恒等写像で拡張することで写像 i : Diff∂(D
n) ↪→ Diff∂(W ) が得られる．高次元で

は，W が可縮であれば，実はその微分同相群は iを通して円板の微分同相群とホモトピー的に差がな
いことが知られている（6次元以上は [11], 5次元は [18]による）：

定理 5 (Galatius–Randal-Williams (2023) [11], Krannich–Kupers (2024) [18]). W を可縮なコンパク
ト可微分多様体とし，n := dimW ≥ 5と仮定する．このとき，任意の滑らかな埋め込みDn ↪→ Int(W )
に対し，i : Diff∂(D

n) ↪→ Diff∂(W )は弱ホモトピー同値写像である．

下の結果は，この高次元での結果と興味深い対比をなす：

定理 6 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [16]). Seifertファイバー空間を境界に持つある
可縮なコンパクト可微分 4次元多様体W で次の性質を満たすものが存在する：W の境界Dehnツイ
スト τ ∈ Diff∂(W )の任意の冪 τn (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相であり，さらにD4に
局所化しない．

定理 6のW は，具体的なMazur多様体として与えることができる．ここで微分同相 f ∈ Diff∂(W )
がD4に局所化するとは，ある埋め込みD4 ↪→ Int(W )に対して f の写像類が i∗ : π0(Diff∂(D

4)) →
π0(Diff∂(W )) の像に属するときを言う．定理 6は，境界DehnツイストはD4から来ないという意味
で複雑さを持つ微分同相であることを主張している．
D4への非局所化性から特に，i : Diff∂(D

4) ↪→ Diff∂(W )は弱ホモトピー同値ではない．したがっ
て定理 6は，高次元での結果（定理 5）の 4次元類似が成立しないことを，具体的な 4次元多様体と
微分同相で示すものである．なお定理 5 の 4次元類似が成立しないことは，[16] とは異なる手法によ
り，Krushkal–Mukherjee–Powell–Warren [21] によっても（明示的な 4次元多様体と微分同相に対し
てではないが）[16] の直前に示されている．
非局所性の定理（定理 6）の証明は，Dehnツイストに対する族の Seiberg–Witten不変量の非自明

性を示すことによる．この計算は，Seifert S1-作用が Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ空間に
実際にどのように作用しているかを解析することでなされる．D4に局所化したどんな微分同相に対
しても，族の Seiberg–Witten不変量は自明になることが分かることから，非局所化性が従う．ゲージ
理論的不変量が微分同相の 4次元特有の微妙な複雑さを上手く捉えていることが覗えるだろう．
なお，可縮な 4次元多様体の上のエキゾチックDehnツイストの検出はMallick–谷口–筆者 [17]に

よってはじめて行われたが，これは以下のように一般化された：

定理 7 (Kang–Park–谷口 (2024) [14] ). W を可縮で滑らかなコンパクト 4次元多様体とし，その境界が
S3でないBrieskornホモロジー球面とする．このとき，W の境界Dehnツイスト τW は π0(Diff∂(W ))
で無限位数で，τW の任意の冪 τnW (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相となる．



以上はトポロジカルな趣の定理であるが，次にシンプレクティック構造を利用することを考える．
以下の定理から，Seifertファイバー空間に沿ったDehnツイストが，相対的にエキゾチックな微分同
相の例を系統的に与えることが分かる：

定理 8 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [15] ). Y を b1(Y ) = 0な Seifertファイバー空間
とする．W を Y の標準的なコンタクト構造に対するコンパクトなシンプレクティック充填とする．も
しW の交叉形式が負定値でないならば，W の境界Dehnツイスト τW は π0(Diff∂(W ))で無限位数と
なる．さらにW が単連結ならば，τW の任意の冪 τnW (n 6= 0)は相対的にエキゾチックな微分同相と
なる．

W の交叉形式に関する仮定を落とすと容易に反例が作れる．例えば，Poincaré ホモロジー球面
Σ(2, 3, 5)は標準的なやり方で負定値な−E8が交叉形式であるような 4次元多様体W の境界として現
れる（W は後に見るMilnorファイバーの一例である）．このW は S1-同変な plumbingで得られる
ことが知られており，その帰結として，Σ(2, 3, 5)上の標準的な S1-作用はW に拡張する．この S1-作
用を用いれば，W の境界Dehnツイストが π0(Diff∂(W ))で自明なことはただちに分かる．
定理 8の証明は族の相対 Bauer–Furuta不変量を用いた背理法である．仮に τnW が恒等写像に（境

界に対して相対的かつ）滑らかにアイソトピックであるとする．Kang–Park–谷口 [14]の議論を用い
ると，この仮定から，ある有限巡回群の分類空間の上のW をファイバーとする滑らかな族を構成す
ることができる．これに対する族の相対Bauer–Furuta不変量を観察することで矛盾を導くのである．
この矛盾は一言で言えば，Taubesによるシンプレクティック 4次元多様体に対する Seiberg–Witten
不変量の非消滅定理 [30]と，Baraglia–Hekmati [1]による Floerホモロジーの消滅定理から来る．後
者は，Seifertファイバー空間を十分位数の高い巡回群の標準的な作用で割って得られる 3次元多様体
の Floerホモロジーの消滅であり，Némethi [25]による Floerホモロジーの計算に基づくものである．
これらの非消滅定理・消滅定理を繋いで矛盾させるためには，ゲージ理論とコンタクト構造に関わる
比較的最近の進展である飯田 [12], 飯田–谷口 [13]の仕事も使われる．

3.3. Milnorファイブレーションのモノドロミー. 上のシンプレクティック充填に関する結果（定理 8）
の系として，Milnorファイブレーションのモノドロミーについての興味深い帰結を得ることができる．
3変数の複素多項式 f : C3 → Cが与えられ，f(0) = 0かつ原点を孤立特異点として持つとしよう．f
を制限した

f : f−1(Bδ(C) \ {0}) ∩Bϵ(C3) → Bδ(C) \ {0} (1 � ε� δ > 0)

がファイバー束になるというのが古典的なMilnorのファイブレーション定理であった．このファイ
バー束を f のMilnorファイブレーションと呼ぶ．そのファイバー (Milnorファイバー)をMf とお
くと，ファイバー束のモノドロミー µ ∈ π0(Diff∂(Mf ))がMilnorファイブレーションの最も重要な不
変量である．µのホモロジーH∗(Mf )への作用は古典的に研究されてきたが，写像類自体を研究する
のも自然であろう．
µの写像類を調べるために多項式のクラスを少々限定する．f が weighted homogeneousとは，あ

る整数 w1, w2, w3, d > 0が存在し，

f(tw1z1, t
w2z2, t

w3z3) = tdf(z1, z2, z3)

が任意の (z1, z2, z3) ∈ C3, t ∈ Cに対して成り立つときを言う．weighted homogeneousな多項式
は，Brieskorn型の特異点や ADE特異点（を与える多項式）のような興味深いクラスを含んでいる．
Brieskorn型とは，f(z1, z2, z3) = zp11 + zp22 + zp33 (pi ≥ 2)の形の多項式で与えられる特異点であり，
そのMilnorファイバーの境界に現れるBrieskorn 3次元多様体は基本的なクラスの 3次元多様体であ
る．ADE型特異点，あるいは有理二重点や du Val特異点とも呼ばれるこのクラスは，SL(2,C)のあ
る有限部分群 Γを用いて C2/Γと表される特異点であった．

ADE特異点の場合には，Milnorファイブレーションのモノドロミー µは π0(Diff∂(Mf ))の中で有
限位数であることが分かる．これは Brieskorn [5]による古典的な同時特異点解消定理の帰結である．
実は，逆にモノドロミーが有限位数となるのは，ADE特異点のみであることが示せる：



定理 9 (K.–Lin–Mukherjee–Muñoz-Echániz (2024) [15]). f : C3 → Cを weighted homogeneousな多
項式とし，f(0) = 0かつ原点を孤立特異点として持つと仮定する．f が ADE特異点を与えるときま
たそのときに限り，f のMilnorファイブレーションのモノドロミー µは π0(Diff∂(Mf ))の中で有限位
数である．

証明は，weighted homogeneousの場合，モノドロミーの適当な冪が境界 Dehnツイストになるこ
とに注意し，定理 8に帰着させることで得られる．多項式がADE型であるというのは，定理 8にお
けるW の交叉形式が負定値なことに対応する．
定理 9の位相的カテゴリーでの類似や高次元類似（すなわち多項式の変数を増やして得られる高次元

のMilnorファイブレーションに対する類似）を考えると，これらは共に成立しないことが分かる．（位
相的カテゴリー類似についてはOrson–Powell [26], 高次元についてはKrannich–Randal-Williams [19]
の結果の帰結である．）したがって定理 9は，Milnorファイブレーションのモノドロミーのような古
典的な微分同相も，4次元特有現象や位相的カテゴリーと可微分カテゴリーの差異を与えていること
を示している．

4. 既約な 4次元多様体の上のエキゾチック微分同相

上では，Milnorファイバーのような自然な境界付き 4次元多様体上のエキゾチック微分同相を扱っ
た．一方，エキゾチック微分同相が検出できる閉 4次元多様体は，証明の都合上，連結和で作るもの
が多かった．例えば既に見た 4CP#21CP2

といった形のものである [2, 29]．これらは，複素構造，シ
ンプレクティック構造を持たず，エキゾチック構造を持つかも分からないものである．
一方，4次元トポロジーで重要な 4次元多様体の例の多くは複素曲面である．blow-downすると，

そういったものは既約な 4次元多様体，すなわち非自明な連結和分解を持たないものとなる2．これが
4次元トポロジーの building blockであり，その上ではしばしば，エキゾチック構造，複素構造，シ
ンプレクティック構造など，豊かな構造を考えられる．
既約な 4次元多様体がエキゾチック微分同相を持ち得るかは 4次元多様体の微分同相群に関する基

本的な問いと見なされてきたが，最近そのような例が存在することが分かった：

定理 10 (Baraglia–K. (2024) [4]). 既約な閉 4次元多様体であってエキゾチック微分同相を許容する
ものが存在する．

具体的には，minimalな単連結複素曲面（様々な楕円曲面や完全交叉）として例が与えられる．例
えば，対数変換で得られる楕円曲面 E(4n)p,q (n, p, q ≥ 1, ただし有限個の (p, q)を除く)や，CP4を
二本の方程式で切った完全交叉たちのおおよそ 1/4が例となる．
証明は，Baragliaと筆者が族の Bauer–Furuta不変量から導出した滑らかな 4次元多様体への制約

[3]と族の指数定理を用いる．微分同相の構成を含め，これを概説する．
抽象的な方針としては，次の持ち上げ問題を否定的に解くことである. （このアイデアは最初，

Mallick–谷口–筆者 [17]で用いた．しかし最終的に使う族のゲージ理論由来の制約が定理 10の証明で
用いるものとは異なる．）X を向きづけられた単連結閉 4次元多様体とする．Gをひとつの関係式を
持つ有限表示群とし，

G = 〈a1, . . . , an | r〉

をある表示とする．GからX の交叉形式の自己同型群Aut(QX)への準同型 ϕ : G→ Aut(QX) が与
えられたとする．ただし，この像 ϕ(G)が，自然な写像 π0(Diff+(X)) → Aut(QX)の像に含まれてい

2正確には，閉 4次元多様体 X が既約とは，X = X1#X2 と書けるならば Xi の少なくとも一方はホモトピー S4 であ
るというときを言う．



ると仮定する．ϕに対する持ち上げ問題
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が解けない，すなわちこの図式を可換にする準同型 ϕ̃ : G→ π0(Diff+(X))が存在しないとしよう．す
ると以下のようにしてXのエキゾチック微分同相を得ることができる．まず，ϕの像に関する仮定か
ら，各ϕ(ai)はある微分同相で実現できる．すなわち，fi ∈ Diff+(X)が存在して (fi)∗ = ϕ(ai)となる．
r = r(a1, . . . , an)を rの aiたちによる word表示とする．このとき，f := r(f1, . . . , fn) ∈ Diff+(X)
は π0(Diff+(X))で非自明となる．実際，もし f の写像類 [f ]が自明であれば，ϕ̃(ai) := [fi]とおくこ
とで準同型 ϕ̃ : G → π0(Diff+(X))が well-definedに定まり，上の持ち上げ問題が解けないという仮
定に反するからである．一方 ϕの準同型性から f∗ = ϕ(r) = 1 ∈ Aut(QX)である．したがって定理 2
から，f は位相的には恒等写像にアイソトピックとなり，これは f がXのエキゾチックな微分同相で
あることを意味する．
このような持ち上げ問題を否定的に解くために，族のゲージ由来の 4次元多様体の滑らかな族に対

する制約を用いる．まず，Gは有限表示群なので，その presentation complexと呼ばれる 2次元CW
複体Bが得られる．これは 1-cellたちが生成元 ai，2-cellが関係式 rに対応するようなものである．も
し上の持ち上げ問題が肯定的に解けると，Bの上のXをファイバーとする滑らかな族E → Xであっ
て，そのモノドロミーが交叉形式に ϕを通して作用するようなものが得られる．ここに族のゲージ理
論由来の制約を使う．族のゲージ理論はしばしば，4次元多様体の滑らかな族のモノドロミーの交叉
形式への作用への制約を与える．Eがこの制約を破っていることを確認できれば矛盾が得られ，持ち
上げ問題が否定的に解けるのである．
既約な 4次元多様体のエキゾチック微分同相の検出（定理 10）の証明では，このアイデアをG =

Z2 = 〈a1, a2 | [a1, a2]〉に対して用いる（一方，Mallick–谷口–筆者 [17]ではG = Z/2をDehnツイスト
を検出するのに用いた）．まず，Xが楕円曲面や完全交叉のとき，交叉形式の自己同型Aut(QX)の多
くが微分同相で実現できることが知られており，簡単な十分条件がある [6,23]3．実現可能なAut(QX)
の元 ψ1, ψ2であって，[ψ1, ψ2] = 1かつホモロジーに興味深く作用するものを取る．具体的には，あ
るH+(X)（H2(X;R)の部分空間で，交叉形式が正定値かつ最大次元のもの）を集合として保ち，さ
らにw2(H

+(X)×Z2 R2) 6= 0となるように取る．（ここで Z2はH+(X)に ψ1, ψ2により作用しており，
R2には平行移動で作用している．）このような ψ1, ψ2が取れることは容易に分かる．ψ1, ψ2を実現す
るDiff+(X)の元 f1, f2を取っておく．我々が示したいことは，f = [f1, f2]がエキゾチック微分同相
であるということである．
上のアイデアをここで使う．もしfが恒等写像に滑らかにアイソトピックであれば，Xをファイバーと

する滑らかなファイバー束E → T 2であって，モノドロミーのH2(X)への作用がψ1, ψ2で与えられるも
のが得られる．Xとして楕円曲面，完全交叉の内ある程度の条件を課しておくと，w2(H

+(X)×Z2R2) =
0とならなければならないことになり矛盾するのである．このw2の消滅は，次の族のゲージ理論由来
の制約から来る：

定理 11 (Baraglia–K. (2022) [3]). X を滑らかな閉 4次元多様体で b+(X) ≡ 3 mod 4, b1(X) = 0と
仮定する．sをX 上の spinc構造で，Seiberg–Witten不変量 SW(X, s)がmod 2で非自明であるとす
る．(X, s)をファイバーとする spinc 4次元多様体の滑らかなファイバー束E → Bがコンパクトな底
空間Bの上で与えられたとする．このとき，

c1( /DE) = w2(H
+(E)) (mod 2)

3具体的には，Aut(QX)の元がX の標準束の第 1 Chern類を保ち，さらにH+(X)の向きを保つなら，それはDiff+(X)
の元で実現できる．



が成り立つ．ここで /DE は E 上の spinc Dirac作用素の族の指数で，H+(E)は E に伴うH+(X)の
族である．

定理 10のX に課される条件は，mod 2 Seiberg–Witten不変量が消えていないような spinc構造 s
で，c1(s)が高い divisibilityを持つようなものが存在し，さらに符合数 σ(X)もある程度の divisibility
を持つというものである．（これらの条件を満たすX は，先に述べたように楕円曲面・完全交叉の中
に豊富に存在する．）そしてそのようなとき，族の指数定理から，c1( /DE) = 0 mod 2と分かり，した
がって定理 11から w2(H

+(X)×Z2 R2) = 0が従う．
定理 11は族の Bauer–Furuta不変量の考察から得られる．族の Bauer–Furuta不変量は，

F : Th( /DE) → Th(H+(E))

という形の写像を安定化したものである．（ここでThはThom空間を意味する．）これはB上のfiberwise
な写像がThom空間に誘導する写像であり，ファイバーにFを制限して写像度を取るとSeiberg–Witten
不変量となる．このようにして定理の主張中の Seiberg–Witten不変量，/DE , H

+(E)が結びつくので
ある．

5. S4上のエキゾチック微分同相

最後に，ごく最近アナウンスされた S4上のエキゾチック微分同相について述べる．

定理 12 (Gabai–Gay–Hartman (2025, announced in [8])). π0(Diff+(S4)) 6= 1.

すなわち，（位相的写像類群についての結果（定理 2）と合わせると）S4がエキゾチック微分同相
を持つというのが彼らの主張である．証明の詳細は続きの論文で書かれるということで，detectする
方法は族のゲージ理論とは全く異なる，pseudo-isotopy theoryに基づくものであると [8]では述べら
れている．S4はゲージ理論的な手法を使うことが一般に極めて難しい対象であり，S4の微分構造や
微分同相にゲージ理論でアプローチして得られた結果は現状皆無である．このような対象に手が届く
というのは驚くべきことである．
彼らが非自明と主張している微分同相自体は，同じ著者らを含むグループによる二年ほど前の論

文 [10]で既に，潜在的に非自明になり得る微分同相として注意されていたものである．これは渡邉忠
之による 4次元 Smale予想の否定的解決 [32]で用いられていたテクニックと類似の方法で構成される
微分同相である．なお，渡邉の結果では π1(Diff(S4))⊗Qの非自明性をはじめ，Diff(S4)の多くの高
次ホモトピー群が非自明と示していたが，そこで用いられた不変量は π0(Diff(S4))に対しては定義さ
れないものだった．また不変量はQ上で定義されていた．対照的に，今回Gabai–Gay–Hartmanがア
ナウンスしたところでは，彼らは Z/2に値を取る準同型

π0(Diff+(S4)) → Z/2
を構成し，これを用いて興味深い微分同相を検出するようである．またこの微分同相は π0(Diff+(S4))
内で位数 2であることも分かるようである．したがって彼らの新しい不変量は，Zに持ち上がらない
真に torsion的な不変量ということになる．
なお，この微分同相は S2 × S2に移植するとその写像類が自明になるものと知られており，この微

分同相から自動的に他の 4次元多様体上のエキゾチック微分同相を作ることができるわけではない．
他の重要な 4次元多様体としては，S2 × S2,CP2,K3などがエキゾチック微分同相を許容するかは基
本的な問題である．
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