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本講演の内容は，2022年に東京理科大学で行われた第 69回幾何学シンポジウムでの拙講演「例

外型コンパクト対称空間の極大対蹠集合」の続きの内容である．

1 概要

リーマン多様体M の各点 pに対して，pを孤立固定点とするような対合的等長変換 sp が対応

付いているとき，M を対称空間といい sp を pにおける点対称と呼ぶ．本講演では，M は連結で

あるとする．M の 2点 p, q ∈ M が対蹠的であるとは，sp(q) = q(⇔ sq(p) = p)をみたすことを

いう．部分集合 S ⊂ M の任意の 2点が対蹠的であるとき，S を対蹠集合と呼ぶ [4]．対蹠集合間

の包含関係で極大なものを極大対蹠集合といい，最大の濃度を持つ対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ．

また，大対蹠集合の濃度を 2-numberと呼び #2M と記す．定義から，大対蹠集合は極大対蹠集

合である．以下，対称空間M はコンパクトであると仮定する．

対蹠集合は，対称空間上の様々な数理と関連を持つことが指摘されている．例えばトポロジー

との関連として，χ(M)をM のオイラー数とすれば

χ(M) ≤ #2M

が成り立つ [4]．さらに，H∗(M ;Z2)をM の Z2-係数ホモロジーとすれば

#2M ≤ dimH∗(M ;Z2)

が成り立つことも知られており [2]，特に対称 R空間と呼ばれる特別なコンパクト対称空間では等

号が成立する [10]（対称 R空間でないコンパクト対称空間であっても等号が成り立つ例は存在す

る（例えばG2, G2/SO(4), F4 など））．トポロジー以外にも，Tanaka-Tasakiによりコンパクトエ

ルミート対称空間の２つの実形が横断的に交わるとき，その交叉は対蹠集合になることが示され

[12]，この事実は Floerホモロジーの計算へと応用されている [5]．また，Kurihara-Okudaは対

蹠集合とデザインとの関係についても調べている [6]．

こうした背景から，対蹠集合について様々な研究が進められており，その一般化についても調べ

られている．例えば，Sugimotoはリーマン対称空間とは限らない擬リーマン対称空間において対

蹠集合を決定する研究を行っている [9]．Ohno-Sakaiは対蹠集合を対称空間だけではなく，より

広く拡張されたクラスである Γ-対称空間において調べている．さらに，Tamaruは対称空間をカ



ンドルの特別なものと考えることで，対蹠集合をはじめとした点対称によって定まる構造を様々

なカンドルにおいて調べている [11]．このように，対蹠集合に関する様々な研究が進められてい

る一方で，全てのコンパクト対称空間について，その極大対蹠集合の分類・構成が完成している

わけではない．ここで，極大対蹠集合の分類とは極大対蹠集合の合同類の分類のことである．例

えば，古典型コンパクト対称空間においては，多くの対称空間で極大対蹠集合の分類・構成が完

成しているが，有向実グラスマン多様体やスピン群 Spin(n), Ss(n)などにおいては極大対蹠集合

の分類・構成は完成していない．

本講演では，単連結例外型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類・構成を紹介する．単連

結例外型コンパクト対称空間とは，

例外型コンパクト単純リー群 G2, F4, E6, E7, E8,

G, FI, FII, EI,EII,EIII, EIV,EV,EV I,EV II,EV III, EIX 型

の 17種類のコンパクト対称空間のことである．これまでの先行研究により，

G2, F4, E6, E8, G型, F I 型, F II 型, EI 型, · · · , EIV 型, EV II 型

については極大対蹠集合の分類・構成が完成している [1, 7, 8, 13, 15]．そこで本講演では，

E7, EV 型, EV I 型, EV III 型, EIX 型

についての極大対蹠集合の分類・構成を紹介する．

2 極地と極大対蹠集合

集合X と全単射 f : X → X について F (f,X) := {x ∈ X ; f(x) = x}とする．コンパクト対
称空間M と o ∈ M について，F (so,M)の連結成分をM における oの極地という [3]．１点集合

となる極地を極とよぶ．{o}は oの極となるので，自明な極という．oの極地をM+
i (0 ≤ i ≤ k)

とし，M+
0 を自明な極とすれば，F (so,M) = ⊔k

i=0M
+
i ．極地はM の全測地的部分多様体である

ので，極地自身もコンパクト対称空間になる．GをM の合同変換群とし，Ko を Gの oにおけ

るイソトロピー群とすればKo はそれぞれの極地に推移的に作用することが知られている．

2.1 M の極大対蹠集合から極地の極大対蹠集合

M+
i を極ではない極地とし，A(M+

i )をM+
i の極大対蹠集合とする．このとき，{o} ∪A(M+

i )

はM の対蹠集合であるので，これを含むM の極大対蹠集合 A(M)が存在する．A(M)∩M+
i は

M+
i の対蹠集合であり，A(M+

i ) ⊂ A(M) ∩M+
i であるので，A(M+

i )の極大性から A(M+
i ) =

A(M) ∩M+
i となる．したがって，M+

i の極大対蹠集合を調べるためには，M の極大対蹠集合が

分かっていればよい．さらに，oを含むM の極大対蹠集合の Ko-作用の同値類の個数が l 個であ

るとする．それらの代表元を Aa(M) (1 ≤ a ≤ l)と記す．このとき，M+
i の任意の極大対蹠集合

は Aa(M) ∩M+
i (1 ≤ a ≤ l)のいずれかと合同となり，M+

i の極大対蹠集合の合同類を決定する

ためには Aa(M) ∩M+
i (1 ≤ a ≤ l)の中でM+

i の極大対蹠集合になるものを調べればよい．



2.2 極地の極大対蹠集合からM の極大対蹠集合

また，M における oの極地がM+
0 , · · · ,M+

3 であるとし，M+
3 が極でありM+

3 = {p}である
とする．さらに，M+

1 ,M+
2 はそれぞれ極でないとする．このとき，M 上には各点をそれぞれの非

自明な極へと移す被覆変換 τ が存在する．被覆変換 τ は τ2 = idM を満たし，M 上の任意の合同

変換と可換になることが知られている．さらに，τ(M+
1 ) = M+

2 が成り立つ．そこで，A(M+
1 )を

M+
1 の極大対蹠集合とすれば

Aτ (M+
1 ) := {o} ∪A(M+

1 ) ∪ τ
(
A(M+

1 )
)
∪ {p}

はM 上の極大対蹠集合となる．逆に，A(M)をM の oを含む極大対蹠集合とすれば，τ(A(M)) ⊂
A(M)であることから A(M) ∩M+

1 はM+
1 の極大対蹠集合となる．したがって，M の極大対蹠

集合を調べるためには M+
1 の極大対蹠集合が分かればよい．さらに，M+

1 の極大対蹠集合の合

同類の個数が m 個であるとする．それらの代表元を Ab(M
+
1 ) (1 ≤ b ≤ m) と記す．このとき，

Aτ
b (M

+
1 ) (1 ≤ a ≤ m)はM の極大対蹠集合の合同類の代表元の候補となり，これらが互いにM

の合同変換で移り合うか否かを調べることでM の極大対蹠集合の合同類を分類できる．

3 主結果

まず，先行研究の結果から E8 の極大対蹠集合について次の結果が得られている．

定理 3.1. [1] 例外型単純コンパクトリー群 E8 について，極大対蹠集合の合同類の数は 2 であ

り，各合同類に含まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 256,512 である．とくに，#2E8 = 512

である．

E8 の 2種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 256であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から構

成されるものであり，濃度が 512であるものは極大トーラスの極大対蹠集合から構成できるもの

である．E8 の極大対蹠集合の 2 種類の合同類から，それぞれ単位元を含む代表元を選び，それ

らを Ai(E8) (i = 1, 2)と記す．ただし，#A1(E8) = 256,#A2(E8) = 512であるとする．E8 の

極地は EV III, EIX 型コンパクト対称空間であることが知られている．そこで，EV III, EIX

型をそれぞれ単位元の極地であると考える．このとき各 i = 1, 2について，Ai(E8) ∩ EV III は

EV III の極大対蹠集合になることが確かめられ次の主張を得る．

定理 3.2. EV III 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含

まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 199, 391である．とくに，#2EV III = 391である．

EV III 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 199であるものは Spin(8)の極大対蹠集合

から得られるもので，濃度が 391であるものは極大トーラスから得られるものである．とくに，ワ

イル群の軌道は濃度が 391の極大対蹠集合の部分集合となる．次に EIX 型に関して，各 i = 1, 2

について Ai(E8) ∩ EIX は EIX 型の極大対蹠集合になることが確かめられ，次の主張を得る．



定理 3.3. EIX 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 56, 120である．とくに，#2EIX = 120である．

EIX 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 56であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から

得られるもので，濃度が 120であるものは E8 のワイル群の軌道である．EIX 型の１点 pを固定

する．EIX 型の極大対蹠集合の 2 種類の合同類から，それぞれ p を含む代表元を選び，それら

を Ai(EIX) (i = 1, 2) と記す．ただし，#A1(EIX) = 256,#A2(EIX) = 512 であるとする．

EIX 型の極地は S2 · EV II と EV I 型コンパクト対称空間であることが知られている．そこで，

これらの対称空間を EIX 型における p の極地であると考える．このとき各 i = 1, 2 について，

Ai(EIX) ∩ EV I は EV I 型の極大対蹠集合になることが確かめられ，次の主張を得る．

定理 3.4. EV I 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 31, 63である．とくに，#2EV I = 63である．

EV I 型の２種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 31であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から

得られるもので，濃度が 63であるものは E7 のワイル群の軌道である．

次に E7 の極大対蹠集合について考える．E7 の極地は，極が 1つと EV I 型が 2つであること

が知られている．とくに，E7 においては前節の議論を適用することができて，次の主張が得ら

れる．

定理 3.5. 例外型単純コンパクトリー群 E7 について，極大対蹠集合の合同類の数は 2であり，各

合同類に含まれる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 64, 128である．とくに，#2E7 = 128である．

E7 の 2種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 64であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から構成

されるものであり，濃度が 128であるものは極大トーラスの極大対蹠集合である．最後に EV 型

の極大対蹠集合を考える．EV 型の極地は極が１つと，G∗
4(C8)が 2であることが知られている．

ここで，G4(C8)は C8 の 4次元部分空間からなるグラスマン多様体であり，G∗
4(C8)は G4(C8)

の bottom space である．G∗
4(C8) の極大対蹠集合は Tanaka-Tasaki により分類されており，極

大対蹠集合の合同類の数は 3であり，それぞれの合同類の代表元の濃度は 27, 35, 63である [14]．

この結果を使うことで次の主張を得る．

定理 3.6. EV 型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の合同類の数は 3であり，各合同類に含ま

れる極大対蹠集合の濃度はそれぞれ 56, 72, 128である．とくに，#2EV = 128である．

EV 型の 3種類の極大対蹠集合のうち，濃度が 56であるものは Spin(8)の極大対蹠集合から得

られるもので，濃度が 72であるものは E7 のワイル群の軌道，濃度が 128であるものは極大トー

ラスの極大対蹠集合である．

以上から単連結例外型コンパクト対称空間について，極大対蹠集合の分類・構成が完成した．そ

の結果を次の表にまとめる．



M
合同類

の数
濃度 #2M M

合同類

の数
濃度 #2M

G2 1 8 8 G型 1 7 7

F4 1 32 32 FI 型 1 28 28

FII 型 1 3 3

E6 2 32, 64 64 EI 型 2 28, 64 64

EII 型 2 28, 36 36

EIII 型 1 27 27

EIV 型 2 31, 63 63

E7 2 64, 128 128 EV 型 3 56, 72, 128 128

EV I 型 2 31, 63 63

EV II 型 1 56 56

E8 2 256, 512 512 EV III 型 2 199, 391 391

EIX 型 2 56, 120 120
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