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1 概要
近年, 非 Käher幾何学の研究が盛んに行われている. この背景には, 物理学における非
Kähler性の要請, 例えば弦理論における Stromingerシステムの非Kähler幾何学における
研究が挙げられる. Kähler性の概複素の場合の代替として, いくつかの特別な計量が知ら
れており, それらの計量の特徴を調べることで非Kählerの場合の偏微分方程式の解の性質
が調べられている. 例えば, balanced計量 (d(ωn−1) = 0を満たす)や SKT(Strong Kähler
with torsion)計量 (∂∂̄ω = 0を満たす)は弦理論との関わりが知られており活発に研究が
進められている. 本稿では, 概複素構造が可積分でない場合に話を一般化して問題を考察
する. 多くの先行研究では, 複素構造が入っている場合を調べており, Hermitian多様体に
おける研究がほとんどである. その理由として, 概複素構造が可積分でない場合, つまり
Nijenhuisテンソルが消えない場合は計算が非常に煩雑になり, 例えば偏微分方程式の滑
らかな解の存在性を示す際に不可欠であるアプリオリ評価を得ることが難しくなること
が挙げられる. まず初めに, 概複素幾何におけるふたつの困難を紹介する.

2 概複素の場合の困難
概複素多様体 (M,J)上の概微分作用素 dは次のように分解される:

d : Λp,qM → Λp+2,q−1M ⊕ Λp+1,qM ⊕ Λp,q+1M ⊕ Λp−1,q+2M,

d = A+ ∂ + ∂̄ + Ā.

ここで,
∂ : Λp,qM → Λp+1,qM, ∂̄ : Λp,qM → Λp,q+1M,

A : Λp,qM → Λp+2,q−1M, Ā : Λp,qM → Λp−1,q+2M.

この作用素Aが消えることと, 概複素構造 Jが可積分であることは同値である. 概複素の
場合の困難の一つとして次が挙げられる.

困難 1. (i) ∂2 = 0が成り立たない. (∂2 = −A∂̄ − ∂̄A)

(ii) ∂∂̄ = −∂̄∂が成り立たない. (∂∂̄ = −∂̄∂ − AĀ− ĀA)

困難 1.から, Hermitianの場合に一般に知られている滑らかな解のグラディエント評
価を得る方法を適用することが難しくなる. 更にもう一つ以下の困難が挙げられる.

困難 2. 滑らかな実数値関数uに対して∇q̄∇q∇p̄∇puと∇p̄∇p∇q̄∇quの差を計算するとき,
T r
p̄q̄ = N r

p̄q̄を含む項が残り, eq{T r
p̄q̄erep(u)}をどのように処理するかが問題になる. ここで,

∇はChern接続, T はトーション, N はNijenhuisテンソル, {ei}は局所 (1, 0)フレーム.

困難 2.における計算は, 滑らかな解の 2階微分のアプリオリ評価をする際に必要であ
り, このままでは 3階の微分が残るため求める評価が得られない. これら 2つの困難を乗
り越えるための方法を次に紹介する.
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3 概複素幾何学のための新しい方法
次の特別な局所ユニタリー (1, 0)フレームの存在が計算に必要になる.

補題 3.1. (cf. [8, Lemma 2.4]) (M,J, α)を概Hermitain多様体, ∇を概Hermitian計量 α
に関するChern接続とする. 任意の点 p0 ∈M のまわりで, 局所ユニタリー (1, 0)枠 {er}r
で

αij̄(p0) = δij, ∇er(p0) = 0

を満たすように取れる.

概Hermitain多様体 (M,J, α)における一般の局所 (1, 0)枠{ep}pに対してT k
ij = T k(ei, ej),

T k
īj̄ = T k(eī, ej̄)を αに関するトーション T = T ′ + T ′′ (T ′ ∈ Γ(Λ2,0M ⊗ T 1,0M), T ′′ ∈

Γ(Λ0,2M⊗T 1,0M))の成分, Lieブラケット積の構造係数Bs
kj, B

k̄
ijは [ei, ej] =: Bk

ijek+B
k̄
ijek̄

で定義される. Γk
ij は Christoffelの記号で, Γk

ij = αkl̄ei(αjl̄) − αkl̄αjs̄B
s̄
il̄
で与えられる. こ

こで, T k
īj̄ = Nk

īj̄ = −Bk
īj̄, N はNijenhuisテンソル. またM 上の滑らかな関数 φに対して,

∂p∂q̄φ = (epeq̄ − [ep, eq̄]
(0,1))(φ), eiej̄(φ) = ∇i∇j̄φ+Bk̄

ij̄ek̄(φ).

補題 3.1より, p0のまわりで特別な局所 (1, 0)枠 {er}rを取れば, この (1, 0)枠 {er}rに対し
て Γk

ij(p0) = 0, T k
ij(p0) = −Bk

ij(p0), B
k
ij̄(p0) = Bk̄

ij̄(p0) = 0が得られることに注意する.

補題 3.1の局所ユニタリー (1, 0)枠 {er}rを用いることで以下の 2つの補題が得られる.

補題 3.2. (cf. [5, Lemma 3.1, 3.3]) M 上の滑らかな実数値関数 φに対して次が得られる:

∂2φ(ek, ej) = T s̄
jk∂̄φ(es̄),

∂2∂̄φ(ek, ej, eī) = ∂̄(T s̄
jk)(eī)∂̄φ(es̄), ∂̄∂∂̄φ(ek̄, ej, eī) = ∂(T s

īk̄)(ej)∂φ(es).

補題 3.3. (cf. [5, Lemma 3.2]) M 上の滑らかな実数値関数 φに対して
T s
j̄k̄eies(φ) = H s

k̄j̄i es(φ) + T r
k̄j̄T

s̄
ires̄(φ).

ここで, HはChern曲率の成分で, H ∈ Γ(Λ2,0M ⊗ End(T 1,0M)).

補題 3.2と補題 3.3により, 2階及び 3階の微分を 1階の微分に落とすことができるた
め, 困難 1.と困難 2.を乗り越えるための方法になる.

4 放物型Monge-Ampère型方程式への応用
本稿では, コンパクト概Hermitian多様体上の放物型Monge-Ampère型方程式に関する結
果を紹介する. 以下 (M2n, J, α)を実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概Hermitian多様体と
し, α0をもうひとつのM 上の概Hermitian計量とする. 次の放物型Monge-Ampère型方
程式を任意のψ ∈ C∞(M,R)に対して考察する. 以下, ∗はHodgeのスター作用素とする.

(1)


∂
∂t
u = log

(
ϖ+ 1

n−1
[(∆u)α−

√
−1∂∂̄u]+Z(∂u)

)n

αn − ψ, u(0) = u0 ∈ C∞(M,R)

ϖ + 1
n−1

[(∆u)α−
√
−1∂∂̄u] + Z(∂u) > 0 on M,

ϖ := 1
(n−1)!

∗αn−1
0 , ∆u = αj̄i∂i∂j̄u, Z(∂u) :=

1
(n−1)!

∗ [Re(
√
−1∂u∧ ∂̄(αn−2))]とする. Zheng

は [9]において, コンパクトHermitian多様体上でGauduchon性 (∂∂̄(ωn−1) = 0)を保存す



る放物型方程式 (1)の解の収束を示すことでGauduchon予想 (cf. [9, Conjecture 1.2])の
別証明を与えている. 論文 [5]では Zhengの議論を概Hermitianに一般化して以下の結果
を示している. ここで, 方程式 (1)の線形化作用素は 2階の楕円型作用素なので放物型理論
によって (1)の滑らかな解の短時間存在が分かることに注意する (短時間解の存在定理).

定理 4.1. (cf. [5, Theorem 1.1]) M × [0,∞)上で方程式 (1)の滑らかな一意解が存在する.
ここで, uの正規化をVolα(M) :=

∫
M
αnに対して,

(2) ũ(x, t) := u(x, t)− 1

Volα(M)

∫
M

u(y, t)αn(y)

と定義すると, ũは t→ ∞のとき, 滑らかな関数 ũ∞に収束し, ũ∞は次の楕円型方程式の
一意解になる:

log
(ϖ + 1

n−1
[(∆ũ∞)α−

√
−1∂∂̄ũ∞] + Z(∂ũ∞))n

αn
= ψ + b̃,

b̃ :=
1

Volα(M)

∫
M

(
log

(ϖ + 1
n−1

[(∆ũ∞)α−
√
−1∂∂̄ũ∞] + Z(∂ũ∞))n

αn
− ψ

)
αn.

定理 4.1より, 与えられた滑らかな関数F ∈ C∞(M,R)に対して, ψ = (n− 1)F と選び
実定数 b̃ ∈ Rを加えると, 滑らかな関数 ũ∞はコンパクト概Hermitain多様体 (M,J, α)上
で概Hermitain計量 α0に対して次の方程式の一意解になる:

(3) log

(
ϖ + 1

n−1
[(∆αu)α−

√
−1∂∂̄u] + Z(∂u)

)n

αn
= (n− 1)(F + b).

この方程式は

(4) ωn−1 = αn−1
0 +

√
−1∂∂̄u ∧ αn−2 +Re

(√
−1∂u ∧ ∂̄(αn−2)

)
> 0.

で与えられる概Hermitian計量 ω に対して次の方程式に同値:

(5) ωn = eF+bαn.

この議論から, [4, Theorem 1.2]の結果と同様に次の系が得られる.

系 4.1. (M2n, J, α)を実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概 Hermitian多様体とし, α0 を
もう一つの概 Hermitian計量とする. 任意に与えられた F ∈ C∞(M,R)に対して, 組
(u, b) ∈ C∞(M,R) × Rで, (4)で与えられる ωが方程式 (5)を満たすものが一意に存在
する.

注意 4.1. 系 4.1の証明は, Huangと Zhangによる 2023年の論文 [4, Theorem 1.2]の放物
型方程式を用いた別証明である.

5 定理の証明の概要
実 2n次元 (n ≥ 3)のコンパクト概Hermitian多様体 (M2n, J, α)上で, 補題 3.1より任意の
点 p0 ∈ M のまわりで, 概Hermitian計量 αに関する局所ユニタリー (1, 0)フレーム {er}
でαij̄(p0) = δij かつ∇e(p0) = 0を満たすように取れる. この局所 (1, 0)フレーム {er}を用
いることで方程式 (1)の滑らかな解 uに対して補題 3.2と補題 3.3から次の関係式を得る.

(6) T s
j̄k̄eies(u) = H s

k̄j̄i es(u) + T r
k̄j̄T

s̄
ires̄(u),



(7) ∂2u(ek, ej) = T s̄
jk∂̄u(es̄),

(8) ∂2∂̄u(ek, ej, eī) = ∂̄(T s̄
jk)(eī)∂̄u(es̄), ∂̄∂∂̄u(ek̄, ei, ej̄) = ∂(T s

īk̄)(ej)∂u(es).

点p0は任意に取られていたので,上式 (6),(7),(8)はM全体で成り立つ. 以下, T ∈ (0,∞]
は方程式 (1)の最大存在時間とする.

命題 5.1. (cf. [5, Proposition 4.1]) uをM× [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とするとき,
正の定数 C が存在して supM×[0,T ) |

√
−1∂∂̄u|α ≤ CK を満たす. ここで C は (M2n, J, α),

α0, supM |ψ|に依存する定数で, K := 1 + supM×[0,T ) |∇u|2αとする.

証明の概要. 関係式 (6)によって, eq{T r
p̄q̄eper(u)}は eq{H s

q̄p̄p es(u) + T r
q̄p̄T

s̄
pres̄(u)}で表さ

れ, 微分の階数をひとつ落とすことができる.

関係式 (7),(8)と 2階のアプリオリ評価を用いることで, 次のアプリオリなグラディエ
ント評価が得られる.

命題 5.2. (cf. [5, Proposition 5.1]) uをM × [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とする. 任
意に有限時間 0 < T ′ < T ≤ ∞を選ぶ. このとき, (M2n, J, α), α0, u0, supM |ψ|, ∥v∥C2(M)

に依存する正の定数Cが存在して supM×[0,T ′) |∇u|2α ≤ Cを満たす.

証明の概要. (i) (7)によって ∂2uはトーション T = T ′ + T ′′の成分 T̄ ′′と ∂̄uで表せて,
(8)によって, ∂2∂̄u (resp. ∂̄∂∂̄u)は ∂̄T̄ ′′ (resp. ∂T ′′)と ∂̄u (resp. ∂u)で表せる.

(ii) Guo-Phong-Tongのグラディエント評価を得る方法 (cf. [3])と, 解析学でよく知られ
た方法である Sobolev不等式やMoserの反復法などを援用する.

命題 5.1, 命題 5.2の 1階と 2階のアプリオリ評価より方程式 (1)は一様放物型であり
Schauder評価によって, 高階のアプリオリ評価を得るためには√

−1∂∂̄uのHölder評価が
得られれば十分である (cf. [2, Lemma 6.1]). このHölder評価は [1, Theorem 5.3]から得
られる. 方程式 (1)を微分してブートストラッピング法を適用することで高階のアプリオ
リ評価が得られる.

命題 5.3. (cf. [5, Lemma 6.1]) uをM × [0, T )上の方程式 (1)の滑らかな解とする. 任意
に有限時間 0 < T ′(< T ≤ ∞)を選ぶ. このとき, 任意の ε ∈ (0, T ′)と正の整数 kに対して,
k, ε, (M2n, J, α), α0, u0に依存する正の定数Ckが存在して supM×[ε,T ′) |∇ku(x, t)| ≤ Ckを
満たす.

解の一意性は一般的な放物型方程式の理論から得られる. 長時間解については, 高階の
アプリオリ評価 (命題 5.3)と短時間解の存在性定理から, T <∞とすると解を延長できる
ことが分かり T が最大存在時間であることに反するため T = ∞が得られる. Zhengによ
り [9]で証明されている Harnack不等式は, 概 Hermitian幾何でも Hermitianの場合と同
様に証明可能であり (cf. [2, Lemma 7.2]), このHarnack不等式と (2)で定義した uの正規
化 ũのC0評価 (cf. [9, Proposition 3.2])により ũの定理 4.1の収束の結果を得る.

6 その他の応用例
実 2n次元コンパクト概Hermitian多様体 (M2n, J, ω)上でのその他の応用例を紹介する.



(i) Fu-Yau方程式 (cf. [6]) : Stromingerシステムを一般化した完全非線形 (fully non-
linear)方程式

(9)
√
−1∂∂̄(euω − αe−uρ) ∧ ωn−2 + nα

√
−1∂∂̄u ∧

√
−1∂∂̄u ∧ ωn−2 + µ

ωn

n!
= 0

ここで α( ̸= 0)はスロープパラメータと呼ばれる定数で, ρは滑らかな実 (1, 1)形式,
µは滑らかな実数値関数とする.

(ii) Calabiフロー (cf. [7]) : 満渕エネルギーのグラディエントフローである 4階の準線
形 (quasilinear)放物型方程式

(10)
∂u

∂t
= Ru, u(0) = 0

ここでRu := trωu Ric
(1,1)(ωu)は ωu = ω +

√
−1∂∂̄uのChernスカラー曲率である.

(i), (ii)において, (M2n, J, ω)は擬 (quasi-)Kählerとすると ∂̄ω = 0は, ωに関するトーショ
ンについて i, j, k = 1, 2, . . . , nに対して T k

ij = 0 (i.e., T ′(ω) = 0)であることと同値なので
補題 3.2と ∂̄(T s̄

jk)(eī) = T l̄
kjT

s̄
l̄̄i
より次の補題が得られる. 計算は任意の点 p0 ∈Mのまわり

で補題 3.1の局所ユニタリー (1, 0)フレーム {er}で行う.

補題 6.1. M 上の滑らかな実数値関数 φに対して次が成り立つ:

(11) ∂2∂̄φ(ek, ej, eī) = 0, ∂̄∂∂̄φ(ek̄, ei, ej̄) = 0.

関係式 (11)において点 p0は任意で取られているので, ∂2∂̄φ = 0, ∂̄∂∂̄φ = 0がM 上全
体で成り立つ. この関係式は, (9)の場合には C0評価を得るのに不可欠であり, (10)の場
合には擬Kähler性がCalabiフローに沿って保存されることを示すことに用いられる.
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