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1 導入
解析的捩率は，コンパクト Kähler 多様体の Laplacian のスペクトルに対して定まる実数
であり，Rayと Singerによって導入された．吉川は，K3曲面と反シンプレクティック対合
の組に対して，解析的捩率の同変版である同変解析的捩率を用いた不変量を構成した．この
不変量は，各変形族のモジュライ空間上の関数として或る方程式を満たしている．さらにこ
の不変量は，Borcherds積と Siegelモジュラー形式のテンソル積として得られる保型形式の
Peterssonノルムで表されることも示されている．
単連結なコンパクト Kähler多様体 X であって，至る所非退化な正則 2-形式 η が存在して

H0(X,Ω2
X)が η で生成される時，X を正則シンプレクティック多様体という．X は複素偶

数次元であり，2次元正則シンプレクティック多様体は K3曲面である．また，K3曲面の n

点の Hilbert スキームもまた正則シンプレクティック多様体である．このような多様体と変
形同値な正則シンプレクティック多様体を K3[n] 型多様体という．正則シンプレクティック
多様体 X の正則対合 ι : X → X であって，H0(X,Ω2

X)に −1倍で作用するものを反シンプ
レクティック対合と呼ぶ．
本講演では，K3[2] 型多様体とその反シンプレクティック対合の組について考察する．こ
の同変解析的捩率を用いて不変量を構成し，周期領域から定まる直交型モジュラー多様体上
の関数としてある方程式を満たすことを示す．またその応用として吉川の不変量や，ある種
の 4次元 Calabi-Yau多様体の BCOV不変量との比較に関する結果を紹介する．

2 不変量の構成
不変量を構成するために，まず同変解析的捩率を定義する．V をコンパクト Kähler 多様
体，θ : V → V を正則対合とする．θ が生成する位数 2の群を µ2 と表し，θ により誘導され
る V の µ2-作用を考える．E = (E, hE) を µ2-同変正則ベクトル束とその µ2-不変 Hermite

計量の組とする．g ∈ µ2 に対して，E の同変解析的捩率を，

τg(E) = exp{−
∑
q≧0

(−1)qqζ ′0,q,g(0)}



と定義する．ここで，ζ0,q,g(s)は，V 上の E に値をとる滑らかな (0, q)-形式に作用するラプ
ラシアンのゼータ関数である．g = 1の場合には，τ1(E)の代わりに τ(E)と表す．
(X, ι)を反シンプレクティック対合付きK3[2] 型多様体とする．hX をX の ι不変 Kähler

計量とし，対応する Kähler形式を ωX とする．簡単のため hX は Ricci平坦であると仮定す
る．hX が誘導する正則余接束 Ω1

X の Hermite 計量も hX で表す．Ω̄1
X = (Ω1

X , hX) の同変
解析的捩率を τι(Ω̄

1
X)と表す．

対合 ι : X → X の固定点集合を Xι とする．Xι は連結とは限らない滑らかな複素曲面で
ある．自明直線束 OXι とその自明な計量の組を ŌXι で表す．ŌXι の解析的捩率を τ(ŌXι)

と表す．
t = Tr(ι∗|H1,1(X)) とする．(X,ωX) の体積を Vol(X,ωX) で表す．ωXι = ωX |Xι とし，

(Xι, ωXι) の体積を Vol(Xι, ωXι) で表す．VolL2

(
H1(Xι,Z), ωXι

) を H1(Xι,R) の格子
Im

(
H1(Xι,Z) → H1(Xι,R)

)の，ωXι が誘導する L2-計量に関する余体積とする．

定義 1. 実数 τ(X, ι)を次のように定める．

τ(X, ι) = τι(Ω̄
1
X)Vol(X,ωX)

(t−1)(t−7)
16 τ(ŌXι)−2 Vol(Xι, ωXι)−2 VolL2(H1(Xι,Z), ωXι).

定理 2 ([6]). τ(X, ι)は ι不変な Ricci平坦 Kähler計量の取り方に依らず，(X, ι)の不変量
を与える．

格子 L2 を L2 = LK3 ⊕ Ze と定める．ここで，LK3 は K3 格子，e は e2 = −2 と
(e, LK3) = 0 を満たす元である．Boissière-Camere-Sarti [1] は，対合付き K3[2] 型多様体
(X, ι)の不変部分空間 H2(X,Z)ι として得られる L2 の双曲型部分格子を分類した．このよ
うな格子を許容的部分格子と呼ぶ．許容的部分格子M に対し，K3[2] 型多様体のMBM類か
らM の正錐に部屋構造が定まり，各部屋は Kähler的部屋と呼ばれる．対合付きK3[2] 型多
様体の変形同値類は許容的部分格子M と Kähler的部屋 Kの組によって定まる．
反シンプレクティック対合付きK3[2] 型多様体 (X, ι)は，(M,K)に対応する変形同値類に
属する時，(M,K)型対合付きK3[2]型多様体であるという．(M,K)型対合付きK3[2]型多様
体の同型類全体の集合を M̃M,K と表す．Joumaah[7]は (M,K)型対合付き K3[2] 型多様体
の周期の空間として直交型モジュラー多様体MM,K と，周期写像 PM,K : M̃M,K → MM,K

を構成し，PM,K の像が Zariski開部分集合M◦
M,K := MM,K \ D̄M⊥ であることを示した．

ここで D̄M⊥ はMM,K の或る因子である．さらに周期写像 PM,K : M̃M,K → M◦
M,K は或る

因子を除いて単射であることを示した．
定理 2と Joumaahの定理により，不変量 τ を各M◦

M,K 上の関数の見なすことができる．
このようにして τ から得られるM◦

M,K 上の関数を τM,K で表す．



3 曲率公式
τM,Kの曲率公式を説明する．ωMM,K を，Bergman計量が誘導するMM,Kの軌道体として
の Kähler形式とする．M◦

M,K 上の (1, 1)-形式 σM,K を次で定める．任意の (X, ι) ∈ M̃M,K

に対して，

P∗
M,KσM,K = c1(π∗Ω

1
X ι/Def(X,ι), hL2)− c1(R

1π∗OX ι , hL2)− 2c1(π∗KX ι/Def(X,ι), hL2).

ここで，PM,K : Def(X, ι) → MM,K は (X, ι)の倉西族 π : (X , ι) → Def(X, ι)の周期写像
である．

定理 3 ([6]). 関数 τM,K は，M◦
M,K 上で以下の方程式を満たす．

−ddc log τM,K =
(t+ 1)(t+ 7)

8
ωMM,K + σM,K.

定理 3の応用として，τM,K と 2-初等 K3曲面の不変量との比較公式が得られる．そのため
に 2-初等 K3曲面について説明する．M0を LK3の原始的 2-初等双曲型部分格子とする．K3

曲面とその正則対合の組 (Y, σ)がM0 型 2-初等 K3曲面であるとは，α(H2(X,Z)σ) = M0

となる同型 α : H2(X,Z) → LK3 が存在することである．M0 型 2-初等 K3曲面のモジュラ
イ空間はM⊥

0 に付随する直交型モジュラー多様体MM0
の或る Zariski開集合M◦

M0
である

（[9]）．吉川 [9]は，同変解析的捩率を用いてM0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)の不変量 τM0
(Y, σ)

を構成し，τM0 は Borcherds積と Siegelモジュラー形式のテンソル積として得られるMM0

上の保形形式の Peterssonノルムで表されることを示した．M0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)に
対して，2点の Hilbertスキーム Y [2] の反シンプレクティック対合 σ[2] : Y [2] → Y [2] が自然
に誘導される．

定理 4 ([4]). 格子 M0 の階数が 17 以下であることと，MM0 の判別因子の既約性を仮定
する．このとき，M0 のみに依存する正定数 CM0 が存在し，任意のM0 型 2-初等 K3 曲面
(Y, σ)に対して，次が成り立つ．

τ(Y [2], σ[2]) = CM0
τM0

(Y, σ)−2(rk(M0)−9).

M0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)から上の構成で得られる対合付き K3[2] 型多様体 (Y [2], σ[2])

を (XY , ιY )と表す．Camere-Garbagnati-Mongardi [3]は，商 XY /ιY の自然なクレパント
特異点解消として 4次元 Calabi-Yau多様体 ZY を構成した．τBCOV (ZY )を ZY の BCOV

不変量とする

定理 5 ([5]). M0 は定理 4と同様であるとする．このとき，M0 のみに依存する正定数 C ′
M0

が存在し，任意のM0 型 2-初等 K3曲面 (Y, σ)に対して，次が成り立つ．

τBCOV (ZY ) = C ′
M0

τ(XY , ιY ).



具体例を述べるために，以下 M0 = U(2) ⊕ E8(2) を仮定する．M0 型 2-初等 K3 曲面
(Y, σ)に対して，商 Y/σは Enriques曲面であり，この対応によりM◦

M0
は Enriques曲面の

粗モジュライ空間である．M◦
M0
上に零点を持たない重さ 4 の保型形式 Φ が Borcherds [2]

により構成されており，Borcherds Φ関数と呼ばれる．一方，Oguiso-Schröer [8]と Camere-

Garbagnati-Mongardi [3] によると，ZY は Enriques 曲面 Y/σ の 2 点の Hilbert スキーム
の普遍被覆である．

定理 6 ([5]). 正定数 C が存在し，任意の Enriques曲面 S に対して，

τBCOV (S̃[2]) = C∥Φ([S])∥

が成り立つ．ここで，S̃[2] は S の 2 点の Hilbert スキームの普遍被覆であり，∥Φ([S])∥ は
Borcherds Φ関数の Enriques曲面 S の周期における Peterssonノルムの値である．
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