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概 要
2つの torsion-freeなアファイン接続が非退化な計量に関して双対であるとき，これをCodazzi

構造と呼ぶ．非退化な等積アファインはめ込みが与えられたとき，その誘導接続やアファイン
基本形式を用いて，Codazzi構造が自然に誘導されることが知られている．また逆に，Codazzi
構造が与えられたとき，それを誘導するアファイン接続が存在するための条件も知られている．
本研究では，Codazzi構造の定義を退化する計量を許容するように拡張し，それが（退化）等
積アファインはめ込みと，上述のような関係を持つことを示す．

1 はじめに
多様体がアファインはめ込みとして実現可能であるための条件を調べることは，微分幾何におけ

る重要な問題の一つである．1918年，Radonは 2次元多様体がアファインはめ込みとして実現でき
るための条件を調べた [8]．一方，多次元の場合については 1990年にDillen–Nomizu–Vrankenに
より，統計構造が関与する形でその理論が拡張された [3]（定理 2.7）．統計構造はCodazzi構造とも
呼ばれ，計量を用いて定義される幾何構造である．講演者は先行研究 [4]において，quasi-Codazzi

構造を導入した．これは計量の退化を許容するようにCodazzi構造を一般化した幾何構造である．
本研究では，quasi-Codazzi構造が自然に現れる具体例としてアファインはめ込みを取り上げる．
さらに，定理 2.7の仮定を退化する計量へと弱めた際には，quasi-Codazzi構造が関与する形で定
理が拡張できることを紹介する．以下に概要を述べる．
2つの torsion-freeなアファイン接続が計量に関して双対な関係にあるとき，それらを Codazzi

構造と呼ぶ．特にそのアファイン接続が共に平坦であるときにはHesse構造と呼ばれ，Hesse構造
は様々な応用を持つ．しかし，応用上は計量が退化する場合があり，そのような場合にはHesse構
造を定義することができない．Nakajima–Ohmoto[6]により，計量の退化を許容するHesse構造と
して quasi-Hesse構造が導入された．今回紹介する quasi-Codazzi構造はCodazzi構造の一般化で
あり，特に，接続が共に平坦な quasi-Codazzi構造は quasi-Hesse構造となっている．
アファインはめ込みとは超曲面はめ込み f :M → Rn+1と横断的ベクトル場 ξの組であり，特に

アファインはめ込みが非退化かつ等積であるとき，M 上に計量とアファイン接続が誘導され，そ
れらはCodazzi構造をなす．逆に，アファイン微分幾何学の基本定理より，Codazzi構造が与えら
れたとき，それを誘導する非退化等積アファインはめ込みが存在するための条件も知られている．
本研究では，同様の関係が quasi-Codazzi構造に対しても成り立つことを示す．すなわち，（退化）
等積アファインはめ込みが与えられたときそれが quasi-Codazzi構造を誘導することを示し，逆に
quasi-Codazzi構造が与えられたとき，それを誘導する（退化）等積アファインはめ込みが存在す
るための条件を報告する．
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2 準備
2.1 Codazzi構造
本節では統計多様体の定義とその性質を解説する．より詳しい解説は [1, 2, 5]を参照されたい．

(M,h)をn次元擬リーマン多様体とし，∇をM上のアファイン接続とする．また，X,Y, Z ∈ Γ(TM)

とする．

定義 2.1 ([1, 2, 5])．∇の計量 hに関する双対接続∇∗を次で定義する．

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ).

hの非退化性より∇∗は一意に存在し，明らかに (∇∗)∗ = ∇が成り立つ．
また，∇と∇∗が共に torsion-free，つまり，

∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0, ∇∗
XY −∇∗

YX − [X,Y ] = 0

が成り立つとき，3つ組 (h,∇,∇∗)をM 上のCodazzi構造という．特に∇と∇∗が共に平坦（曲
率が消えている）なとき，Hesse構造と呼ぶ

命題 2.2 ∇が torsion-freeであるとする．このとき，∇∗が torsion-freeであるという条件と (0, 3)-

テンソル∇h(X,Y, Z) := Xh(Y, Z)−h(∇XY, Z)−h(Y,∇XZ)が全対称であることが同値である．

2.2 アファインはめ込み
本節ではアファインはめ込みの定義と性質を紹介する．より詳しい解説は [5, 7]を参照された

い．f :M → Rn+1をはめ込み，Dを Rn+1上の標準接続とする．

定義 2.3 ξ ∈ Γ(f∗TRn)が f に沿った横断的ベクトル場であるとき，つまり，直和分解 TRn =

f∗TM ⊕ Span{ξ}が成り立つとき，組 {f, ξ}をアファインはめ込みと呼ぶ．

アファインはめ込み {f, ξ}が与えられたとき，上記の直和分解を用いて，M 上に次の諸量が誘
導される：

DXf∗Y = f∗(∇XY ) + h(X,Y )ξ, DXξ = −f∗(S(X)) + τ(X)ξ.

∇を誘導接続，hをアファイン基本形式，Sをアファイン型作用素，τ を横断的接続形式と呼ぶ．
特に∇は torsion-freeであり，hは対称性をもつ．これらの諸量は次の 4つの基本方程式をみたす
ことが知られている．

(i) Gauss方程式：R∇(X,Y )Z = h(Y, Z)S(X)− h(X,Z)S(Y );

(ii) Codazzi方程式 (I)：(∇Xh)(Y, Z) + τ(X)h(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) + τ(Y )h(X,Z);

(iii) Codazzi方程式 (II)：(∇XS)(Y )− τ(X)S(Y ) = (∇Y S)(X)− τ(Y )S(X);

(iv) Ricci方程式：h(X,S(Y ))− h(S(X), Y ) = (∇Xτ)(Y )− (∇Y τ)(X) = dτ(X,Y ).



τ ≡ 0が成り立つとき，{f, ξ}を等積アファインはめ込みと呼ぶ．また，hが非退化であるとき
には {f, ξ}を非退化アファインはめ込みと呼ぶ．{f, ξ}が非退化等積アファインはめ込みであると
き，Codazzi方程式 (I)と命題 2.2により (h,∇,∇∗)は Codazzi構造となる．ただし，∇∗は∇の
hに関する双対接続である．

例 2.4 f : Rn 3 (x1, · · · , xn) → (x1, · · · , xn, ϕ(x1, · · · , xn)) ∈ Rn+1，ξ = (0, · · · , 0, 1) ∈ Rn+1と
する．ただし，ϕ ∈ C∞(Rn)である．このとき {f, ξ}はアファインはめ込みとなり，特に ϕによる
グラフはめ込みと呼ばれる．グラフはめ込みに対して諸量を計算すると，各 i, jについて，

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= 0, h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂2ϕ

∂xi∂xj
, S ≡ 0, τ ≡ 0

となる．したがって hが非退化，つまり ϕのヘッセ行列が正則行列であるとき，グラフはめ込み
はHesse構造を誘導する．

アファインはめ込みにより誘導される Codazzi構造について，双対接続は次のようにして構成
することもできる．

定義 2.5 Rn+1を Rn+1の双対空間とし，〈α,v〉 := α(v)とする．ただし，α ∈ Rn+1，v ∈ Rn+1

である．このとき，余法線写像 ν :M → Rn+1を各点 p ∈M で

〈ν(p), f∗Xp〉 = 0, 〈ν(p), ξp〉 = 1

をみたすようにとる．

余法線写像の定義より，微分写像 ν∗を計算すると，

〈ν∗X, f∗Y 〉 = −h(X,Y ), 〈ν∗X, ξ〉 = −τ(X)

が成り立つ．したがって，hが非退化であるとき νははめ込みとなり，さらに νは自身に横断的で
ある．つまり，{ν,−ν}はアファインはめ込みとなる．このとき {ν,−ν}により誘導される接続は
∇の hに関する双対接続となっている．
また，Codazzi構造を誘導するアファインはめ込みの存在性について次の事実が知られている．

定義 2.6 ∇を torsion-freeなアファイン接続とする．局所的に平坦な接続∇と閉形式 ρが存在し

∇XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X

をみたすとき，∇を射影平坦であるという．

定理 2.7 [3] M を単連結多様体，(h,∇,∇∗)を Codazzi構造とする．∇のRicciテンソルが対称，
∇∗が射影平坦であるとき．この Codazzi構造を誘導するアファインはめ込み {f, ξ}が存在する．

3 Quasi-Codazzi構造
本節では quasi-Codazzi構造の定義，及び，その構造と等積アファインはめ込みとの関連を紹介

する．ここで quasi-Codazzi構造とは，Codazzi構造を計量の退化を許容するように拡張したもの



である．今回は簡単のために quasi-Codazzi構造を特別な形で定義する．より詳細な定義は [4]を
参照されたい．
E+をM 上の n階のベクトル束，E−をE+の双対ベクトル束とし，E = E+ ⊕E−を 2n階の

ベクトル束とする．また，X,Y, Z ∈ Γ(TM)，η±, ζ± ∈ Γ(E±)とする．E上の計量 θを

θ(η+ ⊕ η−, ζ+ ⊕ ζ−) =
1

2
{ζ−(η+) + η−(ζ+)}

として定める．

定義 3.1 ∇+をE+上の接続とする．双対接続∇−をE−上の接続として，次で定める．

Xθ(η+, η−) = θ(∇+
Xη

+, η−) + θ(η+,∇−
Xη

−).

θの非退化性から∇−は一意に決まる．

束写像 Φ := Φ+ ⊕ Φ− : TM 3 X 7→ Φ+(X) ⊕ Φ−(X) ∈ E+ ⊕ E− を rankΦ = n かつ
θ(Φ+(X),Φ−(Y )) = θ(Φ+(Y ),Φ−(X))が成り立つようにとる．このとき，M 上の対称 (0, 2)テン
ソル hを h(X,Y ) := θ(Φ(X),Φ(Y ))として定めると，h(X,Y ) = 2θ(Φ+(X),Φ−(Y ))が成り立つ．

定義 3.2 次の 2つの条件，

∇+
XΦ+(Y )−∇+

Y Φ
+(X)− Φ+([X,Y ]) = 0, (3.1)

∇−
XΦ−(Y )−∇−

Y Φ
−(X)− Φ−([X,Y ]) = 0 (3.2)

が成り立つとき，組 (h,E,Φ,∇+,∇−)をM 上の quasi-Codazzi構造と呼ぶ．特に∇+と∇−が共
に平坦（曲率が消えている）なとき，quasi-Hesse構造となる [6]．

注意 3.3 (h,E,Φ,∇+,∇−)を quasi-Codazzi構造とする．hが非退化であることと，Φ+とΦ−が
同型写像になっていることは同値である．したがって，hが非退化であるときには，M 上のアファ
イン接続∇，∇∗ を Φ+(∇XY ) = ∇+

XΦ+(Y )，Φ−(∇∗
XY ) = ∇−

XΦ−(Y )として定義することがで
きる．このとき条件 (3.1)から，

Φ+(∇XY −∇YX − [X,Y ]) = Φ+(∇XY )− Φ+(∇YX)− Φ+([X,Y ])

= ∇+
XΦ+(Y )−∇+

Y Φ
+(X)− Φ+([X,Y ])

= 0

が成り立つ．∇∗ も同様である．したがって，∇と ∇∗ は共に torsion-freeであり，(h,∇,∇∗)は
Codazzi構造となる．

命題 3.4 M 上の (0, 3)テンソル C を

C(X,Y, Z) = −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z))− θ(Φ+(Z),∇−

XΦ−(Y ))}

で定める．Φ+ : TM → E+が同型であり，条件 (3.1)が成り立つと仮定する．このとき，条件 (3.2)

が成り立つことと，C が全対称であることが同値である．



注意 3.5 Φ+が同型のとき，Φ+(∇XY ) := ∇+
XΦ+(Y )としてM 上の接続を定義すると，

C(X,Y, Z) = −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z))− θ(Φ+(Z),∇−

XΦ−(Y ))

= −2{θ(∇+
XΦ+(Y ),Φ−(Z))−Xθ(Φ+(Z),Φ−(Y )) + θ(∇+

XΦ+(Z),Φ−(Y ))}
= 2{Xθ(Φ+(Z),Φ−(Y ))− θ(Φ+(∇XY ),Φ−(Z))− θ(Φ+(∇XZ),Φ

−(Y ))}
= Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

= ∇h(X,Y, Z)

が成り立つ．

例 3.6 (h,∇,∇∗)をM上のCodazzi構造とする．E = E+⊕E− := TM⊕T ∗M，Φ+(X) := id(X)，
Φ−(X) := h(X,−)，∇+ := ∇，∇−

XΦ−(Y ) := Φ−(∇∗
XY )とする．このとき，(h, TM⊕T ∗M,Φ+⊕

Φ−,∇+,∇−)が quasi-Codazzi構造となる．

次に（退化）等積アファインはめ込みから自然に quasi-Codazzi構造が誘導されることを紹介す
る．{f, ξ}を等積アファインはめ込み，νを余法線写像とする．E = E+⊕E− := f∗TM⊕(f∗TM)∗，
Φ+ := f∗，Φ− := −ν∗とし，E+上の接続∇+を∇+

Xf∗(Y ) := f∗(∇XY )とする．hは非退化とは
限らないので∇の双対接続は定義できない．しかし，θを用いてE−上に定義 3.1の意味で双対接
続を取ることができる．

Xθ(η+, η−) = θ(∇+
Xη

+, η) + θ(η+,∇−
Xη).

∇+の定義から条件 (3.1)が成り立ち，さらに，Codazzi方程式 (I)と命題 3.4から条件 (3.2)も成り
立つ．したがって，(h, f∗TM ⊕ (f∗TM)∗, f∗⊕−ν∗,∇+,∇−)は quasi-Codazzi構造になっている．

例 3.7 {f, ξ}を ϕによるグラフはめ込みとする．例 2.4では ϕのヘッセ行列が正則行列であると
きには Hesse構造が誘導されることを紹介した．もし正則でないときには，上記の記号の取り方
によって quasi-Hesse構造が誘導される．

逆に quasi-Codazzi構造が与えられたとき，それを誘導するアファインはめ込みが存在するため
の条件は以下の通りである．

定義 3.8 E をM 上の n階のベクトル束，∇E を E 上の接続，ψ : TM → E を束写像とし，

∇E
Xψ(Y )−∇E

Y ψ(X)− ψ([X,Y ]) = 0

をみたすとする．∇E が (E , ψ)に関して射影平坦であるとは，局所的に E上の平坦接続∇E と ρ ◦ψ
が閉形式となる (0, 1)-テンソル ρ : E → Rが存在し，

∇E
Xγ = ∇E

Xγ + ρ(γ)ψ(X) + ρ ◦ ψ(X)γ

が成り立つときをいう．ただし，γ ∈ Γ(E)である．

定理 3.9 M を単連結多様体，(h,E,Φ+ ⊕ Φ−,∇+,∇−)をM 上の quasi-Codazzi 構造，Φ+ は
同型とする．この quasi-Codazzi 構造を誘導するアファインはめ込みが存在するための条件は，
tr{η− 7→ R−(X,Y )η−} = 0かつ，∇−が (E−,Φ−)に関して射影平坦であることである．ただし，
R−は∇−の曲率である．
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