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概 要
スカラー曲率と剛性に関するGromovの問題提起に対する講演者の研究 [Ori25]を中
心に, 本稿ではその幾何学的背景とアプローチを概説する.

1. 背景:剛性が破れるのはいつか?

スカラー曲率に関して,「剛性」と呼ばれる現象が知られている. その中でも最も基本的な定
理は以下のLlarullによるものである. ここでRiemann多様体X,Y 間のC1級写像 f : X → Y

が 1-contracting であるとは Dil1(f) ≤ 1であることとし, area-decreasing であるとは
Dil2(f) ≤ 1であることとする. (次節のk-dilation Dilk(f)の定義も参照. ) 以降Snは単位球面
Sn = (Sn, gstd)とする.

Theorem 1.1 (Llarull, [Lla98]) Mをn次元のコンパクト, スピンRiemann多様体とする.

さらに写像度が非ゼロの 1-contracting map f : (M, g) → (Sn, gstd)および任意のx ∈ Mに対
して,

Sc(g)x ≥ n(n− 1)

を仮定する. このとき f : (M, g)
∼=−→ (Sn, gstd) は等長同型である.

したがって,上の定理の帰結として特に,球面上のRiemann計量gであってSc(g) ≥ Sc(gstd) ≡
n(n－1)および g ≥ gstdを各点で満たすならば, g ≡ gstdであることがわかる.

近年のGromovによる問い ([Gro18])として, 上記のような剛性は, 部分集合Σを除いていく
と破れるのであろうか? という問いが提起されている.

Question 1.2 (Gromov, [Gro18]) Σ ⊂ Sn を余次元 2以上の閉部分集合とし, gを Sn \ Σ

上のRiemann計量であってg ≥ gstdかつSc(g) ≥ Sc(gstd) ≡ n(n− 1)を満たすとする. このと
きΣがどのような条件であれば, g ≡ gstdとなるか?

図 1: 単位球面内の閉部分集合Σ

上の問いは完備性を課さないが, 定義域が完備な場合もRiemann多様体の端がワイルドである
可能性も含むので, 十分難しく次の問いもある.

Question 1.3 (Gromov, [Gro18]) Σ ⊂ Sn を余次元 2以上の閉部分集合とし, X を向き付
けられた n 次元完備Riemann多様体とする. また, f : X → Sn \ Σ をproperかつ写像度が非

本研究は, JST 次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2110 の支援を受けたものである.
∗〒 606-8502 京都市左京区北白川追分町 京都大学理学研究科 数学教室
e-mail: orikasa.shunichiro.34x@st.kyoto-u.ac.jp



ゼロの滑らかな写像とし, さらにこの写像が1-contracting（またはarea-decreasing）であると
する. このときΣがどのような条件であれば, inf Sc(X) < n(n− 1)となるか? 特に滑らかな閉
曲線Z ⊂ Sn（n ≥ 3）で, 単位球面のスピン構造に関するホロノミーが非自明なものに対して,

不等式 inf Sc(X) < n(n－1)が成り立つかどうか?

これらの問いに対する先行研究はQuestion1.2に関して, 適切な条件下で剛性が成り立つという
結果がある. (Σが有限集合で特に対蹠点の場合 [BBH+24]の結果がある. また計量がL∞計量
のクラスでΣが単位半球面に含まれる場合の研究 [WX24]があるようである. )　Question 1.3

に関しては [Xie23]でΣが単位半球面に含まれ, 1-dilationの条件を緩めた場合の結果があるが,

元の問いの設定で特にホロノミーが非自明な場合は知られていなかった.

本講演の主定理は, Question1.3の部分的な解答を与えるものである. 本講演の内容は [Ori25]

に基づく. 主定理の前に定義を行う. Theorem 1.5において, 埋め込まれた閉曲線Σと任意の管
状近傍W (Σ)を考える. このときホモロジー類h ∈ H2(S

n,W (Σ);R)に対して,

Areag(h) := inf{Areag(C); [C] = h,C ∈ C2(S
n,W (Σ);R)}

と定める. (stable normとも呼ばれる, stable normについては [Kat07]を参照. )

まずQuestion 1.3に関してGromovにより主張がされていたTheorem 1.4の証明を与えた.

Theorem 1.4 ([Ori25]) n = 2m とする. Σ ⊂ Sn を有限個の辺を持つ treeないし, 閉曲線で
あってΣ上での主スピン束 PSpin(n)(S

n)|Σ のモノドロミー変換が自明であると仮定する. (X, g)

を n 次元のスピン完備Riemann多様体とする. f : X → Sn \Σ がproperかつ写像度が非ゼロ
の1-contractingな写像であるとき, 次の評価が成り立つ：

inf
x∈X

Sc(g)x < n(n− 1)

次にTheorem 1.5でホロノミーが非自明な場合に関して, Σを張る曲面の面積とホロノミー
の条件のもとで次の結果を与えた.

Theorem 1.5 ([Ori25]) n > 4 かつ n ≡ 0 mod 4とする. ある普遍定数 C(n) が存在して,

以下の主張が成り立つ: Σ を滑らかに埋め込まれた閉曲線 ι : S1 ↪→ Sn とし, g をSn \ Σ上の
完備Riemann計量とし, S+ を Sn 上の positive spinor bundle, {e2πiθi}i は ι∗S+ に沿ったホ
ロノミーパラメータとする. f : (Sn \ Σ, g) → Sn \ Σは1-contractingな微分同相写像とし,

Areag(h) > C(n) ·max
i

{|θi|}

とする. (ただしW (Σ)はΣ の任意の管状近傍, h ∈ H2(S
n,W (Σ);Z)は整係数の生成元)この

とき次の評価が成り立つ:

inf
x∈X

Sc(g)x < n(n− 1)

証明方法はGromov-Lawsonの解析 [GL83](の定量版)と閉曲線の近傍を変形する写像を組み
合わせることによる. 今回用いたGromov-Lawsonの解析 [GL83]はSchoen-Yauの手法 [SY87]

と関係するものであり, 次節でその説明を行う.

2. スカラー曲率によるRiemann多様体への幾何学的制約

本節では, 必要な概念の定義を導入しつつ, スカラー曲率によってRiemann多様体に与える
幾何学的制約の概要を振り返る. まず, スカラー曲率と多様体 M のトポロジーとの関係を理解
することは, 微分幾何学における主要な問題の一つである. よく知られているようにn次元トー
ラスTnは正のスカラー曲率を持つ計量を許容しない.



Theorem 2.1 (Schoen-Yau ,[SY87], Gromov-Lawson, [GL83]) Tn上のRiemann計量
g が非負のスカラー曲率を持つならば, g は平坦である.

この定理は, Schoen-Yau により次元 n < 8の場合に [SY87]において証明された. その証明
は極小曲面の手法によるものである. この結果は最終的に, Gromov-Lawson が spinorを用いて
任意の次元に対して一般化した（[GL83]を参照）.

本稿の話題のように, Tn から部分集合 K を除いた場合に, その補集合 Tn \K 上に正のス
カラー曲率をもつ計量が存在するかどうか, というのは自然に生じる問いである. この問いに
対する近年の進展は述べないが, [GL83]によりK が部分多様体Tn−1 ⊂ Tnと共通部分を持た
ないコンパクト部分集合であるとき, Tn \K上に完備な正スカラー曲率計量が存在しないこと
は知られている. これはTheorem 2.5から従う事実である.

まず, Riemann多様体 (Mm, g), (Nn, h)の間の C1 級写像 f : M → N に対して, その k-

dilation を以下のように定義する：

Definition 2.2 F : (Mm, g) → (Nn, h) を C1 級写像とする. F は k-dilationを以下で定義
する.

Dilk(F ) := sup
Σk⊂M

Volk(F (Σ))

Volk(Σ)
,

ここで Σk は滑らかな k 次元部分多様体であり, Volk は k 次元Hausdorff測度である.

この量は微分dFx : TxM → TF (x)N の特異値分解から得られる特異値 s1 ≥ s2 ≥ · · · を用い
て計算することで, Dilk(F ) = sup

x∈M
| ∧k dFx|と等しいことがわかる.

Remark 2.3 Dilk(F ) は, 次元 k が異なると真に異なる状況を生み出すことがある. たとえ
ば, ユークリッド空間内の単位閉球B

3 → B
2
の全射であってDil2 を任意に小さくできる写像

の族が存在し, これは Dil1 の場合とは異なる現象である. またスカラー曲率に関しても, area-

enlargeable であって enlargeable でないコンパクト多様体が存在するかどうかは, 現在のとこ
ろ分かっていない（cf. [CS21]）.

(area-)enlargeableの定義は以下である.

Definition 2.4 M を次元 n の向き付けられた連結C∞級多様体とし, k ∈ {1, 2} とする. M

上のRiemann計量 g が enlargeable in dimension k であるとは, 任意の ε > 0 に対して,

以下を満たす連結被覆 M̃ → M と写像

f : (M̃, g) → Sn

が存在することをいう：
• f はコンパクト台を持つ, すなわちあるコンパクト部分集合 K ⊂ M̃ が存在して, f |

M̃\K
は定値写像である.

• f は写像度が 0 でない（fはコンパクト台を持つため写像度が定義できる）.

• f はk-dimensionally ε-contractingである. つまりDilk(f) ≤ ϵ.

ここで, g は g を被覆空間 M̃ に持ち上げた Riemann計量である. 任意の（完備であるか
否かを問わず）Riemann計量 g に対して, M が enlargeable in dimension kであるとき, M

を enlargeable in dimension kという. (M がコンパクトならば, すべての計量が同値で
あるため, ある 1つの計量に対して条件を確認するだけで十分である.) 特に k = 2 のとき,

area-enlargeableと呼ばれ, k = 1 のときには単に enlargeableという.

enlargeableであればarea-enlargeableである. また先ほどのTn \K (ただしK は部分多様体
Tn−1 ⊂ Tnと共通部分を持たないコンパクト部分集合) は area-enlargeableである. 次の結果
がよく知られている.



Theorem 2.5 (Gromov-Lawson, [GL83]) area-enlargeableな多様体は,正のスカラー曲率
を持つ完備Riemann計量を持たない.

それでは, スカラー曲率が正であるとき, Riemann多様体に課される幾何学的制約はどのよ
うなものがあるか. 最も代表的な結果は, 以下のGromov-LawsonによるUrysohn幅の評価で
ある.

Theorem 2.6 (Gromov-Lawson, [GL83]) (M3, g) を単連結な3次元完備Riemann多様体
とし, Sc(g) ≥ 2 を満たすとする. このとき, 距離グラフ (K, d) と1-Lipschitz写像φ : (M, g) →
(K, d) が存在し, 任意の点 p ∈ K に対して

diam(φ−1(p)) ≤ 12√
3
π

が成り立つ. つまりM の Urysohn 1-幅が 12√
3
π 以下であることを意味する.

スカラー曲率が体積の比 Vol(Bg(p;r))
ωnrn の r → 0におけるテイラー展開の 2次の係数として現れ

ることに着目したTheorem 2.6の一般化に相当する結果も知られている. 次のGuthによる２
つの結果の証明では, ある被覆を用いて空間を近似し, その脈体に関して極小曲面論を用いた解
析を行う手法に基づいている.

Theorem 2.7 (Guth, [Gut11]) ある定数 n > 0 が存在して, 次のことが成り立つ. (Mn, g)

を閉Riemann多様体とし, ある半径 R > 0 が存在して, (Mn, g) 内の任意の半径 R のボールの
体積が高々 nRn であると仮定する. このとき, Urysohn 幅 UWn−1(M

n, g) ≤ R が成り立つ.

さらに球面への写像と体積の増大に関しては, 次のことが示されている.

Theorem 2.8 (Guth, [Gut11]) (Mn, g) から単位球面への写像度 1の 1-Lipschitz写像 f :

M → Snがあるとする. このとき任意の R ≤ 1 に対して

V (R) ≥ δ(n)Rn

が成り立つ.

再び spinorを用いた手法に戻る. 極小曲面を用いたアプローチではスカラー曲率が正の下で,

極小曲面の直径や 2次シストールの評価が示されていた. その類似がDirac operatorの解析に
も存在し, 主に次の結果の証明に用いられた. (この手法は [GL83]においてSchoen-Yauの手法
と spinorを用いた手法の関係性として指摘されている.)

Theorem 2.9 (Gromov-Lawson, [GL83]) X をコンパクトな enlargeable多様体とする.

このとき X × R2 上において, 次の条件を満たすような一様に正のスカラー曲率を持つ完備な
Riemann計量 g は存在しない：X × R2 内に, {∗} × R2 と同じ局所有限ホモロジー類に属し,

かつ面積有限なproperに埋め込まれた曲面が存在しない.

Theorem 1.5の証明は, このGromov-Lawsonの解析の応用によるものである.

3. 主結果の証明の概略

本節では, 主結果Theorem 1.5の証明の概略について述べる (Theorem 1.4も同様の議論に
よって示される). 証明は背理法による. つまり infx∈X Sc(g)x ≥ n(n − 1) を仮定する. Llarull

の定理 [Lla98]の証明と同様に単位球面上のClifford束Cl(TSn)の f による引き戻しを考えた
い. より正確には, f : Sn \ Σ → Sn \ ΣにΣの管状近傍の deformを施した hに対して引き
戻しE = h∗Cl(TSn)を考える. 次元が 4以上であるため, S1が標準的な埋め込みとアイソト
ピックになる. 上記の hと整合的になるような微分同相写像 ϕ : Sn \ Σ → Sn−2 × R2を固
定する. ϕにR2の動径方向と偏角の方向の成分を合成することで, δ : Sn \ Σ → R≥0, およ
び β : X>0 → S1を定める. ただし δによる level setをX[a,b] := δ−1([a, b])のように定める.



図 2: Tの状況

次のステップとして微分 1形式 φ = β∗dθ を考え,

以下の「Plateau問題」を考察する：

e(a) := inf
{
Areag(T ) | T ∈ C2(X[0,a], X[a−1,a]), ∂T (φ) = 1

}
.

この関数 e(a) は単調非減少である. 仮に

lim
a→∞

e(a) ≤ C(n) ·max
i

{|θi|}

が成立すると, 境界がΣの管状近傍にかかるような
十分大きいサイクルで条件を破るものが取れてしまう. よって lim

a→∞
e(a) > C(n) ·max

i
{|θi|} が

必要である. (C(n)は最後のステップで取り方が確定する. )

以上により e(a)は下からの評価がとれて, Gromov-Lawsonの議論 [GL83]（の定量版）によ
り微分 2形式の comassノルム ||dω||の制約を満たす微分１形式φの拡張ωがとれる. これを元
にClifford束とXの端で同型になる複素ベクトル束F が構成される (この構成においてhの定
め方を用いる). つまり, S1上ではClifford束の接続 1形式は θiを用いて直線束の直和に分解さ
れ, hを用いてXの端においては引き戻される. ωを用いてX上に拡張された直線束と大域的
な接続1形式が定まりそれらの直和としてFを定義すればよい.

最後のステップでは,インデックスの計算を行う. まず, twisted Dirac operator /D
+
Eおよび /D

+
F

の解析的インデックスがゼロであることはWeitzenböck formulaより導かれる. さらに relative

index theoremより twisted Dirac operatorの解析的インデックスの差は特性類（Â類と Chern

類）で計算される. 解析的インデックスはゼロである一方, トポロジカルなインデックスは非ゼ
ロであり矛盾が導かれる.
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