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FOURIER-HERZ 空間上での NAVIER-STOKES 方程式の解析性とその応用

中里 亮介 (信州大学 工学部)∗

1. Introduction; Navier-Stokes equations, Function spaces

1.1. Navier-Stokes方程式に対する問題意識. 本稿では, 流体力学の基礎方程式, 特に水などの
粘性流体の運動を記述する非圧縮性 Navier-Stokes方程式の初期値問題を, d次元ユークリッド空
間 Rd (d ≥ 2) 上で考察する:

∂tu− ν∆u+ div (u⊗ u) +∇p = 0, t > 0, x ∈ Rd,

div u = 0, t > 0, x ∈ Rd,

u|t=0 = u0, x ∈ Rd.

(1.1)

ただし u = u(t, x) : R+ ×Rd → Rd, p = p(t, x) : R+ ×Rd → Rdはそれぞれ, 流体の速度ベクトル
場と圧力を表す未知函数であるとし, u0 = u0(x) : Rd → Rdは初期流速を表す. また ν > 0は粘性
係数を表し, テンソル積 u⊗ uは d次正方行列 (uiuj)i,j (uiは流速ベクトル場 uの第 i成分を表す)

で定義される. div u = 0の条件下では, div (u⊗ u) = (u · ∇)uが成り立つ.

この初期値問題 (1.1)に対する著名な未解決問題の一つとして, 2000年にクレイ数学研究所から
提唱された, 「Navier-Stokes方程式の解の存在と滑らかさ」が挙げられる†. その解決のためのア
プローチの一つとして, 解の「適切性」と呼ばれる性質を,「臨界空間」と呼ばれる低正則函数空
間上で調べる研究が, これまで盛んに行われてきた. ここで「適切性」とは, Hadamardにより提
唱されたもので, 初期値問題の解の (1)存在性, (2)一意性, (3)初期値連続依存性 (初期値 u0近傍
での解写像の安定性)の総称である. もし (1)から (3)の性質の内一つでも否定された場合, その初
期値問題は「非適切」であるという. また「臨界空間」は, 方程式を不変に保つ時空スケール変換
に対し, ノルム不変となる函数空間と定義する. 例えば, 初期値問題 (1.1)の解 (u, p) と任意のパラ
メータ λ > 0に対して, スケール変換した関数の組 (uλ, pλ) = (uλ(t, x), pλ(t, x))を{

uλ(t, x) = λu(λ2t, λx),

pλ(t, x) = λ2p(λ2t, λx),
(1.2)

と定義すると, (uλ, pλ)もまた方程式 (1.1)の解となることがわかる. このスケール変換に対しノ
ルム不変になる時空函数空間として, Bochner空間 Lr(R+;X) (1 ≤ r ≤ ∞)において X を斉次
Sobolev空間 Ḣs

p(Rd) (s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞) と選んだときの函数空間Lr(R+; Ḣ
s
p)を例として考えて

∗〒 380-8553 長野県長野市若里 4-17-1 信州大学 長野キャンパス 総合研究棟 (W2棟) 6階 602-5.
信州大学 工学部 工学基礎部門 数学教室 助教. E-mail: nakasato@shinshu-u.ac.jp

†Navier-Stokes方程式の解の存在と滑らかさについて:
　 (クレイ数学研究所の HP) http://www.claymath.org/millennium-problems/navier-stokes-equation

1



みる. もし (r, s, p)が 2/r + d/p = 1 + sを満たすならば,

∥uλ∥rLr(R+;Ḣs
p)

=

∫ ∞

0

∥∥F−1
[
|ξ|sûλ

]∥∥r
Lpdt

=λ
(− 2

r
− d

p
+1+s)r

∫ ∞

0

∥∥F−1
[
|ξ|sû

]∥∥r
Lpdt = ∥u∥Lr(R+;Ḣs

p)

が成り立つことから, 2/r + d/p = 1 + sを満たす指数対 (r, s, p)より定まる Lr(R+; Ḣ
s
p)は初期値

問題 (1.1)の臨界空間となることがわかる.

1.2. 初期値問題 (1.1)の適切性・非適切性に関する先行研究. p = 2としたときの臨界 Sobolev空
間 Ḣ−1+ d

2 (Rd)上では, 1964年に Fujita-Kato [12]により, 解の時間局所適切性 (i.e. 時間局所=解
の存在時刻が有限)と, 初期値の Ḣ−1+ d

2 (Rd)-ノルムが十分に小さいとき, 解 uは時間大域適切性
を満たすことが明らかになった. この Fujita-Katoの先駆的な研究以降, 様々な臨界空間 (Ld(Rd),

Ḃ
−1+ d

p
p,∞ (Rd) (d ≤ p < ∞), Ṅ

−1+ d
p

p,q,∞ (Rd), BMO−1(Rd) ≃ Ḟ−1
∞,2(Rd)) 上での研究成果が知られてい

る (cf. Cannone-Meyer-Planchon [5], Kato [17], Koch-Tataru [18], Kozono-Yamazaki [20]). し
かし, 端点 p = ∞の場合の臨界 Besov空間 Ḃ−1

∞,σ(Rd)上では, 解写像の初期値連続依存性がすべ
ての σ ∈ [1,∞]に対して破綻するため, 初期値問題 (1.1)は非適切になることが知られている (cf.

Bourgain-Pavlović [4], Wang [34], Yoneda [35]). ここで上述の函数空間に対して, 次の包含関係
が成り立つことに注意する:

Ḣ−1+ d
2 (Rd) ⊂ Ld(Rd) ⊂ Ḃ

−1+ d
p

p,∞ (Rd) (d ≤ p <∞) ⊂ Ḃ−1
∞,∞(Rd).

一方で, 端点 p = ∞の場合については, 解の Fourier像の遠方での挙動と特異性に着目した臨
界空間上での研究が存在する. 先駆的な研究として, 2008年に, Giga-Inui-Mahalov-Saal [13]によ
り, 擬測度空間FM−1

0,σ(Rd)において, 最大正則性評価とCoriolis力付きのNavier-Stokes方程式は
時間大域適切であることが証明された. その後, Fourier-Herz空間 ̂̇B−1

∞,σ(Rd) (cf. 後述の定義 1.1)

上で, 任意の σ ∈ [1, 2]に対し, 初期値問題 (1.1)の解は時間大域適切性を満たすことが証明され
た (cf. Cannone-Wu [6], Iwabuchi [15], Iwabuchi-Takada [16], Lei-Lin [21]). また論文 [16]では,

σ > 2の場合は初期値問題 (1.1)は非適切であることも示されており, ̂̇B−1
∞,σ(Rd)上では σ = 2を境

に (1.1)の解の適切性・非適切性が分かれることが明らかになった.

本稿では, 特に, 時間大域適切性が得られる限界のクラス ̂̇B−1
∞,2(Rd)に焦点を当て, その上での

解の強い正則性 (滑らかさ)と長時間挙動について考察したい.

1.3. Fourier-Herz空間と初期値問題 (1.1)の軟解の定義. 以下では, 本稿を通して用いる函数空
間と初期値問題 (1.1)の軟解に関し, それらの定義を述べる.

d ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞に対し, Lp = Lp(Rd)は Lebesgue空間を表す. Schwartz空間 S = S(Rd)に
属する函数 f に対して, その Fourier変換 f̂ = f̂(ξ) (または F [f ] = F [f ](ξ))を

f̂(ξ) = F [f ](ξ) := 1

(2π)d/2

∫
Rd

e−ix·ξf(x) dx
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と定義する. 同様に, g ∈ S(Rd
ξ)に対して, Fourier逆変換 F−1[g] = F−1[g](x)を

F−1[g](x) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd

eix·ξg(ξ) dξ

と定義する. また Fourier像側での単位の分解としてよく用いられる, Littlewood-Paleyの 2進単
位分解 {φj}j∈Zを導入する. {φj}j∈Z ⊂ S は次の性質を満たす函数族である:

φ̂j(ξ) := φ̂(2−jξ) (j ∈ Z),
∑
j∈Z

φ̂j(ξ) = 1 (ξ ̸= 0) and supp φ̂ ⊂ {ξ ∈ Rd;
1

2
≤ |ξ| ≤ 2}.

{φj}j∈Zの構成については, 例えば文献 [3, Proposition 2.10]を参照せよ. ∆̇jf := F−1[φ̂j f̂ ]と定
義すると,

∑
j∈Z ∆̇jf = f が緩増加超関数 S ′の位相で成り立つ. 今導入した 2進単位分解 {φj}j∈Z

を用いて, Fourier-Herz空間と Chemin-Lerener型時空函数空間を以下で定義する.

定義 1.1 (Fourier-Herz spaces [14]). s ∈ R, 1 ≤ p, σ ≤ ∞とする. Fourier-Herz空間 ̂̇Bs
p,σ =̂̇Bs

p,σ(Rd)とそのノルム ∥ · ∥ ̂̇Bs
p,σ

を以下で定義する:

̂̇Bs
p,σ :=

{
f ∈ S ′(Rd); f̂ ∈ L1

loc(Rd), ∥f∥ ̂̇Bs
p,σ

<∞
}
, ∥f∥ ̂̇Bs

p,σ

:=

∥∥∥∥{2sj∥∆̇jf∥L̂p

}
j∈Z

∥∥∥∥
ℓσ
.

ただし Fourier-Lebesgueノルム ∥ · ∥
L̂p を ∥f∥L̂p := ∥f̂∥

Lp′
ξ

と定義し, p′は pのHölder共役を表す.

定義 1.2 (Chemin-Lerner spaces [8]). s ∈ R, 1 ≤ p, σ, r ≤ ∞とし, T ∈ R+に対して I = [0, T ]

と定める. Fourier-Herz空間を基調とした Chemin-Lerner空間を次のように定める:

L̃r(I; ̂̇Bs
p,σ) := C(I;S0)

∥·∥
L̃r(I; ̂̇Bs

p,σ) , ∥f∥
L̃r(I; ̂̇Bs

p,σ)
:=

∥∥∥∥{2sj∥∆̇jf∥Lr(I;L̂p)

}
j∈Z

∥∥∥∥
ℓσ
.

ただし S0 = S0(Rd)は Schwartz空間 S(Rd)の部分集合であり, supp f̂ ⊂ C\{0}を満たす函数全
体の集合であるとする. もし T =∞と取れる場合, L̃r(R+;

̂̇Bs
p,σ)と表記する.

定義 1.3 (Mild solution to (1.1)). ある初期値 u0 = u0(x)に対し, u ∈ L2(R+; L̂
∞)が次の積分方

程式を満たすとき, uを初期値問題 (1.1)の解 (特に軟解)であるという:

u(t) = etν∆u0 −
∫ t

0
e(t−τ)ν∆ Pσ div (u⊗ u)(τ) dτ in L2(R+; L̂

∞).

ただし, etν∆u0 := F−1[e−tν|ξ|2 û0]であり, Pσはソレノイダル空間へのHelmholtz射影作用素を表
し, ベクトル場 v ∈ S ′(Rd)に対して, Pσv := v + (−∆)−1∇div vと定義される.

2. Main Results; Analyticity, Asymptotic behavior

2.1. 主結果 I (解析性と Lp-L1 型減衰評価). 以下では, s ∈ Rと v ∈ S ′(Rd)に対し, |∇|sv :=

F−1[|ξ|sv̂ ]と定める. 初期値問題 (1.1)に対して, 次の解析性と時間減衰評価に関する結果を得た.

定理 2.1 (Global well-posedness and Analyticity [29]). S ′(Rd)の意味で div u0 = 0を満たす初期
値 u0 ∈ ̂̇B−1

∞,2(Rd)に対して, ある十分に小さい定数 ε0 > 0が存在し, ∥u0∥ ̂̇B−1
∞,2

≤ ε0が成り立つと

3



仮定する. このとき, 初期値問題 (1.1)の時間大域解 uが一意的に存在し, 次を満たす:

u ∈ C([0,∞); ̂̇B−1
∞,2) ∩ L2(R+;

̂̇B0
∞,1) ∩ L̃1(R+;

̂̇B1
∞,2).

(Analyticity ) 更に, ある定数 C > 0が存在し, uは次の時間一様評価を満たす:

∥e
√
νt|∇|u∥

L̃∞(0,t; ̂̇B−1
∞,2)∩L2(0,t; ̂̇B0

∞,1)∩ L̃1(0,t; ̂̇B1
∞,2)
≤ C∥u0∥ ̂̇B−1

∞,2

for all t > 0. (2.1)

注意 2.2. ̂̇B−1
∞,2(Rd)上での時間大域適切性については, 論文 [6, 16]内で既に証明されている. 定

理 2.1では, [6, 16]で得られた大域解 uが u ∈ L2(R+;
̂̇B0
∞,1)と解析性評価 (2.1)を満たすことを明

らかにした. 後述する定理 2.4と 2.5の証明では, (2.1)が本質的に重要な役割を果たす.

注意 2.3. (2.1)のような解析性評価は, 1989年に, Foias-Temam [10]により考案されたものであ
る. Oliver-Titi [31, Theorem 6]と同様の議論で, 定理 2.1で得られた解 uは, 実解析函数全体のク
ラスであるCω(Rd) に属することもわかる. 臨界空間上での解析性評価に関する研究としては, 例
えば, Bae [1], Bae-Biswas-Tadmor [2], Lemarie [22, Chapter 24]が挙げられる. 圧縮性粘性流体
の数理モデルへの応用については, Charve-Danchin-Xu [7], Song-Xu [32]を参照せよ.

定理 2.4 (L̂p-L̂1 decay estimates [29]). 1 ≤ p ≤ ∞とする. 初期値 u0は定理 2.1と同じ仮定を満
たすとし, 更に u0 ∈ ̂̇B0

1,∞(Rd)も満たすと仮定する. このとき, 初期値問題 (1.1) の時間大域解 u

は, 任意の s > −d/p′に対して, 次の Lp-L1型の減衰評価を満たす:

∥|∇|su(t)∥
L̂p = O(t

− d
2
(1− 1

p
)− s

2 ) (t→∞). (2.2)

2.2. 主結果II (Fujigaki-Miyakawa型の漸近展開). 定理2.1の (2.1)と定理2.3の応用で, Miyakawa

[25, 26]やFujigaki-Miyakawa [11]で得られている, Refined decay estimateや軟解の漸近展開につ
いても導出が可能である. 重み付きHardy空間での減衰評価と漸近展開に関しては, Okabe-Tsutsui

[30], Tsutsui [33] で導出されている.

ここでは論文 [11]に倣って, “summation convention”の形式で主定理を述べる.

定理 2.5 (Asymptotic expansion [29]). d ≥ 3, 1 ≤ p ≤ ∞とする. 初期値 u0は定理 1.4と同じ仮
定を満たすとし, 更に u0 ∈ L1(Rd), xku0 ∈ L1(Rd) (k = 1, 2, . . . , d)も満たすと仮定する. このと
き, 初期値問題 (1.1) の時間大域解 uは,

s > −1−min

{
d

p
,
d

p′

}
if 1 < p <∞, s ≥ −1 if p = 1,∞

を満たすすべての s ∈ Rに対して, 次の減衰評価を満たす:

lim
t→∞

t
d
2
(1− 1

p
)+ s+1

2

∥∥∥∥|∇|s(u(t) + (∂kGt)(·)
∫
Rd

yku0(y)dy

+ (∂kSt)(·)
∫ ∞

0

∫
Rd

(uku)(y, τ)dydτ

)∥∥∥∥
L̂p

= 0.

ただしGt(x) := F−1[e−νt|ξ|2 ] (Gauss核), St(x) := F−1[e−νt|ξ|2Pσ(ξ)], Pσ(ξ) := (δlm− iξliξm
|ξ|2 )1≤l,m≤d

(Helmholtz射影作用素 Pσ のシンボル)とする.
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3. Preliminaries; Product estimates, maximal regularity

3.1. Fourier-Herz空間の基本性質. ここではまず Fourier-Herz空間の基本性質について幾つか
を紹介する. 命題の証明やここでは取り上げない基本性質については, 論文 [9], [19], [23], [24], [27]

などを参照せよ.

命題 3.1 (Sobolev-type embedding [27]). s ∈ R, d ≥ 1, 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, 1 ≤ σ1 ≤ σ2 ≤ ∞とす
る. このとき, 次の連続な埋め込みが成り立つ:

̂̇Bs
p1,σ1

(Rd) ↪→ ̂̇Bs−d( 1
p1

− 1
p2

)

p2,σ2 (Rd).

命題 3.2 ([9], [19]). s ∈ R, d ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞とする. Fourier-Herz空間 ̂̇Bs
p,p′(R

d)と Fourier-

Sobolev空間 ̂̇Hs
p(Rd) はノルム同値の意味で同相である; ̂̇Bs

p,p′(R
d) ≃ ̂̇Hs

p(Rd). ここで Fourier-

Sobolev空間 ̂̇Hs
p =

̂̇Hs
p(Rd)は以下のように定義される:

̂̇Hs
p(Rd) = {f ∈ S ′; f̂ ∈ L1

loc(Rd), ∥f∥ ̂̇Hs

p

<∞}, ∥f∥ ̂̇Hs
p

= ∥|∇|sf∥
L̂p .

3.2. Fourier-Herz空間上での非線形評価. 次にNavier-Stokes方程式のアプリオリ評価を導出す
る際の非線形項 div (u⊗ u) (または (u · ∇)u)に用いる, 函数の積評価をいくつか紹介する.

次の命題は論文 [24, Lemma 2.4]で証明されたものである:

命題 3.3 (Bilinear estimate [24]). s > 0, 1 ≤ p, σ ≤ ∞とする. このとき, ある定数C > 0が存在
して次の双線形評価が成り立つ:

∥fg∥ ̂̇Bs

p,σ

≤ C

(
∥f∥

L̂∞∥g∥ ̂̇Bs

p,σ

+ ∥f∥ ̂̇Bs

p,σ

∥g∥
L̂∞

)
. (3.1)

次の積評価は Besov空間ではよく知られているものであり, それを Fourier-Herz空間上で再現
したものである (より一般的な主張については, 論文 [27, Lemmas 2.4-2.6], [28, Lemma 5.2]など
を参照せよ). Besov空間上の積評価に関しては, 例えば文献 [3, Theorems 2.82, 2.85] が詳しい.

命題 3.4 (Product estimates [27]). 1 ≤ p, σ ≤ ∞とする. もし s ∈ Rが,

|s| < −d

p
if 1 ≤ p ≤ 2, − d

p′
< s <

d

p
if p > 2

を満たすならば, ある定数 C > 0が存在して, 次の評価が成り立つ:

∥fg∥ ̂̇Bs

p,σ

≤ C∥f∥ ̂̇Bs

p,σ

∥g∥
L̂∞∩ ̂̇B d

p
p,∞

. (3.2)

命題 3.5 (The estimate for Bt(f, g) [29]). 1 ≤ p, p1, p2 ≤ ∞は 1
p = 1

p1
+ 1

p2
を満たすと仮定する.

このとき, ある定数 C > 0が存在して, 全ての t ≥ 0に対して次の不等式が成り立つ:

∥Bt(f, g)∥L̂p ≤ C∥f∥
L̂p1
∥g∥

L̂p2
,

ただし Bt(f, g) = Bt(f, g)(t, x) := e
√
νt|∇|(e−

√
νt|∇|fe−

√
νt|∇|g)(x), ν > 0である.
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命題 3.5の証明. はじめに p ̸= 1の場合を考える. 合成積に対する Youngの不等式と三角不等
式 |ξ| ≤ |ξ − η|+ |η|より,

∥Bt(f, g)∥L̂p =

∥∥∥∥e√νt|ξ|
∫
Rd

e−
√
νt|ξ−η|f̂(ξ − η)e−

√
νt|η|ĝ(η)dη

∥∥∥∥
Lp′
ξ

≤

[∫
Rd

(∫
Rd

e
√
νt(|ξ|−|ξ−η|−|η|)|f̂(ξ − η)||ĝ(η)|dη

)p′

dξ

]1/p′

≤
∥∥∥∥∫

Rd

|f̂(ξ − η)||ĝ(η)|dη
∥∥∥∥
Lp′
ξ

≤ ∥f̂∥
Lp′1
∥ĝ∥

Lp′2
= ∥f∥

L̂p1
∥g∥

L̂p2

が得られる. p = 1の場合に関しては, Hölderの不等式より

∥Bt(f, g)∥L̂1 ≤
∥∥∥∥∫

Rd

|f̂(ξ − η)||ĝ(η)|dη
∥∥∥∥
L∞
ξ

≤ ∥f̂∥
Lp′1
∥ĝ∥

Lp′2
= ∥f∥

L̂p1
∥g∥

L̂p2

がわかるため, 以上より命題 3.5の証明が完了する.

3.3. 熱方程式の最大正則性. 圧縮性・非圧縮性粘性流体の数理モデルの臨界空間上での解析に大
きく寄与したのは, 非線形放物型方程式の主要部が持つ「最大正則性」と呼ばれる性質である. こ
こでは, Fourier-Herz空間上での熱方程式の最大正則性について, その主張を述べる.

初期値問題 (1.1)に Pσ を作用させることで, Pσu = u (div u = 0から従う) と Pσ∇p = 0に注
意し, 次の拡散係数を ν > 0, 外力を f (= −Pσdiv (u⊗ u))とする非斉次熱方程式が得られる:∂tu− ν∆u = f, t > 0, x ∈ Rd,

u|t=0 = u0, x ∈ Rd.
(3.3)

Duhamelの原理より, (3.3)の解 uは次の積分方程式の形で表せることに注意せよ:

u = etν∆u0 +

∫ t

0
e(t−τ)ν∆f(τ) dτ

(この議論から, 初期値問題 (1.1)の解 uを定義 1.3の形で定義することは自然だといえる).

命題 3.6 (Smoothing estimates for (3.3) [24], [27]). s ∈ R, 1 ≤ p, σ ≤ ∞, 1 ≤ r1 ≤ r ≤ ∞とし,

T ∈ R+に対し, I := (0, T )とおく. また u0 ∈ ̂̇Bs
p,σ, かつ f ∈ L̃r1(I; ̂̇Bs−2+2/r1

p,σ )を仮定する. この
とき, 非斉次熱方程式 (3.3)の解 uに対し, 次の最大正則性型評価が成り立つ:

ν
1
r ∥u∥

L̃r(I; ̂̇Bs+2
r

p,σ )
≤ C

(
∥u0∥ ̂̇Bs

p,σ

+ ν
1
r1

−1∥f∥
L̃r1 (I; ̂̇Bs−2+ 2

r1
p,σ )

)
.

命題 3.7 (Generalized maximal regularity [24]). s ∈ R, 1 ≤ r ≤ ∞とし, f ∈ L1(R+;
̂̇Bs
∞,1)と仮

定する. このとき, ある定数 C > 0が存在して, 次の評価が成り立つ:∥∥∥∥|∇| 2r ∫ t

0
e(t−s)ν∆f(s) ds

∥∥∥∥
Lr(R+; ̂̇Bs

∞,1)

≤ C∥f∥
L1(R+; ̂̇Bs

∞,1)
. (3.4)
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4. Outlined proof of the result on Analyticity and Time-Decay

4.1. 主定理証明のための鍵評価. 本稿では, 定理 2.1の (2.1)と定理 2.4の証明の概略を述べる. 以
下 2つの補題は, そのための鍵となる評価であり, ここでは証明は述べずに結果のみを記載する.

補題 4.1 (Bilinear estimate II [29]). T > 0に対し, I = (0, T )または I = R+と定める. このとき,

ある定数 C > 0が存在し, 次の双線形評価が成り立つ:∥∥∥e√µt|∇|(fg)
∥∥∥
L̃1(I; ̂̇B0

∞,2)
≤ C

(
∥F∥

L̃∞(I; ̂̇B−1

∞,2)
∥G∥

L̃1(I; ̂̇B1

∞,2)
+ ∥F∥

L̃1(I; ̂̇B1

∞,2)
∥G∥

L̃∞(I; ̂̇B−1

∞,2)

)
.

ただし F := e
√
µt|∇|f , G := e

√
µt|∇|gとした.

補題 4.2 (Smoothing estimates for the linear solution [29]). 1 ≤ r < ∞, s ∈ R, 1 ≤ p, σ ≤ ∞,

c0 > 0とする. このとき, ある定数 C > 0が存在し, 次の評価が成り立つ:∫ ∞

0

(∑
j∈Z

e−c0t22jσ2sjσ∥φ̂j v̂∥σ
Lp′
ξ

) r
σ
dt

 1
r

≤ C∥v∥ ̂̇Bs− 2
r

p,r

.

4.2. 解析性評価 (2.1)の証明の概略. 以下, U = U(t, x) := e
√
νt|∇|u(t, x)とする. uは初期値問題

(1.1)の軟解であるので, 定義 1.3の式より Û = Û(t, ξ)は

Û =e
√
νt|ξ|−νt|ξ|2 û0 −

∫ t

0
e
√
νt|ξ|−ν(t−τ)|ξ|2P (ξ)iξ · F [u⊗ u]dτ

=e
√
νt|ξ|− ν

2
t|ξ|2e−

ν
2
t|ξ|2 û0

−
∫ t

0
e
√
νt|ξ|−

√
ντ |ξ|− ν

2
(t−τ)|ξ|2e−

ν
2
(t−τ)|ξ|2P (ξ)iξ · F [B̃τ (U,U)]dτ

(4.1)

を満たすことがわかる. ここで, Rd-ベクトル場 a, bに対して, B̃t(a, b) := e
√
νt|∇|(e−

√
νt|∇|a ⊗

e−
√
νt|∇|b)とおいた. Fourier-Herzノルムの評価を得るために, (4.1)の両辺に φ̂j をかけると,

|Ûj | ≲ e−c0t22j |φ̂j û0|+
∫ t

0
e−c0(t−τ)22j2j |φ̂jF [B̃τ (U,U)]|dτ (4.2)

が得られる. ここで c0 = ν/8とおき, (4.2)を得る際に次の一様評価を用いた:

e
√
νt|ξ|− ν

2
t|ξ|2 ≤

√
e, e

√
νt|ξ|−

√
ντ |ξ|− ν

2
(t−τ)|ξ|2 ≤ e2.

(4.2)の両辺について, Lp′

ξ (R
d)-ノルムをとることで

∥Ûj(t)∥Lp′
ξ

≲ e−c0t22j∥φ̂j û0∥Lp′
ξ

+

∫ t

0
e−c0(t−τ)22j2j∥φ̂jF [B̃τ (U,U)]∥

Lp′
ξ

dτ (4.3)

を得る. また簡単な積分の計算より, すべての 1 ≤ r ≤ ∞に対して,

∥e−c022j ·∥Lr(R+) ≲ (22j)−
1
r (4.4)
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が得られるので, (4.3)の両辺 Lr
t (I)-ノルムをとりYoungの不等式を用いることで,

∥Ûj(t)∥Lr(I;Lp′
ξ )
≤∥e−c022j ·∥Lr(R+)∥φ̂j û0∥Lp′

ξ

+ 2j∥e−c022j ·∥Lγ(R+)∥φ̂jF [B̃t(U,U)]∥
Lr1 (I;Lp′

ξ )

≲ 2−
2
r
j∥φ̂j û0∥Lp′

ξ

+ 2−
2
r
j2

(−1+ 2
r1

)j∥φ̂jF [B̃t(U,U)]∥
Lr1 (I;Lp′

ξ )

(4.5)

が得られる. ただし, 1 ≤ r1 ≤ rと γは 1
γ = 1 + 1

r −
1
r1
を満たすように選んだ. (4.5)の両辺に 2sj

をかけて `σ(Z)-ノルムをとることで,

∥U∥
L̃r(I; ̂̇Bs+2

r
p,σ )

≲ ∥u0∥ ̂̇Bs
p,σ

+ ∥B̃t(U,U)∥
L̃r1 (I; ̂̇Bs−1+ 2

r1
p,σ )

(4.6)

を得る. (4.6)で (r, s, p, σ) = (∞,−1,∞, 2) or (1,−1,∞, 2)と選び, 補題 4.1を用いると,

∥U∥
L̃∞(I; ̂̇B−1

∞,2)∩L̃1(I; ̂̇B1
∞,2)
≲ ∥u0∥ ̂̇B−1

∞,2

+ ∥B̃t(U,U)∥
L̃1(I; ̂̇B0

∞,2)

≲ ∥u0∥ ̂̇B−1

∞,2

+ ∥U∥2
L̃∞(I; ̂̇B−1

∞,2)∩L̃1(I; ̂̇B1
∞,2)

(4.7)

が得られる.

最後に, U の L2(R+; L̂
∞)-ノルムの評価式を導出する. 先程得た p = ∞の場合の (4.3)におい

て, 両辺 `1(Z)-ノルムと L2
t (I)-ノルムをとることで,

∥U∥
L2(I; ̂̇B0

∞,1)
≲

∫
I

(∑
j∈Z

e−c0t22j∥φ̂j û0∥L1
ξ

)2
dt

 1
2

+

∫
I

∫ t

0

∑
j∈Z

e−c0(t−τ)22j2j∥φ̂jF [B̃τ (U,U)]∥L1
ξ
dτ

2

dt


1
2

=: I1 + I2

を得る. 補題 4.2を用いると I1 ≲ ∥u0∥ ̂̇B−1
∞,2

がわかる. I2の評価については, (4.4)と Hausdorff-

Youngの不等式 ∥f ∗t g∥L2(I) ≲ ∥f∥L2
t
∥g∥L1

t
を用いることで,

I2 ≲
∑
j∈Z

2j

(∫
I

(∫ t

0
e−c0(t−τ)22j∥φ̂jF [B̃τ (U,U)]∥L1

ξ
dτ

)2

dt

) 1
2

≲
∑
j∈Z

2j∥e−c022j ·∥L2(R+)

∫
I
∥φ̂jF [B̃τ (U,U)]∥L1

ξ
dt ≲ ∥B̃τ (U,U)]∥

L1(I;L̂∞)

(4.8)

が得られる. 命題 3.2より, L̂∞(Rd) ≃ ̂̇B0
∞,1(Rd)が成り立つことに注意して, 得られた評価 (4.8)

にHausdorff-Youngの不等式 ∥fg∥
L̂∞ ≲ ∥f∥L̂∞∥g∥L̂∞ を適用することで,

∥U∥
L2(I; ̂̇B0

∞,1)
≲ ∥u0∥ ̂̇B−1

∞,2

+ ∥U∥2
L2(I; ̂̇B0

∞,1)
(4.9)

を得る.

I = (0, t)とおいて,

X∞(t) := ∥U∥
L̃∞(I; ̂̇B−1

∞,2)∩L2(I;L̂∞)∩L̃1(I; ̂̇B1
∞,2)
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と定義すると, (4.7)と (4.9)より, 次の 2次不等式が得られる:

X∞(t) ≲ ∥u0∥ ̂̇B−1
∞,2

+ X∞(t)2. (4.10)

初期条件の小ささに関する条件 ∥u0∥ ̂̇B−1
∞,2

≪ 1を用いて, (4.10)より結論 (2.1)を得る.

4.3. L̂p-L̂1減衰評価 (2.2)の証明の概略. 解析性評価 (2.1)の応用として, L̂p-L̂1減衰評価 (2.2)を
証明する. §4.2で示した (4.6)を用いて, 次の L̂1(Rd)上での一様評価を得る.

補題 4.3 (L̂1-Uniform estimate [29]). 初期値 u0の仮定は定理 2.4と同じであるとする. このとき,

定理 2.1で得られる初期値問題 (1.1)の解 uは, 次の時間一様評価を満たす:

∥(u, U)∥
L∞(R+; ̂̇B0

1,∞)∩L̃2(R+; ̂̇B1

1,∞)
≤ C∥u0∥ ̂̇B0

1,∞
.

補題 4.4. δ0 > 0とする. このとき, すべての σ > 0に対して, ある定数C = C(σ) > 0が存在して,

sup
t≥0

∑
j∈Z

(
2jt

1
2
)σ
e−

√
tδ02j ≤ C

が成り立つ.

任意の s > −d/p′に対して, 補題 4.3と補題 4.4を用いることで,

t
d

2p′+
s
2 ∥|∇|su(t)∥ ̂̇B0

p,1

≲ t
d

2p′+
s
2 ∥|∇|su(t)∥ ̂̇Bd/p′

1,1

≲ t
d

2p′+
s
2

∑
j∈Z

2
(s+ d

p′ )j∥φ̂je
−
√
νt|·|Û(t)∥L∞

ξ

≲
∑
j∈Z

2
(s+ d

p′ )jt
d

2p′+
s
2 e−c0

√
νt2j∥φ̂jÛ(t)∥L∞

ξ

≲ ∥U(t)∥ ̂̇B0

1,∞

∑
j∈Z

(
√
t2j)

(s+ d
p′ )e−c0

√
νt2j ≲ ∥u0∥ ̂̇B0

1,∞

を得る. 従って, 欲しかった評価である ∥|∇|su(t)∥ ̂̇B0

p,1

= O(t
− d

2p′−
s
2 ) (t→∞)を得る.
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FIXED POINT AND CONVERGENCE THEOREMS

FOR MAPPINGS DETERMINED BY SEVERAL PARAMETERS

TOSHIHARU KAWASAKI

Abstract. In this paper, we introduce the following: Fixed point theorrm,

mean convergence theorem, and weak convergence theorem for widely more
generalized mappings in Hilbert spaces; Fixed point theorems in metric spaces;

Acute point and skew-acute point in Banach spaces; Acute point theorem

and skew-acute point theorem; Mean convergence theorems by using acute
point and skew-acute point; Weak convergence theorems by using acute point

and skew-acute point; Generalized acute point and generalized skew-acute

point in Banach spaces; Generalized acute point theorem and generalized skew-
acute point theorem; Mean convergence theorems by using generalized acute

point and generalized skew-acute point; Weak convergence theorems by using
generalized acute point and generalized skew-acute point.

1. Introduction

Let H be a real Hilbert space and let C be a nonempty subset of H. A mapping
T from C into H is said to be generalized hybrid [24] if there exist α, β ∈ R such
that

α∥Tx− Ty∥2 + (1− α)∥x− Ty∥2 ≤ β∥Tx− y∥2 + (1− β)∥x− y∥2

for any x, y ∈ C. Such a mapping is said to be (α, β)-generalized hybrid. The class
of all generalized hybrid mappings is a new class of nonlinear mappings including
nonexpansive mappings, nonspreading mappings [26] and hybrid mappings [28]. A
mapping T from C into H is said to be nonexpansive if

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥

for any x, y ∈ C; nonspreading if

2∥Tx− Ty∥2 ≤ ∥Tx− y∥2 + ∥Ty − x∥2

for any x, y ∈ C; hybrid if

3∥Tx− Ty∥2 ≤ ∥x− y∥2 + ∥Tx− y∥2 + ∥Ty − x∥2

for any x, y ∈ C. Any nonexpansive mapping is (1, 0)-generalized hybrid; any
nonspreading mapping is (2, 1)-generalized hybrid; any hybrid mapping is

(
3
2 ,

1
2

)
-

generalized hybrid.
Motivated these mappings, in [21] Kawasaki and Takahashi introduced a new

very wider class of mappings, called widely more generalized hybrid mappings,

2010 Mathematics Subject Classification. 47H10.
Key words and phrases. Fixef point theorem, Mean convergence theorem, Weak convergence

theorem, Acute point, Skew-acute point, Generalized acute point, Generalized skew-acute point,
Generalized pseudocontraction, Hilbert space, Banach space.
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than the class of all generalized hybrid mappings. A mapping T from C into H is
widely more generalized hybrid if there exist α, β, γ, δ, ε, ζ, η ∈ R such that

α∥Tx− Ty∥2 + β∥x− Ty∥2 + γ∥Tx− y∥2 + δ∥x− y∥2

+ε∥x− Tx∥2 + ζ∥y − Ty∥2 + η∥(x− Tx)− (y − Ty)∥2

≤ 0

for any x, y ∈ C. Such a mapping is said to be (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more
generalized hybrid. This class includes the class of all generalized hybrid mappings
and also the class of all k-pseudocontractions [3] for k ∈ [0, 1]. A mapping T from
C into H is called a k-pseudocontraction if

∥Tx− Ty∥2 ≤ ∥x− y∥2 + k∥(x− Tx)− (y − Ty)∥2

for any x, y ∈ C. Any (α, β)-generalized hybrid mapping is (α, 1 − α,−β, β −
1, 0, 0, 0)-widely more generalized hybrid; any k-pseudocontraction is (1, 0, 0,−1, 0, 0,−k)-
widely more generalized hybrid. Furthermore, they proved some fixed point theo-
rems [7–12,20–23] and some mean convergence theorems [7, 8, 20–22].

There are some studies on Banach space related to these results. In [30] Taka-
hashi, Wong and Yao introduced the generalized nonspreading mapping and the
skew-generalized nonspreading mapping in a Banach space. Let E be a smooth
Banach space and let C be a nonempty subset of E. A mapping T from C into E
is said to be generalized nonspreading if there exist α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R such that

αϕ(Tx, Ty) + βϕ(x, Ty) + γϕ(Tx, y) + δϕ(x, y)

≤ ε(ϕ(Ty, Tx)− ϕ(Ty, x)) + ζ(ϕ(y, Tx)− ϕ(y, x))

for any x, y ∈ C, where J is the duality mapping on E and

ϕ(u, v)
def
= ∥u∥2 − 2⟨u, Jv⟩+ ∥v∥2.

Such a mapping is said to be (α, β, γ, δ, ε, ζ)-generalized nonspreading. A map-
ping T from C into E is said to be skew-generalized nonspreading if there exist
α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R such that

αϕ(Tx, Ty) + βϕ(x, Ty) + γϕ(Tx, y) + δϕ(x, y)

≤ ε(ϕ(Ty, Tx)− ϕ(y, Tx)) + ζ(ϕ(Ty, x)− ϕ(y, x))

for any x, y ∈ C. Such a mapping is said to be (α, β, γ, δ, ε, ζ)-skew-generalized
nonspreading. These classes include the class of generalized hybrid mappings in
a Hilbert space, however, it does not include the class of widely more generalized
hybrid mappings.

Motivated these results, we introduced a new class of mappings [13–15, 17] on
Banach space corresponding to the class of all widely more generalized hybrid map-
pings on Hilbert space. Let E be a smooth Banach space and let C be a nonempty
subset of E. A mapping T from C into E is called a generalized pseudocontraction
if there exist α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2 ∈ R such that

α1ϕ(Tx, Ty) + α2ϕ(Ty, Tx) + β1ϕ(x, Ty) + β2ϕ(Ty, x)

+γ1ϕ(Tx, y) + γ2ϕ(y, Tx) + δ1ϕ(x, y) + δ2ϕ(y, x)

+ε1ϕ(Tx, x) + ε2ϕ(x, Tx) + ζ1ϕ(y, Ty) + ζ2ϕ(Ty, y)

≤ 0
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for any x, y ∈ C. Such a mapping is called an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1,
ζ2)-generalized pseudocontraction.

On the other hand, in [29] Takahashi and Takeuchi introduced a concept of
attractive point in a Hilbert space. Let H be a real Hilbert space, let C be a
nonempty subset of H, and let T be a mapping from C into H. x ∈ H is called an
attractive point of T if

∥x− Ty∥ ≤ ∥x− y∥
for any y ∈ C. Let

A(T ) = {x ∈ H | ∥x− Ty∥ ≤ ∥x− y∥ for any y ∈ C}.
Furthermore, they proved that a mean convergence theorem of Baillon’s type [2]
for generalized hybrid mappings without convexity of C.

In [30] Takahashi, Wong and Yao introduced some extensions of attractive point
and proved some attractive point theorems on Banach spaces. x ∈ E is an attractive
point of T if

ϕ(x, Ty) ≤ ϕ(x, y)

for any y ∈ C; x ∈ E is a skew-attractive point of T if

ϕ(Ty, x) ≤ ϕ(y, x)

for any y ∈ C. Let

A(T ) = {x ∈ E | ϕ(x, Ty) ≤ ϕ(x, y) for any y ∈ C};
B(T ) = {x ∈ E | ϕ(Ty, x) ≤ ϕ(y, x) for any y ∈ C}.

In [1] Atsushiba, Iemoto, Kubota and Takeuchi introduced a concept of acute
point as an extension of attractive point in a Hilbert space. Let H be a real Hilbert
space, let C be a nonempty subset of H and let T be a mapping from C into H
and k ∈ [0, 1]. x ∈ H is called a k-acute point of T if

∥x− Ty∥2 ≤ ∥x− y∥2 + k∥y − Ty∥2

for any y ∈ C. Let

Ak(T ) = {x ∈ H | ∥x− Ty∥2 ≤ ∥x− y∥2 + k∥y − Ty∥2 for any y ∈ C}.
Furthermore, using a concept of acute point, they proved convergence theorems
without convexity of C.

In this paper, we introduce the following:
(1) Fixed point theorrm, mean convergence theorem, and weak convergence

theorem for widely more generalized mappings in Hilbert spaces;
(2) Fixed point theorems in metric spaces;
(3) Acute point and skew-acute point in Banach spaces;
(4) Acute point theorem and skew-acute point theorem;
(5) Mean convergence theorems by using acute point and skew-acute point;
(6) Weak convergence theorems by using acute point and skew-acute point;
(7) Generalized acute point and generalized skew-acute point in Banach spaces;
(8) Generalized acute point theorem and generalized skew-acute point theorem;
(9) Mean convergence theorems by using generalized acute point and general-

ized skew-acute point;
(10) Weak convergence theorems by using generalized acute point and general-

ized skew-acute point.
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2. Fixed point theorems in Hilbert spaces [21]

Let H be a real Hilbert space and let C be a nonempty subset of H. A map-
ping T from C into H is said to be widely more generalized hybrid if there exist
α, β, γ, δ, ε, ζ, η ∈ R such that

α∥Tx− Ty∥2 + β∥x− Ty∥2 + γ∥Tx− y∥2 + δ∥x− y∥2

+ε∥x− Tx∥2 + ζ∥y − Ty∥2 + η∥(x− Tx)− (y − Ty)∥2

≤ 0

for any x, y ∈ C. Such a mapping T is called an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more
generalized hybrid mapping. We first prove a fixed point theorem for widely more
generalized hybrid mappings in Hilbert spaces.

Lemma 2.1. Let H be a real Hilbert space, let C and D be non-empty subsets of
H, let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid mapping from C
into D, and λ ∈ [0, 1] Then T is an (α, (1− λ)β + λγ, λβ + (1− λ)γ, δ, (1− λ)ε+
λζ, λε+ (1− λ)ζ, η)-widely more generalized hybrid mapping from C into D.

Theorem 2.1. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H, and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ β + γ + δ ≥ 0;
(2) (1− λ)ε+ λζ + η ≥ 0;
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) + η > 0.
Then T has a fixed point if and only if there exists z ∈ C such that {Tnz | n =
0, 1, . . .} is bounded. In particular, a fixed point of T is unique in the case of
α+ β + γ + δ > 0.

By Theorem 2.1 the following are derived.

Theorem 2.2 (The Banach contraction principle). Let H be a real Hilbert space
and let T be a contractive mapping from H into H, that is, there exists a real
number α with α ∈ (0, 1) such that

∥Tx− Ty∥ ≤ α∥x− y∥
for any x, y ∈ H. Then T has a unique fixed point.

Theorem 2.3 (Kocourek, Takahashi and Yao [24]). Let H be a real Hilbert space,
let C be a non-empty, closed, and convex subset of H, and let T be a generalized
hybrid mapping from C into itself, that is, there exist real numbers α and β such
that

α∥Tx− Ty∥2 + (1− α)∥x− Ty∥2 ≤ β∥Tx− y∥2 + (1− β)∥x− y∥2

for any x, y ∈ C. Then T has a fixed point if and only if there exists z ∈ C such
that {Tnz | n = 0, 1, . . .} is bounded.

Theorem 2.4. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, bounded, and
closed convex subset of H, and let T be a strongly pseudocontractive mapping from
C into itself, that is, there exists a real number k with k ∈ [0, 1) such that

∥Tx− Ty∥2 ≤ ∥x− y∥2 + k∥(x− Tx)− (y − Ty)∥2

for any x, y ∈ H. Then T has a fixed point if and only if there exists z ∈ C such
that {Tnz | n = 0, 1, . . .} is bounded.
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3. Mean convergence theorem in Hilbert spaces [21]

In this section, we consider a mean convergence theorem of Baillon’s type in
Hilbert spaces. We need the following lemmas.

Lemma 3.1. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that T has a fixed point and there exists
λ ∈ [0, 1] such that
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) + η > 0.
Then the set of fixed points of T is closed.

Lemma 3.2. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that T has a fixed point and there exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ β + γ + δ ≥ 0;
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) + η > 0.
Then the set of fixed points of T is convex.

Lemma 3.3. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that T has a fixed point and there exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ β + γ + δ ≥ 0;
(2) (1− λ)ε+ λζ + η ≥ 0;
(4) α+ λβ + (1− λ)γ > 0.
Then T is quasi-nonexpansive.

Theorem 3.1. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that T has a fixed point and there exists
λ ∈ [0, 1] such
(1) α+ β + γ + δ ≥ 0;
(2) (1− λ)ε+ λζ + η ≥ 0;
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) + η > 0;
(4) α+ λβ + (1− λ)γ > 0.
Then for any x ∈ C,

Snx
def
=

1

n

n−1∑
k=0

T kx

is weakly convergent to a fixed point p of T , where P is the metric projection of H
onto the set of all fixed points of T and p = limn→∞ PTnx.

4. Weak convergence theorem in Hilbert spaces

In this section, we consider a weak convergence theorem in a Hilbert space.

Theorem 4.1. Let H be a real Hilbert space, let C be a non-empty, closed, and
convex subset of H and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ, η)-widely more generalized hybrid
mapping from C into itself. Suppose that T has a fixed point and there exists
λ ∈ [0, 1] such
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(1) α+ β + γ + δ ≥ 0;
(2) (1− λ)ε+ λζ + η ≥ 0;
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) + η > 0;
(4) α+ λβ + (1− λ)γ > 0.
Let {αn be a sequence of real numbers with αn ∈ (0, 1) and lim infn→∞ αn(1−αn) >
0. Then a sequence generated by x1 = x ∈ C and

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn

for any n ∈ N is weakly convergent to a fixed point p of T , where P is the metric
projection of H onto the set of all fixed points of T and p = limn→∞ PTnx.

5. Fixed point theorems in metric spaces [10, 12]

Let (X, d) be a metric space. A mapping T from X into itself is said to be widely
more generalized hybrid if there exist real numbers α, β, γ, δ, ε and ζ such that

αd(Tx, Ty)2 + βd(x, Ty)2 + γd(Tx, y)2 + δd(x, y)2

+εd(x, Tx)2 + ζd(y, Ty)2

≤ 0

for any x, y ∈ X. Such a mapping is called an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely more general-
ized hybrid mapping.

Lemma 5.1. Let (X, d) be a metric space, let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely more
generalized hybrid mapping from X into itself, and λ ∈ [0, 1] Then T is an (α, (1−
λ)β + λγ, λβ + (1 − λ)γ, δ, (1 − λ)ε + λζ, λε + (1 − λ)ζ)-widely more generalized
hybrid mapping from X into itself.

Lemma 5.2. Let X be a metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely more
generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1]
such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} ≥ 0;
(2) α+ δ + ε+ ζ + 4min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0.
Then {Tnx | n ∈ N ∪ {0}} is a Cauchy sequence for any x ∈ X.

By Lemma 5.2, we obtain directly the following theorem.

Theorem 5.1. Let X be a complete metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-
widely more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that there exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} ≥ 0;
(2) α+ δ + ε+ ζ + 4min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0.
Then for any x ∈ X there exists limn→∞ Tnx.

By Theorem 5.1, we obtain the following theorem.

Theorem 5.2. Let X be a complete metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-
widely more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that therre
exists λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} ≥ 0;
(2) α+ δ + ε+ ζ + 4min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0;
(3) α+ (1− λ)(β + ζ) + λ(γ + ε) > 0.
Then T has a fixed point u, where u = limn→∞ Tnx for any x ∈ X. Additionally,
if α+ β + γ + δ > 0, then T has a unique fixed point.
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We obtain the another type theorem also.

Lemma 5.3. Let (X, d) be a metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely
more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that therre exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0.
Then

d(T 2x, Tx) ≤
√
Ad(Tx, x)

holds for any x ∈ X, where

A = max

{
− δ + λε+ (1− λ)ζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}
α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}

, 0

}
.

Lemma 5.4. Let (X, d) be a metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely
more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that therre exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0;
(2) α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0.
Then

d(T 3x, Tx) ≤
√
Bd(Tx, x)

holds for any x ∈ X, where

B = max

{
max

{
− (1− λ)ε+ λζ

α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}
, 0

}
A2

+max

{
− (1− λ)β + λγ + 2min{δ, 0}
α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}

, 0

}
A

−λε+ (1− λ)ζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}+ 2min{δ, 0}
α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0}

, 0

}
.

Lemma 5.5. Let (X, d) be a metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-widely
more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that therre exists
λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0;
(2) α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0.
Then

d(T 3x, T 2x) ≤
√
Cd(Tx, x)

holds for any x ∈ C, where

C = max

{
− λβ + (1− λ)γ

α+ (1− λ)ε+ λζ
, 0

}
B +max

{
− δ + λε+ (1− λ)ζ

α+ (1− λ)ε+ λζ
, 0

}
A.

By Lemma 5.5, we obtain the following theorem.

Theorem 5.3. Let (X, d) be a complete metric space and let T be an (α, β, γ, δ, ε, ζ)-
widely more generalized hybrid mapping from X into itself. Suppose that therre
exists λ ∈ [0, 1] such that
(1) α+ (1− λ)ε+ λζ + 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0;
(2) α+ 2min{λβ + (1− λ)γ, 0} > 0;
(3) C < 1.
Then T has a fixed point u, where u = limn→∞ Tnx for any x ∈ X. Additionally,
if α+ β + γ + δ > 0, then T has a unique fixed point.
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6. Fixed point theorems in Banach spaces [13,17]

Let E be a smooth Banach space and let C be a nonempty subset of E. A
mapping T from C into E is called a generalized pseudocontraction if there exist
α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2 ∈ R such that

α1ϕ(Tx, Ty) + α2ϕ(Ty, Tx) + β1ϕ(x, Ty) + β2ϕ(Ty, x)

+γ1ϕ(Tx, y) + γ2ϕ(y, Tx) + δ1ϕ(x, y) + δ2ϕ(y, x)

+ε1ϕ(Tx, x) + ε2ϕ(x, Tx) + ζ1ϕ(y, Ty) + ζ2ϕ(Ty, y)

≤ 0

for any x, y ∈ C. Such a mapping is called an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1,
ζ2)-generalized pseudocontraction.

Lemma 6.1. Let E be a smooth Banach space, let C and D be nonempty subsets of
E, let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontrac-
tion from C into D and let λ ∈ [0, 1]. Then T is a ((1 − λ)α1 + λα2), λα1 + (1 −
λ)α2, (1− λ)β1 + λγ2, λγ1 + (1− λ)β2, (1− λ)γ1 + λβ2, λβ1 + (1− λ)γ2, (1− λ)δ1 +
λδ2, λδ1+(1−λ)δ2, (1−λ)ε1+λζ2, λζ1+(1−λ)ε2, (1−λ)ζ1+λε2, λε1+(1−λ)ζ2)-
generalized pseudocontraction from C into D.

Theorem 6.1. Let E be a strictly convex, reflexive, and smooth Banach space, let
C be a nonempty, closed, and convex subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2,
γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into itself. Suppose
that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0

and suppose that one of the following holds:
(1) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) > 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) ≥ 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 > 0.
Then T has a fixed point if and only if there exists z ∈ C such that {Tnz | n ∈
N ∪ {0}} is bounded.

Furthermore, if (1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) > 0 or λ(α1 +
β1 + γ1 + δ1) + (1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) > 0, then the fixed point is unique.

Theorem 6.2. Let E be a strictly convex, reflexive, and smooth Banach space, let
C be a nonempty subset of E satisfying J(C) is closed and convex, and let T be an
(α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into
itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0

and suppose that one of the following holds:
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(1) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) > 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) ≥ 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 > 0.
Then T has a fixed point if and only if there exists z ∈ C such that {Tnz | n ∈
N ∪ {0}} is bounded.

Furthermore, if (1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) > 0 or λ(α2 +
β2 + γ2 + δ2) + (1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) > 0, then the fixed point is unique.

7. Acute point and skew-acute point [13]

Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E, let T be a
mapping from C into E and let k, ℓ ∈ R. x ∈ E is called a (k, ℓ)-acute point of T if

ϕ(x, Ty) ≤ ϕ(x, y) + kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y)

for any y ∈ C. x ∈ E is called a (k, ℓ)-skew-acute point of T if

ϕ(Ty, x) ≤ ϕ(y, x) + kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y)

for any y ∈ C. Let

Ak,ℓ(T ) = {x ∈ E | ϕ(x, Ty) ≤ ϕ(x, y) + kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y) for any y ∈ C};
Bk,ℓ(T ) = {x ∈ E | ϕ(Ty, x) ≤ ϕ(y, x) + kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y) for any y ∈ C}.

It is obvious that

Ak1,ℓ1(T ) ⊂ Ak2,ℓ2(T ), Bk1,ℓ1(T ) ⊂ Bk2,ℓ2(T )

for any k1, k2, ℓ1, ℓ2 ∈ R with k1 ≤ k2 and ℓ1 ≤ ℓ2.
The following lemmas are important property characterizing them.

Lemma 7.1. Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E,
let T be a mapping from C into E and let k, ℓ ∈ R. Then Ak,ℓ(T ) is closed and
convex.

Lemma 7.2. Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E,
let T be a mapping from C into E and let k, ℓ ∈ R. Then Bk,ℓ(T ) is closed.

Lemma 7.3. Let E be a strictly convex and smooth Banach space, let C be a
nonempty subset of E, let T be a mapping from C into E and let k, ℓ ∈ R. Then
the following hold:
(1) If (k, ℓ) ∈ (−∞, 1]× (−∞, 0] \ {(1, 0)}, then C ∩Ak,ℓ(T ) is included in the

set of all fixed points of T ;
(2) If (k, ℓ) ∈ (−∞, 0]× (−∞, 1] \ {(0, 1)}, then C ∩Bk,ℓ(T ) is included in the

set of all fixed points of T .

8. Acute point theorem and skew-acute point theorem [13, 17]

Theorem 8.1. Let E be a reflexive and smooth Banach space, let C be a nonempty
subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized
pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists z ∈ C such that
{Tnz | n ∈ N ∪ {0}} is bounded and suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0;
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(1− λ)(α1 + β1) + λ(α2 + γ2) > 0.

Then there exists a
(
− (1−λ)ζ1+λε2

(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)
,− λε1+(1−λ)ζ2

(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

)
-acute point.

Theorem 8.2. Let E be a strictly convex, reflexive and smooth Banach space, let
C be a nonempty subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2,
ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists
z ∈ C such that {Tnz | n ∈ N ∪ {0}} is bounded and suppose that there exists
λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0;

(1− λ)(α2 + β2) + λ(α1 + γ1) > 0.

Then there exists a
(
− (1−λ)ζ2+λε1

(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)
,− λε2+(1−λ)ζ1

(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

)
-skew acute

point.

9. Mean convergence theorems (acute point version) [14]

Theorem 9.1. Let E be a uniformly convex Banach space with a Fréchet differen-
tiable norm, let C be a nonempty subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2,
δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into itself. Suppose that
there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0;

(1− λ)(α1 + β1) + λ(α2 + γ2) > 0,

and suppose that

A− (1−λ)ζ1+λε2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

,− λε1+(1−λ)ζ2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

(T ) ⊂ B(T ) ̸= ∅.

Let R be the sunny generalized nonexpansive retraction of E onto B(T ). Then for
any x ∈ C,

Snx
def
=

1

n

n−1∑
k=0

T kx

is weakly convergent to an element

q ∈ A− (1−λ)ζ1+λε2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

,− λε1+(1−λ)ζ2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

(T ),

where q = limn→∞ RTnx.
Additionally, if C is closed and convex and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) > 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) ≥ 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 > 0,
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then q is a fixed point of T .

Theorem 9.2. Let E be a strictly convex and reflexive Banach space with Kadec-
Klee property and a uniformly Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty
subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized
pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0;

(1− λ)(α2 + β2) + λ(α1 + γ1) > 0,

suppose that

B− λε2+(1−λ)ζ1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

,− (1−λ)ζ2+λε1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

(T ) ⊂ A(T ) ̸= ∅

and suppose that J−1 is weakly sequentially continuous. Let R∗ be the sunny gen-
eralized nonexpansive retraction of E∗ onto J(A(T )). Then for any x ∈ C,

Snx
def
= J−1

(
1

n

n−1∑
k=0

JT kx

)
is weakly convergent to an element

q ∈ B− λε2+(1−λ)ζ1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

,− (1−λ)ζ2+λε1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

(T ),

where q = limn→∞ J−1R∗JTnx.
Additionally, if J(C) is closed and convexx and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) > 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) ≥ 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 > 0,
then q is a fixed point of T .

10. Weak convergence theorems (acute point version) [15]

Theorem 10.1. Let E be a uniformly convex Banach space with a uniformly
Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty convex subset of E, and let T
be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from
C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0;

(1− λ)(α1 + β1) + λ(α2 + γ2) > 0,

and suppose that

A− (1−λ)ζ1+λε2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

,− λε1+(1−λ)ζ2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

(T ) ⊂ B(T ) ̸= ∅.
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Let R be the sunny generalized nonexpansive retraction of E onto B(T ) and let {αn}
be a sequence of real numbers with αn ∈ (0, 1) and lim infn→∞ αn(1−αn) > 0. Then
a sequence {xn} generated by x1 = x ∈ C and

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn

for any n ∈ N is weakly convergent to an element

q ∈ A− (1−λ)ζ1+λε2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

,− λε1+(1−λ)ζ2
(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)

(T ),

where q = limn→∞ Rxn.
Additionally, if C is closed and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) > 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) ≥ 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 > 0,
then q is a fixed point of T .

Theorem 10.2. Let E be a uniformly convex Banach space with a uniformly
Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty subset of E satisfying J(C) is
convex, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseu-
docontraction from C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0;

(1− λ)(α2 + β2) + λ(α1 + γ1) > 0,

suppose that

B− λε2+(1−λ)ζ1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

,− (1−λ)ζ2+λε1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

(T ) ⊂ A(T ) ̸= ∅

and suppose that J−1 is weakly sequentially continuous. Let R∗ be the sunny gen-
eralized nonexpansive retraction of E∗ onto J(A(T )) and let {αn} be a sequence of
real numbers with αn ∈ (0, 1) and lim infn→∞ αn(1 − αn) > 0. Then a sequence
{xn} generated by x1 = x ∈ C and

xn+1 = J−1(αnJxn + (1− αn)JTxn)

for any n ∈ N is weakly convergent to an element

q ∈ B− λε2+(1−λ)ζ1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

,− (1−λ)ζ2+λε1
(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)

(T ),

where q = limn→∞ J−1R∗Jxn.
Additionally, if J(C) is closed and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) > 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) ≥ 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 > 0,
then q is a fixed point of T .

11. Generalized acute point and generalized skew-acute point [16]

Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E, let T be a
mapping from C into E, and let k, ℓ, s ∈ R. x ∈ E is called a (k, ℓ, s)-generalized
acute point of T if

s(ϕ(x, Ty)− ϕ(x, y)) ≤ kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y)
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for any y ∈ C. x ∈ E is called a (k, ℓ, s)-generalized skew-acute point of T if

s(ϕ(Ty, x)− ϕ(y, x)) ≤ kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y)

for any y ∈ C. Let

Ak,ℓ,s(T ) = {x ∈ E | s(ϕ(x, Ty)− ϕ(x, y)) ≤ kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y) for any y ∈ C};
Bk,ℓ,s(T ) = {x ∈ E | s(ϕ(Ty, x)− ϕ(y, x)) ≤ kϕ(y, Ty) + ℓϕ(Ty, y) for any y ∈ C}.
It is obvious that

Ak1,ℓ1,s1(T ) ⊂ Ak2,ℓ2,s2(T ), Bk1,ℓ1,s2(T ) ⊂ Bk2,ℓ2,s2(T )

for any k1, k2, ℓ1, ℓ2 ∈ R and for any s1, s2 ∈ (0,∞) with k1

s1
≤ k2

s2
and ℓ1

s1
≤ ℓ2

s2
;

Ak1,ℓ1,s1(T ) ⊃ Ak2,ℓ2,s2(T ), Bk1,ℓ1,s2(T ) ⊃ Bk2,ℓ2,s2(T )

for any k1, k2, ℓ1, ℓ2 ∈ R and for any s1, s2 ∈ (−∞, 0) with k1

s1
≤ k2

s2
and ℓ1

s1
≤ ℓ2

s2
.

Furthermore

Ak,ℓ,0(T ) = Bk,ℓ,0(T ) = E

for any (k, ℓ) ∈ [0,∞)× [0,∞);

Ak,ℓ,0(T ) = Bk,ℓ,0(T ) = ∅
for any (k, ℓ) ∈ (−∞, 0]× (−∞, 0] \ {(0, 0)}; otherwise,

Ak,ℓ,0(T ) = E or ∅, Bk,ℓ,0(T ) = E or ∅;
however, it is generally unknown which case holds.

The following lemmas are important property characterizing them.

Lemma 11.1. Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E,
let T be a mapping from C into E and let k, ℓ, s ∈ R. Then Ak,ℓ,s(T ) is closed and
convex.

Lemma 11.2. Let E be a smooth Banach space, let C be a nonempty subset of E,
let T be a mapping from C into E and let k, ℓ, s ∈ R. Then Bk,ℓ,s(T ) is closed.

Lemma 11.3. Let E be a strictly convex and smooth Banach space, let C be a
nonempty subset of E, let T be a mapping from C into E, and let k, ℓ, s ∈ R. Then
the following hold:
(1) If (k, ℓ) ∈ (−∞, s]× (−∞, 0] \ {(s, 0)}, then C ∩Ak,ℓ,s(T ) is a subset of the

set of all fixed points of T ;
(2) If (k, ℓ) ∈ (−∞, 0]× (−∞, s]\{(0, s)}, then C ∩Bk,ℓ,s(T ) is a subset of the

set of all fixed points of T .

12. Generalized acute point theorem and generalized skew-acute
point thorem [16]

Theorem 12.1. Let E be a reflexive and smooth Banach space, let C be a nonempty
subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized
pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists z ∈ C such that
{Tnz | n ∈ N ∪ {0}} is bounded and suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;
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(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0.

Then there exists a (−((1−λ)ζ1+λε2),−(λε1+(1−λ)ζ2), (1−λ)(α1+β1)+λ(α2+
γ2))-generalized acute point.

By Theorem 12.1 we can proove Theorem 6.1.

Theorem 12.2. Let E be a strictly convex, reflexive, and smooth Banach space,
let C be a nonempty subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2,
ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists
z ∈ C such that {Tnz | n ∈ N ∪ {0}} is bounded and suppose that there exists
λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0.

Then there exists a (−(λε2+(1−λ)ζ1),−((1−λ)ζ2+λε1), (1−λ)(α2+β2)+λ(α1+
γ1))-generalized skew-acute point.

By Theorem 12.2 we can proove Theorem 6.2.

13. Mean convergence theorems (generalized acute point version)
[18]

Theorem 13.1. Let E be a uniformly convex Banach space with a Fréchet differ-
entiable norm, let C be a nonempty subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2,
γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from C into itself. Suppose
that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0,

and suppose that

A−((1−λ)ζ1+λε2),−(λε1+(1−λ)ζ2),(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)(T ) ⊂ B(T ) ̸= ∅.
Let R be the sunny generalized nonexpansive retraction of E onto B(T ). Then for
any x ∈ C,

Snx
def
=

1

n

n−1∑
k=0

T kx

is weakly convergent to an element

q ∈ A−((1−λ)ζ1+λε2),−(λε1+(1−λ)ζ2),(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)(T ),

where q = limn→∞ RTnx.
Additionally, if C is closed and convex and one of the following holds:
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(1) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) > 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) ≥ 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 > 0,
then q is a fixed point of T .

Theorem 13.2. Let E be a strictly convex and reflexive Banach space with Kadec-
Klee property and a uniformly Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty
subset of E, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized
pseudocontraction from C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0,

suppose that

B−(λε2+(1−λ)ζ1),−((1−λ)ζ2+λε1),(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)(T ) ⊂ A(T ) ̸= ∅

and suppose that J−1 is weakly sequentially continuous. Let R∗ be the sunny gen-
eralized nonexpansive retraction of E∗ onto J(A(T )). Then for any x ∈ C,

Snx
def
= J−1

(
1

n

n−1∑
k=0

JT kx

)
is weakly convergent to an element

q ∈ B−(λε2+(1−λ)ζ1),−((1−λ)ζ2+λε1),(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)(T ),

where q = limn→∞ J−1R∗JTnx.
Additionally, if J(C) is closed and convexx and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) > 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) ≥ 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 > 0,
then q is a fixed point of T .

14. Weak convergence theorems (generalized acute point version)
[19]

Theorem 14.1. Let E be a uniformly convex Banach space with a uniformly
Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty convex subset of E, and let T
be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseudocontraction from
C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α1 + β1 + γ1 + δ1) + λ(α2 + β2 + γ2 + δ2) ≥ 0;

λ(α1 + γ1) + (1− λ)(α2 + β2) ≥ 0;

λ(β1 + δ1) + (1− λ)(γ2 + δ2) ≥ 0;

(1− λ)ε1 + λζ2 ≥ 0;

λζ1 + (1− λ)ε2 ≥ 0,

and suppose that

A−((1−λ)ζ1+λε2),−(λε1+(1−λ)ζ2),(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)(T ) ⊂ B(T ) ̸= ∅.
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Let R be the sunny generalized nonexpansive retraction of E onto B(T ) and let {αn}
be a sequence of real numbers with αn ∈ (0, 1) and lim infn→∞ αn(1−αn) > 0. Then
a sequence {xn} generated by x1 = x ∈ C and

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn

for any n ∈ N is weakly convergent to an element

q ∈ A−((1−λ)ζ1+λε2),−(λε1+(1−λ)ζ2),(1−λ)(α1+β1)+λ(α2+γ2)(T ),

where q = limn→∞ Rxn.
Additionally, if C is closed and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) > 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α1 + β1 + ζ1) + λ(α2 + γ2 + ε2) ≥ 0 and λε1 + (1− λ)ζ2 > 0,
then q is a fixed point of T .

Theorem 14.2. Let E be a uniformly convex Banach space with a uniformly
Fréchet differentiable norm, let C be a nonempty subset of E satisfying J(C) is
convex, and let T be an (α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, δ1, δ2, ε1, ε2, ζ1, ζ2)-generalized pseu-
docontraction from C into itself. Suppose that there exists λ ∈ [0, 1] such that

(1− λ)(α2 + β2 + γ2 + δ2) + λ(α1 + β1 + γ1 + δ1) ≥ 0;

λ(α2 + γ2) + (1− λ)(α1 + β1) ≥ 0;

λ(β2 + δ2) + (1− λ)(γ1 + δ1) ≥ 0;

(1− λ)ε2 + λζ1 ≥ 0;

λζ2 + (1− λ)ε1 ≥ 0,

suppose that

B−(λε2+(1−λ)ζ1),−((1−λ)ζ2+λε1),(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)(T ) ⊂ A(T ) ̸= ∅

and suppose that J−1 is weakly sequentially continuous. Let R∗ be the sunny gen-
eralized nonexpansive retraction of E∗ onto J(A(T )) and let {αn} be a sequence of
real numbers with αn ∈ (0, 1) and lim infn→∞ αn(1 − αn) > 0. Then a sequence
{xn} generated by x1 = x ∈ C and

xn+1 = J−1(αnJxn + (1− αn)JTxn)

for any n ∈ N is weakly convergent to an element

q ∈ B−(λε2+(1−λ)ζ1),−((1−λ)ζ2+λε1),(1−λ)(α2+β2)+λ(α1+γ1)(T ),

where q = limn→∞ J−1R∗Jxn.
Additionally, if J(C) is closed and one of the following holds:

(1) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) > 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 ≥ 0;
(2) (1− λ)(α2 + β2 + ζ2) + λ(α1 + γ1 + ε1) ≥ 0 and λε2 + (1− λ)ζ1 > 0,
then q is a fixed point of T .
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*-HOMOMORPHISMS BETWEEN GROUPOID

C*-ALGEBRAS

FUYUTA KOMURA

Abstract. 本稿ではエタール亜群から構成される C*環 (亜群 C*環)を扱
う．本分野の主な流れとして「亜群 C*環の性質をエタール亜群の言葉で特
徴づける」というものがあるが，本稿では亜群 C*環上の準同型がエタール
亜群の言葉で記述するための十分条件を与える．系として，亜群 C*環のと
ある自己同型群について構造定理を与える．

0. Introduction

作用素環論は関数解析の一分野であり，主に無限次元の非可換な代数を扱
う分野である．作用素環は扱う位相によって von Neumann環とC*環に大別
されるが，本稿ではC*環を扱う．C*環とは大雑把に言えば involutionと完備
なノルムを持つ C代数である．例えば，行列環Mn(C)Hilbert空間, H 上の
有界線形作用素のなすC*環B(H), コンパクト空間Xの上の複素連続関数環
C(X)はC*環の例である．この他の具体例を自在に構成することは非自明な
問題となるが，現在では様々なC*環の構成方法が知られている．数多くのC*
環を構成する方法として，エタール亜群を用いる方法がある．エタール亜群
から構成されるC*環 (亜群C*環)の研究はRenault[12]によって始められ，現
在でも様々な研究者によって亜群 C*環の研究が行われている．例えば，[13]
では亜群C*環からエタール亜群を再構成する，という類の結果が得られてい
る．他には，亜群C*環の単純性については [2]，核型性については [1]などで
研究されている．
本稿で紹介する結果について概説する．[13]の帰結として，2つのエタール

亜群G1, G2に対し，その亜群C*環が同型であるならばG1とG2が同型であ
るという定理が得られる (正確な主張は [13, Proposition 4.13]を参照せよ)．
様々なC*環が亜群C*環として実現されるため，この結果はC*環の幅広いト
ピックに応用されている．例えば，力学系から構成されるC*環や半群から構
成される C*環の理論では必須とも言える結果である． このように [13]は重
要な結果であるが，[9]では [13]の一般化として亜群 C*環の同型とは限らな
い準同型写像を扱った．すなわち，[13]の結果の肝はC*環の同型写像からエ
タール亜群の同型写像を構成することであるが，この手続きがC*環の同型と
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は限らない準同型写像に対しても可能であることを [9]で示した．この応用と
して，亜群C*環のとある自己同型群がエタール亜群の自己同型群と 1-cocycle
の群で記述できることを示した．特に，亜群C*環への群作用であって不動点
環が十分大きいものは，本質的に可換群作用であることが本結果から分かる．
本稿の構成について述べる．まず，エタール亜群や亜群C*環について定義

と基本的な性質を述べる．その後，筆者の結果 [9]の背景と，主定理の概要を
述べる．最後に，主定理の応用と今後の展望について述べる．

Acknowledgement. 本研究は JST CREST Grant Number JPMJCR1913
と RIKEN Special Postdoctoral Researcher Program の助成を受けたもの
です．

1. 準備

本節では C*環とエタール亜群の定義と例を紹介し，エタール亜群から C*
環を構成する方法について述べる．C*環論を含む作用素環論については [15]
や [4]などを，エタール亜群と亜群C*環については [12], [14], [11]を参照せよ．

1.1. C*環の定義と例. C*環の定義と例を紹介する．詳細は [15]や [4]を参照
せよ．
大雑把に言えば，C*環とは積と involutionを備えた複素Banach空間Aで，

諸般の条件をみたすもののことである．本稿では正確な定義を与える代わり
に，具体例を紹介する．

Example 1.1.1. Xを局所コンパクトハウスドルフ空間とする．C(X)をX
上の複素数値連続関数全体からなる集合とする．f ∈ C(X)が無限遠で消え
るとは，任意の ε > 0に対し

{x ∈ X|f(x)| ≥ ε}

がコンパクト集合になることとする．このとき，C0(X)をX上の無限遠で消え
る連続関数全体からなる集合とすると，C0(X)はC*環となる．実際，C0(X)
は各点での演算によって C ベクトル空間と積の構造を持つ．また，C0(X)
の involutionは各点での複素共役によって定まる．f ∈ C0(X)のノルムは
‖f‖ ··= supx∈X |f(x)|と定められる．以上の構造によって，C0(X)は C*環と
なる．C0(X)の積が可換であることに注意せよ．また，任意の可換 C*環が
C0(X)の形として得られることが Gelfand-Naimarkの定理として知られて
いる．

Example 1.1.2. H を複素 Hilbert空間とする．有界線形作用素全体からな
る集合 B(H)は C*環となる．実際，各点での演算によって B(H)は Cベク
トル空間となる．また，写像の合成によって B(H)の積が定まる．B(H)の
involution は有界線形作用素の adjoint によって定まる．また，T ∈ B(H)
のノルムは ‖T‖ ··= sup∥x∥≤1‖Tx‖である．以上の構造によって B(H)は C*

環となる．H = Cn の場合は，B(H)は n次正方行列からなる環Mn(C)と
同型になる．また，全ての C*環が B(H)の部分環として実現できることが
Gelfand-Naimarkの定理として知られている．
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理論的にはB(H)の部分環を考えることで全てのC*環が構成できるが，こ
の方法で自由自在に C*環を構成することは困難である．そのため，C*環論
の研究では様々なC*環の構成法が考えられ，その研究が行われてきた．本稿
ではエタール亜群からC*環を構成する方法について説明し，エタール亜群と
C*環の関係について概説する．

1.2. エタール亜群の定義と例. エタール亜群の定義と例を紹介する．詳しく
は [12], [14], [11]を参照せよ．
亜群は群をある意味で拡張した概念である．亜群は一般に単位元を複数個

持ち，部分的にのみ定義された積を持つという点で群を拡張した概念である．
端的には，亜群とは「全ての射が可逆であるような小圏」と定義される．本
稿では亜群について以下の記法を用いる．

Definition 1.2.1. 亜群Gは以下の 4つ組 (G,G(0), d.r)からなる．

(1) 単位元からなる集合G(0) ⊂ G,

(2) domain mapと range map d, r : G→ G(0),
(3) d(α) = r(β)となる α, β ∈ Gに対し，その積 αβ ∈ G,
(4) α ∈ Gに対し，その逆元 α−1 ∈ G. ただし，逆元は α−1α = d(α),

αα−1 = r(α)を満たす．

G(0)をGの unit spaceと呼ぶ．

Definition 1.2.2. Gを亜群とする．積と逆元を取る写像が連続となる位相
をGが備えている時，Gを位相亜群と呼ぶ．また，d : G→ G(0)が局所同相
写像となるとき，位相亜群Gをエタール亜群と呼ぶ．ただし，dが局所同相写
像であるとは，dが開写像であって，各 α ∈ Gに対しある αの開近傍 U ⊂ G
が存在し d|U が像への同相写像となることである．この場合，rも局所同相写
像になることが r(α) = d(α−1)という公式と逆元を取る写像が同相であるこ
とから分かる．

エタール亜群は位相亜群と離散群を含む概念である．

Example 1.2.3. G = G(0)を満たすエタール亜群は，位相空間と等価な概念
である (この場合，積や逆元は自明となる). また，G(0)が 1点集合となるエ
タール亜群は，離散群と等価な概念である．

より一般に，離散群の位相空間への作用からエタール亜群を構成すること
ができる．

Example 1.2.4. Γを離散群，Xを位相空間とし，τ : Γ ↷ Xを作用とする．
また，

Γ⋉τ X ··= {(y, s, x) ∈ X × ΓX | y = τs(x)}
と置くこのとき，Γ⋉τ X は以下のようなエタール亜群の構造を持つ．まず，
unit spaceは (Γ⋉τ X)(0) ··= X と定められる．ここで，単射

X 3 x 7→ (x, e, x) ∈ Γ⋉τ X

によってX を Γ ⋉τ X の部分集合と同一視している．domain mapと range
mapをそれぞれ (y, s, x) ∈ Γ⋉τ X に対し．

d((y, s, x)) = x, r((y, s, x)) = y
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と定める．積と逆元はそれぞれ

(z, s, y)(y, t, x) = (z, st, x), (y, t, x)−1 = (x, t−1, y)

によって定められる．これらの構造によって Γ⋉τ Xは亜群となり，直積位相
の相対位相によって Γ⋉τ X はエタール亜群となる．

上の例では群作用からエタール亜群を構成した．より一般に，逆半群の作
用からエタール亜群を構成することができる．逆に，全てのエタール亜群は
逆半群の作用から得られる．これらの結果については [11]や [5]を参照せよ．
本稿では，エタール亜群と言ったら局所コンパクトハウスドルフであるこ

とを仮定する．この仮定は，エタール亜群上の連続関数が豊富に存在すること
を保証するために要請される (実際に，本分野では Urysohnの補題や Tietze
の拡張定理などが数多く使用される)．一方，ハウスドルフ性は若干強い仮定
であり，実際にハウスドルフ性を満たさないエタール亜群は自然に現れる．ハ
ウスドルフでないエタール亜群の取り扱いについては，[11]や [6]を参照せよ．

1.3. 亜群C*環の定義. 本節ではエタール亜群から構成されるC*環 (亜群C*
環)の定義について説明する．群環と同様に，亜群C*環も convolution algebra
を用いて定義される．以下，その概略を説明する．

Gを局所コンパクトハウスドルフなエタール亜群とする．Cc(G)をG上の
コンパクトサポートを持つ複素連続関数全体からなる集合とする．このとき，
Cc(G)は各点での演算によってベクトル空間となる．f, g ∈ Cc(G)に対し，
convolution f ∗ g ∈ Cc(G)と involution f∗ ∈ Cc(G)をそれぞれ

f ∗ g(γ) ··=
∑
αβ=γ

f(α)g(β), f∗(γ) ··= f(γ−1)

と定める (ただし，γ ∈ Gである). f ∗ gが実際にCc(G)の元として定まるこ
とは若干非自明であるが，エタール亜群の性質を用いて証明することができ
る ([14]などを参照せよ).
このようにして，Cc(G)は*-algebra(involutionを備えた C代数)となる．

あとはCc(G)を適当なノルムで完備化することでC*環が得られるが，ノルム
の選び方は一般には一意ではない．主に用いられるノルムは reduced normと
universal normの 2種類であり，他のノルムについては存在性も含めて非自
明な対象である．以下，reduced normと universal normについて説明する．
まず，G の reduced norm について説明する．x ∈ G(0) に対し Gx ··=

d−1({x})と置く．このとき，dが局所同相写像であることから，Gxは離散集
合になることがわかる．ℓ2(Gx)を

ℓ2(Gx) ··=

{
ξ : Gx → C

∣∣∣∣∣ ∑
α∈Gx

|ξ(α)|2 <∞

}

と定める．この時，ℓ2(Gx)はHilbert空間となる．本稿では ℓ2(Gx)の内積を
ξ, η ∈ ℓ2(Gx)に対し

〈ξ|η〉 ··=
∑
α∈Gx

ξ(α)η(α)
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と書く (内積が右線形であることに注意せよ)．f ∈ Cc(G)に対し，λx(f) : ℓ
2(Gx)→

ℓ2(Gx)を

λx(f)(δβ) ··=
∑

α∈Gr(β)

f(α)δαβ

によって定める (ここで，δβ ∈ ℓ2(Gx)は β で 1, その他で 0となる関数であ
る)．記号の乱用となはるが，一般の ξ ∈ ℓ2(Gx)に対しては λx(f)ξ = f ∗ ξと
なることに注意せよ．λx(f)は有界線形作用素になることがわかるため，写像
λx : Cc(G) → B(ℓ2(Gx))が得られる．さらに，λxは*を保つ準同型写像にな
ることもわかる．
ここで，Cc(G)の reduced normを次のように定める．

Definition 1.3.1. f ∈ Cc(G)に対し，f の reduced normを

‖f‖r ··= sup
x∈G(0)

‖λx(f)‖

と定める．ただし，右辺に現れるノルムはB(ℓ2(Gx))の作用素ノルムである．
Cc(G)の reduced normによる完備化をC∗

r (G)と書き，被約亜群C*環 (reduced
groupoid C*-algebra)と呼ぶ．

‖f‖r < ∞を示すためには若干の議論が必要である．例えば [3, Lemma
5.6.12]を参照せよ．
次に，universal normについて説明する．

Definition 1.3.2. f ∈ Cc(G)に対し，f の universal normを

‖f‖u ··= sup
π
‖π(f)‖

と定める (ただし，右辺の supは全ての*-表現 π : Cc(G)→ B(H)に対し考え
ている)．Cc(G)の universal normによる完備化を C∗(G)と書き，普遍亜群
C*環 (universal groupoid C*-algebra)と呼ぶ．

reduced normの場合と同様に，universal normがwell-definedであること
も非自明である．[3, Lemma 5.6.12]の下部にある説明を参照せよ．
定義から ‖f‖r ≤ ‖f‖u が任意の f ∈ Cc(G)に対して成り立つ．従って，

Cc(G)上の恒等写像は q : C∗(G)→ C∗
r (G)という*-準同型写像に拡張される．

qが全射であることはC*環の一般論から従うが，一般に単射ではない．Gが
従順という性質を持つとき，qが単射であることが従う ([3, Corollary 5.6.17]
を参照せよ)．逆は成り立たず，qの単射性はGの従順性を導くとは限らない．
このようなエタール亜群Gの例については [16]を参照せよ．また，Gの従順
性とC∗(G), C∗

r (G)の核型性という性質が同値である ([3, Theorem 5.6.18]を
参照せよ)．
本節の最後に，G(0)から定まる C∗(G)と C∗

r (G)の可換部分環について説
明する．G(0) ⊂ Gは [14, Lemma 8.4.2]より開集合であるため (実際には [14,

Lemma 8.3.2]より閉でもある)，自然な包含写像 Cc(G
(0)) ⊂ Cc(G)が得られ

る．この包含写像はC0(G
(0)) ⊂ C∗

r (G), C0(G
(0)) ⊂ C∗(G)に拡張される ([14,

Corollary 9.3.4]を参照せよ)．
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2. 主定理

前節ではエタール亜群 Gから 2種類の C*環 C∗(G), C∗
r (G)を構成した．

C∗(G)や C∗
r (G)のC*環としての性質とエタール亜群Gの性質との関係を調

べることが，本分野における基本的な問題意識である．本節では，亜群C*環
上の*-準同型がエタール亜群の言葉で捉えられるための条件について検討す
る．具体的には，亜群C*環上の*-準同型が unit space上の連続関数環を保つ
ならば，その*-準同型はエタール亜群の言葉で記述できるという筆者の結果
[9]について説明する．

2.1. 亜群C*環上の*-準同型の構成. まず，亜群 C*環上の*-準同型がエター
ル亜群のどのような概念から構成されるか説明する．最初に不変閉集合から*-
準同型を構成する方法について説明し，次に cocycleと亜群の準同型から*-準
同型を構成する方法について説明する．引き続き，エタール亜群は局所コン
パクトハウスドルフであることを仮定する．

Definition 2.1.1. Gをエタール亜群とする．F ⊂ G(0) が不変であるとは，
任意の α ∈ Gに対し d(α) ∈ F ならば r(α) ∈ F が成り立つこととする．この
とき，GF ··= d−1(F )と書く．

F ⊂ G(0)を不変な閉集合とする．このとき，GF はGの閉部分亜群となる．
G

(0)
F = F となることに注意せよ．
不変な閉集合は，以下のように全射*-準同型を誘導する．

Proposition 2.1.2 ([14, Proposition 10.3.2]). F ⊂ G(0)を不変な閉集合と
する．このとき，

res : Cc(G) 3 f 7→ f |GF
∈ Cc(GF )

は*-準同型となる．また，この写像は全射*-準同型 res : C∗
r (G)→ C∗

r (GF )を
誘導する．

次に，エタール亜群の cocycleと準同型から誘導される*-準同型について説
明する．

Definition 2.1.3. Gをエタール亜群とし，Tを円周群とする．連続な準同
型 c : G→ Tを，G上の cocycleと呼ぶ．また，G上の cocycle全体からなる
集合を Z(G)と書く．Z(G)は各点での演算によって可換群となる．

Proposition 2.1.4 (cf. [8, Proposition 3.13]). GとH をエタール亜群とす
る．Φ: G→ H を局所同相な連続準同型とし，c ∈ Z(G)とする．また，Φが
G(0)上で単射であったと仮定する．さらに，φc,Φ : Cc(G)→ Cc(H)を

φc,Φ(f)(δ) ··=
∑

α∈Φ−1({δ})

c(α)f(α)

と定める (ただし，f ∈ Cc(G), δ ∈ Hである). この時，φc,Φ : Cc(G)→ Cc(H)
は*-準同型となる．

Remark 2.1.5. 上述の φc,ΦがC∗
r (G)上の*-準同型に拡張できるとは限らな

い．実際，Gを非従順な離散群 (例えば，階数が 2以上の自由群など)，H を
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自明群とした時には φc,Φが*-準同型 φc,Φ : C∗
r (G) → C∗

r (H)に拡張されるこ
とはない．これは，非従順群の被約群C*環が 1次元表現を持たないという事
実から分かる ([3, Theorem 2.6.8]を参照せよ)．一方，φc,Φを universal 亜群
C*環上の*-準同型 φc,Φ : C∗(G) → C∗(H)に拡張することは universal norm
の性質よりいつでも可能である．

以上より，C∗
r (G)全体に定義できるかどうか注意が必要ではあるが，不変

な閉集合，cocycleと亜群の準同型から*-準同型を作ることができた．次節で
は，このようにして得られる*-準同型の特徴づけを主定理として紹介する．

2.2. 主定理. 前節では，不変な閉集合，cocycleと亜群の準同型から*-準同型
を構成する手続きを確認した．本節では，このようにして得られる*-準同型
の特徴づけを主定理として紹介する．
まず，主定理に用いられる概念を定義する．引き続き，エタール亜群は局

所コンパクトハウスドルフ空間であることを仮定する．

Definition 2.2.1. Gをエタール亜群とする．Gがeffectiveであるとは，G(0) =
Iso(G)◦が成り立つこととする．ただし，

Iso(G) ··= {α ∈ G | d(α) = r(α)}
であり，Iso(G)◦は Iso(G)の内部を表す．

G(0) ⊂ Iso(G)◦は任意のエタール亜群Gに対して成り立つため，反対側の
包含G(0) ⊃ Iso(G)◦が effective性の本質的な仮定である．

Example 2.2.2. 自明でない離散群 Γは effectiveではない．また，G = G(0)

となるエタール亜群 (i.e.局所コンパクト空間)は effectiveである．一般に，局
所コンパクト空間X への離散群作用 τ : Γ ↷ X に対し，τ が位相的に自由で
あるならば，Γ⋉τ Xは effectiveである．ここで，τ : Γ ↷ Xが位相的に自由
であるとは，安定化群

Γx ··= {s ∈ Γ | τs(x) = x}
が自明となるような x ∈ XがXで稠密になることである．また，Γが可算で
あると仮定する．このとき，Γ⋉τ Xが effectiveであるならば τ : Γ ↷ Xは位
相的に自由である．これは Baireのカテゴリー定理から容易に従う．

直感的に言えば，effectiveなエタール亜群は離散群からかけ離れたエター
ル亜群である．effectivenessを仮定することで離散群由来の困難を排除する
ことができるため，effectivenessは亜群C*環の研究においてしばしば用いら
れる仮定である．
先の τ : Γ ↷ X に付随する例と同様に，多くの具体例においてエタール亜

群の安定化群はほとんど自明となる．実際，エタール亜群の effectivenessに
ついて次のことが知られている．

Proposition 2.2.3 ([13, Proposition 3.6]). Gをエタール亜群とする．x ∈
G(0)に対し，

G(x) ··= {α ∈ G | d(α) = r(α) = x}
と置く．このとき，G(x) = {x}となる x ∈ G(0)がG(0)で稠密であるならば，
Gは effectiveである．また，Gが第二可算であるならば，逆も成り立つ．
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本稿の主定理について述べる．GとHをエタール亜群とし，Hを effective
とする．まず，エタール亜群Gに対し被約亜群C*環C∗

r (G)とその可換部分環
C0(G

(0))が構成されることに注意せよ．次の主定理は，C0(G
(0))をC0(H

(0))
に移すような*-準同型が Proposition 2.1.2と Proposition 2.1.4の*-準同型の
合成として得られることを主張する．

Theorem 2.2.4 ([9, Theorem 2.1.1]). Gと H をエタール亜群とし，H が
effective であると仮定する．また，*-準同型 φ : C∗

r (G) → C∗
r (H) に対し，

φ(C0(G
(0)))がC0(H

(0))にイデアルとして含まれていたとする．このとき，不
変な閉集合F ⊂ G(0), cocycle c ∈ Z(GF ),局所同相な準同型写像Φ: GF → H
が存在し，

φ(f) = φc,Φ ◦ res(f)
が任意の f ∈ Cc(G)に対し成り立つ．ここで，resと φc,Φはそれぞれ Propo-
sition 2.1.2と Proposition 2.1.4に現れる*-準同型である．

Proof. 証明の概略について述べる．まず，F ⊂ G(0)の構成であるが，

kerφ ∩ C0(G
(0)) = C0(G

(0) \ F )

を満たす閉集合 F ⊂ G(0)として構成される．このような F の存在は，可換
C*環 C0(X)のイデアルがX の閉集合と 1対 1に対応することから従う．ま
た，直接計算から F ⊂ G(0)が不変であることも分かる．

Φ: GF → Hの構成が最も非自明である．亜群C*環の構造からエタール亜
群の構造を再構成する技術は [13]で整備されているため，[13]の技術を用いる
ことが重要となる．一方，[13]では主に effectiveなエタール亜群が扱われて
いるが，GやGF は effectiveとは限らないため，実際には [13]に現れる技術
を改良したものが必要となる．詳細は [9, Theorem 2.1.1]の証明を参照せよ．
最後に c ∈ Z(GF )であるが，これは φと φ1,Φ ◦ resを比較することで構成

される (ただし，1 ∈ Z(GF )を定数 cocycleとした)． □
上述の証明でも述べたように，Gに effective性を課していない点に本定理

の技術的な新規性がある．また，Hの effective性を外すことは不可能である．
実際，群C*環の間の*-準同型を群の言葉のみで記述することは一般に不可能
である (G = Z/2Z, H = Z/3Zの場合などを考えよ)．

2.3. 応用. 本節では前節の主定理 Theorem 2.2.4の応用について述べる．特
に，亜群 C*環上の自己同型写像に対し Theorem 2.2.4を応用する．
まず，記号を用意する．

Definition 2.3.1. AをC*環とし，B ⊂ Aを部分C*環とする．Aut(A)をA
の自己同型全体からなる群とする．また，Aut(A)の部分群をそれぞれ

Aut(A;B) ··= {φ ∈ Aut(A) | φ(B) = B},
AutB(A) ··= {φ ∈ Aut(A) |全ての b ∈ Bに対し φ(b) = b}

と定める．

AutB(A)が Aut(A;B)の正規部分群であることに注意せよ．A = C∗
r (G),

B = C0(G
(0))とし，Theorem 2.2.4を応用することで次の系が得られる．
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Corollary 2.3.2 ([10, Proposition 5.7], [9, Corollary 2.2.2, Corollary 2.2.6]).
Gを effectiveなエタール亜群とする．このとき，

Ψ: Aut(G)⋉ Z(G) 3 (Φ, c) 7→ φc,Φ ∈ Aut(C∗
r (G);C0(G

(0))

は群としての同型写像である．ここで，Aut(G)⋉Z(G)は自然な作用Aut(G) ↷
Z(G)に関する半直積群である．また，Ψ(Z(G)) = AutC0(G(0))(C

∗
r (G))が成り

立つ．従って，ΨはZ(G)とAutC0(G(0))(C
∗
r (G))の間の同型写像を誘導する．

Proof. 証明の概略を述べる．まず，Ψがwell-definedであり，群準同型であ
ることと単射性が直接計算から分かる．Ψの全射性が非自明であるが，これ
は Theorem 2.2.4から直ちに従う．ここで，同型写像については対応する不
変集合 F がG(0)となりGF = Gとなることに注意せよ．
後半の主張は，「Φ ∈ Aut(G)がΦ|G(0) を満たすならばΦ = idGとなる」と

いう主張から従う．詳しくは [9, Corollary 2.2.6]を参照せよ． □
Remark 2.3.3. Corollary 2.3.2について補足をする．[10, Proposition 5.7]

ではAut(G)⋉Z(G)とAut(C∗
r (G);C0(G

(0))の同型が，Gが第二可算である
場合に示されていた．[9, Corollary 2.2.2]ではGが第二可算とは限らない場
合にもこの同型が正しいことを証明した．Z(G)とAutC0(G(0))(C

∗
r (G))が同型

であることは [9, Corollary 2.2.6]で得られた結果である．[9, Corollary 2.2.6]
では topologically principalという effectiveより強い性質をGに仮定してい
るが，実際には effectiveで十分である [7].

2.4. 今後の展望. 今後の展望について述べる．Corollary 2.3.2において，群
の同型

Aut(G)⋉ Z(G) ' Aut(C∗
r (G);C0(G

(0))

が得られた．一般にC*環の自己同型群を計算することは困難であるため，こ
の同型は C*環の自己同型群の研究に貴重な手がかりを与えると考えられる．
そこで，上の同型を用いて Aut(C∗

r (G);C0(G
(0))の具体的な計算や群として

の構造を調べることが喫緊の課題であると筆者は考えている．

References

[1] C. Anantharaman-Delaroche and J. Renault. Amenable Groupoids. Monographie de
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Pearcey系に対するWKB解のBorel和の
接続公式について

内田 匠風 (日本大学 理工学部)∗

1 はじめに
Voros [26] により創始された完全WKB解析は, 主に 2階の Schrödinger型の常微分

方程式に対する解の大域的な性質を解明するのに極めて有効な手法であることが知ら
れている [16, 23]. 最近では, クラスター代数や位相的漸化式と量子曲線の理論との関
連も見出されている [13, 14].

[2]では, 2階の Schrödinger型の常微分方程式に対するVoros接続公式 [26] が, 超局
所解析の視点から証明されている. 証明手法について少し述べる. まず, 解析的なポテ
ンシャルを持つ 2階の Schrödinger型の常微分方程式を, 単純変わり点近傍で, 大きな
パラメータ付きの Airy方程式に形式的に変換する. この変換に現れる形式級数は, 超
局所微分作用素を用いることで正当化することができる. 次に, 大きなパラメータ付き
のAiry方程式に対するWKB解のBorel変換は, Gaussの超幾何函数で書けることを証
明する. そして, Gaussの超幾何函数の接続公式を用いることにより, Vorosの接続公式
を証明する.

[2]の証明で使われたGaussの超幾何函数のパラメータは, Schwarzのリスト [24] に
含まれている. すなわち, Airy方程式に対するWKB解のBorel変換は, 3次の代数函数
を用いて表すことができる. この視点を応用することで, Airy方程式に対する Vorosの
接続公式を, Gaussの超幾何函数を用いず代数函数を用いて, 導出することができる [5].

[18]では, 2次元Garnier系およびその合流型方程式系の特殊解が議論されている.
特に, LH(5)はAiry方程式を 2変数に拡張した系に相当する. この系は, Pearcey系と
呼ばれる線型偏微分方程式系と等価である. Pearcey系に対する完全WKB解析は, 廣
瀬 [9, 10, 11]及び本多-河合-竹井 [12]により集中的に研究されている. 特に, [9, 10, 11]
では, Pearcey系およびその接方程式系に対する Stokes曲面 (曲線), 接続公式などが考
察されている. また, Pearcery系は独立変数の 1つを固定すると, Berk-Nevins-Roberts
[7]によって研究された 3階の線型常微分方程式 (BNR方程式) となる.

本講演では, Pearcey系に対するWKB解のBorel変換が, 4次の代数函数の一次結合
として明示的に書けることを述べる. その帰結として, Pearcey系に対するWKB解は
resurgent [8] であることを述べる. また, 代数函数の解析接続を考えることで, Pearcey
系に対するWKB解のVoros型の接続公式が得られることを述べる.

2 Pearcey系のWKB解
本節では, Pearcey系に対するWKB解の構成について説明する. ηは大きなパラ

メータとし, 次の振動積分を考える:

u =

∫
exp

(
η(t4 + x2t

2 + x1t)
)
dt. (1)

この積分は, 大きなパラメータ付きのPearcey積分と呼ばれている [10, 22]. ただし, 積
分路は被積分函数が遠方で急減少するような複素平面上の路を取る. Pearcey積分は,

∗〒 274-8501 千葉県船橋市習志野台 7-24-1
e-mail: uchida.shofu@nihon-u.ac.jp

本研究は, 青木貴史氏 (近畿大学)及び鈴木貴雄氏 (近畿大学) との共同研究に基づく.
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大きなパラメータ付きのAiry積分∫
exp

(
η(t3 + xt)

)
dt

の自然な拡張と見做すことができる [18]. Pearcey積分は, 次の線型偏微分方程式系を
満たす [1, 10]:

Q1u = (4∂31 + 2η2x2∂1 + η3x1)u = 0,

Q2u = (η∂2 − ∂21)u = 0.
(2)

ただし, ∂i = ∂/∂xi (i = 1, 2)とする. この線型偏微分方程式系は, 次の線型偏微分方程
式系と等価である [18].

P1ψ = (4∂1∂2 + 2ηx2∂1 + η2x1)ψ,

P2ψ = (4∂22 + ηx1∂1 + 2ηx2∂2 + η)ψ,

P3ψ = (η∂2 − ∂21)ψ.
(3)

実際,
P1 = η−1 (Q1 + 4∂1Q2) ,

P2 = η−2∂1Q1 +
(
4η−2Q2 + 8η−2∂21 + 2x2

)
Q2,

Q1 = ηP1 − 4∂1P3

が成り立つ. 注意として, P2 = η−1∂1P1 + 2 (2η−1∂2 + x2)P3が成り立つ.
線型偏微分方程式系 (2)のWKB解の接続問題は, 廣瀬 [9, 10, 11]および本多-河合-

竹井 [12]によって集中的に研究されている. しかし, 我々は [9, 10, 11]や [12]とは少し
違った観点から考える. 具体的には, ηを大きなパラメータではなく, (複素)独立変数と
して考える. このとき, 線型偏微分方程式系 (3)は subholonomic [15] であり, Pearcey
積分は (2)だけでなく,

Q3u = (3x1∂1 + 2x2∂2 − 4η∂η − 1)u = 0

も満たす. この方程式は, Pearcey積分の擬斉次性より得られる. そこで, 方程式

P4ψ = (3x1∂1 + 2x2∂2 − 4η∂η − 1)ψ = 0 (Q3ψ = 0).

と線型偏微分方程式系 (3)とを合わせた線型偏微分方程式系

Pkψ = 0 (k = 1, 2, 3, 4) (4)

を考える. この線型偏微分方程式系 (4)は, D-加群の理論を用いると, 次のように定式
化することができる. Dは変数 (x1, x2, η)で定義されるWeyl代数とし, I は Pk (k =
1, 2, 3, 4)で生成されるDの左イデアルとする. また, M は Iで定義される左D-加群と
する. すなわち,

M = D/I

とする. グレブナー基底のアルゴリズム [20, 21] を適用することにより, 次が証明で
きる:

Lemma 1 ([5, 6]). 左D-加群 M は, rank 3の holonomic系である.
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次に, M のWKB解を構成する. 線型偏微分方程式系 (4)の未知函数 uに対して,

S(1) = ∂1u/u, S(2) = ∂2u/u

とおく. このとき, S(1), S(2) は, Qku = 0 (k = 1, 2)より, 次の非線型偏微分方程式系を
満たす: {

4
(
S(1)

)3
+ 2η2x2S

(1) + η3x1 + 12S(1)∂1S
(1) + 4∂21S

(1) = 0,

ηS(2) − ∂1S(1) −
(
S(1)

)2
= 0.

この非線型偏微分方程式系の形式解を,

S(i) = S(i) (x1, x2, η) =
∑
j≥−1

S
(i)
j (x1, x2) η

−j (i = 1, 2)

という形を仮定して求める. すると, S(1)の leading term S
(1)
−1 = ζは 3次方程式

4ζ3 + 2x2ζ + x1 = 0 (5)

を満たし, また, S
(1)
j (j ≥ 0) および S

(2)
j (j ≥ −1)は, 次の漸化式を満たすことがわ

かる:

S
(1)
0 = −1

2
∂1 log

(
6(S

(1)
−1)

2 + x2

)
,

S
(1)
j = − 2

6(S
(1)
−1)

2 + x2

 ∑
j1+j2+j3=j−2
−1≤j1,j2,j3<j

S
(1)
j1
S
(1)
j2
S
(1)
j3

+3
∑

j1+j2=j−2
−1≤j1,j2<j

S
(1)
j1
∂1S

(1)
j2

+ ∂21S
(1)
j−2

 (j ≥ 1),

(6)


S
(2)
−1 =

(
S
(1)
−1

)2
,

S
(2)
j =

j+1∑
m=0

S
(1)
m−1S

(1)
j−m + ∂1S

(1)
j−1 (j ≥ 0).

(7)

したがって, 漸化式 (6), (7)及び (5)を用いることにより, 形式級数
S(i),ℓ = S(i),ℓ (x1, x2, η) =

∑
j≥−1

S
(i),ℓ
j (x1, x2) η

−j (i = 1, 2)

を構成することができる. ただし, S
(1),ℓ
−1 = ζℓ (ℓ = 1, 2, 3) とし, ζℓ (ℓ = 1, 2, 3)は 3次方

程式 4ζ3 + 2x2ζ + x1 = 0の根とする.

Lemma 2 ([1, 10]). 1-形式 ω(ℓ) = S(1),ℓdx1 + S(2),ℓdx2は閉形式である.

[1, 10]では形式解

ψ = η−1/2 exp

(∫ (x1,x2)

(a1,a2)

ω

)
(8)

をWKB解と呼んでいる. ここで, (a1, a2) ∈ C2は適当に固定された点である. しかし,
上のWKB解の構成では, 擬斉次性の方程式

P4ψ = (3x1∂1 + 2x2∂2 − 4η∂η − 1)ψ = 0

を用いていない. 擬斉次性を仮定すると, 次が証明できる.
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Lemma 3 ([5, 6]). ω
(ℓ)
j は ω(ℓ)の η−j (j = −1, 0, 1, 2, . . .)に関する係数とする. このと

き, M のWKB解 ψℓ が P4ψℓ = 0を満たすことと∫
ω
(ℓ)
0 = −1

2
log

(
6
(
S
(1),ℓ
−1

)2
+ x2

)
+ C (9)∫

ω
(ℓ)
j = − 1

4j

(
3x1S

(1),ℓ
j + 2x2S

(2),ℓ
j

)
(j ≥ −1, j ̸= 0). (10)

が成り立つことは必要十分である. ここで, C は任意定数であり,∫
ω(ℓ) =

∑
j≥−1

η−j

∫
ω
(ℓ)
j

である.

したがって, 我々は Lemma 3 において, C = 0としたものを M のWKB解と呼ぶ.
M のWKB解 ψℓ (ℓ = 1, 2, 3) の明示的な表示は次で与えられる:

ψℓ =
exp

(η
4

(
3x1S

(1),ℓ
−1 + 2x2S

(2),ℓ
−1

))
(
η

(
6
(
S
(1),ℓ)
−1

)2
+ x2

))1/2
exp

(
−
∑
j≥1

η−j

4j

(
3x1S

(1),ℓ
j + 2x2S

(2),ℓ
j

))
. (11)

3 変わり点とStokes集合
本節では, Mの Stokes集合が 6次の代数函数を用いて書けることを説明する. Mに

対する変わり点および Stokes曲面の定義は, [1, 10]で与えられている. まず, M に対す
る変わり点について紹介する.

Definition 4. ℓ, k ∈ {1, 2, 3}は ℓ ̸= kを満たすとする. 点 τ = (τ1, τ2) ∈ C2がM の
type (ℓ, k)の変わり点であるとは,

ω
(ℓ)
−1 (τ) = ω

(k)
−1 (τ)

が成り立つことである.

すべての typeの変わり点の集合を T と表す. この T をM の変わり点集合と呼ぶ.
定義より, T は 3次式 4ζ3 + 2x2ζ + x1の (ζに関する) 判別式の零点集合と等しいこと
がわかる [1, 10]:

T = {(x1, x2) ∈ C2 | 27x21 + 8x32 = 0}.

次に, Stokes集合を定義する.

Definition 5. 点 τ = (τ1, τ2) ̸= (0, 0)は type (ℓ, k)の変わり点とする. 点 τ を通る
Stokes 曲面とは, 次の式で定義される曲面である:

Sτ =

{
x = (x1, x2) ∈ C2

∣∣∣ Im

∫ x

τ

(
ω
(ℓ)
−1 − ω

(k)
−1

)
= 0

}
.

曲面 Sτ を type (ℓ, k)の Stokes 曲面という. また, すべての typeの変わり点 τ ∈ T
に関する Sτ の和集合をM の Stokes 集合といい, Sと表す. Lemma 3 を用いることに
より, 次を証明することができる.
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Theorem 6 ([6]). 次の 6次方程式によって定義される代数函数を F とする :

16F 6 + 32x2
(
27x21 − x32

)
F 4 + 16x22

(
27x21 − x32

)2
F 2 + x21

(
27x21 + 8x32

)3
= 0.

このとき,
S = {(x1, x2) ∈ C2 | ImF (x1, x2) = 0 }.

特に, SはC2の部分集合として, 半代数的集合である.

この定理により, 6次の代数函数を用いてM の Stokes集合を描くことができる. 注
意として, 一般的な仮定の下で, Sは半代数的集合であることが示されている [11, 17] .

4 WKB解のBorel変換と代数函数
本節では, M のWKB解のBorel変換が代数函数の 1次結合で書けることを説明す

る. M のWKB解 ψℓは, ηで展開すると次のように書ける:

ψℓ = exp (ηϖℓ)
∞∑
j=0

η−j− 1
2fj,ℓ (x1, x2) (ℓ = 1, 2, 3).

ただし,

ϖℓ =
1

4

(
3x1S

(1),ℓ
−1 + 2x2S

(2),ℓ
−1

)
,

f0,ℓ (x1, x2) =
(
6(S

(1),ℓ
−1 )2 + x2

)− 1
2

とする. M のWKB解のBorel変換を ψℓ,Bと表す:

ψℓ,B =
∞∑
j=0

fj,ℓ (x1, x2)

Γ(j + 1/2)
(y +ϖℓ)

j−1/2 .

変数 (x1, x2, y)で定義されるWeyl 代数をDB とし, Pk,B (k = 1, 2, 3, 4)で生成される
DBの左イデアルを IBとする. ここで, Pk,B (k = 1, 2, 3, 4)は PkのBorel変換とする:

P1,B = 4∂1∂2 + 2x2∂1∂y + x1∂
2
y ,

P2,B = 4∂22 + x1∂1∂y + 2x2∂2∂y + ∂y,

P3,B = ∂2∂y − ∂21 ,
P4,B = 3x1∂1 + 2x2∂2 + 4y∂y + 3.

IBで定義される左DB-加群 をMBとする. すなわち, MB = DB/IBとする.

Lemma 7 ([5, 6]). 左DB-加群 MBは, rank 3の holonomic系である.

Remark 8. JはQk (k = 1, 2, 3)で生成されるDの左イデアルとし, NはJで定義され
る左D-加群とする. また, JBはQk,B (k = 1, 2, 3) で生成されるDBの左イデアルとし,
NBはJBで定義される左DB-加群とする. このとき, Nは rank 3のholonomic系である
が, NBは rank 6の holonomic系となる. すなわち, NBには 3次元分の余剰な解が存在
する. Jのmonomial order η ≻ x1 ≻ x2に対するグレブナー基底G = {G1, G2, G3, G4}
は

G1 = η(4∂1∂2 + 2ηx2∂1 + η2x1),

G2 = η2(4∂22 + ηx1∂1 + 2ηx2∂2 + η),

G3 = η∂2 − ∂21 ,
G4 = 3x1∂1 + 2x2∂2 − 4η∂η − 1
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で与えられる. Gk (k = 1, 2, 3, 4)を適当に ηの冪で割ることにより, Pk (k = 1, 2, 3, 4)
が得られる.

M のWKB解のBorel 変換は uℓ := −ϖℓに特異点を持ち, u = uℓ (ℓ = 1, 2, 3)は, 次
の 3次方程式を満たす:

256u3 − 128x2u
2 + 16x2(9x

2
1 + x32)

2u− x21(27x21 + 4x32) = 0.

したがって, M の Stokes 集合 Sは, 上の方程式の根を用いて次のように書ける:

S =
⋃
j ̸=k

{
(x1, x2) ∈ C2 | Im (uj − uk) = 0

}
.

MBの singular locusは, グレブナー基底の理論 [21] を用いることにより,

{(x1, x2, y) ∈ C3 | 256u3 − 128x2u
2 + 16x2(9x

2
1 + x32)

2u− x21(27x21 + 4x32) = 0}

と書ける. これは, z4 + x2z
2 + x1z + yの (zに関する)判別式の零点集合と一致する.

Pearcey積分の議論に戻る. Pearcey積分 (1)は, 変数変換 y = −(z4 + x2z
2 + x1z)

を施すことにより, Laplace積分の形に書き換えることができる:∫
exp(−ηy)g (x1, x2, y) dy. (12)

ただし,

g (x1, x2, y) = −
1

4z3 + 2x2z + x1

∣∣∣∣
z=z(x1,x2,y)

とし, z = z(x1, x2, y)は方程式 z4 + x2z
2 + x1z + y = 0の根とする. Laplace 積分 (12)

はWKB解のBorel和の形に似ていることより, M に対するWKB解のBorel変換ψℓ,B

は gを用いて表すことができると期待される [1]. [12, 25] では, x2が固定されていると
き, (12)は (4)のWKB解のBorel和に対応することが示されている.

Lemma 9 ([5, 6]). 函数 g は次の方程式により定義される代数函数とする:

(4x21x2(36y − x22)+16y(x22 − 4y)2 − 27x41) g
4

+ 2(−8x2y + 2x32 + 9x21) g
2 − 8x1g + 1 = 0.

(13)

このとき, gはMBの解である.

4次方程式 (13)は 4つの根 gk (k = 1, 2, 3, 4)を持ち, これらは g1 + g2 + g3 + g4 = 0
を満たす.

Theorem 10 ([5, 6]). WKB解の Borel 変換 ψℓ,B (ℓ = 1, 2, 3) は, (13)で定まる代数
函数の一次結合で書ける. 特に, ψℓ,Bは代数函数であり, ψℓ は resurgent（Borel総和可
能）である.
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5 接続公式
本節では, M のWKB解のBorel 変換が代数函数の一次結合で明示的に表すことが

できることを説明する. その後, 接続公式について説明する. M のWKB解のBorel変
換は, 擬斉次性の方程式 P4,Bψℓ,B = 0を満たすので,

ψℓ,B

(
λ3x1, λ

2x2, λ
4y
)
= λ−3ψℓ,B (x1, x2, y) (λ ̸= 0)

が成り立つ. したがって, x1 ̸= 0のとき,

ψℓ,B

(
1,

x2

x
2/3
1

,
y

x
4/3
1

)
= x1ψℓ,B (x1, x2, y) .

が成り立つ. よって, 新しい変数 s, tを導入する:

(s, t) =

(
y

x
4/3
1

,
x2

x
2/3
1

)
.

pℓ =
3

44/3
e

2πi
3

ℓ (ℓ = 1, 2, 3) とおく. x1ψℓ,B|t=0 を点 s = pℓで展開すると,

x1ψℓ,B|t=0 = −
21/6√
3π
e−

2πi
3

ℓ (s− pℓ)−1/2

×
(
1− 7

9 · 21/3
e−

2πi
3

ℓ (s− pℓ) +
385

486 · 22/3
e

2πi
3

ℓ (s− pℓ)2 +O
(
(s− pℓ)3

))
を得る. ただし, s− pℓの branchは, s ∈ C \ {pℓ} (ℓ = 1, 2, 3)に対して

−π < arg (s− pℓ) ≤ π

として選ぶ.

一方, (13)で定義される代数函数 gは, Lemma 9より ψℓ,Bと同様な擬斉次性を持つ
ことがわかる. したがって, x1g (x1, x2, y)は変数 (s, t)の函数と見做すことができ, それ
を h(s, t)と表すことにする. 簡単な計算により, h = h(s, t)は次の 4次方程式を満たす
ことがわかる:

(256s3 − 128s2t2 + 16st(t3 + 9)− 4t3 − 27)h4 +
(
4t3 − 16st+ 18

)
h2 − 8h+ 1 = 0.

(14)

原点近傍における代数函数 hの branch hj (j = 1, 2, 3, 4)を次のように定める:

h1(s, t) =
1

3
+

4

9
e−

2πi
3 s+

2

9
e

2πi
3 t+ · · · ,

h2(s, t) =
1

3
+

4

9
e

2πi
3 s+

2

9
e−

2πi
3 t+ · · · ,

h3(s, t) =
1

3
+

4

9
s+

2

9
t+ · · · ,

h4(s, t) = −1− 2st− 4s3 + · · · .

(15)
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代数函数 hの t = 0への制限を考えると, h(s, 0) は点 s = pℓ (ℓ = 1, 2, 3)に特異点を持
つことがわかる. 代数函数 hを点 s = pℓでPuiseux展開することにより, s = pℓ近傍に
おける代数函数 hの branch h

(ℓ)
j (s, 0) (j = 1, 2, 3, 4; ℓ = 1, 2, 3) を次のように定める:

h
(ℓ)
1 (s, 0) =

1

25/6
√
3
e−

2πi
3

ℓ(pℓ − s)−1/2 +O(1),

h
(ℓ)
2 (s, 0) = − 1

25/6
√
3
e−

2πi
3

ℓ(pℓ − s)−1/2 +O(1),

h
(ℓ)
3 (s, 0) =

4 + i
√
2

18
+O(pℓ − s),

h
(ℓ)
4 (s, 0) =

4− i
√
2

18
+O(pℓ − s).

(16)

ただし, pℓ − sの branchは, s ∈ C \ {pℓ} (ℓ = 1, 2, 3)に対して
−π < arg (pℓ − s) ≤ π

として選ぶ. 次の補題は, これらの branchがどのように対応しているかを主張するも
のである.

Lemma 11 ([6]). 次が成り立つ :

h1(s, 0) = h
(3)
4 (s, 0) = h

(1)
2 (s, 0) = h

(2)
3 (s, 0),

h2(s, 0) = h
(3)
3 (s, 0) = h

(1)
4 (s, 0) = h

(2)
2 (s, 0),

h3(s, 0) = h
(3)
1 (s, 0) = h

(1)
3 (s, 0) = h

(2)
4 (s, 0),

h4(s, 0) = h
(3)
2 (s, 0) = h

(1)
1 (s, 0) = h

(2)
1 (s, 0).

(17)

ただし, s ∈ Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3とし,

Σ1 = {e2πi/3σ | 0 < σ < p3},
Σ2 = {e4πi/3σ | 0 < σ < p3},
Σ3 = {σ | 0 < σ < p3}

とする.

gj = hj/x1 (j = 1, 2, 3, 4), g
(ℓ)
j = h

(ℓ)
j /x1 (j = 1, 2, 3, 4; ℓ = 1, 2, 3)とおく. |x2|が十

分に小さいとき, Lemma 11より
g1 = g

(3)
4 = g

(1)
2 = g

(2)
3 ,

g2 = g
(3)
3 = g

(1)
4 = g

(2)
2 ,

g3 = g
(3)
1 = g

(1)
3 = g

(2)
4 ,

g4 = g
(3)
2 = g

(1)
1 = g

(2)
1

(18)

が成り立つ.

Theorem 12 ([6]). |x2|は十分に小さいと仮定する. このとき, WKB解の Borel変換
ψℓ,Bは, 次のような形で書くことができる :

ψℓ,B =
i√
π
(−1)ℓ−1(gℓ − g4) (ℓ = 1, 2, 3). (19)
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Theorem 12を用いることにより, M に対するWKB解の (Borel和の)接続公式が
得られる [6]. 具体例については講演中に紹介する. x2を 0でない定数 cに制限すると,
BNR方程式 [7]と呼ばれる常微分方程式

(4∂3x + 2c∂x + x)ψ = 0

が得られる. この常微分方程式のWKB解は resurgent (Borel総和可能)であり, Pearcey
系の場合と同様な主張を得ることができる.
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不定値グラスマン多様体上のコホモロジーの同型について

関口英子 (東京大学大学院数理科学研究科)

1. 序

本稿の主役は，k ≤ p + q に対して定まる不定値グラスマン多様体
X = Gr+k (Cp,q)上の ∂ コホモロジーである．X は非コンパクトであり，
このコホモロジー空間は無限次元の Frechét 空間となる．

ここで用いた記号を説明する．いま，Cp,q を符号 (p, q)の不定値計量

(z, z) = |z1|2 + · · · |zp|2 − |zp+1|2 − · · · − |zp+q|2

を備えた p + q 次元の複素ベクトル空間とし，不定値グラスマン多様
体 X = Gr+k (Cp,q) を

Gr+k (C
p,q) = {Cp,q の maximally positive な k 次元部分空間 }.

と定める．X はグラスマン多様体Grk(Cp+q) = {Cp+q の k 次元部分空間}
における開集合として複素多様体の構造をもつ．さらに，

X はコンパクト ⇐⇒ q = 0 または k ∈ {0, p+ q}

X はシュタイン多様体 ⇐⇒ p = k

となるので，X は，一般には，非コンパクトかつ非シュタイン複素多
様体である．単純リー群である不定値ユニタリ群

G := SU(p, q) = {g ∈ SL(p+ q,C) : tg Ip,q g = Ip,q}

は不定値グラスマン多様体 X = Gr+k (Cp,q) に双正則かつ推移的に作用
する．X は G の等質空間として

Gr+k (C
p,q) ' G/Lk

第 63回実函数論・函数解析学合同シンポジウム，2024年 9月 9日 (月)–11日 (水),

東京大学駒場キャンパス・数理科学研究科棟・大講義室，

代表者: 伊藤健一，佐々木格，鈴木智成.

49



と表される．ここで，Lk は次の式で定義されるG の部分群である．

Lk =

S(U(k)× U(p− k, q)) (0 ≤ k ≤ p),

S(U(p, k − p)× U(p+ q − k)) (p ≤ k ≤ p+ q).

k 6= 0, p+ q のとき，X 上のG 同変な正則直線束は λ ∈ Z で分類さ
れる．すなわち，固定部分群 Lk の一次元表現 Cλ を

detλ � 1 : Lk 3 (A,B) 7→ (detA)λ ∈ C×.

と定め，Lλ を同伴束

Lλ := G×Lk
Cλ → G/Lk ' Gr+k (C

p,q)

として定義するのである．X = Gr+k (Cp,q) の複素多様体としての標準
直線束 KX はこの記法でLp+q と表される．
さて，q = 0 の場合は G はコンパクト群 SU(p) となり，古典的な

Borel–Weil–Bott の定理により，

(1.1) H i
∂
(X,Lλ) =

FG((λ− p− q)ωk) i = k(p− k)
0 i 6= k(p− k)

となる．ここで FG(ℓωk) は ℓωk = ℓ (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p+q−k

) を最高ウェイト

とするG の既約表現である．これは有限次元表現であり，その次元は
k∏

i=1

p+q−k∏
j=1

(ℓ+ i+ j − 1) となる．

以下では，1 ≤ p, q かつ 0 ≤ k ≤ min(p, q) とし，X = Gr+k (Cp,q) と
Y := Gr+p+q−k(Cp,q) という 2 つの複素多様体を同時に考える．λ, µ ∈ Z
に対して，2つの G 同変な正則直線束を考えよう:

G×Lk
Cλ ' Lλ Lµ ' G×Lp+q−k

Cµ

↓ ↓ ↓ ↓

X := G/Lk ' Gr+k (C
p,q) Gr+p+q−k(C

p,q) ' G/Lp+q−k =: Y

p, q ≥ 1 なので，G = SU(p, q) は非コンパクトであり，(1.1) の類似
として得られる無限次元の表現は，パラメータが代数的表現論でいう
ところの good range ([14])ならば，一般論 (Zuckerman, Speh–Vogan,

Beilinson–Bernstein他)により，かなり良く理解されている．一般論か
ら得られる事実を命題として整理しておく．
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命題 1. λ, µ ≥ p+ q，x := k(p− k)，y := k(q − k) とおく．

(1) H i
∂
(X,Lλ) =

0 i 6= x,

SU(p, q)の表現として既約 i = x.

(2) Hj

∂
(Y,Lµ) =

0 i 6= y,

SU(p, q)の表現として既約 i = y.

(3) (1), (2) の 0 でない cohomology は SU(p, q) の表現として，互い
に同値ではない．

パラメータが good range の範囲では，コンパクト リー群の Borel–

Weil–Bott定理の無限次元版として想像しやすい形の類似が成り立って
いるといえる．ところが，パラメータが good rangeから外れるとGが
コンパクトの場合 (p = 0 または q = 0) の有限次元のコホモロジー空
間とG が非コンパクトの場合 (p, q ≥ 1) の無限次元のコホモロジー空
間とでは大きな差異が出る．すなわち，G がコンパクトの場合 (q = 0)

の (1.1) では λ ≥ p+ q の仮定を外して，例えば λ = p+ q − 1 とする
と全ての次数のコホモロジーが消滅してしまうが，G が非コンパクト
の場合の命題 1 で λ, µ ≥ p+ q の仮定を緩めても x 次 (あるいは y 次)

のコホモロジーはすぐには消滅しない．さらに，(λ, ν) = (p, q) という
特異パラメータにおいては，以下の不思議な現象が生じる．

定理 2 (Twistor 変換). 0 ≤ k ≤ min(p, q) とする.

このとき，2つの Fréchet 空間 H
k(p−k)

∂
(X,Lp) と H

k(q−k)

∂
(Y,Lq) との

間に ‘自然な’ 位相同型写像が存在する．さらに，この位相同型写像は
G = SU(p, q) の自然な作用の絡作用素となっている:

H
k(p−k)

∂
(X,Lp)

∼−→
Ψ

H
k(q−k)

∂
(Y,Lq).

2. 軌道法からの観点

この節と次節では，Kirillov–Kostant–Duflo–Voganの軌道法の観点
から定理 2の意味を考察する．
一般に，G をリー群とし,

Ĝ := {G の既約ユニタリ表現の同値類からなる集合 }

とおく．Ĝ は G のユニタリ双対と呼ばれる．
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一方，g を G のリー代数とし，随伴表現 Ad: G→ GL(g) の反傾表
現を Ad∗ : G→ GL(g∗) とする．このとき，g∗/Ad∗(G) は余随伴軌道
の集合を表す．

Kirillov の軌道法は，1つの有限次元表現に付随した余随伴軌道の空
間 g∗/Ad∗(G) が，すべての既約ユニタリ表現のなす集合と深い関係が
あるというものである．

(2.1) g∗/Ad∗(G) ; Ĝ

G が単連結冪零リー群ならば (2.1) は自然な全単射である (Kirillov,

1962; 藤原 [2])．一方，G がSU(p, q)のような単純リー群の場合は，ユ
ニタリ双対 Ĝ は完全には分類されていないが，少なくとも (2.1) の左
辺に適当な整数条件を付け加えた程度では，functorial な全単射が得ら
れないことは長年にわたって，多くの専門家によって指摘されてきた．
例えば，補系列表現は軌道法の枠組みに入れるのが特に難しいと認識
されている．1 このような側面を含めて，軌道法はユニタリ双対 Ĝ の全
貌の理解を助ける方向に深化を続けている．

さて，(2.1) という対応が (部分的にでも)存在するとすれば，その
余随伴軌道 Oλ = Ad∗(G)λに対して，G のある既約ユニタリ表現 πλ
が対応することになる．一方，余随伴軌道 Oλ にはKostant–Kirillov–

Souriau のシンプレクティック形式によりシンプレクティック多様体の
構造が入り，G の余随伴作用はハミルトン的になる．従って Oλ  πλ

はシンプレクティック多様体の幾何的量子化と見なされる．
模式的に書くとすれば，

Oλ = Ad∗(G)λ 7→ πλ := Q(Oλ)

によって幾何的量子化

Q : g∗/Ad∗(G) 99K Ĝ

が g∗/Ad∗(G) の適当な部分集合上で定義されると期待するのである．

1最近，ローレンツ群のすべての補系列表現を幾何的量子化によって構成し，軌道

法 (2.1) に付加データを与えることで，軌道法の新しい解釈と深化を与えるという結

果も得られている ([3])．
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3. 余随伴軌道の幾何的量子化

G が半単純リー群のときはKilling form を使って，リー代数 g とそ
の双対 g∗ を同一視することができる．g∗ ↔ g, λ↔ Hλ と対応してい
るとき，余随伴軌道 Oλ = Ad∗(g)λ に対して

Oλ が楕円軌道 ⇐⇒ ad(Hλ) ∈ End(gC) は対角化可能で，

すべての固有値が純虚数．

と定義すると，λ が適当な整数条件と positivity をみたすとき，

楕円型余随伴軌道 Oλ = Ad∗(G)λ = G/Gλ ⊂ g∗.

の幾何的量子化 πλ := Q(Oλ) は

Oλ  正則直線束 Lλ = G ×
Gλ

Cλ → Oλ

 
Okamoto, Schmid

Fréchet 表現 G↷H∗
∂
(Oλ,Lλ),

 
Vogan, Wallach

ユニタリ表現 πλ of G

として得られる (詳しくは [5] の解説参照)．

例 1. G がコンパクトのときは πλ = Q(Oλ) は既約有限次元表現の
Borel–Weil–Bott の構成法である．

例 2. 任意の Harish-Chandra離散系列表現はλが regularかつ strongly

elliptic (⇔ Gλ compact トーラス) のときの πλ = Q(Oλ) として構成
される．

そこで πλ = Q(Oλ) が ‘自然’ に定まる楕円軌道 Oλ の全体を [g∗ell] と
おき，次の問題を考える．

問 1. 幾何的量子化 Q は [g∗ell] 上で単射か?

問 1を正確に述べるためには，「ρシフト」といった正規化を幾何的量
子化においてどのように取り込むかを決めなければならないが，上の
問の答えは一般には No である．例えば G がコンパクト群のときの自
明な 1 次元表現は，旗多様体でも退化した旗多様体でも自明な直線束
の切断の空間に自然に実現される (Liouville の定理)．このような，「ほ
ぼ自明な」反例が問 1 には起こり得るが，それに起因する「やや非自
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明な」ケースとして，より一般に，コンパクトなファイバーをもつ G

が作用する複素解析的なファイブレーション

Oλ

    A
AA

AA
AA

A
Oµ

~~~~}}
}}
}}
}

Z

に付随するコホモロジーのスペクトル列が退化することによって生じ
る同型Q(Oλ) ' Q(Oµ) も存在する．このように広い意味でコンパク
ト群のBorel–Weil–Bott の定理に帰着できる G 同型を “elementary な
同型” ということにする．そこで問 1を精密化して

問 2. 幾何的量子化 Q は (“elementary な同型” を除くと) [g∗ell] 上，単
射になるか？

という問題を考える．代数的表現論の結果を用いることで，問 2 はパ
ラメータが good rangeに入っていれば肯定的であることが分かる ([10,

Thm. 4.1])．従って問 2 に否定的な場合が存在するとすれば，λ, µ が
good range に属さない特異なパラメータの場合になる．
定理 2 の主張をこの文脈で解釈すると，自然な量子化写像 Q は “el-

ementary な同型” ではないのに単射にはならないことが実際にあり得
る，すなわち，問 2 の反例があることが分かる．

この様子を見てみよう．冒頭で定義した不定値グラスマン多様体Gr+k (Cp,q)

は G = SU(p, q) の余随伴軌道と同一視するために，次のような対角行
列 Ek をとる:

Ek :=
√
−1 diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p+q−k

)−
√
−1k
p+ q

Ip+q ∈ g.

このとき ad(Ek) ∈ End(g) は半単純でその固有値はすべて純虚数と
なる．従って，λ, µ > 0 とするとき，随伴軌道

Oλ :=Ad(G)(λEk) ⊂ g

Oµ :=Ad(G)(µEp+q−k) ⊂ g

はいずれも (楕円型)随伴軌道であり，固定部分群がそれぞれ Lk, Lp+q−k

と一致することから，Oλ は Gr+k (Cp,q) とOµ は Gr+p+q−k(Cp,q) と同型
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となる. 定理 2 は適当な正整数の組 (λ, µ) を選んだとき，Oλ と Oµ の
幾何的量子化である 2つのユニタリ表現の間に,

Q(Oλ) ' Q(Oµ)

というユニタリ同値が成り立つことを主張しているのである．
一方，p 6= q ならばOλ と Oµ は双正則ではない．さらに強く，コン

パクトなファイバーをもつ複素解析的な G ファイブレーション

Oλ

    A
AA

AA
AA

A
Oµ

~~~~}}
}}
}}
}

Z

も存在しない，すなわち，G 同型 Q(Oλ) ' Q(Oµ) は ‘elementary な
同型’ ではない (λ と µ は good range ではないことに注意する)．この
ようにして，定理 2 は問 2 に否定的な例を与えているのである．

4. 定理 2 の証明のスケッチ

定理 2 の証明のアイディアを述べる．定理 2 の同型は抽象的な同型
ではなく (一般化された) Penrose 変換を組み合わせて幾何的に説明す
ることができる．鍵になるのは，(一般化された) Penrose 変換である
([1, 8])．
以下では，X と Y という 2 つの複素多様体のコホモロジー空間上

に実現された G 加群

H∗
∂
(X,Lλ) と H∗

∂
(Y,Lµ),

を比較する．X と Y には直接の射はないが，3 つの複素多様体 X ′, Ω,

Y ′ を準備し，次の G 複素多様体のファイブレーションを考える:

∃X ′

α

}}||
||
||
|| u

!!C
CC

CC
CC

C
∃Y ′

v

}}{{
{{
{{
{{ β

  A
AA

AA
AA

A

X ∃Ω Y

この図式で，左端の X におけるコホモロジーと右端の Y におけるコ
ホモロジーを真ん中の Ω に持ってくると，同じ微分方程式の大域解に
なるという方針で定理 2 を示す．
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(X ′ と Y ′ は後述するがそれぞれ (X,Ω), (Ω, Y ) に対する Chern fi-

bration になっており，さらに ファイバー α と β は非コンパクトかつ
可縮，u と v はコンパクトなファイバーとなる.)

この方針に現れた記号について，まず真ん中の Ω から説明する．
M(q, p;C) を q × p 次の複素行列からなる空間とし，有界対称領域 Ω

を

Ω := {Z ∈M(q, p;C) : Iq − ZZ∗ � 0}

と定める．Ω は G = SU(p, q) に付随するエルミート対称空間 G/K と
表せることに注意しよう.

自然数 k ∈ {0, 1, 2, . . . ,min(p, q)} に対して, (Mk) により，以下の
k + 1 斉次の小行列式型の偏微分方程式系を表すものとする:

(Mk) det

(
∂

∂zij

)
i∈I
j∈J

F (Z) = 0 Z = (zij) i∈I
j∈J

ここで I と J は

I ⊂ {1, 2, . . . , q}, J ⊂ {1, 2, . . . , p}, ♯I = ♯J = k + 1

をみたす部分集合を表し， ∂
∂zij
は holomorphic な微分作用素である．

Ω 上の大域解の空間を

Sol (Ω,Mk) ≡ Sol (Mk) := {F (Z) ∈ O(Ω) : F は (Mk) の解 }.

と定める．

例 3 (p = 4, q = 3 の場合): G = SU(4, 3)).

∂

∂Z
=


∂

∂z11
∂

∂z12
∂

∂z13
∂

∂z14

∂
∂z21

∂
∂z22

∂
∂z23

∂
∂z24

∂
∂z31

∂
∂z32

∂
∂z33

∂
∂z34

 ≡

∂11 ∂12 ∂13 ∂14

∂21 ∂22 ∂23 ∂24

∂31 ∂32 ∂33 ∂34


1) k = 0 の場合. 微分方程式 (Mk) は 1 次の微分作用素で定義さ

れ，Sol (Ω,Mk) はΩ 上の定数関数のみからなる 1 次元空間となる．
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2) k = 1 の場合. 微分方程式 (Mk) は 2 次の微分作用素で定義さ
れ，Sol (Ω,M2) は多重調和函数の空間となる.

3) k = 2 の場合. 微分方程式 (Mk) は 3 次の微分作用素で定義さ
れ，次の形の微分方程式の系となる:

det

∂11 ∂12 ∂13

∂21 ∂22 ∂23

∂31 ∂32 ∂33

F = det

∂11 ∂12 ∂14

∂21 ∂22 ∂24

∂31 ∂32 ∂34

F = det

∂11 ∂13 ∂14

∂21 ∂23 ∂24

∂31 ∂33 ∂34

F = det

∂12 ∂13 ∂14

∂22 ∂23 ∂24

∂32 ∂33 ∂34

F = 0.

これに付随した “3 階の偏微分方程式系で定義された多変数の青本–

Gelfand超幾何方程式をさらに一般化した方程式の解の次元の挙動” に
ついては [7]や落合–Zunderiya [6] の研究がある．

4) k ≥ 3 の場合. (Mk) = ∅.

一般の設定に戻る．X のコンパクト部分多様体CX = Grk(Cp)を左
移動して得られるコンパクト部分多様体の族 (サイクル空間)

{g · CX : g ∈ G}

は Ω によってパラメトライズされる．同様に，Y のコンパクト部分多
様体 CY = Grq−k(Cq) を左移動して得られる Y のコンパクト部分多様
体の族 (サイクル空間)

{g · CY : g ∈ G}

も同じ空間 Ω によってパラメトライズされる．
X 上のコホモロジーを g ·CX 上で積分することによって得られる写

像を Rk と表す．すなわち，Rk は

Rk : H
k(p−k)

∂
(X,Lp) −→ C∞(Ω)

という写像である．同様に

Rp+q−k : H
k(q−k)

∂
(Y,Lq) −→ C∞(Ω)

という写像が定まる．

定理 3 ([8, 9]). Rk と Rp+q−k はそれぞれ Fréchet 空間におけるG の
表現の位相 G 同型を与える．

Rk : H
k(p−k)

∂
(X,Lp)

∼−→ Sol (Ω,Mk),

Rp+q−k : H
k(q−k)

∂
(Y,Lq)

∼−→ Sol (Ω,Mk).
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定理 2の設定に戻る．最初の X, Y , Ω は今まで説明した空間，X ′

と Y ′ はここで初出の空間である．

X :={Cp,q の maximally positive な k 次元部分空間 },

Y :={Cp,q の maximally positive な (p+ q − k) 次元部分空間 },

Ω :={maximally positive p 次元部分空間 },

' X のサイクル空間

' Y のサイクル空間

X ′ :={X と Ω の incidence relations},

={V ⊂ W : V ∈ X, W ∈ Ω},

Y ′ :={Y と Ω の incidence relations},

={W ⊂ U : U ∈ Y, W ∈ Ω}

とおく．ここで Ω が X のサイクル空間であると同時に Y のサイクル
空間でもあることが重要である．すなわち，図式

∃X ′

α

}}||
||
||
|| u

!!C
CC

CC
CC

C
∃Y ′

v

}}{{
{{
{{
{{ β

  A
AA

AA
AA

A

X ∃Ω Y

が自然な形で得られる．このことがX と Y のコホモロジー空間をつ
なげる鍵となる．すなわち，左端の X 上のコホモロジーと右端 Y 上
のコホモロジーからそれぞれ出発し，真ん中の空間 Ω での微分方程式
で同型になることから定理 2 の証明が完成する．
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「不定値グラスマン多様体上のコホモロジーの同型について」の正誤表

• 4 節 式 (Mk)

(誤) det

(
∂

∂zij

)
i∈I
j∈J

F (Z) = 0 Z = (zij) i∈I
j∈J

(正) det

(
∂

∂zij

)
i∈I
j∈J

F (Z) = 0 Z = (zij)1≤i≤q
1≤j≤p

1
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非対称鍵共有法の数学的特徴付けと応用につ
いて
神保 洸貴 ∗

August 23, 2024

1 はじめに
暗号とは，2人の通信者間でのメッセージのやり取りを，盗聴者が存在する通信路
上で秘密裏にやり取りするための技術であり，暗号を用いた通信を暗号通信と呼
ばれる．暗号通信は大きく分けて，暗号化と復号という 2つの処理より構成され，
暗号化とは，送信者がメッセージを，盗聴者に読まれない何らかの形に変換する
処理のことであり，復号とは変換されたメッセージを元のメッセージに戻す処理
のことである．この暗号化と復号をそれぞれ送信者と受信者が実行するためには，
暗号鍵と復号鍵と呼ばれる特別な情報を，それぞれが暗号通信を行う前に保持し
ている必要がある．２者間で暗号鍵，復号鍵を事前に共有するための技術の一つ
として，公開鍵共有がある．公開鍵共有とは，ある集合の１つの要素を，盗聴者
が存在する通信路を用いて，２者間で秘密裏に生成する技術であり，これを用い
て生成された要素が，共有秘密鍵と呼ばれ暗号鍵，復号鍵として用いられる．
公開鍵共有の代表的なアルゴリズムとして，DiffieとHellmanらによって 1976

年に考案されたDiffie-Hellman鍵共有法 (D-H)[4]と呼ばれるものがあり，考案か
ら 50年近く経った現在でも，実社会の暗号通信の重要な基礎基盤技術として用
いられている．しかし，実社会で重要な役割を担っているD-Hであるが，その計
算効率の悪さが問題視されることがある．一般に，D-Hをはじめとする鍵共有法
では，鍵共有の安全性と，共有秘密鍵のビット長等のパラメータには正比例の関
係性があり，高い安全性を確保するためには，長い鍵長の共有秘密鍵が共有され
る必要がある．しかし一方で，長い共有秘密鍵を生成するためには，2人の通信
者ともに，より大きな計算資源が必要になる．計算機科学の発展とともに，悪意
あるユーザーの用いる計算機の性能が向上している昨今，安全基準となる共有秘
密鍵の長さも過去と比べて長くなっており，このことが高速な暗号通信を阻害す
る，もしくは，そもそも安全基準を満たさない共有秘密鍵を用いるユーザーも増
加していることが報告されている [2]．このような状況は，D-H以外の鍵共有法
にも同様に当てはまる．
本稿では，上記の公開鍵共有の抱える実用上の問題の一部を，Accardiらに

よって考案された”強非対称な鍵共有”フレームワーク [1]を用いて解決すること
を試みた研究 [6]を紹介する．”強非対称な鍵共有”とは，公開鍵共有の一つのクラ
スであり，従来と異なる点は，２人の通信者が異なる計算規則に従って共有秘密
鍵の生成を行うことであり，この特徴を鍵共有の”非対称性”と呼んでいる．この”
非対称”な鍵共有を用いることで，２者のうち一方の計算資源が乏しい通信環境

∗東京理科大学 創域理工学部

61



下で鍵共有の計算速度を向上させられることが示されている．本稿では，計算効
率の向上と非対称な鍵共有の数学的構造の関連を議論することを主な目的とする．
本稿の構成は以下の通りである．2章では，暗号通信の数学的枠組みと，暗号

通信の安全性についてを説明することで，公開鍵共有の暗号通信における位置付
けを明確にする．3章では，公開鍵共有の数学的な枠組みと，安全性が一般的に
どのように計られるかを説明する．4章では，強非対称な鍵共有フレームワーク
の数理やこのフレームワークによってもたらされる性質を数理的に表現し，この
性質と強非対称な鍵共有アルゴリズムの関連を，非対称な鍵共有アルゴリズムの
数学的構造に着目して考察する．

2 暗号とは
2.1 暗号系
暗号系とは (1)を満たす以下の5つの (有限)集合より構成される5つ組 (M, C,K, E ,D)
のことである．

• M: 平文空間と呼ばれる．Mの要素を平文と呼ぶ．
• C: 暗号文空間と呼ばれる． C の要素を暗号文と呼ぶ．
• K: 鍵空間と呼ばれる. Kの要素を鍵と呼ぶ．
• E := {Ek :M→ C | k ∈ K}とし， E の要素を暗号化関数と呼ぶ．
• D := {Dk : C →M | k ∈ K}とし， Dの要素を復号関数と呼ぶ．
•

∀e ∈ K, ∃d ∈ K, s.t., ∀p ∈M, Dd(Ee(p)) = p (1)

ただし，Ee ∈ E , Dd ∈ D. また， (1) を満たす e ∈ K を暗号鍵とよび，
d ∈ Kを復号鍵と呼ぶ．

以上の (M, C,K, E ,D)において，ある暗号鍵 e ∈ Kと復号鍵 d ∈ Dを用いて，任
意のメッセージを暗号化および復号可能な暗号プロトコルを図 1のようにして構
成できる．また，暗号鍵 eを通信路に公開する暗号系を公開鍵暗号，公開しない
ものを共通 (秘密)鍵暗号と呼ぶ．暗号通信プロトコルを構成する上で重要なこと

𝐸! 𝑚 = 𝑐 𝐷" 𝑐 = 𝑚

Alice Bob

Eve

Encryption 
Device

Decryption 
Device

𝑚 𝑚𝑐

In-secure
Secure

Figure 1: 暗号通信
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は，二人の通信者 (Alice: メッセージの送信者， Bob: メッセージ受信者)間で，
Aliceの送信する暗号文 c = Ee(p) ∈ C より， 平文 p ∈ Mの”情報が漏れない”
ようにプロトコルを設計することである．すなわち，暗号文 cが送信される通信
路上に， 盗聴者 Eveが存在することを仮定し， 盗聴者が Aliceの送った暗号文
cに平文 pの”情報がどれほど含まれているか”によって， 暗号プロトコルが安全
であるか否かが判断される．
一般に，ある通信系の持つ情報の量は，シャノンエントロピー [?]と呼ばれる

尺度で測られる．以下の章 2.2にて， Eveが獲得する，暗号文 cが含む平文 pの”
情報の量”を，シャノンエントロピーを用いて定義する．

2.2 暗号通信の安全性
準備 (情報量)

ある通信系のシャノンエントロピー，あるいは情報量は，”確率”をもとに定義さ
れる．標本空間をX とし，離散かつ有限な集合とすると，X = {x1, x2, . . . , xn}
のように表せる．このとき，各根元事象 xiの生起確率を p(xi)と表し，以下が成
り立つとする．

∀i ∈ {1, . . . , n}, p(xi) ≥ 0,
n∑

i=1

p(xi) = 1

以降では，取り扱う標本空間はすべて離散かつ有限であるとする．また，上記の
離散確率分布 p = (p(x1), . . . , p(xn))に対して以下のように，各事象とその生起
確率を横に並べた系を完全事象系と呼ぶ (本稿では，標本空間と対応する完全事
象系を同じシンボルで表す)．

X =

(
x1 x2 · · · xn

p(x1) p(x2) · · · p(xn)

)
完全事象系X に対して以下のように定義された S(X)をX のシャノンエントロ
ピー (単にエントロピーと呼ばれることが多い)と呼ぶ．

S(X) = −
n∑

i=1

p(xi) log p(xi)

ここで各 iに対して，− log p(xi)は自己情報量と呼ばれ，xiが持つ”曖昧さ”を表
す．この”曖昧さ”あるいは”不確かさ”をもって，情報の量 (情報量)は定義され，
例えば p(xi)の値が小さければ小さいほど xiの曖昧さは高くなり，すなわち xiの
持つ情報量は大きいとみなされる．S(X)は各事象がどのくらいの曖昧さを持つか
を p(xi)で平均したものであり，系Xの持つ情報量とみなす．明らかに S(X) ≥ 0
であり，すべての xi が等確率，つまりすべての iに対して p(xi) = 1/nのとき，
S(X)は最大値 log nをとる．
また，2つの完全事象系X =

(
x1 x2 · · · xn

p(x1) p(x2) · · · p(xn)

)
とY =

(
y1 y2 · · · ym

p(y1) p(y2) · · · p(ym)

)
に対して (p(yi) ≥ 0 (∀i),

∑m
i=1 p(yi) = 1 とする)，複合事象系 X × Y を考え

る．事象 (xi, yj) の生起確率を p(xi, yj) で表し，∀i ∈ {1, . . . , nm}, p(xi, yj) ≥
0,
∑nm

i=1 p(xi, yj) = 1とする．また，xi と yj が独立な事象であれば p(xi, yj) =
p(xi)p(yj)とする．複合事象系のエントロピー S(X × Y )も同様に，以下のよう
に定義される．

S(X × Y ) = −
nm∑
i=1

p(xi, yj) log p(xi, yj)
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また，複合事象系 X × Y に対して，根元事象 xi を得たもとでの条件付き確率
p(yj | xi)を p(yj | xi) = p(xi, yj)/p(xi)と定義し，xi を得た元での Y の条件付
きエントロピー S(Y | xi)を次のように定義する．

S(Y | xi) = −
m∑
i=1

p(yj | xi) log p(yj | xi)

これを用いて，系 X を得たもとでの Y の条件付きエントロピー S(Y | X)を次
のように定義する．

S(Y | X) =
n∑

i=1

p(xi)S(Y | xi)

この量は，根元事象 xi を得たもとでの Y の情報量を p(xi)で平均したものであ
る．すなわち，系X を知ったもとで系 Y に残っている情報量を表す．最後に，系
X と Y の相互エントロピー (相互情報量)と呼ばれる量を定義する．相互情報量
は I(X,Y )と書き，系 Y の情報を得たとき系X の情報量の減少量を表している．
すなわち，I(X,Y )は次のように定義される．

I(X,Y ) = S(X)− S(X | Y )

系 Y の情報を得ることで系X の情報量が減少するとはすなわち，系 Y の情報を
得ることで解消した系 X の曖昧さの量であり，系 X について系 Y から獲得で
きた情報量とも解釈することができる．また，S(X,Y ) = S(X) + S(Y | X) =
S(Y ) + S(X | Y )が成り立つことより，次が成り立つ．

I(X,Y ) = S(X)− S(X | Y )

= S(X) + S(Y )− S(X,Y )

= S(Y )− S(Y | X) = I(Y,X)

暗号通信の安全性
上で述べたように，暗号通信プロトコルの安全性は，暗号文を盗聴可能 (Aliceが
送信する暗号文 c = Ee(p)を獲得できる)な Eveが通信路に存在することを仮定
し，Eveがどのくらいの平文の情報量を得ることができるかで定義される．安全
な暗号系とは何かを定義するために，以下の状況設定を行う．Aliceと Bobは暗
号通信を始める前に，(1)を満たす暗号鍵 eと復号鍵 dをそれぞれ選ぶ．簡単の
ため，以降では (1)を満たす e, dを同一の記号で k = e = dのように表す．つま
り，鍵空間 Kの要素数を lとすると，以下が成り立っているとする．

∀i ∈ {1, . . . , l}, ∀m ∈M, Dki(Eki(m)) = m (2)

Aliceと Bobは，まず (2)を満たす鍵 kiを，ある確率 p(ki)で選ぶ．次に，Alice
は送信したいメッセージmj ∈Mを，kiに依存せずに確率 p(mj)で選び，暗号文
ch = Eki

(mj)を Bobに送信する．ただし，Mの中に，p(mj) = 0となるような
mj は含まれていないとする．盗聴者 Eveは，上のステップでAliceが送信した暗
号文 chを得ることができ，さらに完全事象系MとK，暗号化関数，復号関数の
集合 E ,Dも知っているとする．Eveは Aliceと Bobの選んだ ki と Aliceが暗号
化したmj のみを知らない．暗号文空間 Cの要素数 を sとすると，Eveは任意の
h ∈ {1, . . . , s}に対して，Ek(m) = ch を満たすすべての (m, k) ∈ M×K，すな
わち集合 Sh = {(mj , ki) ∈ M×K | Eki

(mj) = ch}を考えることで，暗号文 ch
が生起する確率 p(ch)を p(ch) =

∑
(mj ,ki)∈Sh

p(mj)p(ki)により計算することが
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できる．また，任意の暗号文 ch ∈ Cに対する上記 Shを用いて，平文mj を任意に
固定することで，暗号文 chを得たもとで平文mj を得る条件付き確率 p(mj | ch)
も p(mj | ch) = (

∑
ki,(mj ,ki)∈Sh

p(mj)p(ki)/p(ch)と計算することができる．
Eveは得た暗号文 chよりAliceの送った平文の情報を得たいが，Mよりどの平

文が暗号化されたかを知らない．よって，Eveはすべての j ∈ {1, . . . , n}に対して
p(mj | ch)を計算し，平文の確率分布 (p(m1), . . . , p(mn))と比較することで，どの
平文が送られたか，何らかの推測を行う (例えば，ある jに対して p(mj | ch) = 1
であれば，Eveは平文mj を復元することができる)．
ここでもし，すべての h ∈ {1, . . . , t}, j ∈ {1, . . . , n}に対して p(mj | ch) =

p(mj)が成り立っていれば，mj の暗号化の過程で，平文の確率分布が変化しない
ことを意味し，この場合 Eveは平文を平文の確率分布のみに従って推測すること
になる．すなわちこの条件を満たす暗号系では，任意の暗号文に，平文の情報が
一切含まれていないことを意味している．実際，完全事象系M, C に対して，明
らかに S(M) = S(M | C)が成り立つことから，Eveが系 C より得られる系M
の情報量，すなわち相互エントロピー I(M, C)は 0となる．
逆に I(M, C) = 0が成り立っているとき，複合事象系M×Cにおいて (mj , ch)

の生起確率を p(mj , ch)と表記すると，I(M, C)が以下の式でかけることから:

I(M, C) =
n∑

j=1

t∑
h=1

p(mj , ch) log
p(mj , ch)

p(mj)p(ch)

I(M, C) = 0 ⇐⇒ ∀j, h, p(mj , ch) = p(mj)p(ch) ⇐⇒ ∀j, h, p(mj | ch) =
p(mj)となる．
以上の，I(M, C) = 0を満たす暗号系は，Shannon [?]により，以下のように

定義された．
定義 1 (完全秘匿性 [8]). 与えられた暗号系が，すべての暗号文 ch ∈ C, すべての
平文m ∈Mに対して，

p(mj | ch) = p(mj) (3)

を満たすとき，この暗号系は完全守秘性を持つと呼ばれる．
(3)を満たす暗号系のクラスは，空ではない．実際，以下の例に記述するVernam

の使い捨て暗号は，完全守秘性を持つことが， [8]において Shannonによって示
されている．
例 1 (Vernam暗号). Vernam暗号 CV er = (M, C,K, E ,D)は次のように構成さ
れる．

• M, C,K = Zn
2 = {0, 1}n

• Kについて，全部で 2n 個の根元事象が存在し，それぞれの生起確率は 1
2n

とする．Mも同様に，全部で 2n 個の根元事象が存在するが，それぞれの
生起確率はどのような分布に従っていても良い．

• E = {Ek :M→ C | (Ek(m))i ≡ mi + ki (mod 2), k ∈ K, i ∈ {1, . . . , n}}

• D = {Dk : C →M | (Dk(c))i ≡ ci + ki (mod 2), k ∈ K, i ∈ {1, . . . , n}}

Cver は完全秘匿性を満たす．すべての暗号文 ch ∈ C と平文 mj ∈ M に対
して，ベイズの定理より，上と同様に定義された条件付き確率 p(mj | ch) =
(
∑

ki,(mj ,ki)∈Sh
p(mj)p(ki))/p(mj)を用いて，p(mj | ch)は次のように表せる．

p(mj | ch) =
p(ch | mj)p(mj)

p(ch)
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ここで，Eの定義より，異なるk ∈ Kに対して，Ek(mj)は異なる暗号文を生成する．
よって，Ek(mj) = cjを満たす k ∈ Kがただ一つ存在し，p(ch | mj)はその鍵の生
起確率 1/2nに等しい．また，上で述べたように，p(ch) =

∑
(mj ,ki)∈Sh

p(mj)p(ki)

であり，ここでも同様に鍵の一意性を用いて，

p(ch) =
∑

(mj ,ki)∈Sh

p(mj)p(ki) =
1

2n

∑
mj∈M

p(mj) =
1

2n

となる．結局，

p(mj | ch) =
p(ch | mj)p(mj)

p(ch)
=

1
2n p(mj)

1
2n

= p(mj)

となる．
上で述べたように，完全秘匿性を持つ暗号系において，暗号文の中に平文の情

報が一切含まれていないのであるから，攻撃者 Eveは暗号文に対していかなる解
析をしようとも，Aliceが送った平文を復元することができない．このことから，
実社会では Vernam暗号を含む，完全秘匿性を持つ暗号系が暗号通信で大きな役
割を担っているかと考えられるかもしれないが，これらの暗号系が用いられるこ
とはほとんどない．上の例を見るとわかるように，Vernam暗号を用いて暗号通
信を実現するためには，Aliceと Bob間で事前に鍵 k を鍵空間 K より一様に選
び共有する必要がある．同様に，一般の暗号系についても，すべての暗号文，平
文に対して (2)が成立するためには，鍵空間の大きさが平文空間の大きさ以上か
つ各鍵の生起確率が 1/|K|であることが必要条件であり (証明は省略する [9, 10]．
また | · |は集合の要素数を表す．)，鍵を事前に Alice・Bob間で共有する必要が
あるのは同じである．鍵 kを共有するためには，安全な通信路，すなわち Eveが
存在しない通信路を確保する必要があり，このような通信路とは具体的に Alice
と Bobが密室にて鍵 kがプリントされた紙を手渡する，などであり物理的な接触
を伴う．工学的な視点から見て，完全秘匿性を持つ暗号通信を実現するためには，
運用コストが大きいことから，非常に限られた用途でしか用いられていない．

3 公開鍵共有 (鍵共有)

完全秘匿性を持つ暗号通信は，運用コストの観点から，ほとんど実社会で用いら
れることはない．一般に，以下で説明する公開鍵共有 (鍵共有)という技術を用い
て，Aliceと Bob間で共通の鍵 k ∈ Kを生成し，AESなどの秘密鍵暗号方式を用
いてメッセージの暗号化が行われる．AESは後に説明する，計算量的安全性と呼
ばれる概念に基づいて設計された暗号であり，簡単に説明すると，暗号化関数等
のある関数の逆像を求めることに非常に大きな計算時間がかかることを利用した
概念であり，上で説明した完全秘匿性より弱い概念である．AESの説明は本稿で
は省略する．

3.1 公開鍵共有の一般的な枠組み
• XA, XB : 有限集合で，それぞれAlice，Bobの秘密鍵空間と呼ぶ．XA, XB

の要素をそれぞれ Alice，Bobの秘密鍵と呼ぶ．
• Y : 有限集合で，公開鍵空間と呼ぶ．Y の要素を公開鍵と呼ぶ．
• K: 有限集合で，暗号系で定義したものと同様に鍵空間と呼ぶ．
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• FA = {fA
i : XA × T i | i = 1, 3, . . . , 2l − 1}: 関数の集合で，FA の要素を (i

番目の)Aliceの公開鍵生成関数と呼ぶ．
• FB = {fB

j : XA×T j | j = 2, 4, . . . , 2l− 2}: 関数の集合で，FB の要素を (j
番目の)Bobの公開鍵生成関数と呼ぶ．

• n = 2l − 1とする． gA : XA × Tn → K, gB : XB × Tn → Kをそれぞれ
Alice，Bobの拠有鍵生成関数と呼ぶ．
任意の xA ∈ XA, xB ∈ XB に対して，以下の 4が成り立つとき，４つ組
(gA, FA, gB , FB)を公開鍵共有あるいは単に鍵共有と呼ぶ．

gA(xA, t1, t2, . . . , tn) = gB(xB , t1, t2, . . . , tn) (4)

ただし i = 1, 3, . . . , nに対して ti = fA
i (xA, t1, t2, . . . , ti−1),j = 2, 4, . . . , n−

1に対して tj = fB
j (xB , t1, t2, . . . , tj−1)とする．

公開鍵共有 (gA, FA, gB , FB)を実装するにあたって，Aliceは上記 t1, t3, . . . , tnを
生成し，暗号通信の場合と同様に，これらを Eveの存在する通信路を介して Bob
に送信する．Bob は t2, t4, . . . , tn−1 を生成し，同じ通信路を用いて Alice に送
信する．xA，xB はそれぞれ秘密裏に保管し，通信路上に公開しない．Aliceと
Bobは t1, t2, . . . , tnを保持している (Eveも同様に保持している)ので，それぞれ
gA(xA, t1, t2, . . . , tn)，gB(xB , t1, t2, . . . , tn)を計算することができる．これらの
計算結果は (4)より同一であり，この値を共有秘密鍵あるいは Secret Shared Key
(SSK)と呼ぶ．
公開鍵共有の安全性は，暗号系の安全性と同様に，公開されている情報 (す

なわち公開鍵)にどれほど SSKの情報が含まれているかによって測ることができ
る．つまり I(K, Y n)の値が 0に近いほど，Eveは公開鍵から獲得できる SSKの
情報が少なくなる．しかし I(K, Y n) = 0を達成する公開鍵共有は現在までに知ら
れていない．上記 gA，gB による計算結果にある一定の誤差を許し，十分小さな
ϵ > 0に対して I(K, Y n) ≤ ϵと，緩められた条件を達成する鍵共有方式は存在し，
BB84方式 [3]をもとにした量子鍵配送やMaurerの衛星通信 [7]を用いた方式な
どが代表的である．しかしこれらの鍵共有方式は，運用コストの観点より，イン
ターネットなどの高速かつ運用の容易性が求められる通信環境で用いることは想
定されていない．一般的には，以下の例にあるDiffie-Hellman鍵共有法 (D-H) [4]
などの，計算量的安全性に従う鍵共有が用いられる．
例 2. ステップ 0 初めに，Aliceと Bobは以下のパラメータを設定する．

p : 大きな素数
Z/pZ := Zp : pより構成される有限体
g ∈ Zp : Zp \ {0}の生成元

Step A1 Aliceは xA ∈ Zp−1 を一様ランダムに選び，それを秘密裏に保管する．
その後公開鍵 yA を次のように計算する．

yA := gxA ∈ Zp.

Step B2 Bobは xB ∈ Zp−1 を一様ランダムに選び，それを秘密裏に保管する．
その後，公開鍵 yB を次のように計算する．

yB := gxB ∈ Zp.
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Step A2 Aliceは Bobの公開鍵 yB と秘密鍵 xA を使用して，以下の κA を計算
する．

κA := yB
xA = (gxB )xA = gxBxA ∈ Zp.

Step B2 Bobは Aliceの公開鍵 yA と秘密鍵 xB を使用して，以下の κB とを計
算する．

κB := yA
xB = (gxA)xB = gxAxB ∈ Zp.

すべての x, y ∈ Zp−1 および g ∈ Zp に対して，gxy = gyx が成り立つため，
AliceとBobは同じ値 κ = κA = κB ∈ Zpを持ち，この κを共通鍵暗号の暗号化お
よび復号化の鍵として使用する．D-Hの安全性は，有限体における離散対数問題
（DLP）を解くことの困難さに基づいている．DLPとは与えられた b = ax ∈ Zp

および Zp \ {0}の原始元 aに対して，x ∈ Zp−1を計算する問題であり，効率的に
解く方法は未だ見つかっていない．効率的に問題を解くとは簡単に，n = log2 p
に対して，ある多項式 pが存在して，高々p(n)回の処理で問題の解を見つけるこ
とであり，単に多項式時間で解ける，などと言われることが多い．問題を効率的
に解く，解けないことの定式化は以降で述べる．

3.2 計算量的安全性
以下で説明する一方向性関数は，計算量的安全性に関する重要な要素の一つであ
る．一方向性関数を説明する前に，まずは確率変数の表記や確率的多項式時間ア
ルゴリズムなどの基礎的な概念を説明する．

確率変数について
確率論における確率変数は，確率空間から可測空間への可測関数として定義され
る．具体的には，確率空間 (Ω,F , P )と可測空間 (R,B)が与えられたとき，確率
変数 X は関数 X : Ω → R であり，任意のボレル集合 B ∈ B に対して，集合
{ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B} ∈ F が成り立つ．しかし，本稿では，[5]および多くの暗
号理論関連の文献と同様に，確率変数および確率を可測空間，確率空間，標本空
間を定義することなく取り扱う．具体的には，確率変数 X は集合 S から値を取
り，S の各要素に割り当てられる確率 P は 0から 1までの実数である．例えば，
S = {a, b}とし，aが Sから選ばれる確率を P [X = a] = 1

3，bが選ばれる確率を
P [X = b] = 2

3 と表す．特に，確率変数が US と表される場合，集合 S 上で一様
分布に従うとする．例えば，S = {a, b, c, d}であれば，すべての x ∈ Sに対して，

P [US = x] =
1

4

確率的 (非決定的)アルゴリズム
アルゴリズムとは，ある問題の解放を与えるための有限個の処理の集まりのこと
であり，入力に対し，何らかの出力を行う．決定的アルゴリズムとは，与えられ
た入力に対して，必ず同じ結果を返すアルゴリズムであり，例えばある決定的ア
ルゴリズムM に対して，取り得る入力の集合を S，出力の集合を T とすると，各
x ∈ S に対して，ある決まった値 y ∈ T を必ず返す．すなわち決定的アルゴリズ
ムは関数M : S → T として考えてよい．
これに対して，確率的アルゴリズムとは，入力に対する出力が，アルゴリズ

ム内部で生成される乱数 (コイントス)によって決定されるものである．すなわち
確率的アルゴリズムM ′は，入力の集合を S，出力の集合を T とすると，二変数
関数M ′ : S ×{0, 1}m → T として考えることができる．ただし {0, 1}mはM ′の
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内部で行われる有限回のコイントスを表す．一般的に，M ′ 内部で行われるコイ
ントスは，M ′ に対する入力とは取り扱わず，x ∈ S に対してM ′(x)のようにし
てM ′ の出力を表記する．また，コイントス r ∈ {0, 1}m によって，出力が変わ
るので，M ′(x)を確率変数M ′(x) : {0, 1}m → T と考えることができ，M ′(x)が
y ∈ T をとる確率を：P [M ′(x) = y] =

∑
r∈{0,1}m,M ′(x,r)=y

1
2m のように定義する

ことができる．
以上，アルゴリズムに対して，与えられた問題が解けるか否かだけでなく，解

くのに要する時間を考慮することが重要である．計算時間は，一般に入力の大き
さ (ビット数)に対する演算回数などで定義され，単調増加関数 T : N → Nで表
される．T が多項式時間とは，ある c > 0，ある自然数 n0が存在して，すべての
n ≥ n0 に対して T (n) ≤ nc となることを言い，M が多項式時間アルゴリズムで
あるとは，M の計算時間が多項式時間であることを言う．

一方向性関数と計算量的安全性
以上の用語や表記を用いて，一方向性関数は以下のように定義される．また以降
では，| · |B は入力された集合の要素数のビット長を示し，非整数の結果を扱うた
めに天井関数を使用することに注意する．例えば，S = {a, b, c, d}の場合，S の
要素数は 4であり，|S|B = dlog2 4e = 2である．同様に，9個の要素を持つ集合
T の場合，T の要素数は 9であり，|T |B = dlog2 9e = 4である．
定義 2. 集合 S と S′ に対する関数 f : S → S′ が以下 2つの条件を満たすとき，
f は一方向性関数と呼ばれる．

1. 任意の x ∈ S に対して，決定的多項式時間アルゴリズム A が存在して
A(x) = f(x)を満たす．

2. 任意の確率的多項式時間アルゴリズムA′および任意の正の多項式 pに対し
て，ある自然数 n0が存在し，|T |B = n ≥ n0を満たす任意の T ⊆ Sに対し
て，以下が成り立つ．

P [A′(f(UT )) ∈ f−1(f(UT ))] <
1

p(n)
(5)

2つ目の条件は，多項式時間という制約のもとでは，任意の入力 x ∈ Sに対し
て f(x)の逆像を求めることができる確率が非常に低いことを表している．また，
この定義よりあるm < n0について次のことが言える．同じ関数 f : S → S′に対
して，|T |B ≤ mを満たす任意の部分集合 T ⊂ S に対し，関数 f を T に制限し
たもの，すなわち f : T → S′ は一方向性の性質を持たない．すなわち，ある確
率的多項式時間アルゴリズム A′′，正の多項式 p′，および整数m < n0 が存在し，
|T |B ≤ mを満たす任意の部分集合 T ⊂ S に対して，次が成り立つ．

Pr[A′′(f(UT )) ∈ f−1(f(UT ))] ≥
1

p′(m)
(6)

注意 1. 一方向性関数の定義は上の通りだが，この定義を満たすと示されている
関数は現在までのところ存在しない．つまり，一方向性関数であると考えられて
いる関数は，単に一方向性の 2つ目の条件を満たすと仮定されているだけである．
すなわち，例 2の有限体上の指数関数などの関数は，2つ目の条件における”任意
の確率的多項式時間アルゴリズムA′”というフレーズを，”任意の既知の確率的多
項式時間アルゴリズム A′”と読み替えたもとで，条件を満たす．
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また，一方向性を持つという仮定が事実であったとしても，その関数を用い
た暗号アルゴリズムが計算量的に攻撃不可であるとは限らない．というのもこれ
まで発表された，鍵共有をはじめとする計算量的安全性を持つと考えられている
暗号アルゴリズムにおいて，暗号アルゴリズムを破る問題が，安全性の基礎とし
て用いる一方向性関数の逆像を求める問題に帰着できることは示されているもの
の，その逆の証明はされていない．一般に言われている計算量的安全性を持つ暗
号アルゴリズムとは，用いる一方向性関数に対する逆像を求める効率的なアルゴ
リズムが見つかっていない，かつ，逆像を求める以外に暗号アルゴリズムを破る
効率的な攻撃方法が見つかっていないものを指す．

4 強非対称公開鍵共有アルゴリズムとその性質
この章では，本項の主題である強非対称鍵共有アルゴリズムと，その性質につい
てを議論する．

4.1 強非対称鍵共有フレームワーク
強非対称鍵共有フレームワークとは，Accardiら [1]によって考案された鍵共有の
枠組みの一つであり，英名で Strongly Asymmetric Public Key Agreementと書
かれる．以後，強非対称鍵共有フレームワークを，英名の頭文字をとり SAPKA
と表記する．SAPKAは，以下のようにある半群から半群への関数とその合成に
よって記述される．

SAPKAの鍵共有プロセス
まず，Aliceと Bobは二つの半群 S と S ′ を準備し，これらは公開する．次に以
下の条件を満たす関数 x1, x3 : S ′ → S ′ および x2, x4 : S → S ′ を選ぶ．
定義 3. すべての y ∈ S に対して：

x1 ◦ x2(y) = x3 ◦ x4(y) ∈ S ′ (7)

ここで，◦は二つの関数の合成を表す．この条件を満たす x1, x2, x3, x4 を互換性
があると呼ぶ．
これらの 4つの関数は Bobの秘密鍵であり，さらに Bobは彼の秘密鍵に属す

る逆関数を持つ関数N1 : S ′ → S ′を追加で選ぶ．これら 5つの関数 x1, x2, x3, x4

および N1 は一方向性関数の条件 (1)を満たすとする．SAPKAの鍵共有プロセ
スは以下のように記述される．
Step 1(Bob) Bobは彼の公開鍵 yB,1, yB,2 をそれぞれ次の関数として構成し，

yB,1 := N−1
1 ◦ x4,

yB,2 := x1 ◦ x2

これを Aliceに送る．
Step 1(Alice) Aliceは秘密鍵 xA を S から選び，次のように公開鍵 yA を計算

する．
yA := yB,1(xA) = N−1

1 ◦ x4(xA)

これを Bobに送る．
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Step 2(Alice) Aliceは次の κA を計算する．

κA := yB,2(xA) = x1 ◦ x2(xA)

Step 2(Bob) Bobは次の κB とを計算する．

κB := x3 ◦N1(yA) = x3 ◦N1 ◦N−1
1 ◦ x4(xA) = x3 ◦ x4(xA)

関数を送信するとは，AliceがSあるいはS ′のすべての要素に対してその関数を計
算するための十分な，何らかの値を公開することを意味する．例えば，f(x) = abx

と定義される f : Zn−1 → Znを送信したい場合，ab ∈ Znを送信すれば，受信者
はすべての x ∈ Zn−1 に対して f(x)を計算することができる．
MS′ を S ′ から S ′ へのすべての関数の集合，MS を S から S ′ へのすべての

関数の集合とする．また，M̂S′ をMS′ の部分集合であり，すべての可逆関数か
らなる集合とする．SAPKAは (3)を満たす関数により特徴付けられるため，以
下のような表記を用いる．
定義 4. x1, x2, x3, x4 が互換性 (7) を持つような (x1, x2, x3, x4, N1) ∈ MS′ ×
MS ×MS′ ×MS ×M̂S′ 全体の集合を CSAPKAと書く．また，このクラスに属
する鍵共有を SAPKAアルゴリズムと呼ぶ．

4.2 SAPKAの持つ性質
4.1章にて説明した SAPKAの大きな特徴は，AliceとBobで生成する秘密鍵，公
開鍵の集合が異なり，それに伴い，両者の公開鍵・SSKの生成規則が異なること
である．”強非対称”とは，鍵共有のプロセスにおけるこの性質のことを指す．D-H
をはじめとする従来の鍵共有アルゴリズムは一方で，両者の秘密鍵，公開鍵集合
及び鍵生成規則が同一なものがほとんどである．”強非対”な鍵共有アルゴリズム
と対比して，これらのアルゴリズムは”対称的な”鍵共有と呼ぶ．
また，SAPKAを構成する 5つの関数に課されている条件は (3)とN1が逆写

像を持つことのみであり，非常に大きな鍵共有のクラスであることが考えられる．
実際，いくつかの対照的な鍵共有は，CSAPKAに含まれる．以下で，例として対
照的な鍵共有である D-Hが，CSAPKA の要素であることを示す．
定理 1. D-H鍵共有法は，CSAPKA に含まれる．
Proof. 例 2と同様に，大きな素数 p，有限体Zp，生成元 gは公開情報とする．3.1
章の表記を用いると，次のように定義される fA

1 : Zp−1 → Zp, f
B
1 : Zp−1 → Zp，

gA : Zp−1 × Zp → Zp，gB : Zp−1 × Zp → Zpを用いて，D-Hは (gA, f
A
1 , gB , f

B
1 )

と表せる．

fA
1 (x) = fB

1 (x) = gx ; gA(x, y) = gB(x, y) = yx

任意の xA, xB ∈ Zp−1 に対して，同一の公開鍵 t1 = fA
1 (xA)，t2 = fB

1 (xA)及
び共有秘密鍵 gA(xA, t2)(= gB(xB , t1))を生成できるような (x1, x2, x3, x4, N1) ∈
CSAPKAが存在することを示す．SAPKAにおけるS,S ′をS = Zp, S ′ = Zp\{0}
とし，5つの関数を以下のように定義する．

x1 := idS , N1 := idS′

y ∈ S 7→ x2(y) := (gxB )y ∈ S ′ , y ∈ S ′ 7→ x3(y) := yxB ∈ S ′

y ∈ S 7→ x4(y) := gy ∈ S ′
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すると，xA に対して yB,1(xA) = N1 ◦ x4(xA) = gxA = t1，yB,2(xA) = x1 ◦
x2(xA) = gxAxB = gA(xA, t2)．xB に対して，x1 ◦ x2(1) = gxB = t2，x3 ◦
N−1

1 (t1) = gxAxB = gB(xB , t1)となる．
以上のように，ある対称な鍵共有は CSAPKA の要素であることがわかった．

しかし，CSAPKAの要素であるからといって，SAPKAの性質である”Alice・Bob
両者の計算規則が異なる”という性質を本質的に持っているわけではない．上の
定理において，yB,1は事前に共有されている gをもとに構成されており，つまり
Bobは yB,1を送信しなくともAliceは公開鍵 gxA を計算することができる．また，
関数 yB,2の送信のため Bobは gxB を計算することが十分であるが，これはAlice
の公開鍵と同一の関数を計算していることを意味する．SSKも同様にAlice・Bob
は同一の計算を行っている．
もし対称な鍵共有を，SAPKAを用いて両者が異なる計算規則に従うように

改良を行うことができれば，公開鍵・SSKの計算の際，Alice，Bob間で各鍵生
成に必要な計算ステップ数に差異を持たせられる場合がある．このとき，Alice，
Bobが用いるデバイスの性能 (単位時間あたりに計算可能なステップ数とし，そ
れぞれ EA, EB ∈ R+と表す)によっては，鍵共有に必要な計算時間 (両者で SSK
を生成し終わるまでの時間)を短縮することができる．以下でこれを示す．以下
では便宜的にすべての鍵共有アルゴリズムの集合を CPKAとする．また，任意の
鍵共有アルゴリズムA ∈ CPKAに対して，AliceとBobの計算ステップ数を SSK
長N に関して単調増加関数 SA, SB : CPKA×N→ Nで表す．D-Hをはじめとす
る対称な鍵共有では，以下が成り立つ：

SA(A,N) = SB(A,N), (8)

このような鍵共有をAA=B ∈ CPKAと表す．一方で，次のような条件を満たす鍵
共有を AA<B ∈ CPKA と表すことにする．

SA(AA<B , N) < SA(AA=B , N) (9)

SB(AA<B , N) > SB(AA=B , N) (10)

以上の表記を用いて，次の定理を証明する．
定理 2. 鍵共有AA=B を改良し，新しい鍵共有AA<B ∈ CPKAを得たとする．こ
のとき，AA<B の鍵共有に必要な計算時間がAA=B の鍵共有に必要な計算時間を
下回るような，通信環境 (EA, EB)(ただし EA < EB)が存在する．
Proof. AA=B において，EA < EB であるとき Aliceと Bob両者が SSK生成を
終える時間は以下のように表される．

T0 :=
SA(AA=B , N)

EA
(11)

改良後のAA<BにおいてAliceとBobのSSK計算時間はそれぞれT1,A := SA(AA<B ,N)
EA

および T1,B := SB(AA<B ,N)
EB

であり，総計算時間 T1はこれらの最大値として表さ
れる：T1 = max{T1,A, T1,B}．このとき，T1 < T0となる (EA, EB)となる条件は
以下のように求められる．

• T1,B < T1,A の場合，(9)が成り立つため，任意の EA, EB(EA < EB)に対
して明らかに T1 < T0 である．
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• T1,A < T1,B の場合，T1,B < T0となることが十分条件である．これは (11)
より，以下が同値であり：

SB(AA<B , N)

SA(AA=B , N)
=

SB(AA<B , N)

SB(AA=B , N)
<

EB

EA
(12)

EB が十分に大きければこれは達成できる．

4.3 計算量非対称な SAPKAサブクラス
もし (10)が成り立っていない場合，T1 < T0 は自明なため，定理 2を満たすた
めに本質的な条件は (9)であると言える．ただし (9)を満たすように鍵共有アル
ゴリズムを改良できたとしても，Aliceの公開鍵に対する攻撃が容易になってし
まっては，実用性の観点で意味がない．従って，我々の目標は，(9)が成り立って
いても，Aliceの公開鍵に対する攻撃が，Bobのそれに対する攻撃と同等な難し
さを持つ SAPKAサブクラスを構成することである．この性質を，計算量非対称
性と呼ぶ．

CSAPKAには，そもそも攻撃が容易 (Aliceの公開鍵，Bobの公開鍵のいずれ
からも SSKを多項式時間で求めることが可能)な鍵共有が含まれているので，ま
ずは以下のように任意の一方向性関数を用いて，このような鍵共有を除外する必要
がある．例えば，S = S ′ = Zpとし，y ∈ S に対して x1(y) = x3(y) := xBy ∈ S，
x2 = x4 := idS，および y ∈ S に対して N1(y) := nBy ∈ S と定義する．ここで
xB , nB ∈ S は Bobの秘密鍵とする．このとき (x1, x2, x3, x4, N1) ∈ CSAPKA は
多項式時間で破られる．なぜなら，関数 yB,1 と yB,2 を Aliceが正しく計算する
ために，Bobは xB と nB を送信する必要があるためである．

一方向性関数を用いた SAPKAサブクラス
[6]では，任意の一方向性関数 f : S → S ′および x′

1 = x′
2 ◦x′

3を満たす x′
1, x

′
2, x

′
3 :

S → S を用いた SAPKAサブクラスが構築されている．このサブクラスでは，f
によって Bobの公開鍵 yB,1および yB,2から秘密鍵を簡単に導出できないように
定義されている．具体的に Bobは以下の公開鍵を構築する：

yB,1 := N−1
1 ◦ x4 = f ◦ x′

3 (13)

yB,2 := x1 ◦ x2 = f ◦ x′
1 (14)

このとき，Bobが SSKを計算するためには，関数 x3 ◦N1が以下を満たす必要が
ある．

x3 ◦N1 ◦ yB,1 = x3 ◦N1 ◦ f ◦ x′
3

= f ◦ x′
2 ◦ x′

3 (15)

yB,1，yB,2，および x3 ◦N1 が条件 (13)から (15)を満たす (x1, x2, x3, x4, N1) ∈
CSAPKA の集合を，安全性が一方向性関数 f : S → S ′ をもとにしていることを
強調するために Cf,S,S′ と表す．
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計算量非対称性を持つ SAPKAアルゴリズム
Cf,S,S′ の中に計算量非対称性を持つ鍵共有アルゴリズムが存在することを，具
体例を挙げることで示す．この鍵共有アルゴリズムは，[6]で提案されたものであ
り，定理 1の D-Hの SAPKA表現に対して，有限体上の指数関数を行列を用い
たものに変更し，N1 を恒等写像でないものとすることで，本質的に非対称な構
造 (Aliceと Bobで計算規則が異なる)を持たせたものである．また，このアルゴ
リズムは，Schur-Exponentiationと呼ばれる演算を用いていることから，Schur-
Exponentiation based Diffie-Hellman(SEDH)と呼ばれる．以下に SEDHの構成
を示す．

準備
d ∈ N∗ := N \ {0}とし，pを大きな素数とする．全ての要素が Zp にある d次元
正方行列の集合をM(d,Zp)とする．Zd

p は，Zp 上の d次元ベクトル空間で，Zp

の d組の順序対より構成される．特に指定がない限り，ベクトル u ∈ Zd
p の”座

標”は，標準基底での座標を指す．二項演算� : Zd
p × Zd

p → Zd
pを次のように定義

する：

v � u :=

v1 ◦ u1

...
vd ◦ ud


ここで，◦は座標ごとの乗算を表す．このとき，Zd

p は �に関して乗法半群とな
り，次のベクトルを単位元とする：

1 :=

1
...
1


以下で表される Zd

p の部分集合：

Ẑd
p := {u := (u1, . . . , ud) ∈ Zd

p : uj ∈ Z∗
p := Zp \ {0}, j ∈ {1, . . . , d}} ⊂ Zd

p

は �に関して群をなす．以下に Schur-Exponentiationの定義を記述する．
定義 5. スカラー c ∈ Zp による行列M ∈ M(d,Zp)の Schur-Exponentiationは
次のように定義される：

(c◦M )i,j := cMi,j ; i, j ∈ {1, · · · , d}

同様に，ベクトル c ∈ Zpによるベクトル v ∈ Zd
pの Schur-Exponentiationは次の

ように定義される：

(c◦v)i := cvi ; i ∈ {1, · · · , d}

最後に，ベクトルによる行列の Schur-Exponentiationは次のように定義されるベ
クトルである：

(y◦M )i :=
∏

l∈{1,...,d}

(y)
(M)i,l
l , i ∈ {1, . . . , d}
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ここで，c◦M ∈ M(d,Zp)および c◦v ∈ Ẑd
p である．また，両方の操作に同じ

記号 ◦を使用しているが，各場合においてどの操作が関与しているかは文脈から
明らかであることに注意する．

SEDHアルゴリズムでは，Aliceと Bobは半群 S := (Zd
p−1,+)および S ′ :=

(Zd
p,�)を選び，これらは公開される．さらに，，Aliceと Bobは Z∗

p の生成元 g
を選び，これも公開する．Bobは，NB がM(d,Zp−1)内で逆行列を持つような，
M(d,Zp−1)の 2つの行列 xB と NB を生成する．これらは，公開せず Bobが秘
密裏に持つ．これらを用いて Bobは，次のように Zd

p−1 から Ẑd
p への関数 x2, x4

および Ẑd
p から Ẑd

p への関数 x1, x3, N1 を構築する．

x1 := idẐd
p

y ∈ Zd
p−1 7→ x2(y) := g◦xBy ∈ Ẑd

p , x2(y)i :=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦xB )
(y)l
i,l ∈ Z∗

p

y ∈ Ẑd
p 7→ x3(y) := y◦xB ∈ Ẑd

p , x3(y)i :=
∏

l∈{1,...,d}

(y)
(xB)i,l
l ∈ Z∗

p

y ∈ Zd
p−1 7→ x4(y) := g◦y ∈ Ẑd

p

y ∈ Ẑd
p 7→ N1(y) := y◦N

−1
B ∈ Ẑd

p , N1(y)i :=
∏

l∈{1,...,d}

(y)
(N−1

B )i,l
l ∈ Z∗

p

x1, x2, x3, x4 は定義 3 の意味で互換性があることに注意する．実際，

x1 ◦ x2(y) = g◦xBy = x3 ◦ x4(y) = x3(g
◦y) = (g◦y)◦xB = (g◦xBy) (16)

ここで，最後の等号は次のことから成り立つ．

((g◦y)◦xB )i =
∏

l∈{1,...,d}

(g◦y)
(xB)i,l
l =

∏
l∈{1,...,d}

(gyl)(xB)i,l =
∏

l∈{1,...,d}

(g(xB)i,lyl)

= g
∑

l∈{1,...,d}(xB)i,lyl = (gxBy)i

4.4 Key agreement of SE-DH

Step 1(Bob) Bobは以下の yB,1 と yB,2 を構築し，Aliceに送る．

yB,1(y)i := N−1
1 ◦ x4(y)i

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦y)
(NB)i,l
l

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦NB )
(y)l
i,l (17)

yB,2(y)i := x1 ◦ x2(y)i

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦xB )
(y)l
i,l (18)
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ここで i ∈ {1, . . . , d}とする．また，yB,1は，以下のように構成されるZd
p−1

から Ẑd
p への写像であるとみなすこともできる．

y ∈ Zd
p−1 7→ yB,1(y) = N−1

1 ◦ x4(y)

= N−1
1 (g◦y)

= (gy)◦NB

= g◦NBy ∈ Ẑd
p

同様に yB,2 も以下のように表せる．

y ∈ Zd
p−1 7→ yB,2(y) = g◦xBy ∈ Ẑd

p

Bobが yB,1 と yB,2 を Aliceに送るということは，上記のように，Bobが
yB,1と yB,2を計算するために必要な何らかの値を送信することを意味する．
この場合，これは g◦NB , g◦xB ∈M(d,Zp)の行列を送ることに相当する．

Step 1(Alice) Aliceは xA を Zd
p−1 から任意に選び，自身の秘密鍵とする．次

に Aliceは，Bobの公開鍵の一つである yB,1と自分の秘密鍵 xAを用いて，
次のように自身の公開鍵 yA を計算する（i ∈ {1, . . . , d}）．

(yA)i := yB,1(xA)i = N−1
1 ◦ x4(xA)i

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦NB )
(xA)l
i,l

= (g◦NBxA)i (19)

Step 2(Alice) Aliceは，Bobのもう一つの公開鍵 yB,2と，秘密鍵 xAを用いて，
次のように κA で表される自身の SSKを計算する（i ∈ {1, . . . , d}）．

(κA)i := yB,2(xA)i = x1 ◦ x2(xA)i

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦xB )
(xA)l
i,l

= (g◦xBxA)i (20)

Step 2(Bob) Bobは，yA を使用して κB で表される，自身の SSKを計算する
（i ∈ {1, . . . , d}）．

(κB)i := x3 ◦N1(yA)i = x3 ◦N1 ◦N−1
1 ◦ x4(xA)i

= x3 ◦N1(g
◦NBxA)i

=
∏

l∈{1,...,d}

(g◦NBxA)
(xBN−1

B )i,l
l

= g
∑

l∈{1,...,d}(NBxA)l(xBN−1
B )i,l

= g(xBN−1
B NBxA)i

= g(xBxA)i = (g◦xBxA)i (21)

今 (16)が成り立つことより,κA = κB が成立する.
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注意 2. 関数 x′
1, x

′
2, x

′
3 : S → S をそれぞれ x1(y) = xBy，x′

2(y) = xBN
−1
B ，

x′
3(y) = NBy (y ∈ S)と定義すると，x′

1 = x′
2 ◦ x′

3 が成り立つ (この ◦は関数の
合成を表す)．f : S → S ′ を f(x) = g◦x (x ∈ S)と定義すると，これは例 2の有
限体上の指数関数を独立かつ同時に d回行う計算であるため，DLPの難しさを仮
定した際は，この f は一方向性関数である．また，Bobの公開鍵 yB,1 と yB,2 は
以上の関数を用いて，それぞれ (13)と (14)の右辺の形で表現することができる．
また，x3 ◦N1 は (15)を満たしているので，SEDHは Cf,S,S′ の要素である．
また，以上の構成より次の結果が得られることに注意する．

補題 1. 以下の g，f，yAと xAは上で定義したものであるとする．xE ∈ S に対
して，N−1

1 ◦ x4(xE) = yA が成り立つならば，xE = xA である．
Proof. 今，g ∈ Z∗

p は生成元なので f は全単射である．従って，yA = N−1
1 ◦

x4(xE) = f ◦ x′
3(xE)に対して，x := x′

3(xE)は f(x) = yAを満たすただ一つの f
への入力となる．また，x′

3(y) = NBy であり，NB はM(d,Zp−1)上で正則なの
で，xE は x = x′

3(xE)を満たすただ一つの x′
3への入力である．yA = f ◦ x′

3(xA)
でもあるので xE = xA である．

4.5 SEDHの計算量非対称性
SEDHの計算量非対称性について議論する．この場合の”計算的非対称性”とは，
もし xAが Bobの秘密鍵が選ばれる集合よりもはるかに小さい集合から選ばれた
としても，Aliceの秘密鍵 xAの安全性がBobの秘密鍵（すなわち xB ∈M(d,Zn)
および NB ∈ M(d,Zn)）と同等のレベルであることを意味する．これを証明す
るために，次の記法と Eveに関するいくつかの条件設定を導入する．ただし，以
下の n0 は (5)を満たす自然数であるとする．これを証明するために，次の記法
と Eveに関するいくつかの条件設定を導入する．f を注意 2で定義したものとし，
以下の n0 は (5)を満たす自然数であるとする．
(a) まず，f : S → S ′ は一方向性関数であるとし，g が Z∗

p の生成元であること
より全単射である．これは，|S|B = n′ ≥ n0 であり，任意の a ∈ S に対し
て f(a)を計算することが多項式時間で可能であることを意味する．しかし，
与えられた f(a) ∈ S ′ に対して，a = f−1(f(a)) ⊂ G1 を見つけることは多
項式時間制約内では実現不可能である．具体的には，任意の確率的多項式
時間アルゴリズム A′ と任意の正の多項式 pに対して，以下が成立する．

Pr[A′(f(US)) = f−1(f(US))] <
1

p(n′)
(22)

(b) ある整数m < n0 に対して，任意の部分集合 H ⊂ S で |S|B ≤ mを満たす
ものに制限された f は上述のように一方向性ではない．今，任意の g ∈ Z∗

p

に対して，Tg = {g◦x | x ∈ Zd
2m , g ∈ Z∗

p}とすると，|Tg|B = mを満たす．
全ての g ∈ Z∗

p に対して，f : Tg → S ′ が一方向性関数ではないことを次の
ように定式化できる．すなわち，確率的多項式時間アルゴリズムA′′と正の
多項式 p′ が存在し，以下が成立する．

Pr[A′′(f(UTg
)) = f−1(f(UTg

))] ≥ 1

p′(m)
(23)

今mと d ∈ N \ {1}の間に以下の多項式関係が成立しているとし，Aliceの秘密
鍵 xA は公開値 g ∈ Z∗

p に対して，Tg から選ばれるとする．このとき，次の結果
が得られる．
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定理 3. SEDHにおいて Eveが上記の (a)および (b)の制限を受けているとき，
Eveが yAから xAを得るための計算量は，一方向性関数 f を破るのと同等である．
この定理の証明は非常に長いため [6]に詳細は任せる．以下に証明のアイデア

の方針のみ記載する．証明は，Eveが yAから xAを見つける問題を多項式時間で
解けるとしたとき，この問題を解くアルゴリズムを利用して f の逆像を求めるこ
とができる，つまり f が一方向性を持つという仮定に矛盾が生じることを示すこ
とで，定理が示される．
以下は，xA を yA より導出する難しさに関する考察であり，上の定理の証明

とはならないものの，直感的な理解を助けるためのものである．
考察 1. 1. 今 S ′は �の下で群である．したがって，任意の j ∈ {1, . . . , d}お

よび a, b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bd ∈ S ′に対して，a = b1�· · ·�bj−1�bj�
bj+1 � · · · � bdを満たす一意の bj が存在する．言い換えれば、与えられた
a ∈ Ẑd

p に対して，ある j ∈ {1, . . . , d}以外のすべての iで bi が任意に選ば
れても，a = b1 � · · · � bd を満たす bj が常に存在する．

2. Aliceの秘密鍵 xA を xA = (α1, . . . , αd) ∈ S と表し，Bobの秘密鍵 NB を
NB = (n1,n2, . . . ,nd)と列ベクトルni ∈ Sを並べたもので表し，集合Sg◦ni

を Sg◦ni := {g◦kni | k ∈ {1, . . . , 2m}}と定義する（すべての i ∈ {1, . . . , d}
について）．任意の j ∈ {1, . . . , d}を固定すると，1.の議論から，任意の
bi ∈ Sg◦ni (i 6= j)に対して bj ∈ S ′（必ずしも Sg◦nj に属するわけではな
い）が存在し，以下を満たす：

yA = b1 � b2 � · · · � bd (24)

ここから先は一般性を失うことなく j = dとする．この議論により，任意
の (b1, . . . , bd−1) ∈ Sg◦n1 × · · · × Sg◦nd−1 が (24)の解候補となり得ると考
えることができる．

3. 今すべての g◦ni が公開されていることより，ai = g◦αini とすると，もし
Eveが yA から xA を効率的に導出できるならば，すべての ai を簡単に計
算できる．逆に，Eveが次の集合から (a1, . . . ,ad−1)を効率的に見つけるこ
とができるならば：

S := {(b1, . . . , bd−1) ∈ Sg◦n1 × · · · × Sg◦nd−1 }

これを用いてadをad = a−1
d−1�· · ·a

−1
1 �yAと計算する．状況設定 (b)より，

Eveはすべての i ∈ {1 . . . , d}について logg◦ni ai (= logg◦ni g
◦αini = αi)

を (23)の右辺以上の確率で多項式時間で計算できる．これは，yAから xA

を見つける問題が S から (a1, . . . ,ad−1)を見つける問題と同等であること
を意味する (本来ならば，(b)の確率的多項式時間アルゴリズム A′′を有限
個用いて，すべての αiを求めることができる確率がある多項式分の 1以上
であることを示さないといけないが，煩雑なため省略する)．
このとき注目すべきは，すべての i について，Eve は Alice によって計算
された g◦αini の値を知らないという点である．従って Eveは xA を求める
ために (a1, . . . ,ad−1)を S より探し当てなければならない．今 S の任意の
(b1, . . . , bd−1)が (a1, . . . ,ad−1)の候補であり，もし Aliceが Tg から xAを
均一に選ぶならば，Eveにとって，各 aiは Sg◦ni 上で一様に分布している
ように見える．公開情報以外に xA に関する手がかりを何も持たないので
あれば，Eveは S 上での全探索を実行し 1つの解を見つけることが必要で
あるが，集合 Sの大きさは 2m(d−1)上であり，たとえmが小さく選ばれて
も，dを任意に大きくすることで全探索の実行時間を任意に大きくすること
ができる (n′ = mdなどとすれば良い)．
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Bilinear oscillatory Fourier multipliers ∗

至田　直人 †

1 導入
1.1 線形の場合について
まず，線形のフーリエ乗法作用素について考える．Rn上の有界な関数 θに対して，フー
リエ乗法作用素 θ(D)は

θ(D)f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eix·ξθ(ξ)f̂(ξ) dξ, x ∈ Rn,

と定義される線形作用素である．ただし，f はRn上のシュワルツの急減少関数，f̂ はそ
のフーリエ変換を表わす．θのことをマルチプライヤーと表わす．
X および Y は（擬）ノルム ∥ · ∥X および ∥ · ∥Y をそれぞれ備えたRn上の関数空間と
する．フーリエ乗法作用素 θ(D)がX → Y 有界であるとは，あるC > 0が存在して，∥∥θ(D)f

∥∥
Y
≤ C∥f∥X , f ∈ S ∩X,

が成立することをあらわす．ここで，S = S(Rn)はRn上のシュワルツの急減少関数全体
をあらわす．本稿では，ルベーグ空間 Lp，ハーディー空間Hpおよび有界平均振動関数
全体の成す空間BMO上での有界性について考える．
ハーディー空間Hp = Hp(Rn)とは，0 < p ≤ ∞に対して，

Hp(Rn) =
{
f ∈ S ′(Rn) : ∥f∥Hp =

∥∥∥ sup
t>0

∣∣t−nφ(t−1·) ∗ f
∣∣∥∥∥

Lp
<∞

}
と定義される関数空間である．ただし，φ ∈ S(Rn)は ∫Rn φ(x)dx ̸= 0を満たす．ハー
ディー空間の定義は φの取り方に依存しない．また，1 < p ≤ ∞の場合は，Hp = Lpで
あり，p = 1の場合はH1 ↪→ L1であることが知られている．
有界平均振動関数全体の成す空間BMO = BMO(Rn)は

BMO(Rn) =
{
f ∈ L1

loc(Rn) : ∥f∥BMO = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ| dx <∞
}

と定義される関数空間である．ここで，supQは軸に平行な辺をもつRnの立方体Q全体
についての上限を表わし，fQは立方体Q上の積分平均，すなわち，fQ = |Q|−1

∫
Q
f であ

∗本講演は，宮地晶彦氏（東京女子大），冨田直人氏（大阪大），加藤睦也氏（岐阜大）との共同研究に
基づく．

†名古屋大学多元数理科学研究科
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る．L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn)であることが知られている．これらの関数空間の詳細につい
ては，例えば，Stein [13, Chapters III and IV]をみよ．
さて，s > 0とし，以下の形のマルチプライヤーを考える：

θ(ξ) = ei|ξ|
s

(1 + |ξ|2)m/2.

この形のマルチプライヤーに対応するフーリエ乗法作用素に対する有界性について，以
下のことが知られている．
Theorem A (Sjölin [12], Miyachi [7]). n ≥ 1, s ̸= 1, 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ Rとし，
σ(ξ) = (1 + |ξ|2)m/2とおく．このとき，フーリエ乗法作用素 ei|D|sσ(D)がHp → Hp有界
であるための必要十分条件は

m ≤ −ns
∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣ (1.1)

である．ただし，p =∞の場合はHpをBMOに置き換える．
本稿では，このTheorem Aの双線形の場合への拡張を考える．

Remark 1.1. s = 1の場合には，(1.1)の条件を

m ≤ −(n− 1)
∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣
に置き換えて，Theorem Aと同じ主張が成立することが知られている．ただし，n ≥ 2

である．s = 1の場合の結果については，例えば，Miyachi [6]，Seeger–Sogge–Stein [14]

などを参照されたい．

1.2 双線形の場合について
次に，双線形の場合について考える．Rn × Rn上の有界な関数 σ = σ(ξ, η)に対して，
双線形フーリエ乗法作用素 Tσは

Tσ(f, g)(x) =
1

(2π)2n

∫
R2n

eix·(ξ+η)σ(ξ, η)f̂(ξ)ĝ(η) dξdη, x ∈ Rn,

と定義される双線形作用素である．ただし，f および gはRn上のシュワルツの急減少関
数とし，f̂ および ĝはそのフーリエ変換をそれぞれ表わす．
X, Y およびZは（擬）ノルム ∥ · ∥X，∥ · ∥Y および ∥ · ∥ZをもつRn上の関数空間とす

る．TσがX × Y → Z有界であるとは，あるC > 0が存在して，∥∥Tσ(f, g)∥∥Z ≤ C∥f∥X∥g∥Y , f ∈ S ∩X, g ∈ S ∩ Y,

が成立することを表わす．
本稿では，s > 0として，

ei|ξ|
s

ei|η|
s

σ(ξ, η)

といった形の双線形のマルチプライヤーを考える．対応する双線形フーリエ乗法作用素
を T s

σ と表わす．すなわち，T s
σ を

T s
σ(f, g)(x) =

1

(2π)2n

∫
R2n

eix·(ξ+η)ei|ξ|
s

ei|η|
s

σ(ξ, η)f̂(ξ)ĝ(η) dξdη, x ∈ Rn

と定義する．ここで，σは次で定義されるクラスに属しているものを考える．
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Definition 1.2. m ∈ Rにとする．σ = σ(ξ, η) ∈ Sm
1,0(R2n)ですべての α, β ∈ (N0)

n =

{0, 1, 2, . . . , }nに対して，∣∣∂αξ ∂βη σ(ξ, η)∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|+ |η|)m−|α|−|β|

を満たすもの全体を Sm
1,0(R2n)と定義する．

さて，以下では s ̸= 1の場合を考えよう．最近，Bergfeldt–Rodoŕıguez-López–Rule–

Staubach [1]では，以下のことが示された．

Theorem B ([1, Theorem 1.4]). n ≥ 1, s ̸= 1とし，1 ≤ p, q ≤ ∞, 1/r = 1/p + 1/qと
する．このとき，

m = −ns
(∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣+ ∣∣∣1
q
− 1

2

∣∣∣) (1.2)

ならば，すべてのσ ∈ Sm
1,0(R2n)に対して，双線形フーリエ乗法作用素T s

σはHp×Hq → Lr

有界である．ただし，p = q = r =∞ならば，L∞ × L∞ → BMO有界である．

指数m = −ns(|1/p − 1/2| + |1/q − 1/2|)がシャープなものであるかどうかについて，
彼らは次のことを示している（[1, Section 3.2]）．

Theorem C. n ≥ 1, s ̸= 1とし，1 ≤ p, q ≤ 2 または 2 ≤ p, q ≤ ∞, 1/r = 1/p + 1/q

とする．このとき，すべての σ ∈ Sm
1,0(R2n)に対して，双線形フーリエ乗法作用素 T s

σ が
Hp ×Hq → Lr有界（ただし，p = q = r =∞ならば，L∞ × L∞ → BMO有界）である
ならば，

m ≤ −ns
(∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣+ ∣∣∣1
q
− 1

2

∣∣∣)
である．

本稿の目的は，1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞ または 1 ≤ q < 2 < p ≤ ∞の場合に，彼らの結果
を改良することである．
主結果を述べるために，ms(p, q)を以下のように定義する：

0 < s < 1のとき，

ms(p, q) =


−ns

(
|1
p
− 1

2
|+ |1

q
− 1

2
|
)

for (1/p, 1/q) ∈ I ∪ II,

−ns(1− s)
∣∣1
p
− 1

2

∣∣− ns∣∣1
q
− 1

2

∣∣ for (1/p, 1/q) ∈ III ∪ VI,

−ns|1
p
− 1

2
| − ns(1− s)|1

q
− 1

2
| for (1/p, 1/q) ∈ IV ∪ V.

s > 1のとき，

ms(p, q) =


−ns

(
|1
p
− 1

2
|+ |1

q
− 1

2
|
)

for (1/p, 1/q) ∈ I ∪ II,

−ns
∣∣1
q
− 1

2

∣∣ for (1/p, 1/q) ∈ III ∪ VI,

−ns
∣∣1
p
− 1

2

∣∣ for (1/p, 1/q) ∈ IV ∪ V.

ただし，I, II, III, IV,V,VIは以下で定義される範囲を表す．

I = {0 ≤ 1/p, 1/q ≤ 1/2},
II = {1/2 ≤ 1/p, 1/q ≤ 1},
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III = {0 ≤ 1/q ≤ 1/2 ≤ 1/p ≤ 1, 1/p+ 1/q ≤ 1},
IV = {0 ≤ 1/q ≤ 1/2 ≤ 1/p ≤ 1, 1/p+ 1/q ≥ 1},
V = {0 ≤ 1/p ≤ 1/2 ≤ 1/q ≤ 1, 1/p+ 1/q ≤ 1},
VI = {0 ≤ 1/p ≤ 1/2 ≤ 1/q ≤ 1, 1/p+ 1/q ≥ 1}.

I∪ II∪ III∪ IV ∪V ∪VI = {0 ≤ 1/p, 1/q ≤ 1}である．また，各範囲は以下の図のように
割り当てられたものである．

1/p

1/q

0
1/2

1/2

1

1

I

II

IV

V

VI

III

本稿の主結果は以下の通りである．
Theorem 1.3 ([5, Theorem 1.3]). n ≥ 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1/r = 1/p+1/qとし，0 < s < 1

または s > 1とする．このとき，
m = ms(p, q)

ならば，すべてのσ ∈ Sm
1,0(R2n)に対して，双線形フーリエ乗法作用素T s

σはHp×Hq → Lr

有界である．ただし，p = q = r =∞ならば，L∞ × L∞ → BMO有界である．
まず，(1/p, 1/q) ∈ I ∪ IIの場合は，

ms(p, q) = −ns
∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣− ns∣∣∣1
q
− 1

2

∣∣∣
であり，上記のTheorem Bで述べたBergfeldt, Rodŕıguez-López, Rule, Staubachらの結
果 [1]と同じ主張である．ところが，(1/p, 1/q) ∈ III ∪ IV ∪ V ∪ VIの場合は，1/p = 1/2

あるいは 1/q = 1/2の場合を除いて，

ms(p, q) > −ns
∣∣∣1
p
− 1

2

∣∣∣−−ns∣∣∣1
q
− 1

2

∣∣∣
である．ゆえに，Theorem 1.3はTheorem Bの改良となっていることがわかる．
さらに，我々が与えた指数m = ms(p, q)は，ある範囲においてはシャープなものになっ
ている．本稿の 2つ目の主結果は以下のとおりである．
Theorem 1.4 ([5, Theorem 1.4]). n ≥ 1, (1/p, 1/q) ∈ I ∪ II ∪ IV ∪VI, 1/r = 1/p+ 1/q,

m ∈ Rとし，0 < s < 1 または 1 < s <∞とする．このとき，すべてのσ ∈ Sm
1,0(R2n)に対

して，双線形フーリエ乗法作用素T s
σがHp×Hq → Lr有界である（ただし，p = q = r =∞

のときは，L∞ × L∞ → BMO有界）であるならば，m ≤ ms(p, q)である.
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この定理から，(1/p, 1/q) ∈ I∪ II∪ IV∪VIの場合にはm = ms(p, q)はシャープな指数に
なっていることがわかる．(1/p, 1/q) ∈ I ∪ IIの場合はBergfeldt, Rodŕıguez-López, Rule,

Staubachの主張と同じものであるが，[5]では異なる証明を与えている．(1/p, 1/q) ∈ III∪V
の場合にms(p, q)がシャープな指数かどうかについては現在のところ不明なままである．

Remark 1.5. s = 1の場合に対する双線形フーリエ乗法作用素T 1
σ の有界性に関する研究

はGrafakos–Peloso [2]からはじまり, その後，Rodŕıguez-López, Rule, Staubach らの一
連の研究 [9, 10, 11]によって進展が与えられている．ごく最近，彼らの結果はさらに改良
できることがKato–Miyachi–Tomita [4]において明らかになっている．本稿の研究は [4]

に刺激を受けて始めたものであるが，本稿の主題は s ̸= 1の場合であるから，結果の詳
細を述べることについては省略する．

2 証明の準備
この節では，証明に使う記号や補題を準備する．

2.1 関数空間について
局所ハーディー空間 h1 = h1(Rn)とは

h1(Rn) =
{
f ∈ S ′(Rn) : ∥f∥h1 =

∥∥∥ sup
0<t<1

∣∣t−nφ(t−1·) ∗ f
∣∣∥∥∥

L1
<∞

}
と定義される関数空間である．ここで，φ ∈ S(Rn)で，∫ φ ̸= 0を満たす．局所ハーディー
空間はGoldberg [3]により定義された関数空間である．局所ハーディー空間の定義はφの
取り方によらないことが知られている．また，H1 ↪→ h1 ↪→ L1であることが知られてい
る．局所ハーディー空間 h1に属する関数は以下を満たすアトムと呼ばれる関数に分解さ
れる（[3]）：

supp a ⊂ {|y − ȳ| ≤ r}, ∥a∥L∞ ≤ r−n. (2.1)

さらに，r < 1の場合は ∫
Rn

a(x) dx = 0 (2.2)

を満たすとする．(2.1)を r ≥ 1として満たすアトム f は (2.1)を r = 1として満たすア
トムの線形結合で表わすことができることが知られている．このことの詳細については，
例えば，Miyachi-Tomita [8]を参照．r < 1に対して，(2.1)と (2.2)を満たすアトム f を
h1-atom of first kindという．また，(2.1)を r = 1として満たすものを h1-atom of second

kindと呼ぶ（モーメント条件は課さない）．これらの 2種類のアトムをまとめて h1-アト
ムと呼ぶ．任意の h1(Rn)の関数は h1-アトムの列 {aj}jを用いて分解できることが知られ
ている．
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2.2 補題
θ ∈ S(Rn)は supp θ ⊂ {|ξ| ≤ 2}を満たすものとする．
ϕ ∈ C∞

0 (Rn)は suppϕ ⊂ {|ξ| ≤ 2}であり，|ξ| ≤ 1 ならば ϕ(ξ) = 1であるとし，
ζ = 1− ϕと定める．ζ ∈ C∞(Rn)であり，|ξ| ≤ 1ならば ζ(ξ) = 0であり，|ξ| ≥ 2ならば
ζ(ξ) = 1である．
次の線形のフーリエ乗法作用素に対するいくつかの評価が重要な役割を果たす：

Sjf(x) =
(
ei|ξ|

s

ζ(ξ)θ(2−jξ) f̂(ξ)
)∨

(x), T f(x) =
(
ei|ξ|

s

ϕ(ξ)f̂(ξ)
)∨

(x).

ただし，j ∈ N0であり，∨はフーリエ逆変換

(g)∨(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eiξ·xg(ξ) dξ

を表わす．これらは積分核の表示を用いることで，以下のようにも表わすことができる：

Sjf(x) = Kj ∗ f(x), Kj(x) =
(
ei|ξ|

s

ζ(ξ)θ(2−jξ)
)∨

(x),

Tf(x) = L ∗ f(x), L(x) =
(
ei|ξ|

s

θ(ξ)
)∨

(x).

積分核Kjについて，以下が成立する（[5, Corollary 3.2]）．
Lemma 2.1 ([5, Corollary 3.2]). (1) 0 < s < 1のとき．N > 0とする．ある c > 0が

存在して， ∣∣Kj(x)
∣∣ ≤ c ×

{
|x|−

n
2
− n

2(1−s) , if |x| ≤ 1,

|x|−N , if |x| > 1,

がすべての j ∈ N0について成立する．

(2) s > 1のとき．N > 0とする．ある c > 0が存在して，

∣∣Kj(x)
∣∣ ≤ c ×

{(
1 + |x|

)−n
2
+ n

2(s−1) , if |x| ≤ s8s−1 2j(s−1),

|x|−N , if |x| > s8s−1 2j(s−1),

がすべての j ∈ N0について成立する．
これらの評価は，suppψ ⊂ {2−1 ≤ |ξ| ≤ 2}を満たす ψ ∈ C∞

0 (Rn)に対して，(
ei|ξ|

s

ψ(2−jξ)
)∨
(x)

に対する挙動を調べることにより導かれる．詳細については [5, Proposition 3.1]を参照
されたい．
Lemma 2.1を用いることにより，Sjに対する以下の評価が得られる．

Lemma 2.2 ([5, Lemma 4.1]). 0 < s < 1または s > 1とし，1 ≤ p ≤ ∞とする．このと
き，c > 0が存在して，

∥Sjf∥Lp(Rn) ≤ c (2j)sn|
1
p
− 1

2
|∥f∥Lp(Rn)

がすべての j ∈ N0について成り立つ．
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Lemma 2.3 ([5, Lemma 4.2 (2)]). 0 < s < 1または 1 < s <∞とし，f は原点中心，半
径 rの球に台をもつ h1-アトムであると仮定する．このとき，A ≥ 2rであり，N は{

0 ≤ N < n
2(1−s)

, if 0 < s < 1,

0 ≤ N <∞, if 1 < s <∞,

を満たすならば， ∥∥Sjf(x)
∥∥
L2(A≤|x|≤2A)

≤ c (2j)
n
2

(
2j(1−s)A

)−N

がすべての j ∈ N0に対して成立する．ここで，定数 c > 0は n, s, N , θにのみ依存する．

次の補題は s < 1の場合にのみ成立するものである．

Lemma 2.4 ([5, Lemma 4.4]). 0 < s < 1とする．このとき，c = c(n, s, θ) > 0が存在し
て，以下が成立する．

(1) f が原点中心，半径 r ≤ 1の球に台をもつ h1-アトムであるならば，∥∥Sjf(x)
∥∥
L1(|x|≥2)

≤ c, j ∈ N0,

が成り立つ．

(2) 0 < A ≤ 10に対して，∥∥Sjf(x)
∥∥
L2(|x|≤A)

≤ cA
n(1−s)

2 ∥f∥L∞(Rn), j ∈ N0,

が成り立つ．

最後の補題は s > 1の場合に成立するものである．

Lemma 2.5 ([5, Lemma 4.5]). s > 1とする．このとき，j ∈ N0, A ≥ 2j(s−1) ならば∥∥Sjf(x)
∥∥
L2(|x|≤A)

≤ cA
n
2 ∥f∥L∞(Rn),

が成り立つ．ここで，c > 0は n, s, θにのみ依存する定数である．

3 証明の概略
本節ではTheorem 1.3の証明の概略を述べる．証明のアイデアは，H1 × L∞ → L1有
界性を改良することである．具体的には，以下を証明した．

Proposition 3.1 ([5, Theorem 5.1]).

m =

{
− sn

2
− s(1−s)n

2
, if 0 < s < 1,

− sn
2
, if 1 < s <∞.

とする．このとき，σ ∈ Sm
1,0(R2n)ならば，双線形フーリエ乗法作用素T s

σはh1×L∞ → L1

有界である．
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実際に，Proposition 3.1が証明されれば，Theorem Bと補間することにより，Theorem
1.3が得られる．
本稿では，簡単のために，0 < s < 1,

m < −ns
2
− ns(1− s)

2
(3.1)

の場合についての証明を与える．s > 1の場合やm = −ns
2
− ns(1−s)

2
の場合については [5]

を参照してほしい．
それでは，実際に (3.1)の場合に対する Proposition3.1の証明について述べる．
まず，Littlewood–Paleyの 2進分解およびFourier級数展開を用いることで，以下の形

をしているマルチプライヤーに対して，h1×L∞ → L1有界性を示せばよいことがわかる：
σ̃0(ξ, η) = c0θ1(ξ) θ2(η),

σ̃(ξ, η) =
∑
j∈N

cj θ1(2
−jξ) θ2(2

−jη).

ただし，{cj}j∈N0 は複素数の列で |cj| ≲ 2jm を満たすものであり，θ1, θ2 ∈ C∞
0 (Rn)は

supp θ1, supp θ2 ⊂ {|ξ| ≤ 2}を満たすものである．
以下では，マルチプライヤー σ̃についてのみ考える．具体的に T s

σ̃ を書き下すと

T s
σ̃(f, g)(x) =

∑
j∈N

cj

(
ei|D|sθ1(2

−jD)f(x)
)(

ei|D|sθ2(2
−jD)g(x)

)
と表わせる．さらに，関数 ϕおよび ζを用いて，T s

σ̃ を以下のように分割する．

T s
σ̃(f, g)(x) =

∑
j∈N

cj

{
T 1
j f(x)T

2
j g(x) + S1

j f(x)T
2
j g(x)

+ T 1
j f(x)S

2
j g(x) + S1

j f(x)S
2
j g(x)

}
.

ただし，
T ℓ
j f(x) =

(
ei|ξ|

s

ϕ(ξ)θℓ(2
−jξ)f̂(ξ)

)∨
(x), Sℓ

jf(x) =
(
ei|ξ|

s

ζ(ξ)θℓ(2
−jξ)f̂(ξ)

)∨
, ` = 1, 2,

とおいた．そして，|cj| ≲ 2jmであるから，h1 × L∞ → L1有界性を得るには，∑
j∈N

2jm
∥∥U1

j f V
2
j g
∥∥
L1 ≲ ∥f∥h1∥g∥L∞ , U, V ∈ {S, T}

を示せば十分である．さらに，h1のアトム分解から，∑
j∈N

2jm
∥∥U1

j f V
2
j g
∥∥
L1 ≲ ∥g∥L∞ , U, V ∈ {S, T} (3.2)

が全ての h1-アトム f について一様に成立することを示せば十分である．平行移動不変性
により，h1-アトム f は原点中心，半径 rの球に台をもつ場合を考えれば十分である．
U = T または V = T の場合の証明は本稿では省略する．これらの場合の評価について
は，[5]を参照してほしい．
以下，(U, V ) = (S, S)の場合のみを考える．
まず，(3.2)の左辺の L1ノルムを以下の 3つに分ける．∥∥ · · · ∥∥

L1(Rn)
=
∥∥ · · · ∥∥

L1(|x|≤2r)
+
∥∥ · · · ∥∥

L1(2r≤|x|≤4)
+
∥∥ · · · ∥∥

L1(|x|≥4)
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3.1 L1(|x| ≤ 2r)の評価
コーシー・シュワルツの不等式と，Lemma 2.2より，∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(|x|≤2r)

≤ r
n
2

∥∥S1
j f
∥∥
L2(Rn)

∥∥S2
j g
∥∥
L∞(Rn)

≲ r
n
2 ∥f∥L2(Rn)2

ns
2 ∥g∥L∞(Rn) ≲ 2

ns
2 ∥g∥L∞(Rn).

ここで，最後の不等式において fがh1-アトムであることを用いた．ゆえに，m = −ns/2−
ns(1− s)/2 < −ns/2より，∑

j∈N

2jm
∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(|x|≤2r)

≲ ∥g∥L∞

を得る．

3.2 L1(|x| ≥ 4)の評価
ヘルダーの不等式と Lemma 2.4 (1), Lemma 2.2より，∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(|x|≥4)

≤
∥∥S1

j f
∥∥
L1(|x|≥4)

∥∥S2
j g
∥∥
L∞(Rn)

≲ 2
ns
2 ∥g∥L∞(Rn).

ゆえに，前節と同様にして，∑
j∈N

2jm
∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(|x|≥4)

≲ ∥g∥L∞

を得る．

3.3 L1(2r ≤ |x| ≤ 4)の評価
以下では，2つ目の項に対する評価∑

j∈N

2jm
∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(2r≤|x|≤4)

≲ ∥g∥L∞

を考える．
さて，以下のようにして左辺の L1(2r ≤ |x| ≤ 4)ノルムを更に細かく分割する：∑

j∈N

2jm
∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(2r≤|x|≤4)

=
∑
j∈N

2jm
∑

k∈N,2kr≤4

∥∥S1
j f S

2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

右辺の L1ノルムについて，以下の評価が示される：0 ≤ N < n
2(1−s)

とする．このとき，
すべての k ∈ N, 2kr ≤ 4，に対して，∥∥S1

j f S
2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

≲ 2j(
n
2
− (1−s)2n

2
)
(
2j(1−s)2kr

)−N+
(1−s)n

2

=
(
2j
)ns

2
−ns(1−s)

2
(
2j(1−s)2kr

)−N+
(1−s)n

2
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が成り立つ．これは，コーシー・シュワルツの不等式，Lemma 2.3と Lemma 2.4 (2)か
ら従う．よって，特に，N = 0として，この不等式を用いると∑

k∈N,2kr≤4
2j(1−s)2kr≤1

∥∥S1
j f S

2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

≲
(
2j
)ns

2
−ns(1−s)

2

∑
k∈N,2kr≤4

2j(1−s)2kr≤1

(
2j(1−s)2kr

) (1−s)n
2

≲
(
2j
)ns

2
+

ns(1−s)
2

を得る．ここで，最後の不等式では 1− s > 0であることを用いた．
一方で，N を (1−s)n

2
< N < n

2(1−s)
を満たすように選べば（0 < s < 1の場合は，常にこ

のような選び方ができる），∑
k∈N,2kr≤4

2j(1−s)2kr>1

∥∥S1
j f S

2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

≲
(
2j
)ns

2
−ns(1−s)

2

∑
k∈N,2kr≤4

2j(1−s)2kr>1

(
2j(1−s)2kr

)−N+
(1−s)n

2

≲
(
2j
)ns

2
+

ns(1−s)
2

を得る．これらの評価をまとめて，∑
j∈N

2jm
∑

k∈N,2kr≤4

∥∥S1
j f S

2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

≤
∑
j∈N

2jm
( ∑

k∈N,2kr≤4
2j(1−s)2kr≤1

+
∑

k∈N,2kr≤4
2j(1−s)2kr>1

)∥∥S1
j f S

2
j g
∥∥
L1(2kr≤|x|≤2k+1r)

≲
∑
j∈N

(
2j
)m+ns

2
+

ns(1−s)
2

≲ 1

を得る．最後の不等式でm < −ns
2
− ns(1−s)

2
であることを用いた．

Remark 3.2. ここまでの証明の中ではアトム f のモーメント条件∫
Rn

f(x) dx = 0

を用いていない．この条件はm = −ns
2
− ns(1−s)

2
のときの証明の中で用いる．詳しくは [5]

を参照してほしい．
Remark 3.3. 実際には，不等式≲において，S1

j および S2
j の定義にあらわれる関数 θ1,

θ2の依存性について注意して評価を考えなければならない．しかし，簡単のために，こ
のことについては省略して記述した．
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The distance from a projection to nilpotents∗ †

森 迪也 ‡ (東大数理/理研 iTHEMS)

概 要
階数m ∈ {1, 2, . . . , n}の n×n直交射影行列と n×nベキ零行列全体の距離は (2 cos π

n
m

+2
)−1

である．

1 はじめに
この講演は泉正己氏（京都大）との共同研究 [8]に基づく1．本稿全体を通じ，n を（固定され

た）正の整数とする．ベクトル h =


h1

h2

...

hn

 ∈ Cn に対し，‖h‖ =
√
|h1|2 + |h2|2 + · · ·+ |hn|2

と定める．複素 n × n 行列全体を Mn と表す．A ∈ Mn に対し，‖A‖ := sup
h∈Cn, ∥h∥≤1

‖Ah‖ と
定める．a1, a2, . . . , an ∈ C に対し，第 (i, i) 成分が ai (1 ≤ i ≤ n) である n × n 対角行列を
Diag (a1, a2, . . . , an) と表す．n× n ベキ零行列全体を Nn と表す．
次が本講演における主定理である．
定理 1 ([8]). 1 ≤ m ≤ n とする．Pm := Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) に対し

inf
N∈Nn

‖Pm −N‖ =
(
2 cos

π
n
m + 2

)−1

が成り立つ．
3節・4節において，（定理 7を例外として）ほぼ自己完結な形でこの証明を与えたい．論文 [8]に
はより一般的な結果が書かれているが，それについては 5節で説明する．

2 背景
定理 1への動機を説明しよう2．（可分）複素 Hilbert 空間 H,K に対し，H から K への有界線
形作用素全体を B(H,K) と表す．A ∈ B(H,K) に対し，

‖A‖ (= ‖A‖B(H,K)) := sup
h∈H, ∥h∥≤1

‖Ah‖

∗2024 年度 実函数論・函数解析学合同シンポジウム 講演集原稿
†講演者は科研費（課題番号 22K13934）による助成を受けている．
‡mmori@ms.u-tokyo.ac.jp
1が，行列の場合を主として扱うため，[8] より議論を簡略化した箇所や，逆に議論を丁寧に書いた箇所が多々ある．
2本節の内容の一部は [11] と重複している．説明がやや粗い部分があるがご容赦いただきたい．続く 3 節・4 節では行

列の場合しか考えない．
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と定めると，B(H,K) はノルム ‖·‖ について Banach 空間をなす．このノルムは距離 d(A,B) :=

‖A − B‖ (A,B ∈ B(H,K)) を定め，この距離から B(H,K) の位相（ノルム位相）が定まる．
A ∈ B(H,K) に対し，〈A∗k, h〉 = 〈k,Ah〉 (h ∈ H, k ∈ K) なる A∗ ∈ B(K,H) が唯一つ存在し，
‖A∗‖B(K,H) = ‖A‖B(H,K), ‖A∗A‖B(H,H) = ‖A‖2B(H,K) が成り立つ．
以下，主として H = K の場合を考える．B(H,H) を B(H) と表す．B(H) は合成を積として

Banach 環をなす（‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ が成り立つ）．B(H) の単位元は H 上の恒等作用素である．
これを IB(H) あるいは I と表すことにする．n = dimH <∞ のとき，H から Cn への（線形等
距離）同型写像をひとつとれば，通常の方法により，B(H) は n×n 複素行列全体のなす空間Mn

と同一視される．このような同一視について，前節で定めた行列のノルムは本節で定めた作用素の
ノルムと一致する．
作用素 N ∈ B(H) に対し，ある正の整数 k が存在して Nk = 0 が成り立つとき，N はベキ零

（nilpotent）であるという．B(H) のベキ零な元全体の集合を N (H) と表す．A ∈ B(H) に対し，A

と N (H) の距離 inf
N∈N (H)

‖A−N‖ を ν(A) と表すことにする．線形代数で学ぶように，N ∈Mn

がベキ零であることは Nn = 0 であることと同値である．したがって，n × n ベキ零行列の全体
Nn はMn の閉集合である．これよりとくに，A ∈Mn に対し，ν(A) = 0 であることは A ∈ Nn

であることと同値である．
いっぽう，dimH =∞ の場合は，ベキ零作用素全体の集合は閉集合ではない．作用素 A ∈ B(H)

に対し，スペクトル {λ ∈ C | λI − A は可逆でない } を σ(A) で表す．A ∈ B(H) のスペクトル
σ(A) が一点集合 {0} であるとき，A は準ベキ零（quasinilpotent）であるという．Gelfand のス
ペクトル半径公式3から，A が準ベキ零であることは ‖Ak‖1/k → 0 (k →∞)となることと同値で
ある．とくに，ベキ零作用素は準ベキ零である．
作用素論に関する Paul Halmos の有名な 10の問題 [5] の第 7問は，任意の準ベキ零作用素は
N (H) の閉包に属すか，という問題である．この問題は肯定的に解かれており，より強い以下の定
理が知られている．

定理 2 (Apostol, Foias, , Voiculescu [1]). A ∈ B(H) が N (H) の閉包に属する（すなわち ν(A) = 0

となる）ためには次の 3条件が成り立つことが必要十分である．

1. A のスペクトルは 0 を含み，連結である．

2. A の本質的スペクトル4は 0 を含み，連結である．

3. λ ∈ C に対し，λI −A が semi-Fredholm ならば λI −A の Fredholm index は 0 である5．

ベキ零作用素への理解を（「外側」から）もっと深めるために，ν の具体的な値をさらに調べよ
う，と考えることは自然な発想であろう．ところが，それはどうやら易しくないらしく，ν の具体
的な値が知られている作用素は，ν がゼロの場合（上記）を除き，H が有限次元でも無限次元で
もかなり限定的である．ν の値に関し知られているいくつかの事実を以下に述べる．

• 任意の A,B ∈ B(H) と λ ∈ C に対し，ν(λA) = |λ|ν(A)，ν(A) = ν(A∗), |ν(A)− ν(B)| ≤
‖A−B‖ である（定義より明らか）．

3A ∈ B(H) ならば，sup{|λ| | λ ∈ σ(A)} = lim
k→∞

∥Ak∥1/k である．この値をスペクトル半径という．
4A ∈ B(H) が Fredholm であるとは，A の像が閉で，dimkerA < ∞ かつ dimkerA∗ < ∞ であることを意味する．

A の本質的スペクトルとは，λI −A が Fredholm でない λ ∈ C の全体を表す．
5これはつまり次を意味する．λ ∈ Cに対し，λI−Aの像が閉で，dimker(λI−A) < ∞あるいは dimker(λI−A)∗ < ∞

であるならば，dimker(λI −A) = dimker(λI −A)∗ である．
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• U ∈ B(H) が等距離作用素（U∗U = I）ならば，ν(U) = 1 である．（ν(U) ≤ 1 は明らか．
N ∈ N (H) ならば，h ∈ kerN( 6= {0}) に対し ‖(U − N)h‖ = ‖Uh‖ = ‖h‖ となるため，
ν(U) ≥ 1 である．）

• （Apostol–Salinas [2, Theorem 3.5]）任意の A ∈ B(H) に対し，ν(A) は A のスペクトル半
径以下である．

P ∈ B(H) が射影（projection）であるとは，P = P 2 = P ∗ であることを指す．B(H) の射影全
体の集合を P(H) と表す．また，Mn の射影全体の集合を Pn と表し，Pn の元で階数が m であ
るもの全体を Pn,m と表す．Pm = Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) ∈ Pn,m である．また，P ∈ Pn,m

ならば，あるユニタリ行列 U ∈Mn が存在して UPU∗ = Pm となることにも注意．よって，任意
の P ∈ Pn,m に対し ν(P ) = ν(Pm) である．射影は基本的な作用素であるが，射影の場合に限っ
ても ν の完全な理解は以前まで得られていなかった．先行研究をまとめてみよう．

• 射影に対する ν の値の評価を与えた最も古い研究はおそらく [6] である．この論文で著者の
Hedlund は，零でない射影全体の集合と N (H) の距離について “the determination of the

precise value (中略) seems difficult, even if H is finite-dimensional” と述べている．

• （Herrero [7, Corollary 9]）dimH = ∞ のとき，P ∈ P(H) \ {0} の核が無限次元なら
ν(P ) = 1/2, 有限次元なら ν(P ) = 1 である．

• （MacDonald [9, Theorem 1]）P ∈ Pn,1 ならば，ν(P ) = (2 cos π
n+2 )

−1 である．

• （Cramer [4, Theorem 3.6]）n ≥ 2, P ∈ Pn,n−1 ならば，ν(P ) = (2 cos π
n

n−1+2 )
−1 である．

MacDonald [9]は，任意の P ∈ Pn\{0}に対し ν(P ) ≥ (2 cos π
n+2 )

−1 が成り立つと予想した．講
演者はMacDonaldの予想に証明を与えた [10, 11]．Cramer [4, Conjecture 5.1]はm ∈ {1, 2, . . . , n},
P ∈ Pn,m ならば ν(P ) = (2 cos π

n
m+2 )

−1 であると予想した．定理 1はこの予想を証明した結果に
他ならない．

3 準備
主定理について考えるための準備として，行列に関するいくつかの事実を述べよう．読者の面倒

を避けるため，証明もかんたんにつけることにしたい．
行列 A ∈ Mn に対し，そのトレースを trA，行列式を detA，階数を rankA と表す．A の

スペクトル σ(A) は A の固有値全体，すなわち固有多項式の根全体の集合に他ならない．また，
A = (aij)1≤i,j≤n に対し A∗ = (aji)1≤i,j≤n である．A がエルミート行列（A = A∗）のとき，
σ(A) ⊂ R が成り立つ．エルミート行列 A の固有値がすべて 0 以上であるとき，A は正であると
いう．エルミート行列 A,B に対し，B − A が正であるとき，A ≤ B と書く．この条件は，任意
の h ∈ Cn に対し 〈Ah, h〉 ≤ 〈Bh, h〉 となることと同値である．したがって，≤ は半順序関係とな
る．また，可逆行列 X ∈Mn に対し

A ≤ B ⇐⇒ X∗AX ≤ X∗BX (1)

であることもわかる．エルミート行列 A,B に対し，B − A が正かつ可逆であるとき，A < B と
書くことにする．
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一般に，行列 X に対し，X∗X,XX∗ は正である．また，正行列のノルムは最大固有値に等し
い．ゆえに

‖X‖ ≤ 1 ⇐⇒ ‖X∗X‖ ≤ 1 ⇐⇒ X∗X ≤ I

⇐⇒ ‖X∗‖ ≤ 1 ⇐⇒ ‖XX∗‖ ≤ 1 ⇐⇒ XX∗ ≤ I
(2)

が成り立つ．
エルミート行列 A ∈Mn の固有値が（重複度を込めて）λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn であるとき，あるユ

ニタリ行列 U ∈Mn が存在して，A = UDiag (λ1, λ2, . . . , λn)U
∗ が成り立つ．関数 f : σ(A)→ C

に対し，f(A) = UDiag (f(λ1), f(λ2), · · · f(λn))U
∗ と定める6（functional calculus）．f の像

が R, [0,∞), {z ∈ C | |z| = 1} に含まれるとき，f(A) はそれぞれエルミート，正，ユニタリとな
ることに注意しておく．0 ≤ A，f(t) = t1/2 のとき，f(A) = A1/2 を A の（正の）平方根という．
次の 2つの定理はどちらも有名である．

定理 3. A,B ∈Mn とする．このとき，AB の固有多項式は BA の固有多項式と一致する．

証明. Aが可逆のときは BA = A−1(AB)Aより明らか．一般の場合，十分小さい任意の実数 ε > 0

に対し，A + εI は可逆なので det(xI − (A + εI)B) = det(xI − B(A + εI)) が成り立つ．ε → 0

という極限7を考えれば det(xI −AB) = det(xI −BA) であることがわかる．

定理 4. エルミート行列 A,B ∈Mn が正・可逆であるとする．このとき，A ≤ B と B−1 ≤ A−1

は同値である．

証明. A ≤ B
(1)⇐⇒ B−1/2AB−1/2 ≤ I

(2)⇐⇒ A1/2B−1A1/2 ≤ I
(1)⇐⇒ B−1 ≤ A−1.

行列解析の理論において基本的な min-max 定理を思い出そう．

定理 5 (min-max 定理). A ∈Mn をエルミート行列，1 ≤ k ≤ n とする．このとき，A の（重複
度を込め）k 番目に大きい固有値 λk について次が成り立つ．

λk = max{min{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} | V は Cn の k 次元部分空間 }
= min{max{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} | V は Cn の n− k + 1 次元部分空間 }.

証明. ひとつめの等号を示す．ふたつめの等号の証明も同様である．A をユニタリ行列により対角
化することで，A = Diag (λ1, λ2, . . . , λn) の場合に帰着できる．
（≥ の証明）k 番目より前の成分がすべてゼロであるベクトル全体 W ⊂ Cn の次元は n− k + 1

である．よって，V ⊂ Cn を k 次元部分空間とすると，V ∩W 6= {0} である．ノルム 1 のベクト
ル h ∈ V ∩W をとれば，h ∈W より 〈Ah, h〉 ≤ λk が従う．
（≤ の証明）k 番目より後の成分がすべてゼロであるベクトルの全体を V ⊂ Cn とおけば，
min{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} = λk が成り立つ．

補題 1. エルミート行列 X,Y ∈Mn が X ≤ Y を満たすと仮定する．関数 f : σ(X) ∪ σ(Y )→ R
が単調減少なら，tr (f(X)) ≥ tr (f(Y )) である．もしさらに f が単射で X 6= Y なら tr (f(X)) >

tr (f(Y )) である．

6これはこのような条件を満たすユニタリ U の取り方によらずに定まる．
7多項式を x ∈ C の関数とみなし，各 x ∈ C に対する極限を考える．
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証明. X ≤ Y と min-max 定理より，X の（重複度を込めた）k 番目に大きい固有値は Y の k 番
目に大きい固有値以下である．よって，f(X) の k 番目に小さい固有値は f(Y ) の k 番目に小さ
い固有値以上である．トレースは固有値の総和であるから，tr (f(X)) ≥ tr (f(Y )) が成り立つ．
X ≤ Y かつ X 6= Y なら，tr (Y −X) > 0 であるため，ある k ∈ {1, 2, . . . , n} について X の k

番目に大きい固有値は Y の k 番目に大きい固有値より真に小さい．これより後半も示せる．

次の interlacing inequality とよばれる不等式 (3)は，min-max 定理の系として得られる．

定理 6. A,B ∈ Mn をエルミート行列，A ≤ B, rank (B − A) ≤ 1 とする．A の固有値を（重複
度を込めて） α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn，B の固有値を β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn とおく．このとき，不等式

β1 ≥ α1 ≥ β2 ≥ α2 ≥ · · · ≥ βn ≥ αn (3)

が成り立つ．

次の事実もよく知られている．これは interlacing inequality と関係が深い．

補題 2. k を正の整数とする．

α′
1 ≥ α1 ≥ α′

2 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk−1 ≥ α′
k

を実数とする．エルミート行列 A ∈ Mk−1 の固有値が α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk−1 のとき，固有値が
α′
1 ≥ α′

2 ≥ · · · ≥ α′
k であるエルミート行列 A′ ∈Mk であって，A′ の左上の (k − 1)× (k − 1) 成

分が A と一致するものが存在する．

証明. UAU∗ = Diag (α1, α2, . . . , αk−1) =: Dとなるユニタリ行列 U ∈Mk−1をとる．h1, h2, . . . , hk ∈

R に対し，h = (h1, h2, . . . , hk−1) とおき，行列
(
D h∗

h hk

)
について考える．この固有値は

(
U∗ 0

0 1

)(
UAU∗ h∗

h hk

)(
U 0

0 1

)
=

(
A (hU)∗

hU hk

)

の固有値に一致する．したがって，条件を満たす A′ の存在をいうためには，
(
D h∗

h hk

)
の固有値が

α′
1 ≥ α′

2 ≥ · · · ≥ α′
k となるような h1, h2, . . . , hk ∈ R を見つければよい．α1 > α2 > · · · > αk−1

である場合に示せれば，他の場合も容易に示せる．したがって，α1 > α2 > · · · > αk−1 の場合を
考えよう．p ∈ {1, 2, . . . , k − 1} に対し

hp =

√√√√√√√√√
−

k∏
q=1

(αp − α′
q)∏

q∈{1,2,...,k−1}\{p}

(αp − αq)

と定める（根号の中身は 0 以上の実数となることに注意）．そして，

hk = (α′
1 + α′

2 + · · ·+ α′
k)− (α1 + α2 + · · ·+ αk−1)

と定める．ふたつの k 次多項式

det

(
xI −

(
D h∗

h hk

))
,

k∏
l=1

(x− α′
l)
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の差を f(x) とおく．すると，f は高々 k − 2 次の多項式であり，また f(α1) = f(α2) = · · · =
f(αk−1) = 0 となることが確かめられるため，f = 0 である．ゆえに

det

(
xI −

(
D h∗

h hk

))
=

k∏
l=1

(x− α′
l)

であり，望み通り
(
D h∗

h hk

)
の固有値が α′

1 ≥ α′
2 ≥ · · · ≥ α′

k となる．

さいごにもうひとつ簡単な補題を用意しておく．

補題 3. エルミート行列 X,Y ∈Mn が X < Y を満たすと仮定する．E ∈Mn を階数 1の射影とす
る．このとき，max{t ∈ R | X ≤ Y −tE}が存在し，それを t0 とおくと rank (Y −t0E−X) = n−1
が成り立つ．また，t < t0 に対し X < Y − tE である．

証明. X = 0 と仮定しても一般性を失わない．このとき 0 < Y となる．Y − tE = Y 1/2(I −
tY −1/2EY −1/2)Y 1/2 だから，I− tY −1/2EY −1/2 について考えればよい．Y −1/2EY −1/2 は正・階
数 1の行列である．tY −1/2EY −1/2 が射影となる tを t0 とおけば（つまり t0 = ‖Y −1/2EY −1/2‖−1

とおけば），それは I− tY −1/2EY −1/2 が正となる最大の tに一致する． I− t0Y
−1/2EY −1/2 は階

数 n−1の射影であり，したがって rank (Y −t0E) = rank (Y 1/2(I−t0Y −1/2EY −1/2)Y 1/2) = n−1
となる．t < t0 に対し 0 < Y − tE であることも容易に確かめられる．

4 Cramer の予想の証明

狭義上三角，つまり


0 ∗ · · · ∗

0 0
. . .

...
...

...
. . . ∗

0 0 · · · 0

 という形である n × n 行列の全体を Tn と表す．前節

までに引き続き，0 ≤ m ≤ n に対し，Pm で対角行列 Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) を表す．射影

P ∈Mn に対し，P⊥ := I−P と定めると，P⊥ も射影となる．ν の値を調べるにあたり，Arveson

の距離公式 [3]の一種として知られる次の定理が重要である．証明を知りたい方は [11]を参照され
たい．

定理 7 ([13, Lemma], [12, Theorem 1]). A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn とする．このとき，最小値
min
T∈Tn

‖A− T‖ が存在し，それは max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1APk‖ に等しい．

N ∈Mn がベキ零であるためには，あるユニタリ行列 U について UNU∗ ∈ Tn となることが必要
十分である8．したがって，n×nユニタリ行列全体を Un と表せば，Nn = {U∗TU | U ∈ Un, T ∈ Tn}
が成り立つ．ゆえに，任意の A ∈Mn に対し

ν(A) = inf
T∈Tn,U∈Un

‖A− U∗TU‖ = inf
T∈Tn,U∈Un

‖UAU∗ − T‖ 定理 7
= inf

U∈Un

max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1UAU∗Pk‖

となる．ここで，A = Pm, 1 ≤ m ≤ n の場合を考える．{UPmU∗ | U ∈ Un} = Pn,m であるから，

ν(Pm) = inf
P∈Pn,m

max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖

8ユニタリ行列による上三角化（Schur triangulation）を考えよ．
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が成り立つ．ゆえに，P ∈ Pn,m に対し max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖ を考えることが重要となる．

以下，P ∈ Pn,m を固定して考える．一般に，行列 X,Y に対し

‖XY ‖2 = ‖(XY )∗(XY )‖ = ‖Y ∗X∗XY ‖ = ‖((X∗X)1/2Y )∗((X∗X)1/2Y )‖ = ‖(X∗X)1/2Y ‖2

だから ‖XY ‖ = ‖(X∗X)1/2Y ‖ が成り立つ．同様に ‖XY ‖ = ‖X(Y Y ∗)1/2‖ である．これより，

‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(P⊥

k−1P ) · (PPk)‖ = ‖(PP⊥
k−1P )1/2 · (PPk)‖ = ‖(PP⊥

k−1P )1/2 · (PPkP )1/2‖

である．よって，Ak = PPkP (k ∈ {0, 1, . . . , n})と定めると，‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(P −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖

となる．Ak − Ak−1 = P (Pk − Pk−1)P であるから，0 = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An = P , rank (Ak −
Ak−1) ≤ 1 である．
注意 1. I − Ak−1 = P⊥ + (P − Ak−1) より，(I − Ak−1)

1/2 = P⊥ + (P − Ak−1)
1/2 である．ま

た，Ak = PPkP より P⊥A
1/2
k = 0 である．以上より，(P − Ak−1)

1/2A
1/2
k = (I − Ak−1)

1/2A
1/2
k

であることがわかる．したがって，‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(I −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖ である．

θ := π( n
m+2)−1 とおく．各 1 ≤ k ≤ nに対し (2 cos θ)−1 と ‖P⊥

k−1PPk‖ = ‖(I−Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖

とを比較したい．ここで唐突だが，[0, π − 2θ] から [0, 1] への単調増大な全単射

t 7→ 1

2 cos θ
· sin t

sin(t+ θ)

を考える．この逆関数を用いた functional calculus により，0 ≤ Bk ≤ (π − 2θ)P および

Ak =
1

2 cos θ
· sinBk

sin(Bk + θI)
(4)

を満たす Bk ∈ Mn が唯一つとれる910．このとき，B0 = 0, Bn = (π − 2θ)P である．また，
A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An より

sinB0

sin(B0 + θI)
≤ sinB1

sin(B1 + θI)
≤ · · · ≤ sinBn

sin(Bn + θI)

である．次の命題が重要である．
命題 1. 各 k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し，

‖(I −Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒ tr (Bk −Bk−1) ≤ θ,

‖(I −Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖ < (2 cos θ)−1 ⇐⇒ tr (Bk −Bk−1) < θ

が成り立つ．
まずこれを用いて ν(Pm) = (2 cos θ)−1 を導こう．

ν(Pm) ≥ (2 cos θ)−1 の証明.

( max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖ =) max

1≤k≤n
‖(I −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖ < (2 cos θ)−1

を仮定する．命題 1より，各 k に対し tr (Bk−Bk−1) < θ となる．したがって，tr (Bn−B0) < nθ

である．B0 = 0, Bn = (π − 2θ)P より，(π − 2θ)m < nθ，つまり θ > π( n
m + 2)−1 となり，矛盾

が得られた．
9右辺の分母の sin(Bk + θI) は可逆で，sinBk と sin(Bk + θI) は交換可能なので，分数のように表しても問題は起き

ない．見やすさのため，このような表記を今後多用する．
10この式のような変形が証明のポイントとなる．このようにするとうまくいく理由はいまひとつわかっていない．
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ν(Pm) ≤ (2 cos θ)−1 の証明. 次の条件を満たす実数 βkl ∈ [0, π − 2θ] (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ k) を
（なんでもよいので）固定しておく．

(a) 任意の k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し
k∑

l=1

βkl = kθ である．

(b) 任意の k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し

βk,1 ≥ βk−1,1 ≥ βk,2 ≥ βk−1,2 ≥ · · · ≥ βk−1,k−1 ≥ βk,k

である．

(c) l ≤ m ならば βnl = π − 2θ，l > m ならば βnl = 0 である．

たとえば，
βkl = max{min{π − 2θ, kθ − (l − 1)(π − 2θ)}, 0}

とすれば条件を満たすことがかんたんに確かめられる．

αkl =
1

2 cos θ
· sinβkl

sin(βkl + θ)
∈ [0, 1]

とおく．関数 t 7→ sin t/ sin(t+ θ) は [0, π− 2θ] で単調なので，(b)より各 k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し

αk,1 ≥ αk−1,1 ≥ αk,2 ≥ αk−1,2 ≥ · · · ≥ αk−1,k−1 ≥ αk,k

となる．ゆえに，補題 2を繰り返し用いることで，エルミート行列 Q ∈ Mn であって，各 k に
対し Q の左上 k × k 成分のなす小行列の固有値が αk1 ≥ αk2 ≥ · · · ≥ αkk となるようなもの
がとれる．(c) より，Q ∈ Pn,m である．Ak = QPkQ とおく．定理 3より，Ak = (PkQ)∗(PkQ)

と (PkQ)(PkQ)∗ = PkQPk の固有値は（重複度を込めて）一致する．よって，Ak の固有値は
αk1, αk2, . . . , αkk, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−k 個

である．0 ≤ Bk ≤ (π − 2θ)Q および (4) を満たす Bk ∈ Mn をとる

と，その固有値は βk1, βk2, . . . , βkk, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k 個

である．したがって，(a) より tr (Bk −Bk−1) = θ

が k ∈ {1, 2, . . . , n}に対し成り立つ．ゆえに，命題 1を P = Qに適用すれば，各 k ∈ {1, 2, . . . , n}
に対し ‖P⊥

k−1QPk‖ = (2 cos θ)−1 であることがわかる．

以下，命題 1の証明を行う．まず補題を 3つ準備する．φ := θ/2 とおく．

補題 4. エルミート行列 B,B′ ∈Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I, 0 ≤ B′ ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．
このとき，

sinB

sin(B + θI)
≤ sinB′

sin(B′ + θI)
⇐⇒ cot(B + φI) ≥ cot(B′ + φI)

である11．また，

rank

(
sinB

sin(B + θI)
− sinB′

sin(B′ + θI)

)
= rank (cot(B + φI)− cot(B′ + φI))

が成り立つ．

11cot t = cos t/ sin t = 1/ tan t は cotangent を表す．
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証明. 公式 sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ を交換可能なエルミート行列に適用して，

sin(B + φI ± φI) = sin(B + φI) cos(φI)± cos(B + φI) sin(φI)

= cosφ sin(B + φI)± sinφ cos(B + φI)

を得る12．ゆえに，
sinB

sin(B + θI)
=

cosφ sin(B + φI)− sinφ cos(B + φI)

cosφ sin(B + φI) + sinφ cos(B + φI)
=

2I

I + tanφ cot(B + φI)
− I

が成り立つ．同様に，
sinB′

sin(B′ + θI)
=

2I

I + tanφ cot(B′ + φI)
− I

となる．ゆえに，
sinB

sin(B + θI)
≤ sinB′

sin(B′ + θI)

は
2I

I + tanφ cot(B + φI)
≤ 2I

I + tanφ cot(B′ + φI)

と同値である．定理 4より，これはさらに cot(B + φI) ≥ cot(B′ + φI) と同値である．
可逆行列に対する等式 X−1−Y −1 = X−1(Y −X)Y −1 より，階数に関する等式も得られる．

補題 5. エルミート行列 B,B′ ∈Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I, 0 ≤ B′ ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．

A =
1

2 cos θ
· sinB

sin(B + θI)
, A′ =

1

2 cos θ
· sinB′

sin(B′ + θI)

とおく．このとき，

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒ cot(B′ + φI) ≥ cot(B + 3φI), (5)

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ < (2 cos θ)−1 ⇐⇒ cot(B′ + φI) > cot(B + 3φI) (6)

が成り立つ．

証明. sinB + sin(B + 2θI) = 2 sin(B + θI) cos(θI) = 2 cos θ sin(B + θI) より，

I − 1

2 cos θ
· sinB

sin(B + θI)
=

1

2 cos θ
· sin(B + 2θI)

sin(B + θI)

となる．ゆえに，

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒

∥∥∥∥∥
(
sin(B + 2θI)

sin(B + θI)

)1/2(
sinB′

sin(B′ + θI)

)1/2
∥∥∥∥∥ ≤ 1

が成り立つ．また，補題 4の証明と同様の計算から，S = tanφ cot(B+3φI), T = tanφ cot(B′+φI)

に対し
sin(B + 2θI)

sin(B + θI)
=

I + tanφ cot(B + 3φI)

I − tanφ cot(B + 3φI)
=

I + S

I − S

および
sinB′

sin(B′ + θI)
=

I − tanφ cot(B′ + φI)

I + tanφ cot(B′ + φI)
=

I − T

I + T

12交換可能なエルミート行列の組は，あるユニタリ行列により同時に対角化できるため，このような式が成立する．
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が成り立つ13．∥∥∥∥∥
(
I + S

I − S

)1/2(
I − T

I + T

)1/2
∥∥∥∥∥ ≤ 1

(2)⇐⇒
(
I − T

I + T

)1/2(
I + S

I − S

)(
I − T

I + T

)1/2

≤ I

(1)⇐⇒ (I − T )1/2
(

2I

I − S
− I

)
(I − T )1/2 ≤ I + T

⇐⇒ 2(I − T )1/2(I − S)−1(I − T )1/2 ≤ 2I

⇐⇒ (I − T )1/2(I − S)−1(I − T )1/2 ≤ I

(2)⇐⇒ (I − S)−1/2(I − T )(I − S)−1/2 ≤ I

(1)⇐⇒ I − T ≤ I − S

⇐⇒ cot(B′ + φI) ≥ cot(B + 3φI)

であるから，(5)が示された．同様の同値変形より (6)も得られる．

補題 6. エルミート行列 B ∈Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．E ∈Mn を階数 1の射
影とする．max{t ∈ R | cot(B + φI)− tE ≥ cot(B + 3φI)} を t0 とおくとき，

tr (arccot(cot(B + φI)− t0E)− (B + φI)) = θ

が成り立つ14．また，実数 t に対し

cot(B + φI)− tE > cot(B + 3φI) ⇐⇒ tr (arccot(cot(B + φI)− tE)− (B + φI)) < θ

である．

証明. C = cot(B+φI)−t0E, D = arccotC とおく．補題 3より，rank (C−cot(B+3φI)) = n−1
が成り立つ．cot(B + φI) の固有値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，C = cot(B + φI) − t0E の固有値を
λ′
1 ≥ λ′

2 ≥ · · · ≥ λ′
n とおくとき，interlacing inequality より，

λ1 ≥ λ′
1 ≥ λ2 ≥ λ′

2 ≥ · · · ≥ λn ≥ λ′
n

が成り立つ．したがって，

0 < arccotλ1 ≤ arccotλ′
1 ≤ arccotλ2 ≤ arccotλ′

2 ≤ · · · ≤ arccotλn ≤ arccotλ′
n < π

を得る．
tr (B + φI) =

n∑
k=1

arccotλk, trD =
n∑

k=1

arccotλ′
k

であるから，
tr (B + φI) ≤ trD < tr (B + φI) + π (7)

が従う．
cot t = i

(
2

e2it − 1
+ 1

)

13−I ≤ S ≤ I, −I ≤ T ≤ I である．I − S, I + T は可逆だが，I + S, I − T は可逆と限らないことに注意．
14arccot は cot : (0, π) → R の逆関数（arccotangent）を表す．
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より

t0E = cot(B + φI)− cotD

= i

(
2I

e2i(B+φI) − I
+ I

)
− i

(
2I

e2iD − I
+ I

)
= 2i((e2i(B+φI) − I)−1 − (e2iD − I)−1)

= 2i(e2i(B+φI) − I)−1(e2iD − e2i(B+φI))(e2iD − I)−1,

ゆえに
1 = rank (t0E) = rank (e2iD − e2i(B+φI)) = rank (e2iDe−2i(B+φI) − I) (8)

である．同様に，

n−1 = rank (C− cot(B+3φI)) = rank (e2iD−e2i(B+3φI)) = rank (e2iDe−2i(B+φI)−e4iφI) (9)

である．(8), (9) より，ユニタリ e2iDe−2i(B+φI) の固有値はひとつを除き 1 で，残りのひとつは
e4iφ = e2iθ である．e2iDe−2i(B+φI) の行列式を考える15ことで，e2itrDe−2itr (B+φI) = e2iθ を得
る．よって，2itrD − 2itr (B + φI) = 2iθ + 2iπl, つまり trD − tr (B + φI) = θ + πl なる整数 l

が存在する．(7) より，l = 0 である．ゆえに，trD − tr (B + φI) = θ が従う．これが目標として
いた等式に他ならない．
後半は，cot : (0, π)→ R が狭義単調減少な全単射であることと，補題 1，補題 3，および前半よ

り従う．

命題 1 は補題 4, 5, 6 より直ちに従う（B = Bk−1, B
′ = Bk = arccot(cot(B + φI)− tE)− φI

の場合を考えよ）．

5 von Neumann 環への一般化
B(H) の ∗部分代数（部分ベクトル空間で，∗および合成演算について閉じているもの）であっ

て，I を含み，かつ強作用素位相（各点収束位相）で閉であるものを von Neumann 環という．
von Neumann 環であって，その中心が CI であるものを因子環とよぶ．von Neumann 環における
ほとんどの話題は因子環の場合に帰着される．以下でも因子環の場合に限って考えることにする．
因子環は 5つのタイプ（型）に分類される．前節で扱った行列環Mn は In型とよばれる因子環

であり，これはもっとも簡単な von Neumann 環であると考えられる．そのほかに次の 4つのタイ
プがある．

• I∞ 型環 · · · 無限次元 Hilbert 空間 H に対する B(H) がこれにあたる．

• II1 型環 · · · 無限離散群の左正則表現から構成されるたくさんの例などがある．

• II∞ 型環 · · · II1 型環と I∞ 型環のテンソル積で表される．

• III型環 · · · ほかと比べかなり扱いが難しい．冨田竹崎理論を用いて調べられる．

15一般に，エルミート行列 X に対し det e2iX = e2itrX であることに注意．

101



因子環 A とその元 A に対し，A に属するベキ零作用素全体と A との距離を νA(A) と表すこと
にする．射影 P ∈ A に対する νA(P ) について，先に述べた Herrero の結果および von Neumann

環の一般論から，次がわかる16．

定理 8 ([7, Corollary 9], [14, Section 8]). A を I∞, II∞, III のいずれかのタイプの因子環とする．
P ∈ A \ {0} を射影とする．

• V ∗V = I − P かつ I − P 6= V V ∗ ≤ I − P なる V ∈ A が存在するならば，νA(P ) = 1/2 で
ある．

• そうでないならば，νA(P ) = 1 である．

残されていたのが In 型と II1 型の場合である．これらの環は有限型の環とよばれ，特別な性質
をもつ．von Neumann 環 A 上の線形汎関数 τ : A → C が条件

• 任意の A ∈ A に対し τ(A∗A) ≥ 0,

• 任意の A,B ∈ A に対し τ(AB) = τ(BA),

• τ(I) = 1

を満たすとき，τ をトレース状態という．実は，有限型因子環はトレース状態を唯一つ持ち，また
トレース状態を持つ因子環は有限型である．論文 [8]では，有限型因子環について，射影 P ∈ A に
対する νA(P ) を完全に決定した．

定理 9 ([8]). A を因子環，τ を A 上のトレース状態，P ∈ A \ {0} を射影とする．このとき，

νA(P ) =

(
2 cos

τ(P )π

1 + 2τ(P )

)−1

が成り立つ．

A =Mn のときは τ(A) = trA/n であるため，定理 9は前節の結果の拡張となる．定理 9を II1

型環に対し証明するにあたり，νA(P ) の上からの評価については前節の結果を応用できる（II1型
環の中にMn のコピーが作れる，という事実を用いる）．下からの評価を得るためには前節と少
し違う議論が必要となる．これは，Mn を考える際に有効な「階数の差が 1以下である行列の組」
を用いる方法などが II1型環では使えず，命題 1 にあたる部分がそのままの形では成り立たないた
めである．そのかわりに，「連続値の階数」の役割を果たす量などをうまく考えることで証明がで
きる．詳しくは論文 [8]を参照されたい．
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冪零リー群の表現と擬対称領域上の核関数
嵐晃一 ∗

1 はじめに
リー群のユニタリ表現をその既約分解から理解することは, しばしば有意義な視

点をもたらす. 例えばヴェルニュ・ロッシ [VR]によるスカラー型最高ウェイトユ
ニタリ表現の分類における, ワラック集合 [Wa]の導出について, 表現の既約分解の
観点から次のように考えてみたい. ヴェルニュ・ロッシは, 有界対称領域を, 上半平
面の一般化と考えられる, ジーゲル領域に実現し, 扱っている問題を凸錐上のフー
リエ変換を用いて, 凸錐上の関数空間の問題に置き換えた. ジーゲル領域上の, あ
るアフィン変換の群に関する不変な核関数の中で端点であるもの全体を考えると
き, このフーリエ変換は, これら端点から定義される積分変換の形をしている.

ここで, 考えている核関数が定数倍の関係にないとき, 対応する既約ユニタリ表
現が異なるという意味での無重複性が成立していることに着目したい. この事実
から, スカラー型最高ウェイトユニタリ表現が何であるかに依らず, 考えているア
フィン変換の群への制限による既約分解が常に無重複になる. 本稿では, この例を
念頭に置き, このアフィン変換の群 (冪零リー群である) をその部分群に置き換え
た場合に, 表現の無重複性が成立するかを問題として扱う. ただし, 対称領域だけ
でなく, 対称性が僅かに失われた「擬対称領域」と呼ばれるジーゲル領域に一般化
して問題を扱う. さらに, 擬対称領域上に実現可能な表現について, その核関数の
積分表示により提示する. これにより, 既知のジーゲル領域のベルグマン核の積分
表示を, これまでに考えられてきた冪零リー群だけではなく, その部分群の表現と
も関係づけるという意味で, より一般的な状況から理解することができる.

また, 表現の無重複性が, 群軌道の幾何学的性質と密接に関連していることが知
られている. 本稿では, リー群の可視的作用と余等方的作用に焦点を当て, これら
との関係についても述べる.

∗Department of Mathematics, Tokyo Gakugei University, Nukuikita 4-1-1, Koganei,Tokyo
184-8501, Japan
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2 不変ヒルベルト部分空間と核関数
複素領域 D に対して, その上の正則関数全体の成す空間をO(D) で表し, コン

パクト開位相を考えることにより, 線型位相空間とみなす. リー群 G の正則自己
同型による滑らかな作用 G×D 3 (g, z) 7→ g · z ∈ D が与えられたとき, 連続表現
(π0,O(D)) が次で定まる:

π0(g)f(z) := f(g−1 · z) (g ∈ G, f ∈ O(D), z ∈ D).

可分なヒルベルト空間 H 上のリー群 G のユニタリ表現 π を考える.

定義 2.1 ([Sch, §1], [Kob3, Definition 2.1]). 表現 π と π0 の間に単射かつ連続な
G-準同型 Φ が存在するとき, ユニタリ表現 π は O(D) に実現されるという. この
とき, 像 Φ(H) (または単に H) を O(D) の G-不変ヒルベルト部分空間と呼ぶ. さ
らに π が既約であるとき, 既約 G-不変ヒルベルト部分空間という.

リースの表現定理に注意して, 線型位相空間 O(D) の G-不変ヒルベルト部分空
間 H に対し, 関数 KH

z ∈ O(D) を次で定義する:

(f,KH
z )H = f(z) (f ∈ O(D), z ∈ D).

D×D 上の関数 K(z, z′) で第一成分について正則, 第二成分について反正則, エル
ミートかつ正定値なものを核関数と呼び, それら全体の成す集合を Γ(D) で表す.

このとき,核関数 KH ∈ Γ(D)が KH
z = KH(·, z)によって定まる. さらに ΓG(D) ⊂

Γ(D) を G-不変な核関数全体の成す凸錐とし, 部分集合 ext(ΓG(D)) ⊂ ΓG(D) を
端点全体の成す集合とする. ここで, 一般に凸錐 Γ が与えられたとき, その元 K

が端点であるとは, もし K = K1 +K2 (K1, K2 ∈ Γ) と表されているならば,

K = λ1K1 = λ2K2 (λ1, λ2 ≥ 0)

が成り立つことをいう. 次の定理は基本的である.

定理 2.2 ([FT, Proposition 1],[Sch, §8]). 凸錐 ΓG(D) (または ext(ΓG(D))) の要素
は O(D)の G-不変 (または既約 G-不変)ヒルベルト部分空間と一対一に対応する.

次に, 端点とは限らない不変核関数を, 端点の積分で書くことができることにつ
いて説明する. ハウスドルフ空間 Λ からの単射な連続写像

Λ 3 λ 7→ Kλ ∈ ext(ΓG(D))

が ext(ΓG(D)) の認容パラメトリゼーションであるとは,

ext(ΓG(D)) = {0}
∐∐

λ∈Λ

R>0K
λ

が成り立ち, 像からの逆写像が普遍的可測であるこという. なお, 後者の条件につ
いて, ハウスドルフ空間 Λ が局所コンパクトかつ第二可算であれば十分である. こ
のようなパラメトリゼーションを一つ固定するとき, 次の定理が知られている.

105



定理 2.3. [FT, Theorem 1] 任意の K ∈ ΓG(D) に対して, ハウスドルフ空間 Λ 上
のラドン測度 m が存在し, 次の式が成り立つ:

K(z, z′) =

∫
Λ

Kλ(z, z′) dm(λ) (z, z′ ∈ D). (2.1)

なお上記の積分の収束について, コンパクト集合上での一様収束を表す.

3 無重複性
群 G のユニタリ表現の無重複性は通常次のように定義される.

定義 3.1. π が無重複であるとは, 環

EndG(H) = {A ∈ B(H) | Aπ(g) = π(g)A for all g ∈ G}

が可換であることをいう.

定理 3.2 ([FT, Theorem 2]). 次の条件は同値である:

(i) O(D) の任意の 2つの既約 G-不変ヒルベルト部分空間が G の同値な表現か
ら定義されているとき, それらの像が線型空間として一致し, 誘導された内
積が互いに定数倍の関係となる;

(ii) 任意の K ∈ ΓG(D) に対して, 積分表示 (2.1) を与えるラドン測度 m が一意
的に定まる;

(iii) O(D) に実現される G の任意のユニタリ表現は無重複である.

本稿では, 定理 3.2 の同値条件のうちどれか一つが成り立つとき π0 は無重複で
あるという. 我々の設定において, 表現の無重複性と群軌道の幾何学的性質との間
に強い結びつきがある. ここで D は複素有界領域に正則同値であると仮定する (以
下で解説する内容は, 関係する理論のほんの一部分に過ぎないことに注意された
い). まず D のベルグマン計量は正則同相群 (リー群の構造を持つ) の作用に関し
て不変である. このことから, L2 正則関数全体が成す空間 H2(D) 上のユニタリ表
現が得られる. また, シンプレクティック作用が自然に定義される.

定義 3.3 ([HW]). D の正則同相群の閉部分群の作用が余等方的であるとは, 含ま
れる群軌道が全て余等方的部分多様体となる D の (空でない) 開部分集合が存在
することと定義する.

一方, 可視的作用の理論 [Kob3]は, 余等方的作用とは別の観点から表現の無重複
性を扱う.
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定義 3.4 ([Kob1]). (1) D の全実部分多様体 S および G-不変な (空でない) 開集
合 D′ ⊂ D で, それに含まれる全ての G-軌道が S と交わるようなものが存
在するとき, 作用は準可視的であると呼ばれる.

(2) さらに, 全ての x ∈ S に対して Jx(TxS) ⊂ Tx(G · x) のとき, 準可視的作用は
可視的であると呼ばれる. ただし Jx ∈ End(TxD) は複素構造を表す.

(3) また, ある D′ の反正則微分同相写像 σ が存在し, 次が満たされるとき, 準可
視的作用は強可視的であると呼ばれる:

σ|S = IdS,

σ が D′の各 G-軌道を保存する.

以下, 強可視的というとき, 反正則微分同相写像 σ が対合的であるという条件を
追加して考える.

表現の無重複性が, 幾何学的条件だけから導かれることがある. ただし, 筆者の
知る限りでは, 以下の結果と本稿の主結果との間に明確な包含関係があるわけでは
ない.

定理 3.5 ([FT, Theorem 3], [HW, Corollary 7.6]). 次が成り立つ.

(1) D の正則同相群の連結コンパクト部分群について, 作用が余等方的であるこ
とと, ヒルベルト空間 H2(D) 上のユニタリ表現が無重複であることは同値
である.

(2) 群 G の D への作用が強可視的ならば π0 は無重複である.

本稿の設定と近いものとして, 次の冪零リー群の例を挙げる.

例 3.6 ([Kob2, Theorem 1.10]). G/K をノンコンパクト型エルミート対称空間と
するとき, 群 G の極大ユニポテント部分群の G/K への作用は強可視的である.

4 ジーゲル領域と擬対称領域
以下では, 本稿を通し, リー群のリー代数を表す方法として, 対応するドイツ文

字を用いる. 複素ベクトル空間 V とその実形 W に対して, ベクトル v ∈ V の W

に関する複素共役を vW で示す. 体を R に制限することで得られる実ベクトル空
間 V を VR と表す. 一方, 実ベクトル空間または実リー代数 W に対して, その複
素化 W ⊗R C を WC と表す. ベクトル v ∈ WC の自然な複素共役を単に v と書く
ことがある. また ξ ∈ W ∗ と表記した場合, 複素線型性によって WC 上の線型形式
に拡張されたものを表すことがある.
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4.1 ジーゲル領域
ジーゲル領域は上半平面の一般化であり, 任意の有界等質領域はジーゲル領域

に正則同値である [VGP]. ノンコンパクト型エルミート対称空間はハリシュ・チャ
ンドラ埋め込みにより, 複素有界領域として実現されるため, ジーゲル領域に正則
同値である. U , V をそれぞれ有限次元実および複素ベクトル空間 (dimU = N ,

dimC V =M), Ω 6= ∅ ⊂ U を直線を含まない開凸錐, Q : V × V → UC をベクトル
値エルミート形式で Ω-正, すなわち Q(v, v) ∈ cl(Ω)\{0} (v ∈ V \{0}) を満たすも
のとする. このとき, 次で定義される複素領域はジーゲル領域と呼ばれている:

S(Ω, Q) := {(z, v) ∈ UC × V | Im z −Q(v, v) ∈ Ω}.

ルベーグ測度に関する L2 正則関数全体のなすヒルベルト空間 L2
a(S(Ω, Q)) の核

関数を S(Ω, Q) のベルグマン核という.

定理 4.1 ([Gin]). S(Ω, Q) のベルグマン核は次の積分表示を持つ:

K(z, v, z′, v′) =

∫
Ω′
e⟨ξ,i(z−z′)+2Q(v,v′)⟩ dmS(ξ). (4.1)

ここで
Ω′ := {λ ∈ U∗ | 〈λ, y〉 > 0 for all y ∈ cl(Ω)\{0}}

であり mS はその上のルベーグ測度に同値な測度である.

ここで, 各 ξ ∈ Ω∗ に対して, 被積分関数
e⟨ξ,i(z−z′)+2Q(v,v′)⟩

は以下に定義する S(Ω, Q) のアフィン変換群 GV -不変な核関数 (端点) である. そ
して, 積分表示 (4.1) は GV のユニタリ表現 (π0, L

2
a(S(Ω, Q))) が無重複であるこ

とを表している. ここで 各 x0 ∈ U, v0 ∈ V に対して, 領域 S(Ω, Q) のアフィン変
換 n(x0, v0) : S(Ω, Q)→ S(Ω, Q) を

n(x0, v0)(z, v) := (z + x0 + 2iQ(v, v0) + iQ(v0, v0), v + v0)

で定め, 実部分空間 W ⊂ V に対して
GW := {n(x0, v0) | x0 ∈ U, v0 ∈ W}

とおいた. リー代数 gW は U ⊕W と自然に同一視される. これにより, 複素化, 双
対空間など, 他の関連するベクトル空間も同一視される.

定理 4.1から自然に生じる疑問として, 次のようなものが挙げられる: (1) π0 が
GV の表現として無重複であるか, (2) GV の作用が余等方的であるか, (3) 認容パ
ラメトリゼーションの始域が Ω′ とどのような関係にあるか. 一般に, 部分群の無
重複性からもとの群の無重複性が得られる (定理 3.2 参照). そのため, 無重複性が
成り立つ小さい群について調べることは意義深い. そこで, 本稿では次の問題を考
えたい. ただし, 実際の解決は, 4.2節で導入する擬対称領域に限定して行う.
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問 4.2. (1) どのような実部分空間 W ⊂ V に対して, 群 GW の連続表現 π0 が
無重複であるか.

(2) またそれを余等方的作用で特徴づけられるか.

(3) 認容パラメトリゼーションをどのようにとれるか.

4.2 擬対称領域
擬対称領域は, ジーゲル領域の対称性条件の一つを落とした領域として定義され

る [Sat, §5]. この意味で, 擬対称領域は対称領域に準じた領域のクラスに属してい
ると言える. なお, この領域の名称は統一されておらず, 準対称ジーゲル領域など
と呼ばれることもある. 以下では, 本稿に適した形で擬対称領域を定義する. 元の
定義やその性質等の詳細については, 前述の文献を参照されたい.

まず, 凸錐 Ω ⊂ U として対称錐が指定されることから, 実ベクトル空間 U に
ジョルダン代数の構造が入るという事実について, [Sat, Chapter 1, §6-8] に基づき
説明する. 群

G(Ω) := {g ∈ GL(U) | gΩ = Ω}

は, 自然にリー群の構造を持つ. G(Ω) の作用が推移的であるとき, Ω を等質錐と
呼ぶ. U の内積 〈·, ·〉U を固定し,

Ω∗ := {x ∈ U | 〈x, y〉U > 0 for all y ∈ cl(Ω)\{0}}

とおく. U の正規直交基底を用いて RN のルベーグ測度の押し出しを考え, そ
れを U 上のルベーグ測度とみなす. Ω = Ω∗ のとき等質錐 Ω を対称錐と呼ぶ.

A ∈ gl(U) の 〈·, ·〉U に関する随伴を tA で表す. Ω を対称錐とする. このとき R-
群 G(Ω) ⊂ G ⊂ GL(U) で, ザリスキー位相に関する連結成分 Gz が, カルタン対
合 g 7→ tg−1 を持つ簡約 R-群となるものが存在することが知られている. カルタ
ン対合 θ : g(Ω) 3 A 7→ −tA ∈ g(Ω) に対応する g(Ω) のカルタン分解を

k0 := g(Ω)θ, p0 := g(Ω)−θ

とおく. 基準点 e ∈ U として次を満たすものをとる:

A ∈ k0 ⇔ Ae = 0 (A ∈ g(Ω)). (4.2)

x ∈ U に対して, 線型変換 Tx ∈ p0 で Txe = x を満たすものが一意的に存在する.

次で定義される演算に関して (U, e) は単位元を持つジョルダン代数である:

xy := Txy (x, y ∈ U).
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V 上の複素構造を j で表す. h を V 上のエルミート内積とし, この内積に関す
る B ∈ gl(V ) の随伴を B∗ で表す. β : g(Ω) → gl(V ) をリー代数 g(Ω) の表現で
A ∈ g(Ω) および x ∈ U に対して次を満たすものとする:

β(TAx) = β(A)β(Tx) + β(Tx)β(A)
∗, (4.3)

β(tA) = β(A)∗, (4.4)

β(IdU) =
1

2
IdV . (4.5)

x ∈ U に対して
Rx := β(Tx)

とおき, ベクトル値エルミート写像 Q : V × V → UC を次で定義する:

2h(Rxv, v
′) = 〈x,Q(v, v′)〉U (x ∈ U, v, v′ ∈ V ).

ここで, 〈·, ·〉U を C-双線型に拡張した. この Q を使ってジーゲル領域 S(Ω, Q) が
定義されるが, 本稿ではこれを擬対称領域と呼ぶ.

5 主結果
実ベクトル空間 V0 上の対称双線型形式 b ∈ Sym2(V0

∗),および部分空間W0 ⊂ V0
に対して,

W0
⊥, b := {v ∈ V0 | b(v, w) = 0 for all w ∈ W0}

とおく. x ∈ U に対して gx ∈ Sym2(VR
∗) を次で定義する:

gx(v1, v2) := 〈x,ReQ(v1, v2)〉U (v1, v2 ∈ V ).

実部分空間 W ⊂ V に対して, 実部分空間 S ⊂ V を次で定義する:

S(:= S(W )) := jW⊥,ge .

ジョルダン代数のスペクトル定理 [FK94, THEOREM III. 1.1]より次が導かれる.

命題 5.1. 集合として
ImQ(S, S) = {0} (5.1)

のとき次が成り立つ:

〈x, ImQ(W⊥, gx ,W⊥, gx)〉U = 0 (x ∈ U).

本稿の主定理は次である.
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定理 5.2. S(Ω, Q) を擬対称領域とする. 実部分空間 W ⊂ V について, 以下は同
値である.

(i) GW の連続表現 π0 は無重複である;

(ii) GW のユニタリ表現 (π0, L
2
a(S(Ω, Q))) は無重複である;

(iii) 式 (5.1) が成り立つ;

(iv) S(Ω, Q) 上の各 GW -軌道は (ベルグマン計量から定まるシンプレクティック
形式に関して) 余等方的部分多様体である.

注意 5.3. (1) (iii)はジーゲル領域の幾何的な制約条件として比較的古くから知
られており (例えば [Gin, Proposition 1.3] を参照), 具体的にはジーゲル領域
S(Ω, Q|(S⊕jS)×(S⊕jS)) が管状領域に正則同値であるという条件になる.

(2) 定理 5.2の証明について, まず (i) ⇒ (ii) は定理 3.2 から従う. (ii) ⇒ (iii) は
GV の既約ユニタリ表現としての無重複性を用いる (4.1 節を参照). ここで
GV のユニタリ表現の GW への制限から定まる既約分解が問題になるが, 群
GV が冪零リー群であることに注意すると, 余随伴軌道の方法において, コー
ウィン・グリーンリーフの重複度関数 [CG]を証明に利用できる.

複素部分空間 P ⊂ V を
P := W ∩ jW

で定義する. x ∈ U に対して, 複素部分空間 Nx ⊂ P および実部分空間 Sx ⊂ V を
次のように定義する:

Nx : = {q ∈ P | gx(q, q) = 0}, (5.2)

Sx : = jW⊥, gx ∩W. (5.3)

0 ≤ k ≤ dimC P に対して,

Λk :=

{
x ∈ U

∣∣∣ gx|P×P は半正定値,
dimCNx = k, Nx ⊂ ker(gx).

}
(5.4)

とおき, 相対位相を入れる. 次に, これらの直和 Λ̃ :=
∐dimC P

k=0 Λk に積位相を入れ
る. 式 (5.1)のもと ext(ΓGW (S(Ω, Q))) の認容パラメトリゼーションの始域として

Λ := Λ̃× S∗

がとれる. P の複素部分空間 P x を次で定める:

P x := N⊥, ge
x ∩ P.
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定理 5.4. 式 (5.1)のもと x ∈ Λ̃ に対して次が成り立つ.

(1) Sx ∩ jSx = P ∩ ker(gx) = Nx.

(2) 実部分空間 Sx ⊂ Sx で Nx の補空間となるものを任意に固定するときW =

P x ⊕ Sx = P ⊕ Sx が成り立つ.

x ∈ Λ̃ とする. 定理 5.4(2) より

V = P ⊕ Sx ⊕ jSx

であることに注意して, 複素ベクトル空間 Sx ⊕ jSx への射影の S ⊕ jS への制限
S ⊕ jS → V を px とかく. (S ⊕ jS, h) 上の自己共役作用素 Ax を次で定義する:

Ax := 2(px)∗Rxp
x.

いま (x, χ) ∈ Λ に対して,

Kx,χ(z, v, z′, v′) := exp(i〈x, z − z′ − 2iQ(v, v′)〉U + h(s− s′S, Ax(sS − s′)))

· e−i⟨χ,s−s′⟩

とおく. ただし v = q + s, v′ = q′ + s′ (q, q′ ∈ P, s, s′ ∈ S ⊕ jS) である.

定理 5.5. 式 (5.1)のもと Λ 3 (x, χ) 7→ Kx,χ ∈ ext(ΓGW (S(Ω, Q))) が認容パラメ
トリゼーションを与える.

6 可視的作用
定理 6.1. 群 GW の S(Ω, Q) への作用が強可視的であることと, 実ベクトル空間
W に含まれる V の実形 V0 が存在して ImQ(V0, V0) = {0} が成り立つことは同
値である.

この結果は一般のジーゲル領域に対して成立する. したがって定理 5.2の全ての
条件は GS の S(Ω, Q|(S⊕jS)×(S⊕jS)) への作用が強可視的であることと同値である.

一方, 定理 5.2の条件のうちいずれか一つが成り立つならば, 群 GW の S(Ω, Q) へ
の作用は可視的である.

7 主定理5.2 (iii) ⇒ (i) の証明の概略
この節の内容は, 実質的に認容パラメトリゼーションの決定と同じ内容である.
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7.1 コヒーレント状態
まず我々の扱う群は冪零リー群であり, 余随伴軌道の方法が使える. 群 GW の既

約ユニタリ表現 (π,H) が O(S(Ω, Q)) に実現され, キリロフ・ベアナ写像によっ
て (−ν) ∈ (gW )∗ を通る余随伴軌道に対応すると仮定する. 余随伴作用を Ad∗ で
表すとき Ad∗(GW )(−ν)|U = −ν|U に注意して, コーウィン・グリーンリーフの重
複度関数を使うと, 制限 ResG

W

G{0} π は一つの既約表現のコピーであることが分かる.

この事実により次を満たす F ∈ O(V ) が存在する:

KH
(ie,0)(z, v) = ei⟨ν,z⟩F (v) ((z, v) ∈ S(Ω, Q)). (7.1)

以下では U の内積 〈·, ·〉U により U と U∗ を自然に同一視し, 記号 ν で ν|U ∈ U∗

に対応する U のベクトルを表すことがある. f := KH
(ie,0) とおくとき KH の GW -

不変性より次が導かれる:

dπ0(a)f = 0 (a = q − ijq, q ∈ P ). (7.2)

ここでユニタリ表現 π0|H を π0 と省略し, 微分表現 dπ0 を複素線型性によって
(gW )C の表現に拡張した. H の射影空間を P(H) で表し, 接空間 TfH および
T[f ]P(H) の間の自然な射影 pf を考える. T[f ]P(H) 上のフビニ・スタディ計量は以
下で与えられる：

‖dpf (f0)‖2FS =
‖f‖2H‖f0‖2H − |(f, f0)H|2

‖f‖4H
. (7.3)

ここで 式 (7.2) から
dπ0(h)f ⊂ Cf (7.4)

を満たす複素部分代数 h ⊂ gW を見つけることは容易であり, 式 (7.2) をコヒー
レント状態表現の定義条件の類似 (h ⊕ h = (gW )C は課さない) とみなせる [Lis2].

a := q + ijq (q ∈ P ) に対して次が成り立つ:

‖dpf (dπ0(a)f)‖2FS =
(dπ0([a, a])f, f)H

‖f‖2H
= −i〈ν, [a, a]〉U . (7.5)

したがって次を得る.

補題 7.1 (c.f. [Lis1, 2. Proposition]). x = ν ∈ U に対して

−i〈x, [a, a]〉U = 8〈x,Q(q, q)〉U ≥ 0. (7.6)

q ∈ P に対して, 〈ν,Q(q, q)〉U = 0 のとき 式 (7.5) が消えることから次が導か
れる.

補題 7.2. x = ν ∈ U に対して次が成り立つ:

Nx ⊂ ker(gx). (7.7)
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式 (5.1)を仮定する. ジョルダン代数のスペクトル定理を用いることで [jW ]x ∩
[W ]x = [P ]x (x ∈ U) が導かれる. ただし x ∈ U および実部分空間 V0 ⊂ V

に対して [V0]x := V0 + ker(gx)/ ker(gx) ⊂ V/ ker(gx) と置いた. x = ν のと
き, この分解と式 (7.6), (7.7) から定理 5.4(2) の分解が得られ, 式 (7.1) において
F ∈ O(Sν ⊕ jSν) と考えられる. 核関数 KH が端点であることから命題 5.1 をつ
かって k(s, s′) := e−⟨ν,Q(s−s′

ν
,sν−s′)⟩F (s− s′ν) ∈ ext(ΓSν (Sν⊕ jSν))が導かれる. こ

こで, x ∈ Λ̃ に対して s ∈ Sx ⊕ jSx の複素共役 sS
x を sx と省略した.

定理 7.3. ある χ ∈ (Sν)∗ が存在し, 次が成り立つ:

KH(z, q + s, z′, q′ + s′)

= exp(i〈ν, z − z′ − 2iQ(q, q′)− 2iQ(s, s′)− iQ(s− s′ν , sν − s′)〉U)

· e−i⟨χ,s−s′
ν⟩.

(7.8)

ここで, q, q′ ∈ P, s, s′ ∈ Sν ⊕ jSν である.

注意 7.4. コヒーレント状態という名称から物理的な背景を想像するかもしれな
い. ここでは, 式 (7.4) が不確定性原理に関係していることを紹介する. 具体的に
は, 対称作用素 A = idπ0(q) と B = idπ0(jq) の状態 [f0] における不確定性を, そ
れぞれ σA([f0]) と σB([f0]) とした場合, 状態 [f ] はこれらの積を最小にする候補
となる [Nee, XV.3].

7.2 アウスランダー・コスタント理論
定理 7.3 の核関数がどのような既約ユニタリ表現を定めているか, 余随伴軌道と
対応を付けたい. 複素解析的な設定であるから, アウスランダー・コスタントによ
る複素解析的誘導表現の理論 ([AK])と相性が良い. これは, 実分極環ではなく, 複
素分極環を用いて表現を構成する理論である.

x ∈ Λ̃, σ ∈ (Sx)
∗ に対して Xx,σ ∈ (gW )∗ を次で定義する:

Xx,σ(x0, q0 + s0) := −〈x, x0〉U + 〈σ, s0〉 (x0 ∈ U, q0 ∈ P x, s0 ∈ Sx).

複素分極環を
p := UC ⊕ (Sx)C ⊕ {q + ijq | q ∈ P x} ⊂ (gW )C

とおく. これらから構成される複素解析的誘導表現を Vx,σ とおく. σ|Nx = 0

のとき, 群 GW の表現 Vx,σ が O(S(Ω, Q)) に実現される. このときの核関数は
q, q′ ∈ P, s, s′ ∈ Sx ⊕ jSx に対して

Lx,σ(z, q + s, z′, q′ + s′)

= exp(i〈x, z − z′ − 2iQ(q, q′)− 2iQ(s, s′)− iQ(s− s′x, sx − s′)〉U)

· e−i⟨σ,s−s′
x⟩

(7.9)
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となる. 式 (7.8), (7.9) を比較すると x = ν かつ線型形式 σ ∈ (Sν)
∗ を, 分解

Sν = Sν ⊕ Nν において χ ∈ (Sν)∗ のゼロ拡張としたとき, 表現 (π0,H) が余随伴
軌道 GWXx,σ に対応することが分かる [Fu]. 最後に, 余随伴軌道を観察することで
証明が完成する.
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Smoothing estimate for the heat semigroup with a

homogeneous weight on Morrey spaces ∗

波多野 修也 †

記号一覧
• ∂t =

∂

∂t
, Laplacian: ∆.

• Lebesgue測度: |E| (E ⊂ Rn).

• 特性関数: χE(x) ≡

1, x ∈ E,

0, x /∈ E.

• ノルム評価において, A ≤ CB が成り立つとき, A,B に含まれる関数やその変数に
依存しない定数 C は省略して, A ≲ B と表す. また, A ≲ B かつ A ≳ B のとき,

A ∼ B と表す.

• 2種のノルム区間 X = (X, ‖ · ‖X), Y = (Y, ‖ · ‖Y )について,

‖f‖Y ≲ ‖f‖X (∀f ∈ X)

が成り立つとき, X ↪→ Y と表す. また, X ↪→ Y かつ X ←↩ Y のとき, X ∼= Y と
表す.

• T : X → Y : 有界作用素 ⇐⇒
def

‖Tf‖Y ≲ ‖f‖X (∀f ∈ X).

• Lebesgue空間 (p乗可積分な関数全体): Lp(Rn).

• B(x, ρ) ≡ {y ∈ Rn : |x− y| < ρ}, B(ρ) ≡ B(0, ρ) = {x ∈ Rn : |x| < ρ}.
• e1 ≡ (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

1 導入
冪乗型の非線形項を持つ半線形熱方程式{

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = |u(t, x)|α−1u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn
(H)

∗ 本研究は池田正弘氏 (理化学研究所, 慶應大学)との共同研究によりに基づく
† 中央大学理工学研究科数学専攻, n.hatano,chuo@gmail.com
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はよく研究されている. 近年では, 非線形項にさらに荷重 (homogeneous weight) が付いた
以下のような Hardy-Hénonの放物型方程式の研究がよく行われている:{

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = |x|−γ |u(t, x)|α−1u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn
(HH)

ただし, α > 1, γ > 0とする.

注意 1.1.

(1) Hénon [7] が方程式 (HH)の定常問題を用いて, 恒星の回転軌道の研究を行ったこと
が起源となっている.

(2) Ben Slimene-Tayachi-Weissler [1]: 方程式 (HH)に対する Lebesgue空間上の大域的
な適切性.

(3) Tayachi [11]: 方程式 (HH)に対する Lorentz空間上の解の無条件一意性.

方程式 (HH)は Duamelの原理により, 積分方程式

u(t, x) = et∆u0(x) +

ˆ t

0

e(t−τ)∆[|x|−γ |u(τ, x)|α−1u(τ, x)] dτ

に帰着される. ここで, {et∆}t>0 は熱半群 (heat semigroup)のことであり,

et∆f(x) ≡ 1√
(4πt)n

ˆ
Rn

exp

(
−|x− y|2

4t

)
f(y) dy, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn

と定義される. このとき, Youngの不等式により

‖et∆f‖Ls ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )‖f‖Lp (1 ≤ p ≤ s <∞)

が示される.

非線形項における写像 f 7→ et∆[| · |−γf ]に対する平滑化効果 (smoothing estimate)の選
考結果は以下のように与えられる.

定理 1.2. 1 ≤ p, s <∞ and γ > 0とし,

n

s
− n

p
≤ γ < n− n

p

と仮定する. このとき, 以下の主張が成り立つ:

(1) Ben Slimene-Tayachi-Weissler [1]:

‖et∆[| · |−γf ]‖Ls ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖Lp .

(2) Tayachi [11]:

‖et∆[| · |−γf ]‖Ls ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖Lp,∞ .

そこで, 本講演では, Morrey空間を用いた平滑化効果の改良を紹介する.
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2 関数空間の導入
この節で, 本研究で得られた主結果の主張や証明を述べるために必要な関数空間を導入
する.

2.1 弱 Lebesgue空間
本研究では, 弱 Lebesgue 空間は主定理の証明で用いる. Lebesgue 積分論における

Chebychevの不等式によると,

t|{x ∈ Rn : |f(x)| > t}|
1
p ≤

(ˆ
Rn

|f(x)|p dx
) 1

p

, t > 0

が成り立つことが知られている. そこで, 左辺の tにおける上限として定められる擬ノルム
を持つ関数空間は, 調和解析において重要な役割を持つ.

定義 2.1 (弱 Lebesgue 空間, cf. [5, Chapter 1]). 1 ≤ p < ∞ とする. このとき, 弱
Lebesgue空間WLp(Rn)有限な擬ノルム

‖f‖WLp ≡ sup
t>0

t|{x ∈ Rn : |f(x)| > t}|
1
p

を持つ可測関数 f 全体である.

弱 Lebesgue空間に対しては以下の性質が知られている.

注意 2.2.

(1) 擬三角不等式
‖f + g‖WLp ≲ ‖f‖WLp + ‖g‖WLp

が成り立つ. 特に, ノルムの三角不等式の代わりにこのような擬三角不等式が成り
立つとき, 擬ノルムと呼ばれており, 完備な擬ノルム空間のことを擬 Banach 空間と
いう.

(2) 特に p > q ならば,

‖f‖WLp ∼ sup
0<|E|<∞

|E|
1
p−

1
q

(ˆ
E

|f(x)|q dx
) 1

q

が成り立つ. 従って p > 1のとき, 特に q = 1の場合で右辺をノルムとして採用すれ
ば, WLp(Rn)は Banach空間となる.

(3) 埋め込み Lp(Rn) ↪→ WLp(Rn) が成り立つ. さらに, 具体例として |x|−n/p ∈
WLp(Rn) \ Lp(Rn) が挙げられる.
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2.2 Morrey空間
Morrey空間とは, 1938年にMorrey氏 [8]によって導入された関数空間であり, この空間
を用いて 2階楕円型偏微分方程式の解の滑らかさを調べたことが起源となっている. 特に当
時の論文では, 導関数が Morrey 空間に属するときそのような関数は Hölder 連続であると
いう性質

|f(x)− f(y)| ≲ ‖|∇f |‖Mp
1
|x− y|1−

n
p

が示されている. ここで, Morrey空間Mp
q(Rn)は以下のように定義される.

定義 2.3 (Morrey空間, cf. [9, Chapter 1]). 1 ≤ p, q <∞とする. このとき, Morrey空間
Mp

q(Rn)は有限なノルム

‖f‖Mp
q
≡ sup

(x,ρ)∈Rn×(0,∞)

ρ
n
p −n

q

(ˆ
B(x,ρ)

|f(y)|q dy

) 1
q

を持つ可測関数 f 全体である.

Morrey空間には以下の基本性質が成り立つ.

注意 2.4.

(1) Morrey空間は Banach空間である.

(2) p < q のとき,Mp
q(Rn) = {0}が成り立つ.

(3) 1 ≤ q2 ≤ q1 ≤ p <∞のとき, 埋め込み

Mp
p(Rn) = Lp(Rn) ↪→Mp

q1(R
n) ↪→Mp

q2(R
n)

が成り立つ.

特に p > q のとき, 埋め込みWLp(Rn) ↪→Mp
q(Rn) が成り立つ. さらに,

E = B(1) ∪
∞⋃
j=1

B(10je1, 1)

と置けば, 具体例として χE ∈Mp
q(Rn) \WLp(Rn) が挙げられる.

2.3 局所Morrey型空間
主定理の証明の際に鍵となる関数空間として, Morrey 空間に似た関数空間である局所

Morrey型空間を導入する.
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定義 2.5 (局所Morrey型空間, cf. [10, Chapter 16]). 1 ≤ p, q < ∞, 1 ≤ r ≤ ∞とする.

このとき, 局所Morrey型空間 LMp
q,r(Rn)を有限なノルム

‖f‖LMp
q,r
≡



ˆ ∞

0

ρn
p −n

q

(ˆ
B(ρ)

|f(x)|q dx

) 1
q

ρ

dρ

ρ


1
r

, r <∞,

sup
ρ>0

ρ
n
p −n

q

(ˆ
B(ρ)

|f(x)|q dx

) 1
q

, r =∞

を持つ可測関数 f 全体とする.

局所Morrey型空間に対する基本性質は以下のとおりである.

注意 2.6.

(1) r = ∞ の場合, すなわち, LMp
q,∞(Rn) は局所 Morrey 空間とも呼ばれ, LMp

q(Rn)

とも書かれる. さらに,

‖f‖Mp
q
= sup

x∈Rn

‖f(x− ·)‖LMp
q

を満たす.

(2) r <∞のとき,
LMp

q,r(Rn) 6= {0} ⇐⇒ p > q

が成り立つ.

(3) q1 ≥ q2 のとき, 埋め込み LMp
q1,r(R

n) ↪→ LMp
q2,r(R

n) が成り立つ.

(4) r1 ≤ r2 のとき, 埋め込み LMp
q,r1(R

n) ↪→ LMp
q,r2(R

n) が成り立つ.

(5) Burenkov-Guliyev, [3, page 159]: ‖f‖LMp
q,q

=

(
n− nq

p

)− 1
q ∥∥∥| · |np −n

q f
∥∥∥
Lq
.

この関数空間の重要な点は, 実補間空間という手法が使えることである. 実補間空間は以
下のように定義される.

定義 2.7 (cf. [2, Chapter 3]). X0, X1 を (擬)Banach 空間とする. このとき, パラメータ
θ ∈ (0, 1)と r ∈ (0,∞]に対して, 実補間空間 (X0, X1)θ,r 以下の同値なノルム

‖f‖(X0,X1)θ,r ≡
(ˆ ∞

0

[
ρ−θK(ρ, f)

]r dρ

ρ

) 1
r

∼
(ˆ ∞

0

[
ρ−θJ(ρ, f)

]r dρ

ρ

) 1
r

が有限となる関数 f 全体とする.

実補間空間に対する重要な性質は, 補間定理と呼ばれる以下の定理が重要である.

定理 2.8. X0, X1, Y0, Y1 を (擬)Banach空間とし, T : X0 → Y0 と T : X1 → Y1 がともに
有界作用素であり,

‖Tf‖Yi
≤ ∃Mi‖f‖Xi

(i = 0, 1)
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成り立つとする. このとき, パラメータ θ ∈ (0, 1)と r ∈ (0,∞]に対し, T : (X0, X1)θ,r →
(Y0, Y1)θ,r も有界作用素となり,

‖Tf‖(Y0,Y1)θ,r ≤M1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖(X0,X1)θ,r

が成り立つ.

実補間空間の具体的な計算結果は補間定理を用いる際には重要な研究テーマとなってい
る. 特にここでは, 主定理を証明する際に用いた結果をまとめておく.

定理 2.9. 1 ≤ q ≤ p0, p1 <∞, 1 ≤ r, r0, r1 ≤ ∞とし,

p0 6= p1,
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1

と仮定する. このとき, 以下が成り立つ.

(1) (X,X)θ,r ∼= X.

(2) (Lp0(Rn), Lp1(Rn))θ,∞ ∼= WLp(Rn).

(3) (WLp0(Rn),WLp1(Rn))θ,p ∼= Lp(Rn).

(4) Burenkov-Nursultanov, [4]: (LMp0
q,r0(R

n),LMp1
q,r1(R

n))θ,r ∼= LMp
q,r(Rn).

この定理の (4)と注意 2.6 (5)から(
Lq
(
Rn, | · |

n
p0

−n
q

)
, Lq

(
Rn, | · |

n
p1

−n
q

))
θ,∞
∼= LMp

q(Rn)

も成り立つ. ここで, Lq
(
Rn, | · |

n
p −n

q

)
は

‖f‖
Lq

(
|·|

n
p

−n
q
) ≡ ∥∥∥| · |np −n

q f
∥∥∥
Lq

をノルムとする荷重付き Lebesgue空間である. 従って, Lebesgue空間上の荷重理論に補間
理論を組み合わせることは, Morrey空間に対して有効なアプローチとなると予想している.

3 主結果
主結果は以下のように与えられる.

定理 3.1 (H.-Ikeda, [6]). 1 < q ≤ p <∞, 1 < s <∞ and γ > 0とし,

n

min(q, s)
− n

p
< γ < n− n

p

と仮定する. このとき,

‖et∆[| · |−γf ]‖Ls ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖Mp

q

が成り立つ.
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Proof. q ≥ sの場合は, 注意 2.4 (3)より, q < sの場合のみ示せば充分である. 以下, q < s

と仮定する. 線形作用素 f 7→ et∆[| · |−γf ]の有界性に補間定理を用いる. まず,

γ =
n

q̃
− n

p̃
, 1 ≤ q̃ ≤ s̃

を満たすパラメータ p̃, q̃, s̃を選べば,

‖et∆[| · |−γf ]‖Ls̃ ≲ t−
n
2 (

1
q̃−

1
s̃ )‖| · |−γf‖Lq̃ ∼ t−

n
2 (

1
p̃−

1
s̃ )−

γ
2 ‖f‖LMp̃

q̃,q̃

が成り立つ. 定理の仮定より, パラメータ (p̃, q̃, s̃) = (pi, qi, si) (i = 0, 1)を適切に
n

q
− n

p0
= γ = n− n

p1
, q0 = q, q1 = 1

を満たすように選び, 補間定理を用いれば,

‖et∆[| · |−γf ]‖(Ls0 ,Ls1 )θ,∞

≲
(
t
−n

2

(
1
p0

− 1
s0

)
− γ

2

)1−θ (
t
−n

2

(
1
p1

− 1
s1

)
− γ

2

)θ

‖f‖(LMp0
q,q,LM

p1
1,1)θ,∞

≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖(LMp0

q,q,LM
p1
q,1)θ,∞

が成り立つ. よって,

‖et∆[| · |−γf ]‖WLs ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖LMp

q
≤ t−

n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖Mp

q

が得られる. さらに, s > q であることからパラメータ s0 > s1 > q を選び, もう一度補間定
理を用いれば,

‖et∆[| · |−γf ]‖(WLs0 ,WLs1 )θ,s ≲ t−
n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖(Mp

q ,Mp
q)θ,s

となるから, 結論
‖et∆[| · |−γf ]‖Ls ≲ t−

n
2 (

1
p−

1
s )−

γ
2 ‖f‖Mp

q

が得られる.

参考文献
[1] B. Ben Slimene, S. Tayachi and F. B. Weissler, Well-posedness, global existence
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