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Twisted D-modules over Dedekind schemes∗

Takuma Hayashi †

概要
筆者は [13] において Fabian Januszewski 氏 (Paderborn 大学) と共に一般の基礎概型上の平滑概型に

対して捻じれ D 加群の一般論を構築した. これは Alexander Beilinson 氏, Bernstein 氏, 柏原正樹氏, 及
び谷崎俊之氏らの標数 0 の体上の平滑代数多様体に対する捻じれ D 加群の理論 ([1], [15], [2], [16]) の一
般化になっている. また, 同プレプリントではこの理論, 特に捻じれ D 加群の閉埋め込みに関する順像関手
を使って Aq(λ) 加群の可換環上のモデルを構成した. 本稿では Paderborn 大学の Fabian Januszewski

氏との共同研究である [13] に基づいて一般の基礎概型上の捻じれ D 加群の理論, 特に一般の基礎概型上の
捻じれ D 加群の閉埋め込みに関する順像関手の定義と基本的な結果を紹介する. また, [11] に基づき, 基礎
概型が Dedekind である場合に順像関手によって得られる捻じれ D 加群の大域化 (大域切断加群の相対
版) の構造についてわかっていることを述べる.

1 記号一覧と仮定
本稿で使う記号と仮定をまとめておく.

• Z, C をそれぞれ整数環, 複素数体とする.

• 環 A 上の左加群, 右加群の圏をそれぞれ A -mod, A -modr と書く.

• 環の層 A 上の左加群, 右加群の圏をそれぞれ A -mod, A -modr と書く.

• 位相空間 X 上の層 M に対して M の大域切断全体の集合を Γ(X,M) と書く.

• 概型 X に対して X の構造層を OX と書く. O×X を単元のなす OX の部分層とする.

• 概型上の線束 L に対してその双対を L∨ と書く.

• 概型の平滑射 X → S に対して X 上の S ベクトル場の層を ΘX/S と書く. また, X 上の S 標準束を
ωX/S と書く. S = SpecF (F は体) のときは各々を ΘX/F , ωX/F と書く.

• フィルター加群の層 (M, F●M) に付随する次数付き加群の層を grF M と書く. また, 各整数 p に対し
て grF M の p 次の部分を grpM と書く. ただし特定の整数 p を強調するつもりがない場合は gr●F M

と書く.

• 断りがない限り本稿のフィルター加群の層 (M, F●M) はすべて正であると仮定する. つまり, p が負の
整数のとき FpM は零層であるものとする.

∗ 本研究は日本学術振興会・特別研究員奨励費 (課題番号：21J00023) の助成を受けたものである.
† 大阪大学大学院情報科学研究科 hayashi-t@ist.osaka-u.ac.jp

1



2 捻じれ D 加群とは?

まず初めに古典的な (捻じれ) D 加群がどういうものかについて手短に説明する.

X を平滑複素代数多様体とする. OX を積により OX の C 線形作用素とみなす. このとき OX と ΘX/C が
生成する C 線形作用素の層のことを微分作用素の層と呼び, DX と書く.

例 2.1. X = A1 = SpecC [t] とする. このとき DX は左 OX 加群として

DX = ⊕n≥0OX
dn

dtn

と表すことができる. DX の環構造は右辺の標準的な環構造と一致する.

D 加群とは言葉の通り, DX という環の層の上の加群のことである. では今回接頭語についている「捻じれ」
とはどういう意味か? 答えは作用すべき環の層を「捻じる」という意味である.

例 2.2. L を X 上の線束とする. このとき L⊗OX
DX ⊗OX

L∨ は

(φ⊗ P ⊗ψ)(φ′ ⊗ P ′ ⊗ ψ′) = φ⊗ P ⟨ψ,φ′⟩P ′ ⊗ψ′

により C 代数の層になる. ここで ⟨−,−⟩ は L∨ と L の標準的なペアリングである. 上の式を見ると間に
⟨ψ,φ′⟩ という関数が入ることに注意したい. L は線束であるから, ⟨ψ,φ′⟩ (実際には φ や ψ) は局所的に無
視することができる. しかし相異なる局所自明化の間の変換を計算してみると一方の自明化上の局所ベクトル
場 ∂ ∈ ΘX/C はもう一方の局所自明化上では ∂ − f ∈ ΘX/C ⊕ OX (f は OX のある局所切断) という形の式
で表示されてしまうことがわかる. さらにこの計算から H2(X,Ω≥1

X/C) の元が得られることがわかる. ここで
Ω≥1

X/C は de Rham 複体 Ω●X/C の 0 次の項を零層に置き換えたものである. このコホモロジー類は d log [L]
と表すことができる. d log と [L] について説明しよう. まず, 次数 1 の部分が O×X で他の次数の部分がすべ
て自明な Abel 群である複体を O×X [−1] と書く. また, Ω≥1

X/C を加法により Abel 群の複体とみなす. このと
き f ↦ df

f
は Abel 群の複体の射 d log ∶ O×X [−1]→ Ω≥1

X/C を定める. この射は log 微分と呼ばれている. また,

この射が誘導する Abel 群の準同型 H1(X,O×X)→H2(X,Ω≥1
X/C) を同じく d log と書く. [L] は L の定める

H1(X,O×X) の元である.

より一般に, DX 内の ΘX/C の交換子を局所的に ΘX/C の 2 余輪体によって捩じってそれらを貼り合わせ
て得られる代数の層のことを捻じれ微分作用素の層または tdo と呼ぶ. tdo とは英語で捻じれ微分作用素の
層を意味する sheaf of twisted differential operators のうち sheaf of を除いて頭文字をとった略称である.

「ΘX/C の交換子を ΘX/C の 2 余輪体によって捩じる」というのは ΘX/C の 2 余輪体 c に対して ΘX/C ⊕OX

を値に持つ新しい交換子 [−,−]c を
[∂, ∂′]c = [∂, ∂

′] + c(∂, ∂′)

により定めることを意味する. ここで ∂, ∂′ は ΘX/C の局所切断, [∂, ∂′] はベクトル場の通常の意味での交換
子, つまり

[∂, ∂′] = ∂∂′ − ∂′∂

である.

なお, 上述の例の場合は「局所自明」と言われる状況で, 局所的に定まる 2 余輪体自体は自明になる. ただ
しそれらをつなげる 1 余鎖が一般には非自明になっている. 捻じれ微分作用素の層の方で言い換えれば, 局所
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的には DX と同型だが, その貼り合わせ方が非自明で, その DX の局所的な変換関数が H2(X,Ω≥1
X/C) の元を

定めると言っている. つまり上の例では貼り合わせ方に捻じれがあるというわけである. [1] の捻じれ微分作用
素の層の定義はむしろ「DX を局所的に貼り合わせた層」であったのだが, 後になって [15], [2] で一般化され
たようである.

3 動機
捻じれ D 加群とは捻じれ微分作用素の層の上の加群のことである. これらの概念は [1] において導入され

た. その主な目的は自明とは限らない無限小指標を持つ複素半単純 Lie 環の表現または Harish-Chandra 加
群と (部分) 旗多様体を結びつけることにあった (いわゆる Beilinson-Bernstein 対応). その後, 捻じれ微分作
用素の層に関する一般論 (特に捻じれ微分作用素の層の関手的操作) について [15], [2] で調べられた. D 加群
の順像や逆像などの関手的操作は [5] や [14] などにまとめられている. 捻じれ D 加群の場合の基本的な関手
的操作の定義といくつかの基本的な結果は (ホロノミー加群と呼ばれるある強い有限性を持つ捻じれ D 加群
のクラスの場合に) [16] にまとめられている*1. 実際に捻じれ D 加群に対して標準的に定義されるいくつかの
関手の基本性質を証明したい場合には [5] や [14] に書かれいている議論を捻じれ D 加群の言葉に直せばよい.

捻じれ微分作用素の層及び捻じれ D 加群の一般論の表現論における恩恵として例えば次のような結果が知
られている:

定理 3.1 ([17] Theorem 5.1, Corollary 5.5). G を連結実半単純代数群, θ を G の Cartan 対合, K を G

の θ による固定部分群の単位成分とする. K の極大トーラス T を 1 つとり, H を T に付随する G の基本
Cartan 部分群とする. H, K, G の複素化をそれぞれ HC, KC, GC と書く. Q′ を HC を含む GC の θ 安定
放物型部分群とし, Q̄′ をその複素共役とする. u を KC ∩ Q̄′ の冪単根基の次元とする. L を Q′ に付随する
コホモロジー誘導関手 ([18] (5.3a)) とする. i′ ∶KC/(KC ∩ Q̄′) ↪ GC/Q̄′ を Q̄′ に付随する軌道射とする. θ

安定という仮定からこれは閉埋め込みであることに注意する. A′ を GC/Q̄′ 上の GC 同変捻じれ微分作用素
の層, M′ を KC/(KC ∩ Q̄′) 上の KC 同変 (i′)⋅A′ 接続, M ′ を M′ の Q̄′ ∩KC におけるファイバーとする.

このとき Harish-Chandra 加群のある同型写像

Hp(GC/Q̄′, i′+M′) ≅ Lu−p(M ′)

が存在する. ここで i′+ は捻じれ D 加群の順像関手である.

論文としては上述の引用のとおりだが, 1987 年前後にはこの結果は専門家にはよく知られていたようであ
る. 特別な場合として次のような結果が得られる:

系 3.2. G, θ, K, T , H, HC, KC, GC, Q
′, Q̄′, i′, A′ を定理 3.1 のものとする. q を Q′ の Lie 環とする.

L′ を KC/(KC ∩ Q̄′) 上の線束で KC 同変 (i′)⋅A 接続の構造が与えられているとする. λ を L′ の Q̄′ ∩KC

におけるファイバーとする. このとき Harish-Chandra 加群の同型写像

Γ(GC/Q̄′, i′+L′) ≅ Aq(λ)

が存在する.

*1 [16] でホロノミー加群だけを考えていたのはホロノミー加群の「双対性」を使って新たな順像・逆像関手を扱おうとしたためであ
る. [16] では双対性を使わない方の関手も定義されており, こちらはホロノミーとは限らない一般の捻じれ D 加群に対してそのま
ま定義 (やいくつかの基本的な結果) を拡張できる.
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Aq(λ) 加群とは離散系列表現を含むある特別な表現であり, Lie 群の表現論だけでなく保型表現論において
も重要な役割を持つ表現である, とだけここでは述べておくことにする.

ところで, 2010 年代になって保型表現論に関連して Harish-Chandra 加群の数論的構造 (有理構造や整構
造) が注目されるようになった. Michael Harris 氏は上述の幾何的な構成を真似ることで離散系列表現の代数
体上のモデルを構成することを提案した ([9], [10]). 数論的な立場からは Aq(λ) 加群をより小さい環上で定義
したいところである. ここでは, Aq(λ) 加群の代数体上の構造が数論に応用を持つならより精密な構造である
整構造を持てば整数論でもより強い結果が期待できるだろうと理解してもらえればよい. Harris 氏のアイデア
を踏まえたうえでさらに環上の表現を作ろうと思った場合には環上の捻じれ D 加群の理論が欲しいところで
ある. そこで, Fabian Januszewski 氏と私は一般の基礎概型を底とする捻じれ D 加群の理論を [13] 1 – 4 節
において構築した. この応用として, 上述の幾何的構成を概型上でやり直すことで Aq(λ) 加群の概型上のモデ
ルの幾何的な構成を得た ([13] Corollary 6.2.3).

本稿ではまず捻じれ微分作用素の層に関する諸定義と基礎的な結果を簡単にまとめる. その後, Aq(λ) 加群
の幾何的構成の中核を担う捻じれ D 加群の閉埋め込みに付随する順像関手の定義と基礎的な性質について紹
介したい. その後, 閉埋め込みによる順像で得られた捻じれ D 加群およびその大域化の構造について最近分
かったことを説明する.

4 捻じれ微分作用素の層
2, 3 節でも述べたように捻じれ D 加群とは捻じれ微分作用素の層上の加群である. 従って, 捻じれ D 加群
を定義するには捻じれ微分作用素の層を定式化する必要がある. また, 捻じれ D 加群の関手的操作を定義する
にはまず捻じれ微分作用素の層の関手的操作が必要である. 結論を言えば, [15], [2] にある捻じれ微分作用素
の層の定義を微修正することで [15], [2] にある捻じれ微分作用素の層の理論を一般の底概型上の捻じれ微分
作用素の層の理論に (少なくとも形式的には) ほぼそのまま拡張することができるということを [13] で確認し
た. 捻じれ微分作用素の層のことをすべて書こうとすると長くなってしまうのでここでは後の説明に必要な内
容について結論だけを簡単にまとめることにした. もう少し詳しい解説としては [12] を挙げておく. 正確なこ
とは [13] の 1 節を参照してもらいたい.

x ∶X → S を概型の平滑射とする.

定義 4.1 ([13] Definition 1.1.4). X 上の包括的擬可換フィルター代数の層 A と x−1OS 準同型 i ∶ OX → A

が X 上の捻じれ微分作用素の層であるとは次の条件を満たすことである:

(i) i は F0A への同型である.

(ii) 自然な射 SymOX
gr1A→ grA が同型である.

(iii) e↦ [e,−] により定まる射 σ ∶ gr1A→ ΘX/S は同型である.

X 上の捻じれ微分作用素の層のなす圏を TDOX/S と書く.

例 4.2 ([15] Proposition 2.3.2, [2] 2.1.2. Lemma). S = SpecF (F は標数 0 の体) とする. このとき [15]

Definition 2.3.3, [2] 2.1.1. Definition の意味での捻じれ微分作用素の層は最大 D フィルターにより定義 4.1

の意味で捻じれ微分作用素の層になる. なお, [15] 及び [2] にある捻じれ微分作用素の層を定義 4.1 の意味で
の捻じれ微分作用素の層にするようなフィルターは一意であり, その意味で定義 4.1 は [15] 及び [2] の捻じれ
微分作用素の層の定義の一般化になっている.
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注意 4.3 ([15] 2.4–2.6 節, [2] 2.1.4. Lemma, 2.1.6. Lemma, [13] Theorem 1.2.28, Corollary 1.3.15). 定義
4.1 (または [15] Definition 2.3.3, [2] 2.1.1. Definition) は 2 節で説明した定義とは一見大きく異なる. しか
し両者の捻じれ微分作用素の層のフィルターの 1 次以下の部分を観察すると S が標数 0 の体のスペクトラム
の場合には 2 つの定義が実は同じ対象を定めているということがわかる.

例 4.4 ([3] Example 4.5, Proposition 4.6, Corollary 4.7). ある正整数 n が存在して nOX が自明になると
する. このとき OX の PD 微分作用素の層は自然に捻じれ微分作用素の層をなす.

例 4.5. X を S 上のアファイン直線 A1
S とし, この座標関数を t で表す. このとき ⊕n≥0OX

dn

dtn
には OX と

d
dt
で生成されかつ標準的な関係式が成り立つように捻じれ微分作用素の層の構造を定めることができる.

例 4.6 ([13] Example 1.1.6). A が捻じれ微分作用素の層のとき Aop は自然な捻じれ微分作用素の層の構造
を持つ.

例 4.7 ([13] Example 1.1.7). A を捻じれ微分作用素の層, L を X 上の線束とする. このとき例 2.2 と同様
にして L⊗OX

A⊗OX
L∨ に捻じれ微分作用素の層の構造が定まる.

定理 4.8 ([13] Theorem 1.3.35, Proposition 1.3.41, Lemma 3.6.5, Lemma 3.8.10). f ∶ X → Y を S 上の
平滑概型の間の射とする.

(1) ある自然な関手 f ⋅ ∶ TDOY /S → TDOX/S が定義できる.

(2) Y 上の各捻じれ微分作用素の層 A に対して AX→Y ∶= OX ⊗f−1OY
f−1A には (忠実とは限らない) 標

準的な f ⋅A の右 f−1A 線形左作用が入る. AX→Y は移行双加群と呼ばれることがある.

(3) f = i が埋め込みであるとき, AX→Y は左 i⋅A 加群として局所自由である.

(4) Y 上の捻じれ微分作用素の層 A に対してある自然な同型

f ⋅((ωY /S ⊗OY
A⊗OY

ω∨Y /S)
op) ≅ (ωX/S ⊗OX

f ⋅A⊗OX
ω∨X/S)

op

が存在する.

移行双加群は次の節で重要な役割を果たす.

捻じれ D 加群の理論では状況に応じて左加群を考える場合と右加群を考える場合がある. (4) の同型は捻じ
れ D 加群の関手性を扱う際に現れる.

5 捻じれ D 加群の順像
この節では一般の基礎概型 S 上の平滑概型の捻じれ D 加群の順像関手を導入し, その基本性質について説
明する. ただしここでは閉埋め込みの場合のみを論じる (理由は後述). 以下述べる内容は [16] にある関手の
定義に基づいて [14] の議論を一般の底概型上の捻じれ D 加群の議論に書き換えたものである. ここで扱う話
題については底が複素数体 (または標数 0 の体) のスペクトラムの場合の議論がそのまま一般の底概型の場合
でも成立するため, 最初から底を一般の概型にして議論を進めることにした.

i ∶ Y → X を F 上の平滑概型の閉埋め込みとする. また, A を X 上の捻じれ微分作用素の層とする. 何か
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良い関手 i+ ∶ i⋅A -mod→ A -mod を定義したい. 以下のような図式を考える.

i⋅A -mod A -mod

ωY /S ⊗OY
i⋅A⊗OY

ω∨Y /S -mod ωX/S ⊗OX
A⊗OX

ω∨X/S -mod

i⋅((ωX/S ⊗OX
A⊗OX

ω∨X/S)
op) -modr (ωX/S ⊗OX

A⊗OX
ω∨X/S)

op -modr .

i+

ωY /S⊗OY
− ωX/S⊗OX

−

∼ ∼

i+

図式について説明する. 左 i⋅A 加群 M に対して ωX/S ⊗OX
M には, ωX/S ⊗OX

M の ωX/S と捻じれ微分
作用素の層 ωX/S ⊗OX

A ⊗OX
ω∨X/S の ω∨X/S の標準的なペアリングをとって縮約し, A を M に作用させる

ことで左 ωX/S ⊗OX
A⊗OX

ω∨X/S 加群の構造が定まる. これが右上の矢印 (関手) である. 左上も同様である.

右下の関手は反環をとる操作による左加群と右加群の言い換えである. 左下の圏同型は定理 4.8 (4) から従う.

この図式から, 左加群の順像を定義するには右加群の順像を定義すればよいことがわかる.

M を右 i⋅A 加群とする. 順像により右 A 加群を得るためには右 i−1A 加群があればよい. しかし少なくと
も環の層の準同型 i−1A→ i⋅A で標準的かつ簡単なものはないように思う.

前節で移行双加群と呼ばれる (i⋅A, i−1A) 双加群 AY→X を定義したことを思い出そう. 双加群の一般論か
ら M⊗i⋅A AY→X には右 i−1A 加群の構造が自然に定まる. この右 i−1A 加群 M⊗i⋅A AY→X を i で押し出す
ことで右 A 加群 i∗(M⊗i⋅A AY→X) を得る. これを i+M と書く. このようにして関手

i+ = i∗(− ⊗i⋅A AY→X) ∶ i⋅A -modr → A -modr

を得る. この操作を捻じれ D 加群の順像と呼ぶ. 左加群ではなく右加群を考えたかった理由は移行双加群
AY→X が (i⋅A, i−1A) 双加群だからである. これにより上の図式に戻ると左加群の順像

i+ ∶ i⋅A -mod→ A -mod

も得られる. 左加群の順像 i+ の定義を具体的に書き下してみると標準線束及びその双対とテンソル積を途中
でとることになるわけだが, それらの操作は実は 1 つにまとめることができる. というのも,

AX←Y = ωY /S ⊗OY
(ω∨X/S ⊗OX

Aop ⊗OX
ωX/S)Y→X ⊗i−1OX

i−1ω∨X/S

とすると, AX←Y には (i−1A, i⋅A) 双加群の構造が入り, i+ ≅ i∗(AX←Y ⊗i⋅A −) であることが証明できる. こ
こで左辺の i+ は上の図式を使って定義される左 A 加群の順像関手である.

次に i+ の基本的な結果を少しだけ紹介したい. まず代数幾何において基本的な対象である準連接層の定義
を復習しておく:

定義 5.1 ([7] (5.1.3)). R を X 上の (可換とは限らない) 環の層とする. 右 R 加群 M が準連接であるとはあ
る開被覆 X = ∪λUλ が存在して各 λ ごとに完全列

Fλ,1 → Fλ,2 →M∣Uλ
→ 0

であって Fλ,1 及び Fλ,2 が自由右 R∣Uλ
加群であるようなものが存在することである.

捻じれ D 加群の準連接性を論じるうえでは次の結果は重要である:

命題 5.2 ([13] Proposition 2.2.2). M を右 A 加群とする. このとき次は同値である:
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(a) M は右 A 加群として準連接である.

(b) 構造射 OX → A による制限により M を右 OX 加群とみなす. このとき M は右 OX 加群として準連
接である.

このような事情からか D 加群の教科書では上の命題の条件 (b) を D 加群の準連接性の定義として採用す
ることが多いようである. この命題の系を 1 つ紹介しておく:

系 5.3. A -modr,qc は A -modr における余極限及び有限極限で閉じる.

圏論の言葉に慣れていない場合は有限極限を「核と有限直積」と読み替えてもよい. 同様に余極限のことは
「余核と (有限とは限らない) 直和」と読み替えてもよい. この主張は対応する OX 加群の場合の結果及び上述
の 2 つ準連接性の同値性からすぐに従う. 準連接加群について基本的な結果をもう 1 つだけ紹介しておこう:

補題 5.4 ([13] Lemma 2.2.3). X 及び S がアファインであるとする. A = Γ(X,A) とおく. このとき

Γ(X,−) ∶ A -modr,qc → A -modr

は準逆を持つ. 特に A -modr,qc と A -modr は圏同値である.

OX 加群の場合に類似の結果がよく知られている. その場合の準逆を直接計算により A -modr → A -modr,qc

に持ち上げることでこの補題は証明される. この結果はすぐあとで使われる.

では本題に入ろう.

定理 5.5 ([13] Theorem 3.8.12 (1)). i+ は有限極限, 余極限, 及び準連接加群を保つ.

証明について説明しよう. まず i が閉埋め込みなので i∗ は (準連接とは限らない) 加群の層の極限も余極限
も保つ. − ⊗i⋅A AY→X は明らかに余極限を保つ. また定理 4.8 (4) により有限極限も保つ. よって i+ は有限
極限, 余極限を保つ. 後半はもう少し難しい. まず主張が S 及び X について局所的なので S, X はアファイ
ンであると仮定してよい. このとき, i は閉埋め込みだったから Y もアファインである. さて, M を準連接右
i⋅A 加群とする. このとき補題 5.4 から右 i⋅A 加群の完全列

F1 → F2 →M→ 0

で F1, F2 が自由であるようなものが存在する. i+ は完全関手だったから

i+F1 → i+F2 → i+M→ 0

も完全である. 準連接性は余極限で閉じるので M は自由であると仮定してよい. さらに, i+ は直和を
保つので M = i⋅A としてよい. 従って i∗AY→X が右 OX 加群として準連接であるかを確かめればよい.

F●AY→X ∶= i∗F●A とする. このとき F●AY→X が AY→X の (OY , i
−1OX) 加群としての包括的フィルターに

なっていることが容易に証明できる. これを押し出して F●i∗AY→X ∶= i∗F●AY→X とする. このとき i∗ の完
全性から

gr●F i∗AY→X ≅ i∗i∗ SymOX
ΘX/S

がわかる. 特に SymOX
ΘX/S の可換性から, gr●F i∗AY→X に誘導される左右の OX 加群の構造は一致し, 特

に gr●F i∗AY→X は右 OX 加群として準連接であることがわかる. あとは帰納法を使って各非負整数 p に対し
て Fpi∗AY→X が右 OX 加群として準連接であるとわかる. また i∗ はフィルター余極限 (順極限) を保つので
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i∗AY→X のフィルター F●i∗AY→X は包括的である. 以上より i∗AY→X は右 OX 加群として準連接であるこ
とが従う.

最後に閉埋め込みだけを考えた理由を説明したい. 定義を見てわかる通り, 捻じれ D 加群の順像は層の通常
の順像と比べて難しい. その結果, 特に合成との相性が悪い. というのも, 仮に一般の平滑代数多様体の射に対
しても順像を同様に定義したとしよう. f ∶ X → Y , g ∶ Y → Z を平滑代数多様体の射, A を Z 上の捻じれ微
分作用素の層とすれば g+ ○ f+ ≅ (g ○ f)+ という同型は望みたいところだろう. しかし g+ ○ f+ 側では 2 つの双
加群が現れてしまう. 右辺と同型を示すにためには 2 つをまとめたいところだが, 2 つの双加群の間に f∗ が
挟まっているので簡単にはまとめられない. というわけで f∗ とテンソル積のある種の交換則である射影公式
を使おうということになるのだが, よく知られているように射影公式は導来圏のレベルではある程度成り立つ
が, Abel 圏のレベルではほとんど成り立たない. そのような理由から捻じれ D 加群の関手的操作を行う際は
通常導来圏を考える. しかし閉埋め込みの場合に限定すると上で述べた議論から捻じれ D 加群の順像はアー
ベル圏の完全関手に制限することができてしまう. また, 本稿では定理 3.1 及びこの定理の底を一般化したも
のにのみ興味がある. これらの事情を理由として, 本稿では一般の場合の順像については立ち入らず, 閉埋め込
みの場合の順像のみを考えることにしたのである.

なお, それなら導来圏を考えればうまくいくのかと言われると, 少なくとも適切な有限性のもとではうまく
いく, というのが回答になる. というのも, そもそも移行双加群が大きいため, 射影公式を成立させるために
通常課される仮定が今回は満たされないのである. 従って射影公式が欲しい形で成り立つかどうかについて
は新しく議論する必要がある. それを実際にやったものとしては [14] Proposition 1.5.21 の証明やその一般
化である [13] Lemma 3.8.33 がある. これらの帰結として (適切な有限性のもとでは) 順像と合成の整合性
g+ ○ f+ ≃ (g ○ f)+ が導来圏では成り立つことことが実際にわかる ([14] Proposition 1.5.21, [13] Theorem

3.8.34).

6 捻じれ D 加群の大域化
この節では大域化について手短に説明したい. 系 3.2 に見られるように, 複素代数多様体上の捻じれ D 加群
から表現を得ようとした場合に最も簡単な方法は大域切断全体の加群をとることである. これをここでは大域
化と呼ぶ. では底概型が一般の場合はどうすればよいか? x ∶ X → S を概型の平滑射, M を底を S とする X

上の捻じれ D 加群とする. S が可換環 k のスペクトラムの場合, k 加群の圏と Speck 上の準連接 OS 加群の
圏の圏同値を踏まえれば Γ(X,M) を大域化としたいところだろう. もっとも, 今 M や x にきちんとした仮
定をつけていないので準連接性は担保されないが.

では S が一般の場合はどうだろう?

定義 6.1. x∗M を M の大域化と呼ぶ.

先ほどの k 加群の圏と Speck 上の準連接 OS 加群の圏の圏同値がないのだから, 単に OS 加群のところで
止めることにする, というのが上述の定義である. なお, 定理 3.1 や前節の最後の注意を踏まえれば導来関手
まで考えたほうが自然かもしれないがそれは本稿の目的とはずれるのでやはりここでは導来関手の話題には立
ち入らないことにする.
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7 Dedekind 概型上の捻じれ D 加群の順像の大域化の構造
最後に, ある種の Dedekind 概型上の捻じれ D 加群の大域化の有限性について論じて本稿を終わりにした

い. 念のため Dedekind 概型の定義を思い出しておこう:

定義 7.1 ([6] (7.13) 節). 1 次元以下の Nother 整正則概型のことを Dedekind 概型と呼ぶ.

容易にわかる通り, 整概型が Dedekind であることは任意のアファイン開部分集合が Dedekind 整域の
スペクトラムであることと同値である. 代数体の整数環 (Z や Z [

√
−1]) あるいはその局所化のスペクトラ

ムが Dedekind 概型の典型的な例である. この例を見るに代数的整数論などの文脈では Dedekind 整域や
Dedekind 概型は 1 次元であると仮定することが多いかもしれないが, 今回はその仮定は不要なので特に仮定
しないことにする. つまりこの定義では体のスペクトラムも Dedekind 概型とみなしているというわけである.

以下 S を Dedekind 概型, i ∶ Y ↪ X を S 上の平滑概型の閉埋め込み, A を X 上の捻じれ微分作用素の
層, V を右 i⋅A 加群とする. さらに次を仮定する:

(i) 構造射 x ∶X → S は準コンパクトである.

(ii) 構造射 y ∶ Y → S は固有である.

(iii) Y は整である.

(iv) V は OY 加群として連接かつ捻じれ自由である.

3 つ目の仮定は現実的には V は OY 加群として有限局所自由と仮定するのが妥当だろう.

定理 7.2 ([11] Theorem 1.1). x∗i+V の包括的フィルター G●x∗i+V であって各整数 p に対して grp x∗i+V

が OS 上有限局所自由なものが存在する.

Mittag-Leffler 条件に関する標準的な議論から次が言える:

系 7.3 ([11] Corollary 1.3). S がアファインであると仮定する. S の座標環を k と書く. このとき Γ(X, i+V)
は k 加群として射影的である.

この系により, k が 1 次元のとき Γ(X, i+V) は (零加群でない限り) k の商体上の加群からは来ないと言え
る. 特に, [13] で構成した Aq(λ) 加群の 1 次元 Dedekind 環 k 上のモデル (3 節参照) は k の商体上の捻じ
れ D 加群または Harish-Chandra 加群からは来ないことがわかる. つまり我々の捻じれ D 加群は本質的に新
しい表現のモデルを作り出していると言える.

では証明について簡単に述べたい. 基本的な方針は大域化 x∗i+V を考える前に i+V で対応する結果を
与えることである. 5 節で F●AY→X というフィルターを定義したことを思い出そう. 各整数 p に対して
GpAY→X ⊂ AY→X を FpAY→X が生成する左 i⋅A 部分加群と定義する. このとき GpAY→X は右 i−1OX 部
分加群にもなっている. そこで,

G●i+V ∶= i∗(V⊗i⋅A G●AY→X)
G●x∗i+V ∶= x∗G●i+V = y∗G●(V⊗i⋅A AY→X).

とおく. これらはそれぞれ i+V, x∗i+V の包括的フィルターになっている. また, 次の自然な同型が存在する:

gr●G i+V ≅ i∗(V⊗OY
Sym●OY

NX/Y ).
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ここで NX/Y は埋め込み i に関する法束である. この構成及び同型は複素数体上の場合には [4], [19] などで
知られていた.

というわけで X 上の層のレベルでの構造がわかったのでそれを S の方に落とし込みたい. ひとまず上の同
型をそのまま大域化してしまおう. つまり

x∗ gr
●
G i+V ≅ y∗(V⊗OY

Sym●OY
NX/Y )

という同型を考える. 各整数 p に対して V⊗OY
Symp

OY
NX/Y は捻じれ自由かつ連接であることに注意する.

従って [7] Proposition (7.4.5) 及び [8] Thèoréme (3.2.1) より x∗ gr
p
G i+V も捻じれ自由かつ連接である. な

お, [7] Proposition (7.4.5) を使うには y が支配的であるという仮定が必要だった. この仮定は

(i) Y は整なので空でない.

(ii) y が平滑なので開写像である.

(iii) S は整なので既約である.

ということから満たされることがわかる.

本来調べたかったのは grpG x∗i+V であった. というわけでこれを上で論じた x∗ gr
p
G i+V と結び付けよう.

方法は単純である. 任意の整数 p に対して標準的な単射

grpG x∗i+V↪ x∗ gr
p
G i+V

がある. これを使って両者を比較したい. ただしこれは複素数体上のときでさえ一般的には同型になるとは限
らないので注意が必要である. 従って性質だけを落とし込む. x∗ gr

p
G i+V が捻じれ自由なのでその部分加群

grpG x∗i+V も捻じれ自由である. 同様に grpG x∗i+V が連接であることを言いたい. そのためには grpG x∗i+V

が準連接であることがわかればよい. x は準コンパクトかつ準分離なので, 各フィルター Gpi+V が準連接で
さえあればよい. この証明は 2 通りある. 1 つは i+ が準連接加群を保つことの証明を Gpi+ に置き換えてや
り直すこと. もう 1 つは grpG i+V が準連接であることを示して帰納法で Gpi+V の準連接性を証明すること.

grpG i+V が準連接であることは前述の gr●G i+V の計算からわかる.

以上により grpG x∗i+V が OS 加群として連接かつ捻じれ自由であるとわかった. S は Dedekind 概型だっ
たから grpG x∗i+V は有限局所自由である ([6] Proposition B.89 (4)).

参考文献
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Analysis of degenerate chemotaxis systems

with/without logistic source

Tomomi Yokota∗ (Tokyo University of Science)

(This is a joint work with Yuya Tanaka (Tokyo University of Science).)

1. Introduction

In this report we analyze finite-time blow-up (it will be called blow-up for short
throughout this report) in quasilinear degenerate parabolic–elliptic chemotaxis systems
with/without logistic source,

ut = ∆um − χ∇ · (uα∇v) + λu− µuκ, x ∈ Ω, t > 0,

0 = ∆v −Mℓ(t) + uℓ, x ∈ Ω, t > 0,

∇um · ν = ∇v · ν = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.1)

with

Mℓ(t) :=
1

|Ω|

∫
Ω

uℓ(x, t) dx,

where
Ω := BR(0) ⊂ Rn (n ∈ N)

is a ball with some R > 0; m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0; ν
is the outward normal vector to ∂Ω; u0 ∈ L∞(Ω) is nonnegative, radially symmetric and
nonincreasing with respect to |x|.

Recalling methods in some previous works, we proved finite-time blow-up by deriving
the inequality

ϕ′(t) ≥ Cϕα+ℓ(t)

with some C > 0, where ϕ is a moment-type functional. However, since the system (1.1)
has the degenerate diffusion term ∆um and possibly the initial data vanishing on some
open subset of Ω, we deal with the system (1.1) in a framework of weak solutions, and
thereby we cannot directly obtain the inequality ϕ′(t) ≥ Cϕα+ℓ(t). Hence we will derive
an integral inequality of ϕ to show finite-time blow-up. To this end, we define moment
solutions to the system (1.1).

The purpose of this report is to establish finite-time blow-up to the system (1.1).
Before we state the main theorem, we definemoment solutions, maximal moment solutions
and blow-up for (1.1), and so we introduce two symbols w and ϕ as follows. For a pair

∗Partially supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22J11193.
E-mail: yokota@rs.tus.ac.jp
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(u, v) of nonnegative and radially symmetric functions, we regard (u, v) as (u(r, t), v(r, t))
with r := |x| if necessary. Given s0 ∈ (0, Rn) and γ ∈ (−∞, 1), we set

w(s, t) :=

∫ s
1
n

0

ρn−1u(ρ, t) dρ for s ∈ [0, Rn] and t ≥ 0

and we define the moment-type functional ϕ as

ϕ(t) :=

∫ s0

0

s−γ(s0 − s)w(s, t) ds for t ≥ 0.

Definition 1.1 (moment solutions). Let T ∈ (0,∞]. A pair (u, v) of nonnegative and
radially symmetric functions defined on Ω× (0, T ) is called a moment solution of (1.1) on
[0, T ) if

(i) u ∈ L∞
loc([0, T );L

∞(Ω)) and,
um ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) if T <∞; um ∈ L2

loc([0, T );H
1(Ω)) if T = ∞,

(ii) v ∈ L∞
loc([0, T );H

1(Ω)),

(iii) u ∈ C0
w−⋆([0, T );L

∞(Ω)),

(iv) for all φ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ W 1,1(0, T ;L2(Ω)) with suppφ(x, ·) ⊂ [0, T ) for a.a.
x ∈ Ω,∫ T

0

∫
Ω

(∇um · ∇φ− χuα∇v · ∇φ− (λu− µuκ)φ− uφt) dxdt =

∫
Ω

u0(x)φ(x, 0) dx,∫ T

0

∫
Ω

∇v · ∇φdxdt+
∫ T

0

(
Mℓ(t)

∫
Ω

φdx

)
dt−

∫ T

0

∫
Ω

uℓφdxdt = 0,

(v) (u, v) satisfies the following moment inequality:

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ for all t ∈ (0, T ) (1.2)

for some constant K = K(R,m, χ, α, µ, κ, ℓ, γ, s0) > 0.

We next define maximal moment solutions, which are guaranteed by Zorn’s lemma as
in the proof of [4, Lemma 2.4].

Definition 1.2 (maximal moment solutions). Define the set S as

S := {(T, u, v) | T ∈ (0,∞], (u, v) is a moment solution of (1.1) on [0, T )},

which is not empty by Proposition 2.1, with the order relation ⪯ given by

(T1, u1, v1) ⪯ (T2, u2, v2) :⇐⇒ T1 ≤ T2, u2|(0,T1) = u1, v2|(0,T1) = v1.

Then Zorn’s lemma assures some maximal element (Tmax, u, v) ∈ S, and (u, v) is called a
maximal moment solution of (1.1) on [0, Tmax).
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Definition 1.3 (blow-up). Let (u, v) be a maximal moment solution of (1.1) on [0, Tmax).
If u satisfies

lim sup
t↗Tmax

∥u(·, t)∥L∞(Ω) = ∞,

then we say that (u, v) blows up at Tmax.

Now the main theorem reads as follows.

Theorem 1.4. Let n ∈ N, m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Assume
that

α+ ℓ > max

{
m+

2

n
κ, κ

}
. (1.3)

Then for all M0 > 0 there exist η0 ∈ (0,M0) and r⋆ ∈ (0, R) which satisfy the following
property : If

u0 ∈ L∞(Ω), u0 ≥ 0 (1.4)

and

u0 is radially symmetric, nonincreasing with respect to |x| (1.5)

as well as ∫
Ω

u0(x) dx =M0 and

∫
Br⋆ (0)

u0(x) dx ≥M0 − η0, (1.6)

then a maximal moment solution of (1.1) on [0, Tmax) blows up at Tmax <∞.

Remark 1.5. The parameter values appearing in Theorem 1.4 are basically the same as
in [5, Theorem 1.2], where finite-time blow-up has been obtained for the nondegenerate
system. In particular, the condition (1.3) coincides with that in [5] in the case that m ≥ 1
and α ≥ 1.

2. Local existence of moment solutions

The goal of this section is to show local existence of moment solutions to (1.1) as in
the following key proposition, which plays an important role in the proof of blow-up.

Proposition 2.1 (local existence of moment solutions). Let n ∈ N, m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1,
λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Assume that (1.3) is satisfied. Then for all M0 > 0
there exist η0 ∈ (0,M0) and r⋆ ∈ (0, R) which satisfy the following property : If u0 satisfies
(1.4)–(1.6), then there exists T > 0 such that (1.1) admits a moment solution (u, v) on
[0, T ), i.e., (1.1) has a weak solution (u, v) satisfying the moment inequality (1.2).

The key to the proof of blow-up is to construct the moment inequality (1.2), which is
usually shown via the corresponding differential inequality as in [1, 5, 7]. However, we
cannot derive it for weak solutions of (1.1) due to the lack of the smoothness. Therefore
we will obtain it for approximate smooth solutions, denoted by uε with parameter ε > 0.
Here the maximal existence time Tε depends on ε, and so there is a possibility that Tε
vanishes in the passage to the limit as ε→ 0. This explains the reason for proving uniform
lower bound of Tε in Section 2.1.
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2.1. Lower bound of existence time for approximate solutions

We recall that the system (1.1) includes the degenerate diffusion term ∆um. Hence,
in order to compensate for the lack of regularity of solutions to (1.1), we consider the
following approximate problem:

(uε)t = ∆(uε + ε)m − χ∇ · (uε(uε + ε)α−1∇vε) + λuε − µuκε , x ∈ Ω, t > 0,

0 = ∆vε −Mℓ,ε(t) + uℓε, x ∈ Ω, t > 0,

∇uε · ν = ∇vε · ν = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

uε(x, 0) = u0ε(x), x ∈ Ω,

(2.1)

where ε ∈ (0, 1) and

Mℓ,ε(t) :=
1

|Ω|

∫
Ω

uℓε(x, t) dx

as well as u0ε ∈ C∞(Ω) is given by u0ε := (ρε ∗ u0)|Ω, where

u0(x) :=

{
u0(x) if x ∈ Ω,

0 otherwise,

and ρε ∈ C∞
c (Rn) is the mollifier defined as ρε(x) :=

1
εn

(∫
Rn ρ(y) dy

)−1
ρ
(
x
ε

)
, where

ρ(x) :=

{
e
− 1

1−|x|2 if |x| < 1,

0 if |x| ≥ 1.

Then ρε satisfies that 0 ≤ ρε ∈ C∞
c (Rn), supp ρε ⊂ Bε(0),

∫
Rn ρε(x) dx = 1. We know that

ρε is nonnegative, radially symmetric and nonincreasing with respect to |x|. Additionally,
if u0 is nonnegative, radially symmetric and nonincreasing with respect to |x|, then so is
u0ε from the definition of u0ε.

We first recall a well-known result about local existence of classical solutions to (2.1).
The proof is based on a standard fixed point argument (see e.g. [8]).

Lemma 2.2. Let ε ∈ (0, 1) and let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0.
Then there exist Tε ∈ (0,∞] and a unique classical solution (uε, vε) of (2.1) satisfying{

uε ∈ C0(Ω× [0, Tε)) ∩ C2,1(Ω× (0, Tε)),

vε ∈
∩

q>nC
0([0, Tε);W

1,q(Ω)) ∩ C2,0(Ω× (0, Tε)).

Moreover, uε and vε are nonnegative and radially symmetric.

In the following let (uε, vε) be the solution of (2.1) on [0, Tε) as in Lemma 2.2. Next,
in order to guarantee that the existence time Tε does not vanish after the passage to the
limit as ε → 0, we confirm uniform lower bound of Tε, that is, we find T0 ∈ (0,∞) such
that for any ε ∈ (0, 1),

T0 ≤ Tε and ∥uε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ K0 for all t ∈ [0, T0), (2.2)
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where K0 > 0 is a constant independent of ε. Before we prove (2.2), we show the following
lemma. The proof is based on that of [3, Lemma 2.4]. However, there are two differences
from the literature. One is that the first equation in (2.1) has the logistic source, and
the other is that the second equation in (2.1) is elliptic. So we give a full proof for
confirmation.

Lemma 2.3. Let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1, ℓ > 0 and

p > max
{
1,m− 2(α+ ℓ) + 1,

n

2
(α + ℓ−m)

}
.

Then there exists Tp ∈ (0,∞] such that for any ε ∈ (0, 1),

Tp ≤ Tε and ∥uε(·, t)∥pLp(Ω) ≤ (∥u0∥Lp(Ω) + |Ω|
1
p )p + 1 for all t ∈ [0, Tp). (2.3)

Proof. The proof is similar to that of [3, Lemma 2.4]. We put

τε := sup{τ ∈ (0, Tε) | ∥uε(·, t)∥pLp(Ω) ≤ c1 for all t ∈ (0, τ)}

with c1 := (∥u0∥Lp(Ω) + |Ω|
1
p )p + 1. Noting that uε ∈ C0(Ω× [0, Tε)) ⊂ C0([0, Tε);L

p(Ω)),
we see that τε > 0. It suffices to consider the cases that τε = Tε = ∞ and that τε < Tε
with

∥uε(·, τε)∥pLp(Ω) = c1. (2.4)

In the case that τε = Tε = ∞, by the definition of τε we have ∥uε(·, t)∥pLp(Ω) ≤ c1 for

all t ∈ (0,∞), which implies that Tp = ∞.
In the case that τε < Tε with (2.4), from the first equation in (2.1), we obtain

1

p
· d
dt
∥uε + ε∥pLp(Ω) = −m(p− 1)

∫
Ω

(uε + ε)p+m−3|∇uε|2 dx

+ (p− 1)χ

∫
Ω

uε(uε + ε)p+α−3∇uε · ∇vε dx

+ λ

∫
Ω

uε(uε + ε)p−1 dx− µ

∫
Ω

uκε (uε + ε)p−1 dx

≤ − 4m(p− 1)

(m+ p− 1)2
∥∇(uε + ε)

p+m−1
2 ∥2L2(Ω)

+ (p− 1)χ

∫
Ω

∇
(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)p+α−3 dξ

)
· ∇vε dx

+ λ

∫
Ω

uε(uε + ε)p−1 dx

=: −I1 + I2 + I3 (2.5)

for all t ∈ (0, τε). Thanks to the second equation in (2.1), it follows that

I2 = −(p− 1)χ

∫
Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)p+α−3 dξ

)
∆vε dx

≤ (p− 1)χ

∫
Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)p+α−3 dξ

)
uℓε dx

≤ (p− 1)χ

p+ α− 1

∫
Ω

(uε + ε)p+α+ℓ−1 dx (2.6)
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for all t ∈ (0, τε). We now set β :=
(

p+m−1
2p

− p+m−1
2(p+α+ℓ−1)

)
/
(

p+m−1
2p

+ 1
n
− 1

2

)
. Taking

p > max
{
1,m− 2(α+ ℓ) + 1, n

2
(α + ℓ−m)

}
, we see that β ∈ (0, 1) and 2(p+α+ℓ−1)

p+m−1
> 1.

Thus, applying the Gagliardo–Nirenberg inequality, we see that∫
Ω

(uε + ε)p+α+ℓ−1 dx = ∥(uε + ε)
p+m−1

2 ∥
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1

L
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1 (Ω)

≤ c2∥(uε + ε)
p+m−1

2 ∥
(1−β)

2(p+α+ℓ−1)
p+m−1

L
2p

p+m−1 (Ω)
∥∇(uε + ε)

p+m−1
2 ∥

β
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1

L2(Ω)

+ c3∥(uε + ε)
p+m−1

2 ∥
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1

L
2p

p+m−1 (Ω)

for all t ∈ (0, τε) with some c2 = c2(Ω,m, α, ℓ) > 0 and c3 = c3(Ω,m, α, ℓ) > 0. Moreover,

we note that β(p+α+ℓ−1)
p+m−1

< 1. Combining the above inequality with (2.6) and using Young’s
inequality, we have that

I2 ≤ I1 + c4

{
∥(uε + ε)

p+m−1
2 ∥

(1−β)
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1

L
2p

p+m−1 (Ω)

}θ

+ c5∥(uε + ε)
p+m−1

2 ∥
2(p+α+ℓ−1)

p+m−1

L
2p

p+m−1 (Ω)
(2.7)

for all t ∈ (0, τε), where θ :=
(
1− β(p+α+ℓ−1)

p+m−1

)−1

,

c4 :=
1

θ

[(
β(p+ α+ ℓ− 1)

p+m− 1

)β(p+α+ℓ−1)
p+m−1

· (p− 1)χ

p+ α− 1
c2

]θ

, c5 :=
(p− 1)χ

p+ α− 1
c3.

The inequalities (2.5) and (2.7) yields

d

dt
∥uε + ε∥pLp(Ω) ≤ p

(
c4∥uε + ε∥(1−β)(p+α+ℓ−1)θ

Lp(Ω) + c5∥uε + ε∥p+α+ℓ−1
Lp(Ω) + λ∥uε + ε∥pLp(Ω)

)
for all t ∈ (0, τε). Here the definition of τε implies that for any t ∈ (0, τε),

∥uε(·, t) + ε∥Lp(Ω) ≤ ∥uε(·, t)∥Lp(Ω) + |Ω|
1
p ≤ c

1
p

1 + |Ω|
1
p =: Cp,

and hence we have

d

dt
∥uε + ε∥pLp(Ω) ≤ p

(
c4C

(1−β)(p+α+ℓ−1)θ
p + c5C

p+α+ℓ−1
p + λCp

p

)
=: C̃p (2.8)

for all t ∈ (0, τε). Integrating (2.8) over (0, τε), we obtain that

∥uε(·, τε) + ε∥pLp(Ω) − ∥u0ε + ε∥pLp(Ω) ≤ C̃pτε.

Aided by ∥u0ε + ε∥pLp(Ω) ≤ (∥u0ε∥Lp(Ω) + |Ω|
1
p )p ≤ (∥u0∥Lp(Ω) + |Ω|

1
p )p and ε > 0, we see

from (2.4) that

c1 − (∥u0∥Lp(Ω) + |Ω|
1
p )p ≤ C̃pτε,

which together with the definition of c1 implies that

1

C̃p

≤ τε.

Consequently, we attain (2.3) with Tp =
1

C̃p
.
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Next, we give an interval ensuring L∞-estimate for uε uniformly with respect to ε.

Lemma 2.4. Let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Then there
exist T0 ∈ (0,∞) and K0 = K0(|Ω|, ∥u0∥Lp0 (Ω), ∥u0∥L∞(Ω),m, χ, α, λ, µ, κ, ℓ) > 0 with some
large constant p0 = p0(m,α, ℓ) > 1 such that for any ε ∈ (0, 1),

T0 ≤ Tε and ∥uε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ K0 for all t ∈ (0, T0). (2.9)

Proof. By making use of Lemma 2.3 in conjunction with the Moser iteration (see [6,
Lemma A.1]) we can arrive at (2.9).

2.2. Convergence of approximate solutions

We first show some estimates for approximate solutions uε.

Lemma 2.5. Let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Moreover,
assume that there exist T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 such that for any ε ∈ (0, 1),

∥uε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ K0 for all t ∈ (0, T0). (2.10)

Then there exists C = C(|Ω|, ∥u0∥L2(Ω),m, χ, α, λ, ℓ, T0, K0) > 0 such that

∥∇(uε + ε)m∥L2(0,T0;L2(Ω)) ≤ C.

Proof. Multiplying the first equation in (2.1) by uε and integrating it over Ω, we have

1

2
· d
dt
∥uε∥2L2(Ω) ≤ − 4m

(m+ 1)2
∥∇(uε + ε)

m+1
2 ∥2L2(Ω)

+ χ

∫
Ω

uε(uε + ε)α−1∇vε · ∇uε dx+ λ∥uε∥2L2(Ω) (2.11)

for all t ∈ (0, T0). By a computation as in (2.6), it follows from (2.10) that

χ

∫
Ω

uε(uε + ε)α−1∇vε · ∇uε dx ≤ χ

α + 1

∫
Ω

(uε + ε)α+ℓ+1 dx ≤ χ

α + 1
(K0 + 1)α+ℓ+1|Ω|.

Combining this inequality with (2.11) and integrating it over (0, T0), we obtain

1

2
∥uε(·, T0)∥2L2(Ω) −

1

2
∥u0ε∥2L2(Ω) ≤ − 4m

(m+ 1)2
∥∇(uε + ε)

m+1
2 ∥2L2(0,T0;L2(Ω))

+
χ

α + 1
(K0 + 1)α+ℓ+1|Ω|T0 + λ∥uε∥2L2(0,T0;L2(Ω)).

Hence, noting ∥u0ε∥2L2(Ω) ≤ ∥u0∥2L2(Ω) and (2.10), we can show that

∥∇(uε + ε)
m+1

2 ∥2L2(0,T0;L2(Ω)) ≤ c1,

where c1 :=
(m+1)2

4m

(
1
2
∥u0∥2L2(Ω) +

χ
α+1

(K0 + 1)α+ℓ+1|Ω|T0 + λK2
0 |Ω|T0

)
> 0. This entails

∥∇(uε + ε)m∥2L2(0,T0;L2(Ω)) =
4m2

(m+ 1)2
∥(uε + ε)

m−1
2 ∇(uε + ε)

m+1
2 ∥2L2(0,T0;L2(Ω))

≤ 4m2

(m+ 1)2
(K0 + 1)m−1c1

for any ε ∈ (0, 1), which implies the end of the proof.
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We next prove the following lemma. The proof is based on [2, Lemma 5.2].

Lemma 2.6. Let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Moreover,
assume that there exist T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 such that (2.10) holds for any ε ∈ (0, 1).
Then there exists C = C(|Ω|, ∥u0∥L2(Ω),m, χ, α, λ, µ, κ, ℓ, T0, K0) > 0 such that∥∥∥∥√t ∂∂tumε

∥∥∥∥2

L2(0,T0;L2(Ω))

+ sup
t∈(0,T0)

∥
√
t∇umε (·, t)∥2L2(Ω) ≤ C.

Proof. Multiplying the first equation in (2.1) by ∂
∂t
(uε + ε)m and integrating it, we have

4m

(m+ 1)2

∥∥∥∥ ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ −1

2
· d
dt
∥∇(uε + ε)m∥2L2(Ω)

− 2m

m+ 1

∫
Ω

∇(uε(uε + ε)α−1) · ∇vε(uε + ε)
m−1

2
∂

∂t
(uε + ε)

m+1
2 dx

+
2m

m+ 1

∫
Ω

uε(uε + ε)α−1∆vε(uε + ε)
m−1

2
∂

∂t
(uε + ε)

m+1
2 dx

+

∫
Ω

λuε
∂

∂t
(uε + ε)m dx−

∫
Ω

µuκε
∂

∂t
(uε + ε)m dx

for all t ∈ (0, T0). Due to Young’s inequality, we infer that

− 2m

m+ 1

∫
Ω

∇(uε(uε + ε)α−1) · ∇vε(uε + ε)
m−1

2
∂

∂t
(uε + ε)

m+1
2 dx

+
2m

m+ 1

∫
Ω

uε(uε + ε)α−1∆vε(uε + ε)
m−1

2
∂

∂t
(uε + ε)

m+1
2 dx

≤ m

∫
Ω

(∣∣∇(uε(uε + ε)α−1) · ∇vε
∣∣2 + ∣∣uε(uε + ε)α−1∆vε

∣∣2) (uε + ε)m−1 dx

+
2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥ ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Thus it follows that

2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥ ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2
· d
dt
∥∇(uε + ε)m∥2L2(Ω)

≤ m

∫
Ω

(∣∣∇(uε(uε + ε)α−1) · ∇vε
∣∣2 + ∣∣uε(uε + ε)α−1∆vε

∣∣2) (uε + ε)m−1 dx

+ λm
d

dt

∫
Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx− µm

d

dt

∫
Ω

(∫ uε

0

ξκ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx

(2.12)

for all t ∈ (0, T0). Noticing that (2.10) and the elliptic regularity theory applied to the
second equation in (2.1) lead to the inequality ∥vε(·, t)∥W 2,p(Ω) ≤ c1(p,K0) for all p > 1 and
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t ∈ (0, T0), we have from the Sobolev embedding theorem that ∥∇vε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ c2(p,K0)
for all t ∈ (0, T0), and hence establish that

m

∫
Ω

∣∣∇(uε(uε + ε)α−1) · ∇vε
∣∣2 (uε + ε)m−1 dx

≤ mα2

∫
Ω

∣∣(uε + ε)α−1∇uε · ∇vε
∣∣2 (uε + ε)m−1 dx

=
4mα2

(m+ 1)2

∫
Ω

∣∣∣(uε + ε)α−1∇(uε + ε)
m+1

2 · ∇vε
∣∣∣2 dx

≤ c3∥∇(uε + ε)
m+1

2 ∥2L2(Ω) (2.13)

for all t ∈ (0, T0), where c3 :=
4mα2

(m+1)2
(K0 + 1)2(α−1)c22. On the other hand, in light of the

second equation in (2.1) and (2.10), we see that

|∆vε| =
∣∣∣∣ 1

|Ω|

∫
Ω

uℓε dx− uℓε

∣∣∣∣ ≤ 1

|Ω|

(∫
Ω

uℓε dx

)
+ uℓε ≤ 2Kℓ

0,

which implies that

m

∫
Ω

∣∣uε(uε + ε)α−1∆vε
∣∣2 (uε + ε)m−1 dx ≤ 4mK2ℓ+2

0 (K0 + 1)m+2α−3|Ω| =: c4 (2.14)

for all t ∈ (0, T0). A combination of (2.13) and (2.14) with (2.12) yields

2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥ ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

2
· d
dt
∥∇(uε + ε)m∥2L2(Ω)

≤ c3∥∇(uε + ε)
m+1

2 ∥2L2(Ω) + c4 + λm
d

dt

∫
Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx

− µm
d

dt

∫
Ω

(∫ uε

0

ξκ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx (2.15)

for all t ∈ (0, T0). Multiplying (2.15) by t and changing the variable t with s, we integrate
it over (0, t) to obtain that

2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥√s ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(0,t;L2(Ω))

+
1

2
t∥∇(uε + ε)m∥2L2(Ω)

≤ 1

2
∥∇(uε + ε)m∥2L2(0,t;L2(Ω)) + c3∥

√
s∇(uε + ε)

m+1
2 ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + c4t

+ λmt

∫
Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx+ µm

∫ t

0

[∫
Ω

(∫ uε

0

ξκ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx

]
dt.

Here, as in the proof of Lemma 2.5, we see that

∥∇(uε + ε)
m+1

2 ∥2L2(0,t;L2(Ω)) ≤ c5 and ∥∇(uε + ε)m∥2L2(0,t;L2(Ω)) ≤ c6
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for all t ∈ (0, T0) with some c5 = c5(|Ω|, ∥u0∥L2(Ω),m, χ, α, λ, ℓ, T0, K0) > 0 and c6 =
c6(|Ω|, ∥u0∥L2(Ω),m, χ, α, λ, ℓ, T0, K0) > 0. Therefore, observing from (2.10) that∫

Ω

(∫ uε

0

ξ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx ≤ 1

m+ 1

∫
Ω

(uε + ε)m+1 dx ≤ 1

m+ 1
(K0 + 1)m+1|Ω|

and similarly∫ t

0

[∫
Ω

(∫ uε

0

ξκ(ξ + ε)m−1 dξ

)
dx

]
dt ≤ 1

m+ κ
(K0 + 1)m+κ|Ω|T0,

we can show that

2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥√s ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(0,t;L2(Ω))

+
1

2
t∥∇(uε + ε)m∥2L2(Ω) ≤ c7

for all t ∈ (0, T0), where c7 is given by c7 :=
1
2
c6 + c3c5T0 + c4T0 +

λm
m+1

(K0 +1)m+1|Ω|T0 +
µm
m+κ

(K0 + 1)m+κ|Ω|T0. Thus we have that

2m

(m+ 1)2

∥∥∥∥√s ∂∂t(uε + ε)
m+1

2

∥∥∥∥2

L2(0,T0;L2(Ω))

+
1

2
sup

t∈(0,T0)

∥
√
t∇(uε + ε)m∥2L2(Ω) ≤ c7.

From this inequality it follows that for any ε ∈ (0, 1),∥∥∥∥√t ∂∂tumε
∥∥∥∥2

L2(0,T0;L2(Ω))

+ sup
t∈(0,T0)

∥
√
t∇umε (·, t)∥2L2(Ω)

≤
∥∥∥∥√s ∂∂t(uε + ε)

m+1
2

∥∥∥∥2

L2(0,T0;L2(Ω))

+ sup
t∈(0,T0)

∥
√
t∇(uε + ε)m∥2L2(Ω)

≤
(
(m+ 1)2

2m
+ 2

)
c7,

which concludes the proof.

Finally we shall establish convergence of approximate solutions (uε, vε).

Lemma 2.7. Let m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0. Moreover,
assume that there exist T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 such that (2.10) holds for any ε ∈ (0, 1).
Then there exist subsequences {uεk}, {vεk} (εk → 0 as k → ∞) and nonnegative functions
u, v such that

• u ∈ L∞(0, T0;L
∞(Ω)), um ∈ L2(0, T0;H

1(Ω)),

• v ∈ L∞(0, T0;W
1,∞(Ω)),

and as k → ∞,

uεk → u weakly⋆ in L∞(0, T0;L
∞(Ω)), (2.16)

uεk → u strongly in C0([δ, T0];L
p(Ω)) for all δ ∈ (0, T0) and p ∈ [1,∞), (2.17)

∇(uεk + ε)m → ∇um weakly in L2(0, T0;L
2(Ω)), (2.18)

∇vεk → ∇v weakly⋆ in L∞(0, T0;L
∞(Ω)). (2.19)
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Proof. Applying the elliptic regularity theory to the second equation in (2.1), from (2.10)
and the Sobolev embedding theorem we obtain c1 > 0 and c2 > 0 such that

∥vε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ c1 and ∥∇vε(·, t)∥L∞(Ω) ≤ c2

for all t ∈ (0, T0). Therefore we can show that there exist a subsequence {vεk} and a
function v ∈ L∞(0, T0;W

1,∞(Ω)) satisfying (2.19). Moreover, thanks to Lemmas 2.5 and
2.6, as in the proof of [2, Lemma 5.3] we can extract a subsequence {uεk} and a function
u ∈ L∞(0, T0;L

∞(Ω)) with um ∈ L2(0, T0;H
1(Ω)) such that (2.16)–(2.18) holds.

2.3. Moment inequality for approximate solutions

In this subsection we derive the moment inequality for (uε, vε). To this end, introducing
r := |x|, we denote by (uε, vε) = (uε(r, t), vε(r, t)) the radially symmetric local solution of
(2.1) on [0, Tε). Moreover, we define the function wε and the moment-type functional ϕε

for the approximate solution uε as

wε(s, t) :=

∫ s
1
n

0

ρn−1uε(ρ, t) dρ for s ∈ [0, Rn] and t ∈ [0, Tε)

and

ϕε(t) :=

∫ s0

0

s−γ(s0 − s)wε(s, t) ds for t ∈ [0, Tε).

Here we know that ϕε ∈ C0([0, Tε)) ∩ C1((0, Tε)).

Now we state the following lemma on the moment inequality for approximate solutions.

Proposition 2.8. Let n ∈ N, m ≥ 1, χ > 0, α ≥ 1, λ > 0, µ > 0, κ ≥ 1 and ℓ > 0.
Assume that (1.3) is satisfied. Then for allM0 > 0 there exist η0 ∈ (0,M0) and r⋆ ∈ (0, R)
which satisfy the following property : If u0 satisfies (1.4)–(1.6), then there exist T0 ∈ (0,∞)
and K0 > 0 such that (2.9) holds. Moreover, one can find K = K(R,m, χ, α, µ, κ, ℓ) > 0
and ε0 ∈ (0, 1) such that for any ε ∈ (0, ε0),

ϕε(t)− ϕε(0) ≥ K

∫ t

0

ϕα+ℓ
ε (τ) dτ (2.20)

for all t ∈ (0, T0).

As to the proof of Proposition 2.8, we apply arguments of [5, Lemmas 3.4–3.10] to the
approximate solution. To this end, we first confirm that uε is nonincreasing with respect
to |x|.

Lemma 2.9. Assume that u0 satisfies (1.4). Then for any ε ∈ (0, 1),

(uε)r(r, t) ≤ 0

for all r ∈ (0, R) and t ∈ (0, Tε), that is,

(wε)ss ≤ 0

for all s ∈ (0, Rn) and t ∈ (0, Tε).
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Proof. By virtue of (1.4) and the definition of u0ε, we see that u0ε is also nonincreasing
with respect to |x|. Therefore the claim can be proved by an argument similar to that in
the proof of [7, Lemma 2.2].

In the proof of [5, Lemma 3.4] we know that [5, Lemmas 3.2 and 3.3] have been used
with the assumption such that u0ε fulfills

∫
Ω
u0ε =M0. However, in our case this may not

be satisfied. Indeed, since
∫
Ω
u0ε ≤

∫
Ω
u0 = M0 and u0ε → u0 in L1(Ω) as ε → 0, we can

pick ξ0 > 0 so small and find some ε0 ∈ (0, 1) such that for any ε ∈ (0, ε0),

M0 − ξ0 ≤
∫
Ω

u0ε ≤M0. (2.21)

Moreover, in order to prove Proposition 2.8, we need to use arguments similar to those
in the proofs of these lemmas. Thus we should give minor changes to [5, Lemmas 3.2
and 3.3]. In the following, we fix ξ0 and take ε0 such that (2.21) holds. Furthermore, let
T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 fulfill (2.9) and we define the set Sϕε as

Sϕε :=

{
t ∈ (0, T0)

∣∣∣∣ ϕε(t) ≥
M0 − ξ0 − s0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0

}
. (2.22)

The following two lemmas (see Lemmas 2.10 and 2.11) are able to be proved with minor
changes in the proofs of [5, Lemmas 3.2 and 3.3], respectively.

Lemma 2.10. Assume that u0 satisfies (1.4) and let s0 ∈ (0, Rn) and γ ∈ (−∞, 1). Then
for any ε ∈ (0, ε0),

wε

(s0
2
, t
)
≥ M0 − δ0

ωn

for all t ∈ Sϕε ,

where δ0 :=
4(ξ0+s0)
2γ(3−γ)

.

Proof. The proof of this lemma is based on that of [7, Lemma 3.1]. We only consider the
case that M0 > δ0. Assuming that there exists t ∈ Sϕε such that

wε

(s0
2
, t
)
<
M0 − δ0
ωn

,

we will derive a contradiction. Thanks to the monotonicity of wε(·, t), we see that
wε(s, t) <

M0−δ0
ωn

for all s ∈
(
0, s0

2

)
. Moreover, the definition of wε and (2.21) yield

that wε(s, t) ≤ M0

ωn
for all s ∈ (0, Rn). Thus we obtain that

ϕε(t) <
M0 − δ0
ωn

∫ s0
2

0

s−γ(s0 − s) ds+
M0

ωn

∫ s0

s0
2

s−γ(s0 − s) ds

=
M0

ωn

∫ s0

0

s−γ(s0 − s) ds− δ0
ωn

∫ s0
2

0

s−γ(s0 − s) ds

=
M0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0 − 2γ(3− γ)δ0

4(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0

=
M0 − ξ0 − s0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0 .

By virtue of the definition of Sϕε , this inequality leads to the contradiction. Thus we
complete the proof.
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We next establish the estimate for Mℓ,ε(t).

Lemma 2.11. Assume that u0 satisfies (1.4) and let s0 ∈
(
0, R

n

4

]
and γ ∈ (−∞, 1). Then

for any ε ∈ (0, ε0),

Mℓ,ε(t) ≤ L+
1

2s

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ for all s ∈ (0, s0) and t ∈ Sϕε , (2.23)

where L :=
(

2nδ0
ωns0

)ℓ

.

Proof. The proof is similar to that of [7, Lemma 3.2]. By means of Lemma 2.10, we
have that wε

(
s0
2
, t
)
≥ M0−δ0

ωn
for all t ∈ Sϕε . Moreover, we recall that wε(s, t) ≤ M0

ωn

for all s ∈ (0, Rn) and t ∈ Sϕε . Therefore it follows that
wε(s0,t)−wε( s0

2
,t)

s0
2

≤ 2δ0
ωns0

. On

the other hand, aided by Lemma 2.9, we can observe from the concavity of w(·, t) that
wε(s0,t)−wε( s0

2
,t)

s0
2

≥ (wε)s(s0, t) ≥ (wε)s(s, t) for all s ∈ (s0, R
n). Hence we infer that

(wε)s(s, t) ≤
2δ0
ωns0

(2.24)

for all s ∈ (s0, R
n). Now we note that

Mℓ,ε(t) =
1

Rn

∫ s0

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ +

nℓ

Rn

∫ Rn

s0

[
(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ. (2.25)

As to the second term on the right-hand side of (2.25), the relation (2.24) and ℓ > 0 imply

nℓ

Rn

∫ Rn

s0

[
(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ ≤ Rn − s0

Rn
·
(
2nδ0
ωns0

)ℓ

≤
(
2nδ0
ωns0

)ℓ

= L. (2.26)

Regarding the first term on the right-hand side of (2.25), we see that

1

Rn

∫ s0

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ =

1

Rn

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ +

1

Rn

∫ s0

s

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ

for all s ∈ (0, s0). Invoking that (wε)s(·, t) is nonincreasing, we derive that∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ ≥ s

[
n(wε)s(s, t)

]ℓ
,

1

Rn

∫ s0

s

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ ≤ s0

Rn

[
n(wε)s(s, t)

]ℓ
for all s ∈ (0, s0). These two inequalities ensure that

1

Rn

∫ s0

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ ≤ 1

Rn

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ +

s0
Rn

[
n(wε)s(s, t)

]ℓ
≤ 1

Rn

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ +

s0
Rns

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ

for all s ∈ (0, s0). In light of s0 ∈
(
0, R

n

4

]
, we can estimate that 1

Rn ≤ 1
4s

and s0
Rns

≤ 1
4s

for
all s ∈ (0, s0), which lead to obtain

1

Rn

∫ s0

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ ≤ 1

2s

∫ s

0

[
n(wε)s(σ, t)

]ℓ
dσ (2.27)

for all s ∈ (0, s0). A combination of (2.26) and (2.27) with (2.25) yields (2.23).
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Now we prove Proposition 2.8.

Proof of Proposition 2.8. We first show (2.20). By means of Lemma 2.4, for any initial
data u0 with the properties (1.4) and (1.5), we can find T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 satisfying
(2.9). Now let ξ0 > 0 and ε0 ∈ (0, 1) fulfill (2.21). In view of Lemmas 2.9–2.11, we see
from an argument similar to that in the proof of [5, Lemma 3.4] that

ϕ′
ε(t) ≥

nℓ

2

∫ s0

0

s1−γ(s0 − s) (n(wε)s + ε)α−1 (wε)
ℓ+1
s ds

− L

∫ s0

0

s1−γ(s0 − s) (n(wε)s + ε)α−1 (wε)s ds

+mn2

∫ s0

0

s2−
2
n
−γ(s0 − s) (n(wε)s + ε)m−1 (wε)ss ds

− nκ−1µ

∫ s0

0

s−γ(s0 − s)

{∫ s0

0

(wε)
κ
s dσ

}
ds (2.28)

for all s0 ∈
(
0, R

n

4

]
and t ∈ Sϕε . Since we can apply [5, Lemmas 3.5–3.10] with Sϕ replaced

by Sϕε to (2.28), there are γ ∈ (−∞, 1) and c1 = c1(R,m, χ, α, µ, κ, ℓ, γ) > 0 as well as
c2 = c2(R,m, χ, α, µ, κ, ℓ, γ) > 0 such that

ϕ′
ε(t) ≥ c1s

−(3−γ)(α+ℓ−1)
0 ϕα+ℓ

ε (t)− c2s
3−γ− 2

n
· α+ℓ
α+ℓ−m

0 (2.29)

for all s0 ∈
(
0, R

n

4

]
and t ∈ Sϕε . Here we note from [5, Remark 3.1] that c1 and c2 are

independent of ε. We fix s0 > 0 such that

s0 ≤ min

{
Rn

4
,
M0 − ξ0

2

}
(2.30)

and

s
(α+ℓ)(1− 1

α+ℓ−m)
0 ≤ c1

2c2

(
M0 − ξ0

2(1− γ)(2− γ)ωn

)α+ℓ

. (2.31)

We additionally pick η0 ∈
(
0, s0

4

)
so small and take s⋆ ∈ (0, s0) satisfying

M0 − ξ0 − η0
ωn

∫ s0

s⋆

s−γ(s0 − s) ds >
M0 − ξ0 − s0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0 .

Moreover, in the following we suppose that u0 fulfills (1.4)–(1.6) with r⋆ := s
1
n
⋆ . In order

to derive (2.20), we define the set

S̃ε :=

{
τ ∈ (0, T0)

∣∣∣∣ ϕε(t) >
M0 − ξ0 − s0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0 for all t ∈ [0, τ ]

}
.

Here we can see that S̃ε ̸= ∅ for sufficiently small ε. Indeed, from the second condition of
(1.6) and u0ε → u0 in L

1(Ω) as ε→ 0, we observe that
∫
Br⋆ (0)

u0ε dx ≥M0− ξ0−η0 for all
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ε ∈ (0, ε0). This inequality yields that wε(s, 0) ≥ wε(s⋆, 0) ≥ M0−ξ0−η0
ωn

for all s ∈ (s⋆, s0).
Hence we obtain that

ϕε(0) ≥
∫ s0

s⋆

s−γ(s0 − s)wε(s, 0) ds >
M0 − ξ0 − s0

(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0 ,

which together with the continuity of ϕε implies that S̃ε is not empty for any ε ∈ (0, ε0).

Now let T̃ε := sup S̃ε ∈ (0, T0]. Then from (2.22) we can confirm that (0, T̃ε) ⊂ Sϕε .
Thanks to (2.29)–(2.31), as in the proof of [5, Theorem 1.2], we have

ϕ′
ε(t) ≥

c1
2
s
−(3−γ)(α+ℓ−1)
0 ϕα+ℓ

ε (t) > 0

for all ε ∈ (0, ε0) and t ∈ (0, T̃ε). This ensures that T̃ε = T0. Choosing an arbitrary
t ∈ (0, T0) and integrating the above inequality over (0, t), we attain (2.20).

2.4. Proof of Proposition 2.1

We establish local existence of moment solutions to the system (1.1) by virtue of the
passage to the limit as ε→ 0 in (2.20).

Proof of Proposition 2.1. Let M0 > 0 and let η0 ∈ (0,M0) and r⋆ ∈ (0, R) given by
Proposition 2.8. Also, we pick u0 fulfilling (1.4)–(1.6). Then, thanks to Lemma 2.2
and Proposition 2.8, we can obtain the approximate solution (uε, vε) of (2.1) and find
T0 ∈ (0,∞) and K0 > 0 such that (2.9) holds, and we have

ϕε(t)− ϕε(0) ≥ K

∫ t

0

ϕα+ℓ
ε (τ) dτ (2.32)

for all t ∈ (0, T0) with some K > 0. By virtue of (2.9), we can apply Lemma 2.7. Hence
there exist {uεk}, {vεk} (εk → 0 as k → ∞) and nonnegative functions u, v such that
(u, v) = limk→∞(uεk , vεk) satisfies (i), (ii) and (iv) in Definition 1.1. We next show (iii) in
Definition 1.1. Let us pick ψ ∈ L1(Ω). Then for all ξ > 0 there is ψ0 ∈ Cc(Ω) such that

∥ψ − ψ0∥L1(Ω) < ξ. (2.33)

Moreover, noting from (2.17) that u ∈ C0([δ, T0];L
1(Ω)) for all δ ∈ (0, T0), we see that for

all t0 > 0, ∫
Ω

u(·, t)ψ0 dx→
∫
Ω

u(·.t0)ψ0 dx as t→ t0, (2.34)

and from (2.16) it follows that

∥u∥L∞(0,T0;L∞(Ω)) ≤ lim inf
k→∞

∥uεk∥L∞(0,T0;L∞(Ω)) <∞. (2.35)

In light of (2.33)–(2.35) we can confirm that u ∈ C0
w−⋆((0, T0);L

∞(Ω)). Furthermore,
by relying on the fact that uεk ∈ C0(Ω × [0, T0)) and uεk → u0 in L1(Ω) as k → ∞,
it follows that u ∈ C0

w−⋆([0, T0);L
∞(Ω)), that is, (iii) holds. Next we make sure that
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the moment inequality (1.2) holds. Invoking u0εk → u0 in L1(Ω) as k → ∞, we see
that ϕεk(0) → ϕ(0) as k → ∞. Furthermore, due to (2.17) it follows that uεk → u in
C0((0, T0];L

1(Ω)) as k → ∞, which ensures that

ϕεk(t) → ϕ(t) as k → ∞

for all t ∈ (0, T0). Additionally, noticing that wεk(s, t) ≤
K0|Ω|
ωn

, we can observe that

ϕα+ℓ
εk

(t) ≤
(

K0|Ω|
(1− γ)(2− γ)ωn

s2−γ
0

)α+ℓ

for all t ∈ (0, T0). In view of the Lebesgue dominated convergence theorem, we infer that∫ t

0

ϕα+ℓ
εk

(τ) dτ →
∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ as k → ∞

for all t ∈ (0, T0), and so letting k → ∞ in (2.32), we see that (v) in Definition 1.1 holds.
This implies the end of the proof.

3. Finite-time blow-up

In this section we prove finite-time blow-up of maximal moment solutions to (1.1).
Before proceeding to the proof, we confirm the following equivalence.

Lemma 3.1. Let T ∈ (0,∞). Assume that a pair (u, v) of nonnegative functions defined
on Ω× (0, T ) satisfies

u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), um, v ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), u ∈ C0
w−⋆([0, T );L

∞(Ω)). (3.1)

Then the following two conditions are equivalent.

(a) For all φ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩W 1,1(0, T ;L2(Ω)) with suppφ(x, ·) ⊂ [0, T ) for a.a.
x ∈ Ω,∫ T

0

∫
Ω

(∇um · ∇φ− χuα∇v · ∇φ− (λu− µuκ)φ− uφt) dxdt =

∫
Ω

u0(x)φ(x, 0) dx,∫ T

0

∫
Ω

∇v · ∇φdxdt+
∫ T

0

(
Mℓ(t)

∫
Ω

φdx

)
dt−

∫ T

0

∫
Ω

uℓφdxdt = 0;

(b) ut ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))⋆), and for all ψ ∈ H1(Ω),∫
Ω

utψ dx = −
∫
Ω

(∇um · ∇ψ − χuα∇v · ∇ψ − (λu− µuκ)ψ) dx, (3.2)∫
Ω

∇v · ∇ψ dx+Mℓ(t)

∫
Ω

ψ dx−
∫
Ω

uℓψ dx = 0 (3.3)

for a.a. t ∈ [0, T ) with u(·, 0) = u0.
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Proof. Let (u, v) satisfy (a). Then, (3.1) implies that for all φ ∈ C∞
c (Ω× (0, T )),∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

uφt dxdt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(∇um − χuα∇v) · ∇φdxdt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(λu− µuκ)φdxdt

∣∣∣∣
≤

[
∥∇um∥L2(0,T ;L2(Ω)) + χ∥u∥αL∞(0,T ;L∞(Ω))∥∇v∥L2(0,T ;L2(Ω))

+ (λ∥u∥L∞(0,T ;L∞(Ω)) + µ∥u∥κL∞(0,T ;L∞(Ω)))|Ω|
1
2T

1
2

]
∥φ∥L2(0,T ;H1(Ω)),

which implies that ut ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))⋆). Also, choosing φ in (a) as φ = φ̃ · ψ with
φ̃ ∈ C0

c ([0, T )) and ψ ∈ H1(Ω), we have∫ T

0

[∫
Ω

(∇um · ∇ψ − χuα∇v · ∇ψ − (λu− µuκ)ψ) dx

]
φ̃ dt

=

∫ T

0

[∫
Ω

uψ dx

]
φ̃t dt+

∫
Ω

u0ψ dx · φ̃(0).

By taking φ̃ with φ̃(0) = 0, this yields (3.2). Moreover, from this identity and (3.2) we can
confirm that

∫
Ω
u(·, 0)ψ dx =

∫
Ω
u0ψ dx for all ψ ∈ H1(Ω), which entails that u(·, 0) = u0.

Similarly, (3.3) can be obtained. Thus (b) holds. Conversely, if (b) is satisfied, then for
a.a. t ∈ [0, T ), ut = ∆um−χ∇· (uα∇v)+λu−µuκ and 0 = ∆v−Mℓ(t)+u

ℓ in (H1(Ω))⋆,
and thereby from these identities together with (3.1) and ut ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))⋆), we infer
that (a) holds.

We finally prove Theorem 1.4.

Proof of Theorem 1.4. Let M0 > 0 and let η0 ∈ (0,M0) and r⋆ ∈ (0, R) given by Propo-
sition 2.8. We pick u0 as in (1.4)–(1.6). From Proposition 2.1 and Definition 1.2, there is
a maximal moment solution (u, v) of (1.1) on [0, Tmax). We first show that Tmax < ∞ by
contradiction. To this end, we assume that Tmax = ∞. Then we have

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ (3.4)

for all t ∈ (0,∞) with some K > 0, and put the function Φ as

Φ(t) :=

∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ +
ϕ(0)

K
for t ∈ (0,∞).

Also, we infer that ϕ is bounded on [0, T ′) for all T ′ <∞ and continuous on [0,∞) because
u belongs to L∞

loc(0,∞;L∞(Ω)) and C0
w−⋆([0,∞);L∞(Ω)) due to (i) and (iii). Hence we

note that Φ ∈ C0([0,∞)) ∩ C1((0,∞)). From (3.4) we obtain that

Φ′(t) ≥ Kα+ℓΦα+ℓ(t) for all t ∈ (0,∞),

and thereby we can derive that − 1
(α+ℓ−1)Φα+ℓ−1(t)

+ 1
(α+ℓ−1)Φα+ℓ−1(0)

≥ Kα+ℓt for all t ∈
(0,∞). Thus it follows that t ≤ 1

(α+ℓ−1)Kα+ℓΦα+ℓ−1(0)
for all t ∈ (0,∞), which is a contra-

diction. Therefore we see that Tmax <∞.
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Next, we prove that

lim sup
t↗Tmax

∥u(·, t)∥L∞(Ω) = ∞ (3.5)

by contradiction. To this end, we assume that lim supt↗Tmax
∥u(·, t)∥L∞(Ω) < ∞, that is,

u ∈ L∞(0, Tmax;L
∞(Ω)). By this assumption and (i)–(iv) in Definition 1.1, it follows that

(3.1) and (a) in Lemma 3.1 with T = Tmax hold. Hence, noting from (b) in Lemma 3.1 that

ut ∈ L2(0, Tmax; (H
1(Ω))⋆), we have ∥u(·, t)−u(·, s)∥(H1(Ω))⋆ ≤ ∥ut∥L2(0,Tmax;(H1(Ω))⋆)|t−s|

1
2

for all t, s ∈ [0, Tmax), so that u is uniformly continuous on [0, Tmax) in (H1(Ω))⋆. This
continuity provides ũTmax ∈ (H1(Ω))⋆ such that

ũTmax = lim
t↗Tmax

u(·, t) in (H1(Ω))⋆.

Moreover, the condition (iii) in Definition 1.1 with T = Tmax guarantees that ũTmax ∈
L∞(Ω). Indeed, by virtue of the condition (iii) in Definition 1.1 and the assumption
lim supt↗Tmax

∥u(·, t)∥L∞(Ω) <∞, we see that there exist {tn} ⊂ [0, Tmax) and g ∈ L∞(Ω)
such that tn ↗ Tmax and u(·, tn) → g weakly⋆ in L∞(Ω) as n → ∞. Since we observe
that u(·, tn) → ũTmax in (H1(Ω))⋆ as n → ∞, it follows that g = ũTmax in (H1(Ω))⋆.
Noting that L∞(Ω) ⊂ L2(Ω) = (L2(Ω))⋆ ⊂ (H1(Ω))⋆, we arrive at the desired fact that
ũTmax ∈ L∞(Ω). Choosing the initial data as ũTmax , by an argument similar to those in
the proofs of Lemmas 2.3–2.7, we can find T1 > 0 and construct a weak solution (ũ, ṽ) on
[Tmax, Tmax + T1). Now, we put

(u, v) :=

{
(u, v) for a.a. t ∈ [0, Tmax),

(ũ, ṽ) for a.a. t ∈ [Tmax, Tmax + T1),

and confirm that (u, v) is a weak solution of (1.1) on [0, Tmax + T1). The definition
of ũTmax implies that

∫
Ω
u(·, t)ψ0 dx →

∫
Ω
ũTmaxψ0 dx as t ↗ Tmax for all ψ0 ∈ C∞

c (Ω),
and u ∈ L∞(0, Tmax;L

∞(Ω)), and hence we see that u ∈ C0
w−⋆([0, Tmax];L

∞(Ω)). On
the other hand, the condition corresponding to (iii) in Definition 1.1 says that ũ ∈
C0

w−⋆([Tmax, Tmax + T1);L
∞(Ω)). Consequently, we deduce that

u ∈ C0
w−⋆([0, Tmax + T1);L

∞(Ω)). (3.6)

Recalling that ut ∈ L2(0, Tmax; (H
1(Ω))⋆) and ũt ∈ L2([Tmax, Tmax + T1); (H

1(Ω))⋆) with
ũ(·, Tmax) = ũTmax , we can show that ut ∈ L2([0, Tmax + T1); (H

1(Ω))⋆). Indeed, it follows
from (3.6) that for any φ ∈ H1([0, Tmax + T1);H

1(Ω)),

−
∫ Tmax+T1

0

⟨u(·, t), φt(·, t)⟩(H1(Ω))⋆,H1(Ω) dt

= −
∫ Tmax

0

∫
Ω

uφt dxdt−
∫ Tmax+T1

Tmax

∫
Ω

ũφt dxdt

=

∫
Ω

u(·, Tmax)φ(·, Tmax) dx+

∫ Tmax

0

⟨ut(·, t), φ(·, t)⟩(H1(Ω))⋆,H1(Ω) dt

−
∫
Ω

u(·, Tmax)φ(·, Tmax) dx+

∫ Tmax+T1

Tmax

⟨ũt(·, t), φ(·, t)⟩(H1(Ω))⋆,H1(Ω) dt

=

∫ Tmax+T1

0

⟨g(·, t), φ(·, t)⟩(H1(Ω))⋆,H1(Ω) dt,
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where

g :=

{
ut for a.a. t ∈ [0, Tmax),

ũt for a.a. t ∈ [Tmax, Tmax + T1),

which means that ut = g ∈ L2([0, Tmax + T1); (H
1(Ω))⋆). Moreover, since (u, v) and (ũ, ṽ)

satisfy (3.2), (3.3) for a.a. t ∈ [0, Tmax) and for a.a. t ∈ [Tmax, Tmax + T1), respectively,
(u, v) fulfills (3.2), (3.3) for a.a. t ∈ [0, Tmax + T1), and hence, by means of Lemma 3.1,
(u, v) is a weak solution of (1.1) on [0, Tmax + T1). We shall show that the weak solution
(u, v) fulfills the moment inequality on [0, Tmax + σ1) with some σ1 > 0. For this purpose,
defining w and ϕ as

w(s, t) :=

∫ s
1
n

0

ρn−1u(ρ, t) dρ for s ∈ [0, Rn] and t ∈ [0, Tmax + T1)

and

ϕ(t) :=

∫ s0

0

s−γ(s0 − s)w(s, t) ds for t ∈ [0, Tmax + T1),

we have only to prove that there exists K > 0 such that

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

∫ t

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ for all t ∈ [0, Tmax + σ1). (3.7)

We know that

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ for all t ∈ [0, Tmax). (3.8)

In order to construct the moment inequality beyond Tmax, we make sure that

ϕ(Tmax)− ϕ(0) ≥ K

∫ Tmax

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ. (3.9)

To this end, we confirm that ϕ ∈ C0([0, Tmax + T1)). Letting t → t0 ∈ [0, Tmax + T1)
and noting from (3.6) that for any s ∈ (0, R], w(s, ·) is continuous on [0, Tmax + T1) and
s−γ(s0− s)w(s, t) ≤ c1s

−γ(s0− s) with some c1 > 0, we see from the Lebesgue dominated
convergence theorem that ϕ(t) → ϕ(t0), and so ϕ ∈ C0([0, Tmax+T1)). Thus the inequality
(3.9) is derived by the passage to the limit in (3.8) as t↗ Tmax. Next, by setting

εK :=
K

2

∫ Tmax

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ > 0, (3.10)

the continuity of ϕ and
∫ t

0
ϕ
α+ℓ

(τ) dτ at t = Tmax provides σ1 ∈ (0, T1) such that for all
t ∈ [Tmax, Tmax + σ1),∣∣∣∣ϕ(t)− K

2

∫ t

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ −
(
ϕ(Tmax)−

K

2

∫ Tmax

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ

)∣∣∣∣ ≤ εK ,
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which together with (3.10) implies

ϕ(t)− K

2

∫ t

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ ≥ ϕ(Tmax)−K

∫ Tmax

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ ≥ ϕ(0)

for all t ∈ [Tmax, Tmax + σ1), that is,

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

2

∫ t

0

ϕ
α+ℓ

(τ) dτ for all t ∈ [Tmax, Tmax + σ1). (3.11)

On the other hand, in light of (3.8), (u, v) satisfies that

ϕ(t)− ϕ(0) ≥ K

2

∫ t

0

ϕα+ℓ(τ) dτ for all t ∈ [0, Tmax).

Noting that ϕ = ϕ on [0, Tmax) and combining this inequality and (3.11), we obtain the
moment inequality (3.7) on [0, Tmax + σ1) with K = K

2
, which contradicts the definition

of maximal moment solutions. Therefore we conclude that the maximal moment solution
(u, v) of (1.1) on [0, Tmax) satisfies (3.5).
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Unconditional well-posedness for fifth order KdV type

equations on the torus

佐賀大学 理工学部 加藤孝盛

1 序文

本原稿の内容は, 津川光太郎氏 (中央大学)との共同研究に基づく ものである . 本原稿では, 次

の 1次元ト ーラス T = R/2πZ上の 5次KdV型方程式を扱う .

∂tu+ ∂5
xu+ 10γ∂x(u

3) + α∂x(∂xu)
2 + β∂x(u∂

2
xu) = 0, (t, x) ∈ R× T. (1.1)

ここで α, β, γ ∈ R, 未知関数 u = u(t, x)は実数値関数とする . 初期値を

u(0, x) = φ(x) ∈ Hs(T) (1.2)

で与えたとき , 初期値問題 (1.1)–(1.2)の適切性 (解の存在, 一意性及び初期値に対する連続依存

性)について考察する . ここで Hs(T)は次のノ ルムを持つ Sobolev空間.

�f�Hs(T) = ��k�s(Fxf)(k)�l2 .

ここで �a� := (1 + |a|2)1/2 とした . 特に s ∈ Rは正則性 (滑らかさ )を表す指数であることに注

意する . 初期値問題の適切性は非線形偏微分方程式の研究において最も基本的な問題と位置づ

けられ, 応用上も最低限必要な条件である . ある制限された時間区間で適切性が成り立つことを

時間局所適切性といい, 任意の時間区間で適切性が従う ことを時間大域的適切性という .

(1.1)及びその一般化

∂tu+ ∂5
xu+ 10γ∂x(u

3) + α∂x(∂xu)
2 + β∂x(u∂

2
xu) + µ∂3

xu+ ν∂x(u
2) = 0 (µ, ν ∈ R) (1.3)

は, water-wave 方程式の長波近似により 導出される . また

E0(u(t)) :=

�

T
u(t, x) dx, E1(u(t)) :=

�

T
u2(t, x) dx

H(u(t)) :=

�

T
(∂xu)

2(t, x) + 5γu4(t, x)− βu(t, x)(∂xu)
2(t, x) dx

とおく . ここで

�

T
f(x) dx :=

1

2π

� 2π

0

f(x) dx と した . 形式的には (1.1)–(1.2) の解 u(t) は

E0(u(t)) = E0(φ) を満たすため, E0(u(t))は保存量となる . α = β/2のとき , E1(u(t))及び
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H(u(t))も (1.1)の流れに関して保存する . 実際, α = β/2を仮定する . 十分滑らかな関数 u, vに

対して

H ′(u)v = lim
h→0

H(u+ hv)−H(u)

h
=

�
∂4
xu+ 10γu3 +

β

2
(∂xu)

2 + β(u∂2
xu), v

�
L2

=: (gradH(u), v)L2 .

α = β/2のとき , (1.1)は ∂tu = −∂x gradH(u)と表すことができる . この表現を用いると , 十分

滑らかな (1.1)の解 uに対して

d

dt
H(u) = (gradH(u), ∂tu)L2 = (gradH(u),−∂xgradH(u)) = 0

が従う . これより , H(u)が保存することが分かる . また (α, β, γ) = (±5,±10, 1)とした方程式

∂tu+ ∂5
xu+ 10∂x(u

3)± 5∂x(∂xu)
2 ± 10∂x(u∂

2
xu) = 0 (1.4)

は可積分系であり , Lax が提唱した KdV階層に属する . KdV階層とは, 可積分系の無限個の方

程式から成るもので, その第 1方程式が KdV方程式

∂tu+ ∂3
xu± 3∂x(u

2) = 0

であり , 第 2方程式が (1.4)である . これらの方程式は無限個の保存量を共有し , 非常に高い対

称性を持つ. 本原稿では, 可積分系とは限らない (1.1)に対して , この方程式が持つ代数的な構

造を反映した手法を構築することにより , 初期値問題 (1.1)–(1.2)の適切性を示すことが目的で

ある . またより 強い特異性を持つ非線形相互作用を扱うことにより , 方程式が持つ固有の性質を

見出すために , より 低い正則性 (より 小さい s)での適切性を考察する .

2 非線形分散型方程式の適切性理論

(1.1)は KdV方程式や非線形 Schrödinger方程式に代表される非線形分散型方程式の一つで

ある . 非線形分散型方程式の解析は, 線形化方程式の解が持つ分散性と非線形性のバランスによ

り 決定するため, 個別の方程式に対する解析が必要になる . 本章では, (1.1)と密接な関係を持つ

次の KdV方程式の初期値問題を例にとり , 非線形分散型方程式の適切性理論について述べる .

∂tu+ ∂3
xu = 3∂x(u

2) (t, x) ∈ R× T, u(0, x) = φ(x) ∈ Hs(T). (2.1)

まず,以下で用いる記号を準備する . i < jとなる i, j ∈ Nに対して , ki,i+1,...,j := ki+ki+1+· · ·+kj.

2πの周期を持つ関数 f と Z上で定義される関数 gに対して , Fourier変換と Fourier逆変換を次

のよう に定義する .

(Fxf)(k) := f̂(k) :=

�

T
e−ikxf(x) dx, (F−1

k g)(x) :=
�

k∈Z
eikxg(k).

33



このとき , 次が従う .

f = F−1
k (Fxf), �f�L2 :=

��

T
|f(x)|2 dx

�1/2

=
��

k∈Z
|f̂(k)|2

�1/2

.

(2.1)の線形化方程式の解は u(t) = e−t∂3
xφ と表せる . ここで e−t∂3

x は e−t∂3
xψ = F−1

k [eitk
3
ψ̂(k)]

(ψ ∈ Hs(T))で定義され, (2.1)の発展作用素という . |eitk3 | = 1から e−t∂3
x はHs(T)上のユニタ

リ ー作用素となるため, (2.1)の線形化方程式の解は, 放物型方程式のよう な解が初期値より も

十分滑らかになるという強い平滑化効果を持たない. このため, 微分を含む非線形項から生じる

特異性を制御することは困難となる . これを微分の損失という . ただし , 分散型方程式も高周波

部分で激しく 振動することから , 放物型方程式ほど強く ないがある種の平滑化効果を持つ . 特に

x ∈ Rのとき , 時空間ノ ルムを用いることで (2.1)の線形化方程式の解に対する次の Kato 型の

平滑化効果が得られる .

��∂x (e−t∂3
xφ)

��
L∞
x (R:L2

t (R))
≤ C�φ�L2(R).

この評価は, x ∈ Rのとき , 線形化方程式の解が空間遠方にすばやく 散らばるという性質から従

う . 一方で, x ∈ Tでは線形化方程式の解は周期的なふるまいをするため, 上式のよう な平滑化

効果は成立しないため, 微分の損失をどのように解消するかが問題となる . 非線形分散型方程式

の解の構成法として , 逐次近似法とエネルギー法という二つの手法が軸をなす. 前者は解を構

成する関数空間の完備性, 後者はコンパクト 性を用いる . 最初に (2.1)の適切性を解明したのは,

エネルギー法による Bona-Smith([2])の結果で, 彼らはHs(T), s > 3/2において (2.1)の時間局

所適切性を示した . ここで s > 3/2は Sobolevの埋め込み �∂xu�L∞ ≤ C�u�Hs が成り 立つため

の条件であり , この結果では線形化方程式が持つ分散構造を利用をしておらず, 正則性の高いク

ラスでの適切性しか得られていない. そこで積極的に分散構造を反映した手法として開発され

たのが, Bourgain([3])の Fourier制限法と Babin-Ilyin-Titi([1])の normal form 法である . これ

らの手法の構築により , 線形化方程式の解が持つ分散構造と非線形項が持つ幾何学的構造を同

時に扱う ことを可能となり , 非線形分散型方程式の適切性理論は大きな発展を遂げる . 上述の

二つの手法は, 共に逐次近似法を基礎とする . まず (2.1)に対して逐次近似法の概要を説明する .

Duhamelの原理より , (2.1)は次の積分方程式に書き換えれる .

u(t) = e−t∂3
xφ+

� t

0

e−(t−t′)∂3
x3∂x(u

2)(t′) dt′ =: Φ(u)(t). (2.2)

ここで

u1(t) = e−t∂3
xφ, un+1(t) = Φ(un)(t) (n = 1, 2, . . . )

により , 関数列 {un}∞n=1 を定める . 解を構成する関数空間X を適当な Bnanach空間に設定し ,

{un}∞n=1がX上の Cauchy列であることから , その極限関数 u ∈ Xが (2.2)の解となることを示

す手法を逐次近似法という . 上で構成した un を逐次近似の n次近似とよぶ. 逐次近似法は, 方

程式を線形化方程式の解のまわり で冪級数展開することに相当するが, (2.1)のよう に微分の損

失を持つ共鳴部分が存在すれば, それは破綻する . この場合, 任意の s ∈ Rに対して , 逐次近似法

を適用することができない. ここで共鳴部分とは, 線形部分の周波数成分と非線形項のそれとが
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ちょ う どつり あい振動項が相殺され, 何の平滑化効果も得られれない非線形相互作用のことで

ある . この問題を解決した Bourgain([3])である . Bourgainは, 保存則

�

T
u(t, x) dx =

�

T
φ(x) dx

を用いることにより , (2.1)の微分の損失を持つ共鳴部分を相殺することに成功した . 以下, その

詳細と共鳴部分の厳密な定義を述べる .

Fx[fg](k) = (f̂ ∗ ĝ)(k) =
�

k=k1,2

f̂(k1) ĝ(k2)

に注意すると , (2.1)の解 uは各 k ∈ Zに対して

∂tû(t, k)− ik3û(t, k) =
�

k=k1,2

3ik1,2 û(t, k1)û(t, k2) (2.3)

を満たす. ここで v(t) := et∂
3
xu(t) = F−1

k [e−itk3û(t, k)]とおく . vは (2.1)の発展作用素による引

き戻し , ある種の座標変換を意味する . (2.3)を v を用いて書き換えると

∂tv̂(t, k) =
�

k=k1,2

etΦ
(2)

3ik1,2 v̂(t, k1) v̂(t, k2). (2.4)

ここで各N ∈ Nに対して振動項Φ(N) を次で定義する .

Φ(N) := Φ(N)(k1, . . . , kN) := −i
�
(k1,2,...,N)

3 −
N�

j=1

k3
j

�
.

Φ(N) = 0となる非線形相互作用と共鳴部分といい, Φ(N) �= 0となる非線形相互作用を非共鳴部

分という . Φ(2) = −3ik1k2k1,2 と因数分解することができるため, 共鳴部分は k1k2k1,2 = 0のと

きのみ生じる . このとき , (2.3)の右辺は

6 û(t, 0) ikû(t, k) = Fx

�
6

�

T
u(t) dx ∂xu(t)

�
(k)

と表せ, (2.1)の共鳴部分は 6

�

T
u(t, x) dx ∂xuとなる . ここで保存則

�

T
u(t, x) dx =

�

T
φ(x) dx =

E0(φ)を用いると , 共鳴部分は 6E0(φ)∂xuと変形でき , 線形部分に吸収することができる . よっ

て (2.1)を

∂tu+ ∂3
xu− 6E0(φ)∂xu = 6

�
u−

�

T
u dx

�
∂xu (2.5)

を書き換えることにより ,非線形項から微分の損失をもつ共鳴部分をとり除く ことができる . (な

お , 上の変形は (2.1)の解 u ∈ C([−T, T ] : Hs(T)), s ≥ 0に対して正当化することができる .) ま

た周波数が離散であることに注意すると , 非共鳴部分では |Φ(N)| ≥ 1 となる . 振動項 |Φ(N)|が
大きいと平滑化効果を期待でき , それは Bourgain([3])で考案した Fourier 制限法により 可能と

なる . Fourier制限法の鍵は, 解を構成する関数空間を Xs,b 空間とよばれる Banach空間に設定

することにある . (2.1)に対する Xs,b 空間は, 方程式の線形部分から定まる次のノ ルムを持つ空

間である .

�u�Xs,b := �et∂3
xu�Hb

tH
s
x
=

���k�s�τ − k3�bFt,x[u](τ, k)
��
L2
τ l

2
k

(s, b ∈ R).
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ここで線形化方程式の解は, 超関数の意味で Ft,x[e
−t∂3

xφ](τ, k) = δ(τ − k3)φ̂(k) と表せ, その台

は {τ = k3}となることに注意する . 非共鳴部分は {τ = k3} から離れた部分に現れる非線形相
互作用に相当し , そこでは振動項が大きく なるため, Xs,b 空間を利用することにより , 平滑化効

果が得られる . これにより , (2.5)が持つ 1階の微分の損失を回復することができ , (2.5)の解を

線形化方程式の解の摂動とみなすことで, 逐次近似法より , Hs(T), s ≥ 0での時間局所的適切性

が Bourgain([3])により 示された . また L2(T) ノ ルムが保存することを用いて , L2(T)での時間
大域的適切性が得られる . この結果は, Kenig-Ponce-Vega [7]により s ≥ −1/2まで拡張された .

s < −1/2では (2.5)に対して逐次近似法が機能しないため, その意味で Kenigらの結果は最良

といえる . ここで, Fourier 制限法で構成される解は積分方程式 (2.2)の解であり , 超関数の枠組

みでは定義できない非線形項を Xs,b 空間により 正当化されることを注意する .

次に Babinらによって [1]で提唱された normal form 法を (2.5)を例にして説明する . ただし

簡単のため, E0(φ) = 0と仮定とする . s ≥ 0とする . (2.5)の解 u ∈ C([−T, T ] : Hs(T))に対し
て , v = et∂

3
xuと定めると , 各 k ∈ Zに対して v̂(t, k)は,

∂tv̂(t, k) =
�

k=k1,2,Φ(2) ̸=0

etΦ
(2)

3ik1,2 v̂(t, k1)v̂(t, k2) (2.6)

を満たす. ここで Φ(2) = −3ik1k2k1,2 �= 0ならば, 等式

etΦ
(2)

=
1

Φ(2)
∂te

tΦ(2)

が従う .
3ik1,2
Φ(2)

= − 1

k1k2
に注意して , (2.6)を時間に関して部分積分すると , 各 k ∈ Zに対して

D′
tの意味で次が成立する .

∂tv̂(t, k) =
∂

∂t

� �

k=k1,2,Φ(2) ̸=0

etΦ
(2)�− 1

k1k2

�
v̂(t, k1)v̂(t, k2)

�

+
�

k=k1,2,Φ(2) ̸=0

etΦ
(2) 2

k1k2
v̂(t, k1) ∂tv̂(t, k2). (2.7)

(2.7)の右辺の第 1項では, 時間微分と可算和がD′
tの意味で交換できること , 第 2項では k1と k2

が対称であることを用いた . (2.7)の右辺の第 2項の ∂tv̂(t, k2)に (2.6)を代入すると , 第 2項は次

のよう に変形できる .

�

Γ
(3)
k

etΦ
(3)

6i
1

k1

3�

i=1

v̂(t, ki) (2.8)

ここで Γ
(3)
k = {(k1, k2, k3) ∈ Z3 : k = k1,2,3, k1k2k3k2,3k1,2,3 �= 0} とした . (2.8)には微分の損

失がなく , 非共鳴部分が持つ微分の損失は相殺された . この手法を normal form 法という . ま

た Φ(3) = −3ik1,2k2,3k3,1 と表せるため, (2.8)の共鳴部分は k1,2k1,3 = 0に限られる . これより

(2.8)の共鳴部分は, 12i
1

k
|v̂(t, k)|2v̂(t, k) となり , Hs(T), s ≥ −1/2で評価することができる .

(s < −1/2で逐次近似法が機能しないのは, この共鳴部分による .) このことに注意し , Babinら
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は (2.8)にもう一度 normal form 法を適用することにより , Hs(T), s ≥ 0での適切性と無条件

一意性を示した . Fourier制限法による結果では, C([−T, T ] : Hs(T))に埋め込まれる関数空間
での一意性しか得ていないが, Babinらは解が属する最も自然な空間である C([−T, T ] : Hs(T))
全体での一意性を示している . これを無条件一意性といい, 一意性が解の構成法に依らないこと

を示唆している . 適切性と無条件一意性が同時に成り 立つことを unoconditional well-poseness

といい, この概念を提唱したのは加藤敏夫先生 ([5])である . また s < 0では (2.1)の非線形項

∂x(u
2)を超関数の意味で定義できないため, 無条件一意性の意味ではこの結果が最良といえる .

(2.5)に対して 1回の normal form 法で回復できる微分は高々 1階であることに注意する . 実

際,微分の損失は他の周波数成分よりの 1つの周波数成分だけが十分大きいのときにのみ生じる .

(最も大きい周波数成分が 2つ以上ある場合は, 微分を分配することができ , 微分の損失は生じ

ない.) 例えば (2.6)において , |k2| > 4|k1|かつ k1 �= 0という非線形相互作用を考える . |k1| ≥ 1

であることに注意すると

|Φ(2)(k1, k2)| ≥ C|k1||k2|2 ≥ C|k2|2

が従う . これより , (2.6)を部分積分すると , 1/Φ(2)から 2階の微分を回復し , ∂tv̂が 1階の微分

の損失をもつため, あわせて 1階の微分を回復する . これは線形項の微分階数と非線形項のそれ

との差で決まり , 5次KdV方程式 (1.1)に対しても 1回の normal form 法で回復できる微分は

高々 1階であることを注意しておく .

3 5次型KdV方程式の既存の結果と主結果

本章では, 初期値問題 (1.1)–(1.2)の適切性に関する既存の結果と我々の主結果を述べる . 問

題は, (1.1)の 2次の非線形項が持つ 3階の微分の損失をどのよう に回復するかにある . 微分の

損失を共鳴部分は, (2.1)では逐次近似法の 2次近似にしか現れなかったが, (1.1)では 2次, 3次

及び 4次近似という高次近似に現れるため, その取り 扱いが難しい. また非共鳴部分であって

も , 通常の Fourier制限法で回復できる微分は高々 2階であり , (1.1)には適用できない. 最初に

この問題を回避したのは, エネルギー法による Kwon([10])の結果である . ただし , エネルギー法

においても以下の問題が発生する . 十分滑らかな (1.1)の解 uに対し

d

dt
�∂k

xu�2L2 ≤
���λ(k)

�

T
∂xu (∂

k+1
x u)2 dx

���+ C�∂3
xu�L∞�∂k

xu�2L2 + C�u�L∞�∂xu�L∞�∂k
xu�2L2

が従う . ここで λ(k) = 2α + β(k + 1/2)とした . この評価で現れた λ(k)

�

T
∂xu (∂

k+1
x u)2 dx を

�u�Hk (k ∈ N)を使って上から評価することができないため, エネルギー法の軸となるエネル

ギー不等式が得られない. この問題を回避するため, Kwonは通常のエネルギーに補正項として

−λ(k)

15

�

T
u (∂k−1

x u)2 dxを加え修正エネルギーを構成した . この補正項を加えることで, 問題と

なる λ(k)

�

T
∂xu (∂

k+1
x u)2 dxを相殺することができ , エネルギー不等式を得ることで (1.1)–(1.2)

の時間局所適切性を示した . また Kwak([9])は Kwonが構築した修正エネルギーを基礎とし ,

Ionescu-Kenig-Tataruが [4]で提唱した short time Xs,b空間を利用することで平滑化効果を獲
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得し , α = β/2の条件下で, Hs(T), s ≥ 2において (1.1)–(1.2)の時間局所適切性を導いた . また

エネルギー空間H2(T)における時間大域的適切性も示した .

我々は, (1.1)の持つ対称性などの代数的構造を積極的に利用することで, 高次近似に現れる

微分の損失を持つ共鳴部分を相殺することに成功し , 逐次近似法を適用することにより , 次の結

果を得た .

定理 3.1 s ≥ 1とする . このとき , 任意の φ ∈ Hs(T)に対して , ある T = T (�φ�Hs) > 0が存在

し , (1.1)–(1.2)の解 u ∈ C([−T, T ] : Hs(T))が一意に存在する . また解写像 Hs(T) � φ �→ u ∈
C([−T, T ] : Hs(T))が定義でき , 連続となる .

定理 3.1は無条件一意性が成立することをいっている . また Hs(T), s < 1では (1.1)の非線形

項を超関数の意味で定義することができないため, 定理 3.1は無条件一意性の意味で最良の結

果といえる . この観点から , この結果と KdV方程式に対する Babinらの結果 ([1])は対応してい

るといえる . またこの証明で用いた保存量は E0(u) =

�

T
u dxのみである . そのため, E0(u)を

保存量にもつ (1.1)の一般化である (1.3)に対しても , 定理 3.1と同様の結果が得られる .

また (1.1)が L2−劣臨界な方程式であることに注意し , 保存量E1(u)と H(u)を用いることで

次が直ちに従う .

系 3.2 α = β/2とする . このとき , 任意の φ ∈ H2(T)に対して , 定理 3.1で得た解を (−∞,∞)

上に延長することができる .

4 定理 3.1の証明の概要

以下, 定理 3.1の証明の概要を述べる . 逐次近似の 2次から 4次近似までに現れる微分の損失

を持つ共鳴部分を相殺し , 非共鳴部分には normal form 法を適用することで, 平滑化効果を得

る . ただし , 1回の normal form 法で回復できる微分は高々 1階であるため, この手法を 3回繰り

返す必要がある . 以下, s ≥ 1とし , u ∈ C([−T, T ] : Hs(T))を (1.1)–(1.2)の解とする . Duhamel

の原理により , (1.1)–(1.2)を次の積分方程式に書き換える .

u(t) = e−t∂5
xφ+

� t

0

e−(t−t′)∂5
x{−10γ∂x(u

3)− α∂x(∂xu)
2 − β∂x(u∂

2
xu)}(t′) dt′. (4.1)

(4.1)の右辺の第 2項の uに線形化方程式の解 e−t∂5
xφを代入することで, 逐次近似法の 2次近似

に現れる微分の損失を共鳴部分が

−β

�

T
u dx ∂3

xu− 30γ

�

T
u2 dx ∂xu (4.2)

と書けることが分かる . この項を取り 除いた非共鳴部分に normal form 法を適用し , 方程式を

変形すると , 2階の微分の損失を持つ 3次の非線形項が現れる . この項に含まれる微分の損失を

持つ共鳴部分を相殺しなければならないが, 方程式が持つ対称性により 局在化され

β2

5

��

T
u2 dx−

��

T
u dx

�2�
∂xu (4.3)
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と具体的に表すことができる . 残りの 2階の微分の損失を持つ非共鳴部分に normal form法を適用

すると , 1階の微分の損失を持つ共鳴部分が現れると思われたが,方程式の対称性により相殺する

ことが分かる . (このような高次近似に現れる共鳴部分の相殺方法の詳細は,後述する .) 明示的に

表示した共鳴部分 (4.2)と (4.3)を以下のようにして相殺する . 保存則

�

T
u dx =

�

T
φ dx = E0(φ)

を用いて , 共鳴部分−β

�

T
u dx ∂3

xuを −βE0(φ)∂
3
xuに書き換えれることに注意し , (1.1)を次の

よう に変形する .

∂tu+ ∂5
xu+ βE0(φ)∂

3
xu = J1(u) + J2(u) + J3(u) +K(u)∂xu. (4.4)

ここで

J1(u) = −30γ
�
u2 −

�

T
u2 dx

�
∂xu,

J2(u) = −α∂x(∂xu)
2 − β∂x

�
(u−

�

T
u dx)∂2

xu
�
,

J3(u) = −β2

5

��

T
u2 dx−

� �
u dx

�2�
∂xu,

K(u) = −
�
30γ − β2

5

� �

T
u2 dx− β2

5
E2

0(φ).

上の議論より , (4.4)が持つ微分の損失を持つ共鳴部分はK(u)∂xuのみである . ここで K(u)は

x ∈ Tに依存しないことに注意する . 可逆な変数変換

C([−T, T ] : Hs(T)) � u(t, x) �→ u
�
t, x−

� t

0

K(u)(t′) dt′
�
=: ũ(t, x) ∈ C([−T, T ] : Hs(T))

(4.5)

により , (4.4)は

∂tũ+ ∂5
xũ+ βE0(φ)∂

3
xũ = J1(ũ) + J2(ũ) + J3(ũ) (4.6)

に変形することができ , 完全に微分の損失を持つ共鳴部分を相殺することができる . よって (4.6)

に normal form 法を 3回適用することができ , この変形によって現れるすべて非線形項は微分

の損失を持たない. そのため Sobolevの埋め込みのみを用いて , s ≥ 1で非線形項を評価するこ

とができ , 適切性と無条件一意性を同時に得ることができる .

共鳴部分K(u)∂xu は, E1(u) =

�

T
u2 dxが保存すること用いると , 線形部分に吸収すること

ができる . この場合, 変数変換 (4.5) を用いて方程式を書き換える必要はない. ただし , E1(u)

が保存することを厳密に示すためには, 係数に α = β/2 という 制限がつき , (1.1) の解 u が

u ∈ C([−T, T ] : Hs(T)), s ≥ 3/2を満たす必要があることを注意しておく .

以下, 逐次近似法の高次近似に現れる微分の損失を共鳴部分の相殺について述べる . まずに

J2(ũ)に normal form 法を適用することで現れる微分の損失を持つ共鳴部分と J3(ũ)が相殺す

ることを示す. 改めて ũを uと書く . s ≥ 1とし , u ∈ C([−T, T ] : Hs(T))は (4.6)–(1.2)の解と
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する . 本質的な議論は変わらないため, α = β/2, γ = 0及び E0(φ) = 0を仮定する . このとき ,

v := et∂
5
xu = F−1

k [eitk
5
û(t, k)]とおく と , v̂は各 k ∈ Zに対して次を満たす.

∂tv̂(t, k) =
�

k=k1,2,Φ(2) ̸=0

etΦ
(2) β

4
ik1,2(k

2
1 + k2

2 + k2
1,2)

2�

i=1

v̂(t, ki). (4.7)

各N ∈ Nに対して振動項Φ(N) を

Φ(N) := Φ(N)(k1, . . . , kN) := i
�
k5
1,...,N −

N�

i=1

k5
i

�

と定めると ,

Φ(2) =
5

2
ik1k2k1,2(k

2
1 + k2

2 + k2
1,2), (4.8)

Φ(3) =
5

2
ik1,2k2,3k3,1(k

2
1,2 + k2

2,3 + k2
3,1) (4.9)

が従う . ただし , N ≥ 4では Φ(N)は自明な因数分解を持たないことに注意する . ここで

q
(2)
1 := q

(2)
1 (k1, k2) := ik1,2(k

2
1 + k2

2 + k2
1,2),

Γ
(2)
k := {(k1, k2) ∈ Z2 : k = k1,2, k1k2k1,2 �= 0}

とおく と , (4.7)は

∂tv̂(t, k) =
�

Γ
(2)
k

etΦ
(2) β

4
q
(2)
1

2�

i=1

v̂(t, ki) (4.10)

と書ける . (4.8)より
q
(2)
1

Φ(2)
=

2

5

1

k1k2
が従う ことに注意して , (4.10)に normal form 法を適用する

と , 各 k ∈ Zに対して D′
tの意味で次が成立する .

∂tv̂(t, k) =
�

Γ
(2)
k

etΦ
(2) β

10

1

k1k2

2�

i=1

v̂(t, ki) +
�

Γ
(2)
k

etΦ
(2)�− β

5

1

k1k2

�
v̂(t, k1)∂tv̂(t, k2).

上式の右辺の第 2項の ∂tv̂に (4.10)を代入すると , この項は

N (3)
1 :=

�

Γ
(3)
k

etΦ
(3)�− β2

10
i
� k2

3 + k2k3 + k2
2

k1

3�

i=1

v̂(t, ki)

と変形できる . ここで, Γ
(3)
k := {(k1, k2, k3) ∈ Z3 : k = k1,2,3, k1k2k3k2,3k1,2,3 �= 0}. N (3)

1 におい

て微分の損失が生じる場合のみを扱う . k2 と k3が対称であることに注意すると , N (3)
1 において

微分の損失を持つ非線形相互作用は,

N (3)
2 :=

�

Γ̃
(3)
k

etΦ
(3)�− β2

5
i
� k2

3 + k2k3 + k2
2

k1

3�

i=1

v̂(t, ki)
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と表せる . ここで Γ̃
(3)
k := {(k1, k2, k3) ∈ Γ

(3)
k : |k3| > 16max{|k1|, |k2|}}とした . Γ̃

(3)
k を次のよう

に分解する .

Γ̃
(3)
k = R

(3)
k ∪N

(3)
k ,

R
(3)
k := {(k1, k2, k3) ∈ Γ̃

(3)
k : k1,2 = 0}, N

(3)
k := {(k1, k2, k3) ∈ Γ̃

(3)
k : k1,2 �= 0}.

(4.9)に注意すると , N (3)
2 の共鳴部分, つまり N (3)

1 の微分の損失を持つ共鳴部分は,

R(3) :=
�

R
(3)
k

�
− β2

5
i
� k2

3 + k2k3 + k2
2

k1

3�

i=1

v̂(t, ki)

と表せる . R
(3)
k が k1と k2に関して対称であることに注意すると , R(3)を次のように変形できる .

R(3) =
�

R
(3)
k

�
− β2

10
i
��k2

3 + k2k3 + k2
2

k1
+

k2
3 + k1k3 + k2

1

k2

� 3�

i=1

v̂(t, ki)

=
�

R
(3)
k

�
− β2

10
i
��k1 + k2

k1k2
k2
3 +

k2
1 + k2

2

k1k2
k3 +

k3
1 + k3

2

k1k2

� 3�

i=1

v̂(t, ki). (4.11)

(k1, k2, k3) ∈ R
(3)
k であれば, k1 + k2 = 0かつ k = k3であるため, (4.11)より

R(3) =
β2

5

�

k1∈Z\{0}, 16|k1|<|k|
|v̂(t, k1)|2 ikv̂(t, k)

が成り 立つ. 一方で,

Fx[e
t∂5

xJ3(u)(t)](k) = −β2

5

�

k1∈Z\{0}
|v̂(t, k1)|2 ikv̂(t, k)

と書けることに注意すると ,

R(3) + Fx[e
t∂5

xJ3(u)(t)](k) = −β2

5

�

k1∈Z\{0}, 16|k1|≥|k|
|v̂(t, k1)|2 ikv̂(t, k)

が従う . この項は共鳴部分であるが, s ≥ 1/2で評価することができ , 微分の損失を持つ共鳴部

分は相殺されていることが分かる .

次に 2階の微分の損失を持つ非共鳴部分

N (3)
3 :=

�

N
(3)
k

etΦ
(3)�− β2

5
i
� k2

3 + k2k3 + k2
2

k1

3�

i=1

v̂(t, ki)

に normal form 法を適用して現れる非線形相互作用に微分の損失を持つ共鳴部分が存在しない

ことを示す. N
(3)
k = {(k1, k2, k3) ∈ Z3 : k = k1,2,3, k1k2k1,2 �= 0, |k3| > 16max{|k1|, |k2|}}と表

せ, k1 と k2に関して対称となる .

q
(3)
2 (k1, k2, k3) := −β2

10
i
�k1 + k2

k1k2
k2
3 +

k2
1 + k2

2

k1k2
k3 +

k3
1 + k3

2

k1k2

�

41



とおく と , (4.11)と同様にして N (3)
3 を次のよう に書き換えることができる .

N (3)
3 =

�

N
(3)
k

etΦ
(3)

q
(3)
2 (k1, k2, k3)

3�

i=1

v̂(t, ki)

q
(3)
2 (k1, k2, k3) = q

(3)
2 (k2, k1, k3) と q

(2)
1 (k1, k2) = q

(2)
1 (k2, k1)が従う ことに注意すると , N (3)

3 に

normal form 法を適用して現れる微分の損失を持つ非線形相互作用は,

N (4) :=
�

Γ̃
(4)
k

etΦ
(4)�− 2

q
(3)
2

Φ(3)

�
(k1, k2, k3,4)q

(2)
1 (k3, k4)

4�

i=1

v̂(t, ki)

と表せる . ここで

Γ̃
(4)
k := {(k1, k2, k3, k4) ∈ Z4 : k = k1,2,3,4, |k4| > 43 max

i=1,2,3
{|ki|}, k1k2k3k1,2 �= 0}.

Φ(4)は自明な因数分解を持たないため, 共鳴部分と非共鳴部分を厳密に求めることは困難であ

る . そこで次の等式が成り 立つことに注意する .

Φ(4)(k1, k2, k3, k4) = Φ(3)(k1,2, k3, k4) + Φ(2)(k1, k2)

=
5

2
ik1,2,3k1,2,4k3,4(k

2
1,2,3 + k2

1,2,4 + k2
3,4) +

5

2
ik1k2k1,2(k

2
1 + k2

2 + k2
1,2).

(k1, k2, k3, k4) ∈ Γ̃
(4)
k かつ k1,2,3 �= 0であれば, 上の等式から

|Φ(4)(k1, k2, k3, k4)| ≥ |Φ(3)(k1,2, k3, k4)|− |Φ(2)(k3, k4)| ≥ C|k1,2,3||k4|4 ≥ C|k4|4

が従うため, norma form 法により 1階の微分の損失を回復することができる .

R
(4)
k := {(k1, k2, k3, k4) ∈ Γ̃

(4)
k : k1,2,3 = 0}

とおく と , 上の考察より N (4)の共鳴部分を

R(4) :=
�

R
(4)
k

etΦ
(4)�− 2

q
(3)
2

Φ(3)

�
(k1, k2, k3,4)q

(2)
1 (k3, k4)

4�

i=1

v̂(t, ki)

とみなすことができる . ここで (k1, k2, k3, k4) ∈ Γ̃
(4)
k のとき , k1k2k3k1,2 �= 0であるが, k1,3k2,3 �= 0

とは限らないため, Γ̃
(4)
k は k1, k2, k3に関して対称とはいえない. 一方で (k1, k2, k3, k4) ∈ R

(4)
k の

とき , k1,2,3 = 0から k1,3 = −k2 �= 0かつ k2,3 = −k1 �= 0が従う ため, R
(4)
k は k1, k2, k3に関して

対称であることがいえる . この対称性を用いると

R(4) = −2

3

�

R
(4)
k

etΦ
(4)� q

(3)
2

Φ(3)
(k1, k2, k3,4)q

(2)
1 (k3, k4) +

q
(3)
2

Φ(3)
(k2, k3, k1,4)q

(2)
1 (k1, k4)

+
q
(3)
2

Φ(3)
(k1, k3, k2,4)q

(2)
1 (k2, k4)

� 4�

i=1

v̂(t, ki)
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が成り立ち , 対称性に注意して計算すると , R(4)には微分の損失が存在しないことが示せる . 詳

細については, [6]の命題 5.5を参照してもらいたい.

最後に 3回の normal form 法を適用することによって現れる微分の損失を持たない非線形項

の評価について注意を与える . 最近, Kishimoto([8])により , normal form 法により 現れる微分

の損失を非線形項を統一的に評価できる手法が構築された . ただしこの手法は, m次の非線形

項を持つ非線形分散型方程式に対し , Xs,b空間を利用した多重線形評価

�N(u)�Xs,−1/2 ≤ C�u�mXs,1/2 (4.12)

がある s ∈ Rで成立することに大きく 起因すると思われる . 例えば, (2.1)は (4.12) を満たす

s ∈ Rが存在し , Kishimotoの手法を適用することができる . 一方で, 強い特異性のもつ非線形

項を有する (1.1)は, 任意の s ∈ Rに対して (4.12)が成立しないため, Kishimotoの手法の枠組

みからは外れると思われる . そのため, (1.1)では normal form 法により 現れる各非線形項に対

し , 個別の評価を与える必要がある .
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Self-adjointness and Feynman propagator in Quantum
Field Theory

平良　晃一　 (立命館大学理工学部）∗

1 序
本稿では，楕円型でないような微分作用素のスペクトル理論及びその数理物理学への応用
について述べる．この研究の一部は学習院大学の中村周教授との共同研究に基づく．

1.1 背景
微分作用素（より一般の線形作用素）のスペクトル理論は，行列の固有値の理論の無限次
元への自然な一般化であり，様々な分野と密接に関係する一大理論である．特に微分作用
素が楕円型である場合，Rn上の Laplacian−∆や Schrödinger作用素−∆+ V (x)，より一
般に Riemann多様体上の Laplacian−∆gについては量子力学との関わりから様々な研究
がなされている（例えば [25]や [36]を見よ）．一方で，波動方程式に現れる d’Alembertian
□などの楕円型でない微分作用素に対するスペクトル理論は，物理的に直接的な意味が見
出せない，数学的に厳密な扱いが難しい，という理由から少し前まではほとんど研究が行
われていなかった．
一方近年になって，楕円型でないような微分作用素のスペクトル理論が活発に研究さ

れるようになってきた．例えば d’Alembertianのスペクトル理論の数理物理学，特に場の
量子論の文脈で（[7]，[8]）曲がった時空上のFeynman propagatorの構成への応用が提唱
された．実際物理の文献では，時空が曲がっていないMinkowski空間上においてFeynman
propagatorはこのようにして定義される．時空が曲がっている場合にも，この手法が有効
であるということが [7]，[8]における主張である．それ以前にも，物理の文献 [26]等にお
いて d’Alembertianのスペクトル理論が暗に用いられていた．
それ以外にも，楕円型でない微分作用素（より一般に擬微分作用素）のスペクトル理

論は様々な文脈で調べられている：
• エルゴード理論への応用（[10]，[34]）：Anosov力学系の指数的混合性を示すために
Anosovベクトル場のスペクトル理論が用いられている．ただし，ここで用いられた
スペクトル理論は通常の L2空間のスペクトル理論とは少し異なるものである．

• 外向波のモデル（[3]，[5]）：近年 [5]にて，外向波のモデルとして 0階の非楕円型擬
微分作用素が現れる方程式が提唱された．その方程式の定性的な性質を調べるのに
擬微分作用素のスペクトル理論が有効である．

∗e-mail:ktaira@fc.ritsumei.ac.jp
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• 表現論におけるスペクトル理論（[18]）：対称空間G/Hを不連続部分群Γで割った局所
対称空間 Γ\G/Hを考える．自然に入る計量がRiemannianでない場合に Laplacian
のスペクトル理論を調べると，Riemannianである場合と比べて変わった性質を持
つことが知られている．実際 [18]において，ある局所対称空間に関して不連続部分
群 Γの変形に対して不変な L2固有値が無限個存在することが証明された．

1.2 数学的な問題
そこで多様体M 上の（擬）微分作用素 P のスペクトル論において自然に現れる，数学的
な問題を考えてみよう．ここで，P はL2空間L2(M)上の対称作用素である，つまり全て
の u,w ∈ C∞

c (M)に対して (u, Pw)L2(M) = (Pu,w)L2(M)が成り立つとする．
問題 1.1. (i) P はC∞

c (M)上本質的自己共役（§2の定義 2.3）になるか？つまり，P の自
己共役拡張は唯 1つに定まるか？
(ii) P の自己共役拡大のスペクトルはどのような構造をしているか？特に離散スペクトル，
連続スペクトルはいつ現れるか？
(iii) g をM 上の Lorentz計量，□g を Laplacianとするときにスペクトル理論を用いて
Feynaman propagatorが定義できるか？
定義していない用語などは次章以降で説明する．

1.3 困難
微分作用素 P が楕円型，特に Riemmann多様体上の Laplacian P = −∆g である場合に
は，問題 1.1の (i), (ii)はある程度簡単に調べられる．当然だが，より詳細なことを調べ
ようとすると楕円型の場合にも難しい部分は多々現れ，これに関して未解決な問題も多数
ある．しかし以下のような粗い情報は一般論を用いて比較的簡単に調べられる．
事実 1.2. (M, g)をRiemann多様体上とし，P = −∆gとする．
(i) (M, g)が測地的に完備（Hopf-Rinowの定理により測地距離に関して距離空間として
完備であることと同値）であればP はC∞

c (M)上本質的自己共役である（[11]）．特にM
が境界を持たないコンパクト多様体であれば，P はC∞

c (M)上本質的自己共役である．
(ii) Mが境界を持たないコンパクト多様体であれば，P の唯 1つの自己共役拡張は離散ス
ペクトルのみを持ち，その重複度は有限である（例えば [36, Theorem 14.7]を見よ）．一
方で (M, g)が Euclid空間や双曲空間である場合には，P のスペクトルは連続スペクトル
のみからなる．Euclid空間の場合にはスペクトルは [0,∞)になり，双曲空間の場合には n

を次元とすればスペクトルは [ (n−1)2

4
,∞)となる．

注意 1.3. (ii)の前半と似た主張として，Rn 内の滑らかな境界をもつ有界領域 Ω上の
Dirichlet (もしくはNeumann) Laplacianは離散スペクトルのみを持ちその重複度は有限
である，というものが知られている．例えば (0, 2π)上でDirichlet Laplacianを考えると
スペクトルは {n2}∞n=1となり，各固有値の重複度は 1である．
以下の例では，P はC∞

c (M)上本質的自己共役であるので，その唯 1つの自己共役拡
大のスペクトルについて考える．
例 1.4 (Euclid空間). Rn上の通常の Laplacian P = −∆ = −

∑n
j=1 ∂

2
xj
を考える．このと

き，フーリエ変換を通して P は掛け算作用素 |ξ|2とユニタリ同値であるので，P のスペ
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クトルは
[0,∞)

であって，連続的になる．一方で，P にL2-固有関数は存在しない．実際，ある z ∈ Cに
対して Pu = zuが成り立つような u ∈ L2(Rn)は定数関数 0しか存在しない．
例 1.5 (トーラス). n次元平坦トーラスTn = Rn/(2πZ)n上のLaplacianはRnの通常の座
標を用いて

P = −∆ = −
n∑

j=1

∂2xj

と書くことができる．トーラス上の関数がRn上の Zn不変な（つまり，周期的な）関数
と同一視できることを思い出すと，

um(x) :=
1

(2π)
n
2

eim·x (m ∈ Zn)

は P の固有値 |m|2に対する固有関数になることが簡単に証明できる．一方で，Parseval
の等式からこれらはL2(Tn)の正規直交基底になることがわかるので，P のスペクトルは

{|m|2 | m ∈ Zn}

から成り，離散的かつ重複度が有限である．
例 1.6 (球面). n − 1次元球面 Sn−1 := {x ∈ Rn | |x| = 1}に Rnから誘導された自然な
Riemann計量 gを入れ，対応する Laplacian P = −∆gを考える．（例えば，n = 3のとき
は x = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)（0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π）という座標を導入すると，
この座標に関して

P = − 1

sin θ
∂θ (sin θ∂θ)−

1

sin2 θ
∂2φ

と書ける．）このとき，P の固有値は
{k(n+ k − 2) | k ∈ Z≥0}

という離散的な値をとり，重複度は有限である．更に対応する固有関数は球面調和関数か
ら成る．
一方で，P が楕円型でない場合には本質的自己共役性に関する主張 (i)すら高度に非自

明な問題である．実際，事実 1.2の (i)や (ii)の前半の主張の証明は P の以下の楕円型正
則性に強く依存する：M を境界を持たないコンパクト多様体でH2(M)を 2階の Sobolev
空間とすると，

u ∈ L2(M) かつ Pu ∈ L2(M) ⇒ u ∈ H2(M).

他にも自己共役性の理論，スペクトル理論の多くは楕円性（関数解析の言葉を使えば正値
性）に基づいており，これらの理論を P が楕円型でない場合に適用することはできない．
そこで楕円型でない作用素に対して問題 1.1を調べるには，新しい手法の開発が必要

になる．次章以降で，これらの問題についての詳細，近年の進展及び著者により得られた
結果について解説する．
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2 本質的自己共役性
この章では，（擬）微分作用素の本質的自己共役性の問題 1.1(i)について考えていく．

2.1 本質的自己共役性の定義
まず，線形作用素の本質的自己共役性や関連する概念について復習する．詳しくはReed-
Simonの本 [25]の I巻第 8章を見よ．
まず，Hを複素Hilbert空間として，その上の内積を (, )と表す．P がH上の線形作

用素であるとは，Hの線形部分空間D(P )があって，P : D(P ) → Hが線形写像となるこ
とであった．D(P )をP の定義域といい，D(P )がHで稠密であるとき，P は稠密に定義
された（線形）作用素であるという．更に，P が稠密に定義された作用素であるとき，P
の共役作用素と呼ばれる線形作用素 P ∗を以下のように定義する：まず，P ∗の定義域を

D(P ∗) = {u ∈ H | ∃w ∈ H s.t. ∀v ∈ D(P ), (u, Pv) = (w, v)}
で定める．そこで，u ∈ D(P ∗)に対してP ∗u = w（wはD(P ∗)の定義に現れるHの元）と
定義する．更に，線形作用素P1, P2に対して，P2がP1の拡大であるとは，D(P1) ⊂ D(P2)
が成り立ちかつ u ∈ D(P1)に対して P1u = P2uが成り立つことをいう．
定義 2.1 (対称作用素). P を稠密に定義された作用素とする．P が対称作用素であるとは，
P ∗が P の拡大になっていることをいう．このとき特に，全ての u,w ∈ D(P )に対して

(u, Pw) = (Pu,w)

が成り立つ．
Hが有限次元であれば，対称作用素 P はあるユニタリ行列Uを用いて対角化できる，

別の言い方をすれば P の固有ベクトルからなるHの正規直交基底 u1, . . . , unと対応する
固有値 λ1, . . . , λnが存在して UPU−1 = diag(λ1, . . . , λn)と書ける．つまり，Hを P の固
有ベクトルを用いて分解（スペクトル分解）できるのである．
しかしHが無限次元である場合には，P が対称であるというだけでスペクトル分解で

きるとは限らない．そこで，ある種の完全性の条件を課した自己共役作用素を定義しよう．
定義 2.2 (自己共役作用素). 対称作用素 P が自己共役であるとは，D(P ) = D(P ∗)が成
り立つことをいう．
このとき，有限次元の場合の自然な一般化として，自己共役作用素P はスペクトル分

解できることが知られている（[25, Theorem VIII.5]）．ただし連続スペクトルが現れるこ
ともあり，定式化が複雑になるのでここでは詳しく述べない．
実際に微分作用素等を扱う際には，より小さな定義域で作用素を考え，その拡張とし

ての自己共役作用素を扱う方が便利なことが多い．そこで，以下のような定義を導入する．
定義 2.3 (本質的自己共役性). 対称作用素 P は，自己共役になるような P の拡大が唯 1
つであるとき本質的自己共役であるという．
注意 2.4. これは P の作用素としての閉包が自己共役になることと同値である．
更に本質的自己共役性の特徴づけとして，以下の定理が知られている．

定理 2.5. [25, Corollary after Theorem XIII.3] P を対称作用素とする．このとき，P が
本質的自己共役であることと

Ker (P ∗ ± i) = {0}
となることは同値である．
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2.2 微分作用素の本質的自己共役性
前節では，本質的自己共役性の抽象的な定義について述べたので，この節では微分作用素
という具体的な対象に対して本質的自己共役性の意味を考えてみる．結論を端的に言え
ば，微分作用素が本質的自己共役になるのは P にとっての「境界」が現れないことに相
当する．

P を多様体M 上の（関数に作用する）微分作用素とする．（あるいは密度関数 dµを 1
つ固定して）Hilibert空間をH = L2(M)と定める．P はC∞

c (M)上対称である，つまり
(u, Pv)L2(M) = (Pu, v)L2(M)

が全ての u, v ∈ C∞
c (M)に対して成り立つと仮定する．例えば，L2(M)をRiemann計量 g

から誘導されたL2空間とし，対応する LaplacianP = −∆gを考えるとGaussの発散定理
から P はC∞

c (M)上対称になる．これ以降，微分作用素 P が本質的自己共役であるとは，
C∞

c (M)を定義域とみて本質的自己共役であることとする．更に，M がRnの開集合であ
るときには言及しない限り，L2(M)は Lebesgue測度から誘導された通常の L2空間を考
えることとする．Riemann計量やLorentz計量を考えているときには，密度関数は計量か
ら誘導されたもののみ扱う．更に計量 gに対し，∆g あるいは□g は局所座標 xを用いて√

| det g|−1 ∑n
i,j=1 ∂xi

(
√

| det g|gij∂xj
)で与えられる微分作用素とする．計量がRiemmann

計量である場合には∆gで表し，そうでない場合には□gで表す場合が多い．
まず，本質的自己共役であるような微分作用素の例を与えよう．

例 2.6. (i) M = Rnとし，V (x)を有界実数値関数として，P = −∆+ V (x)は本質的自己
共役である．ただし，V (x)は掛け算作用素とみなす．
(ii) M = Rnとすると，P = −∆ + |x|2は本質的自己共役である．これを調和振動子の
Schrödinger作用素と呼ぶ．
(iii) c ∈ R，n ≥ 3かつM = Rnとし，P = −∆+ c/|x|とおくと P は本質的自己共役で
ある．c/|x|をCoulombポテンシャルという．
(iv) M = Hn := {x ∈ Rn | xn > 0}，g = (dx21 + . . . + dx2n)/x

2
nとおいて，Riemann多

様体 (M, g)を双曲空間という．双曲空間上は測地的に完備であるため，事実 1.2からその
Laplacianは本質的自己共役である．より一般に，Riemann対称空間上の Laplacianは本
質的自己共役である．
自己共役作用素の定義や本質的自己共役性の判定条件（定理 2.5）を思い出すと，本質

的自己共役性を判定するには，定義域をC∞
c (M)とした線形作用素P の共役作用素P ∗に

ついて調べることが重要であることがわかる．しかし P ∗の定義は抽象的かつ直感的にわ
かりにくいので，P ∗の定義域を超関数の理論を用いて書き直そう．

D′(M)をM 上の Schwartz超関数全体の集合とし，L2(M)を定義した密度関数 dµに
関して C∞

c (M)に反線形写像として作用しているとする．つまり，u ∈ L2(M)を超関数
D′(M)の要素としてみなすとき，φ ∈ C∞

c (M)への作用 (u, φ)は (u, φ) := (u, φ)L2(M)で
与えられ，一般的なD′(M)の元の作用はこの自然な拡張であるとする．このとき，微分
作用素 P のD′(M)への作用を

(Pu, φ) := (u, Pφ) u ∈ D′(M), φ ∈ C∞
c (M)

と定める．
補題 2.7. u ∈ L2(M)とする．このとき，u ∈ D(P ∗)であることと超関数の意味で Pu ∈
L2(M)が成り立つことは同値である．特に，Ker (P ∗± i) = {0}であることと (P ± i)u = 0
を満たす超関数解 u ∈ D′(M)が定数関数 0のみであることは同値である．
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証明. 今，定義域はD(P ) = C∞
c (M)を考えていることを思い出そう．定義からu ∈ D(P ∗)

であることと，あるw ∈ L2(M)が存在して全ての v ∈ C∞
c (M)に対して

(u, Pv)L2(M) = (w, v)L2(M) (2.1)

が成り立つことは同値である．P の超関数への作用の定義を思い出すと，(u, Pv)L2(M) =
(u, Pv) = (Pu, v)であるため，等式 (2.1)は

(Pu, v) = (w, v)

が成り立つことと同値である．これは超関数の意味でPu = wが成り立つことを意味して
おり，w ∈ L2(M)だったので Pu ∈ L2(M)が従う．
逆にPu ∈ L2(M)であれば，再びP の超関数への作用の定義から (u, Pv) = (Pu, v)が

全ての v ∈ C∞
c (M)について成り立つ．そこでw := Pu ∈ L2(M)とおけば，これは (2.1)

を意味しているので u ∈ D(P ∗)が成り立つことがわかる．

この補題からもしP が本質的自己共役であると仮定すると，超関数の意味でPu, Pv ∈
L2(M)を満たす全ての u, v ∈ L2(M)に対して

(u, Pv)L2(M) = (Pu, v)L2(M) (2.2)

が成り立つことがわかる．そこで，微積分学の基本定理あるいはGreenの定理を思い出
せば本質的自己共役でない例は簡単に見つけることができる．例えば区間M = (0, 1)上
で微分作用素P = −i∂xを考えると，微積分学の基本定理から境界項が現れ，その影響で
(2.2)を満たさないような関数 u, v ∈ D(P ∗)の例は簡単に作れる（例えば u(x) = xかつ
v(x) = 1とおけばよい）．つまり境界値があるような空間で微分作用素を考えると，境界
条件項が現れる関係で本質的自己共役性が崩れるのである：
例 2.8. M ⊂ Rnを滑らかな境界を持つような有界領域とする．このとき，P = −∆は本
質的自己共役ではない．実際，(2.2)を満たさないような関数 u, v ∈ D(P ∗)の例は沢山作
ることができる．また，P がDirichlet Laplacian及びNeumann Laplacianという相異な
る自己共役拡大を少なくとも 2つ持つことからも，本質的自己共役でないことが証明で
きる．

Rnのような多様体は境界を持たないが，考える計量によってはRnの無限遠点が境界
のような役割を果たすことがある．例えば (0, 1)とRが微分同相であることを用いて，R
に (0, 1)のEuclid計量から誘導された計量を入れると，対応する Laplacianが本質的自己
共役でないことが例 2.8から分かる．このことから，微分作用素P にとっての「境界」と
は多様体M のみで決まるわけではなく，P とM の組み合わせ，あるいは P のM 全体の
大域的な挙動によって決まることがわかる．
最後に，少し変わった例を紹介しよう．

例 2.9. Rnから 1点を除いた多様体M := Rn \ {0}と通常のEuclid計量を考える．このと
き，Laplacian P = −∆はC∞

c (M)上本質的自己共役であることはn ≥ 4と同値である [25,
after Theorem X.11]．これは事実 1.2と矛盾しない．実際，Rn上で原点を通る直線（測地
線）はM 上完備な測地線にならない．あるいは，M 内の閉集合 {x ∈ Rn \ {0} | |x| ≤ 1}
がコンパクトにならないことから，距離空間として完備でないことがわかる．特に n ≤ 3
の場合を考えると，「測地的に完備であれば Laplacianは本質的自己共役である」という主
張は正しいが，その逆は正しくないことがわかる．
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2.3 楕円型でない微分作用素
事実1.2で見たように，境界がないコンパクトRiemann多様体上のLaplacianは本質的自己
共役になる．この事実は微分作用素が楕円型でない場合，例えばRiemann計量をLorentz
計量に変えた場合にも成り立つか，と考えるのは自然である．以下の例にあるように，こ
れは全く正しくない．
例 2.10. [4, 33] 1次元トーラス T上の作用素 P = −∂x(sin x∂x)を考える．このとき，P
は本質的自己共役ではない．
例 2.11. [33, §1] 2次元トーラスT2上の Lorentz計量を g = 2dx1dx2 + (sin x1)dx

2
2と定義

する．このとき，LaplacianはP = −□g = ∂x1(sin x1∂x1)− 2∂x1∂x2となる．すると，P は
本質的自己共役ではない．これは例 2.10の場合の非本質自己共役性を用いれば直ちに証
明できる．
それどころか最近になって，2次元トーラスT2では Laplacianが本質的自己共役にな

るような Lorentz計量は非常に少ないことが証明された：
例 2.12. [4] 2次元トーラスT2上の genericな Lorentz計量に対して，対応する Laplacian
は本質的自己共役ではない．
では楕円型でない場合に，本質的自己共役性の障害となるものは何だろうか．楕円型

作用素とそうでない作用素の最も大きな違いは，作用素の持つ正則性（関数の微分可能性
を上げる性質）である．正則性とは例えば，以下のいずれか性質を指す：

• ある ε > 0があってD(P ∗) ⊂ Hε(M)あるいはD(P ∗) ⊂ Hε
loc(M)が成り立つこと．

ただし，Hε(M)は Sobolev空間であり，ε > 0が大きければ大きいほど P の持つ正
則性は高いと考える；

• ある λ ∈ Cと ε > 0に対して，u ∈ L2(M)が超関数の意味で Pu = λuを満たせば
u ∈ Hε(M)，あるいはHε

loc(M)が成り立つこと．
例 2.10の作用素 P = −∂x(sin x∂x)について言えば，これは x = 0, πで楕円型ではな

い．これらの点の周りの正則性の欠如から前節の最後に述べた「境界」を生み，それがP
の本質的自己共役性を崩すのである．
例 2.13. 再び 1次元トーラスT上の作用素 P = −∂x(sin x∂x)を考える．このとき，全て
の δ > 0に対してD(P ∗) ⊂ H

1
2
−δ(T)が成り立つ [33, §6.2]が，D(P ∗) \H 1

2 (T) ̸= ∅である
（0 < x < πで 1であり，それ以外で 0になる関数を考えればよい）．つまり，1

2
階以上の

正則性は期待できない．[33]では，u ∈ D(P ∗) \H 1
2 (T)となるような関数の存在を用いて

（厳密には，この条件だけでは不十分である）P が本質的自己共役にならないことを証明
している．
正則性の欠如が必ずしも本質的自己共役性を崩すとは限らない（後の注意 2.16）が，

これらの間には非常に深い関係性がある．特に逆の関係，つまり P にある程度正則性が
あれば本質的自己共役性である，という主張は正しい：
補題 2.14. (i) M = Rnとし，P を係数の 1階までの導関数が有界である対称な 2階の微
分作用素とする．もしD(P ∗) ⊂ H1(Rn)が成り立てば P は本質的自己共役である．ただ
し，H1(Rn)は 1階の Sobolev空間を表す．
(ii) M はコンパクトで境界を持たない多様体とし，P を対称な 2階の微分作用素とする．
もしD(P ∗) ⊂ H1(M)が成り立てば P は本質的自己共役である．ただし，H1(M)は 1階
の Sobolev空間を表す．
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注意 2.15. 実用上は，「超関数の意味で Pu ± u = 0を満たす u ∈ L2(Rn)に関して u ∈
H1(Rn)が成り立つ」というより弱い主張を証明すれば十分であり，この手の主張の方が
使いやすいことが多い（[22, 23, 24]）．この補題は正則性が本質的自己共役性を保証する，
ということを説明するために便宜的に導入したものである．
注意 2.16. これは正則性から本質的自己共役性が言える，という趣旨の補題だが，この
逆は言えない．つまり，本質的自己共役だが正則性が成り立たないような微分作用素は
存在する．例えば 2次元トーラスT2上 d’AlembertianP = ∂2x1

− ∂2x2
を考えると，Fourier

展開定理を用いれば P が本質的自己共役であることは簡単に証明できる．一方，an =
(1+ |n|)− 1

2 (1+ log(1+ |n|))−1かつ u(x) =
∑∞

n=−∞ ane
i(x1−x2)nとおく．すると u ∈ L2(T2)

かつ Pu = 0 ∈ L2(T2)であるが，どんな ε > 0に対しても u /∈ Hε(T2)となる．
証明. 記号を簡単にするため，M = Rかつ 1階までの導関数が有界である実数値関数 a
を用いて P = −∂x(a(x)∂x)と書ける場合にのみ証明する．それ以外の場合も同様に証明
できる．

u, v ∈ D(P ∗)とする，つまり u, v ∈ L2(R)かつPu, Pv ∈ L2(R)が成り立つとする．こ
のとき，(u, Pv) = (Pu, v)が成り立つことを証明しよう．χ ∈ C∞

c (R; [0, 1])を χ(x) = 1
（|x| ≤ 1）かつ χ(x) = 0（|x| ≥ 2）が成り立つようにとり，χR(x) = χ(x/R)とおく．
Lebesgueの収束定理と微積分学の基本定理（あるいはGreenの定理）から，全てのR > 0
に対して

(u, Pv)− (u, Pv) = lim
R→∞

((u, χRPv)− (Pu, χRv)) = lim
R→∞

(u, [P, χR]v)

が成り立つ．ただし，[A,B] = AB−BAである．また，[P, χR] = −aχ′
R∂x− a′χ′

R − aχ′′
R，

supp χR ⊂ {R ≤ |x| ≤ 2R}，a, a′が有界であることを用いると，ある定数C > 0が存在
して

|(u, [P, χR]v)| ≤
∫
R≤|x|≤R

|u(x)| (|v(x)|+ |v′(x)|) dx

が従う．よって，Hölderの不等式と u ∈ L2(R), v ∈ H1(R)を用いれば R → ∞として
(u, Pv) = (Pu, v)が証明できる．
今，定理 2.5を用いて P の本質的自己共役性を証明する．u ∈ Ker (P ∗ ± i)とすると，

前半に示したことから (Pu, u) = (u, Pu)なので i∥u∥2 = (iu, u) = ∓(Pu, u) = ∓(u, Pu) =
∓(u,±iu) = −i∥u∥2となって，u = 0が従う．定理 2.5より P は本質的自己共役である．

この補題と楕円型正則性を使うと，多くの楕円型作用素の本質的自己共役性が簡単に
証明できる．より詳しくいうと，（一様）楕円型作用素については u ∈ D(P ∗) ⇒ u ∈ H2

というより正則性定理が成り立つので以下の系が従う．
系 2.17. (i)　M = Rnとし，P を係数の 1階までの導関数が有界である対称な 2階の一
様楕円型微分作用素とする．このとき，P は本質的自己共役である．
(ii) (M, g)はコンパクトで境界を持たないRiemann多様体とし，P = −∆gを Laplacian
とする．このとき，P は本質的自己共役である．
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2.4 微分作用素の正則性と本質的自己共役性
前にも述べたように，一般的に楕円型でない微分作用素の正則性を期待することはできな
い．特に局所正則性（u, Pu ∈ Lk

locなら u ∈ Hk+ε
loc となる ε > 0が存在すること）が期待で

きないことは以下のように簡単な例から分かる．
例 2.18. R2 = Rt × Rx上の微分作用素 P = ∂2t − ∂2xを考える．このとき，f ∈ D′(R)と
すると u(t, x) = f(t− x)はPu = 0を満たす．特に f ∈ L2

loca(R) \Hδ
loc(R)（ただし δ > 0）

となる関数 f をとれば u, Pu ∈ L2
loc(R2)かつ u /∈ Hδ(R2)が成り立つ．これはHugyensの

原理，あるいは特異性伝播定理によってより一般的に証明できる事実である．
一方でより大域的な条件を課した場合にはある種の正則性が期待できる場合がある．

例 2.19. 1つ前の例と同様に R2 = Rt × Rx上の微分作用素 P = ∂2t − ∂2xを考える．更
に，超関数 uは Pu = 0を満たしかつ大域的に 2乗可積分，つまり u ∈ L2(R2)が成り立
つと仮定する．このとき u = 0となる．特に uは滑らかな関数で u ∈ Hδ(R2)が全ての
δ > 0について成り立つ．少し技術的な話になるが簡単に証明を述べると以下のようにな
る．w = (1 +D2

t +D2
x)

−3/2uとおけばw ∈ H3(R2)なので tに関する level setに関してト
レースをとれば w ∈ C1(Rt;H

1(Rx))がわかる．さらに，Pw = 0も成り立つので波動方
程式に関するエネルギー保存則からw = 0がわかり，u = 0が証明される．
上記の 2の例を比べると両者ともPu = 0の解を考えているが，前者では u ∈ L2

loc(R2)
という局所的な条件しか課していないのに対して，後者では u ∈ L2(R2)という空間大域
的な条件を課していた．すると前者では正則性が期待できなかったのに対して，後者では
P の正則性が証明できた，と考えることができる．もちろんこれだけでは単に考察の域を
過ぎないが，実際に空間が無限遠点で十分に良い振る舞いをする場合には，ある種の楕円
型でない微分作用素の大域的正則性が期待でき，かつそれを本質的自己共役性の問題に応
用することができる．
定理 2.20. (i) gをRn上のLorentz計量であって，無限遠方でMinkowski空間に十分近いと
する．更に，定数でない光的測地線は全て無限遠方へ逃げていくとする（より正確な仮定に
ついては [31]を見よ）．このとき，全ての δ > 0に対してD(P ∗) ⊂ (1+ |x|2)1/4+δH

1
2 (Rn)，

特にD(P ∗) ⊂ H
1
2
loc(Rn)が成り立つ（[31, Proposition 3.2]）．更に，Sobolev指数 1/2は最

良である（[32, Theorem 1.3]）．
(ii) (i)と同じ仮定の下で，u ∈ L2(Rn)と z ∈ C \ Rが Pu = zuを満たせば全ての δ > 0

に対して u ∈ (1 + |x|2)δ/2H 1
2 (Rn)が成り立つ（[22]）．

(iii) Sをコンパクトで境界のない多様体とし，gをM = R × S上の Lorentz計量であっ
て，無限遠方で静的であるとする．更に，定数でない光的測地線は全て無限遠方へ逃げ
ていくとする．u ∈ L2(M)と z ∈ C \ Rが Pu = zuを満たせば全ての δ > 0に対して
u ∈ (1 + |t|2)−1/2H1(M)が成り立つ（[23, §2.7]）．但し，tはM = R× SにおけるRの
変数である．
この定理の (ii), (iii)と補題 2.14と似た議論（[22, §3]，[23, Lemma 2.1]）を用いると，

以上の設定で P が本質的自己共役であることがわかる．
系 2.21. (i) 定理 2.20(i)の仮定の下で，Laplacian P = −□g は本質的自己共役である．
（[22]，[24]，[35]）．
(ii) 定理 2.20(iii)の仮定の下で，Laplacian P = −□gは本質的自己共役である（[23]）．
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3 今後の課題
本質的自己共役性について，今後考えるべき課題についていくつか列挙する．
課題 3.1. (i) コンパクトで境界がない Lorentz多様体上において，測地完備性と□gの本
質的自己共役性の関係性について調べよ（Colin de Verdière-Bihanによる予想）．
(ii) 2次元トーラスT2上 d’Alembertian P = ∂2x1

− ∂2x2
を考えると，注意 2.16で述べたよ

うにD(P ∗) ⊂ Hε(T2)を満たす ε > 0は存在しないが，P は本質的自己共役である．この
事実を説明できるような，より一般的な理論を見つけよ．例えば，境界のないコンパクト
Riemann多様体 (M1, g1), (M2, g2)に対して，Mは積多様体M =M1×M2であると仮定す
る．Mの計量を g = g1−g2で導入すると，対応するLaplacianはP = −□g = −∆g1 +∆g2

と書ける．このとき，Pが本質的自己共役になることはNelsonの交換子定理（[25, Theorem
X.36]），あるいは∆g2に関するスペクトル分解定理を用いて比較的簡単に証明できる．こ
れは些か簡単すぎるので，より広範な作用素について本質的自己共役性を保証するような
理論を考えよ．
(iii) 非コンパクトな Lorentz多様体上において，無限遠点の構造と□gの本質的自己共役
性の関係性について調べよ．無限遠点の構造の違いが作用素□gの大域的性質にどのよう
な違いをもたらすか？無限遠点の構造がMinkowski空間や静的とは異なるような場合にも
本質的自己共役性が言えるか？

4 スペクトルの構造
楕円型でないような微分作用素のスペクトルについては，未知の部分が多い．特にRiemann
多様体上の Laplacianの場合のように，コンパクトで境界が多様体の上ならば重複度有限
の離散スペクトルのみもつ，というような一般性のある定理は知られていないように思え
る．しかし簡単な多様体上に限ってみれば，しばしば具体計算でスペクトルを求めること
ができる．そこでいくつかの例に限ってスペクトルの構造について解説する．
この章では 4.5節以外では本質的自己共役になるような微分作用素 P を扱い，そのス

ペクトルとはP のただ 1つの自己共役作用素のスペクトルを指すことにする．一応スペク
トルの定義を復習すると，Hilbert空間H上の自己共役作用素P のスペクトルとは，Rの
部分集合であって P − λが定義域からHへの全単謝にならないような λ全体を表す．さ
らに λ ∈ Rが P の固有値であるとは，Pu = λuとなる u ∈ H \ {0}が存在することをい
う．このような uを固有ベクトル，あるいは固有関数という．

4.1 Minkowski空間
Minkowski空間 (R×Rn, g0)，g0 := −dt2+dx21+. . .+dx2n（(t, x) ∈ Rn+1）上のLaplacianは

P := ∂2t −
n∑

j=1

∂2xj

である．フーリエ変換を通してP はRn上の掛け算作用素−τ 2 + |ξ|2（(τ, ξ) ∈ R×Rn−1）
とユニタリ同値である．これを用いると P は本質的自己共役であり，かつそのスペクト
ルは連続であってRと一致することがわかる．
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4.2 平坦トーラス
トーラス Tn1+n2 = Rn1 × Rn2/((2πZ)n1 × (2πZ)n2)上に非退化な定数係数計量

g = −dt21 − . . .− dt2n1
+ dx21 + . . .+ dx2n2

を入れた擬Riemann多様体 (Tn1+n2 , g)を考えよう．ただし，ここでは n1, n2 ≥ 1の場合
を考える．このとき，対応する Laplacian

P =

n1∑
j=1

∂2tj −
n2∑
k=1

∂2xk

のスペクトルは離散的になり，

{|m1|2 − |m2|2 | m1 ∈ Zn1 , m2 ∈ Zn2}

となることが確かめられる（Fourier級数展開を用いれば容易に確かめられる）．しかし，
この場合は 0が重複度無限の固有値になっており，Riemmann多様体の場合（事実 1.2）と
はスペクトルの構造が異なる．
更に，上の計量を 1方向に無理数回転させると，Laplacianのスペクトルは大幅に変わ

る．簡単のため n1 = 1かつ n2 = 2の場合を考えよう．α > 0として，Lorentz計量 gαを

gα = −dt2 + dx21 + α−2dx22

と定義して Pα := −□gα = ∂2t − ∂2x1
− α2∂2x2

とおくと，Pαの固有値全体の集合は

{−m2
1 +m2

2 + α2m2
3 | (m1,m2,m3) ∈ Z3}

になり，Pαのスペクトルはその閉包になることが知られている．α2が無理数のとき，こ
の固有値全体の集合はRで稠密であり，従ってそのスペクトルはRと一致することが知
られている．固有値全体の集合の稠密性は n1 + n2 ≥ 3のときにも一般化できる．これ
はOppenheim予想と呼ばれており，Margulisにより 1987年に一般的な形で解決された．
詳しくは [20, §5]の参考文献を見よ．また，固有値全体の集合がRで稠密になるような作
用素は他にも，長距離型 Schrödinger作用素の散乱行列（[21]）や磁場 Schrödinger作用素
（[6, §6.2]，Miller-Simonの例）などがある．

一方，トーラスが 2次元である場合にはスペクトルの構造は大きく異なる：α > 0に対
してT×T上の計量を gα = −dt2 +α−2dx2と定める．このとき，Pα = −□gα = ∂2t −α2∂2x
のスペクトルは閉包 {−m2

1 + α2m2
2 | m1,m2 ∈ Z}になるが，αの数論的性質に依存してこ

の分布は大きく変わることが知られている．
例 4.1. (i) 例としてαが 2次代数的数（整数係数の 2次多項式の零点になっているような
有理数でない実数のこと，例えば√

2,
√
3, (

√
5 + 1)/2などは 2次代数的数で 3

√
2は 2次

代数的数でない）の場合を考える．このとき Liouvilleの定理によりある定数 c > 0が存
在して，全ての整数m1 > 0,m2 ≥ 0に対し，|α −m2/m1| ≥ c/m2

1が成り立つ．よって，
m1,m2 ∈ Z \ {0}であれば | −m2

1 + α2m2
2| = m2

2|(α − |m1|/|m2|)(α + |m1|/|m2|)| ≥ c|α|
が言える．特に，Pαのスペクトルは 0を集積点に持たないので特にRにならない．α2が
整数になる場合には {−m2

1 + α2m2
2}が整数の部分集合になるのでこれは当たり前である．

(ii) α > 0はLiouville数とする，つまり全ての整数n ≥ 1に対して |α− kn
mn

| < 1/mn
nを満た

すような異なる整数の組 (kn,mn)（ただしkn ≥ 1,mn ≥ 2）が存在すると仮定する．このと
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き，このときPαのスペクトルは 0を集積点に持つ．実際，kn ≥ 2より |α−kn/mn| < 1で
あって，特に |kn/mn| ≤ (1+|α|)が成り立つ．従って，|−k2n+α2m2

n| = m2
n|α− kn

mn
||α+ kn

mn
| <

(1 + 2|α|)m2−n
n ≤ (1 + 2|α|)22−n → 0（n → ∞）となる．Liouville数の具体例としては，

例えば α =
∑∞

j=1 1/10
j!が挙げられる（mn = 10n!かつ kn = 10n!

∑n
j=1 1/10

j!とおけば
よい）．
これらの例で用いた議論は有名なもので最初に誰が思いついたのか筆者は知らないが，

筆者自身は筑波大学の坂本龍太郎氏に教えてもらった．
平坦トーラス上のスペクトル理論に関連する興味深い問題をいくつか挙げてもみよう．

もしかしたら，以下のいずれかの問題のうちで既に解かれているものがあるかもしれない．
課題 4.2. (i) 2次元の場合に，αの数論的性質に応じて Pαのスペクトルの分布はどう変
わるか，詳しく調べよ．
(ii) 3次元以上の場合に，Pαの固有値全体の集合のより詳しい形は分かるか？つまり，固
有値全体の集合が稠密である，という以上のことは分かるか？それはαのどのような数論
的性質と関係するか？
(iii) 例えば 2次元の場合に，各スペクトルに対する固有空間を考えると，α2が有理数の
ときには固有関数は滑らかとは限らない（注意 2.15）が，α2が無理数の時には固有関数
は全て滑らかになることがわかる（固有空間の次元が有限になり，固有関数は全て指数関
数の有限線形和で書けるため）．つまり，α2が無理数のときには Pαはある種の正則性を
持つと考えられる．これについて更なる考察を行え．実はD(P ∗

α) ⊂ Hε(T2)が成り立つよ
うな ε > 0は存在しない．注意 4.3でこの事実の特別な場合を証明する．この作用素の族
以外にも，似たような正則性を持つ微分作用素はあるか？
注意 4.3. (iii)で述べた事実を特別な場合に示す：Liouville数 α =

∑∞
j=1 1/10

j!に対して
D(P ∗

α) ⊂ Hε(T2)がどんな ε > 0に対しても成り立たないことを示そう．mn = 10n!か
つ kn = 10n!

∑n
j=1 1/10

j!とおくと |α − kn/mn| < 1/mn
nが成り立つことを思い出す．今，

数列 fn = (1 + n)−1とおけば {fn}n≥1 ∈ ℓ2(N) \ (1 + k2n + m2
n)

−ε/2ℓ2(N)となる．．そこ
で，an = fn/(| − k2n +m2

nα
2| + 1)とおくと |an| ≥ |fn|/(1 + 2|α|)となるので {an}n≥1 ∈

ℓ2(N) \ (1 + k2n +m2
n)

−ε/2ℓ2(N)がわかる．u(x) = ∑∞
n=1 ane

iknt+imnxとおけば，n ̸= n′な
らば kn ̸= kn′ かつmn ̸= mn′ なので，直交性から ∥u∥2L2(T2) = (2π)2

∑∞
n=1 |an|2 < ∞かつ

∥u∥2Hε(T2) = (2π)2
∑∞

n=1(1 + k2n +m2
n)

ε|an|2 = ∞である．同様にして，Pu ∈ L2(T2)を示
すことができる．つまり，u ∈ D(P ∗) \Hε(T2)である．

4.3 de-Sitter 空間
n ≥ 2として，積多様体M = R× Sn−1に Lorentz計量

g = dt2 − (cosh2 t)gSn−1 , (t, ω) ∈ R× Sn−1

を入れた Lorentz多様体 (M, g)を n次元 de-Sitter空間という．ただし，gSn−1 は Rn の
Euclid計量から誘導された自然な計量を表す．de-Sitter空間は断面曲率が至るところ 1に
なるようなLorentz多様体であるため，Riemann多様体における単位球面のように非常に
基本的な Lorentz多様体である．

Laplacian P = −□gはL2(M, (cosh t)n−1dtdω)（dωは Sn−1の体積要素）の内積に関し
て対称になるが，本質的自己共役になることが知られている（[28, §3]）．更に，P のスペ
クトルは

(−∞,−(n− 1)2

4
] ∪ {j(j + n− 1) | j = 0, 1, 2, . . .} (4.1)
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という連続部分と離散部分の和集合からなる（離散スペクトルの計算についてはStrichartz
の論文 [28, §3]を見よ）．量子古典対応を考えると，de-Sitter空間の時間的測地線は散乱
する（軌道がコンパクトでない）のでこれが連続スペクトルに対応し，空間的測地線は周
期軌道になるのでこれが離散スペクトルに対応する，という直感的な説明ができる．筆者
はP のスペクトルが (4.1)と一致することが明確に記述された文献を知らないが，これは
ある程度初等的に証明できるのでその概略を記述する．
(4.1)の証明の概略. Sn−1方向をスペクトル分解すると，P は 1次元 Schrödinger作用素の
（Hilbert空間としての）直和とユニタリ同値であることがわかる：U を (cosh t)−

n−1
2 を掛

けるという掛け算作用素とすると，U はL2(M,dtdω)からL2(M, (cosh t)n−1dtdω)へのユ
ニタリ作用素になる．そこで，U−1PUを計算すると，U−1PU = ∂2t −

(n−1)2

4
+ (n−1)(n−3)

4 cosh2 t
−

1
cosh2 t

∆Sn−1 となる．ここで，n − 1次元球面の Laplacianの固有値が k(k + n − 2)（k =
0, 1, 2, . . .）となることを思い出せば，U−1PU は−∆Sn−1を固有値 k(k + n− 2)に置き換
えた作用素 Pk := ∂2t −

(n−1)2

4
+ (n−1)(n−3)

4 cosh2 t
+ k(k+n−2)

cosh2 t
の k = 0, 1, 2, . . .（とその重複度）に

関する直和になる．Pkは Pöschl-Teller’s potentialを持つ 1次元 Schrödinger作用素とし
て知られており，そのスペクトルは例えば [15, Lemma A.2]で計算されている．

P はPkの直和で書けているので，Pkのスペクトルの計算結果と [25, Theorem XIII.85
(d)]を用いると P のスペクトルが (4.1)となることが示される．

次に，de-Sitter空間を不連続部分群 Γ（等長群の部分群であって de-Sitter空間に自由
かつ固有不連続に作用するような離散部分群）で割った局所対称空間について考えよう．
以下のCalabi-Markusの定理によれば，不連続部分群として現れる Γは有限群になる．
定理 4.4 (Calabi-Markus，[2]). n ≥ 3とし，(M, g)を n次元で連結かつ測地的に完備な
Lorentz多様体とする．もし断面曲率が至るところ 1であれば，Mは非コンパクトであり，
かつその基本群は有限である．
特に，M は de-Sitter空間を有限群で割った空間になることがわかる．この定理の主

張によれば，断面曲率が 1であるような場合にはLorentz多様体はRiemmann多様体の場
合と位相構造が大きく異なることがわかる．実際，断面曲率が至るところ 1であるような
（連結）Riemmann多様体は単位球面の離散部分群による商になり，特にコンパクト多様
体になる．また，Calabi-Markusの定理から，直ちに以下の事実が従う．
系 4.5. n ≥ 3とし，(N, h)を n次元で連結かつ測地的に完備な Lorentz多様体で，断面
曲率が至るところ 1であるとする．このとき，−□hは本質的は本質的自己共役であって，
σpp(−□h) ⊂ σpp(P ) = {j(j + n− 1) | j = 0, 1, 2, . . .}が成り立つ．ただし，σpp(P )はP の
L2固有値全体の集合である．
注意 4.6. P の固有関数であって，N の基本群の作用で不変なものが存在すれば対応する
P の固有値が−□hの固有値にもなることが証明できる，しかし一般にσpp(−□h) = σpp(P )
が成り立つかはわからない．実際，球面Sn−1のLaplacianの固有値全体の集合とそれをZ2

で割った実射影空間 RP n−1上の Laplacianの固有値全体の集合は一般に異なるので，多
様体を有限群で割った時に固有値の集合は変化し得る．

de-Sitter空間と対応する局所対称空間上のスペクトル理論に関していくつか関連する
問題を挙げる．局所対称空間については，不連続部分群Γが有限群になるので比較的調べ
やすいかもしれない．

57



課題 4.7. (i) 波動方程式Pu = λuの初期値問題の解の性質とP のスペクトルの性質がど
のように対応するのか調べよ．
(ii) Γ\M の連続スペクトルの構造はどうなるか？また，離散スペクトルの形状が具体的
に決定できるような Γの例を挙げよ．
(iii) de-Sitter空間の不連続部分群はどのような有限群が現れるか？また，Sunadaによる
等スペクトルになるような多様体の構成（[29]）は可能か？

4.4 anti de-Sitter空間
anti de-Sitter空間上の Laplacianについては近年表現論の文脈 [18]，[17]で詳しく調べ
られているので，ここでは手短に解説しよう．anti de-Sitter空間は Rn+1 の部分多様体
M = {x ∈ Rn+1 | x21+ . . .+x2n−1−x2n−x2n+1 = −1}に非退化計量 g0 = dx21+ . . .+dx

2
n−1−

dx2n − dx2n+1から誘導された Lorentz計量 gを入れて Lorentz多様体と見做したものであ
り，n ≥ 3であれば連結で完備かつ断面曲率が至る所−1になる．M はRn−1 × S1と微分
同相であって，3次元の場合には SL(2,R)や SU(1, 1)とも微分同相である．更に，gの
Rn−1の部分は双曲計量に対応するので，anti de-Sitter空間は概ね双曲空間を S1に沿って
重ねたもののようになっている．また，対応する Laplacianは本質的自己共役になり，de
Sitter空間のときと同様に固有値の値も具体的に計算できる（[28, §3]）．

anti de-Sitter空間を不連続部分群 Γで割った局所対称空間は，de-Sitter空間の場合と
比べて非常に多様な構造を持ち，コンパクトになるような場合もあり得る．またΓに関す
るある条件のもとで，Γの連続変形に関して不変な Γ\M 上の固有値の存在が知られてい
る．より正確な主張は [18, Theorem 1.1, Theorem 1.5]，3次元の場合の初等的な証明につ
いては [17]を見よ．局所対称空間上の Laplacianの本質的自己共役性は [19]においてスタ
ンダード（[19, §1.1]）な場合に証明された．

4.5 自己共役拡大のスペクトル
この節では，本質的自己共役でない場合に，その自己共役拡大のスペクトルの構造につい
て，著者の結果を中心にして知られている結果を述べる．
例 4.8. 以下の微分作用素P に関して，自己共役拡大は無限個存在し全ての自己共役拡大
のスペクトルは離散かつ重複度有限である：
(i) a < bとして開区間 (a, b)上の Laplacian P = −∂2x．
(ii) R上の Schrödinger作用素 P = −∂2x − (1 + |x|2)β（β > 1）．
(iii) 1次元トーラス T上の作用素 P = −∂x(sin x∂x)．
(i)は古典的な結果 [27, Corollary 15.15]であり，(ii)，(iii)の証明についてはそれぞれ [30]，
[33]を見よ．
この例から，(i), (ii), (iii)の作用素は見かけは全く異なるが，非常に似たスペクトルの

性質を持つことがわかる．(i)に関して直感的な説明をすれば，量子力学の基本的な原理
から有界な部分に留まる波のエネルギーは離散化しなければならないので，境界 x = a, b
での境界条件を課せば対応する固有値も離散化する，というものである．(ii)については
|x| = ∞，つまりRの無限遠点，(iii)についてはP の特異点 x = 0, πがそれぞれ境界のよ
うな役割を果たしていると考えられる．
また (i)についての証明は簡単で，Rellichの定理から（Pの極小定義域である）H2

0 ((a, b))
からL2((a, b))への埋め込みがコンパクトになり，常微分方程式の解の一意性から不足指
数（[25, §X.1]）が有限になるのでD(P ∗)から L2((a, b))の埋め込みもコンパクトになる，
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という事実から従う．詳しくは [30, Corollary 1.9]の証明を見よ．この議論から (ii), (iii)
についても，ある種の正則性（D(P ∗)からL2の埋め込みのコンパクト性）を証明すれば
十分であることがわかり，これは超局所解析を用いて正当化できる（[30, Proposition 5.2]，
[33, §6.2]）．
一方，同じ結果を多次元に拡張することができない．実際，(i)の例の自然な拡張とし

て，滑らかな境界を持つRnの有界領域Ω上の Laplacian P = −∆を考えると，重複度無
限のスペクトルを持つような自己共役拡大が存在することが知られている．更に多次元
の場合にはD(P ∗)の構造はかなり複雑であるため，その自己共役拡大の分類すら困難で，
筆者の知る限りこれも未解決である．
そこで，関連した問題について整理しよう．

課題 4.9. (1) 1次元の例 4.8において，スペクトルは離散かつ無限集合になるが，その漸
近挙動はどうなるか？（Weylの定理の一般化）(i)におけるDirichlet Laplacianの場合に，
下から j番目の固有値を λjとすると，#{j | λj ≤ R} ∼ cR

1
2（j → ∞，c > 0は定数）と

なるが，同じような漸近挙動が (i)の他の境界条件及び (ii), (iii)の場合に成り立つか？
(2) 例 4.8(iii)の多次元への自然な一般化を与えよ．
(3) 多次元の場合に例 4.8で挙げた微分作用素の自己共役拡大を分類せよ．また，(ii)と
(iii)の場合に，(i)におけるDirichlet Laplacian，Neumann Laplacian）のようなスペクト
ルが離散かつ重複度有限になるような自己共役拡大は存在するか？更にその幾何学的な意
味を与えよ．
(4) 多次元の多様体上において，本質的自己共役でないが全ての自己共役拡大のスペクト
ルが離散かつ重複度有限になるような微分作用素は存在するか？

4.6 その他の例
これらの他にも Saint-RaymondやColin de Verdierによる外向波の解析 [3]，[5]において，
興味深いスペクトルの構造をもつ擬微分作用素が研究されている．また，Nakamura[21]
による近年の長距離型 Schrödinger作用素の散乱行列の研究でも擬微分作用素のスペクト
ル理論について調べられている．更に近年，Bär-Strohmaier[1]によって境界を持つよう
な Lorentz多様体上のDirac作用素の指数定理が証明された．物理的には通常の指数定理
で扱われる楕円型のDirac作用素よりも Lorentz多様体上のDirac作用素の方が重要であ
るが，この場合には楕円性の欠如によって指数を定義するのに必要な Fredholm性の証明
が一般に困難であるため，近年までほとんど研究されていなかった．このように，近年に
おける非楕円型作用素のスペクトル理論は目覚ましい発展を遂げている．

5 場の量子論への応用
場の量子論における 1つの重要な問題は，m ≥ 0（mは質量を表す）としてKlein-Gorodon
方程式

(□g +m2)u = 0

の解の性質について調べることである．これは双曲型の方程式であって，初期データを与
えて解を探すCauchy問題については広く調べられている．一方で，場の量子論において
は□g +m

2のある物理的な性質を満たすGreen関数（逆作用素）を調べることが重要にな
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る．その中の 1つに Feynman propagatorと呼ばれるGreen関数があり，gがMinkowski
計量の場合には

lim
ε→0,ε>0

(−□g −m2 − iε)−1 (5.1)

の形で与えられ，その存在は Fourier変換と超関数の理論を用いて正当化することができ
る．しかし，gがMinkowski空間でない場合，つまり曲がった時空上においてはFeynman
propagatorの存在は特別な空間の場合を除いては知られていなかった．実際には 1970年台
のDuistermaatとHörmanderの仕事により（[9]）かなり広いクラスの時空上でFeynman
parametrixと呼ばれる準逆作用素の存在自体は知られていたが，Klein-Gordon作用素が
実際に逆作用素を持つかどうかは大域的な幾何構造に強く依存する非常に非自明な問題
である．近年になって，超局所解析や散乱理論についての進み，[7]，[8]，[12]，[13]，[14]
において，ある程度広いクラスの時空上においてFeynman propagatorの存在が証明され
た．しかしその定義は (5.1)によるものではなく，[9]により導入された別の物理的要請に
よるものであり，(5.1)によってFeynman propagatorを定義する試みはなされていなかっ
た．そのような状況を鑑みて， Derezińskiと Siemssen（[7]，[8]）は (5.1)を以下のように
して数学的に正当化する手法を提案した：
(i) □gの本質的自己共役性を示すことにより (−□g −m2 − iε)−1を L2空間上のレゾルベ
ント作用素と見なし，
(ii) L2空間に適当な重みをつけて極限 (5.1)の存在を示し，
(iii) この極限が [7]，[8]，[13]，[14]のいずれかで定義されたものと一致することを示す．
無限遠点で重力場が消えるような空間上においては，問題 (i)は §2.4で述べたように

[22]，[23]，[35]で解決し，(ii)については [35]において少し弱い意味で正当化された．そ
こで，[31]において (iii)まで含めた正当化を行った：
定理 5.1. [31] gをRn上のLorentz計量であって，無限遠方でMinkowski空間に十分近いと
する．更に，定数でない光的測地線は全て無限遠方へ逃げていくとする．このとき，ある離
散的な点を除いたm > 0に対して極限 (5.1)は (1+ |x|)− 1

2
−εL2(Rn)から (1+ |x|) 1

2
+εL2(Rn)

への作用素ノルムの意味で収束し，それは [13]，[14]で定義された Feynman propagator
と一致する．
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[22] S. Nakamura, K. Taira, Essential self-adjointness of real principal type operators,
preprint, Annales Henri Lebesgue. 4 (2021), 1035–1059.

61



[23] S. Nakamura, K. Taira, Essential self-adjointness for the Klein-Gordon type operators
on asymptotically static spacetime, arXiv:2203.00178.

[24] S. Nakamura, K. Taira, A remark on the essential self-adjointness for Klein-Gordon
type operators, arXiv:2202.13499.

[25] M. Reed, B. Simon, The Methods of Modern Mathematical Physics, Vol. I–IV. Aca-
demic Press, 1972–1980.

[26] H. Rumpf, H. Urbantke, Covariant“ In-Out”Formalism for Creation by External
Fields, Annals of Physics 114, (1978), 332–355.
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����������������
�����������

���� H � Hilbert�����T � H ������������������
H ������M ����

TM ⊂ M

��������M � T ��������������������H ��������� Hilbert����� 2�� Hardy�������T ���������������������������

1. 1����������Hilbert��
1.1. Hardy��. ����� C�������

D = {z ∈ C : |z| < 1}

���D��������� Hol(D)���������D����������
Hilbert������������ Hardy��H2(D)����

H2(D) =
�
f ∈ Hol(D)

��� ∥f∥2H2(D) = lim
r→1

1

2π

� π

−π

|f(reiθ)|2 dθ < ∞
�

�������������������
⟨f, g⟩ = 1

2π

� π

−π

f∗(eiθ)g∗(eiθ) dθ

����
f∗(eiθ) = lim

r→1
f(reiθ)

����H2(D)���������������������������
Tzf = zf, f ∈ H2(D)

�����������������������������������������
zM ⊂ M

����������������������H2(D)���������1949�� Beurling��������������������
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Beurling��� ([2])✓ ✏
M �H2(D)�����������������������

(1) M ����������
(2) M ���������

M = φ(z)H2(D), φ�����✒ ✑�������M ������������
M ⊖ zM = C · φ(z), [M ⊖ zM ] = [{φ(z)}] = φ(z)H2(D) = M

���������������� E ⊂ H2(D)�����[E]� E�����������������������������M ������������������ rank (M)����������H2(D)��
dim(M ⊖ zM) = rank (M) = 1

��������������

1.2. Bergman��. Hardy�������� D���������� Hilbert������������ Bergman��
L2
a(D) :=

�
f ∈ Hol(D)

��� ∥f∥2L2
a
=

1

π

�

D
|f(z)|2 dA(z) < ∞

�

⟨f, g⟩ = 1

π

�

D
f(z)g(z) dA(z)

������ Bergman������������������
zM ⊂ M

���������������������������H2(D)����Beurling�����������������������L2
a(D)������ 1 ≤ k ≤ ∞����

rank (M) = k

���������M �������������������Hardy ������
dim(M ⊖ zM) = rank (M)

����1996����������� Aleman-Richter-Sundberg�����������
Aleman-Richter-Sundberg��� ([1])✓ ✏
M � L2

a(D)����������������
[M ⊖ zM ] = M✒ ✑

���2001��� Shimorin�������������������������
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Shimorin��� ([9])✓ ✏
T � Hilbert��H ������������������T � 2����

(a) ∥Tx+ y∥2 ≤ 2(∥x∥2 + ∥Ty∥2), x, y ∈ H

(b)
�{TnH : n ≥ 0} = {0}

��������H = [H ⊖ TH]����✒ ✑
������� T � (a)� (b)��������T �������������

M ⊂ H ���� T |M : M → M ��� (a)� (b)�����Shimorin����������Aleman-Richter-Sundeberg�������������������������������������
�� ([5])✓ ✏
T � Hilbert��H ������������������T �����

(i) ∥Tx∥2 + ∥T ∗2Tx∥2 ≤ 2∥T ∗Tx∥2, x ∈ H

(ii) ����� c > 0������ ∥Tx∥ ≥ c∥x∥, x ∈ H

(iii) ∥T∥ ≤ 1

(iv) ��� x ∈ H �����∥T ∗kx∥ → 0�k → ∞�
��������H = [H ⊖ TH]����✒ ✑������Sun-Zheng�������������

�� ([5])���.

N = H ⊖ [H ⊖ TH]

���������N = {0}������������
��� x ∈ N �������� x ⊥ [H ⊖ TH]������������� k���� x ⊥ T k(H ⊖ TH)����T ∗kx ⊥ H ⊖ TH ������ (ii)�� TH ������������T ∗kx ∈ TH ����Tyk = T ∗kx��� yk ∈ H ����������

rk = ∥T ∗kx∥2 − ∥T ∗(k+1)x∥2.
������ (iii)�� ∥T ∗(k+1)x∥ ≤ ∥T ∗kx∥����rk ≥ 0�������

rk − rk+1 = ∥T ∗kx∥2 + ∥T ∗(k+2)x∥2 − 2∥T ∗(k+1)x∥2
= ∥Tyk∥2 + ∥T ∗2Tyk∥2 − 2∥T ∗Tyk∥2
≤ 0 ��� (i)���

������0 ≤ rk ≤ rk+1 ���������� (iv)��
rk = ∥T ∗kx∥2 − ∥T ∗(k+1)x∥2 → 0 (k → ∞)

������������� k���� rk = 0�����������������
0 =

k−1�

j=0

rj = ∥x∥2 − ∥T ∗kx∥2 → ∥x∥2 (k → ∞) ��� (iv)���
����� x = 0, ���N = {0}���� □
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���Bergman��L2
a(D)�������M������������H = M�

T = Tz |M���(ii),(iii),(iv)����������������������������� (i)�������������������������������������������������� Aleman-Richter-Sundberg������������������������������������Shimorin����������������

2. 2��Hardy��
2������ C2 � 2����� z, w���2�����

D2 = {(z, w) : |z| < 1, |w| < 1}
���������Hol(D2)����D2 �� Hardy��H2(D2)�

H2(D2) =

�
f ∈ Hol(D2)

��� ∥f∥2 = lim
r→1

� π

−π

� π

−π

��f(reiθ1 , reiθ2)
��2 dθ1dθ2

(2π)2
< ∞

�

����������2�� Hardy�����������
B2 = {(z, w) ∈ C2

��� |z|2 + |w2| < 1}

�� Hardy������������ D2 �� Hardy����������

H2(D2)���� 2�����������������������M �
zM ⊂ M �� wM ⊂ M

�����������������H2(D2)������������M ������1�� Hardy������
M = φH2(D2) �φ������

������������H2������������������������������������������M ����������������������
Mandrekar-Nakazi��� ([6])✓ ✏
M �H2(D2)����������M �����

Rz = PMTz, Rw = PMTw on M

���������M � Beurling�����������
M = φ(z, w)H2(D2) (φ ∈ H2(D2), |φ| = 1 on T2)

�������
RzR

∗
w = R∗

wRz������������✒ ✑
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�� E ⊂ H2(D2)�����E������������� [E]��������������M ������������������ rank (M)�������������������
φH2(D2) = [{φ}], rank (φH2(D2)) = 1

H2(D2)⊖ C · 1 = [{z, w}], rank (H2(D2)⊖ C · 1) = 2

������������ 1 ≤ k ≤ ∞����
rank (M) = k

���������M ����������1�� Hardy���Bergman������
[M ⊖ zM ] = M

�������H2(D2)�����
[M ⊖ [zM + wM ]] = M(1)

�������������������������������M ̸= {0}����
1 ≤ dim(M ⊖ [zM + wM ]) ≤ rank (M)

�����H2(D2)��
dim(M ⊖ [zM + wM ]) = rank (M)(2)

�����������M ���������� (1)���������� (2)����������� (1)����������������Nakazi�����������������
�� ([7])✓ ✏
�� f ∈ H2(D2)���M = [f ]�����������

dim(M ⊖ [zM + wM ]) = rank (M) = 1

�����
[M ⊖ [zM + wM ]] = M

�����✒ ✑
�������������

3. Nakazi���
3�4�� [4]�����������
f ∈ H2(D2)� 0�������������� 1������������������� [f ]���������������������
�� f � D2 ���������

f(eiθ1 , eiθ2) = lim
r→1

f(reiθ1 , reiθ2) on a.e. T2

���������
dµ = |f |2 dm on T2
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��� dm� T2��������������� dµ�����C2������ C� L2(dµ)��������H2(dµ)���������
H2(dµ) = CL2(dµ)

= CH2(dµ)

����������H2(dµ)� T2 ���������,

C ⊂ H2(dµ), C ·H2(dµ) ⊂ H2(dµ)

������������������Mf = [f ]���������Mf �H2(dµ)�������������
�� 1. ���� f ∈ H2(D2)�����Mf = fH2(dµ)����
��. ��� h ∈ H2(dµ)�p ∈ C ����

∥h− p∥2H2(dµ) =

�

T2

|p− h|2|f |2 dm =

�

T2

|fp− fh|2 dm

������fh ∈ Mf ����fH2(dµ) ⊂ Mf ����������� g ∈ Mf ���� �

T2

����p−
g

f

����
2

dµ =

�

T2

|fp− g|2 dm

����g/f ∈ H2(dµ)���������Mf ⊂ fH2(dµ)���� □

∥fh∥H2(D2) = ∥h∥H2(dµ) ����
U : H2(dµ) ∋ h → fh ∈ Mf

������������� p ∈ C�h ∈ H2(dµ)���� U(ph) = pU(h) ����������
Mf ̸= zMf + wMf

H2(D2)
= [zMf + wMf ]�����

Mf ⊖ zMf + wMf
H2(D2)

�������������������
� λ = (λ1,λ2) ∈ D2 �����Cλ = {p ∈ C : p(λ) = 0}���������

C(0,0)
H2(dµ)

= zC + wCH2(dµ)
= zH2(dµ) + wH2(dµ)

H2(dµ)

����
H2(dµ) = CH2(dµ)

= C(0,0) + C · 1H
2(dµ)

= zH2(dµ) + wH2(dµ)
H2(dµ)

+ C · 1
���������� U �������

Mf = UH2(dµ) = U

�
zH2(dµ) + wH2(dµ)

H2(dµ)
�
+ C · U(1)

= U(zH2(dµ) + wH2(dµ))
H2(D2)

+ C · f
= zMf + wMf

H2(D2)
+ C · f

����
f /∈ zMf + wMf

H2(D2)
, 1 /∈ zH2(dµ) + wH2(dµ)

H2(dµ)
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������
H2(dµ) = zH2(dµ) + wH2(dµ)

H2(dµ) ⊕ C ·Kµ, ⟨1,Kµ⟩H2(dµ) = 1

����Kµ ∈ H2(dµ) ���������
Mf = zMf + wMf

H2(D2) ⊕ C · fKµ

�����
������H2(dµ)� T2������������������������

D2 ���������������������� g ∈ Mf ⊂ H2(D2)� D2 ������������[3, Theorem 2.3.3]�� D2 �� g = fg1 ��� g1 ∈ Hol(D2)����������� h ∈ H2(dµ)����
fh ∈ fH2(dµ) = Mf

����
(fh)(z, w) = f(z, w)h̃(z, w), (z, w) ∈ D2

���� h̃ ∈ Hol(D2) ��������� h������� h̃�������
H̃2(dµ) = {h̃ : h ∈ H2(dµ)} ⊂ Hol(D2)

���������h ∈ H2(dµ)� h̃ ∈ H̃2(dµ)������������H2(dµ)�
D2 ���������� Hilbert�������������
����

H2
0 (dµ) =

�
h ∈ H2(dµ) : h̃(0, 0) = 0

�

���������
H2

0 (dµ) = zH2(dµ) + wH2(dµ)
H2(dµ)

, fH2
0 (dµ) = zMf + wMf

H2(D2)

����������������������
�� 2. ��Kµ �H2(dµ)�����������������

⟨h,Kµ⟩H2(dµ) = h̃(0, 0), h ∈ H2(dµ)

������
��. H2(dµ)� zH2(dµ) + wH2(dµ) ⊥ Kµ ����

h− h̃(0, 0) ∈ H2
0 (dµ) = zH2(dµ) + wH2(dµ)

H2(dµ)

����
⟨h,Kµ⟩H2(dµ) = ⟨h̃(0, 0) + h− h̃(0, 0),Kµ⟩H2(dµ)

= h̃(0, 0)⟨1,Kµ⟩H2(dµ) = h̃(0, 0)

���� □

Hilbert��H ⊂ Hol(D2) �����FC �H���������� F �H��������������
�� 3. [fKµ] = Mf ⇐⇒ Kµ �H2(dµ)�����������
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��. U(H2(dµ)) = Mf ����
C · fKµ

H2(Γ2)
= C · U(Kµ)

H2(Γ2)
= U

�
C ·Kµ

H2(dµ)
�
.

������������������ □

����� λ = (0, 0)���������λ ̸= (0, 0)��������������������
λ = (λ1,λ2) ∈ D2 ���������Cλ = (z − λ1)C + (w − λ2)C ����

Cλ
H2(dµ)

= (z − λ1)H2(dµ) + (w − λ2)H2(dµ)
H2(dµ)

����C = Cλ + C · 1���
H2(dµ) = (z − λ1)H2(dµ) + (w − λ2)H2(dµ)

H2(dµ)
+ C · 1

����λ = (0, 0)�������
H2

λ(dµ) =
�
h ∈ H2(dµ) : h̃(λ) = 0

�

�����
H2

λ(dµ) = (z − λ1)H2(dµ) + (w − λ2)H2(dµ)
H2(dµ)

fH2
λ(dµ) = (z − λ1)Mf + (w − λ2)Mf

H2(Γ2)

�����
H2(dµ)⊖

�
(z − λ1)H

2(dµ) + (w − λ2)H
2(dµ)

�
= C ·Kλ

µ

⟨1,Kλ
µ⟩H2(dµ) = 1

������Kλ
µ ∈ H2(dµ)������������Kλ

µ ����������������
�� 4. Kλ

µ �H2(dµ)� λ ∈ D2 ��������������
⟨h,Kλ

µ⟩H2(dµ) = h̃(λ), ∈ H2(dµ)

������
�� 5. [fKλ

µ ] = Mf ⇐⇒ Kλ
µ �H2(dµ)�����������

���������Nakazi����H2(dµ)�����������������������������������������
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4. �������
λ = (λ1,λ2) ∈ D2 ������� kλ � H2(D2)� λ��������������

kλ(z, w) =
1

1− λ1z

1

1− λ2w������D2�����������H∞(D2)���������� f ∈ H∞(D2)�
|f | ≥ δ > 0 a.e. on T2

����������������Mf = fH2(D2)���������
H2(dµ) = H2(D2)

��������
h̃(λ) = ⟨h, kλ⟩H2(D2) = h(λ), h ∈ H2(dµ), λ ∈ D2

���������h ∈ H2(dµ)�����������������
�� 6. �� f ∈ H∞(D2)���� δ > 0����

|f | ≥ δ a.e. on T2

�����������������������
(1) h ∈ H2(dµ)�H2(dµ)����������
(2) h�H2(D2)�����������

��. �� h ∈ H2(dµ)���������
fhCH2(D2)

= fhCH2(D2)
= fhCH2(dµ)

����hCH2(D2)
= hCH2(dµ) ������ □

z �������� A(Dz) ���������������� G(z) ∈ A(Dz)��� ∥G∥∞ < 1������������������� F (z)�
|G|2 + |F |2 = 1 a.e. on Tz

������������
�� 7 ([8]). f ∈ H∞(D2)� f ̸= 0 �� |f |� T2 ��������������������fh�����������

h ∈ Hol(D2), |h| > 0 on D2

������
�� 8 ([3]). f, g ∈ H2(D2)���f ̸= 0���������������f = gh������ h ∈ Hol(D2)���������h� Nevanlinna��� N(D2)�����������g� Bidisk�A(D2)����������h� Smirnov���
N∗(D2)�������
��� 2��������������

�� 9. ������� G(z) ∈ A(Dz)��� ∥G∥∞ < 1���������F (z)�
|G|2 + |F |2 = 1 a.e. on Tz
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�����������������D2 ������ φ�
φF (z)

w −G(z)
∈ H2(D2)

������������
��. ���� w − G(z)� T2 ������������ 7�� φ = (w − G(z))h�������� h ∈ Hol(D2) ������w−G(z) ∈ A(D2)������ 8��

hF (z) =
φF (z)

w −G(z)
∈ N∗(D2)

�������
∥hF (z)∥2L2(T2) =

� 2π

0

|F (eiθ)|2
1− |G(eiθ)|2

dθ

2π
= 1

������hF (z) ∈ N∗(D2) ∩ L2(T2) = H2(D2)���������� □

�������� f �������
f =

φF (z)

w −G(z)

���������
Mf = φH2(D2)⊕ φF (z)

w −G(z)
H2(Dz)

����������������� n, k ≥ 0����
⟨fzn, fzk⟩H2(D2) =

� 2π

0

ei(n−k)θ|F (eiθ)|2
1− |G(eiθ)|2

dθ

2π
=

1

2π

� 2π

0

ei(n−k)θdθ

����� fzn ⊥ fzk�n ̸= k��∥f∥ = 1����
{φznwk : n, k ≥ 0} ∪ {fzn : n ≥ 0}(3)

�Mf ��������������T2 ��
|f | ≤ |F |

1− ∥G∥∞
≤ 1

1− ∥G∥∞
< ∞

|f | ≥ |F |
1 + ∥G∥∞

≥
�
1− |G|2

2
≥

�
1− ∥G∥2∞

2
> 0

�������� 6�����������4���������
Mf = fH2(D2)

����
H2(dµ) ∼= H̃2(dµ) = H2(D2)

�����������(3)�Mf ���������������
{φznwk : n, k ≥ 0} ∪ {fzn : n ≥ 0}

�Mf �����������
�
φznwk

f
: n, k ≥ 0

�
∪ {zn : n ≥ 0}
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�H2(dµ)���������������
φ

f
=

φ(w −G(z))

φF (z)
=

w −G(z)

F (z)

��������� λ = (λ1,λ2) ∈ D2 ����H2(dµ)�����
Kλ

µ =

�
λ2 −G(λ1)

�
(w −G(z))

F (λ1)F (z)(1− λ1z)(1− λ2w)
+

1

1− λ1z

=
1

1− λ1z

�
λ2 −G(λ1)

F (λ1)

w −G(z)

F (z)(1− λ2w)
+ 1

�
,

������������
f =

φF (z)

w −G(z)

���Mf = [f ]���Nakazi�������������������������
�� ([4])✓ ✏
�� f ∈ H2 ���M = [f ]�����������

dim(M ⊖ [zM + wM ]) = rank (M) = 1

�����
[M ⊖ [zM + wM ]] ̸= M

��� f ������✒ ✑
����H2 �� Beurling����

[M ⊖ [zM + wM ]] = M

����������������������������������������������
Nakazi������� 3��H2(dµ)��������������������������

f =
φF (z)

w −G(z)

����������������
Kµ = − G(0)

F (0)

w −G(z)

F (z)
+ 1

����G(0) = 0����Kµ = 1������� 6������������
G(0) ̸= 0�������������G�F �������� Kµ � D2 �������������D2 ����������H2(D2)������������������Kµ �H2(dµ)�����������������
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� 10. 0 < r < 1���I(z)� A(Dz)������������� Dz ����
Blaschke��� I(0) ̸= 0��������

G(z) = rI(z)

���������
G(0) ̸= 0, F (z) =

�
1− r2

��������������� f �����
Kµ = − G(0)

F (0)

w −G(z)

F (z)
+ 1 = − rI(0)

1− r2
(w − rI(z)) + 1

=
rI(0)

1− r2

�
rI(z) +

1− r2

rI(0)
− w

�

����������� �����rI(z) +
1− r2

rI(0)

����� < 1

��� z ∈ Dz �������� I(z)�����Kµ���������������������
I(z) =

α− z

1− αz����� �����rI(z) +
1− r2

rI(0)

����� =

����r
α− z

1− αz
+

1− r2

rα

����

���� ����r
α− z

1− αz

���� < 1− 1− r2

r|α|
��� z�����������

1− 1− r2

r|α| > 0, |α| > 1− r2

r

������������������� f �����Kµ�����������������
[Mf ⊖ [zMf + wMf ]] ̸= Mf�����
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代数的中点と平均

阿部　敏一 （茨城大学・理工学研究科）

1 準備

1.1 正定値行列

n次正方複素行列全体をMn(C)で表し，そのうち可逆なもの全体をMn(C)で表す．A ∈ Mn(C)
が自己随伴でありかつ固有値が全て非負の実数であるとき，行列Aは半正定値であるという．特
に，可逆な半正定値行列のことを正定値行列という．正定値行列の固有値は全て正の実数である．
A ∈ Mn(C)が半正定値であることをA ≥ O, 正定値であることをA > Oで表す．n次の正定値行
列全体を Pnで表す．PnはMn(C)の線型部分空間ではないが，凸錐である．特に n = 1の場合，
P1 = R+は正の実数全体の集合である．n = 1の場合を除き，Pnは（行列の）積について閉じて
いない．A,B ∈ Pnに対して，A− B ≥ OであることをA ≥ Bで表せば，≥は Pn上の半順序を
定める．

1.2 平均

写像M : Pn × Pn → Pnが以下の条件 (M1)から (M5)を全て満足するとき，M は Pn上の平均
（mean）であるという．

(M1) A ≤ B ⇒ A ≤M(A,B) ≤ B.

(M2) M(A,B) =M(B,A) (∀A,B ∈ Pn).

(M3) A1 ≤ A2 ⇒ M(A1, B) ≤M(A2, B) (∀B ∈ Pn).

(M4) M(X∗AX,∗BX) = X∗M(A,B)X (∀A,B ∈ Pn, ∀X ∈ M−1
n (C)).

(M5) M(·, B) : Pn → Pnは連続 (∀B ∈ Pn).

条件 (M3)と (M5)は第一引数についての単調性，連続性を要求しているが条件 (M2)より第二引
数についても単調性と連続性が要求されていることがわかる．n = 1のとき，条件 (M4)は次のよ
うに書き換えることができる．

(M4)’ M(λa, λb) = λM(a, b) (∀a, b, λ ∈ R+).
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Example 1. R+上の mean の例をいくつか挙げる．

(1) A(a, b) =
a+ b

2
（算術平均（arithmetic mean））．

(2) G(a, b) =
√
ab　（幾何平均（geometric mean））．

(3) H(a, b) = 2(a−1 + b−1)−1　（調和平均（harmonic mean））．

(4) L(a, b) =

{
a (a = b)

a−b
log a−log b

(x ̸= y)
　（対数平均（logarithmic mean））．

(5) Max(a, b) = max{a, b}，Min(a, b) = min{a, b}．

(6) 0 ≤ ν ≤ 1に対して，Hν(a, b) =
aνb1−ν + a1−νbν

2
　（Heinz means）．

ここで，H0 = H1 = A, H 1
2
= G, Hν = H1−ν．

(7) −∞ ≤ p ≤ ∞に対して，Bp(a, b) =

(
ap + bp

2

) 1
p

　（power means, binomial means）．

但し，B0 := lim
p→0

Bp = G, B∞ = lim
p→∞

Bp = Max, B−∞ = lim
p→−∞

Bp = Minとする．

ここで，B1 = A， B−1 = H．

Example 2. Pn上の mean の例をいくつか挙げる．

(1) A(a, b) =
a+ b

2
（算術平均（arithmetic mean））．

(2) G(a, b) = a
1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−

1
2a

1
2 　（幾何平均（geometric mean））．

(3) H(a, b) = 2(a−1 + b−1)−1　（調和平均（harmonic mean））．

1.3 二項演算

集合 Sとその上の二項演算 ◦ : S × S → S, (a, b) 7→ a ◦ bの組 (S, ◦)を亜群（magma）という．
全単射 ϕ : S → Sが演算を保存する，すなわち，ϕ(a ◦ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b) ∀a, b ∈ Sであるとき，ϕ
は magma (S, ◦)上の自己同型写像であるという．任意の a ∈ (S, ◦)に対して e ◦ a = a ◦ e = aを
満たすような e ∈ (S, ◦)が存在すれば，その eを (S, ◦)の単位元であるという．一般に magma は
必ずしも単位元を持つとは限らないが，存在するとすればひとつしかない．単位元を持つ magma

(S, ◦)の元 x ∈ Sに対して，x ◦ y = y ◦ x = eとなる y ∈ Sが存在すればその yを xの逆元と呼ぶ．
その他，必要な用語を以下にまとめる．

Definition 3. マグマ (S, ◦)に対して，.

• (S, ◦)：associative ⇐⇒ (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (∀a, b, c ∈ S).

• (S, ◦)：left-cancellative ⇐⇒ a ◦ x = a ◦ y ならば x = y.
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• (S, ◦)：right-cancellative ⇐⇒ x ◦ a = y ◦ a ならば b = c.

• (S, ◦)：cancellative ⇐⇒ (S, ◦)：left-cancellative かつ right-cancellative.

• (S, ◦)：commutative ⇐⇒ a ◦ b = b ◦ a (∀a, b ∈ S).

• (S, ◦)：uniquely 2-divisible ⇐⇒ ∀a ∈ S, ∃!b ∈ S, a = b ◦ b.
この bを aの half という.

以降，二項演算を表す記号として⊕をよく用いる．マグマ (S,⊕)が uniquely 2-divisible である
とき，a ∈ (S,⊕)の half を 1

2
⊗ aで表すことにする．

2 ジャイロ群と幾何平均

2.1 ジャイロ群とジャイロ線形空間

A. A. Ungar は特殊相対論における速度の合成則の満たす性質を元にジャイロ可換ジャイロ群
（gyrocommutative gyrogroup）を定義した．ジャイロ群は群の公理のうち結合法則を弱める
ことで定義され，ジャイロ可換ジャイロ群はそれに伴う可換群の一般化である．ジャイロ可換ジャ
イロ群は K-loop とも呼ばれる．

Definition 4. マグマ (G,⊕)が以下の条件 (G1)から (G5)を満たすとき，gyrogroupであるという．

(G1) (G,⊕)は単位元 eを持つ.

(G2) 任意の a ∈ (G,⊕)は一意に逆元⊖aを持つ.

(G3) 任意の a, b, c ∈ Gに対して，以下の等式を満たす gyr[a, b]c ∈ Gが一意に存在する．

a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ gyr[a, b]c.

(G4) 任意の a, b ∈ Gに対して，c 7→ gyr[a, b]cにより定まる写像 gyr[a, b]G → Gは (G,⊕)上の自
己同型写像．

(G5) 任意の a, b ∈ Gに対して，gyr[a⊕ b, b] = gyr[a, b].

Gyrogroup (G,⊕)がさらに以下の条件 (G6)を満たすとき gyrocommutative であるという．

(G6) 任意の a, b ∈ Gに対して，a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a).

特に，群とは任意の a, b ∈ Gに対して gyr[a, b] = idGであるようなジャイロ群のことである．
Gyrogroup (G,⊕)の演算⊕は一般に扱いにくく，以下のように補助的な演算⊞を導入すると便
利である．
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Definition 5. Gyrogroup (G,⊕)に対して，G上の新たな演算⊞を以下のように定める．

a⊞ b =
1

2
⊗ (a⊕ gyr[a,⊖b]b) (∀a, b ∈ G).

この演算⊞を (G,⊕)の coaddition という．

一般に，gyrogroup (G,⊕)に対して，(G,⊕)が gyrocommutative であることと magma (G,⊞)

が可換であることは同値である．また，明らかに (G,⊕)が群であれば⊕ = ⊞である．
Coaddition ⊞を導入することが自然であることを説明するため gyrogroup の性質を一つ紹介す
る．ここで，一般に gyrogroup は associative ではないので (a⊕ b)⊕ (⊖b) = b などとはできない
ことに注意したい．

Proposition 6. (G,⊕)を gyrogroup とし，⊞をその coaddition とする．任意の a, b ∈ Gに対し
て以下が成立する．

(i) ⊖a⊕ (a⊕ b) = b (Left Cancellation Law);

(ii) (a⊕ b)⊞ (⊖b) = a ((First) Right Cancellation Law);

(iii) (a⊞ b)⊖ b = a ((Second) Right Cancellation Law).

Uniquely 2-divisible gyrocommutative gyrogroup に対して，gyromidpoint と呼ばれる代数的中
点は以下のように定義される．

Definition 7. (G,⊕)をUniquely 2-divisible gyrocommutative gyrogroupとする．a, b ∈ Gに対
して，

1

2
⊗ (a⊞ b)

を aと bの gyromidpoint という．

gyrocommutative gyrogroup (G,⊕)に対して (G,⊞)は可換であるから，「aと bの gyromidpoint」
と「bと aの gyromidpoint」は一致する．また，その他様々な性質を調べると gyromidpoint は
gyrogroup の「中点」と呼ぶにふさわしい性質を持っていることが確認できる．
Ungar は特殊相対論における速度全体の成す集合が持つ双曲幾何構造についての研究を行うた
め，（可換群とは限らない） gyrocommutative gyrogroup を「和」とする「内積空間のようなもの」
を定義し，これをジャイロベクトル空間 (gyrovector space)と呼んだ．本講演の内容に関しては
「内積」の構造は必要ない（適さない）ので，代数構造のみに関する条件だけを抜き出し（ジャイ
ロベクトル空間と区別し）ジャイロ線形空間（gyrolinear space）と呼ぶことにする．Gyrolinear

space は通常の線形空間の一般化として以下のように定義する．

Definition 8. Gyrocommutative gyrogroup (G,⊕)と写像 ⊗ : R × G → Gの組が以下の条件
(GL1)から (GL5)を全て満たすとき，(G,⊕,⊗)を gyrolinear space と呼ぶ．

(GL1) 1⊗ a = a (∀a ∈ G).

(GL2) (λ+ µ)⊗ a = (λ⊗ a)⊕ (µ⊗ a) (∀λ, µ ∈ R, ∀a ∈ G).
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(GL3) (λµ)⊗ a = λ⊗ (µ⊗ a) (λ, µ ∈ R, ∀a ∈ G).

(GL4) gyr[u, v](λ⊗ a) = λ⊗ gyr[u, v]a (λ ∈ R, ∀u, v, a ∈ G).

(GL5) gyr[λ⊗ u, µ⊗ u] = idG (∀λ, µ ∈ R, ∀u ∈ G).

ここで，(G,⊕,⊗)が gyrolinear space であるとき，(G,⊕)は自動的に uniquely 2-divisible であ

り，gyrolinear space の意味での
1

2
⊗ aと uniquely 2-divisible gyrocommutative gyrogroup の意味

での
1

2
⊗ aは一致する．

Gyrolinear spaceでも通常の線形空間と同様に「直線」や「線分」に対応する概念が定義できる．

Definition 9. Gyrolinear space (G,⊕,⊗)上の点 a, b ∈ Gに対して，

L[a, b](t) := a⊕ t⊗ (⊖a⊕ b) (∀t ∈ R)

とする．L[a, b](R)を aと bを通過する gyroline といい， L[a, b]([0, 1])を gyrosegment abと
いう.

L[a, b](1
2
)はちょうど aと bの gyromidpoint

1

2
⊗ (a⊞ b)と一致する．

2.2 ジャイロ群と幾何平均

Example 10. ([3], [2])

a⊕G b = a
1
2 ba

1
2 (∀a, b ∈ Pn)

によって Pn上の二項演算 ⊕Gを定めると (Pn,⊕G)は uniquely 2-divisible gyrocommutative gy-

rogroup である．(Pn,⊕G)の 2点 aと bの gyromidpoint は

1

2
⊗G (a⊞G b) = a

1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−

1
2a

1
2

であり，これは幾何平均G(a, b)と一致する．さらに，

λ⊗G a = aλ (∀a ∈ Pn,∀λ ∈ R)

によって⊗G : R× Pn → Pnを導入すると (Pn,⊕G,⊗G) は gyrolinear space になる．またこの時，

L[a, b](t) = a
1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−ta

1
2 (∀t ∈ R)

は測地線を表し，d(a, b) = ∥ log(⊖Ga⊕G b)∥は Tompson metric と一致する．

80



3 半群と平均

3.1 半群と semi-linear space

半群（semi-group）とは associative magma のことである．幾何平均がある gyrocommutative

gyrogroup の代数的中点として記述できたように，いくつかの mean は commutative semi-group

の代数的中点として記述できる．また，その際現れる半群は自然に線形空間に近い構造を持つ．

Definition 11. (S,⊕)を uniquely 2-divisible commutative semi-group とする． a, b ∈ S に対
して，

1

2
⊗ (a⊕ b)

を a と b の semi-group midpoint という．

Definition 12. Commutative semi-group (X,⊕)と写像⊗ : R+ ×X → Xの組 (X,⊕,⊗)が以下
の条件 (SL1)から (SL4)をすべて満足するとき，(X,⊕,⊗)を semi-linear space と呼ぶ．

(SL1) 1⊗ a = a for any a ∈ X.

(SL2) (λ+ µ)⊗ a = (λ⊗ a)⊕ (µ⊗ a) for any λ, µ ∈ R+ and a ∈ X.

(SL3) λ⊗ (a⊕ b) = λ⊗ a⊕ λ⊗ b for any λ ∈ R+ and a, b ∈ X.

(SL4) (λµ)⊗ a = λ⊗ (µ⊗ a) for any λ, µ ∈ R+ and a ∈ X.

ここで，(S,⊕,⊗)が semi-linear space であるとき，(S,⊕)は自動的に uniquely 2-divisible であ

り，semi-linear space の意味での
1

2
⊗ aと uniquely 2-divisible commutative semi-group の意味で

の
1

2
⊗ aは一致する．

Definition 13. Semi-linear space (S,⊕,⊗) 上の点 a, b ∈ Sに対して，

L[a, b](t) = (1− t)⊗ a⊕ t⊗ b (∀t ∈ (a, b)).

特に，L[a, b](1
2
) は a と b の semi-group midpoint と一致する.

3.2 半群と平均

Example 14.

a⊕A b = a+ b (∀a, b ∈ Pn)

によってPn上の二項演算⊕Aを定めると (Pn,⊕A)は uniquely 2-divisible commutative semi-group

である．(Pn,⊕A) の 2点 a と b の semi-group midpoint は

1

2
⊗A (a⊕A b) =

A+B

2
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であり，これは算術平均 A(a, b) と一致する．さらに，

λ⊗A a = λa (∀a ∈ Pn,∀λ ∈ R+)

によって⊗A : R+ × Pn → Pn を導入すると (Pn,⊕A,⊗A)は semi-linear space である．またこの
とき，

L[a, b](t) = (1− t)a+ tb (0 < ∀t < 1).

Example 15.

a⊕H b = (a−1 + b−1)−1 (∀a, b ∈ Pn)

によってPn上の二項演算⊕Hを定めると (Pn,⊕H)は uniquely 2-divisible commutative semi-group

である．(Pn,⊕H) の 2点 a と b の semi-group midpoint は

1

2
⊗H (a⊕H b) = 2(a−1 + b−1)−1

であり，これは調和平均 H(a, b) と一致する．さらに，

λ⊗H a =
1

λ
a (∀a ∈ Pn, ∀λ ∈ R+)

によって⊗H : R+ × Pn → Pn を導入すると (Pn,⊕H ,⊗H)は semi-linear space である．またこの
とき，

L[a, b](t) = {(1− t)a−1 + tb−1}−1 (0 < ∀t < 1).

Example 16.

a⊕M b = max{a, b} (∀a, b ∈ R+)

によって P1 = R+ 上の二項演算 ⊕M を定めると (Pn,⊕M)は uniquely 2-divisible commutative

semi-groupである．(Pn,⊕M) の 2点 a と b の semi-group midpoint は

1

2
⊗M (a⊕M b) = max{a, b}

であり，これはR+上の平均Max(·, ·)と一致する．さらに，

λ⊗H a = a (∀a ∈ Pn,∀λ ∈ R+)

によって⊗H : R+ × R+ → R+を導入すると (Pn,⊕H ,⊗H)は a semi-linear space である．またこ
のとき，

L[a, b](t) = max{a, b} (0 < ∀t < 1).

特に，(Pn,⊕M)は left-cancellative でも right-cancellative でもない．

4 問題
幾何平均がジャイロ群の代数的中点として記述できたのに対し，他のいくつかの平均は半群の
代数的中点として記述できた．また，半群としても canceltive なものと cancellative 出ないもの
が現れた．では，一般にどのような平均はどのような代数構造に対応するであろうか？以降では，
ジャイロ群や半群の代数的中点と対応するような平均について考察する．
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5 半群に関する結果
算術平均や調和平均は cancellative semi-group の代数的中点として記述できたが，平均Maxは

non-cancellative semi-group の代数的中点として記述できた．次の定理は半群の代数中点として記
述できる mean に対して，対応する半群が cancellative か否かを mean の性質で特徴付けしたも
のである．

Theorem 17. (Pn,⊕)は uniquely 2-divisible commutative semi-groupであり，その中点M(a, b) =
1
2
⊗ (a⊕ b)が Pn上の mean であるとする．このとき，半群についての条件 (i)と mean について
の条件 (ii) は同値である．

(i) (Pn,⊕) is (left and right) cancellative.

(ii) b ̸= c implies M(a, b) ̸=M(a, c).

Corollary 18. (Pn,⊕)は uniquely 2-divisible commutative group であり，その中点M(a, b) =
1
2
⊗ (a⊕ b) が Pn上の mean であるとする．このとき，「b ̸= c⇒M(a, b) ̸=M(a, c)」．

6 ジャイロ群に関する結果

6.1 R+上の平均とジャイロ群

幾何平均はジャイロ群の代数的中点として記述できた．特に，n ≥ 2の場合は群ではないジャイ
ロ群が現れたが，n = 1の場合は群であった．一般に n = 1の場合，すなわちR+上の mean に関
しては群でないジャイロ群は現れないことがわかる．

Theorem 19. (R+,⊕) を uniquely 2-divisble gyrocommutative gyrogroup とし，その代数的中点
M(a, b) = 1

2
⊗ (a⊞ b)がR+上の mean であるとする．このとき，(R+,⊕)は (R,+)と同型な群で

ある．

Corollary 20. Let (R+,⊕) be a uniquely 2-divisble commutative group. If M(a, b) = 1
2
⊗ (a⊕ b)

is a mean on R+, then (R+,⊕) is isomorphic to (R,+).

6.2 対称移動とジャイロ群

M を Pn上の mean とする．a, c ∈ Pnに対して，c = M(a, x)となる x ∈ Pnがユニークに存在
するならば，この xを（mean に意味で）cを中心として aを対称移動させた点と考えることがで
きる．一般に，mean M に対して，c =M(a, x)は必ずしも解 xを持つとは限らないし，解が存在
したとしても一意とは限らない．任意の a, cに対して x = M(a, x)がいつでも唯一解 xを持つよ
うな mean M に対しては，c ◦ a = xによって Pn上に新たな二項演算 ◦を導入することができる．

Example 21. R+上の算術平均Aに対して，方程式 1 = A(2, x)は解をもたない．
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Example 22. R+上の平均Max(a, b) = max{a, b}に対して，方程式 5 = Max(5, x)は解を無数
に持つ（0 < x ≤ 5）．

Example 23. Pn上の幾何平均 G(a, b) = a
1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−

1
2a

1
2 に対して，方程式 c = G(a, x)は解

x ∈ Pnをユニークに持ち，その解は x = ca−1cである．

対称移動に関する代数構造として，dyadic symset と呼ばれる magma がある．
Magma (X, ◦)が任意の a, b, c ∈ X に対して以下の条件 (d1)から (d4)をすべて満足するとき，

(X, ◦)を dyadic symset であるという．

(d1) a ◦ a = a.

(d2) a ◦ (a ◦ b) = b.

(d3) a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ (a ◦ c).

(d4) 方程式 x ◦ a = bが解 x ∈ Xをユニークに持つ．この x を a と b の中点といい a♯b で表す.

[5]において，Lawson と Lim は dyadic symsets と uniquely 2-divisible gyrocommutative gy-

rogroups の間に以下のような強い関係があることを示した．
(X, ◦)を dyadic symsetとし，1点 e ∈ X を選ぶ．ここで，X上に新たな演算 ⊕を x⊕y = (e♯x)◦

(e ◦ y) によって定義すれば， (X,⊕) は e を単位元とする uniquely 2-divisible gyrocommutative

gyrogroup である．逆に，uniquely 2-divisible gyrocommutative gyrogroup (X,⊕) に対して，X
上の新たな演算 ◦ を x ◦ y = (x⊕ x)⊖ y によって定義すれば (X, ◦) は dyadic symset である．さ
らにこのとき， syadic symset の意味での中点と gyrogroup の意味での中点（gyromidpoint）は
一致している．
このより，以下のことが直ちに得られる．

Corollary 24. Pn上の mean M に対して， 次の (i)と (ii)は同値である．

(i) 任意の a, c ∈ Pnに対して，c =M(a, x)は解 xをユニークに持つ．さらに，

c ◦ a = x ⇐⇒ c =M(a, x)

によって定義される (Pn, ◦) は dyadic symset である．

(ii) M(a, b) =
1

2
(a ⊞ b)となる uniquely 2-divisible gyrocommutative gyrogroup (Pn,⊕)が存在

する．

6.3 平均の対称移動について

R+上の mean M に対して，f : R+ → R+を f(x) = M(1, x)によって定めると，mean の定義
より f は以下の (f1)から (f5)までの性質を満たす．

(f1) 0 < x ≤ 1 ⇒ f(x) ≤ 1，また x ≤ 1 ⇒ f(x) ≤ 1.
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(f2) f(1) = 1.

(f3) f は単調増加．

(f4) xf(x−1) = f(x)．

(f5) f は連続．

逆に，条件 (f1)から (f5)を満たすような f : R+ → R+が与えられた場合，

M(a, b) := af(
b

a
)

によりM : R+ × R+ → R+を定めるとM はR+上の mean である．

Proposition 25. R+上の mean M に対して，f(x) =M(1, x)とする．このとき，以下 (i)と (ii)

は同値．

(i) f : R+ → R+は全単射．

(ii) 任意の a, c ∈ Pnに対して，c =M(a, x)はユニーク解 x ∈ Pnを持つ．

この結果から直ちに次の結果が得られる．この結果はR+上の mean が可換群の代数的中点と
して記述されるための必要条件を述べている．

Corollary 26. R+上の mean M に対して f(x) = M(1, x)とする．M(a, b) = 1
2
⊗ (a⊕ b)となる

uniquely 2-divisible commutative group (R+,⊕)が存在するなら f : R → Rは全単射．
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Lattice isomorphisms between projection lattices of von

Neumann algebras∗ †

� �� ‡

� �
von Neumann � M ������������� P(M) ���lattice��������������������� von Neumann � M,N �����P(M) �� P(N) ��������������

1 von Neumann ����
�� Hilbert ��1 H ����H ����������������� B(H) �������

x ∈ B(H) �����xh, g� = �h, x∗g�, h, g ∈ H ������� x∗ ∈ B(H) ���������
�����������B(H) ��� ∗����������� A ⊂ B(H) ��x, y ∈ A ���
x∗, xy ∈ A �������������������������B(H) ��� ∗�������
�������������������von Neumann ����B(H) ��� ∗������
��� 1 ∈ B(H) ����������2�SOT�����������
� 1. • B(H) ������� von Neumann �����

• ���� n ����n×n ������� Mn(C) ������� B(Cn) ��������
��� von Neumann �������

• (X,F , µ) ���������������� σ ������������f ∈ L∞(µ) ��
Hilbert �� L2(µ) ��������� L2(µ) � g �→ fg ∈ L2(µ) ������������
L∞(µ) ⊂ B(L2(µ)) ������������������� L∞(µ) � von Neumann �
�������L∞(µ) ����������������von Neumann ��������
������ von Neumann ����������������������������
�������� von Neumann ��������������������������
����������3�

∗� 61 ������������������������
†�������������������������������� 22K13934�������������
‡�351-0198 ����� 2-1 ������ ����������iTHEMS��michiya.mori@riken.jp
1��������Hilbert ������������
2���� (xi)i∈I ⊂ B(H) � x ∈ B(H) ����xi → x ⇐⇒ ∥xih− xh∥ → 0 ∀h ∈ H ��������������������
3����noncommutative�������������������������������������������������������������������������������������������������
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�� S ⊂ B(H) ����S′ := {x ∈ B(H) | xy = yx ∀y ∈ S} � S ������commutant��
S′′ := (S′)′ �������bicommutant ��� double commutant�����von Neumann �
�������������� ∗�� M ⊂ B(H) �����M � von Neumann ������
� M ′′ = M ���������������������������������������
von Neumann �������������������������������������
������������
von Neumann � M ��������� M ∩M ′ � 1������������������

����������������factor�������� von Neumann ����������
������������������������������������������von

Neumann ���������������������������������������
��������������������������������������������
��������
von Neumann ���������von Neumann � Murray ������ [13] �������

��������� 5�������������������������
���projection, �������� orthogonal projection����B(H) �� p ���� p =

p2 = p∗ ���������4��������������� p ∈ B(H) ������ pH ⊂ H

� H ������������ H ����������������������������
������������� H �����������������������������
�������� p ≤ q ⇐⇒ pH ⊂ qH ����5�
von Neumann � M ⊂ B(H) ����M ���������� P(M) ����P(M) := {p ∈

M | p = p2 = p∗}. �����P(M)��6�lattice��������p, q ∈ P(M)����pH+qH

��������pH ∩ qH �������� M ���������� p � q ��� p ∨ q, �
� p ∧ q ������������7��������P(M) � M �����projection lattice�
����M �������M ����������� L∞ ����������������
��������������������������������������������
���������������������������������������������
��� von Neumann ����������������������������������
����8�
P(M) ����������������������������������������
����������� p ⊥ q ⇐⇒ pH ⊥ qH ����������������������
� P(M) ��������Murray–von Neumann �������� [13]�von Neumann � M

��� p, q ∈ P(M) ���������������� v ∈ M ���� vv∗ = p, v∗v = q ��
������p ∼ q ����������������������� p ∈ P(M) ���

q ∈ P(M), p ∼ q ≤ p =⇒ p = q

������ p ∈ P(M) ����finite�����������von Neumann � M ������
1 ∈ P(M) ������������M �����������

4��������p = p2 ��������������������������������������� p = p2�������������idempotent�����
5����������������a ≤ b ⇐⇒ ⟨ah, h⟩ ≤ ⟨bh, h⟩ ∀h ∈ H������������������
6����� (L,≤) ���� 2 � a, b ��� a ∨ b = min{c ∈ L | a ≤ c, b ≤ c} ��� a ∧ b = max{c ∈ L | c ≤

a, c ≤ b} ������L ���������
7������P(M) ��������������������� P(M) ��������
8�������������������������
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M ���������� D : P(M) → [0,∞] := [0,∞)∪{∞} ��������relative dimen-

sion function�������D ���������������
1. D(0) = 0.

2. 0 �= p ∈ P(M) ��������� 0 < D(p) < ∞�������� D(p) = ∞.

3. p, q ∈ P(M), p ∼ q ��� D(p) = D(q) .

4. p, q ∈ P(M), p ⊥ q ��� D(p+ q) = D(p) +D(q).

��� Murray–von Neumann ������P(M) ���������������
�� 1 (Murray–von Neumann [13]). ��� M ���������������������
�� D ���������

• ������ n ����D(P(M)) = {0, 1, 2, . . . , n}. ����� D ��� M � In��������
• D(P(M)) = {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}. ����� D ��� M � I∞ ��������
• D(P(M)) = [0, 1]. ����� D ��� M � II1 ��������
• D(P(M)) = [0,∞]. ����� D ��� M � II∞ ��������
• D(P(M)) = {0,∞}. ����� D ��� M � III��������
���������������� In ����� II1 ������

� 2. ���� n ����n× n ��� Mn(C) � In ������������ Hilbert �� H

����B(H) � I∞ �����������I��In � I∞��������������������
����������D �������������������������������

�����D �����������������������������
����������� D ������������������������������
��II��II1 � II∞���� III�����������������������Murray–von

Neumann ������ [13]���II�����������II���������������
��������II����������������������������������
��von Neumann �������continuous geometry����������� [16]�
�� [13]���III����������������������� III������� von

Neumann ���� [15]������II���� III������ von Neumann �������
��������������������������������������������
��������������������������������������������
�����������������I�������������������������
����������� von Neumann ���5 ������In, I∞, II1, II∞, III�� von

Neumann ������������������9�

9����������������������� [7, Chapter 6] �������
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2 �������
���������������
��. M,N � von Neumann �������P(M) �� P(N) �������������
������������������� ϕ : L1 → L2 ������ a, b ∈ L1 �����

ϕ(a∨b) = ϕ(a)∨ϕ(b), ϕ(a∧b) = ϕ(a)∧ϕ(b)�������������������������
����� ϕ ������������������� a, b ∈ L1 ��� a ≤ b ⇐⇒ ϕ(a) ≤ ϕ(b)

��������������
2.1��� 2.3��������������2.4���������������������

2.1 I�������
M = N = Mn(C), 1 ≤ n < ∞ �In ������������������������������ Cn ��������������� C(Cn) ��������������������

n ≤ 2 �����������������n ≥ 3 ���������������fundamental

theorem of projective geometry��������
�� 2 (����������10). n ≥ 3 ����Φ : C(Cn) → C(Cn) �����������
���������� f : Cn → Cn ������Φ(V ) = f(V ), V ∈ C(Cn) �����11�
�������� V,W ������� f : V → W ���� (semilinear) ���������

������������� α : C → C ������ f(c1v1 + c2v2) = α(c1)f(v1) + α(c2)f(v2)

∀ c1, c2 ∈ C, v1, v2 ∈ V �����������α �������� f ������α ����
��������� f ������conjugate-linear�����C ��������������
��������������������������������������������
����
����������������������� α �������������������
���������������������������������������������
������n = 3 ������������� 0 ≤ k ≤ n ����k ������� Φ ��

����� k ������������������������������Φ � C3 � 5�
� 1������

C



1

0

0


 , C



0

1

0


 , C



0

0

1


 , C




1

−1

0


 , C




0

1

−1




������������������������������ c ∈ C ����

Φ


C



1

c

0





 = C




1

α(c)

0




10�����������������������������������������������������������������������
11Φ(V ) �� V �����f(V ) ����� V ⊂ Cn ��������������
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��� α(c) ∈ C �����α : C → C ������������

Φ


C



0

1

c





 = C




0

1

β(c)


 , Φ


C



1

0

c





 = C




1

0

γ(c)




���� c ∈ C �������������� β, γ : C → C ����������α(−1) = −1 =

β(−1) �������������
������������ c1, c2 ∈ C ������


C




1

c1

0


 ∨ C




0

1

c2





 ∧


C



1

0

0


 ∨ C



0

0

1





 = C




1

0

−c1c2




�������� Φ ������������Φ ���������

C




1

α(c1)

0


 ∨ C




0

1

β(c2)





 ∧


C



1

0

0


 ∨ C



0

0

1





 = C




1

0

γ(−c1c2)




��������������� C




1

0

−α(c1)β(c2)


 �������−α(c1)β(c2) = γ(−c1c2) �

���α(−1) = −1 = β(−1) ����������α = β = γ ������� α ��������
��� α(c1)α(c2) = α(c1c2) ���� c1, c2 ∈ C �����������������
�������� c1, c2 ∈ C �����


C




1

c1

0


 ∨ C



0

0

1





 ∧


C




1

0

c2


 ∨ C



0

1

0





 = C




1

c1

c2




��� 
C




1

c1

c2


 ∨ C




0

1

−1





 ∧


C



1

0

0


 ∨ C



0

0

1





 = C




1

0

c1 + c2




������������������������α ������������ α(c1 + c2) =

α(c1) + α(c2) ���� c1, c2 ∈ C ���������������
����

f



c1

c2

c3


 :=



α(c1)

α(c2)

α(c3)




�������� f : C3 → C3 �����������������������������
��������������
���I∞���������������P(B(H)) � H ����������������

������������������� X �����X �����������������
���������� C(X) �����
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�� 3 (Fillmore–Longstaff [5]). X,Y �������������Φ : C(X) → C(Y ) �����
�������������������������� f : X → Y �����Φ(V ) = f(V ),

V ∈ C(X) ������
����I∞����������������������In������������������������ 2.1���������������������������

2.2 von Neumann ���
von Neumann ����������������(von Neumann) �������������
�� modular �������������������������������������
��� [16, Part 2] ����������
�� 1. ������� R ����� x ������� y ����� xyx = x ��������
R ��von Neumann����regular�������12�
� 3. n ≥ 1 ����n× n ������ Mn(C) �������13�
�� 2. ��� 1���� 0���� L ����complemented��������� a ∈ L ��
���� b ∈ L ������a ∨ b = 1, a ∧ b = 0 ������������ L � modular ��
����a ≤ c ���������� a, b, c ∈ L ��� (a∨ b)∧ c = a∨ (b∧ c) ��������
����
3��� {1, 2, 3} ������ N5 := {∅, {1}, {2}, {2, 3}, {1, 2, 3}} ������������

�������� modular ���� ({2} ∨ {1}) ∧ {2, 3} = {2, 3} �= {2} = {2} ∨ ({1} ∧ {2, 3}).
����� modular ��������� N5 ��������������������
� 4. ������������ X �������������� C(X) ����������
��� modular �����
�� 4 (von Neumann). R ��������R ���������������� x ∈ R ��
� xR ����� R ������������ L ��������������������L

��� modular �����
�� 3. L ��� modular ���������� a, b ∈ L � perspective �������
� c ∈ L ����� a ∨ c = 1 = b ∨ c, a ∧ c = 0 = b ∧ c �������������n

� 2 ���������L � order n ������������ perspective ������
a1, a2, . . . , an ∈ L ������a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an = 1, ���������� I ⊂ {1, 2, . . . , n} �
�� (∨

i∈I ai
)
∧
(∨

j∈{1,2,...,n}\I aj
)
= 0 �����������

n ���������R ��������R �������� n× n ���� Mn(R) ���
�������������������������������������������
modular � L � order n ������������� Mn(R) ���������������
�� 5 (von Neumann). R1, R2 ���������������������������
modular �� L1, L2 ����L1 � 3����� order �������Φ : L1 → L2 ���������������� Ψ : R1 → R2 ���������Φ(a) = Ψ(a), a ∈ L1 ������

12von Neumann ���� von Neumann �������������������������ring����� B(H)��� ∗��������������������������In ���� Mn(C) ����������������
13���������������� 4, 5 ��������
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� 5. n ≥ 1 ������� Mn(C) ��������������� modular ���C(Cn) �
����������Mn(C) ������� Cn �����������Mn(C) ���������������� V ∈ C(Cn) ������ V ���������������������
������������������� von Neumann �����������������
�� 5����������������������������������
von Neumann ��������������

�� 6 (von Neumann). L � order n ≥ 4 ��� modular ��������������� R

��������������������� L ������������������
von Neumann � M ������� P(M) �������������P(M) � modular �

������M �����In ��� II1����������������������
M � ��� von Neumann ������� modular � P(M) ���������������

von Neumann � M ⊂ B(H) � H ������������ x ����x � M ������x

is affiliated with M����M ����� M ′ = {y ∈ B(H) | xy = yx ∀x ∈ M} �������
y ��� yx ⊂ xy �����������M ������������ A(M) �������
von Neumann � M �������������� A(M) � ∗������∗��&����&

������� [13]�������x, y ∈ A(M) � c1, c2 ∈ C ����x∗, c1x+ c2y, xy ∈ A(M)

���������� ∗�����������������������������M ��
�����������������14�������������������������M

��������A(M) ������������� modular � P(M) ����������
������������������ A(M) �������������� p ∈ P(M) ���
{x ∈ A(M) | px = x} �������������������
M ������ x ����l(x) � x ���������������� M ������von

Neumann ����������������
�� 7 (von Neumann [16]). M , N � I1��� I2�������������������������� Φ : P(M) → P(N)������� Ψ : A(M) → A(N)���������Φ(p) = l(Ψ(p)),

p ∈ P(M)��������������� Ψ : A(M) → A(N)������� Φ : P(M) → P(N)

��� Φ(p) = l(Ψ(p)), p ∈ P(M) �������

2.3 ��������
�� 7�������Feldman [4]� Dye [3]����� von Neumann ����������
��������������������������������������������
����
��� von Neumann��������� ψ : M → N �������������ψ(x∗) = ψ(x)∗,

x ∈ M �������ψ � ∗������∗������� von Neumann ����������
��������������������...�����������������������
�����������15��������������������ψ(x∗) = ψ(x)∗, x ∈ M �
������ ψ : M → N ������������� ∗����������� ∗������
�����������von Neumann ������������������������

14I∞ ������������ von Neumann � [14] ����
15������������ ∗ ����������������
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� 6. In����Mn(C)��������������������� (xij)1≤i,j≤n �→ (xij)1≤i,j≤n����� ∗������
�� 8 (Feldman [4], Dye [3]). M , N � I2 �������������� Φ : P(M) → P(N)

��������������p, q ∈ P(M) ����p ⊥ q ⇐⇒ Φ(p) ⊥ Φ(q). �����∗��
������� ∗�� Ψ : M → N ���������Φ(p) = Ψ(p), p ∈ P(M) �������
����� ∗��������� ∗�� Ψ : M → N ������� Φ : P(M) → P(N) ���
Φ(p) = Ψ(p), p ∈ P(M) �������

2.4 ���������������������
������ von Neumann � M ⊂ B(H) �������������� A(M) �����
���������������A(M) ������������������������� 7

�������von Neumann � M �������� x ����measurable���������
c > 0 ������������� p = χ[c,∞)(|x|)������ M �������������
��������M �������������� S(M) ������� ∗���������
�������� [19]�
� 7. • M � I���� III���������S(M) = M ����

• M ���������S(M) = A(M) ����
�� A (� [11]). M , N � I1 ��� I2 �����������������������
Φ : P(M) → P(N) ������� Ψ : S(M) → S(N) ���������Φ(p) = l(Ψ(p)),

p ∈ P(M)��������������� Ψ : S(M) → S(N)������� Φ : P(M) → P(N)

��� Φ(p) = l(Ψ(p)), p ∈ P(M) �������
�������������������������������������������
��������������������������������������������
�����������������������������������
������ 3������������������������������16 [20]���

��2����������������������������������������17�
�����von Neumann �� 2����������
M ⊂ B(H)� von Neumann������� p ∈ P(M)����p⊥ := 1−p ∈ P(M)�����

p, q ∈ P(M)����e1 := p∧q⊥, e2 := p∧q, e3 := p⊥∧q, e4 := p⊥∧q⊥, e5 := 1−e1−e2−e3−e4���������Hilbert �� H ����� H = e1H ⊕ e2H ⊕ e3H ⊕ e4H ⊕ e5H ������
p � q �

p = 1⊕ 1⊕ 0⊕ 0⊕ p0, q = 0⊕ 1⊕ 1⊕ 0⊕ q0

�������������������von Neumann � e5Me5 ⊂ B(e5H) ���� von

Neumann � Mp,q �������� 2× 2 ������� von Neumann � M2(Mp,q) ��������M2(Mp,q) ���� p0 � q0 �����
p0 =

(
1 0

0 0

)
, q0 =

(
c2 cs

cs s2

)

16�������������������������� 3 ����������[9], [10, Section 5] ������
17����������2 ������������ [2] �����
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��������������c, s ∈ Mp,q ���������������c2 + s2 = 1 ���
�18�
�� 1 ([11, Lemma 3.6]). M ��������p, q ∈ P(M) � p ∧ q = 0 ����������
���� von Neumann � Mp,q ���� c, s ∈ Mp,q ��������������

• ��� s ��S(Mp,q) ����������
• p1 ∈ P(M) � p1 ≤ p, p1 ∨ q = p ∨ q �������p1 = p ������
�������������������������������������������
���������������������������������������������

3 ����������
������ Ψ : S(M) → S(N) ������������������������� In����������������������������������������������
��������������������������������������������
��������������������������������
�� B (� [11, 12]; Ayupov–Kudaybergenov [1]). M , N ������������������
������ Ψ : S(M) → S(N) ������ ∗��������� ∗�� ψ : M → N ����
y ∈ S(N) �����Ψ(x) = yψ(x)y−1, x ∈ S(M) �����19�
� 1. M , N ������������������������ Φ : P(M) → P(N) ����
�� ∗��������� ∗�� ψ : M → N ���� y ∈ S(N) �����Φ(p) = l(yψ(p)),

p ∈ P(M) ������������ ∗��������� ∗�� ψ : M → N ���� y ∈ S(N)

������� Φ : P(M) → P(N) ��� Φ(p) = l(yψ(p)), p ∈ P(M) �������
������������ 1��� 8������������������������
�� B ������������������M � N � I∞���� III���������

�����������S(M) = M , S(N) = N ����������� B ���������
�������
�� 9 (Kaplansky [8]). X,Y ���� Banach �20�ψ : X → Y �������������
Banach ������� X ∼= X1 ⊕X2 ⊕X3, Y ∼= Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y3 ���� ψi : Xi → Yi, i = 1, 2, 3

�����ψ ∼= ψ1 ⊕ ψ2 ⊕ ψ3 ���X1 � Y1 ������ψ2 ������ψ3 ���������������21�
�� 10 (Okayasu [17], see also [6], [18, Section 4.1]). M,N � von Neumann ��Ψ : M → N

�������������������� ∗ �� ψ : M → N ���� y ∈ N �����
Ψ(x) = yψ(x)y−1, x ∈ M ������

18�� s, c ����� sin, cos ��������2 ����������������������������
19ψ � S(M) �� S(N) ��������������
20von Neumann �������� Banach �����
21X � Y ������������������������������������������������ψ����������� ψ0 : C → C �������ψ0 ������������������������� F ⊂ C��ψ0(F ) �������������������� F ������ x ∈ X �����ψ(x) ������������ ψ0(F ) ����������������������� ψ0 ����������������ψ ����
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�� A ��� B ��������������� von Neumann ������������
�������������locally measurable������∗��������� ∗������
���∗������� ∗�������� ∗�����������������������
����������������������� [11]���������� B ����� von

Neumann ������I∞ ���� III����� [11] ��II1 ����� [1] ��������
��������������������������������������������
��������������������� 10���������������������
�������II∞����������������������������������������[12] ������������������II1 ������������������������������∗�� ψ ������� y �����y ∈ S(N) �� y ������
�������������������������� I���������� von Neumann

�����������������������������������������22�
������ B � ψ � y ������������y ∈ S(N) ���� y = u|y| = |y∗|u ��
���|y∗| ∈ S(N) �����23����y ������ u ∈ N ��������������
��� (ψ, y) � (uψ(·)u∗, |y∗|) ��������������������� B �����y �
������� (ψ, y) ���������������������������������
����������
�� 2 ([12]). M,N �����ψ1,ψ2 : M → N ����� ∗��������� ∗������
����� y1, y2 ∈ S(N)������������������� y1ψ1(x)y

−1
1 = y2ψ2(x)y

−1
2 �

��� x ∈ S(M)������������ψ1 = ψ2 ���������� λ > 0��� y2 = λy1������
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バナッハ空間の非線形分類：
Birkhoff-James直交性の視点から

田中 亮太朗 (東京理科大学)

1. 導入
近年、バナッハ空間論の領域では、非線形構造や非線形写像に関する研究、すなわち、
非線形解析が盛んに行われている。ここでいう非線形解析とは、

(a) 非線形同型写像で保存されるバナッハ空間の性質の解明

(b) 特定のバナッハ空間の構造を決定づける非線形構造の発見

(c) 非線形の同型に基づくバナッハ空間の分類理論の構築

などを目的とする研究のことであり、このような分野は、Benyamini-Lindenstrauss の
本 [1]では、幾何学的非線形関数解析（Geometric Nonlinear Functional Analysis）と
呼ばれている。当該分野の重要な研究成果としては、次が知られている。
定理. バナッハ空間の回帰性、ラドン＝ニコディム性、アスプルンド性はリプシッツ同
相写像により保存される。つまり、バナッハ空間X,Y の間にリプシッツ同相写像が存
在するとき、XとY のいずれか一方が回帰的である（または、ラドン＝ニコディム性
を持つ、または、アスプルンドである）ならば、もう一方も同じ性質を持つ。
この結果は、冒頭の (a) に属するものである。バナッハ空間の回帰性、ラドン＝ニ

コディム性、アスプルンド性が、有界線形同型写像により保存されることはよく知ら
れているが、この定理では、リプシッツ同相写像という非線形写像のもとで性質が保
存されている。これは、バナッハ空間の回帰性、ラドン＝ニコディム性、アスプルン
ド性が、バナッハ空間の構造全体（つまり、線形構造＋距離構造）よりも、むしろ純
粋な距離構造に強く依存していることを示唆している。
また、特定のバナッハ空間においては、非線形構造が全体の構造を決定づけている
ことがわかる。
定理. 1 < p <∞のとき、ℓpはその一様構造により決定される。つまり、バナッハ空間
Xと ℓp（1 < p <∞）との間に一様同相写像があれば、Xと ℓpとは同型である。
これは、(b)に属する結果である。この定理によれば、古典的数列空間ℓp（1 < p <∞）

については、その一様構造を指定することによって、（等距離的にとまではいかないが）
かなりの精度でバナッハ空間として識別できる。さらに、これにより、(c) に属する次
の結果が得られる。
定理. バナッハ空間の族{ℓp : 1 < p <∞}は、一様構造により分類される。
これらの印象的な結果が示唆するのは、バナッハ空間の構造論においては、もはや
線形性は必須のものではなくなってきているということである。このような背景のも
と、本講演では、Birkhoff-James直交性の視点から、バナッハ空間の新たな非線形分類
理論の構築を目指す。
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2. 準備
本講演における主な道具は、バナッハ空間における直交性の一つである、Birkhoff-James

直交性である。
定義 2.1. XをK上のバナッハ空間とし、x, y ∈ Xとする。このとき、xがyにBirkhoff-

Jamesの意味で直交するとは、すべてのλ ∈ Kに対して‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖が成立するこ
とをいう。また、このことをx ⊥BJ yにより表す。
この概念は、Birkhoff [2]により導入・研究され、James [6, 7]により大きく発展させ

られた。定義からもわかるとおり、Birkhoff-James直交性は、最短距離に基づく通常の
直交性の特徴付けをもとに導入されており、バナッハ空間の幾何構造との関連が強い
ことで知られている。例えば、‖x‖ = 1のとき、x ⊥BJ yは、集合 {x + λy : λ ∈ K}
が xにおいて単位球に接することを意味し、ここから転じて、単位球の接汎関数を用
いたBirkhoff-James直交性の特徴付けも得られる。さらに、Birkhoff-James直交性の
左一意性（left uniqueness）や右一意性（right uniqueness）などの性質は、バナッハ空
間の狭義凸性（strict convexity）や平滑性（smoothness）などと強く関連しており、こ
のことからも、Birkhoff-James直交性とバナッハ空間の幾何構造との関係性が窺える。
より踏み込んだ言い方をすれば、Birkhoff-James直交性の振る舞いを精査することで、
バナッハ空間の構造を詳らかにできるのではないかと考えられる。
Birkhoff-James直交性の基本的性質としては、次が挙げられる。

• x ⊥BJ xならば、x = 0となる。この性質を非退化性（non-degeneracy）という。

• x ⊥BJ yならば、任意のα, β ∈ Kに対して、αx ⊥BJ βyとなる。この性質を同次
性（homogeneity）という。

一方で、Birkhoff-James直交性は、一般には対称（つまり、x ⊥BJ yならば、y ⊥BJ x）
でない。実際、次の定理が知られている。証明については、Day [4]またはJames [6]を
参照されたい。
定理 2.2 (Day, 1947; James, 1947). Xをバナッハ空間とし、dimX ≥ 3とする。もし、
XにおいてBirkhoff-James直交性が対称ならば、Xはヒルベルト空間である。
この定理は実バナッハ空間の場合に示されたものであるが、[11]において、同じこと
が複素バナッハ空間に対しても成立することが指摘された。なお、2次元の場合には定
理 2.2は成立しないことが知られている。
バナッハ空間の幾何構造に対するBirkhoff-James直交性の影響力の強さを示す定理
として、次が知られている。
定理 2.3 (Blanco-Turnšek, 2006). X,Y をバナッハ空間とし、T : X → Y を線形とす
る。もしx ⊥BJ yが常にTx ⊥BJ Tyを導くならば、Tは等距離写像の定数倍である。
実バナッハ空間に対しては、Koldobsky [8]が 1993年に同じ定理を証明している。

Blanco-Turnšek [3]の証明は、実バナッハ空間と複素バナッハの両方に対して機能する。
また、実バナッハ空間においては、Blanco-Turnšekの定理の仮定を線形性から加法性
に置き換えても同じ結論が成立することが、Wójcik [13]により示された。
特に、定理 2.3から次が得られる。
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系 2.4. X,Y をバナッハ空間とする。このとき、全単射の線形写像 T : X → Y で
Birkhoff-James直交性を保存するものが存在するならば、X = Y である。ここで、
X = Y は、XとY が等距離同型であることを意味する。
したがって、線形構造とBirkhoff-James直交構造の組合せは、バナッハ空間の構造全

体を決定付けるのに十分な情報を含んでいると言える。この事実を出発点として、本
研究では、系 2.4で T の線形性を取り除いた場合について考える。このため、次の概
念を導入する。
定義 2.5. X,Y をバナッハ空間とし、T : X → Y とする。このとき、TがBirkhoff-James

直交性保存子であるとは、T が全単射であり、かつ、x ⊥BJ yとTx ⊥BJ Tyとが同値
となることをいう。また、Xと Y がBirkhoff-James同型であるとは、Birkhoff-James

直交性保存子T : X → Y が存在することをいう。このことをX ∼BJ Y で表す。
本講演では、Birkhoff-James同型について、[11, 12]で得られた研究成果を報告する。

3. 有限次元の場合
はじめに、有限次元バナッハ空間におけるBirkhoff-James同型の影響を見てみよう。こ
のためには、次の補題が有用である。
補題 3.1. Xをn次元バナッハ空間とする。このとき、Xの基底{x1, . . . , xn}で、次の
性質を満たすものが存在する。

(i) ‖x1‖ = · · · = ‖xn‖ = 1である。

(ii) すべての jに対してxj ⊥BJ yならば、y = 0である。

この定理は、ヒルベルト空間における完全正規直交系の存在に対応している。証明
には、可分バナッハ空間の単位球面における平滑点（point of smoothness）の稠密性
（Mazurの定理の帰結）を用いる。Mazurの定理の証明については、例えば、[10, The-

orem 1.20]を参照されたい。
補題 3.1を用いることで、有限次元がBirkhoff-James同型により保存されることが
示せる。
定理 3.2. X,Y をバナッハ空間とし、Xは有限次元とする。このとき、X ∼BJ Y なら
ば、Y も有限次元であり、dimX = dim Y が成立する。
この定理から、直ちに次がわかる。
系 3.3. X,Y をバナッハ空間とし、X ∼BJ Y とする。もしXとY のいずれかが有限次
元ならば、X ∼= Y である。ここで、X ∼= Y は、XとY が同型であることを意味する。
したがって、有限次元の枠組みでは、Birkhoff-James同型は通常の同型よりも強い概
念であることがわかる。一方で、X ∼= Y であっても、X ∼BJ Y であるとは限らない。
例 3.4. ℓ22とℓ2∞を考える。ここで、ℓ2pはp-ノルムを備えたR2を表す。ℓ22はヒルベルト空
間であるから、Birkhoff-James直交性はℓ22において対称である。一方で、x = (1, 1), y =

(0, 1)とすると、ℓ∞においてはx ⊥BJ yかつ y 6⊥BJ xとなる。したがって、ℓ22 6∼BJ ℓ
2
∞

である。
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4. 平滑バナッハ空間の場合
ここでは、平滑バナッハ空間を取り扱う。バナッハ空間Xが平滑であるとは、各x( 6= 0)

に対して、劣微分
ν(x) = {f ∈ BX∗ : f(x) = ‖x‖}

が一点集合であることをいう。ここで、BX∗はXの双対空間X∗の単位球を表す。Xが
平滑であるとき、一点集合ν(x)は、その唯一の要素と同一視される。
平滑バナッハ空間の枠組みでは、次の定理が中心的な役割を果たす。
定理 4.1. X,Y を平滑バナッハ空間とし、T : X → Y をBirkhoff-James直交性保存子
とする。このとき、MがXの回帰的部分空間ならば、T (M)はY の閉部分空間である。
この定理により、非線形写像と線形の議論を関連付けることができる。特に、次が
わかる。
系 4.2. X,Y を回帰的平滑バナッハ空間とし、T : X → Y をBirkhoff-James直交性保
存子とする。このとき、MがXの閉部分空間であることと、T (M)がY の閉部分空間
であることとは同値である。
よって、回帰的平滑バナッハ空間においては、Birkhoff-James直交性保存子は閉部分
空間を保存することがわかる。この事実を活用するためには、閉部分空間の成す束の
間の（順序）同型に関する次の定理を用いる。Xをバナッハ空間とするとき、C(X)を
Xの閉部分空間の全体とする。
定理 4.3 (Mackey, 1942). X,Y を実バナッハ空間とする。このとき、C(X)とC(Y )が
同型ならば、X ∼= Y である。
定理 4.4 (Filmore-Longstaff, 1984). X,Y を無限次元複素バナッハ空間とする。このと
き、C(X)と C(Y )が同型ならば、X ∼= Y またはX ∼= Y である。ここで、Y はY の複
素共役空間である。
これらの結果については、Mackey [9, Theorem in p.246]と Fillmore-Longstaff [5,

Theorem 1]を参照されたい。なお、複素バナッハ空間の場合の次元に関する仮定は、
取り除くことができない。
さて、Birkhkoff-James同型な回帰的平滑バナッハ空間X,Y に対して、T : X → Y

をBirkhoff-James直交性保存子とすると、系 4.2から

ρ(M) = T (M)

は束の同型写像 ρ : C(X) → C(Y )を定めることがわかる。このことと定理 4.3および
定理 4.4から、次の結果が得られる。
定理 4.5. X,Y を回帰的平滑実バナッハ空間とする。このとき、X ∼BJ Y ならば、
X ∼= Y である。
定理 4.6. X,Y を回帰的平滑複素バナッハ空間とする。このとき、X ∼BJ Y ならば、
X ∼= Y またはX ∼= Y である。
特に、これらの結果から、古典的数列空間の部分的な分類が得られる。ここで、複
素 ℓpについては、ℓp ∼BJ ℓpが成立することに注意する。これは、(an)n 7→ (an)nが ℓp
から ℓpへの等距離同型写像であることによる。
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系 4.7. バナッハ空間の族{ℓp : 1 < p <∞}は、Birkhoff-James直交構造により分類さ
れる。
古典的数列空間の完全な分類を得るには、平滑でない空間を含む理論を発展させる
必要がある。

5. ヒルベルト空間の場合
3以上の次元を持つヒルベルト空間は、そのBirkhoff-James直交構造により決定される
ことが示せる。この事実の大部分は、定理 2.2に拠る。実際、Birkhoff-James直交性の
対称性はBirkhoff-James同型により保存されるため、バナッハ空間Xが3以上の次元を
持つヒルベルト空間にBirkhoff-James同型であれば、XにおいてBirkhoff-James直交
性は対称であり、また、定理 3.2からdimX ≥ 3である。よって、Xはヒルベルト空間
であることがわかる。あとは、ヒルベルト空間において通常の直交性とBirkhoff-James

直交性とが同値であることに注意すれば、互いにBirkhoff-James同型なヒルベルト空
間が同じ次元を持つことが示せる。この議論により、次が得られる。
定理 5.1. Hをヒルベルト空間とし、Xをバナッハ空間とする。このとき、dimH ≥ 3

かつH ∼BJ Xならば、H = Xである。
この定理の「dimX ≥ 3」という仮定は、取り除くことができない。実際、2次元の
場合には、平滑ラドン平面を用いて反例が構成できる。ここで、2次元バナッハ空間X

がラドン平面であるとは、XにおいてBirkhoff-James直交性が対称であることを言う。
定理 5.2. Xを平滑ラドン平面とする。このとき、X ∼BJ ℓ

2
2である。ここで、ℓ22は 2

次元ユークリッド空間を表す。
したがって、すべての平滑ラドン平面は同一のBirkhoff-James直交構造を持つ。こ
のことからも、Birkhoff-James同型によるバナッハ空間の分類が自明でないことがわ
かる。以下に、ヒルベルト空間でない平滑ラドン平面の例を具体例を挙げよう。
例 5.3. 1 < p <∞およびp−1 + q−1 = 1のとき、R2上のノルムを

‖(a, b)‖p,q =

{
(|a|p + |b|p)1/p (ab ≥ 0)

(|a|q + |b|q)1/q (ab ≤ 0)

により定めると、(R2, ‖ · ‖p,q)は平滑ラドン平面となる。この空間は ℓ2p,qにより表され
る。特に、p 6= 2のとき、ℓ2p,qはヒルベルト空間とならないことから、前の定理により、
2次元の場合に定理 5.1は成立しないことがわかる。

6. 一般の場合に向けた準備
一般のバナッハ空間のBirkhoff-James直交構造を解析するため、バナッハ空間の幾何
的特性を反映する閉包空間（closure space）を導入しよう。
Xをバナッハ空間とする。各x ∈ Xに対して、Rx = {y ∈ X : x ⊥BJ y}と定める。

X上の二項関係≾を、Rx ⊂ Ryのとき x ≾ yであるものとして定めれば、≾はX上
の前順序となる。以下では、前順序を備えた集合 (X,≾)を考える。Xの部分集合Fが
(X,≾)上のフィルターであるとは、それが以下の条件を満たすことをいう。

(i) Fは空でない。
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(ii) x ∈ Fかつx ≾ yならば、y ∈ Fである。

(iii) Fは下向き有向集合である。

また、フィルターF が極大であるとは、それが他のフィルターの真部分集合とならな
いことをいう。極大性の定義においては、便宜上、F がXの真部分集合であることは
要求しないこととする。
(X,≾)のフィルターについて、次がわかる。
補題 6.1. Xをバナッハ空間とし、D0をXの空でない下向き有向集合とする。このと
き、(X,≾)上の極大フィルターUで、D0 ⊂ Uを満たすものが存在する。
この補題により、(X,≾)上には十分多くの極大フィルターが存在することが予想さ

れる。(X,≾)上の極大フィルターを用いて、Xの幾何学的構造空間を導入しよう。
定義 6.2. Xをバナッハ空間とし、(X,≾)上の極大フィルターUに対して、

IU =
∩
x∈U

Rx =
∩
x∈U

∪
f∈ν(x)

ker f

と定める。このとき、Xの幾何学的構造空間を

S(X) = {IU : Uは (X,≾)上の極大フィルター}

により定める。
この幾何学的構造空間上で、閉包作用素を考える。
命題 6.3. Xを自明でないバナッハ空間とし、各S ⊂ S(X)に対して

S= =

{
I ∈ S(X) :

∩
J∈S

J ⊂ I

}

と定める。このとき、次が成立する。

(i) ∅= = ∅

(ii) S ⊂ S=

(iii) (S=)= = S=

(iv) S1 ⊂ S2のとき、S=
1 ⊂ S=

2

言い換えれば、S 7→ S=は∅= = ∅を満たす閉包作用素である。
したがって、幾何学的構造空間は、この閉包作用素のもとで閉包空間となる。以下
では、幾何学的構造空間を、命題 6.3の閉包作用素を備えた閉包空間として扱う。その
とき、幾何学的構造空間が位相空間となるかどうかは、取り扱うバナッハ空間の性質
に依存することに注意する。このことから、次の定義を与えておく。
定義 6.4. Xをバナッハ空間とする。このとき、C(X) = {S ⊂ S(X) : S= = S}と定
める。もしC(X)が閉集合の公理を満たすならば、S(X)は位相化可能（topologizable）
といわれる。
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幾何学的構造空間をBirkhoff-James同型の研究に応用する前に、その基本的性質を
挙げておこう。バナッハ空間Xの元xに対して、

α(x) = {f ∈ BX∗ : |f(x)| = ‖x‖}

と定める。このとき、次がわかる。
補題 6.5. Xをバナッハ空間とし、x, y ∈ Xとする。このとき、次は同値。

(i) x ≾ y

(ii) α(x) ⊂ α(y)

次に、(X,≾)上の極大フィルターUに対して、

α(U) =
∩
x∈U

α(x)

と定める。この集合を用いることで、S(X)の元を特徴づけることができる。
定理 6.6. Xをバナッハ空間とし、Uを (X,≾)上の極大フィルターとする。このとき、

IU =
∪

f∈α(U)

ker f

が成立する。
定理 6.7. Xをバナッハ空間とし、Uを(X,≾)上の極大フィルターとする。もしf ∈ α(U)

ならば、
IU =

∩
{Rx : x ∈ f−1(1) ∩ BX}

が成立する。
また、これより、次の定理が得られる。以下では、バナッハ空間Xの単位球面をSX

で表すこととする。
定理 6.8. Xをバナッハ空間とし、Uを(X,≾)上の極大フィルターとする。もしx0 ∈ SX

が (x0 + IU) ∩ BX ⊂ SXを満たすならば、

IU =
∩

{Rx : x ∈ (x0 + IU) ∩ BX}

が成立する。
この定理の応用として、幾何学的構造空間はT1様の性質を持つことが示せる。
定理 6.9. Xをバナッハ空間とし、U, V を (X,≾)上の極大フィルターとする。このと
き、IU ⊂ IV ならば、IU = IV となる。また、したがって、各 I ∈ S(X)に対して、
{I} ∈ C(X)である。が成立する。
このことから、特に、次がわかる。
系 6.10. Xをバナッハ空間とする。もしS(X)が位相化可能ならば、S(X)の有限集
合は閉である。
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この事実は、S(X)の位相化可能性の判定に有用である。
さて、この節の最後に、バナッハ空間の単位球の面構造と幾何学的構造空間との間
の関係について述べよう。Xの単位球の面Fに対して、

Φ∗(F ) = {f ∈ BX∗ :各x ∈ Fに対して、f(x) = 1}

と定める。
補題 6.11. Xをバナッハ空間とし、FをBXの極大面とする。また、

IF =
∪

{ker f : f ∈ Φ∗(F )}

とする。このとき、(X,≾)上の極大フィルター U が存在して、Φ∗(F ) ⊂ α(U)かつ
IF = IUとなる。特に、IF ∈ S(X)である。
この補題を用いることで、幾何学的構造空間を、単位球の極大面から構成することが
可能となる。バナッハ空間Xに対して、その単位球のすべての極大面から成る集合を
Fmax(X)により表す。この集合において、|c| = 1を満たすあるc ∈ Kに対してF1 = cF2

となるときF1 ' F2であると定めれば、'はFmax(X)上の同値関係となる。この同値関
係によるFmax(X)の商集合をFess(X)により表す。また、Fの同値類をC(F )と書く。
定理 6.12. Xをバナッハ空間とし、各F ∈ Fess(X)に対してκ(C(F )) = IF と定める。
このとき、κ : Fess(X) → S(X)は全単射である。特に、

S(X) = {IF : FはBXの極大面}

が成立する。

7. 一般の場合
バナッハ空間の幾何学的構造空間を、Birkhoff-James同型の理論に応用しよう。まず
は、幾何学的構造空間がBirkhoff-James直交性保存子のもとで保存されることを見る。
定理 7.1. X,Y をバナッハ空間とし、T : X → Y をBirkhoff-James直交性保存子とす
る。このとき、(X,≾)上の各極大フィルターUに対してΦT (IU) = T (IU)と定めれば、
ΦT : S(X) → S(Y )は同相写像となる。
幾何学的構造空間の位相化可能性は、閉包空間の同相写像のもとで移りあうことも
示せる。
定理 7.2. X,Y をバナッハ空間とし、S(X)とS(Y )とは閉包空間として同相とする。
このとき、S(X)が位相化可能ならば、S(Y )も位相化可能である。さらに、S(X)と
S(Y )とは位相空間として同相である。
さて、具体的なバナッハ空間について、幾何学的構造空間を調べてみよう。まずは、
連続関数の成す空間を考える。
定理 7.3. Kを局所コンパクトハウスドルフ空間とする。このとき、S(C0(K))は位相
化可能であり、S(C0(K))とKとは同相である。
このことと定理 7.1から、次がわかる。
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系 7.4. K,Lを局所コンパクトハウスドルフ空間とする。このとき、C0(K) ∼BJ C0(L)

ならば、KとLとは同相である。特に、C0(K) ∼BJ C0(L)ならば、C0(K) = C0(L)が
成立する。
一方で、多くのバナッハ空間が、位相化不可能な幾何学的構造空間を持つことがわ
かる。
定理 7.5. Xを非自明な平滑バナッハ空間とする。このとき、

S(X) = {ker ν(x) : x ∈ X \ {0}}

である。さらに、Xが回帰的かつdimX ≥ 2ならば、S(X)は位相化不可能である。
特に、1 < p <∞のとき、ℓpは回帰的平滑バナッハ空間であるから、S(ℓp)は位相化
不可能である。この事実は、p = 1のときも成立する。
定理 7.6. S(ℓ1)は位相化不可能である。
したがって、定理 7.1と7.2の観点から、1 ≤ p <∞のとき、c0 6∼BJ ℓp 6∼BJ ℓ∞であ

る。また、これより、Birkhoff-James同型のもとでの古典的数列空間の分類を完了させ
るには、1 < p <∞のとき ℓ1 6∼BJ ℓp であることを示せばよい。これを示すために、次
の概念を導入する。
定義 7.7. Xをバナッハ空間とする。このとき、S(X)がBirkhoff-James同次性を持つ
とは、各 I, J ∈ S(X)に対して、X上のBirkhoff-James直交性保存子 T が存在して、
T (I) = Jとなることをいう。
この概念は、Birkhoff-James同型のもとで保存される。
定理 7.8. X,Y をバナッハ空間とし、X ∼BJ Y とする。このとき、S(X)がBirkhoff-

James同次性を持つならば、S(Y )もBirkhoff-James同次性を持つ。
この道具を用いて、ℓpを分類しよう。
定理 7.9. S(ℓ1)はBirkhoff-James同次性を持つ。
定理 7.10. 1 < p <∞かつp 6= 2のとき、S(ℓp)はBirkhoff-James同次性を持たない。
したがって、定理 7.8より、1 < p <∞かつp 6= 2のとき、ℓ1 6∼BJ ℓpである。また、

ℓ1 6∼BJ ℓ2であることは、ヒルベルト空間に対する結果から従う。以上より、Birkhoff-

James同型のもとで、古典的数列空間の完全な分類が得られる。
系 7.11. バナッハ空間の族 {c0} ∪ {ℓp : 1 ≤ p ≤ ∞}は、Birkhoff-James直交構造によ
り分類される。
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����1�����������ν ∈ Z�m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Zn �������Qνm�

Qνm ≡
n�

j=1

�
mj

2ν
,
mj + 1

2ν

�

���������Qνm� 2��������2����������D������� 2−kn������ 2����������Dk ����2����������� 1�����Q,R ∈ D������Q ∩R� ∅, Q,R�����������������
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loc(Rn)����Morrey (quasi-)����
∥f∥Mp

q
:= sup

Q∈D
|Q| 1p− 1

q

�
ˆ

Q

|f(y)|qdy
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����q = p�����Mp
p(Rn) = Lp(Rn) �������������

Morrey����������������
(1) 1 ≤ q ≤ p < ∞����Banach������
(2) 0 < q1 < q2 ≤ p < ∞���

Lp(Rn) = Mp
p(Rn) �→ Mp

q2
(Rn) �→ Mp

q1
(Rn)

������
(3) 0 < q < p < ∞����|x|−n

p ∈ Mp
q(Rn) \ Lp(Rn)����

(4) Morrey��������������0 < q < p < ∞����
(Mp

q(Rn))∗∗ ̸= Mp
q(Rn)

����
(5) 0 < q < p < ∞����L∞

c (Rn)�C∞
c (Rn) �Mp

q(Rn)�������
���������Morrey��� Lebesgue���������������

Lebesgue����������������������������2������� p, q�������������������������������� p������q��������������������������
���Morrey��� 1��������Bourgain–Morrey��Mp

q,r(Rn)���������������Morrey�������������������
2�������������������������

sup
Q∈D

=⇒ sup
ν∈Z,m∈Zn

��������������������� {Qνm}ν∈Z,m∈Zn� �∞����������������������������� �r����������������
Definition 1.1. ����� p, q, r� 0 < q ≤ p < ∞�0 < r ≤ ∞����������������� f ∈ Lq

loc(Rn) ����(quasi-)��� ∥ · ∥Mp
q,r
�

∥f∥Mp
q,r

=

������

�
|Qνm|

1
p
− 1

q

�
ˆ

Qνm

|f(y)|qdy
� 1

q

�

ν∈Z,m∈Zn

������
ℓr

����������∥f∥Mp
q,r

< ∞������ f ������Mp
q,r(Rn)����Bourgain–Morrey������
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��������� 1990��� Bourgain[2]����������������������������Fourier����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������Bourgain–Morrey����������������������

(1) Stein–Thomas (Strichartz) ������
Bourgain [2]�Moyua, Vargas, Vega [12]���������Stein–Thomas���������������M2

p,4 (p ≥ 12/7)������������� L2���������������1���������� 2.2������������������Moyua, Vargas, Vega�����
�fdσ(ξ, ξ3) =

ˆ

{x∈R2:|x|≤1}
e−2πi(x·ξ+Φ(x)ξ3)f(x)dx, (ξ, ξ3) ∈ R2 × R. (1.1)

���������������������Φ������������������
det (Hess(Φ)) > 1,

����Φ ∈ C∞({x ∈ R2 : |x| < 2}) ���������������������������Ω ⊂ {x ∈ R2 : |x| ≤ 1}�����
∥�χΩdσ∥L4(R3) ≤ C∥χΩ∥M2

p,4
, p ≥ 4(

√
2− 1) (1.2)

������������ p���� sharp������������(1.2)���������������������������������������������������[12, Theorem 4.2]����������� p ≥ 12/7���������
(2) ����������
���Moyua, Vargas, Vega���������������������

�
i∂tu = (−∆)

a
2 u, (t, x) ∈ R× R2, a > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R2,
(1.3)

�������� a.e.������������������(1.3)���
eit(−∆)

a
2 u0(x) = u(x, t) =

1

2π

ˆ

R2

eix·ξ−it|ξ|a �u0(ξ)dξ

1���M2
p,4 �����Xp �������������
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�������(1.1)�����������������
Merle� Vega� [10]�����(1.2)�����������p ≥ 12/7����

∥eit(−∆)u0∥L4(R×R2) ≤ C0 min{∥u0∥M2
p,4
, ∥ �u0∥M2

p,4
}

�������������������2������Schrödinger���
�

∂tu = i(∆u± |u|2u), (t, x) ∈ (0,∞)× R2,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R2

�������� u0�
min{∥u0∥M2

p,4
, ∥ �u0∥M2

p,4
} ≤ ε (ε > 0)

������������ u ∈ L4(R×R2) �������������������L4���������������������������������
Bégout�Vargas� [1]���������� Schrödinger���

�
i∂tu+∆u+ γ|u| 4nu = 0, (t, x) ∈ I × Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

(1.4)

����������γ ∈ R \ {0}������������������
(1.4)����������������M2

p,
2(n+2)

n

���� Strichartz��
����������������������������� (1.4)����������������������

(3) ��������
Masaki� [7]������ Schrödinger����������

�
i∂tu+∆u = −|u|2αu, (t, x) ∈ I × Rn,
u(t0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(1.5)

����I ⊂ R�������t0 ∈ I ���u(t, x) : I × Rn → C ���������������mass-subcritical�������α < 2/d���� (1.5)������������������ 2���������������������������������� Sobolev��Hs�����L2���������������������������������������������L2����������������������������������������������������L2������������������������������
Bourgain–Morrey��������������Bourgain–Morrey���
KdV����Airy������������������ Strichartz���������������[8, 9]��
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2 Bourgain–Morrey�����
2.1 ��������
���Bourgain–Morrey������������������r1 ≤ r2������������� �r1 ⊆ �r2��������������������������
Lemma 2.1. 0 < q ≤ p < r1 ≤ r2 ≤ ∞�����Mp

q,r1
(Rn) �→ Mp

q,r2
(Rn) ������

���Morrey������������ q���������������
Lemma 2.2. 0 < q2 ≤ q1 ≤ p < r ≤ ∞�����Mp

q1,r
(Rn) �→ Mp

q2,r
(Rn) ������

Lemma 2.1� Lemma 2.2���������������������������Rn�������
Lp = Mp

p �→ Mp
q1

�→ Mp
q2

�→ · · ·

�→ �→ �→

Mp
p,r2

�→ Mp
q1,r2

�→ Mp
q2,r2

�→ · · ·

�→ �→ �→

Mp
p,r1

�→ Mp
q1,r1

�→ Mp
q2,r1

�→ · · ·

������Bourgain–Morrey��Mp
q,r(Rn)�Morrey��Mp

q(Rn)����������������������������������
Example 2.3. 0 < q < p < r < ∞���������f(x) = |x|−n

p /∈ Mp
q,r(Rn)�������ν ∈ Z�����������

�

m∈Zn

|Qνm|
r
p
− r

q

�
ˆ

Qνm

|y|−
qn
p dy

� r
q

= (2−νn)
r
p
− r

q

�

m∈Zn

�
ˆ

Qνm

|y|−
qn
p dy

� r
q

≥ (2−νn)
r
p
− r

q

�
ˆ

Qν0

|y|−
qn
p dy

� r
q

≥ (2−νn)
r
p
− r

q

�
ˆ

Qν0

�
2−ν

√
n
�− qn

p dy

� r
q

= (2−νn)
r
p
− r

q
�
2−ν

√
n
�− rn

p
�
2−ν

� rn
q ∼ 1

����������
∥f∥Mp

q,r
≥ C

��

ν∈Z
1

� 1
r

= ∞

��������
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����������|x|−n
p ∈ Mp

q(Rn)�������Morrey��Mp
q(Rn)�Bourgain–Morrey��Mp

q,r(Rn)��������������������
����������Lebesgue���Bourgain–Morrey�������������������������Lebesgue�����������������������������������������������������������

Theorem 2.4. 0 < q ≤ p < ∞�0 < r ≤ ∞���������Mp
q,r(Rn) ̸= {0}������������� 0 < q < p < r < ∞ �����0 < q ≤ p < r = ∞���������

���Lebesgue����������������������������������������������

2.2 �����
Bégout, Vargas [1] �Masaki, Segata [8] �������������������������
Theorem 2.5 ([1, Theorem 1.3], [8, Proposition A.1]). 0 < q < p < r < ∞������������ s�

1

s

�
1− p

r

�
+

1

p
× p

r
<

1

q

������������
∥f∥Mp

q,r
≤ C∥f∥1−

p
r

Mp
s
∥f∥

p
r
Lp (2.1)

���������Lp(Rn) �→ Mp
q,r(Rn) ������

�������Calderón–Lozanovskĭi ����������� 1����������������������������Calderón–Lozanovskĭi ������������Morrey���Lebesgue���������������������������� [3]������
Definition 2.6. 0 ≤ θ ≤ 1, 1 ≤ s ≤ p < ∞���������Calderón–
Lozanovskĭi � (Mp

s(Rn))1−θ(Lp(Rn))θ ���� f0 ∈ Mp
s(Rn) � f1 ∈ Lp(Rn)�����|f | ≤ |f0|1−θ|f1|θ ������������ f ��������������f ∈ (Mp

s(Rn))1−θ(Lp(Rn))θ �����
∥f∥(Mp

s)1−θ(Lp)θ = inf{∥f0∥Mp
s

1−θ∥f1∥Lp
θ}

������������� |f | ≤ |f0|1−θ|f1|θ��������� f0 ∈ Mp
s(Rn)� f1 ∈ Lp(Rn)������������
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�����������Theorem 2.5���������������
Theorem 2.7. 0 < q < p < r < ∞���θ =

p

r
������������ s�

1

s

�
1− p

r

�
+

1

r
<

1

q
, p ≥ s

������������(Mp
s(Rn))1−θ(Lp(Rn))θ �→ Mp

q,r(Rn) ���������Lp(Rn) �→ Mp
q,r(Rn) ����

������������� f����������f������������������ (2.1)��������������
���Lebesgue���Bourgain–Morrey������������������������������������������������������������

Example 2.8. 0 < q < p < r < ∞, ap < 1 < ar��������
g(x) = |x|−n

p (log(|x|−1))−aχ[0,1/2n](|x|) ∈ Mp
q,r(Rn) \ Lp(Rn)

����

3 Bourgain–Morrey���������������
������������������������������������� 1�������������������Hardy–Littlewood������������������������������������������
Hardy–Littlewood����������������������
���Hardy–Littlewood������������� f �����

Mf(x) = sup
Q∈Q

χQ(x)

|Q|

ˆ

Q

|f(y)|dy

���������M�����������Q���������������������������������
Bourgain–Morrey������M ��������������

Theorem 3.1. 1 < q ≤ p < r ≤ ∞���������Hardy-Littlewood������M �Mp
q,r����������������������������

C > 0������
∥Mf∥Mp

q,r
≤ C∥f∥Mp

q,r
(f ∈ Mp

q,r(Rn)).
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�������. ����� reduction� notation�����
• r = ∞�����Morrey������[4]�����r < ∞�����������
• M������������M�����MD��������������[6]�����MD���

MDf(x) = sup
Q∈D

χQ(x)

|Q|

ˆ

Q

|f(y)|dy

����
• f ∈ Mp

q,r�Q ∈ D�����f1 ≡ fχQ, f2 ≡ fχRn\Q����
���f1������������Lebesgue������MD�����[6]����������

�
ˆ

Q

MDf1(x)
q dx

� 1
q

≤ C

�
ˆ

Q

|f(x)|q dx
� 1

q

�����������
∥MDf1∥Mp

q,r
≤ C∥f∥Mp

q,r

����
���f2�����������Qk�Q ⊂ Qk����|Qk| = 2kn|Q|��������������Qk�Q� k���������������
�����x ∈ Q�����x(∈ Q)������Rn \ Q������� 2�����MD������������������Q��������������

MDf2(x) = sup
S∈D

χS(x)

|S|

ˆ

S

|f(y)|χRn\Q(y)dy ≤
∞�

k=1

1

|Qk|

ˆ

Qk

|f(y)|dy

������
|Q| 1p− 1

q

�
ˆ

Q

MDf2(x)
q dx

� 1
q

≤ |Q| 1p
∞�

k=1

�
1

|Qk|

ˆ

Qk

|f(x)|q dx
� 1

q
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����|Qk| = 2kn|Q|�������
��

Q∈D
|Q| rp− r

q

�
ˆ

Q

MDf2(x)
q dx

� r
q

� 1
r

≤
∞�

k=1

2−
kn
p

��

Q∈D
|Qk|

r
p
− r

q

�
ˆ

Qk

|f(x)|q dx
� r

q

� 1
r

=
∞�

k=1

2−
kn
p

��

R∈D

�

Q∈D,Qk=R

|Qk|
r
p
− r

q

�
ˆ

Qk

|f(x)|q dx
� r

q

� 1
r

����������������2������������������������2����� 1�����R�����k������R������ 2����������������R�����������������������
R ∈ D� k ∈ N�������2����Q��� k�����R��������� 2kn����������

�

Q∈D,Qk=R

|Qk|
r
p
− r

q

�
ˆ

Qk

|f(x)|qdx
� r

q

= 2kn|R| rp− r
q

�
ˆ

R

|f(x)|qdx
� r

q

����������
�

Q∈D
|Qk|

r
p
− r

q

�
ˆ

Qk

|f(x)|q dx
� r

q

= 2kn
�

R∈D
|R| rp− r

q

�
ˆ

R

|f(x)|q dx
� r

q

= 2kn(∥f∥Mp
q,r
)r

����p < r�����������
∥MDf2∥Mp

q,r
≤

∞�

k=1

2
kn
r
− kn

p ∥f∥Mp
q,r

≲ ∥f∥Mp
q,r

�����������MD������Mp
q,r���������������

∥MDf∥Mp
q,r

≤ C∥f∥Mp
q,r

����
Remark 3.2. ����������������������������������������������Fefferman–Stein���������������������������������������������������
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4 Morrey������
������Morrey��Mp

q(Rn)�Bourgain–Morrey��Mp
q,r(Rn)(r < ∞)���������������������

4.1 ���
�������� (5)���Morrey��Mp

q(Rn)�����C∞
c (Rn)�L∞

c (Rn)��������������������������������������������Mp
q(Rn)�����������������������������������Bourgain–Morrey�����������������������������

Proposition 4.1. 0 < q < p < r < ∞�����L∞
c (Rn)�C∞

c (Rn)�Mp
q,r(Rn)����������

������� (2)���0 < q1 < q2 ≤ p < ∞���
Mp

q2
(Rn) �→ Mp

q1
(Rn)

�����������������������L∞
c (Rn)�C∞

c (Rn) ���������������������������������������������������
Theorem 4.2 ([14, Theorem 1]). 0 < q < q0 ≤ p < ∞����Mp

q0
(Rn) �

Mp
q(Rn) �����������
����� Lemma 2.2�������������������������������������������������������Bourgain–

Morrey���Morrey����������������������������������
Proposition 4.3. 0 < q < p < r < ∞�����Mp

q,r(Rn)�Mp
q(Rn) �����������

�������� |x|−n
p ∈ Mp

q(Rn) \Mp
q,r(Rn) � L∞

c ������������������Proposition 4.1�� L∞
c �Mp

q,r(Rn)�������������

4.2 �������
����� (4)���Morrey��Mp

q(Rn)����������������������[15, Section 9]��������Bourgain–Morrey������������������������������������������������
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Theorem 4.4. 1 ≤ q < p < r < ∞�����Mp
q,r������������

(Mp
q,r)

∗∗ = Mp
q,r

������
�����Morrey��� Bourgain–Morrey������ r = ∞����

r < ∞���������������� sup������������������ L∞������������������

4.3 Proposition 4.1 �Theorem 4.4�������
�������������������������
Definition 4.5. k ∈ Z���0 < q < p < r < ∞��������� f ∈
Mp

q,r(Rn)�������E
(q)
k �

E
(q)
k (f) =

�

Q∈Dk

m
(q)
Q (f)χQ, m

(q)
Q (f) =

�
1

|Q|

ˆ

Q

f(y)qdy

� 1
q

������
������������������� key lemma����

Lemma 4.6. 0 < q < p < r < ∞��������� f ∈ Mp
q,r(Rn)����

���E(q)
k (f)− f

���
Mp

q,r

→ 0 (k → ∞)

������
Lemma 4.7. 0 < q < p < r < ∞��������� k ∈ N������
f ∈ Mp

q,r(Rn)����
���E(q)

k (f)− E
(q)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

→ 0 (R → ∞)

����������B(R)��������R > 0�������
Lemma 4.8. k ∈ Z�0 < q < p < r < ∞���������f ∈ Mp

q,r(Rn)���� ���E(q)
k (|f |)

���
Mp

q,r

≲ ∥f∥Mp
q,r

������
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������������������������������
�Proposition 4.1����. E

(q)
k (f)χB(R) ∈ L∞

c (Rn)������Lemma 4.6�
Lemma 4.7���

���f − E
(q)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

≤
���f − E

(q)
k (f)

���
Mp

q,r

+
���E(q)

k (f)− E
(q)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

→ 0

������������
Theorem 4.4�������������������������������������

Remark 4.9. Lemma 4.8�Lq���������������Mp
q,r(Rn)������������������� [7]�����Bourgain–Morrey������������������������Banach��B1, B2�����(B1)

∗ = B2������B1�B2������������[7]��������������������Mp
q,r(Rn)���������������������
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q,r

���∥E(q∗)
k (f)− E

(q∗)
k (f)χB(R)∥Mp

q,r

• 4.3�� Proposition 4.1���
���E

(q)
k (f)χB(R) ∈ L∞

c (Rn)������Lemma 4.6� Lemma 4.7���
���f − E

(q)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

≤
���f − E

(q)
k (f)

���
Mp

q,r

+
���E(q)

k (f)− E
(q)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

→ 0

���E
(q∗)
k (f)χB(R) ∈ L∞

c (Rn)������Lemma 4.6�Lemma 4.7���
���f − E

(q∗)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

≤
���f − E

(q∗)
k (f)

���
Mp

q,r

+
���E(q∗)

k (f)− E
(q∗)
k (f)χB(R)

���
Mp

q,r

→ 0
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Dunkl調和多項式とその周辺

示野信一（関西学院大学）∗

Euclid空間上の Fourier解析の変形である，有限鏡映群に付随した Dunkl解析が研究
されてきた ([3])．Dunkl調和多項式に関連した我々の結果 [10, 11]について述べる．

1 Dunkl作用素と Dunkl調和多項式
d を正の整数，a = Rd，⟨ , ⟩ を a 上の内積とする．R ⊂ a を reducedな root系とす

る（crystallographicであることを仮定しない）．rα を α ∈ R に関する鏡映，G を R に
対応する有限鏡映群（rα (α ∈ R) で生成される群）とする．κ : R → C, α 7→ κα を G-
不変な関数とする（重複度関数）．正ルート系 R+ ⊂ R を固定する．
たとえば，{e1, . . . , ed} を a = Rd の標準基底とするとき，R = {±ei}1≤i≤d は

R+ = {ei}1≤i≤d を正ルート系に持つルート系で G = Zd
2，κ は κ−ei = κei を満たす．

ξ ∈ a に対して ∂ξ を ξ 方向の方向微分とする．ξ ∈ a に対して，Dunkl 作用素
Dξ = Dξ(κ) を次で定める．

Dξf(x) = ∂ξf(x) +
∑

α∈R+

κα⟨α, ξ⟩f(x) − f(rαx)
⟨α, x⟩

.

任意の ξ, η ∈ a に対して，[Dξ, Dη] = 0 が成り立つ．∂i = ∂ei , Di = Dei , D =
(D1, . . . , Dd) と書くと，Dξ = ⟨ξ, D⟩ である．特に，Dξ(0) = ∂ξ, D(0) = ∇ である．
たとえば，G = Zd

2 のときは，Di は次のようになる．

Dif(x) = ∂if(x) + κei

f(x) − f(x1, . . . , −xi, . . . , xd)
xi

.

Dunkl Laplacian ∆κ を ∆κ =
∑d

i=1 D2
i により定めると，

∆κf(x) = ∆f(x) +
∑

α∈R+

2kα

⟨α, x⟩
∂αf(x) −

∑
α∈R+

κα
⟨α, α⟩
⟨α, x⟩2 {f(x) − f(rαx)}

が成り立つ．∆0 は Euclid Laplacian ∆ =
∑d

i=1 ∂2
i である．

∗ 第 61回実函数論・函数解析学合同シンポジウム 於 日本大学
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P を Rd 上の実数係数多項式全体の空間とし，非負整数 m に対してPm を Rd 上の
m 次斉次多項式全体の空間とする．Hκ := {p ∈ P ; ∆κp = 0} の元をDunkl調和多項
式と呼ぶ．H0 は古典的な調和多項式の空間であり，この場合に知られている多くの結果
([7])が Dunkl調和多項式の場合に拡張されている．Hκ,m = Hκ ∩ Pm とおくと，直和

分解Hκ =
∞∑

m=0

⊕Hκ,m が成り立つ．p, q ∈ P に対して ⟨p, q⟩κ = (p(D)q)(0) と定める

（Dunkl版の Fischer内積）．m ̸= n, p ∈ Pm, q ∈ Pn ならば ⟨p, q⟩κ = 0 である．
古典的な直交多項式の場合と同じく次の直交分解（正規分解）が成り立つ．

(1) Pm = Hκ,m ⊕ ||x||2Hκ,m−2 ⊕ · · · ⊕ ||x||2lHκ,m−2l (l = [m/2], ||x||2 = ⟨x, x⟩).

定数 λκ と重み関数 hκ(x) を次で定める．

λκ = d

2
− 1 +

∑
α∈R+

κα, hκ(x) =
∏

α∈R+

|⟨α, x⟩|κα

dσ を単位球面 Sd−1 ⊂ Rd 上の表面測度とし，ωκ,d を次で定める．

ωκ,d =
∫

Sd−1
h2

κ(y)dσ(y).

p ∈ Hm, q ∈ Hn に対して次が成り立つ．

(2) 1
ωκ,d

∫
Sd−1

p(y)q(y)h2
κ(y)dσ(y) = 1

2m (λκ + 1)m
⟨p, q⟩κ.

ここで (a)0 = 1, (a)m = a(a + 1) · · · (a + m − 1) (m ∈ Z>0)．

2 Hobsonの公式
定理 1 ([10]). f0(r) を (0, ∞) 上の C∞ 級関数，f(x) = f0(||x||)，p ∈ Pm とすると
き，次が成り立つ．

p(D)f(x) =
[m/2]∑
j=0

1
2jj!

[(
1
r

d

dr

)m−j

f0

]
(||x||) · ∆j

κ p(x).

上の定理は，κ = 0 の場合は Hobson [5]によって与えられた．また，G = Zd
2 の場合

は [13, Theorem 6]で与えられている．

例 (i) p(x) = ||x||2 のとき，m = 2，p(D) = ∆κ であり，

∆κf(x) = f ′′
0 (r) + 2λκ + 1

r
f ′

0(r) (r := ||x||).
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(ii) f(x) = e−||x||2/2 とすると，

p(D)e−||x||2/2 =
[m/2]∑
j=0

(−1)m−j

2jj!
e−||x||2/2∆j

κ p(x).

定理 1の証明について 野村 [8]は Laplacianと Euler作用素の交換関係（下の (ii)）と
数学的帰納法を用いて Hobsonの公式（κ = 0 の場合）の簡明な証明を与えた．（[5], [12]
の証明よりずっと簡明である．）一般の κ の場合にも [8] のアイディアが有効である．

p ∈ P に対して Mp を p を掛ける掛け算作用素とし，E =
∑d

l=1 xl∂l を Euler作用
素とする．p ∈ Pm+1 に対して，p = 1

m+1 Ep だから，p(D) = 1
m+1

∑d
l=1 Dl (∂lp)(D).

この右辺に ∂lp ∈ Pm に対する Hobsonの公式（帰納法の仮定）と次の交換関係を用い
ることにより，p ∈ Pm+1 に対する Hobsonの公式が従う．

(i) [∆κ, Mxi ] = 2Di. 一般に [∆j
κ, Mxi ] = 2jDi∆j−1

k (j = 1, 2, . . . )．
(ii) [∆κ, E] = 2∆k. 一般に [∆j

κ, E] = 2j∆j
k (j = 0, 1, 2, . . . )．

応用 Strasburger [12]は Hobsonの公式（κ = 0 の場合）に着目し，その別証明と応用
を与えた．同様にして，一般の κ に対しても以下のような応用を与えることができる．

• 斉次多項式の調和多項式への射影 (Clebsch射影）公式
• Bochner-Hecke等式
• Pizzettiの公式
• Hermite多項式の表示式

これらは Dunkl解析における既知結果の別証明を与えるものである．

3 Pizzettiの公式の拡張
正規分解 (1)の具体形 ([3, Theorem 7.1.15])と内積の関係式 (2)から次が導かれる．

定理 2 ([11]). p ∈ Pl, q ∈ Hκ,m とする．l − m = 2n が非負の偶数のとき，
1

ωκ,d

∫
Sd−1

q(y)p(y)h2
κ(y)dσ(y) = 1

2m+2nn! (λκ + 1)m+n
q(D)∆n

κp.

Dunkl版の Taylorの定理を用いて上の結果を重ね合せることにより次が得られる．

系 3. q ∈ Hκ,m とする．0 ∈ Rd の近傍で定義された C∞-級関数 f に対して，r → 0+

のとき次が成り立つ．

(3) 1
ωκ,d

∫
Sd−1

q(y)f(ry)h2
κ(y)dσ(y) =

N∑
n=0

(q(D)∆n
κf)(0)

n! (λκ + 1)m+n

(r

2

)m+2n

+ o(rm+2N ).
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系 3において q = 1 とすると Dunkl作用素に対する Pizzettiの公式が得られる（[6],
[1]により既に証明されている）．さらに κ = 0 とすると古典的な Pizzettiの公式 ([9])が
得られる．κ = 0 の場合，定理 2は [2]が，系 3は [4]が与えている．また，定理 2およ
び系 3は q = 1 の場合（Pizzettiの公式）と Hobsonの公式（定理 1) から導くこともで
きる．

応用 上の定理，系の応用として，Dunkl解析において知られている Funk-Hecke公式，
調和多項式の再生核の表示式の別証明を与えることができる．
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