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まえがき
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C∗環に値をとるリプシッツ環の間の等距離写像 ∗

大井　志穂 † ‡

概 要

本講演では，[9, 10, 19, 20]で得られた単位的 C∗環に値をとるリプシッツ写像全体
からなるBanach環 (リプシッツ環と呼ぶ)の間の全射複素線形等距離写像についての一
連の結果について述べる。

1 はじめに
二つのノルム空間N1, N2の間の写像 U : N1 → N2が，任意の a, b ∈ N1に対して

‖U(a)− U(b)‖ = ‖a− b‖

をみたすとき，U を等距離写像という。等距離写像は歴史的にも非常に古くから研究され
ている写像の一つであるが，Banach空間の間の等距離写像の研究の始まりは，1932年の
S. Banach（[1]）による。ここで，CR(X) := {f : X → R|f は連続 }で，コンパクト距
離空間 X で定義された実数値連続関数全体のなす線形空間に，各 f ∈ CR(X)に対して，
‖f‖ = supx∈X |f(x)|でノルムを定義した実Banach空間を表す。

定理 1.1 ([1]). 二つのコンパクト距離空間 X1 と X2 が同相であるための必要十分条件は，
CR(X1)とCR(X2)の間の全射等距離写像が存在することである。

もしBanach空間論の始まりが，[1]だとすると，Banach空間の間の等距離写像の研究は，
Banach空間が創始されたときから興味関心を持たれ，研究され続けているテーマであると
言える。また，Banachは定理 1.1 のRemarkとして，任意の全射等距離写像が原点を保存
するならば，具体的に次のように表されることを述べた。

注意 1.2 ([1] Remark). 全射等距離写像U : CR(X1) → CR(X2)がU(0) = 0をみたすならば，
同相写像 ϕ : X2 → X1と実数値連続関数 α : X2 → {−1, 1}があって，

U(f)(y) = α(y)f(ϕ(y)), f ∈ CR(X1), y ∈ X2

が成り立つ。

∗第 60回実函数論・函数解析学合同シンポジウム講演集
†〒 950-2181 新潟市西区五十嵐２の町 8050番地, 新潟大学理学部数学プログラム
‡shiho-oi@math.sc.niigata-u.ac.jp
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このような形をした写像を，現在では荷重合成作用素と呼ぶことも多い。1937年に Stone

はコンパクト距離空間 X1, X2をコンパクトハウスドルフ空間 Y1, Y2の場合に一般化して，
CR(Yi)の間の全射等距離写像の特徴づけを与えた。その後，コンパクトハウスドルフ空間
Yi上で定義された複素数値連続関数全体からなる複素Banach空間C(Yi)の間の全射複素線
形等距離写像が考えられ，その結果得られた次の定理 1.3は非常に有名である。現在では，
定理 1.3をBanach-Stone の定理と呼ぶ。

定理 1.3. 写像U : C(Y1) → C(Y2)が全射複素線形等距離写像であるための必要十分条件は，
同相写像ϕ : Y2 → Y1と |α(y)| = 1 が任意の y ∈ Y2で成り立つ複素数値連続関数α : Y2 → C

があって，
U(f)(y) = α(y)f(ϕ(y)), f ∈ C(Y1), y ∈ Y2

が成り立つことである。

Banach-Stone の定理では，全射等距離写像が複素線形であることを仮定しているが，実
は次のMazur-Ulamの定理より，全射等距離写像は自然にアフィン写像となることが知られ
ている。

定理 1.4 (Mazur-Ulam). 二つのノルム空間N1, N2の間の写像 U : N1 → N2が全射等距離
写像であるならば，U − U(0)は実線形である。

Banach-Stoneの定理から，二つの任意のコンパクトハウスドルフ空間 Y1と Y2に対して，
二つの可換Banach環C(Y1)とC(Y2)が与えられたとき，次が互いに同値であることを確か
めることができる。

� C(Y1)とC(Y2)が等距離同型

� C(Y1)とC(Y2)がBanach環として同型

よって，Banach-Stoneの定理は，Banach空間としての同型性が，Banach環として同型で
あることを導くことを主張した定理であると読み替えられる。では，単位的可換C∗環以外
の Banach環についても，Banach-Stone型の定理が成り立つのだろうか。本講演において
は，Banach環の間の全射複素線形等距離写像を調べることにより，この問いに関するいく
つかの結果を得たので紹介する。これ以降，Banach空間は，すべて複素Banach空間とし，
さらに全射複素線形等距離写像のことを全射線形等距離写像と呼ぶことにする。

2 Banach環の間の全射線形等距離写像
主定理の主張の背景について述べるために，ここではBanach-Stoneの定理の拡張として，
次の二つの定理を紹介する。
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2.1 関数環の間の全射線形等距離写像
コンパクトハウスドルフ空間 Y に対して，Y で定義された複素数値連続関数からなる

Banach 環 C(Y )の閉部分環で，定数関数 1を含み，Y の各点を分離する Banach環を関数
環と呼ぶ。関数環Aに対して，Aの極大イデアル空間を ΩAと書く。Banach-Stoneの定理
は，関数環に拡張されることが知られている。

定理 2.1 (Nagasawa [18], de Leeuw, Rudin and Wermer [4]). 関数環A,Bに対して，写像
U : A → Bが全射線形等距離写像であるならば，任意の y ∈ ΩB に対して |α(y)| = 1 をみ
たす α ∈ Bと，同相写像 ϕ : ΩB → ΩAが存在して，

Uf(y) = α(y)f(ϕ(y))

が任意の f ∈ B, y ∈ ΩBに対して成立する。

Banach環とは限らない関数空間からなるBanach空間 (ハーディー空間など)の間の等距
離写像の研究も行われているが，本講演ではBanach環の間の全射複素線形等距離写像に焦
点を絞って考える。Banach空間の間の等距離写像の基本的な結果については，Fleming and

Jamison ([7, 8])などを参照されたい。

2.2 C∗環の間の全射線形等距離写像
C∗環 Aに対して，任意の a, b ∈ Aに対して a ◦ b = 1

2
(ab + ba)と定義された演算 ◦を

Jordan積と呼ぶ。ここで，二つのC∗環A1,A2に対して，複素線形全単射写像 τ : A1 → A2

が条件 τ(a∗) = τ(a)∗, τ(ab+ ba) = τ(a)τ(b) + τ(b)τ(a)を任意の a, b ∈ A1で満たすとき，τ
を Jordan ∗-同型写像と呼ぶ。Banach-Stoneの定理の非可換化はKadison によって，次のよ
うに与えられた。

定理 2.2 (Kadison [13]). A1,A2を単位的C∗環とする。写像 U : A1 → A2が全射線形等距
離写像であるとき，ユニタリー元 u ∈ A2と，Jordan ∗-同型写像 τ : A1 → A2が存在して，

U = uτ

となる。またこの逆も成立する。

つまり，Kadisonの定理によって，二つのC∗環A1,A2の間の全射線形等距離写像は，Jor-
dan 積の構造を保存することが示させたと言える。一般の単位的C∗環の間の等距離写像が，
結局Jordan∗-algebraとしての代数構造を保存する。これ以降，Jordan積をもつBanach環で
ある単位的 JB∗-algebraの間の全射線形等距離写像が Jordan ∗-同型であるというKaplansky

の予想をWright と Youngsonが解決するなど，Jordan積の構造を持つBanach環の間の等
距離写像の研究も発展を遂げている。
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2.3 種々のBanach環の間の全射線形等距離写像
さて実際，一様ノルムや作用素ノルムで定義されたBanach環に対しては，Banach-Stone

型の定理が成り立つ場合が多数報告されている。一方で，これは任意のBanach環に対して
は到底成り立たない。単位的半単純可換Banach環の範疇でもBanach-Stone 型の定理が成
り立たない Banach環が存在する。そこで，Banach空間として同型であるならば，積もし
くは Jordan積の構造を保存する Banach環とはどのようなものであるのか。次に，一様ノ
ルムではないノルムで定義された可換Banach環について考えてみる。
Cambernは，一様ノルム以外のノルムで定義された関数空間からなる Banach環に対し
て，その間の全射線形等距離写像を考えた。Cambernは，[6]において，[0, 1]上の複素数
値連続微分可能関数全体に ‖f‖ = maxx∈[0,1]{|f(x)| + |f ′(x)|}でノルムを定めた Banach環
C1([0, 1])と，[0, 1]上の複素数値絶対連続関数全体に ‖f‖ = maxx∈[0,1]{|f(x)|}+

∫ 1

0
|f ′(x)|dx

でノルムを定めたBanach環AC([0, 1])に対して，その間の全射線形等距離写像も荷重合成
作用素となることを証明した。
Cambernの結果を皮切りに，数多くの一様ノルムとは異なるノルムで定義された可換

Banach環に対して，その間の全射線形等距離写像を決定する問題が研究されるようになっ
た。その中でも特筆すべきは，Raoと Royの結果である。Rao と Royは [21]において [0, 1]

上の連続微分可能な関数全体に ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞でノルムを定めた C1([0, 1]) と [0, 1]

上の絶対連続関数全体に ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖1でノルムを定めたAC([0, 1])に加えて，閉区
間 [0, 1]上のリプシッツ関数全体に ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞をノルムとして定義したリプシッ
ツ環Lip([0, 1]) の間の全射線形等距離写像を決定した。ここでは，リプシッツ環をより一般
的に定義する。

定義 2.3. コンパクト距離空間Xに対して，Lip(X) = {f : X → C : f はリプシッツ関数 }
と定める。このとき，Lip(X)上に

‖f‖L = sup
x∈X

|f(x)|+ L(f), f ∈ Lip(X)

と定義すると，Lip(X)は単位的可換Banach環となる。

これ以降，特に注意をしない限りは，Lip(X)のノルムは ‖ · ‖Lで定める。Rao と Royの
結果は次の通りである。

定理 2.4 ([21]). 写像U : Lip([0, 1]) → Lip([0, 1])が全射線形等距離写像であるとき，|α| = 1

である α ∈ Cが存在して，

U(f)(x) = αf(x), f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

か
U(f)(x) = αf(1− x) f ∈ Lip([0, 1]), x ∈ [0, 1]

が成り立つ。またこの逆も成立する。

同論文 [21]において，次の問いが提唱された。
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問題 1 ([21]). X を任意のコンパクト距離空間とする。このとき，Lip(X)の間の全射線形
等距離写像は荷重合成作用素で表せるか。

この問いは，長年の未解決問題となった。実際，[12, Example 8]において，肯定的な解
決を意味する証明が与えられたが，その証明には疑義が生じ，筆者も現段階では，その証明
が正しいかどうか分かっていない。実際，任意のコンパクト距離空間Xに対して，Lip(X)

の双対空間の閉単位球の端点を決定できていないことがこの理由である。一方で，我々はこ
の問題に改めて証明を与え，本問題を肯定的に解決した。

定理 2.5 ([10]). 任意のコンパクト距離空間 Xi(i = 1, 2)に対して，写像 U : Lip(X1) →
Lip(X2)が全射線形等距離写像であるとき，|α| = 1である α ∈ Cと全射等距離写像 ϕ :

X2 → X1が存在して，

U(f)(x) = αf(ϕ(x)), f ∈ Lip(X1), x ∈ X2

が成立する。また，この逆も成立する。

これらのことより，一様ノルムとは限らないノルムで定義された可換 Banach環に対し
ても，Banach空間としての同型性から，Banach環としての同型性が導ける場合が多くあ
ることが分かる。一方で，非可換 Banach環の間の全射線形等距離写像の研究は，C∗環や
JB∗-algebraなどを除くと極めて乏しい。Banach環の間の等距離写像が積や Jordan積の構
造を保存し，Banach環としての同型性を導くかどうかを研究するためには，C∗環とは異な
るノルムでBanach環をなす，非可換Banach環の間の全射線形等距離写像も調べる必要が
ある。そこでまずは，一様ノルムではないノルムで定義された関数空間からなるBanach環
とC∗環を組み合わせてできる非可換Banach環の間の全射線形等距離写像の研究を行うこ
とで，C∗環とは限らない Banach環の間の全射線形等距離写像の研究を進めたいというの
が，筆者の研究の動機である。より構造的なBanach環を設定するため，任意のコンパクト
距離空間Xで定義できるリプシッツ環Lip(X)に着目した。ここで，ベクトル値リプシッツ
環 Lip(X,E)を次のように定義する。

定義 2.6. 任意のコンパクト距離空間 (X, d)と Banach環 (E, ‖ · ‖E)に対して， 写像 F :

X → Eが
L(F ) := sup

x�=y∈X

{‖F (x)− F (y)‖E
d(x, y)

}
<∞,

を満たすとき，F を（E値）リプシッツ写像であると呼ぶ。このとき，X で定義されたE

値リプシッツ写像全体を Lip(X,E)と書く。任意の F ∈ Lip(X,E)に対して，ノルムを

‖F‖L = sup
x∈X

‖F (x)‖E + L(F )

と定めると Lip(X,E)はBanach環となる。

これ以後は ‖F‖∞ = supx∈X ‖F (x)‖Eと記述し，特に注意をしない限り，Lip(X,E)上の
ノルムは ‖ ·‖Lとする。もしEが単位的Banach環であるならば, Lip(X,E)は単位的Banach

環となり，Eが可換 Banach環であるならば Lip(X,E)は可換 Banach環となることに注意
する。
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問題 2. 任意のコンパクト距離空間Xi(i = 1, 2), 単位的 C∗環Ai(i = 1, 2)に対して，全射
線形等距離写像 U : Lip(X1,A1) → Lip(X2,A2)を考えるとき，U はどのような形をした写
像か。また，U は Jordan 積の構造を保存するか。　

3 エルミート作用素
3.1 エルミート作用素を用いた等距離写像の決定
与えられた二つの Banach環の間の全射線形等距離写像を決定する方法としては，いろ

いろな方法が知られている。その中でも標準的な証明方法の一つに，与えられたBanach環
の双対空間の閉単位球の端点を決定し，全射線形等距離写像の双対写像が双対空間の閉単
位球の端点を保存することを用いて全射線形等距離写像を決定する方法がある。この方法
は，”extreme point method”とか”extreme point argument”などと呼ばれ，等距離写像を
決定するための主要な方法として有名である。
ところが，双対空間の閉単位球の端点が複雑で，調べるのが難しいBanach環に対して，”ex-

treme point method”を用いて等距離写像を決定することは難しい。実はリプシッツ環Lip(X)

は，Lip(X)の双対空間の閉単位球の端点が非常に複雑である。そこで，エルミート作用素
を決定し，エルミート作用素を用いて等距離写像を決定する Lumer’s methodに着目する。

定義 3.1. EをBanach空間とする。有界線形作用素 T : E → Eがエルミート作用素である
とは，Eの semi-inner product [·, ·]Eに対して

[Ta, a]E ∈ R, ∀a ∈ E

であるときをいう。また，これは semi-inner product の選び方に依存しない ([15])。

注意 3.2. Banach空間E上の有界線形作用素 T : E → Eに対して，T がエルミート作用素
である⇐⇒ ‖I + itT‖ = 1 + o(t) ⇐⇒ ‖ exp(itT )‖ = 1 (∀t ∈ R)⇐⇒ exp(itT ) が等距離写像
(∀t ∈ R) であることが知られている ([7, Theorem 5.2.6])。

さらにKoehler and Rosenthal によって，次が証明されている。

定理 3.3 ([14]). ノルム空間N1, N2に対して，U : N1 → N2が全射等距離写像であるとき，
Ni上の semi-inner product [·, ·]が存在して, 任意の a, b ∈ N1に対して [Ua, Ub] = [a, b]が成
立する。

よって，U : N1 → N2が全射線形等距離写像のとき，Ni上の semi-inner product [·, ·]が
存在して，任意のエルミート作用素 T : N1 → N1に対して，

[UTU−1a, a] = [UTU−1a, UU−1a] = [TU−1a, U−1a] ∈ R

が任意の a ∈ N2に対して成立する。これより，UTU−1 : N2 → N2はエルミート作用素で
ある。すると，N1上のエルミート作用素全体とN2上のエルミート作用素全体の間の対応
が生まれる。従って，エルミート作用素を調べることにより，等距離写像を決定することが
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できる場合がある。この方法は，Lumerが [16]において用いた手法であることから，今で
はこの方法を Lumer’s method と呼ばれる。つまり，問題 2を Lumer ’s methodを用いて
証明するためには，任意の単位的C∗環Aに対して，まずは Lip(X,A)の間のエルミート作
用素を決定する必要がある。

3.2 リプシッツ空間上のエルミート作用素の決定
任意の単位的C∗環Aに対して，Lip(X,A)の間のエルミート作用素の特徴づけについて

説明する前に，Banach空間に値をとる連続写像からなる Banach空間の間のエルミート作
用素に関する主要な結果を紹介する。実際，エルミート作用素を特徴づける問題は，等距
離写像を決定するための道具としてではなく，エルミート作用素自体にも関心がもたれ，古
くから長い間研究されている対象である。その中でFleming と Jamisonは，Banach空間E

に値をとる連続写像全体からなる Banach空間 C(X,E)の間のエルミート作用素について，
以下の結果を与えた。

定理 3.4 ([5]). X をコンパクトハウスドルフ空間，E を Banach 空間とする。写像 T :

C(X,E) → C(X,E)がエルミート作用素であるとき，任意の x ∈ X に対して, エルミー
ト作用素 φ(x) : E → Eが存在して

TF (x) = φ(x)F (x)

が任意の F ∈ C(X,E)に対して成り立つ。また，逆も成立する。

これ以降，任意のBanach空間Eに値をとる写像からなるBanach空間上のエルミート作
用素の研究が進んできた。特に，リプシッツ空間の間のエルミート作用素の決定は，任意の
コンパクト距離空間XとBanach空間Eに対して，X上で定義されるE値リプシッツ写像
の集合 Lip(X,E)に対して，定義 2.3や定義 2.6で定義したノルムとは異なるノルム

‖F‖M = max{sup
x∈X

‖F (x)‖E, L(F )}, F ∈ Lip(X,E)

を導入したリプシッツ空間 (Lip(X,E), ‖ · ‖M) に対して初めに行われた。この ‖ · ‖M を
Lip(X,E)に定義すると，Lip(X,E)は Banach空間となるが，Banach環ではないことを
注意したい。Botelho, Jamison, Jiménez-Vargas, Villegas-Vallecillosは，このリプシッツ空
間 (Lip(X,E), ‖ · ‖M)の間のエルミート作用素を考え，次の結果を与えた。

定理 3.5 ([2]). X を 2-連結コンパクト距離空間1， Eを Banach空間とする。 このとき写
像 T : (Lip(X,E), ‖ · ‖M),→ (Lip(X,E), ‖ · ‖M) がエルミート作用素であるとき，エルミー
ト作用素 φ : E → E が存在して

TF (x) = φ(F (x))

が任意の F ∈ Lip(X,E)に対して成り立つ。また，逆も成立する。

1距離が 2以上の二つの空でない互いに素な集合に分解できない距離空間のことを 2-連結距離空間と呼ぶ。
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このとき，任意の Banach空間Eに対して，(Lip(X,E), ‖ · ‖L)上のエルミート作用素は
定理 3.5と同様の形で記述できるのだろうか。ここで (Lip(X,E), ‖ · ‖M)のエルミート作用
素が完全に決定できるならば，同様の議論をすることにより (Lip(X,E), ‖ · ‖L)の場合につ
いても決定できるのではないかと思われるかもしれないが，実はそうではないことを強調し
たい。定義されたノルムの違いによって，この二つの空間の双対空間の閉単位球の端点が，
かなり異なる。(Lip(X,E), ‖ · ‖M)の双対空間の閉単位球の端点の集合には，比較的調べや
すいものも含まれているが，(Lip(X,E), ‖ · ‖L)の双対空間の閉単位球の端点は，すべて複
雑である。このようなことが影響し，たとえ (Lip(X,E), ‖ · ‖M)のエルミート作用素が完全
に決定できていたとしても，(Lip(X,E), ‖ · ‖L)のエルミート作用素を決定する問題は別問
題である。実際，Botelho, Jamison, Jiménez-Vargas, Villegas-Vallecillosは，上述の定理 3.5

を決定した後， [3]において，(Lip(X,E), ‖ · ‖L)の間のエルミート作用素の研究を次のよう
に開始した。

定理 3.6 ([3]). コンパクト距離空間Xに対して，写像 T : Lip(X) → Lip(X) がエルミート
作用素であるための必要十分条件は λ ∈ Rが存在して

Tf(x) = λf(x), f ∈ Lip(X), x ∈ X

が成立することである。また，逆も成立する。

筆者は，任意の Banach空間Eに対して，(Lip(X,E), ‖ · ‖L)のエルミート作用素を決定
する問題に取り組み，次の特徴づけを与えた。

定理 3.7 ([20]). Xをコンパクト距離空間，EをBanach空間とする。写像 T : Lip(X,E) →
Lip(X,E) がエルミート作用素であるための必要十分条件はエルミート作用素 φ : E → E

が存在して
TF (x) = φ(F (x)), F ∈ Lip(X,E), x ∈ X

が成立することである。また，逆も成立する。

ここで，Eが関数環の場合は [9, Theorem 8]において，Eが有限次元Banach空間の場合
は [19, Theorem2.2]において，Lip(X,E)上のエルミート作用素が決定されていた。本定理
によって，任意のBanach空間Eに対して，Lip(X,E)上のエルミート作用素が決定し，ベ
クトル値リプシッツ空間上では最も一般的な設定で解決されたことになる。

4 可換C∗環に値をとるリプシッツ環上の全射線形等距離写像
コンパクトハウスドルフ空間 Y に対して，C(Y )上のエルミート作用素は, 乗算作用素で
あることが知られている。すなわち，T : C(Y ) → C(Y )がエルミート作用素であるとする。
このとき実数値連続関数 f ∈ C(Y )が存在して，T (g) = f · gが任意の g ∈ C(Y )に対して成
立する。よって，定理 3.7より次の命題 4.1 を得る。
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命題 4.1. X をコンパクト距離空間，Y をコンパクトハウスドルフ空間とする。このとき，
写像 T : Lip(X,C(Y )) → Lip(X,C(Y ))がエルミート作用素であるための必要十分条件は，
実数値連続関数 f ∈ C(Y )が存在して，

TF (x) = (f · F )(x)

が任意の F ∈ Lip(X,C(Y ))で成り立つ。

また，単位的半単純可換 Banach環であるリプシッツ環 Lip(X,C(Y ))は, C(X × Y )の
稠密な部分空間と見ることができる。ここで，全射線形等距離写像 U : Lip(X1, C(Y1)) →
Lip(X2, C(Y2))が単位元を保存するとき（すなわちU(1)=1であるとき)，[11, Theorem]を
用いると，一様ノルム ‖F‖∞ = sup(x,y)∈X×Y |F (x, y)|に関しても等距離写像になることが分
かる。[11, Theorem]において，全射線形等距離写像が単位元を保存するという条件は，本
質的であることを注意する。このとき，単位的全射線形等距離写像 U : Lip(X1, C(Y1)) →
Lip(X2, C(Y2))は，C(X1 × Y1) → C(X2 × Y2)への全射線形等距離写像に一意に拡張される
ことが稠密性から保証され，Banach-Stoneの定理より，X2×Y2 → X1×Y1への同相写像を
用いた荷重合成作用素であることが直ちに導かれる。さらに，命題 4.1よりLumer’s method

を用いると, 全射線形等距離写像Uが，C(Y1) → C(Y2)の間の写像を誘導することが確かめ
られるので，単位的全射線形等距離写像U : Lip(X1, C(Y1)) → Lip(X2, C(Y2))に対して，任
意の y ∈ Y2に対して ϕ(·, y) : X2 → X1が全射等距離写像となる連続写像 ϕ : X2 × Y2 → X1

と， 同相写像 τ : Y2 → Y1が存在して，

U(F )(x, y) = F (ϕ(x, y), τ(y))

が任意の F ∈ Lip(X1, C(Y1))に対して成立することが示される。
さて，U(1) = 1であるという条件を外すことができるか?，すなわち，任意の全射線形等
距離写像に対して，任意の y ∈ X2に対して |U(1)(y)| = 1が成り立つかどうかという問題
が自然に生じる。実は，この問題は非常に難しい。2 章において，複素数値リプシッツ環
Lip(X)の間の全射線形等距離写像を決定する問題 1は，長年の未解決問題であったと述べ
たが，この問題の解決の困難さは，実は全射線形等距離写像に関する単位元 1の行き先を決
定するところにあった。[10]において，Lip(X,C(Y ))の双対空間の閉単位球の端点に関する
必要な情報をChoquet理論を用いて調べ，次の補題 4.2を得た。この補題 4.2の証明には，
込み入った測度論的な議論が必要となるため，詳細は省略するが，Lip(X,C(Y ))をあるコン
パクトハウスドルフ空間上の連続関数全体の空間に等長に埋め込み，その空間でのChoquet

境界を調べることにより，示される。

補題 4.2 ([10]). 写像 U : Lip(X1, C(Y1)) → Lip(X2, C(Y2))を全射線形等距離写像とする。
このとき任意の y ∈ Y2に対して，|α(y)| = 1となる α ∈ C(Y2)が存在して，U(1)(x) = αが
任意の x ∈ X2に対して成り立つ。

ここで，Lip(X)の双対空間の閉単位球の端点を完全には決定できてはいないことを強調
する。複素数値リプシッツ環 Lip(X)であっても，双対空間の閉単位球の端点はかなり複雑
であり，現段階では完全に決定できていない。よって，Banach空間Eに対する Lip(X,E)

の双対空間の閉単位球の端点を決定することはかなり難しい。

9



補題 4.2を上の議論と組み合わせることで，我々は可換 C∗ 環に値をとるリプシッツ環
Lip(X,C(Y ))上の全射線形等距離写像について，完全な特徴づけを与えた。

定理 4.3 ([10]). i = 1, 2に対して，Xiをコンパクト距離空間，Yiをコンパクトハウスド
ルフ空間とする。写像 U : Lip(X1, C(Y1)) → Lip(X2, C(Y2))が全射線形等距離写像である
とき，任意の y ∈ Y2 に対して，|α(y)| = 1となる α ∈ C(Y2)，任意の y ∈ Y2 に対して
ϕ(·, y) : X2 → X1が全射等距離写像となる連続写像ϕ : X2×Y2 → X1, 同相写像 τ : Y2 → Y1
が存在して，

U(F )(x, y) = α(y)F (ϕ(x, y), τ(y))

が任意の F ∈ Lip(X1, C(Y1))に対して成立する。また，逆も成立する。

注意 4.4. 定理 4.3より，Lip(X1, C(Y1))と Lip(X2, C(Y2))が等距離同型であるならば，X1と
X2が（等距離）同相であることが分かる。これは，連続写像全体からなるBanach環では成り
立たない。すなわち，コンパクトハウスドルフ空間Xi, Yi(i = 1, 2)に対して，C(X1, C(Y1))

と C(X2, C(Y2))が等距離同型であるとき，Banach-Stoneの定理より，X1 × Y1とX2 × Y2
が同相であることは直ちに導かれるが，X1とX2が同相であるとは限らない。

5 非可換C∗環に値をとるリプシッツ環上の全射線形等距離写
像

定理 4.3において考えたリプシッツ環 Lip(X,C(Y ))のC(Y )を，より一般的な単位的C∗

環Aに拡張したい。単位的C∗環の間のエルミート作用素は，Sinclair[23]によって，次のよ
うに特徴づけられている。

定理 5.1 ([23]). 単位的 C∗環Aに対して，A上の有界線形作用素 T がエルミート作用素
であるための必要十分条件は， あるエルミート元 h ∈ Aと A上の ∗-derivation D が存在
して，

T =Mh + iD

が成り立つことである。2

これを用いて，単位的C∗環Aに対して，Lip(X,A)上のエルミート作用素を特徴づけた
い。任意の f ∈ Lip(X)と a ∈ Aに対して，代数的テンソル積 f ⊗ aを

f ⊗ a(x) = f(x)a, x ∈ X

2任意の h ∈ Aに対して，Mh : A → AはMh(a) = h · a ∀a ∈ Aで定義する。加えて本稿では，次を満た
す有界線形作用素D : A → Aを A上の ∗-derivation Dと呼ぶ。

D(a∗) = D(a)∗, D(ab) = D(a)b+ aD(b) (∀a, b ∈ A)

(Sinclair[23]での定義とは異なることに注意。)
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として定義する。また任意の f ∈ Lip(X)と a ∈ Aに対して，f ⊗ aの線形結合全体を
Lip(X) ⊗ Aで表す。このとき任意のエルミート元 h ∈ Aに対して, 乗算作用素 M1⊗h :

Lip(X,A) → Lip(X,A) を

M1⊗h(F ) = (1⊗ h)F, F ∈ Lip(X,A)

と定め，任意の ∗-derivation D : A → Aに対して, 写像 D̂ : Lip(X,A) → Lip(X,A) を

D̂(F )(x) = D(F (x)), F ∈ Lip(X,A), x ∈ X

と定める。このとき，定理 3.7と定理 5.1から，次の命題 5.2を直ちに得る。

命題 5.2. 写像 T : Lip(X,A) → Lip(X,A)に対して，T がエルミート作用素であるための
必要十分条件は，エルミート元 h ∈ AとA上の ∗-derivation D が存在し

T =M1⊗h + iD̂

を満たすことである。

エルミート作用素の特徴づけを得たので，Lumer’ method を用いて全射線形等距離写像
を決定したい。単位的C∗環Aが単位的因子C∗環であるとは，Aの centerが自明なものに
限るとき，すなわち A ∩A′ = C1となるときをいう。このとき，次の命題 5.3を得る。

命題 5.3. i = 1, 2に対して，Aiを単位的因子C∗環とする。また，写像 U : Lip(X1,A1) →
Lip(X2,A2)が単位的全射線形等距離写像であるとする。このとき，単位的全射線形等距離
写像 ψ : A1 → A2と全射等距離写像 ϕ : X2 → X1が存在して，

U(f ⊗ a)(y) = ψ(f ⊗ a(ϕ(y))), f ∈ Lip(X1) a ∈ A1

が任意の y ∈ X2で成立する。

命題 5.3の証明の方法を簡単に述べる。任意のエルミート元h ∈ A1に対して，1⊗hの乗算
作用素M1⊗hはLip(X1,A1)上のエルミート作用素である。よってUM1⊗hU

−1はLip(X2,A2)

上のエルミート作用素であるが，U(1) = 1より，UM1⊗hU
−1 = M1⊗h0 となるエルミート

元 h0 ∈ A2が見つかる。このことより，単位的全射線形等距離写像 ψ : A1 → A2の存在
が示される。さらに，命題 5.2で与えたエルミート作用素の特徴づけを用いると，任意の
f ∈ Lip(X1), x ∈ X2に対して，U(f ⊗ 1)(x) ∈ A ∩A′であることを導くことができるので，
U(f ⊗ 1) = g ⊗ 1となる g ∈ Lip(X2)が見つかり，全射等距離写像 ϕ : X2 → X1が導かれ
る。その後，幾つかの計算を経て証明が完了する。

5.1 単位的因子C∗環Aが有限次元の場合
単位的C∗環Aが有限次元の場合は，Lip(X)⊗A = Lip(X,A)が成立する。よって, Aが
有限次元の場合は，命題 5.3は，写像U : Lip(X1,A1) → Lip(X2,A2)が単位的全射線形等距
離写像であるための必要十分条件を与えていることが分かる。特に n次複素正方行列全体
Mn(C)に値をとるリプシッツ環 Lip(X,Mn(C))の間の単位的全射線形等距離写像は，Schur

の定理 [22]を用いて，次のように特徴づけられることが分かる。
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定理 5.4 ([19]). 写像 U : Lip(X1,Mn(C)) → Lip(X2,Mn(C))が単位的全射線形等距離写像
であるとき，ユニタリー行列 V ∈Mn(C)と全射等距離写像 ϕ : X2 → X1が存在して，

UF (x) = V (F (ϕ(x)))V −1, F ∈ Lip(X1,Mn(C)), x ∈ X2

または
UF (x) = V (F t(ϕ(x)))V −1, F ∈ Lip(X1,Mn(C)), x ∈ X2

が成立する。但し，F t(y)は F (y)の転置行列を表す。さらにこの逆も成立する。

5.2 単位的因子C∗環Aが無限次元の場合
一般には，Lip(X) ⊗ A ⊂ Lip(X,A)であるが，Aが無限次元の場合は，X が有限集合

の場合を除き，等号は成立しない。よって，単位的全射線形等距離写像U : Lip(X1,A1) →
Lip(X2,A2)に対してU(f ⊗ a)(y) = ψ(f ⊗ a(ϕ(y)))が任意の f ∈ Lip(X1)と a ∈ A1で成り
立つならば，任意の F ∈ Lip(X1,A1)に対しても U(F )(y) = ψ(F (ϕ(y)))が成り立つかどう
かを調べる必要がある。実際，次の命題よりこれは肯定的に解決される。
命題 5.5 ([20]). i = 1, 2に対して，Xiをコンパクト距離空間， Eiを Banach空間とする。
ここで，全射線形等距離写像 U : Lip(X1, E1) → Lip(X2, E2) に対して，全射線形等距離写
像 ψ : E1 → E2と 全射等距離写像 ϕ : X2 → X1が存在して U(f ⊗ e)(y) = ψ(f ⊗ e(ϕ(y)))

を任意の f ∈ Lip(X1)と e ∈ E1で満たすと仮定する。このとき，

UF (y) = ψ(F (ϕ(y)))

が任意の F ∈ Lip(X1, E1)に対して成立する。
命題 5.5の証明における重要なアイディアは，全射線形等距離写像が T -集合を保存すると

いうことである。T-集合とは，Myersが [17]において，ノルム空間上に定義した集合である
が，筆者は，これを半ノルム空間の場合にも拡張して次のように定義した。(V, ‖ · ‖V )を半
ノルム空間とする。半ノルム空間 V の部分集合Uが V のノルム ‖ · ‖V に関するT-集合であ
るとは，任意の有限個の要素 a1, · · · an ∈ Uに対して ‖Σn

i=1ai‖V = Σn
i=1‖ai‖V を満たし，さら

にこの性質に関してUが極大であるときをいう。実際，任意のBanach空間 (E, ‖ · ‖E)に対
してLip(X,E)の ‖ · ‖Lに関するT-集合 Sは， x ∈ Xと EのT-集合UとLip(X,E)のL(·)
に関するT-集合 Tが存在して，S = {F ∈ Lip(X,E)|F (x) ∈ U, ‖F (x)‖E = ‖F‖∞, F ∈ T}
であると特徴づけられることが分かった。このT-集合の特徴づけと，Lip(X)⊗E上での全
射線形等距離写像 U のふるまいに関する考察により，命題 5.5を証明することができる。
命題 5.3と命題 5.5より，次の結果を得る。

定理 5.6 ([20]). i = 1, 2に対して Xiをコンパクト距離空間，Aiを単位的因子C∗環とする。
写像U : (Lip(X1,A1), ‖ · ‖L) → (Lip(X2,A2), ‖ · ‖L) が単位的全射線形等距離写像であると
き，単位的全射線形等距離写像 ψ : A1 → A2と全射等距離写像 ϕ : X2 → X1が存在して

UF (y) = ψ(F (ϕ(y))), F ∈ Lip(X1,A1), y ∈ X2.

が成立する。またこの逆も成り立つ。
問題 2に対する解答として，この定理から，単位的 C∗環Aiが因子 C∗環であるならば，
単位的全射線形等距離写像は Jordan 積を保存することが導かれる。
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[2] F. Botelho, J. Jamison, A. Jiménez-Vargas and M. Villegas-Vallecillos, Hermitian op-

erators on Lipschitz function spaces, Studia Math., 215 (2013), 127–137.
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無限階擬微分作用素のチェックドルボーコホモロ
ジーによる表示とその表象理論について

小森 大地（北海道大学 数理・データサイエンス教育研究センター）

Abstract

本稿では、青木により展開された無限階擬微分作用素の表象理論の基礎理論に
おける諸問題の一つである、無限階擬微分作用素の層とその表象が、層として同型
となることについて述べる。筆者は、無限階擬微分作用素の層からその表象のクラ
スへの大域的な射を、チェックドルボーコホモロジーの理論を応用することによっ
て実現した。また、青木により導入された射との局所的両立性を示すことにより、
二つのクラスの同型性を与える。本稿は投稿予定の論文 [6]のサマリーである。

1 はじめに
無限階擬微分作用素の層 E R

X は佐藤・河合・柏原 [12]により 1960年代に導入され、
有限階の微分方程式の研究に対して画期的な成果を残した。また無限階擬微分作用素自
体の研究も、1980年代に片岡のラドン変換のアイデアをもとに，青木によって表象理
論を展開することで行われてきた。青木は、佐藤らによる結果を無限階の微分方程式へ
拡張することに成功したが、青木が展開した無限階擬微分作用素の表象理論は基礎理論
において幾つかの問題点を残している。本稿では、その問題点の一つである、無限階擬
微分作用素の層 E R

X とその表象の層S/Nの、層としての同型性を、それらの間の層の
射を実現することで示した。
青木による無限階擬微分作用素の表象理論では、無限階擬微分作用素の層からその

表象の層へ、各点の茎の射を構成した。しかし、層の一般論として、各点の茎が同型で
あっても、大域的には層として同型にはならないことが知られている。例えば、定数層
ZM と向き付け層 orX/M は、局所的にはどちらも各点における茎がZであり同型となる
が、層としては同型ではない。したがって、局所的な射だけでなく、大域的な層の射の
存在を明確にすることが非常に重要である。この問題に対して、本稿では無限階擬微
分作用素の層 E R

X に対してチェックドルボーコホモロジーの理論を応用することで解決
する。
チェックドルボーコホモロジーは、本多・伊澤・諏訪 [4],[13]によって導入された理

論であり、正則関数の層を、ドルボー複体と、チェックの被覆によって作られる複体の
二重複体から得られるコホモロジーである。C∞級関数を係数とする微分形式の複体か
ら作られるため、1の分解を用いることができ、これにより正則関数に対しては行えな
い、関数の台に対する操作などが実現可能となった。
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本稿の構成は以下の通りである。第 2章では、本稿で用いる言葉の定義を与える。
第 3章では、無限階擬微分作用素の層 E R

X の代数的定義と、コホモロジーによる解釈を
与え、そのコホモロジーを計算する方法として、チェックドルボーコホモロジーを紹介
する。また、そのもっとも基本的かつ簡潔な例として、佐藤超関数のチェックドルボー
コホモロジー表示を与える。チェックドルボーコホモロジーの理論を無限階擬微分作用
素に応用することで得られる利点は、第 5章における射の構成の際に活用される。第 4
章では青木により導入された古典的表象S/Nと、著者により新たに導入されたC∞級
の表象S∞/N∞を紹介する。青木による理論では、第 3章で紹介する無限階擬微分作
用素のコホモロジー表示から古典的表象のクラスS/Nへの射を局所的に構成した。し
かし、彼の構成した射を自然に大域的な射に拡張することは困難なため、チェックドル
ボーコホモロジーを用いた計算を経由して表象のクラスに射を構成する。チェックドル
ボーコホモロジーの理論はドルボー分解を用いるため C∞級関数の理論を基礎として
いる一方で、古典的表象の理論は正則関数を基礎としているため、直接射を構成するこ
とは困難である。そこで、新たにC∞級の表象を導入し、それが青木に導入された古典
的表象のクラスと同型であることを示す。第 5章では、第 3章と第 4章の結果を元に、
チェックドルボーコホモロジーによる表示から、C∞級の表象のクラスへ、大域的な射
を具体的に構成する。また、この結果から無限階擬微分作用素の層 E R

X とその表象のク
ラスS/Nが層として同型であることがわかる。

2 準備
Z,R,Cをそれぞれ整数、実数、複素数全体のなす集合とする。また、M を n次元

の実多様体、XをM の複素化とし、X ×XからXへの第一射影、第二射影をそれぞ
れ p1, p2とおく。

∂zと ∂̄zをX 上の zに関するドルボー作用素とする。すなわち、ωを C∞級関数を
係数に持つX上の (p, q)形式とすれば、局所座標系 z = (z1, z2, . . . , zn)に対して ωとド
ルボー作用素は具体的に以下のように書ける。

ω =
∑

|I|=p,|J |=q

fIJ(z)dz
I ∧ dz̄J ,

∂zω =
n∑

i=1

∑
|I|=p,|J |=q

∂

∂zi
fIJ(z)dzi ∧ dzI ∧ dz̄J ,

∂̄zω =
n∑

i=1

∑
|I|=p,|J |=q

∂

∂z̄i
fIJ(z)dz̄i ∧ dzI ∧ dz̄J .

ただし fIJ(z)はX上のC∞級関数である。
本稿で用いる層の定義を以下で与える。ただし τ : TX → X, π : T ∗X → Xをそれ

ぞれ接束と余接束からXへの自然な射影とする。

1. O(p)
X をX 上の正則 p形式のなす層とする。特に、O(0)

X = OX はX 上の正則関数
のなす層である。
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2. O(0,n)
X×X = OX×X ⊗

p−1
2 OX

p−1
2 O(n)

X と定義する。

3. C
∞,(p,q)
X をC∞級関数に係数を持つX上の (p, q)形式のなす層とする。

4. E R

X を T ∗X上の無限階擬微分作用素の層とする。

(z; ζ)を T ∗Xの局所座標とする。この時、第一射影 p1 : X ×X → Xにより誘導さ
れる射

(z, z; ζ,−ζ) �→ (z; ζ), (2.1)

によって T ∗
Δ(X ×X)と T ∗Xを同一視する。ただし、ΔとはX ×Xの対角集合

Δ = {(x1, x2) ∈ X ×X | x1 = x2}

のことである。また、零切断 T ∗
XXに対して T̊ ∗X = T ∗X \ T ∗

XXとする。

定義 2.1. V を T̊ ∗Xの部分集合とする。V は以下の条件を満たす時に T̊ ∗Xの錐状集合
と呼ばれる。

(z; ζ) ∈ V ならば、任意の t ∈ R+に対して (z; tζ) ∈ V を満たす。

注意 2.2. V を T ∗Xの部分集合とする。任意の z ∈ π(V )に対して集合 π−1(z)∩ V が凸
であるときに、V を凸であるという。同様に、任意の z ∈ π(V )に対して集合π−1(z)∩V
が錐状、または固有であるときに、V を錐状、または固有であるという。ここで、錐が
固有であるとは、その閉包が任意の直線を含まないことをいう。

V と V ′を T ∗X の部分集合とする。通常の位相の意味で V ′が V の相対コンパクト
集合である時に V ′ � V と書く。

定義 2.3. V を T̊ ∗X における開錐とする。W ⊂ V が無限遠で V 型の無限小楔である
とは、任意のK � V に対してある δ > 0が存在して以下を満たすことをいう。

Kδ = {(z; tζ) | (z; ζ) ∈ K, t > δ} ⊂ W.

定義 2.4. V と V ′を T̊ ∗Xの錐とし、V ′ ⊂ V を満たすとする。V ′が V の相対コンパク
ト錐であるとは、V のある相対コンパクト集合Kが存在して

V ′ = {(z; tζ) | t ∈ R+, (z; ζ) ∈ K}

と記述できることをいう。違いを明記するために、相対コンパクト錐をV ′ �
cone

V と書く。
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3 無限階擬微分作用素の層E R

Xとそのチェックドルボーコホ
モロジーによる表示
この章では、無限階擬微分作用素の層 E R

X の代数的定義から紹介し、チェックドル
ボーコホモロジーの理論を応用することで具体的な計算を見る。チェックドルボーコホ
モロジーによる表示は、第 5章の射の構成の際に活用される。

Xを複素 n次元の複素多様体とする。T ∗X上の無限階擬微分作用素の層 E R

X は以下
のように定義される。

E R

X = Hn(μΔ(O
(0,n)
X×X)). (3.1)

ただし、μΔ(O
(0,n)
X×X)は対角線集合Δに沿ったO(0,n)

X×X の超局所化のことである。
ここで T ∗Xの部分集合 V に対して、V ◦を V の極集合とする。すなわち、V ◦は以

下のような集合である。

V ◦ = {y ∈ TX |任意の x ∈ π−1 ◦ τ(y) ∩ V に対して τ(y) ∈ π(V ) かつ Re 〈x, y〉 ≥ 0 }.

無限階擬微分作用素の層E R

Xの定義は代数的であり扱いが難しいが、柏原-Schapira[9]
の fiber公式により、帰納極限を用いたコホモロジー表示を与えられることが知られて
いる。

定理 3.1 ([9], Theorem 4.3.2). V を T ∗Xの開凸錐とすると、以下が成り立つ。

E R

X (V ) = lim−→
U,G

Hn
G∩U(U ;O

(0,n)
X×X). (3.2)

ただし、UはU∩Δ = π(V )を満たすようなX×Xの開集合の族を動き、GはCΔ(G) ⊂ V ◦

を満たすようなX ×Xの閉集合の族を動く。

この定理により、無限階擬微分作用素のコホモロジー表示として、Hn
G∩U(U ;O

(0,n)
X×X)

が得られる。
次に、諏訪ら（[4],[13]）により導入されたチェックドルボーコホモロジーを用いた

超関数の表示について簡潔に述べる。M をXの閉集合とし、V0 = X \M、V1をXに
おけるM の開近傍とする。X の被覆 V = {V0, V1}に対して C

∞,(p,q)
X (V)を以下で定義

する。
C

∞,(p,q)
X (V) = C

∞,(p,q)
X (V0)⊕ C

∞,(p,q)
X (V1)⊕ C

∞,(p,q−1)
X (V01). (3.3)

ただし、V01 = V0 ∩ V1である。これに対して微分 ϑ̄ : C
∞,(p,q)
X → C

∞,(p,q+1)
X を

ϑ̄(ω0, ω1, ω01) = (∂̄ω0, ∂̄ω1, ω1 − ω0 − ∂̄ω01), (3.4)

で与えると定義から ϑ̄ ◦ ϑ̄ = 0がしたがい、(C
∞,(p,•)
X (V), ϑ̄)が複体をなすことがわかる。

定義 3.2. 複体 (C
∞,(p,•)
X (V), ϑ̄)の q次コホモロジーを、q次のチェックドルボーコホモ

ロジーといい、Hp,q

ϑ̄
(V)と書く。
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次に、V ′ = {V0}をX \M の被覆とみなし、これに対して
C

∞,(p,q)
X (V ,V ′) = {(ω0, ω1, ω01) ∈ C

∞,(p,q)
X (V) | ω0 = 0} = C

∞,(p,q)
X (V1)⊕ C

∞,(p,q)
X (V01)

とおくと (C
∞,(p,•)
X (V ,V ′), ϑ̄)は (C

∞,(p,•)
X (V), ϑ̄)の部分複体となる。

定義 3.3. 複体 (C
∞,(p,•)
X (V ,V ′), ϑ̄)の q次コホモロジーを、q次の相対チェックドルボー

コホモロジーといい、Hp,q

ϑ̄
(V ,V ′)と書く。

この時、次の命題が成り立つ。

命題 3.4 ([4], Proposition 4.6). 相対チェックドルボーコホモロジーHp,q

ϑ̄
(V ,V ′)は V1の

取り方によらず、同型を除いて一意に決まる。

この命題により、V1としてX を取ることができるため、これ以降ではHp,q

ϑ̄
(V ,V ′)

をHp,q

ϑ̄
(X,X \M)と表すこととする。

定理 3.5 ([4], Theorem 4.9). 以下のような規準的同型写像が存在する。

Hp,q

ϑ̄
(X,X \ S) � Hq

S(X ; O(p)
X ). (3.5)

例 3.6. チェックドルボーコホモロジーのもっとも基本的な例は佐藤超関数である。M =
R

n, X = C
nとすれば佐藤超関数のなす層BM は

BM(M) = Hn
Rn(Cn;OCn) � H0,n(Cn,Cn \ Rn)

となる。特に、u ∈ BM(M)の代表限を ωとすると、ωは ∂̄ω01 = ω1を満たすような
C∞級関数を係数とする (0, n)形式 ω1とC∞級関数を係数とする (0, n− 1)形式 ω01の
組 ω = (ω1, ω01)と書くことができる。

次に、定理 3.5を定理 3.1のコホモロジーHn
G∩U(U ;O

(0,n)
X×X)に適用することで無限階

擬微分作用素の層 E R

X のチェックドルボーコホモロジー表示を得る。

定義 3.7. C
∞,(p,q;r)
X×X をX×X上のC∞級関数を係数とする (p, q+r)形式のなす層とする。

即ち、X ×Xの局所座標 (z1, z2)とX ×Xの開集合 V に対して f(z1, z2) ∈ C
∞,(p,q;r)
X×X (V )

は以下のように書ける。

f(z, z′) =
∑

|I|=p,|J |=q,|K|=r

fIJK(z1, z2)dz
I
1 ∧ dzJ2 ∧ dz̄K ,

ただし fIJK(z1, z2)は V 上のC∞級関数である。

定理 3.1であらわれる集合U,Gに対してV0 = U \G, V1 = Uとおき、V01 = V0∩V1 =
U \Gとする。さらに、U の被覆 V = {V0, V1}と U \Gの被覆 V ′ = {V0}をとり、

C
∞,(p,q;r)
X×X (V ,V ′) = C

∞,(p,q;r)
X×X (V1)⊕ C

∞,(p,q;r−1)
X×X (V01)

と定義する。微分 ϑ̄ : C
∞,(p,q;r)
X×X (V ,V ′) → C

∞,(p,q;r+1)
X×X (V ,V ′)を上で述べたチェックドル

ボーコホモロジーの構成方法と同様に定義することで、(C
∞,(p,q;•)
X×X (V ,V ′), ϑ̄)は複体とな

ることがわかる。
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定義 3.8. r次の相対チェックドルボーコホモロジーHp,q,r

ϑ̄
(V ,V ′)を、複体 (C

∞,(p,q;•)
X×X (V ,V ′), ϑ̄)

の r次のコホモロジーと定義する。

命題 3.4と定理 3.5から次の定理が成り立つ。

定理 3.9. 以下のような規準的な射が存在する。

H0,n,n

ϑ̄
(U,U \G) � Hn

G∩U(U ; O(0,n)
X×X). (3.6)

したがって、T ∗Xの開凸錐 V に対して E R

X (V )は以下のような表示を持つ。

E R

X (V ) = lim−→
U,G

Hn
G∩U(U ; O(0,n)

X×X) = lim−→
U,G

H0,n,n

ϑ̄
(U,U \G).

ただし U とGは定理 3.1で与えられた条件を満たすように動く。

注意 3.10. 佐藤超関数をチェックドルボーコホモロジーで表示した際に、その代表限
ω = (ω1, ω01)は ∂̄ω01 = ω1を満たすような微分形式の組で表されたが、この場合は全体
空間X = C

nが複素 n次元であるため

ω1 = f(z)dz̄ = f(z)dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄n
と非常に簡潔に記述できる。一方で、定理 3.9であわられる相対チェックドルボーコホ
モロジーH0,n,n

ϑ̄
(U,U \ G)は n次のコホモロジーである一方で、全体空間X ×X は複

素 2n次元であるため、代表限を表すための微分形式は複数の微分形式の和で構成され
ていることに注意。

4 古典的表象とC∞級の表象
青木により導入された無限階擬微分作用素の表象のクラスS/Nは正則関数の理論

が元になっている。一方で、チェックドルボーコホモロジーはC∞級関数の理論が元に
なっており、チェックドルボー表示から古典的な表象へ直接写像を構成することは非常
に難しい。そこで、C∞級関数の理論を元とする新たな表象のクラスS∞/N∞を導入
する。
まずは、青木により導入された古典的な表象について紹介する（[1],[2]）。z∗ = (z; ζ)

を T ∗Xの局所座標とする。

定義 4.1. V を T̊ ∗Xの開錐とする。

1. 関数 f(z, ζ)が以下の条件を満たす時、V 上の表象と呼ばれる。

(i) V 型の無限小楔W が存在して f(z, ζ)はW 上の正則関数である。
(ii) 任意の開錐V ′ �

cone
V に対してV ′型のある無限小楔W ′ ⊂ Wが存在し、f(z, ζ)

は以下の条件を満たす:

任意のh > 0に対してあるC > 0が存在してW ′上では以下の評価を満たす。

|f(z, ζ)| ≤ C · eh|ζ|. (4.1)
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2. V の表象 f(z, ζ)は以下の条件を満たす時に零表象と呼ばれる:

任意の開錐 V ′ �
cone

V に対して V ′型のある無限小楔W ′ ⊂ W と定数 h,C > 0が存
在してW ′上で以下の評価を満たす。

|f(z, ζ)| ≤ C · e−h|ζ|. (4.2)

3. S(V )とN(V )でそれぞれ全ての V 上の表象のなす集合、全ての V 上の零表象の
なす集合とする。このとき、Sz∗ ,Nz∗を以下のように定義する。

Sz∗ = lim−→
V �z∗

S(V ), Nz∗ = lim−→
V �z∗

N(V ).

ただし V は z∗ ∈ T̊ ∗Xの錐状開近傍の族を動く。

さらに、零切断 T ∗
XX = XにおけるS|T ∗

XX とN|T ∗
XX を以下のように定義する。

1. U をX の開集合とする。切断S|T ∗
XX(U)を以下の条件を満たすような f(z, ζ) ∈

OT ∗X(π
−1(U))の集合とする:

任意のコンパクト集合K � U と任意の h > 0に対してある C > 0が存在して
π−1(K)上では以下の評価を満たす。

|f(z, ζ)| ≤ C · eh|ζ|.

2. N|T ∗
XX = 0とする。

これによりSとNは T̊ ∗Xの層から T ∗Xの層へ自然に拡張される。
次に、商集合からなる層S/Nを構成する。

命題 4.2. V を T̊ ∗Xの開錐とすると、N(V )はS(V )のイデアルである。

T̊ ∗Xの開錐 V に対してS(V )/N(V )を対応させる前層を Ŝ/Nと定義し、その層化
をS/Nとすると、層化は茎を変えないため以下の短完全列が得られる。

0 −→ N −→ S
κ1−→ S/N −→ 0. (4.3)

ここで κ1は規準的な射の合成S → Ŝ/N → S/Nであり、(4.3)は以下の長完全列を誘
導する。

0 → N(V ) → S(V ) → S/N(V ) → H1(V ;N) → · · · .
故にS/N(V )と商集合S(V )/N(V )を同一視するためには、1次のコホモロジーH1(V ;N)

が消滅していれば良い。特に、ある条件を満たす閉錐 Ṽ に対しては，高次コホモロジー
が消滅することが以下の定理からわかる。

定理 4.3. Xを複素ベクトル空間とし、Ṽ を T̊ ∗Xの閉錐とする。さらに Ṽ は以下の 3
条件を満たすとする。
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C1. Ṽ の錐状開近傍の族は T̊ ∗Xの Steinな開錐からなる共終部分族をもつ。

C2. 射影 π(Ṽ )はXにおけるコンパクト集合である。

C3. ある点 ζ0 ∈ C
n \ {0}が存在し、Ṽ は ζ0の為す半開空間に含まれる。すなわち、以

下を満たす。
Ṽ ⊂ {(z; ζ) ∈ T̊ ∗X | z ∈ π(Ṽ ),Re 〈ζ, ζ0〉 > 0}.

このとき、任意の k > 0に対してHk(Ṽ ;N) = 0が成り立つ。

例 4.4. 定理 4.3の 3条件を満たすような閉錐 Ṽ は以下のように構成できる。N を自然
数とし、f1(z), f2(z), . . . , fN(z)をX上の正則関数とする。

B =
N⋂
i=1

{|fi(z)| ≤ 1},

とおき、Bはコンパクトであると仮定する。さらに Γを閉凸固有錐とする。このとき
Ṽ = B × Γは定理 4.3の条件 C3をみたす。また、条件 C1のB × Γの共終族は以下の
ように構成する。Bの開近傍の族 {Bε}ε∈R+を

Bε =
⋂

1≤i≤N

{|fi(z)| < 1 + ε}

で与える。Γは閉凸固有錐であるので共終族 {Γλ}λ∈ΛでΓの凸固有開錐状近傍からなる
ものが存在する。

系 4.5. Ṽ を定理 4.3の 3条件を満たすような閉錐とする。任意の元 f(z, ζ) ∈ S/N(Ṽ )

に対して、ある表象 f ′(z, ζ) ∈ S(Ṽ )が存在して f = [f ′]と書ける。

これは以下の完全列からすぐに従う。

0 → N(Ṽ ) → S(Ṽ ) → S/N(Ṽ ) → 0.

次に、新たな表象として、C∞型の表象を導入する。V を T̊ ∗Xの開錐とし、z∗ = (z; ζ)
を T ∗Xの局所座標とする。まずは T̊ ∗X上の錐状層S∞,N∞を定義する。

定義 4.6. 開集合 V ⊂ T ∗X に対し、変数 zに関して C∞級であり、変数 ζに関して正
則であるような関数 f(z, ζ)全体のなす集合を C∞

z Oζ(V )とする。この時、C∞
z Oζ は層

となる。

注意 4.7. C∞
z OζはXの座標変換に関して不変である。

定義 4.8. 1. 関数 f(z, ζ)は以下の条件を満たす時、V 上のC∞型の零表象である。

N1. ある V 型の無限小楔W が存在し、次を満たす。

f(z, ζ) ∈ C∞
z Oζ(W ).
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N2. 任意の開錐 V ′ �
cone

V に対してある V ′型の無限小楔W ′ ⊂ W が存在して以下
を満たす:

任意の多重添字 α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Z
n
≥0, β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Z

n
≥0に対

して正の定数 h,Cが存在してW ′上で以下の評価を満たす。∣∣∣∣ ∂α∂zα ∂β

∂z̄β
f(z, ζ)

∣∣∣∣ ≤ C · e−h|ζ|.

2. 関数 f(z, ζ)は以下の条件を満たす時，V 上のC∞型の表象である。

S1. ある V 型の無限小楔W が存在し、次を満たす。

f(z, ζ) ∈ C∞
z Oζ(W ).

S2. 任意の開錐 V ′ �
cone

V に対してある V ′型の無限小楔W ′ ⊂ W が存在して以下
を満たす:

任意の多重添字 α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Z
n
≥0, β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Z

n
≥0と任

意の定数 h > 0に対して、ある定数C > 0が存在してW ′上で以下の評価を
満たす。 ∣∣∣∣ ∂α∂zα ∂β

∂z̄β
f(z, ζ)

∣∣∣∣ ≤ C · eh|ζ|.

S3. 任意の i = 1, 2, . . . , nに対して、微分 ∂

∂z̄i
f(z, ζ)は V 上の零表象となる。

3. S∞(V )とN∞(V )でそれぞれ全ての V 上の C∞型の表象、全ての V 上の C∞型
の零表象の集合とする。このとき、S∞

z∗ ,N
∞
z∗を以下のように定義する。

S∞
z∗ = lim−→

V �z∗
S∞(V ), N∞

z∗ = lim−→
V �z∗

N∞(V ).

ただし V は z∗ ∈ T̊ ∗Xの錐状開近傍の族を動く。

通常の表象と同様に、S∞|T ∗
XX = S|T ∗

XX , N
∞|T ∗

XX = 0と定義することでS∞とN∞

を T ∗X上の層に自然に拡張することができる。
さて、S∞/N∞(V )とS∞/N∞(V )を同一視するために、古典的な表象の場合と同様

の議論を行う。

命題 4.9. V を T̊ ∗Xの開錐とする。この時、N∞(V )はS∞(V )のイデアルである。

T̊ ∗Xの開錐 V に対してS∞(V )/N∞(V )を対応させる前層を Ŝ∞/N∞と定義し、そ
の層化をS∞/N∞とすると、以下の短完全列が得られる。

0 −→ N∞ −→ S∞ κ2−→ S∞/N∞ −→ 0. (4.4)
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ここで κ2は規準的な射の合成S∞ → Ŝ∞/N∞ → S∞/N∞であり、以下の列

0 → N∞(Ṽ ) → S∞(Ṽ ) → S∞/N∞(Ṽ ) → 0,

が完全列であること望ましいが、それは次の議論からわかる。まずは以下の可換図式を
考える。

0 �� N(Ṽ ) ��

ι2(˜V )
��

S(Ṽ )
κ1(˜V )

��

ι1(˜V )
��

S/N(Ṽ ) ��

ι(˜V )
��

0

0 �� N∞(Ṽ ) �� S∞(Ṽ )
κ2(˜V )

�� S∞/N∞(Ṽ ) .

ただし、ι1(Ṽ )と ι2(Ṽ )は規準的埋め込みであり、ι(Ṽ )は ι1(Ṽ )と ι2(Ṽ )から誘導され
る射である。また、横の行はどちらも完全列である。ここで、ι(Ṽ )が同型射であるこ
とを仮定すると、ι(Ṽ ) ◦ κ1(Ṽ )が全射となることから、κ2(Ṽ )も全射となり、2行目の
後ろの完全性が補完される。

系 4.10. Ṽ 条件Cを満たす閉錐であるとする。任意の f(z, ζ) ∈ S∞/N∞(Ṽ )はある表
象 f ′(z, ζ) ∈ S∞(Ṽ )で代表される。

最後に、ιがS/NとS∞/N∞の間の同型射であることを示そう。ιは規準的な埋め
込み射

ι1 : S ↪→ S∞, ι2 : N ↪→ N∞,

から以下の射が誘導される以下のような射であった。

ι : S/N −→ S∞/N∞.

定理 4.11. 誘導された射 ιは層の同型射である。

T ∗
XX上では明らかにS/N|T ∗

XX = S∞/N∞|T ∗
XX = D∞

X が成り立つため、定理 4.11を
T̊ ∗X上で示せば十分である。特に、埋め込み射により誘導された射

ι : S/N −→ S∞/N∞,

が大域的に構成されているため、茎の間の射 ιz∗が同型射であることを示せば良い。
問題が局所的であるので、証明では T ∗X � C

n
z × C

n
ζ の同一視をする。特に z∗ =

z∗0 = (0 ; 1, 0, . . . , 0)としても一般性を失わない。各Di(ri, 0)を中心が原点であり半径が
riであるようなCの開円盤とした時に、D = D1(r1, 0)×D2(r2, 0)× · · · ×Dn(rn, 0)を
C

n
z の多重円盤とする。さらに Γを (1, 0, . . . , 0) ∈ C

n
ζ を含むような開凸錐として、V を

V = D × Γ,

とする。また、N∞を係数に持つT ∗X上の (p, q)形式の層をN∞,(p,q)とおく。このとき、
以下の命題が証明の となる。
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命題 4.12. Dを多重開円盤、Γを (1, 0, . . . , 0) ∈ C
n
ζ を含む開凸錐とし、V = D × Γと

する。さらに f(z, ζ) ∈ N∞,(p,q)(V )は ∂̄zf(z, ζ) = 0を満たすとする。このとき、任意
の多重開円盤D′ � Dに対して V ′ = D′ × Γとおけば、V ′上で ∂̄zu(z, ζ) = f を満たす
u ∈ N∞,(p,q−1)(V ′)を見つけることができる。

この命題を用いて、定理 4.11を示す。

Proof. ι : S/N → S∞/N∞から誘導される各点での茎の間の射を

ιz∗ : Sz∗/Nz∗ −→ S∞
z∗/N

∞
z∗

とする。ιz∗の単射性は明らかであるので、全射性を示す。
F ∈ S∞

z∗ とすると、z∗ の近傍 V = D × Γが存在して、F の代表元となるような
f ∈ S(V )がとれる。定義から f は ∂̄f ∈ N∞,(0,1)(V )かつ ∂̄2f = 0を満たす。命題
4.12よりD′ � Dが存在して V ′ = D′ × Γ上では ∂̄g = ∂̄f を満たすような g ∈ N∞(V ′)
がとれる。これは f − g ∈ S(V ′)を意味するので F ′ = (f − g)z∗ とおけば ι(F ′)z∗ = F
が成り立ち、ιz∗が全射であることがわかる。

5 無限階擬微分作用素の層E R

Xとその表象S∞/N∞の同型性
ここでは特にXを n次元複素ベクトル空間とする。以下の射によりX ×Xと TX

を同一視する。
� : X ×X � (z, z′) �→ (z, z′ − z) ∈ TX. (5.1)

このとき、以下の図式が可換になる。

X ×X
�

��

p1
���

��
��

��
��

TX

τ
����
��
��
��

X.

この章の目的は、第 3章、第 4章の結果を用いて層の間の射 ς : E R

X −→ S∞/N∞を
構成し、以下の定理を示すことである。

定理 5.1. 無限階擬微分作用素の層 E R

X と古典的表象のなす層S/Nは同型である。

まずは、ςを構成しよう。Ṽ を T̊ ∗Xの閉凸固有錐、V とV ′を開凸固有錐とし、Ṽ �
cone

V ′ �
cone

V を満たすとする。さらに π(Ṽ )はコンパクト、π(V ′)と π(V )は相対コンパクト
であると仮定する。定理 3.1の条件を満たすようなU,Gに対して無限階擬微分作用素の
層の切断 E R

X (V )は以下の表示を持っている。

E R

X (V ) = lim−→
U,G

Hn
G∩U(U ;O

(0,n)
X×X).

したがって、コホモロジーを固定し、

ς̃ : Hn
G∩U(U ; O(0,n)

X×X) → S∞/N∞(V ′)
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を構成することができれば二つの帰納極限 lim−→
U,G

と lim−→
˜V �
cone

V ′ �
cone

V

を作用させることで、無限

階擬微分作用素からその表象への射
ς
˜V : E R

X (Ṽ ) −→ S∞/N∞(Ṽ ).

が構成される。これ以降では ς̃を構成することを目指す。
定義 5.2. γを TXの凸閉錐とする。TXにおける γ位相とは、以下の開集合Ωで与え
られる位相のことである。

1. Ωは通常の意味で開集合である。

2. Ω+̊γ = Ω.

ここで、+̊は以下で定義される集合の和のことである。
Ω+̊γ =

⊔
z∈τ(Ω)

(Ωz + γz).

ただしΩz = Ω∩ τ−1(z)かつ γz = γ ∩ τ−1(z)とする。特に γz = ∅の場合はΩz +γz = Ωz

とする。
TXの開集合 V は γ位相の意味で開集合であるとき、γ開集合という。
Γ1と Γ2を T̊ ∗Xの開凸固有錐として、以下の条件を満たすように選ぶ。
1. V ′ �

cone
Γ2 �

cone
Γ1 �

cone
V．

2. p−1
1 (π(V ′))ではG ∩ U ⊂ �−1(Int (Γ◦

1)) ∪Δが成り立つ。
ここで、ΔはX ×Xの対角集合のことである。
注意 5.3. 定理 3.1より、錐の頂点付近ではGは �−1(V ◦)に漸近するのでU を十分小さ
くとれば、上のような Γ1,Γ2を取ることができる。このとき、Figure 1ではX ×Xに
おける図を表しているため、包含関係が入れ替わっていることに注意してほしい。

�−1(V ′◦)

�−1(V ◦)

G

U

�−1(Γ◦
1)�−1(Γ◦

2)

Figure 1: X ×Xにおける頂点付近の錐の関係性
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射 ς̃を積分により実現するために、まずはその積分路を構成する。i = 1, 2に対して
γi = Γ◦

i とおく。D1, D2を、以下の条件を満たすような、滑らかな境界をもつX ×Xの
開領域とする。

D1. i = 1, 2について �(Di)は γi開集合。

D2. ΔX(π(V
′)) ⊂ D1が成り立つ。ただし、ΔX : X → X ×Xは対角埋め込みのこと

である。

D3. D2 ∩ p−1
1 (π(V ′)) ⊂ �−1(Int (γ2)).

D4. D1 \D2 ∩ p−1
1 (π(V ′)) ⊂ U .

D5. ∂D1 \D2 ∩ p−1
1 (π(V ′)) ⊂ U \G.

D6. ∂D1と ∂D2は p−1
1 (π(V ′))において横断的に交わる。

D7. p−1
1 (z)と ∂D1（または ∂D2）は任意の z ∈ π(V ′)において横断的に交わる。

例 5.4. 条件のD6とD7を除けば、上の条件を満たすD1とD2は以下のように構成で
きる。まずは ε1, ε2を正の定数とし、D̂1と D̂2を以下のように定める。

D̂1 =
⊔

z∈π(V ′)

{(z, v) ∈ TzX | distTzX(v, γ1 ∩ τ−1(z)) < ε1},

D̂2 =
⊔

z∈π(V ′)

{(z, v) ∈ TzX | distTzX(v, τ
−1(z) \ γ2)) > ε2}.

D1 = �−1(D̂1), D2 = �−1(D̂2)とすると，ε1と ε2を十分に小さく取ることで，D1とD2

は条件のD1からD5を満たす。
さらにD1とD2の境界を滑らかに変形することで全ての条件を満たすことがわかる。

�−1(D̂1)

γ1

�−1(D̂2)

γ2

Figure 2: D̂1と D̂2

D1とD2を、上の条件を満たすようなX × X の開領域とし、D = D1 \ D2, E =
∂D1 \D2とおく。さらにDz = D ∩ p−1

1 (z), Ez = E ∩ p−1
1 (z)とする。

27



定義 5.5. uをチェックコホモロジーH0,n,n

ϑ̄
(U,U \G)の元とし、その代表元として ω =

(ω1, ω01)をとる。このとき、無限階擬微分作用素のコホモロジー表示からその表象へ
の射

ς̃ : Hn
G∩U(U ; O(0,n)

X×X) = H0,n,n

ϑ̄
(U,U \G) → S∞/N∞(V ′) (5.2)

を以下で定義する。

ς̃(ω)(z, ζ) =

∫
Dz

ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 −

∫
Ez

ω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉. (5.3)

このとき、ς̃のwell-defined性について次の命題が成り立つ。

命題 5.6. ω = (ω1, ω01)を u ∈ H0,n,n

ϑ̄
(U,U \G)の代表元とすると、ς̃は以下の性質をみ

たす。

1. ς̃(ω)は V ′上の表象である。

2. ωがチェックドルボーコホモロジーの元として 0であれば ς̃(ω)は V ′上の零表象で
ある。

3. ς̃(ω)はD1とD2の選択によらない。

命題 5.6の証明のために幾つか準備をおこなう。

定義 5.7. V をT ∗Xの開錐とする。V 上のC∞型の表象 f(z, ζ), g(z, ζ)がS∞/N∞(V )の
意味で同じ表象であるとき、f(z, ζ) ≈ g(z, ζ)と書く。すなわち、これはf(z, ζ)−g(z, ζ) ∈
N∞(V )と同値である。

ς̃と作用素 ∂
∂z
（または作用素 ∂

∂z̄
）が可換であることが望ましいが、一般には可換に

ならない。そこで、まずは以下の補題を導入する。

補題 5.8. ω = (ω1, ω01)を u ∈ H0,n,n

ϑ̄
(U,U \G)の代表元とすると次が成り立つ。

∂

∂zi
ς̃(ω1, ω01) ≈ ς̃(

∂

∂zi
ω1,

∂

∂zi
ω01)

この補題により、C∞型の表象のクラスでは ς̃と各作用素 ∂
∂zi
, ∂
∂z̄i
が可換であると言

える。
命題 5.6の (1)の証明の概略を紹介する。(2)および (3)も条件式を用いて似た式変形

を行うことで証明が可能であるので、ここでは省略する。これ以降では、ドルボー作用
素 ∂̄z + ∂̄z′を略して ∂̄と記述する。

ς̃(ω)が V ′上の表象であることを示す。zを固定した時に、積分路Dzを以下のよう
に区分的に滑らかな境界をもつDz,1(ε), Dz,2(ε)の二つに分割することを考える。

1. GとDz,1(ε)の共通部分は空集合である。

2. ∂Ez(ε) = ∂(∂Dz \ Ez).
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3. (z, z)を中心とする半径εの球B((z, z), ε)に対して、Dz,2(ε) ⊂ (�−1(γ2)∪B((z, z), ε))∩
p−1
1 (z)が成り立つ。

ただし、Ez(ε) = ∂Dz,1(ε) ∩ ∂Dz,2(ε)とおいた。
注意 5.9. 十分に小さい εに対しても、境界を滑らかに変形することで上の条件を満た
すような分割Dz,1(ε), Dz,2(ε)を構成できる。

Dz,1(ε)

�−1(γ1)�−1(γ2)

G

Dz,2(ε)

Figure 3: Dzの分割Dz,1(ε)とDz,2(ε)

半径 ε

�−1(γ2)

G

Ez(ε)

Figure 4: 錐の頂点付近におけるEε

Stokesの定理により、次が成り立つ。∫
Dz,1(ε)

ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 =

∫
Dz,1(ε)

∂̄ω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 =

∫
Ez+Ez(ε)

ω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉.
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これを用いて、̃ς(ω)がC∞型の表象であることをみる。特に、U\Gにおいては ∂̄ω01 = ω1

が成り立つため、Stoke’sの定理によりDzとEzにおける積分をDz,2(ε)とEz(ε)の積分
に帰着することができることに注意すると、任意の h > 0に対して最後の評価を満たす
ことがわかる。

∣∣∣∣ ∂α∂zα ∂β

∂z̄β
ς̃(ω)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Dz,2(ε)

∂α

∂zα
∂β

∂z̄β

(
ω1(z, z

′) · e〈z′−z,ζ〉
)
+

∫
E(ε)

∂α

∂zα
∂β

∂z̄β

(
ω01(z, z

′) · e〈z′−z,ζ〉
)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫
Dz,2(ε)

∂α

∂zα

(
∂β

∂z̄β
ω1(z, z

′) · e〈z′−z,ζ〉
)
+

∫
E(ε)

∂α

∂zα

(
∂β

∂z̄β
ω01(z, z

′) · e〈z′−z,ζ〉
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
∫
Dz,2(ε)

∑
0≤α′≤α

∂α
′

∂zα′
∂β

∂z̄β
ω1(z, z

′) · ∂
α−α′

∂zα−α′ e
〈z′−z,ζ〉

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
E(ε)

∑
0≤α′≤α

∂α
′

∂zα′
∂β

∂z̄β
ω01(z, z

′) · ∂
α−α′

∂zα−α′ e
〈z′−z,ζ〉

∣∣∣∣∣
≤

∑
0≤α′≤α

∫
Dz,2(ε)

∣∣∣∣ ∂α
′

∂zα′
∂β

∂z̄β
ω1(z, z

′)

∣∣∣∣ · |Pα′(ζ)| · eRe 〈z′−z,ζ〉

+
∑

0≤α′≤α

∫
E(ε)

∣∣∣∣ ∂α
′

∂zα′
∂β

∂z̄β
ω01(z, z

′)

∣∣∣∣ · |Pα′(ζ)| · eRe〈z′−z,ζ〉

≤C · e2h|ζ|.

ただし、Pα′(ζ)は ζ に関する多項式であり、任意の α′に対して十分小さい εをとれば
|Pα′(ζ)| ≤ eh|ξ|となる。また、h > 0に対して、B((z, z), ε)∩p−1

1 (z)ではRe 〈z′− z, ζ〉 ≤
h|ζ|を満たすように εを小さく取り直すことで上の評価を満たすようにできることに
注意。
続いて、任意の i = 1, 2, . . . , nに対して ∂

∂z̄i
ς̃(ω)が N∞(V ′)に属することを示す。

Stoke’sの定理と (∂̄z + ∂̄z′)ω01 = ω1, ∂̄zω1 = −∂̄z′ω1という二つの事実により以下のよう
な式変形ができる。

∣∣∂̄z ς̃(ω)∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
Dz,2(ε)

∂̄zω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 +

∫
E(ε)

∂̄zω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−
∫
Dz,2(ε)

∂̄z′ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉

+

∫
E(ε)

(ω1(z, z
′)− ∂̄z′ω01(z, z

′)) · e〈z′−z,ζ〉
∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
∫
∂Dz,2(ε)

ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉

−
∫
E(ε)

ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 +

∫
∂E(ε)

ω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
∂Dz,2(ε)\E(ε)

ω1(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉 +

∫
∂E(ε)

ω01(z, z
′) · e〈z′−z,ζ〉

∣∣∣∣∣ .
Dz,1とDz,2の構成法により ∂Dz,2(ε) \ E(ε) ⊂ Int (�−1(γ2)), ∂E(ε) ⊂ Int (�−1(γ2))の二

つの評価を満たす。したがって、∂̄z ς̃(ω) =
n∑

i=1

∂̄zi ς̃(ω)であることに注意すれば、ある

定数 h > 0, C > 0が存在して ∣∣∣∣ ∂∂z̄i ς̃(ω)
∣∣∣∣ ≤ C · e−h|ζ|

を満たす。以上により、ς̃(ω)がC∞型の表象であることが示された。
系 5.10. 射 ς̃はwell-definedである。
最後に定理 5.1を証明する。これまでの結果から以下のような射が構成できる。

ς
˜V : E R

X (Ṽ ) −→ S∞/N∞(Ṽ ).

ただし Ṽ ⊂ T̊ ∗Xは π(Ṽ )がコンパクトであるような固有凸閉錐である。
Ṽ ′を Ṽ を含むような固有凸閉錐とすると、ς̃ の well-definedness性により ς と制限

射が可換になることがわかる。

E R

X (Ṽ )
ς
˜V ��

��

S∞/N∞(Ṽ )

��

E R

X (Ṽ ′)
ς
˜V ′

�� S∞/N∞(Ṽ ′).

T̊ ∗Xの基底として閉凸固有錐 Ṽ からなる族がとれるため、{ς
˜V }により T̊ ∗X上の層

の射
ς : E R

X −→ S∞/N∞

が定義される。したがって、大域的に射が存在することがわかったため、茎における同
型を示せば十分である。特に、各点 z∗ ∈ T ∗Xにおいて以下の図式が可換となればよい。

(S/N)z∗

ιz∗

��

E R

X,z∗

σ
����������������

ςz∗ ����
����

����
����

(S∞/N∞)z∗

(5.4)
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ここで σは青木により導入された表象写像であり、この表象写像は同型であること
が知られている。

定理 5.11 ([2], Theorem 4.3 and Theorem 4.5). 表象写像

σ : E R

X,z∗ → (S/N)z∗

は茎の間の同型写像である。

図式 5.4の可換性は、σと ςを具体的に計算することで示すことが可能である。

定理 5.12. 上で与えられる図式 5.4は可換である。

さらに、第 4章の結果により、縦の射 ιz∗ が同型であるため、ςz∗ が同型射であるこ
とが示された。
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1

, ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(i∂t + αΔ)u = −(∇ · w)v, t > 0, x ∈ R

d,

(i∂t + βΔ)v = −(∇ · w)u, t > 0, x ∈ R
d,

(i∂t + γΔ)w = ∇(u · v), t > 0, x ∈ R
d,

(1.1)

(u, v, w)|t=0 = (u0, v0, w0), x ∈ R
d (1.2)

. α, β, γ 0 , (u0, v0, w0)

, u(t, x), v(t, x), w(t, x) C
d .

, Cd f, g f ·g , ∇ = (∂x1 , · · · , ∂xd
), Δ =

∑d
k=1 ∂

2
xk

. (1.1) Colin-Colin [5] ,

, .

M(u(t), v(t), w(t)) =

∫
Rd

|u(t, x)|2dx+ 1

2

∫
Rd

|v(t, x)|2dx+ 1

2

∫
Rd

|w(t, x)|2dx,

E(u(t), v(t), w(t)) =
α

2

∫
Rd

|∇u(t, x)|2dx+ β

2

∫
Rd

|∇v(t, x)|2dx+ γ

2

∫
Rd

|∇w(t, x)|2dx

+ Re

∫
Rd

w(t, x) · ∇(u(t, x) · v(t, x))dx.

, (u, v, w) (1.1) , t > 0

M(u(t), v(t), w(t)) =M(u0, v0, w0), E(u(t), v(t), w(t)) = E(u0, v0, w0)

. M , E .
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t ,

. ( M ,

E , (1.1) ([7]) . )

, L2

. , 1 ≤ d ≤ 4

|E(u0, v0, w0)| ≤ C(‖u0‖H1 , ‖v0‖H1 , ‖w0‖H1)

. ( . ) s ∈ R

‖ · ‖Hs L2 . , H1

.

, ,

Hs(Rd) := (Hs(Rd))d × (Hs(Rd))d × (Hs(Rd))d

, H0(Rd) H1(Rd) .

, Hs(Rd) s

, ,

H0(Rd) H1(Rd) , s Hs(Rd)

.

, (1.1) Hs(Rd)

s .

, . (1.1) ,

α, β, γ s ,

.

(1.1) Hs(Rd) , .

1.1. , (1.1)-(1.2) Hs(Rd)

:

(u0, v0, w0) ∈ Hs(Rd) , T > 0 t ∈ [0, T ] (1.1)-(1.2)

(u, v, w) ∈ C([0, T ];Hs(Rd)) , C([0, T ];Hs(Rd))

. ,

.

(u, v, w) (1.1)-(1.2) , (u, v, w) (1.1)-(1.2)

C([0, T ];Hs(Rd)) . , r

Hs(Rd) Br(Hs(Rd)) ,

, r > 0 (u0, v0, w0) ∈ Br(Hs(Rd))

(u, v, w) ∈ C([0, T ];Hs(Rd))

.
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, . N(u)

{
i∂tu+Δu = N(u), t > 0, x ∈ R

d,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
d

. ,

u(t) = eitΔu0 +

∫ t

0

ei(t−t′)ΔN(u(t′))dt′ =: Φ(u)(t)

,

u1(t) = eitΔu0, un+1(t) = Φ(un)(t) (n = 1, 2, 3, · · · )

{un} , lim
n→∞

un

. un n . , eitΔ

u0

i∂tu+Δu = 0, u(0, x) = u0(x)

, x Fx

Fx[e
itΔf ](x) = e−it|ξ|2Fx[f ](ξ)

. , (1.1) .

,

. ( , .)

, k ∈ N Ck

, .

{un}
, .

( s) .

‖fg‖Hs ≤ C‖f‖Hs‖g‖Hs

s > d
2

. , s

, s .

s ,

. (1.1)

Aλ(t, x) = λ−1A(λ−2t, λ−1x) (A = (u, v, w))
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, sc =
d
2
− 1

. ,

‖Aλ(0, x)‖Ḣsc = ‖A(0, x)‖Ḣsc

. sc .

, s < sc
. , s < sc

. ( , (1.1) C2 . )

, s ≥ sc s .

2

, . Mizohata

([13]) b R
d

i∂tu+Δu = b(x) · ∇u, t > 0, x ∈ R
d (2.1)

L2(Rd)

sup
x∈Rd,ω∈Sd−1,R>0

∣∣∣∣Re
∫ R

0

b(x+ rω) · ωdr
∣∣∣∣ <∞ (2.2)

. b , c

, ε > 0 b(x) = c(1+ |x|)−1−ε . , (2.1)

, b .

(2.1) b u 1

i∂tu+ ∂2xu = u∂xu, t > 0, x ∈ R (2.3)

s ∈ R Hs(R) , Christ ([4])

. , Hs(R) (2.2)

. , Ozawa ([14]) u0 ∈ H1(R)

sup
x∈R

∣∣∣∣
∫ x

−∞
u0(y)dy

∣∣∣∣ <∞

, (2.3) .

, Grünrock ([6]), Hirayama ([7])

i∂tu+Δu = ∂xk
(u2), t > 0, x ∈ R

d

d = 1 L2(R) , d ≥ 2 s ≥ d
2
− 1

m−1
Hs(Rd)

. ,
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, . (1.1)

, α, β, γ

.

(1.1) Hs(Rd) s

μ := αβγ

(
1

α
− 1

β
− 1

γ

)
,

κ := (α− β)(β + γ)(γ − α), κ̃ := (β + γ)(γ − α)

(2.4)

, [7], [8] .

(I) κ �= 0

d = 1 d = 2, 3 d ≥ 4

μ > 0 � s ≥ 0 s ≥ sc
μ = 0 s ≥ 1 s ≥ 1 s ≥ sc
μ < 0 s ≥ 1/2 s ≥ 1/2 s > sc

(II) κ = 0 ( μ < 0 )

d = 1 d = 2, 3 d ≥ 4

α− β = 0 κ̃ �= 0 s ≥ 1/2 � s > 1 s > sc

α− β �= 0 s ∈ R C2

, μ = 0 s < 1 , μ < 0 s < 1/2 , C2

. , (�

) ,

s . ( , s = sc
.) , μ, κ, κ̃ , 3

(1.1) . ,

(� ) .

2.1 ( 1). d = 1 μ > 0 . s < 0 (1.1)

Hs(R) C3 .

2.2 ( 2). d ∈ {2, 3} , α − β = 0 κ̃ �= 0 . s ≥ 1
2

s > sc s (1.1) Hs(Rd) .

2.3. , ,

s . ( , 2

d = 3, s = sc (=
1
2
) .)

, , κ �= 0 μ = 0

. ( s .)
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, , κ �= 0, μ = 0, d = 2, 3 s > 1
2

([9]). , μ = 0 ,

, (1.1)

, s

.

[10], [11] , [12], [15]

, (1.1) .

, 〈·〉 := 1 + | · | , f(x), f(t, ξ) x

f̂(ξ), f̂(t, ξ), Fx[f ](ξ), Fx[f ](t, ξ) . , C > 1

A ≤ CB A � B , CA ≤ B A� B

. , A � B B � A A ∼ B .

.

2.4. ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R
d ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0 |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3|

. , |ξ1| ∼ |ξ2| .

. |ξ2| � |ξ1| . , ξ1 = −ξ2 − ξ3

|ξ1| ≤ |ξ2|+ |ξ3| ≤ 2|ξ2|

, |ξ1| � |ξ2| .

2.5. ξ1, ξ2 ∈ R
d |ξ1| 
 |ξ2| . , |ξ1+ξ2| ∼ |ξ1|,

|ξ1|+ |ξ2| ∼ |ξ1| .

. |ξ1| 
 |ξ2| , C > 1 |ξ2| ≤ 1
C
||ξ1| ,

C − 1

C
|ξ1| ≤ |ξ1| − |ξ2| ≤ |ξ1 + ξ2| ≤ |ξ1|+ |ξ2| ≤ C + 1

C
|ξ1|

.

2.6. 2.4 , ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0, |ξ1| ≥ |ξ2| ≥ |ξ3| , |ξ1| ∼
|ξ2| ∼ |ξ3| |ξ1| ∼ |ξ2| 
 |ξ3| .

3

, (2.4) μ, κ .

,

. ,

i∂tu+Δu = 0
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u0 u(t) = eitΔu0 , x

û(t, ξ) = e−it|ξ|2û0(ξ), t > 0, x ∈ R
d

. , e−it|ξ|2 . , 1

, e−itξ2

‖|∂x| 12u‖L∞
x L2

t
� ‖u0‖L2

x

. , 1
2

. , ,

t .

, s

.

,

(1.1) 3 x ,

f̂(t, ξ) = eitα|ξ|
2

û(t, ξ), ĝ(t, ξ) = eitβ|ξ|
2

v̂(t, ξ), ĥ(t, ξ) = eitγ|ξ|
2

ŵ(t, ξ)

.

e−itγ|ξ|2∂tĥ(t, ξ) =
d∑

j=1

ξ(e−itα|ξ|2 f̂j(t, ξ)) ∗ξ (eitβ|ξ|2 ĝj(t,−ξ)).

∗ξ ξ , fj, gj f , g

j . , eitγ|ξ|
2

.

∂tĥ(t, ξ) = ξ

∫
Rd

e−it(α|ξ1|2−β|ξ1−ξ|2−γ|ξ|2)f̂(t, ξ1)ĝ(t, ξ1 − ξ)dξ1. (3.1)

,

Φ(ξ, ξ1) := α|ξ1|2 − β|ξ1 − ξ|2 − γ|ξ|2 (3.2)

. Φ(ξ, ξ1) �= 0 , (3.1) [0, t]

, Φ(ξ, ξ1)
−1 . , |Φ(ξ, ξ1)| ∼ |ξ|δ (δ > 0)

, |Φ(ξ, ξ1)|−1 ,

. 6

, .

Φ(ξ, ξ1) = 0 , .

, ,

. , f ( u)

ξ1, g ( v) ξ1 − ξ, h ( w) ξ

, .
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3.1. Φ(ξ, ξ1) (3.2) , μ, κ (2.4) .

(i) κ �= 0 . D1, D2, D3 ⊂ R
d × R

d

D1 := {(ξ, ξ1) ∈ R
d × R

d| |ξ1| � |ξ1 − ξ| ∼ |ξ|},
D2 := {(ξ, ξ1) ∈ R

d × R
d| |ξ1 − ξ| � |ξ| ∼ |ξ1|},

D3 := {(ξ, ξ1) ∈ R
d × R

d| |ξ| � |ξ1| ∼ |ξ1 − ξ|}

, D := D1 ∪D2 ∪D3

|Φ(ξ, ξ1)| ∼ max{|ξ1|2, |ξ1 − ξ|2, |ξ|2}

.

(ii) μ > 0 ( κ �= 0 ) , (Rd × R
d)\{(0, 0)}

|Φ(ξ, ξ1)| ∼ max{|ξ1|2, |ξ1 − ξ|2, |ξ|2}

.

. |ξ1| ≥ |ξ1 − ξ| ≥ |ξ| . , 2.4 |ξ1| ∼
|ξ − ξ1| � |ξ| , |Φ(ξ, ξ1)| � |ξ1|2 . Φ(ξ, ξ1) ξ1 ξ 2

Φ(ξ, ξ1) = (α− β)|ξ1|2 + 2βξ · ξ1 − (β + γ)|ξ|2

= (α− β)

∣∣∣∣ξ1 + β

α− β
ξ

∣∣∣∣2 + μ

α− β
|ξ|2

, , |ξ| � |ξ1| ∼ |ξ1 − ξ| 2.5 |Φ(ξ, ξ1)| ∼ |ξ1|2
. , Φ(ξ, ξ1) ξ1 ξ1 − ξ 2 ,

Φ(ξ, ξ1) = (α− γ)

∣∣∣∣ξ1 + β

α− γ
(ξ1 − ξ)

∣∣∣∣2 + μ

α− γ
|ξ1 − ξ|2

. , μ > 0

|Φ(ξ, ξ1)| ≥ μ

α− γ
|ξ1 − ξ|2 ∼ |ξ1|2

.

3.1 , κ �= 0 |ξ1| ∼ |ξ1 − ξ| ∼ |ξ|
. , μ > 0 , ξ = ξ1 = 0

. , μ > 0

. μ > 0 s

. , κ = 0 D
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. (2.3) ,

Christ ([4]) , D

. κ̃ = 0 , (1.1)

(2.3) ,

. κ = 0 κ̃ �= 0 , D3

D1 ∪D2 . (2.3)

, .

.

4

(1.1) (2.3)

, . ,

u2 ,

‖u2‖Hs � ‖u‖2Hs

s > d
2

, C([0, T ];Hs)

. , (2.3) ,

‖u∂xu‖Hs � ‖u‖Hs‖∂xu‖Hs � ‖u‖Hs‖u‖Hs+1

, s+ 1 . ,

Hs+1 , s + 2

, ( ) ,

C([0, T ];Hs) .

. , ,

.

, d = 1 (1.1) 1 (∂xw)v .

, N ≥ 1

BN := {ξ ∈ R| |ξ| ∼ N}
, supp v̂ ⊂ BM , supp ŵ ⊂ BL . (v̂, ŵ (t, ξ) ,

t ∈ R ξ .) 3

.

(a) M ∼ L (b) M 
 L (c) M � L

, (a) . ξ ∈ supp Fx[(∂xw)v]

|ξ| ≤ L+M ∼ L ∼M
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,

〈ξ〉s|Fx[(∂xw)v]| � 〈ξ〉s|(∂̂xw) ∗ξ v̂| � |(L s+1
2 ŵ) ∗ξ (M s+1

2 v̂)|
� |Fx[(〈∂x〉 s+1

2 w)(〈∂x〉 s+1
2 v)]|

. ,

‖(∂xw)v‖Hs � ‖〈∂x〉 s+1
2 w‖L4‖〈∂x〉 s+1

2 v‖L4 � ‖w‖
H

s+1
2 +1

4
‖v‖

H
s+1
2 +1

4

. , s ≥ 3
2

s+1
2

+ 1
4
≤ s , C([0, T ];Hs)

.

(b) . ξ ∈ supp Fx[(∂xw)v] ξ1 ∈ supp ŵ ξ2 ∈ supp v̂

ξ = ξ1 + ξ2 , 2.5 |ξ| = |ξ1 + ξ2| ∼ M .

〈ξ〉s|Fx[(∂xw)v]| ∼ |(∂̂xw) ∗ξ (M sv̂)| � |Fx[(∂xw)〈∂x〉sv]|
. ,

‖(∂xw)v‖Hs � ‖〈∂x〉w‖L∞‖〈∂x〉sv‖L2 � ‖w‖
H1+1

2+ε‖v‖Hs

ε > 0 . , s > 3
2

C([0, T ];Hs)

.

(c) . (b) |ξ| ∼ L ,

〈ξ〉s|Fx[(∂xw)v]| ∼ |(Ls+1ŵ) ∗ξ v̂| ∼ |Fx[(〈∂x〉s+1w)v]|
, M � L (a), (b) 〈∂x〉 v

, 〈∂x〉s+1w . ,

C([0, T ];Hs) . supp û ⊂ BN

(1.1) 3 ∂x(uv) ,

∂x(uv) = (∂xu)v + u(∂xv)

N 
M N �M (c) .

, ,

(i)

(ii)

2 . (1.1) , 1 ,

2 w , w u v

. 3

. , 3.1 , κ̃ �= 0

D1 ∪D2 . ,

. κ = 0

κ̃ �= 0 . ,

(2.3) ,

.
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5 1

d = 1, μ > 0 . ,

, .

, ,

. , 2

, 2 Hs

. , 2

. (1.1) 1

u(t) = eitα∂
2
xu0 + i

∫ t

0

ei(t−t′)α∂2
x(∂xw(t

′))v(t′)dt′

. , v, w v1(t) = eitβ∂
2
xv0, w1(t) = eitγ∂

2
xw0

, 2 u2 û2

û2(t, ξ) = e−itαξ2u0 −
∫
Rd

(∫ t

0

e−it′Φ(ξ,ξ1)dt′
)
ξ1ŵ0(ξ1)v̂0(ξ − ξ1)dξ1

, 3 . , μ > 0 3.1

, ξ

. , s < 0 u2 Hs

. , Bourgain ([3]) 3

. , σ ∈ R\{0}

Iσ(f)(t) := i

∫ t

0

ei(t−t′)σ∂2
xf(t′)dt′

I ,

u(1)(t) := u1(t) = eitα∂
2
xu0, v

(1)(t) := v1(t) = eitβ∂
2
xv0, w

(1)(t) := w1(t) = eitγ∂
2
xw0,

u(2)(t) := Iα((∂xw
(1))v(1))(t), v(2)(t) := Iβ((∂xw(1))u(1))(t), w(2)(t) = Iγ((∂x(u

(1)v(1)))(t)

u(3)(t) := Iα((∂xw
(1))v(2))(t)− Iα((∂xw

(2))v(1))(t)− Iα((∂xw
(2))v(2))(t)

. ,

u3(t) = u(1)(t) + u(2)(t) + u(3)(t)

, v0 = 0 v(1) = u(2) = w(2) = 0 ,

u3(t) = u(1)(t) + Iα((∂xw
(1))v(2))(t)

. 2 ,

Fx[Iα((∂xw
(1))v(2))] = e−itαξ2

∫
R

∫
R

(∫ t

0

eit
′Φ(ξ,ξ1)

∫ t′

0

e−it′′Φ(ξ−ξ1+ξ2,ξ2)dt′′dt′
)

× ξ1ξ2ŵ0(ξ1)ŵ0(ξ2)û0(ξ − ξ1 + ξ2)dξ1dξ2
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. , ξ3 := ξ − ξ1 + ξ2 ,

Ψ(ξ, ξ1, ξ2) := Φ(ξ, ξ1) + Φ(ξ3, ξ2) = (ξ1 − ξ2){2(αξ3 − γξ2) + (α− γ)(ξ1 − ξ2)}
u0, w0 , u3(t)

Hs s < 0 . , .

5.1. d = 1, μ > 0, s < 0, 0 < T � 1 . , k = γ
α

N ∈ N u0, w0 ∈ Hs(R)

û0(ξ) = N−s1[kN,kN+1](ξ), ŵ0(ξ) = N−s1[N,N+1](ξ)

,

sup
0≤t≤T

‖u(3)(t)‖Hs � N−2s

.

5.1 , s < 0 3 Hs

, 1 .

6 2

κ̃ �= 0, α − β = 0 , d = 2 . 4

, κ̃ �= 0

, .

, 3.1 ,

s ≥ 1
2

. ([7]) s > 1

(1 ) . κ �= 0 μ < 0

, [7] s ≥ 1

. , [8]

( ξ ) ,

. 2 . ,

(1.1) 3 ∇(u · v) . u

ξ1, v ξ2 , ξ := ξ1 − ξ2 . (ξ

u · v . ) , (3.2) Φ(ξ, ξ1) ξ1, ξ2 θ12

Φ(ξ, ξ1) = {(α− γ)|ξ1|+ (α + γ)|ξ2|}(|ξ1| − |ξ2|)− 2γ|ξ1||ξ2|(1− cos θ12)

. ,

|ξ1| ∼ |ξ2| � |ξ| |θ12| � (|ξ1||ξ2|)− 1
2 (6.1)

. ,

.
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6.1

, N ∈ 2N P1, PN

. , P1, PN

supp Fx[P1f ] ⊂ {ξ ∈ R
2| |ξ| � 1}, supp Fx[PNf ] ⊂ {ξ ∈ R

2| |ξ| ∼ N}

P1f +
∑
N∈2N

PNf = f

.

u = P1u+
∑

N1∈2N
PN1u, v = P1v +

∑
N2∈2N

PN2v

.

, R 1 {ωk}k∈Z
supp ωk ⊂ [k − 2, k + 2]

, A ∈ 2N k ∈ Z

ωA
k (θ) := ωk(π

−1Aθ) + ωk−A(π
−1Aθ)

. ωA
k

ΘA
k := [πA−1(k − 2), πA−1(k + 2)] ∪ [−π + πA−1(k − 2),−π + πA−1(k + 2)]

, {ωA
k }A−1

k=0 [−π, π] 1 . RA
k

Fx[R
A
k f ](ξ) = ωA

k (θ)f̂(ξ), ξ = |ξ|(cos θ, sin θ)

supp Fx[R
A
k f ] ⊂ DA

k := {ξ = |ξ|(cos θ, sin θ)|θ ∈ ΘA
k },

A−1∑
k=0

RA
k f = f

. , M ∈ 2N, M ≥ 64 R
2 × R

2

R
2 × R

2 =

⎛
⎜⎜⎝ ⋃

0≤k1,k2≤M−1
|k1−k2|≤16

DM
k1

×DM
k2

⎞
⎟⎟⎠ ∪

⎛
⎜⎜⎝ ⋃

64≤A≤M

⋃
0≤k1,k2≤A−1
16≤|k1−k2|≤32

DA
k1
×DA

k2

⎞
⎟⎟⎠

=: Ω1 ∪ Ω2

. ξ1 ξ2 θ12 |θ12| � M−1 Ω1

|θ12| �M−1 Ω2 .
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6.2

(1.1) Bourgain ([2])

‖f‖Xs,b
σ

=
2∑

j=1

‖fj‖Xs,b
σ

:=
2∑

j=1

‖〈ξ〉s〈τ + σ|ξ|2〉bFtx[fj](τ, ξ)‖L2
τξ

∼
2∑

j=1

(∑
N

∑
L

N2sL2b‖Qσ
LPNfj‖2L2

tx

) 1
2

Xs,b
σ := {f = (f1, f2) ∈ S ′(R× R

2)× S ′(R× R
2)| ‖f‖Xs,b

σ
<∞}

. τ + σ|ξ|2 , (1.1)

i∂tu+ σΔu = 0 (σ ∈ {α, γ}) (6.2)

(t, x)

τ + σ|ξ|2 = 0 (6.3)

. , Qσ
L

suppFtx[fj] ⊂ {(τ, ξ) ∈ R× R
2| |τ + σ|ξ|2| ∼ L}

. Ftx (t, x)

. (6.2) (6.3) ,

Xs,b
σ

. , (1.1)

,

. ,

.

6.1. s ≥ 1
2

. , b > 1
2

‖∇(u · v)‖Xs,b−1
γ

� ‖u‖Xs,b
α
‖v‖Xs,b

α
(6.4)

.

6.1 (1.1) 3 , 1 , 2

.

, (1.1) (u, v, w)

X s := Xs,b
α ×Xs,b

α ×Xs,b
γ

[0, T ] , 2 .
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6.2. (i) b > 1
2

Xs,b
σ,T C([0, T ];Hs(R2)) . ,

sup
0≤t≤T

‖u(t)‖Hs � ‖u‖Xs,b
σ,T

.

(ii) (6.4) b− 1 ,

∥∥∥∥ψ(t)
∫ t

0

ei(t−t′)γΔ∇(u(t′) · v(t′))dt′
∥∥∥∥
Xs,b

γ

� ‖∇(u · v)‖Xs,b−1
γ

. ψ [−2, 2] , [−1, 1] ψ(t) = 1

.

(iii) d = 3 s > sc (= 1
2
) . ,

s = sc . , A

log . κ �= 0,

μ < 0, d = 3 ,

.

6.3

(6.4) u = (u1, u2), v = (v1, v2)

‖|∇|(ujvj)‖Xs,b−1
γ

� ‖uj‖Xs,b
α
‖vj‖Xs,b

α
(j = 1, 2)

, u, v . 2 ,

(6.4) .

6.3. N1, N2, N3, L1, L2, L3, A ∈ 2N 0 ≤ k1, k2 ≤ A−1 N1 ∼ N2 � N3,

max{L1, L2, L3} � N2
1 , 64 ≤ A ≤ N1, 16 ≤ |k1 − k2| ≤ 32 .

,

‖Qγ
L3
PN3(R

A
k1
Qα

L1
PN1u ·RA

k2
Qα

L2
PN2v)‖L2

tx

� A
1
2N−1

1 L
1
2
1L

1
2
2L

1
2
3 ‖RA

k1
Qα

L1
PN1u‖L2

tx
‖RA

k2
Qα

L2
PN2v‖L2

tx

(6.5)

.

6.4. N1, N2, N3, L1, L2,M ∈ 2N , 0 ≤ k1, k2 ≤ M − 1 N1 ∼ N2 � N3,
N1

N3
�M , |k1 − k2| � 1 . ,

‖PN3(R
M
k1
Qα

L1
PN1u ·RM

k2
Qα

L2
PN2v)‖L2

tx

�
(

N1

N3M

) 1
2

L
1
2
1L

1
2
2 ‖RM

k1
Qα

L1
PN1u‖L2

tx
‖RM

k2
Qα

L2
PN2v‖L2

tx

(6.6)

.
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6.5. (i) 6.3 max{L1, L2, L3} � N2
1 |Φ(ξ, ξ1)| �

|ξ1|2 .

(ii) 6.3 α− β �= 0 , μ < 0 .

(iii) 6.4 N1 ∼ N2 � N3, |k1 − k2| � 1 ,

(6.1) .

(iv) 6.4 N1

N3
� M . ,

‖eitα∂2
xu0‖L4

tx
� ‖u0‖L2

x

,

‖PN3(R
M
j1
Qα

L1
PN1u · RM

j2
Qα

L2
PN2v)‖L2

tx

� L
1
2
1L

1
2
2 ‖RM

j1
Qα

L1
PN1u‖L2

tx
‖RM

j2
Qα

L2
PN2v‖L2

tx

.

(v) 6.3, 6.4 M ∼ N
3
2
1 N

− 1
2

3 , A �M

A
1
2N−1

1 �M
1
2N−1

1 ∼ N
− 1

4
3 N

− 1
4

1 � N−1
3 N

1
2
1 ,(

N1

N3M

) 1
2

∼ N
− 1

4
3 N

− 1
4

1 � N−1
3 N

1
2
1

. N−1
3

. , 6.1 s s ≥ 1
2

, N
1
2
1 N s

1

.

6.3 Ω2 . Ω2 u

v

, . Bejenaru-Herr-Tataru

([1]) Loomis-Whitney .

, λi ∈ R
3

Φi(λi) = 0 (i = 1, 2, 3) 3 Si ⊂ R
3

ni(λi) , a > 0

a ≤ |det(n1(λ1), n2(λ2), n3(λ3))| (6.7)

,

‖f ∗ g‖L2(S3) �
1√
a
‖f‖L2(S1)‖g‖L2(S2) (6.8)
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. , (6.7) . , 3

.

Loomis-Whitney (6.8) (1.1)

3

τ1 + α|ξ1|2 = 0, τ2 + α|ξ2|2 = 0, τ3 + γ|ξ3|2 = 0

. , (τ1, ξ1), (τ2, ξ2), (τ3, ξ3)

u, v, uv . ( , τ3 = τ1 − τ2,

ξ3 = ξ1 − ξ2 . ) , ξi = (ξ
(1)
i , ξ

(2)
i )

λi = (τi, ξ
(1)
i , ξ

(2)
i ) , σ1 = σ2 = α, σ3 = γ

ni(λi) =
1√

1 + 4σ2
i |ξi|2

⎛
⎜⎝ 1

2σiξ
(1)
i

2σiξ
(2)
i

⎞
⎟⎠ (i = 1, 2, 3)

. ξ3 ξ3 = ξ1 − ξ2 ,

|det(n1(λ1), n2(λ2), n3(λ3))| =
(

3∏
i=1

1√
1 + 4σ2

i |ξi|2

)
× 4|α2γμ||ξ(1)1 ξ

(2)
2 − ξ

(2)
1 ξ

(1)
2 |

. (ξ1, ξ2) ∈ DA
k1
×DA

k2
|θ12| ∼ A−1 ,

|ξ(1)1 ξ
(2)
2 − ξ

(2)
1 ξ

(1)
2 | ∼ |ξ1||ξ2|| sin θ12| ∼ N1N2A

−1

. ,

|det(n1(λ1), n2(λ2), n3(λ3))| ∼ |α2γμ|N1N2A
−1

N1N2N3

= |α2γμ|N−1
3 A−1

, μ = −α2 �= 0 , S1, S2, S3 (6.7)

. , , u

v

,

. Loomis-Whitney

,

. , (6.8) a ∼ N−1
3 A−1

(6.5) . , (6.5) L2

, , (6.8)

.

6.4 Ω1 Ω1 u v

θ12 , Ω2

Loomis-Whitney . , Ω1
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M−1 ,M (ξ1, ξ2) ∈ Ω1

ξ1−ξ2 . , N1 ∼ N2 � N3,

|k1 − k2| � 1

Ω := {(ξ1, ξ2) ∈ DM
k1

×DM
k2
| |ξ1| ∼ N1, |ξ2| ∼ N2, |ξ1 − ξ2| ∼ N3}

,

Ω̃ := {(ξ1, ξ2) ∈ DM
k1−k2

×DM
0 | |ξ1| ∼ |ξ2| ∼ N1, |ξ1 − ξ2| ∼ N3}

. ξi = (ξ
(1)
i , ξ

(2)
i ) = |ξi|(cos θi, sin θi) (i = 1, 2) ,

N1

N3

�M

|k1 − k2| � 1

|ξ(2)1 − ξ
(2)
2 | ≤ |ξ1|| sin θ1|+ |ξ2|| sin θ2| � (N1 +N2)M

−1 � N3 (6.9)

. ξ1 − ξ2 2 |ξ1 − ξ2|
. , 6.4 .

6.4 . , ,

I :=

∣∣∣∣
∫
˜Ω

(∫
D

Ftx[u](τ1, ξ1)Ftx[v](τ2, ξ2)Ftx[w](τ1 − τ2, ξ1 − ξ2)dτ1dτ2

)
dξ1dξ2

∣∣∣∣
�

(
N1

N3M

) 1
2

L
1
2
1L

1
2
2 ‖RM

k1
Qα

L1
PN1u‖L2

tx
‖RM

k2
Qα

L2
PN2v‖L2

tx
‖PN3w‖L2

tx

.

D := {(τ1, τ2) ∈ R× R| |τ1 + α|ξ1|2| ∼ L1, |τ2 + α|ξ2|2| ∼ L2}

.

I � ‖RM
k1
Qα

L1
PN1u‖L2

tx
‖RM

k2
Qα

L2
PN2v‖L2

tx

×
{∫

˜Ω

(∫
D

|Ftx[w](τ1 − τ2, ξ1 − ξ2)|2dτ1dτ2
)
dξ1dξ2

} 1
2

,

J :=

∫
˜Ω

(∫
D

|Ftx[w](τ1 − τ2, ξ1 − ξ2)|2dτ1dτ2
)
dξ1dξ2 �

N1

N3M
L1L2‖PN3w‖2L2

tx

. (τ1, τ2) �→ (c1, c2) (ξ1, ξ2) �→ (μ, ν, z)

c1 = τ1+α|ξ1|2, c2 = τ2+α|ξ2|2, μ = c1−c2−α(|ξ1|2−|ξ2|2), ν = ξ1−ξ2, z = ξ
(2)
2
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,

J1 := det
∂(τ1, τ2)

∂(c1, c2)
= 1, J2 := det

∂(ξ1, ξ2)

∂(μ, ν, z)
= 2α(ξ

(1)
1 − ξ

(1)
2 )

. (6.9) |ξ1− ξ2| ∼ N3 |J2| ∼ N3 . , |z| � N2M
−1

. ,

J �
∫
|c1|∼L1

|c2|∼L2

(∫
|z|�N2M−1

∫
R2

∫
R

|Ftx[w](μ, ν)|2|J1|−1dμdνdz

)
|J2|−1dc1dc2

� N2M
−1N−1

3 L1L2‖PN3w‖L2
tx

, N1 ∼ N2

J � N1

N3M
L1L2‖PN3w‖2L2

tx

.
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熱方程式による関数不等式の改良について
中村昌平

July 22, 2021

Abstract

熱方程式の正則化効果はよく知られているが，本講演では，その性質を用
いて既存の関数不等式を改良することができる，という新たなオブザベーショ
ンについて報告する．本講演で特に考える関数不等式は，NelsonのGaussian
hypercontractivity不等式 [14]とGrossの対数 Sobolev不等式 [11]であり，こ
れらの不等式の最良定数を熱方程式，あるいは Fokker–Planck方程式を用い
て改良する．この目標のため，我々の新たなアイデアは，Ornstein–Uhlenbeck
半群 Ps, s > 0, の下での Fokker–Planck方程式の closure propertyにある．

本講演及びこの予稿集はNeal Bez氏（埼玉大学）と辻 寛氏（大阪大学）との
共同研究 [7]に基づく．

1 導入と主結果
1.1 Fokker–Planck方程式の closure property

与えられた発展方程式の inputs flowに沿って単調な汎関数を見出すことができ
れば，その汎関数についてより深い情報を反映した不等式を得ることができる．
Ledouxのサーベイ論文 [13] にあるように，flow monotonicity あるいは semigroup
interpolation として知られるこのようなフレームワークは，幾何的および関数不
等式を示す際の強力なツールとしてこの数十年間発展し，利用されてきた．この側
面の発展に寄与してきた数々の文献をリストアップする代わりに，Bakry–Gentil–
Ledouxによる教科書 [2]を挙げる．このような flow monotonicityのフレームワー
クの豊潤な結論にも関わらず，我々の知る限り，この flow monotonicity現象の背
後にどのような理論が隠れているのか，いまだに明らかになっていない．この問題
意識に対して近年注目を集めているのが，拡散方程式の closure property である
[1, 3, 4]．
本講演で，特に関連する closure propertyとして，近年 [1]において，Ornstein–

Uhlenbeck方程式あるいは backward Kolmogorov 方程式の closure propertyが見
出された．彼らの結果を述べるべく，記号を導入する．拡散係数 β > 0に対し，Lβ

をLβφ(x) := βΔφ(x)− x · ∇φ(x) で与えられる拡散係数 βのOrnstein–Uhlenbeck
半群の生成子とし，Ps = esL1 を L1に付随する Ornstein–Uhlenbeck半群とする．
つまり，十分正則な初期値 f に対し，us = Psf は

∂sus = L1us, u0 = f
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の解である．特にガウス測度の場合は

Psf(x) :=

∫
Rn

f(Ls(x, y)) dγ1(y), Ls(x, y) := e−sx+ (1− e−2s)
1
2y (1.1)

と明示的に解の表示が知られている．さらに固定した時間パラメータ（Nelson time
と呼ばれる）s > 0に対し 1 < p < q <∞は

q − 1

p− 1
= e2s (1.2)

を満たすものとする．このとき，[1]において，β = 1の下，もし u = ut(x)が正値
かつ十分正則なR

n上の supersolution:

∂tu ≥ L1u, (t ∈ (0,∞))

であれば， 新たな関数 ũを ũ(t, x)
1
q := Ps

[
u

1
p

t

]
(x)として作った時に，この ũが再

び supersolutionになること:

∂tũ ≥ L1ũ, (t ∈ (0,∞)) (1.3)

が見出された．この closure propertyは

Λ(t) :=

∫
Rn

Ps

[
u

1
p

t

]
(x)q dγ1(x),

で与えられる汎関数に対し，d
dt
Λ(t) ≥ 0を保証する．ここで，dγa(x) := (2πa)−

n
2 e−

|x|2
2a ,

a > 0,は分散 aの正規化されたガウシアンである．特に limt→∞ ut =
∫
u0 dγ1から，

十分正則な初期値 u0 : R
n → (0,∞)に対して，Nelsonの hypercontractivity不等式

[14] ∥∥Ps

[
u

1
p

0

]∥∥
Lq(dγ1)

≤ ( ∫
Rn

u0 dγ1
) 1

p (1.4)

をみちびくことができる．[1]において，著者らは一般のMarkov semigoupの枠組
みで議論をしていることを述べておく．　
我々の最初の目的は拡散係数 β ≥ 1の Fokker–Planck方程式:

∂tv = L∗
βv = βΔv + x · ∇v + nv, (t, x) ∈ (0,∞)× R

n, (1.5)

に対する新たな closure propertyを得ることである．ここで，L∗
β は Lβ の L2(dx)

に関する双対である．β = 1の Fokker–Planck方程式 (1.5)が，u = v
γ1
という変換

により，Ornstein–Uhlenbeck方程式

∂tu = L1u

と関連していることを指摘しておくことは重要である．実際，この関連とOrnstein–
Uhlenbeck方程式 の closure property(1.3)を援用することで，v = vtが正値かつ十
分正則な Fokker–Planck方程式の supersolution:

∂tv ≥ L∗
1v,
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なら，vtの初期条件に関わらず，

∂tṽ ≥ L∗
1ṽ,

( ṽ(t, x)
γ1

) 1
q := Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]
(x)

となることがわかる．従って β = 1の場合は，Fokker–Planck方程式の closure
propertyは，Ornstein–Uhlenbeck方程式のそれに帰着することがわかる．本講演
の最初の結果は，この closure propertyの β > 1の場合への一般化である．拡散係
数を一般化することは，しばしばマイナーな変更であるとみなされる．ところが以
下で見るように，この closure propertyに関して言えば，その限りではない．実際，
β > 1の場合には，Fokker–Planck方程式の closure propertyはいつでも成立する
とは限らず，解の log-convexityあるいLi-Yau gradient estimateに関連した適切な
初期条件を課さねばならないことを見出した．我々が導入するこの条件とは以下の
ようなものである．すなわち，v = v(t, x)はある正値かつ有限な測度 dμにより，

v(t, x) =
1

(2πβ)
n
2

∫
Rn

e−
1
2β

|x−e−ty|2 dμ(y), (t, x) ∈ (0,∞)× R
n (1.6)

とあらわせるという仮定である．このとき，vが Fokker–Planck方程式 (1.5)を満
たすことは簡単に確認できる．この条件を用いて以下の β > 1の場合の closure
propertyを得ることに成功した．

Theorem 1.1 ([7]). s > 0, β > 1とし 1 < p < q < ∞は q−1
p−1

= e2sを満たすもの
とする. v : R × R

n → (0,∞)は Fokker–Planck方程式 (1.5)の解で (1.6)により明
示的に与えられるものとする．この時，

∂tṽ ≥ L∗
β2
ṽ,

( ṽt
γ1

) 1
q := Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]
, (t ∈ (0,∞))

が成立する．ここで β2 > 1は

β2 := 1 + (β − 1)
q

p
e−2s. (1.7)

Remarks:

• 条件 (1.6)はいつでも成立するとは限らない．例えば，(1.6)で与えられる解
vtは t = 0の時点で，既に滑らかかつ分散が β以上でなければならない．

• ut =
vt
γ1
の変換により，Theorem 1.1を Ornstein–Uhlenbeck方程式の形で述

べることもできるが，新たな関数 ũが満たす微分不等式は一般にOrnstein–
Uhlenbeck方程式のものではなくなる．

この Theorem 1.1を応用することで, Nelsonの hypercontractivity不等式 (1.4)
が Fokker–Planck方程式により改良できることを次に見る．

1.2 Fokker–Planck方程式による hypercontractivity不等式の
改良

Nelsonの Gaussian hypercontractivity不等式は Ornstein–Uhlenbeck半群 Psの平
滑化効果，具体的には不等式 (1.4)が任意の正値な u0 ∈ L1(dγ1)に対し成立するこ
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とを主張する．この hypercontractivity不等式の場の量子論におけるモチベーショ
ンとその後の発展については，[9]に詳しく書いてあるので，それを参照していた
だきたい．また，不等式 (1.4)の等号は u0(x) = ea·x+b, a ∈ R

n, b ∈ Rで達成され，
かつ（滑らかな初期値に対しては）そのときに限る [12]．従って，特に u0 =

γa
γ1
は

a = 1でない限り不等式 (1.4)の等号を達成し得ない．実際 β > 1に対し，直接計
算により， ∥∥Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]∥∥

Lq(dγ1)
= β

n
2p′ β

− n
2q′

2 < 1 (1.8)

が確かめられる．ここでβ2 > 1は (1.7)で与えられる．我々のhypercontractivity不
等式の改良は，このシンプルなオブザベーションがより一般のFokker–Planck方程
式により記述される関数のクラスで成立することを主張する．そこでまず，Fokker–
Planck方程式で正則化された関数のクラスを導入する．一般の状況を考え，β > 0
に対し，FP 1(β) ⊂ L1(dγ1)を

FP 1(β) :=
{v(1, ·)

γ1
: v is FP sol given by (1.6)

}
(1.9)

として定める．この時，包含関係の単調性：β1 ≤ β2 ⇒ FP 1(β1) ⊃ FP 1(β2)は簡
単に確かめることができる．さらに γa

γ1
∈ FP 1(β)は a ≥ βと同値になることも確

かめられるので，特に β > 1の場合，hypercontractivity不等式 (1.4)の等号達成関
数はこのクラスに属していない．さらにFokker–Planck方程式の正則化効果も念頭
に入れれば，初期値をこの FP 1(β)に制限した時に，hypercontractivity不等式が
改良されることが期待される．Theorem 1.1の応用として，実際にこのケースであ
ることが以下のようにわかった．

Theorem 1.2 ([7]). β > 1, s > 0とし，1 < p < q < ∞は q−1
p−1

= e2sを満たすも
のとする．この時，

∥∥Ps

[
f

1
p
]∥∥

Lq(dγ1)
≤ β

n
2p′ β

− n
2q′

2

( ∫
Rn

f dγ1
) 1

p , f ∈ FP 1(β) (1.10)

が成立する．ここで，β2は (1.7)で与えられる．さらに f =
γβ
γ1
の時に等号が達成

される．

Remark 1.3. 1. 我々の関数のクラスFP 1(β)は，Bennett–Carbery–Christ–Tao
[5]における reguralised Brascamp–Liebの研究で導入された Type-G func-
tioinsから着想を得ている．

2. (1.10)の双対形は [6]において見出した不等式である．ただし，関数空間を
FP 1(β)に制限したことから，通常の双対性の議論で (1.10)を導こうとする
と，新たな困難が生じる．論文 [7]では，closure propertyを用いて直接 (1.10)
を導いている．

Nelsonの hypercontractivity不等式の種々の応用のうち，L. Gross [11]による，
対数 Sobolev不等式との同値性がある．この不等式は，

Entγ1(f) ≤
1

2
Iγ1(f)
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を主張する．ここでエントロピー Entγ1(f)と Fisher情報量 Iγ1(f)は

Entγ1(f) :=

∫
Rn

f log f dγ1−
( ∫

Rn

f dγ1
)
log

( ∫
Rn

f dγ1
)
, Iγ1(f) :=

∫
Rn

|∇ log f |2f dγ1
(1.11)

で定義される．また Carlen [8]により，対数 Sobolev不等式の等号達成は f(x) =
ea·x+b, a ∈ R

n, b ∈ Rのときかつその時のみに限ることが示されている．したがっ
て，hypercontractivity不等式のときと同じく，β > 1として，初期値の関数のク
ラスを FP 1(β)に制限すれば対数 Sobolev不等式が改良されることが期待される．
実際，Theorem 1.2から以下が導かれる．
Theorem 1.4 ([7]). β ≥ 1とする．この時，

Entγ1(f) ≤
1

2
Iγ1(f)−Dn(β), Dn(β) :=

n

2
(log β − 1 +

1

β
), f ∈ FP 1(β). (1.12)

が成立し，f =
γβ
γ1
の時に等号が達成される．

Remark 1.5. 1. 不等式 (1.12)は以下の次元依存しない形に書ける

Entγ1(f)− Entγ1(
γβ
γ1

) ≤ 1

2
Iγ1(f)−

1

2
Iγ1(

γβ
γ1

).

この形で見れば，我々の不等式 (1.12)が，近年Eldan–Lehec–Shenfeld [10]によ
り得られた対数 Sobolev不等式の安定性の結果を補完していることがわかる．

2. 我々は，Theorem 1.2から Theorem 1.4を導いたが，この逆が成立するかは
自明ではない．少なくとも [2]にあるような通常の方法を用いて，Theorem
1.4からTheorem 1.2を導こうとすると新たな困難が生じる．

以下のセクションでは，Theorem 1.1を vtがガウシアンという特別な場合に限
定して議論する．

2 ガウシアンの場合の計算
以下では常に n = 1の場合を考える．vtをガウシアンに制限することは，(1.6)に
おいて dμ = dγa, a ∈ [−β,∞), の場合を考えることに対応する．ただし，a = 0の
場合は dγ0 = δ: デルタ関数と理解する．また以下で見るように，−β ≤ a < 0の場
合も (1.6)はwell-definedであることに注意する．

2.1 Psの明示的な表示を用いた計算
以下の議論において基本的な量はガウシアンにOrnstein–Uhlenbeck半群Psを作用
させたものである．Psの明示的な表示 (1.1)を用いて，以下がわかる．
Lemma 2.1. α ∈ Rは

1 +
1− e−2s

α
> 0 (2.1)

を満たすとする．このとき，Ps

[
e−

1
2α

·2]は well-definedで

Ps

[
e−

1
2α

·2](x) = ( α

α + 1− e−2s

) 1
2 e

− e−2s

2(α+1−e−2s)
x2

, x ∈ R. (2.2)
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Proof. 定義に基づいて，ガウス積分の計算を実行する．

Ps

[
e−

1
2α

·2](x) = ∫
R

e−
1
2α

|e−sx+(1−e−2s)1/2y|2 e
− y2

2√
2π

dy

=
e−

e−2s

2α
x2

√
2π

∫
R

e−
e−s(1−e−2s)1/2

α
xy− 1

2
(1+ 1−e−2s

α
)y2 dy

であるが，αの仮定 (2.1)より，この積分は収束し以下のように計算できる．

Ps

[
e−

1
2α

·2](x) =e− e−2s

2α
x2

√
2π

∫
R

e−
1
2
(1+ 1−e−2s

α
)
[
y2+2(1+ 1−e−2s

α
)−1 e−s(1−e−2s)1/2

α
xy
]
dy

=
e−

e−2s

2α
x2

√
2π

∫
R

e
− 1

2
(1+ 1−e−2s

α
)
[
y2+2

e−s(1−e−2s)1/2

α+1−e−2s xy
]
dy

=
e−

e−2s

2α
x2

√
2π

∫
R

e
− 1

2
(1+ 1−e−2s

α
)
[(

y+
e−s(1−e−2s)1/2

(α+1−e−2s)
x
)2

−
(

e−s(1−e−2s)1/2

(α+1−e−2s)
x
)2]

dy

=
e−

e−2s

2α
x2

√
2π

e
1
2

e−2s(1−e−2s)

α(α+1−e−2s)
x2
∫
R

e−
1
2

α+1−e−2s

α
z2 dz.

したがって，
∫
R
e−

z2

2σ dz =
√
2πσ, σ > 0なので

Ps

[
e−

1
2α

·2](x) = 1√
2π
e
− e−2s

2α

(
1− 1−e−2s

α+1−e−2s

)
x2(

2π
α

α + 1− e−2s

) 1
2

=
( α

α + 1− e−2s

) 1
2 e

− e−2s

2(α+1−e−2s)
x2

となる．

この Lemmaを用いて ṽtの明示的な計算が可能になる．

Proposition 2.2. β > 1, a ∈ [−β,∞)とし，vtは (1.6)で与えられ，特に dμ = dγa
の状況を考える．このとき，以下が成立する．

1.
vt = γβt , βt := β + e−2ta > 0, (t > 0). (2.3)

2. p ≥ 1として

Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]
=

1

(βt)
1
2p

( α

α + 1− e−2s

) 1
2 e

− e−2s

2(α+1−e−2s)
x2

, (t > 0). (2.4)

ここで
α = α(t, a, β, p) := − p(β + e−2ta)

β − 1 + e−2ta
.
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3. 1 ≤ p ≤ q <∞は q−1
p−1

= e2sを満たすものとして，

ṽt := γ1Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]q

= (β̃t)
− q

2q′ (βt)
q

2p′ γ
˜βt
(x), (t > 0). (2.5)

ここで，
β̃t := 1 + (βt − 1)

q

p
e−2s > 0.

Proof. 1. は定義 (1.6)に基づいて計算すると良いので省略する．
2. は 1. と Lemma 2.2を組み合わせると良い．実際，1. より

( vt
γ1

) 1
p =

(2π)
1
2p

(2πβt)
1
2p

e
− 1

p

(
1
βt

−1
)

x2

2 =
(2π)

1
2p

(2πβt)
1
2p

e
− 1−βt

pβt

x2

2

なので α = pβt

1−βt
= −p(β+e−2ta)

β−1+e−2ta
として Lemma 2.2を用いる．この際，条件 (2.1)は

1 +
1− e−2s

α
= 1 + (1− e−2s)

( 1

pβt
− 1

p

)
= 1− 1

p
+
e−2s

p
+

1− e−2s

pβt

と p ≥ 1及び βt ≥ 0*から確認できる．したがって，

Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]
(x) =

(2π)
1
2p

(2πβt)
1
2p

( α

α + 1− e−2s

) 1
2 e

− e−2s

2(α+1−e−2s)
x2

となる．
3. について，(2.4)を用いて，

ṽt(x) =
1√
2π
e−

x2

2
1

(βt)
q
2p

( α

α + 1− e−2s

) q
2 e

− qe−2s

2(α+1−e−2s)
x2

=
1√
2π

1

(βt)
q
2p

( α

α + 1− e−2s

) q
2 e

− qe−2s+α+1−e−2s

2(α+1−e−2s)
x2

=:
1√
2π

1

(βt)
q
2p

( α

α + 1− e−2s

) q
2 e

− 1

2˜βt
x2

.

ここで，ガウシアンの分散係数 β̃tについて， q−1
p−1

= e2sを用いて

1

β̃t
:=

qe−2s + α + 1− e−2s

(α + 1− e−2s)
=
p− 1 + e−2s + α + 1− e−2s

(α + 1− e−2s)

=
p+ pβt

1−βt

(α + 1− e−2s)

=
p

(α + 1− e−2s)(1− βt)

* βt ≥ 0は，βt の定義と t > 0の仮定から確認できる．
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となり，さらに

(α + 1− e−2s)(1− βt) =
( pβt
1− βt

+ 1− e−2s
)
(1− βt)

= pβt + 1− e−2s − (1− e−2s)βt

= (p− 1 + e−2s)βt + 1− e−2s − p+ p

= qe−2s(βt − 1) + p

なので，
β̃t :=

(qe−2s + α + 1− e−2s

(α + 1− e−2s)

)−1
= 1 + (βt − 1)

q

p
e−2s

も確認できる．β̃t > 0については，βt > 0より

β̃t > 1− q

p
e−2s =

1

p
(p− qe−2s) =

1− e−2s

p
> 0

とわかる．さらに，係数 α
α+1−e−2s について，上の計算を参考に

α + 1− e−2s

α
= 1 + (1− e−2s)

1− βt
pβt

=
pβt + 1− e−2s − (1− e−2s)βt

pβt

=
qe−2s(βt − 1) + p

pβt
=
β̃t
βt
.

これより，

ṽt(x) =
(β̃t)

1
2

(βt)
q
2p

( α

α + 1− e−2s

) q
2γ

˜βt
(x)

=
(β̃t)

1
2

(βt)
q
2p

( β̃t
βt

)− q
2γ

˜βt
(x)

= (β̃t)
q
2
( 1
q
−1)(βt)

q
2
(1− 1

p
)γ

˜βt
(x)

となる．

(2.5)を積分することで，以下がわかる．

Corollary 2.3. β > 1, a ∈ [−β,∞)とし，s > 0と 1 ≤ p ≤ q <∞は q−1
p−1

= e2sを
満たすものとする．このとき，dμ = dγaと (1.6)により定まる vtに対して，∥∥Ps

[( vt
γ1

) 1
p
]∥∥

Lq(dγ1)
= (β̃t)

− 1
2q′ (βt)

1
2p′ , (t > 0) (2.6)

が成立する．ただし，

βt := β + e−2ta, β̃t := 1 + (βt − 1)
q

p
e−2s > 0.
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特に，a = 0の場合
∥∥Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]∥∥

Lq(dγ1)
= (β̃)

− 1
2q′ (β)

1
2p′ < 1 (2.7)

が成立する．ただし，
β̃ := 1 + (β − 1)

q

p
e−2s > 1.

2.2 Psの具体形を用いずに，ṽを特定する
以上の議論の核は，Psf の具体的な表示 (1.1)のおかげで，ṽが (2.5)のように明示
的に計算できたことにある．他方で，ガウシアンに限らずより一般のポテンシャル
V に対して同様の hypercontractivityを考える際には，Psf の具体的な表示は期待
できない困難がある．そこで，ここではこういった状況を見据え，a = 0つまり，
dμ = dγβの特別な場合に，(2.5)の公式を Psの表示を用いずに導くことを考える．
すなわち目標は

ṽ := γ1Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]q

=
∥∥Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]∥∥q

Lq(dγ1)
γ
˜β, β̃ := 1 + (β − 1)

(p− 1)e2s + 1

p
e−2s

(2.8)
を示すことである．
まず，結論ありきの議論ではあるが，ṽは再びガウシアンになることが予想さ

れる．その際に，分散と定数係数はパラメータ β, p, sに依存するであろう．ここで
q = qs = (p − 1)e2s + 1とみなして，qは従属変数と思っている．以下では特に s
パラメータに関する微分方程式を解くことになるので，β, pは固定されていると思
い，ṽは

ṽ(x) := Ase
− x2

2bs (2.9)

の形を仮定して，As, bsを求めることを考える．Asは以下のように簡単に特定でき
る．つまり，ṽは定義より γ1Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]qsなので，

∫
R

ṽ(x) dx =
∥∥Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]∥∥qs

Lqs (dγ1)

であり，他方で (2.9)からは∫
R

ṽ(x) dx = As

∫
R

e−
x2

2bs dx = As

(
2πbs

) 1
2

なので
As =

∥∥Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]∥∥qs

Lqs (dγ1)

(
2πbs

)− 1
2 (2.10)

がわかる．問題は bsの特定である．ṽ := γ1Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]qsと (2.9)を組み合わせて

Ps

[(γβ
γ1

) 1
p
]
(x) = A

1
qs
s

(e− x2

2bs

γ1(x)

) 1
qs =

(
(2π)

1
2As

) 1
qs e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2
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となるがこれは，右辺のus(x) :=
(
(2π)

1
2As

) 1
qs e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2がOrnstein–Uhlenbeck

方程式の解になっていること

∂sus = L1us, u0 =
(γβ
γ1

) 1
p (2.11)

を意味する．ここから bsを特定できる．以下ではCs :=
(
(2π)

1
2As

) 1
qs と書いて，そ

の影響には腐心しないことにする．(2.11)を念頭に ∂sus と L1us をそれぞれ計算
する．

∂s
(
Cse

− 1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2)

=(∂sCs)e
− 1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs∂s
(
e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2)

=(∂sCs)e
− 1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs(−x
2

2
)
(− ∂sqs

q2s
(
1

bs
− 1)− 1

qs

∂sbs
b2s

)
e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2

=(∂sCs)e
− 1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs
1

2

(2(p− 1)e2s

q2s
(
1

bs
− 1) +

1

qs

∂sbs
b2s

)
x2e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2

.

また

∂x
(
Cse

− 1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2)

=− Cs
1

qs

( 1
bs

− 1)xe−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

,

∂xx
(
Cse

− 1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2)

=− Cs
1

qs

( 1
bs

− 1)e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs
1

q2s

( 1
bs

− 1)2x2e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

より，

L1

(
Cse

− 1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2)

=− Cs
1

qs

( 1
bs

− 1)e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs
1

q2s

( 1
bs

− 1)2x2e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs
1

qs

( 1
bs

− 1)x2e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

=− Cs
1

qs

( 1
bs

− 1)e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2

+ Cs

(
1

q2s

( 1
bs

− 1)2 +
1

qs

( 1
bs

− 1)

)
x2e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2

.

以上より，∂susと L1usはどちらも e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2 と x2e−

1
2qs

(
1
bs

−1
)
x2 の独立な二つ

な関数からなることがわかる．特に，後者の x2e−
1

2qs

(
1
bs

−1
)
x2 の係数を比較するこ

とで，
1

2

(2(p− 1)e2s

q2s
(
1

bs
− 1) +

1

qs

∂sbs
b2s

)
=

1

q2s

( 1
bs

− 1)2 +
1

qs

( 1
bs

− 1)

が従う．これを整理すると，qs = (p− 1)e2s + 1を使って

∂sbs =
2

qs
(1− bs)

となる．あるいは hs = bs − 1と置き直して

∂shs = − 2

(p− 1)e2s + 1
hs, h0 = β − 1
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という常微分方程式を得る．これは，具体的に解いても良いが，

hs = (β − 1)
qs
p
e−2s = (β − 1)

(p− 1) + e−2s

p

が解になっていることが確認できる．したがって

bs = 1 + (β − 1)
qs
p
e−2s =: β̃

が確認でき，(2.8)が示せた．
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完備測地距離空間上の均衡問題と解近似

木村泰紀 （東邦大学・理学部）

概要

均衡問題は多くの非線形問題を一般化した問題として知られている. この問題の解近似手法
については, 均衡問題に対するリゾルベント作用素を利用することで不動点近似理論を応用す
ることができる. 本稿では, 完備 CAT(1)空間と呼ばれる測地距離空間における均衡問題を考
え, その解近似として収縮射影法と呼ばれる不動点近似法を応用した手法を利用する. 近似点
列を生成する際に用いる距離射影の計算で誤差が発生することを考慮し, 近似点列の性質を誤
差の上限を用いて評価する.

1 はじめに
距離空間 X の部分集合 K で定義された 2変数関数 f : K ×K → Rを考える. f に関する均衡

問題とは, すべての y ∈ K に対して f(x0, y) ≥ 0をみたすような x0 ∈ K を求める問題である. す
なわち, x0 ∈ K が均衡問題の解であるとは

inf
y∈K

f(x0, y) ≥ 0

をみたすことであり, この問題の解の集合を Equil f であらわす.

線形位相空間やバナッハ空間の閉凸集合に対して定義された均衡問題は Blum–Oettli [1]によっ
て詳しい考察がなされ, 凸最小化問題やナッシュ均衡, 相補性問題, 不動点問題等, 多くの非線形問
題を一般化していることが示されている.

均衡問題に対する解近似の理論は, 主にヒルベルト空間やバナッハ空間を舞台としてさまざまな
手法が提案されてきた. とくに, 均衡問題のリゾルベントと呼ばれる作用素がもつ性質として, 均衡
問題の解の集合がリゾルベントの不動点集合と一致するという事実があり, これを架け橋として均
衡問題の解近似に不動点近似の手法の多くが適用可能となる. ヒルベルト空間における均衡問題の
リゾルベント [1]は次のように定義される. K をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とすると
き, f : K ×K → Rのリゾルベント Rf : H → 2K を x ∈ H に対して

Rf (x) =

{
z ∈ K

∣∣∣∣ inf
y∈K

f(z, y) + 〈z − x, y − z〉 ≥ 0

}
(1)

で定義する. この作用素に対して, 次が成り立つ:

2020 Mathematics Subject Classification. 90C33, 90C48, 49K27.
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定理 1.1 (Combettes–Hirstoaga [2]). K をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, f : K ×
K → Rが次を満たすとする.

(E1) 任意の y ∈ K に対して f(y, y) = 0;

(E2) 任意の y, z ∈ K に対して f(y, z) + f(z, y) ≤ 0;

(E3) 任意の y ∈ K に対して f(y, ·) : K → Rは下半連続凸関数;

(E4) 任意の x, y, z ∈ K に対して lim supt ↓ 0 f(tx+ (1− t)y, z) ≤ f(y, z).

このとき (1)で定義されたリゾルベント Rf : H → 2K について, 次が成り立つ.

• 任意の x ∈ X に対して Rfxは一点集合となり, したがって Rf : H → K が一価写像として
定義される;

• Rf は firmly nonexpansive写像である;

• Equil f は Rf の不動点集合 FixRf と一致する.

不動点近似法の研究については, 近年, 完備測地距離空間上の写像に対する研究が急速に発展し
ている. とくに, アダマール空間とも呼ばれる完備 CAT(0)空間における不動点近似法は多くの研
究がなされており, 従来のヒルベルト空間での近似法を含む形で近似列の収束性が証明されている.

本研究では, 収縮射影法と呼ばれる不動点近似法に基づいた手法を扱う. 次の定理は収縮射影法
で生成された点列の収束性を示した定理であり, [11]で証明された写像族に対する共通不動点近似
定理から得られる結果である.

定理 1.2 (Takahashi–Takeuchi–Kubota [11]). ヒルベルト空間H の空でない閉凸集合 C に対し,

T : C → C を不動点集合 FixT が空でない非拡大写像とする. u ∈ H に対し, 点列 {xn} ⊂ C を次
のように定める: x1 ∈ C, C1 = C とし, 各 n ∈ Nに対して

Cn+1 = {x ∈ C | ‖x− Txn‖ ≤ ‖x− xn‖} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
u

とする. このとき, {xn}は PFixTu ∈ FixT へと強収束する. ただし, PK : H → K はH から空で
ない閉凸集合K への距離射影である.

さらに最近の結果では, 完備 CAT(0) 空間よりも一般的な空間である完備 CAT(1) 空間上の不
動点近似法についても多くの知見が得られている. また, 距離射影の正確な値が計算できない場
合についての考察として, 誤差上限の値を用いた点列の近似性評価に関する結果も得られている.

[5, 4, 6].

不動点近似法の研究と同様に, 均衡問題についても完備測地距離空間への一般化が進められて
いる. Kimura–Kishi [9] によって定義された完備 CAT(0) 空間における均衡問題のリゾルベン
トは, 空間の曲率に適合した摂動関数を用いることで完備 CAT(1) 空間上のリゾルベントへ拡張
された [7]. すなわち, 完備 CAT(1) 空間 X の空でない部分集合 K 上で定義された二変数関数
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f : K ×K → Rに対して, そのリゾルベント Rf を, 各 x ∈ X に対して

Rfx =

{
z ∈ K

∣∣∣∣ inf
y∈K

(f(z, y)− log cos d(x, y) + log cos d(x, z)) ≥ 0

}

と定義する. その性質については定理 2.2および定理 2.3で詳細を述べる.

本稿では, 完備 CAT(1)空間上で設定された均衡問題に対し, そのリゾルベントを用いた解近似
について考察する. 近似点列の生成においては, 閉凸集合への距離射影が正確に計算できない状況
を想定し, 事前に与えた誤差上限の値を越えない範囲で誤差の発生を許すことにする. 主結果にお
いては, そのような状況においても近似点列が一定の性質をもち, 解近似の手法として十分に実用
的であることを示した. さらに, 誤差上限が 0に収束する場合においては近似列自身も均衡問題の
解に収束することを示した.

2 準備
X を距離空間とする. x, y ∈ X に対し, 写像 c : [0, 1] → X は次の条件をみたすとき x, y を端点

とする測地線と呼ばれる.

• c(0) = x, c(1) = y;

• s, t ∈ [0, 1]に対して d(c(s), c(t)) = |s− t|.

r ∈ ]0,∞]とするとき, d(x, y) < r をみたす任意の 2点 x, y ∈ X に対してこれらを端点とする測
地線が存在するとき, X を r 測地距離空間という. とくに, ∞測地距離空間は任意の x, y ∈ X に
対してそれらを端点とする測地線が存在する空間であり, 単に測地距離空間と呼ばれる.

一般に, 与えられた 2点 x, y ∈ X に対してそれらを端点とする測地線は一意とは限らない. とく
に x, y を端点とする測地線 cが一意に定められるとき, cの像を [x, y]とあらわす. またこのとき,

xと y の凸結合が自然に定義される. すなわち, t ∈ [0, 1]に対して (1− t)x⊕ ty = c(t) ∈ [x, y]と
定義する. wt = (1− t)x⊕ ty は d(x,wt) = td(x, y)および d(wt, y) = (1− t)d(x, y)をみたす.

X を r 測地距離空間とし, C ⊂ X が任意の x, y ∈ C に対して d(x, y) < r をみたすとする. こ
のとき, 任意の x, y ∈ C に対して x, y を端点とする測地線が存在するが, すべての測地線の像が
C に含まれるとき, C は凸であるという. また, 任意の x, y ∈ E に対して d(x, y) < r をみたす
E ⊂ X に対し, E を含む X の凸部分集合すべての共通部分を E の凸包といい, coE であらわす.

X を π 測地距離空間とし, d(x, y) < π をみたす任意の x, y ∈ X に対して, x, y を端点とする測
地線が一意に定められると仮定する. また, S2 を 2次元単位球面とする. S2 は大円距離 dS2 によっ
て π 測地距離空間となり, X と同様に dS2(u, v) < π をみたす任意の u, v ∈ S

2 に対して, u, v を端
点とする測地線が一意に定められる. x, y, z ∈ X が d(y, z)+ d(z, x)+ d(x, y) < 2πをみたすとき,

x, y, z を頂点とする測地三角形を


(x, y, z) = [y, z] ∪ [z, x] ∪ [x, y]
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で定義する. さらに, S2 上の 3点 x, y, z ∈ S
2 を

dS2(y, z) = d(y, z), dS2(z, x) = d(z, x), dS2(x, y) = d(x, y)

をみたすように取れる. 
(x, y, z) = [y, z] ∪ [z, x] ∪ [x, y] を 
(x, y, z) の比較三角形という.

p ∈ 
(x, y, z) とすると, p は三角形の 3 辺のいずれかの上にある. 例えば p ∈ [x, y] とすると,

t ∈ [0, 1] によって p = (1 − t)x ⊕ ty とあらわせる. このとき, 比較三角形 
(x, y, z) 上の点
p = (1− t)x⊕ tyを pの比較点という. d(y, z)+d(z, x)+d(x, y) < 2πをみたす任意の x, y, z ∈ X

に対し, 任意の p, q ∈ 
(x, y, z)とその比較点 p, q ∈ 
(x, y, z)が CAT(1)不等式と呼ばれる次の
不等式

d(p, q) ≤ dS2(p, q)

をみたすとき X を CAT(1)空間という.

CAT(1) 空間 X において, x, y, z ∈ X が d(y, z) + d(z, x) + d(x, y) < 2π をみたすとき,


(x, y, z)の比較三角形
(x, y, z)を考えると, S2 における球面余弦定理から次の等式が成り立つ:

t ∈ [0, 1]に対して

cos dS2((1− t)x⊕ ty, z) sin dS2(x, y)

= cos dS2(x, z) sin((1− t)dS2(x, y)) + cos dS2(y, z) sin(tdS2(x, y)).

よって, CAT(1)不等式と比較三角形の定義から

cos d((1− t)x⊕ ty, z) sin d(x, y) ≥ cos d(x, z) sin((1− t)d(x, y)) + cos d(y, z) sin(td(x, y))

が成り立つ.

距離空間 X 上の写像 T : X → X を考える. z ∈ X が z = Tz をみたすとき, z を T の不動点と
いい, T の不動点全体を FixT であらわす. すなわち,

FixT = {z ∈ X | z = Tz}.

不動点をもつ写像 T に対し, T が quasinonexpansiveであるとは, 任意の x ∈ X と z ∈ FixT に
対して

d(Tx, z) ≤ d(x, z)

をみたすことをいう.

X を CAT(1) 空間とする. 任意の x, y ∈ X に対して d(x, y) < π/2 が成り立つとき, X は
admissible であるという. また, X の任意の有限部分集合 E ⊂ X に対し, 任意の連続写像
T : cl coE → cl coE が不動点をもつとき, X は convex hull finite property [10]をもつという.

admissible な CAT(1) 空間 X に対し, 写像 T : X → X が spherically nonspreading of sum

typeであるとは, 任意の x, y ∈ X に対して

2 cos d(Tx, Ty) ≥ cos d(Tx, y) + cos d(x, Ty)
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が成り立つことをいう. T が不動点をもつとき, T が spherically nonspreading of sum typeであ
るならば T は quasinonexpansiveである. 実際, 不動点をもつ T が spherically nonspreading of

sum typeのとき, x ∈ X と z ∈ FixT に対し

2 cos d(Tx, z) ≥ cos d(Tx, z) + cos d(x, z)

が成り立つことから cos d(Tx, z) ≥ cos d(x, z)が成り立ち, よって d(Tx, z) ≤ d(x, z), すなわち T

は quasinonexpansiveとなる.

X を admissibleな完備 CAT(1)空間とし, C ⊂ X を空でない閉凸集合とする. このとき, 任意
の x ∈ X に対して

d(x, yx) = d(x,C) = inf
y∈C

d(x, y)

をみたす yx ∈ C が一意に存在することが知られている. これを用いて X から C への距離射影
PC : X → C を PCx = yx で定義する.

完備 CAT(1) 空間の包含関係に付いて単調減少な閉凸集合列と, 対応する距離射影列について,

次の定理が成り立つ.

定理 2.1. X を admissible な完備 CAT(1) 空間とし, X の空でない閉凸集合列 {Cn} が C1 ⊃
C2 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ · · · かつ C0 =

⋂
n∈N

Cn �= ∅をみたすとする. 各 n ∈ Nに対してX から Cn へ
の距離射影を PCn とするとき, 任意の u ∈ X に対して

PC0u = lim
n→∞PCnu

が成り立つ.

距離空間 X 上の関数については, 通常の方法で下半連続性が定義される. すなわち, 関数
f : X → Rは,

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x)

がつねに成り立つときに下半連続であるという. さらに, X がCAT(1)空間のとき,任意の二点に対
してそれらを結ぶ測地線が一意に定まる. つまり, x, y ∈ X と t ∈ ]0, 1[に対して tx⊕ (1− t)y ∈ X

が定義される. この事実から, X 上の凸関数を次のように定義できる. 関数 f : X → Rが凸である
とは, 任意の x, y ∈ X と t ∈ ]0, 1[に対して

f(tx⊕ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

が成り立つことをいう.

2変数関数 f に対する均衡問題を考察するにあたり, f に対するリゾルベント作用素は重要な役
割を果たす. リゾルベント作用素は以下の定理によって導入され, その基本的性質が示される.

定理 2.2 (Kimura [7]). X を convex hull finite propertyをもつ admissibleな完備 CAT(1)空間
とし, K を X の空でない閉凸部分集合とする. f : K ×K → Rは (E1)–(E4)をみたすとする. 各
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x ∈ X に対して, Rfx ⊂ K を

Rfx =

{
z ∈ K

∣∣∣∣ inf
y∈K

(f(z, y)− log cos d(x, y) + log cos d(x, z)) ≥ 0

}
(2)

と定義するとき, 次が成り立つ.

(i) 任意の x ∈ X に対して Rfxは一点集合となり, したがって Rf : X → K が一価写像として
定義される;

(ii) 任意の x1, x2 ∈ X に対して

cos d(x1, Rfx2)

cos d(x1, Rfx1)
+

cos d(x2, Rfx1)

cos d(x2, Rfx2)
≤ 2 cos d(Rfx1, Rfx2),

が成り立ち, したがって Rf は spherically nonspreading of sum typeである.

(iii) FixRf = Equil f であり, この集合は閉かつ凸である.

定理 2.3 (Kimura [8]). X, K, f , および Rf を前定理と同様とするとき, 次が成り立つ:

(i) x ∈ X と w ∈ K が w �= Rfxをみたすとき,

0 ≤ f(Rfx,w) +
d(w,Rfx)

sin d(w,Rfx)

(
cos d(w,Rfx)− cos d(x,w)

cos d(x,Rfx)

)
;

(ii) x ∈ K と z ∈ Equil f に対し

cos d(x,Rfx) cos d(z,Rfx) ≥ cos d(x, z).

注意 2.4. 定理 2.2, 定理 2.3において, 空間 X が convex hull finite propertyをもつという仮定
は,リゾルベント作用素の定義域が X 全体になることを証明することのみに利用される. したがっ
て, 別の仮定でこのことが証明できる場合は convex hull finite propertyを仮定する必要はない.

3 均衡問題の解近似
本稿の主結果である, 完備 CAT(1)空間における均衡問題の解近似手法について述べる. 収縮射
影法に基づいて生成された近似点列は, あらかじめ設定された誤差上限に応じてその近似性能が評
価されている.

定理 3.1. X を admissibleな完備 CAT(1)空間とし, 次の条件を仮定する:

• X は convex hull finite propertyをもつ;

• 任意の u, v ∈ X に対して, 集合 {x ∈ X | d(u, x) ≤ d(v, x)}は凸集合である.

空でない閉凸集合 K ⊂ X 上で定義された f : K ×K → Rについて Equil f �= ∅であり, さらに
次の条件をみたすものとする:
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(E1) 任意の y ∈ K に対して f(y, y) = 0;

(E2) 任意の y, z ∈ K に対して f(y, z) + f(z, y) ≤ 0;

(E3) 任意の y ∈ K に対して f(y, ·) : K → Rは下半連続凸関数;

(E4) 任意の x, y, z ∈ K に対して lim supt ↓ 0 f(tx⊕ (1− t)y, z) ≤ f(y, z).

実数列 {εn}, {λn} がそれぞれ infn∈N εn ≥ 0 および infn∈N λn > 0 をみたすとする. また,

ε0 = lim supn→∞ εn, λ0 = lim infn→∞ λn とする. u ∈ X に対し, 点列 {xn} ⊂ K と K の閉凸部
分集合列 {Cn}を次のように帰納的に定める: x1 = u, C1 = K とし, 各 n ∈ Nに対して

Cn+1 = {z ∈ X | d(Rλnfxn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn

で定義された Cn+1 に対して, xn+1 ∈ Cn+1 を

cos d(u, xn+1) ≥ cos d(u,Cn+1) cos εn+1

をみたすようにとる. ここで Rλnf は (2) によって定義された λnf のリゾルベント作用素である.

このとき
lim sup
n→∞

d(Rλnfxn, xn) ≤ 2ε0

が成り立ち, さらに任意の y ∈ K に対して

lim inf
n→∞ f(Rλnfxn, y) ≥ −π sin ε0

λ0

が成り立つ. とくに, ε0 = 0のときは

lim
n→∞xn = PEquil fu ∈ Equil f

となる. ここで, PEquil f : X → Equil f は距離射影である.

証明. 最初に, 任意の n ∈ N に対して Cn は Equil f ⊂ Cn をみたす閉凸集合であることおよび
xn ∈ K が well-definedであることを帰納法で示す. まず C1 = K より閉凸であり, Equil f ⊂ C1

が成り立つ. また, x1 ∈ K も定義されている. 次に, k ∈ N に対して Ck が Equil f ⊂ Ck を
みたす閉凸集合でありかつ xk ∈ K が定義されていると仮定し, n = k + 1 の場合を考えよう.

Rλkf は quasinonexpansive なので, z ∈ Equil f に対して d(Rλkfxk, z) ≤ d(xk, z) が成り立つ.

z ∈ Equil f ⊂ Ck でもあるから, z ∈ Ck+1 が成り立つ. よって Equil f ⊂ Ck+1 が示された. さら
に, Ck+1 はその定義と Ck が閉であることより明らかに閉集合であり, 空間の仮定と Ck が凸であ
ることから Ck+1 も凸である. よって

d(u, p) = d(u,Ck+1)

をみたす p ∈ Ck+1 が一意に存在する. このことから,

cos d(u, xk+1) ≥ cos d(u,Ck+1) cos εk+1
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をみたす xk+1 ∈ Ck+1 が少なくとも一つ存在することがわかり, xk+1 ∈ K が well-definedである
ことがわかった.

各 n ∈ N に対して ∅ �= Equil f ⊂ Cn より Cn は空でない閉凸集合である. Cn への距離射影
PCn : X → Cnを用いて, pn = PCnuとすると, d(u, pn) = d(u,Cn)である. このとき pn, xn ∈ Cn

であるから, t ∈ ]0, 1[に対して tpn ⊕ (1− t)xn ∈ Cn. よって

cos d(u, pn) sin d(pn, xn)

≥ cos d(u, tpn ⊕ (1− t)xn) sin d(pn, xn)

≥ cos d(u, pn) sin(td(pn, xn)) + cos d(u, xn) sin((1− t)d(pn, xn))

となることから

sin d(pn, xn)− sin(td(pn, xn)) ≥ sin((1− t)d(pn, xn))
cos d(u, xn)

cos d(u, pn)
.

pn �= xn の場合は, 両辺 2 sin
(
1−t
2 d(pn, xn)

)
で割って

cos

(
1 + t

2
d(pn, xn)

)
≥ cos

(
1− t

2
d(pn, xn)

)
cos d(u, xn)

cos d(u, pn)

が得られ, t→ 1として

cos d(pn, xn) ≥ cos d(u, xn)

cos d(u, pn)

を得る. ここで xn の取り方から

cos d(u, xn) ≥ cos d(u,Cn) cos εn = cos d(u, pn) cos εn

より cos d(pn, xn) ≥ cos εn, すなわち, pn = xn の場合も含めて d(pn, xn) ≤ εn を得る. さらに
pn+1 ∈ Cn+1 より

d(Rλnfxn, xn) ≤ d(Rλnfxn, pn+1) + d(pn+1, xn)

≤ 2d(xn, pn+1)

≤ 2(d(xn, pn) + d(pn, pn+1))

≤ 2εn + 2d(pn, pn+1).

ここで, C0 =
⋂

n∈N
Cn とし, PC0 : X → C0 を距離射影すると, 定理 2.1より

pn = PCnu→ PC0u

が成り立つ. よって limn→∞ d(pn, pn+1) = 0であり, したがって

lim sup
n→∞

d(Rλnfxn, xn) ≤ 2ε0

が得られる. 一方, 定理 2.3より, y �= Rλnfxn をみたす任意の y ∈ K に対して

0 ≤ λnf(Rλnfxn, y) +
d(y,Rλnfxn)

sin d(y,Rλnfxn)

(
cos d(y,Rλnfxn)−

cos d(xn, y)

cos d(xn, Rλnfxn)

)
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が成り立つ. また,

cos d(y,Rλnfxn)−
cos d(xn, y)

cos d(xn, Rλnfxn)

≤ cos d(y,Rλnfxn)− cos d(xn, y)

≤ 2 sin
d(y,Rλnfxn) + d(xn, y)

2
sin

d(xn, y)− d(y,Rλnfxn)

2

≤ 2 sin
d(xn, y)− d(y,Rλnfxn)

2

≤ 2 sin
d(xn, Rλnfxn)

2
.

一方, 0 < d(y,Rλnfxn) < π/2より d(y,Rλnfxn)/ sin d(y,Rλnfxn) < π/2であることから

0 ≤ λnf(Rλnfxn, y) + π sin
d(xn, Rλnfxn)

2
,

すなわち,

f(Rλnfxn, y) ≥ − π

λn
sin

d(xn, Rλnfxn)

2

となる. なおこの式は y = Rλnfxn のときも明らかに成り立つので, 任意の y ∈ K で成り立つ. し
たがって,

lim inf
n→∞ f(Rλnfxn, y) ≥ lim inf

n→∞

(
− π

λn
sin

d(xn, Rλnfxn)

2

)

= − lim sup
n→∞

(
π

λn
sin

d(xn, Rλnfxn)

2

)

≥ − π

λ0
sin

lim supn→∞ d(xn, Rλnfxn)

2

≥ −π sin ε0
λ0

を得る.

とくに ε0 = 0のときは,

0 ≤ d(xn, PC0
u) ≤ d(xn, pn) + d(pn, PC0

u) ≤ εn + d(pn, PC0
u) → 0

より xn → PC0
uが得られる. また,

0 ≤ lim inf
n→∞ d(Rλnfxn, xn) ≤ lim sup

n→∞
d(Rλnfxn, xn) ≤ 2ε0 = 0

より limn→∞ d(Rλnfxn, xn) = 0であることから, Rλnfxn → PC0uも得られる. したがって, 任
意の y ∈ K に対して

0 = −π sin ε0
λ0

≤ lim inf
n→∞ f(Rλnfxn, y)

≤ lim inf
n→∞ (−f(y,Rλnfxn))

≤ − lim sup
n→∞

f(y,Rλnfxn)

≤ −f(y, PC0u).
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ここで, 任意の w ∈ K と t ∈ ]0, 1[ に対して wt = tw ⊕ (1 − t)PC0u とすると, wt ∈ K であり,

よって

0 ≤ f(wt, wt) = f(wt, tw ⊕ (1− t)PC0u)

≤ tf(wt, w) + (1− t)f(wt, PC0u)

≤ tf(wt, w).

よって f(wt, w) ≥ 0であり, t→ 0とすると,

0 ≤ lim sup
t ↓ 0

f(wt, w) ≤ f(PC0
u,w)

となる. w ∈ K は任意なので, PC0u ∈ Equil f が得られる. さらに, Equil f ⊂ C0 であることから
PC0

u = PEquil fuが成り立ち, 定理の後半が示された.

4 凸最小化問題への応用
X を admissible な完備 CAT(1) 空間, K を X の空でない閉凸部分集合とし, 下半連続凸関数

g : K → Rに対する最小化問題, すなわち,

g(x0) = inf
x∈K

g(x)

をみたす x0 を解とする問題を考える. この関数 g を用いて, f : K ×K → Rを各 x, y ∈ K に対
して

f(x, y) = g(y)− g(x)

と定義すると, 最小化問題の解は f に対する均衡問題の解と一致する. また, f が条件 (E1)–(E4)

をすべてみたすことも容易にわかる. さらに, (2)で定義される f のリゾルベントは, 凸関数 g に対
するリゾルベントの一つである次の写像 Rg と一致する. ここで Rg : X → K は x ∈ X に対し,

Rgx = argmin
x∈X

(g(y)− log cos d(y, x)) (3)

で定義される. この写像の定義域が X 全体となることや, その詳細な性質については [3]で示さ
れている.

これらの事実を用いると, 定理 3.1から次の定理が得られる. 注意 2.4で述べたことから, 空間に
convex hull finite propertyを仮定する必要はないことに注意せよ.

定理 4.1. X を admissible な完備 CAT(1) 空間とし, 任意の u, v ∈ X に対して, 集合 {x ∈ X |
d(u, x) ≤ d(v, x)}は凸集合であると仮定する. K を X の空でない閉凸集合とし, g : K → Rを下
半連続な凸関数で argmin g �= ∅とする. 実数列 {εn}, {λn}は定理 3.1と同様に取る. u ∈ X に対
し,点列 {xn} ⊂ K と K の閉凸部分集合列 {Cn}を次のように帰納的に定める: x1 = u, C1 = K

とし, 各 n ∈ Nに対して

Cn+1 = {z ∈ X | d(Rλngxn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn
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で定義された Cn+1 に対して, xn+1 ∈ Cn+1 を

cos d(u, xn+1) ≥ cos d(u,Cn+1) cos εn+1

をみたすようにとる. ここで Rλng は (3)によって定義された λng のリゾルベント作用素である.

このとき
lim sup
n→∞

d(Rλngxn, xn) ≤ 2ε0

が成り立ち, さらに

inf
y∈X

g(y) ≤ lim sup
n→∞

g(Rλngxn) ≤ inf
y∈X

g(y) +
π sin ε0
λ0

が成り立つ. とくに, ε0 = 0のときは

lim
n→∞xn = Pargmin gu ∈ argmin g,

すなわち, {xn}は g に関する凸最小化問題の解に収束する. ここで, Pargmin g : X → argmin g は
距離射影である.

謝辞. 本研究は JSPS科研費 JP21K03316の助成を受けたものである.
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Clifford–Klein

( )∗

1

1.1

G H G Γ G Γ G/H

Γ\G/H
Γ\G/H G/H Clifford–Klein Γ G/H

1980 Clifford–Klein

Problem 1.1 ([Ko89]). Clifford–Klein

G/H G ⊃ H

[Ko89] G/H G

H G/H

Clifford–Klein ([Bo63]) H

G/H Clifford–Klein ([CM62])

Definition 1.2 ( [KK16]). G/H Γ G/H

Clifford–Klein Γ\G/H Γ G/H

∗ koichi.tojo@riken.jp
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G

G M G�M G×M →M×M ,

(g,m) �→ (g ·m,m)

Clifford–Klein

Fact 1.3 ([Ko89]). G/H G/H

G L L torsion-free Γ

Clifford–Klein Γ\G/H

Fact 1.3 Problem 1.1 L G/H

Conjecture 1.4 ([Ko01, Conjecture 4.3], [KY05, Conjecture 3.3.10]). G/H

G/H Clifford–Klein G/H

Clifford–Klein

Remark 1.5. Conjecture 1.4 Clifford–Klein

Clifford–Klein

deformation Clifford–Klein

([G85, Ko98])

Conjecture 1.4

([Ko89], [KO90], [Ko92a], [Ko92b], [Z94], [Li95], [Ben96],

[LMZ95], [Co94], [Ma97], [OW00], [KY05], [Ok13], [Th], [Mo15]).

Conjecture 1.4

Problem 1.1

Question 1.6. Clifford–Klein

G/H

1.2

G/H Question 1.6
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G/H 1 5 7

Clifford–Klein

Fact 1.7 ([KY05, Corollary 3.3.7]). 1 G/H

Clifford–Klein n

1 L G/H ([KY05]).

G/H L G/H L

SU(2, 2n)/Sp(1, n) U(1, 2n) SO(4, 4)/SO(4, 1)× SO(3) Spin(4, 3)

SU(2, 2n)/U(1, 2n) Sp(1, n) SO(4, 3)/SO(4, 1)× SO(2) G2(2)

SO(2, 2n)/U(1, n) SO(1, 2n) SO(8,C)/SO(7,C) Spin(1, 7)

SO(2, 2n)/SO(1, 2n) U(1, n) SO(8,C)/SO(7, 1) Spin(7,C)

SO(4, 4n)/SO(3, 4n) Sp(1, n) SO∗(8)/U(3, 1) Spin(1, 6)

SO(8, 8)/SO(7, 8) Spin(1, 8) SO∗(8)/SO∗(6)× SO∗(2) Spin(1, 6)

Remark 1.8. SO(6, 2)/U(3, 1), SO∗(8)/U(3, 1), SO∗(8)/SO∗(6)× SO∗(2)

• (G′ ×G′)/ diagG′ G′ 1

• G/K (K ) G

• G/H (H ) G

2 Question 1.6

Fact 1.3 L

• L = G′ × {e},
• L = G.

3 Question 1.6

Theorem 1.9. G G/H

G/H Clifford–Klein G/H
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• G′ ×G′/ diagG′

• G/K

• 1

1.3 key idea

Theorem 1.9 key idea G/H

Cliford–Klein Γ\G/H G L ⊃ Γ

G/H L

(Fact 2.5) G,L g, l l ⊂ g

g sl(n,C) l

ρ : l → sl(n,C) G/H

Clifford–Klein

⇐⇒ “ ” .

Clifford–Klein

2 key idea

(i) “ ”

(ii)

(i) l l = l1 ⊕ · · · ⊕ lk

“ ” l1 (l1, ρ|l1)
l = k+ p

dim p (p a ) dim a

S(l) :=
dim p

dim a

l1 “

”

S(l) ≤ S(l1).
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dim ρ S(l) π ρ|l1
C

dimπ ≤ C · S(l1).

(l1, π)

(ii) “ ” ρ : l → sl(n,C)

ρ(l) sl(n,C) g

g = so(p, q) (p+ q = n) up to Int(sl(n,C))

ρ(l) ⊂ sl(n,R), ρ(l) ⊂ so(n,C).

ρ

([Iw59]) ρ

[To2]

(Proposition 3.13) (l1, π)

2

Question 1.6

Question 1.6

2.1

G H,L G G

θ θ(H) = H, θ(L) = L *1

g = k+p p a ah := a∩h, al := a∩ l

Fact 2.1 ( [Ko89, Theorem 4.1]). G,H,L

*1 G H, L L G/H
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(i) L G/H

(ii) H G/L

(iii) W · ah ∩ al = {0}.

W :=W (g, a) g a

rankR g := dim a (iii)

Remark 2.2 ([Ko89, Corollary 4.2]).

rankR h+ rankR l ≤ rankR g.

g = k+ p Lie g

d(g)
d(g) := dim p.

Fact 2.3 ( [Ko89, Theorem 4.7]). Fact 2.1

L G/H G, H, L 2

(i) L\G/H
(ii) d(g) = d(h) + d(l).

(G,H,L) standard Clifford–Klein Re-

mark 2.2

Fact 2.4 ([BJT20, Proposition 3]). G H, L

L G/H

rankR h+ rankR l = rankR g.

L

Fact 2.5 (Corollary to [BL92, Corollary 3], see also [Mo17, Proposition 5.3]). G

H G G/H

Clifford–Klein H
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2.2

Facts 2.1, 2.3 Question 1.6

Question 2.9 Theorem 2.10

Theorem 1.9

Setting 2.6. Φ (g, h, l) g

h, l g

Definition 2.7. (gi, hi, li) ∈ Φ (i = 1, 2) (∗)

(∗) g, g′ ∈ Int(g1) φ : g1 → g2 φ(g(h1)) = h2 φ(g′(l1)) = l2.

Φ

Remark 2.8. Φ

Question 2.9. up to equivalence (∗) 3 (g, h, l) :

(i) (g, h) .

(ii) l

(iii) (g, h, l) Fact 2.1(iii) Fact 2.3(ii)

(ii) Fact 2.5

Theorem 2.10 ([To2]). 3 Φ 1

g = so(2, 2)

Theorem 1.9 Theorem 2.10

Theorem 2.10
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3

3.1 (tangential homogeneous space)

G/H Gθ/Hθ

Clifford–Klein Clifford–Klein

(Fact 3.7)

Clifford–Klein

Proposition 3.1 ([To21, To1]). G G/H H

G/H Clifford–Klein

G/H Table 1

•SO(p, q + 1)/SO(p, q) (1 ≤ q < HR(p)),

•SO(p, q + 1)/SO(p, 1)× SO(q) (1 ≤ q < HR(p)),

•SU(2p, 2q)/SP (p, q) (1 ≤ q ≤ p),

•E6(−14)/F4(−20)

HR(p) Definition 3.2 Hurwitz–Radon

Definition 3.2 (Hurwitz–Radon [A62]). n n = 2k(2�+1), k = 4α+ β

(k, �, α, β ∈ Z≥0, 0 ≤ β ≤ 3) n Hurwitz–Radon

HR(n)
HR(n) := 8α+ 2β .

Definition 3.3 ( , [KY05, §5.1]). G θ G

G Gθ

Gθ := K �Ad p.

K = Gθ G p = g−θ

G/H G θ θ|H H

Gθ Hθ := KH � pH

KH = K ∩H, pH = p ∩ h

Definition 3.4 ([KY05, Definition 5.12]). Gθ/Hθ G/H (tan-

gential homogeneous space)
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Remark 3.5. G/H Gθ/Hθ

Clifford–Klein

[KY05] [Ber57]

[To21, To1]

2 Proposition 3.1

Fact 3.6 ([Ko89, Example 4.11]). n Sp(2n,R)/Sp(n,C)

Clifford–Klein

Fact 3.7 ([KY05, Theorem 5.3.2]). G/H G/H

Clifford–Klein Gθ/Hθ

Clifford–Klein

3.2

Question 2.9 (g, h, l)

(g, h, l)

Proposition 3.8. (g, h) g ⊂ sl(n,C)

l′ (g, h, l′) Question 2.9 (ii),

(iii) l ρ : l → sl(n,C)

(i) ρ(l) ⊂ g,

(ii) ρ(l) g ,

(iii) W · ah ∩ aρ(l) = {0},
(iv) d(l) = d(g)− d(h).

(l, ρ) Proposition 3.8
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3.2.1

Proposition 3.8 (l, ρ)

“ ”(Definition 3.11)

Notation 3.9. g g = k+ p

S(g)

S(g) :=
d(g)

rankR g
.

Remark 3.10. 2 S(g) sl(2,R)

Definition 3.11. l l = z⊕ lss z g

lss l

lss = l1 ⊕ · · · ⊕ lk

S(li) ≥ S(li+1) (i = 1, · · · , k − 1).

l1 l

rankR g − rankR h = 1 Fact 2.4 l so(k, 1), su(k, 1),

sp(k, 1) (k ≥ 1), f4(−20) rankR g− rankR h ≥ 2

l

Lemma 3.12.
S(lss) ≤ S(l1).

l1 ρ|l1 π

3.2.2

(l, ρ)

Proposition 3.1 (g, h) = (su(2p, 2q), sp(p, q))
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2 g d(g) rankR g S(g)

g rankR g d(g) S(g) := d(g)
rankR g

sl(n,C) (n ≥ 2) n− 1 n2 − 1 n+ 1

sl(n,R) (n ≥ 2) n− 1 (n−1)(n+2)
2

n+2
2

su∗(2n) (n ≥ 2) n− 1 (n− 1)(2n+ 1) 2n+ 1

su(k, �) (k ≥ � ≥ 1) � 2k� 2k

so(2n+ 1,C) (n ≥ 2) n n(2n+ 1) 2n+ 1

so(2n,C) (n ≥ 4) n n(2n− 1) 2n− 1

so(k, �) (3 ≤ k ≥ � ≥ 1) � k� k

so∗(4n) (n ≥ 3) n 2n(2n− 1) 2(2n− 1)

so∗(4n+ 2) (n ≥ 2) n 2n(2n+ 1) 2(2n+ 1)

sp(n,C) (n ≥ 3) n n(2n+ 1) 2n+ 1

sp(n,R) (n ≥ 3) n n(n+ 1) n+ 1

sp(k, �) (k ≥ � ≥ 1) � 4k� 4k

gC2 2 14 7

g2(2) 2 8 4

fC4 4 52 13

f4(4) 4 28 7

f4(−20) 1 16 16

eC6 6 78 13

e6(6) 6 42 7

e6(2) 4 40 10

e6(−14) 2 32 16

e6(−26) 2 26 13

eC7 7 133 19

e7(7) 7 70 10

e7(−5) 4 64 16

e7(−25) 3 54 18

eC8 8 248 31

e8(8) 8 128 16

e8(−24) 4 112 28

88



Lemma 3.12

dimπ ≤ dim ρ ≤ S(lss) ≤ S(l1).

ρ|l1 (l1, π)

3

3 l1 π dimπ ≤ S(l1)

π l1

l1 dimπ S(l1)

sl(n,C) (n ≥ 2) n n+ 1

su∗(2n) (n ≥ 2) 2n 2n+ 1

su(k, �) (2 ≤ k ≥ � ≥ 1) k + � 2k

so(2n+ 1,C) (n ≥ 2) 2n+ 1 2n+ 1

so∗(4n+ 2) (n ≥ 1) 4n+ 2 4n+ 2

sp(n,C) (n ≥ 2) 2n 2n+ 1

sp(k, �) (k ≥ � ≥ 1) 2(k + �) 4k

gC2 7 7

(l, ρ), (l′, ρ′) ϕ : l → l′ ρ′ ◦ϕ ρ l

3.3

Proposition 3.8 (i) g

g = sl(n,R)

[Iw59] g = sl(n,R), su∗(2m), so(n,C), sp(n,C),

su(p, q) g

(Propositions 3.13, 3.14)

3.3.1

g Irr(g) g

ρ : g → sl(n,C) π ∈ Irr(g)
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mπ := dimHomg(π, ρ) Irr(g) Irrc(g)

Irrc(g) := {ρ ∈ Irr(g) | ρ � ρ}.

ρ ρ [Iw59, §9] index

index: Irrc(g) → {±1}.

[On04, Table 5]

Proposition 3.13 ([To2]). gC τ gC

ρ : gτ
C
→ sl(n,C) m sl(n,R), su∗(2m), so(n,C), sp(m,C)

n m := 1
2n gC, τ , ρ

2

(i) α ∈ Int(sl(n,C)) α(ρ(gτ
C
)) ⊂ m,

(ii) gσ
C

ρ � ρ π ∈ Irrc(gσ
C
) (ε indexπ)mπ = 1

ε σ m

m ε σ

sl(n,R) +1 τ

su∗(2m) −1 τ

so(n,C) +1 θ

sp(m,C) −1 θ

θ gC

Proposition 3.14 ( [On04, Theorem 3, §7] ). gC

τ gC ρ : gτ
C
→ sl(n,C)

2

(i) α ∈ Int(sl(n,C)) p+ q = n p, q ∈ Z≥0 α(ρ(gτ
C
)) ⊂

su(p, q),

(ii) gτ
C

ρ � ρ∨.
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3.3.2

Propositions 3.13, 3.14 Proposition 3.8 (l, ρ)

(g, h) = (su(2p, 2q), sp(p, q))

Proposition 3.14 ρ|l1 π

(l1, π)

:
π � π∨.

3

4 3 π � π∨ (l1, π)

l1 dimπ S(l1)

su(k, �) (2 ≤ k ≥ � ≥ 1) k + � 2k

so∗(4n+ 2) (n ≥ 1) 4n+ 2 4n+ 2

sp(k, �) (k ≥ � ≥ 1) 2(k + �) 4k

(g, h) Proposition 3.8 (iii)

(l1, π) q = 1, (l, ρ) = (su(2p, 1), )

(g, h) (l, ρ)
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「スタンダードコンパクト Clifford–Klein形を持つ既約対称空間の分類」の正誤表

• 訂正箇所：Definition 3.11

(誤)：ここで，zは gの中心で

(正)：ここで，zは lの中心で

• 訂正箇所：§3.3.2 分類の計算例，下から 3行目

(誤)：結果として, q = 1, (l, ρ) = (su(2p, 1),自然表現)

(正)：結果として, q = 1, (l, ρ) = (su(2p, 1),自然表現⊕自明表現)
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3変数階数８のある線形偏微分方程式系と
それの特異制限の特殊関数

落合　啓之 (九州大学　マス・フォア・インダストリ研究所)∗

概 要
４つのパラメータを持つ 3変数階数８の新しい線形偏微分方程式系を定義し
た。この方程式系をある特異直線に制限した常微分方程式はDotsenko-Fateev
の方程式とも、2つのGaussの超幾何微分方程式のテンソル積とも middle
convolution で移り合えることを示した。この研究は、蛭子彰仁 (千葉工大)・
原岡喜重 (熊本大)・金子昌信 (九大)・佐々木武 (神戸大)・吉田正章 (九大)と
の共同研究に基づく。

この報告は、論文 [2]に基づく。この報告文ではなるべく論文には書いていないこと
を書いてみよう。

1. 3変数
1.1. いきなり主定理を書いてみよう。
� �
定理 1. 3つの微分作用素

E1 = (1− t22)∂22 + 2(t1 − t2t3)∂23 + (1− t23)∂33 + a11t1∂1 + a12t2∂2 + a13t3∂3 + a10,

E2 = (1− t23)∂33 + 2(t2 − t3t1)∂31 + (1− t21)∂11 + a21t1∂1 + a22t2∂2 + a23t3∂3 + a20,

E3 = (1− t21)∂11 + 2(t3 − t1t2)∂12 + (1− t22)∂22 + a31t1∂1 + a32t2∂2 + a33t3∂3 + a30

が階数８の微分方程式系を定めるための必要十分条件は、パラメータ aij ∈ C(i =

1, 2, 3, j = 0, 1, 2, 3) が次の関係式を満たすことである：

a11 = a22 = a33 = 0, a12 = a13 = a21 = a23 = a31 = a32. (1)
� �
ここで、設定を少し丁寧に説明する。3つの独立変数 (t1, t2, t3) ∈ C

3 を持つ未知関数
u = u(t1, t2, t3) に対する斉次連立線形偏微分方程式

E1u = E2u = E3u = 0 (2)

を考えている。方向偏微分やそれの合成に略記号 ∂i =
∂
∂ti
, ∂ij =

∂2

∂ti∂tj
を用いている。

微分方程式系 (2)はC
3 の部分集合

{t1 = ±1} ∪ {t2 = ±1} ∪ {t3 = ±1} ∪ {1− t21 − t22 − t23 + 2t1t2t3 = 0} (3)

を特異集合とし、特異集合の外では解は局所的に有限次元の線形空間 (局所系)を成す。
D 加群の言葉では holonomic system、外微分形式の言葉では Pfaff 系とも呼ばれるも
のである。12個のパラメータ aij が一般の (genericな)値の時には、解の階数は８より

∗〒 819-0395 福岡市西区元岡 744　九州大学　マス・フォア・インダストリ研究所
e-mail: ochiai@imi.kyushu-u.ac.jp
web: https://user.math.kyushu-u.ac.jp/index.php?ochiai
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も下がるが、パラメータがいい塩梅に調整されている時、可能な限りの最大の次元８
になることができる。この条件を与えたのが上の定理 1 である。

1.2. ここで議論したいこと
以下、定理の条件を満たす微分方程式系を考える。パラメータを

a1 := a10, a2 := a20, a3 := a30, a0 := a12(= a13 = a21 = a23 = a31 = a32) (4)

と置く。微分方程式系に残っているパラメータは a := (a0, a1, a2, a3) ∈ C
4の４つである。

微分方程式系を Z3(a)と書く。これらの微分方程式系 Z3(a)は新しいものである,例えば
Appell-Lauricella, Heckman-Opdam, Gelfandとは異なる,と期待しているが、そのこと
の厳密な証明はまだない。Z3(a)の各特異集合(divisor)に沿った特性指数(characteristic

exponent)は決定していて [2, Proposition 1.2]、特性指数や特異集合の configurationな
どのデータは Z3(a) が既存のものとは異なることを示唆している。この Z3(a) の性質,

あるいは微分方程式系 Z3(a) の解の性質を知りたいのであるが、それは将来の課題で
ある。偏微分方程式系を知りたいけど、それは (できていないという理由で)放ってお
いて、以下では1次元部分空間に制限した常微分方程式を調べよう。

2. 常微分方程式
2.1. 常微分方程式 Z(a)
� �
Definition 2. C3 上の Z3(a) を {t2 = t3 = 1} という特異集合に制限した常微分
方程式を考える。独立変数は t := t1 と略記する。微分方程式も微分作用素もどち
らも Z(a) と書くことにする。

� �
命題 3. 微分作用素 1 Z(a) を正規形で書き表す：

Z(a) = p0∂
4 + p1∂

3 + p2∂
2 + p3∂ + p4. (5)

ここで ∂ = d/dt であり, pi は独立変数 t とパラメータの多項式である。その具体形は

p0 = 2(t+ 1)2(t− 1)3,

p1 = −4(t+ 1)(t− 1)2{(2 + a0) + (a0 − 2)t},
p2 = 2(t− 1){(a20 − 2a1 + 6a0 + 2 + a2 + a3) + (3a20 + 4a0 − 4 + 2a1)t

+(a20 − 4a0 + 2− a2 − a3)t
2},

p3 = (−4a20 − 8a0 + 4a0a1 + 4a1 − (2a0 + 4)(a2 + a3))

+(−2a30 − 6a20 − 4a0a1 − 4a1 + 4(a2 + a3))t+ 2a0(a0 + a2 + a3)t
2,

p4 = 2a2a3t+ (a1 − a2 − a3)(a0 + 2)2 − 2a2a3.

Z(a) のリーマンスキームやアクセサリパラメータは次の節で触れる。

1本来は、微分方程式と微分作用素を別の記号に区別して書くべきなのですが、記号を 2倍覚えないと
いけなくなるので、今回のようにたくさんの方程式を次々と扱いたい状況では双方を同じ記号で書く
方がわかりやすいだろうという理由です。
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2.2. 常微分方程式 Z̃(A)

Z(a) の独立変数, 従属変数, パラメータ変数にそれぞれ簡易な変換を施すことによって
微分作用素の見かけを変更する。

(i) 独立変数：古い方が t, 新しい方が x。変換は t = 1− 2x, x = 1−t
2
.

(ii) 従属変数：古い方を z, 新しい方を w と書くと、変換は z = (t− 1)A0−1
2w.

(iii) パラメータ：古い方が a0, a1, a2, a3, 新しい方が A0, A1, A2, A3. 変換は

a0 = 2A0−3, a1 = A2
1−(A0−1)2, a2 = A2

2−(A0−1)2, a3 = A2
3−(A0−1)2. (6)

(iv) 微分作用素 2の名前：古い方を Z(a), 新しい方を Z̃(A) とする。

Z̃(A) =
1

2
(t− 1)−A0−1

2 ◦ Z(a) ◦ (t− 1)A0−1
2 . (7)

� �
Lemma 4. 微分作用素 Z̃(A) を正規形で書き表す：

Z̃(A) = x2(x− 1)2∂4 +m1(x)∂
3 +m2(x)∂

2 +m3(x)∂ +m4(x) (8)

ここで ∂ = d/dx であり, mi は独立変数 x とパラメータの多項式である。具体形は

m1 = 4x(x− 1)(2x− 1),

m2 =
1
4

(
4A2

0x− 4A2
0 − 4A2

1x− 4A2
2x

2 + 4A2
2x− 4A2

3x
2 + 4A2

3x+ 58x2 − 58x+ 9
)
,

m3 =
1
2

(
2A2

0 − 2A2
1 − 4A2

2x+ 2A2
2 − 4A2

3x+ 2A2
3 + 10x− 5

)
,

m4 =
(
A2 − 1

2

) (
A2 +

1
2

) (
A3 − 1

2

) (
A3 +

1
2

)
.

� �
2.3. 対称性
Lemma 5. 微分作用素 Z̃(A) はパラメータ変更

Aj → −Aj (j = 0, 1, 2, 3) ならびに A2 ←→ A3 (9)

で不変である。また、独立変数とパラメータの変更を合わせた変換

(x,A0, A1) ←→ (1− x,A1, A0) (10)

でも不変である。これらの生成する群の位数 64であり、位数 8の非可換群の 2つの直
積である。
Z̃(A) は 3つの特異点 x = 0, 1,∞ を持ち、3点とも確定特異点である。リーマンス

キームは ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 0 x = 1 t = ∞
0 0 1

2
+ A2

1 1 1
2
− A2

1
2
+ A0

1
2
+ A1

1
2
+ A3

1
2
− A0

1
2
− A1

1
2
− A3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(11)

2同じ関数で捻る随伴と比べると、左側に 1
2 (t − 1)−1 がかかっている。微分方程式としては同じなの

だが、微分作用素としては異なるので、参考のため明記している。
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でありアクセサリ・パラメータの個数は1つである。m3 に定数を加えることでリーマ
ンスキームは変わらない。

2.4. 変数選択の気持ち
少し変数を変えるだけで、例えば、1次式で変更する程度でもこれらの微分作用素の見
かけは大幅に変わるので、見やすさ、わかりやすさ、長さなどの観点から表示を変更
する利点はある。ところが、どういう変数を選ぶべきなのかに関して一通りに定まる
方針はない。
1. 独立変数 t は t �→ −t という対称性が見やすい利点がある。独立変数 x ではその

対称性が x �→ 1− x となるので、さほどわかりやすくはなくなる。ただし、Gauss の
超幾何関数の経験から、その対称性の扱いに馴染んでいるため、x 変数でもさほど不
便を感じないという面もある。一方で、特異点 x = 0 での局所的な様子を見たい時、
例えば局所解や特性指数などは、当然のことながら t 変数よりも x 変数の方が見やす
い。特異点の位置をx = 0, 1,∞ とするやり方をGauss で慣れている場合 3は方程式を
いじっている時も解の様子を無意識に活用してその直感を生かしている、という事情
がある (c.f., p7 の打ち明け話)。もちろん、局所パラメータであるというだけの制約で
あればx の代わりに x/(x − 1) でも良いわけで、より優れた表示を与えるための変数
選択の自由度はまだ残る。我々はリーマンスキームを参照にしつつ、3点のうちの2点
の対称性から独立変数を選択している。また、後に可約性を論ずるときには、この４
階の作用素が 2階の作用素を部分や商に含むことを議論する場合があり、そのときに
も特異点の位置がGaussの場合と同一の x = 0, 1,∞ に揃えておくことに利点がある。
このように良い表示であるかどうかは、何に使うか、既存のどの理論や特殊関数と合
わせるか、という近所付き合い的な側面も無視できない。
2. 従属変数に関しては、Gauss の超幾何以来、冪関数で捻るのは定番中の定番であ

る。これによって局所指数を各点ごとに一斉に平行移動することができる。局所指数
が変わるということは冪関数で捻る変換は局所モノドロミーを変更しているので、D

加群としては同型ではないし、方程式や作用素の既約性も保たれない。ただし、明示
公式の点からは微妙な側面があり、冪関数で捻ることで局所解の様子はわかることが
多い。その利点もあり、便利に頻用されている。
シフトする量にあたる複素数を α ∈ C とする。冪関数 (x − 1)α で捻る、つまり、

(x− 1)α ◦ P ◦ (x− 1)−α を計算するには、変換される前の作用素を x− 1 と (x− 1)∂

の積の線形和の形に書くと簡明であり、その時、「x− 1 はそのまま、オイラー作用素
(x− 1)∂ は (x− 1)∂ − α に」うつす代数同型になる。したがって、(x− 1)αxβ で捻る
ような計算をするときには、上のように (x− 1)α で捻る変換した後で、作用素を x と
x∂ の冪の積の線形和の形に書き直して、その後に xβ で捻る変換をすると良い。この、
単なる書き直しは多項式の 2項展開程度の手間なので、手計算でも計算機などを援用
しての計算も難しくないが、繰り返していくと式が膨れ上がる。逆にα を上手に選べ
ば式がシュッと短くなることもある。また、例えば x∂ の冪を作るときに x の冪が足り
ないときには、元の微分作用素に適当なx の冪をかけるという調整 4を行う。微分方程

3Gegenbauer 多項式や Legendre 多項式のように 1,−1 に特異点がある特殊関数に慣れている人は別
の感想があるだろうが。

4例えば ((x− 1)∂)2 を x と x∂ で書こうとすると、このままでは書けないので、左から x2 をかけて、
x2((x− 1)∂)2 = (x− 1)2(x∂)2 + (x− 1)(x∂) のように計算することになる。代入と展開だけなので
易しいはずなのだが、非可換性に伴うシフトの影響もあって面倒でもある。
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式としては全く同じものなのであるが、微分作用素としては異なるものなので、注意
が必要である。特に、方程式の可約性、昇降演算子 (shift operator, contiguity relation)

を扱うときは、左から簡明な多項式を掛け算することが問題を見かけ上変えてしまう、
あるいは本質的に変えてしまうことがあるので、意識する必要がある。
3. 冪関数で捻ることの類似として、middle convolution(中間的な偏屈重みに対応
した畳み込み作用) で微分作用素を変換することもできる。分数階微分、オイラー変換
とも呼ばれる。例えば ∂α という記号で表される捻る操作を考えよう。上の冪関数で捻
る操作の類似で言えば、変換される前の作用素を ∂ と x∂ の冪の積の線形和で書いて
おいて、「∂ はそのまま x∂ は x∂ + α に」うつす代数同型である。これら 2,3 は広義
に従属変数を変換することにあたる。
4. 最後にパラメータの変更について述べる。これは作用素全体のモジュライ空間の

座標の選択にあたる。モジュライ、つまりものの集まりは集合論的にあるいは代数幾
何的に決まっているのでその多様体をどのような座標で表すかは本来は本質的ではな
いはずである。しかし、パラメータの個数が3つや4つのように多いときは、方程式の
見かけはパラメータの取り方でガラリと変わる。また、今の場合、a 変数でリーマン
スキームを記述すると平方根が出てきて式が複雑になるし意味も取りづらい。A 変数
で書くと局所指数は全てパラメータの1次式であり、例えば、2つの指数の差が整数と
いう条件も簡明に書くことができる。どういうパラメータを選べば良いのかは先験的
にはわからないので、表示やデータを見ながら試行錯誤するしかない。
なお、研究の途中でパラメータを変えると過去に計算したノートや数式処理での出

力と混乱が生ずる可能性があるのが意外に苦しい。特に、共同研究で作業を分担した
りやりとりしている時には、伝達を聞き落としたり、参照ファイルのバージョンを取
り違えたりすることで思わぬ不整合やミスの原因にもなる。やや幸いなことに、今回
の方程式は十分に複雑で、generic に誤るとすぐに式が統制不能なサイズに膨れ上がる
ため、何かがおかしいと気がつくことができる。ただし、おかしいとわかっても何が
原因なのかを特定するのにたくさんの時間や労力が必要となったこともある。

3. 3つの常微分方程式がある意味で同値
3.1. 主定理
上で与えた Z̃(A) は“残念ながら”新しい微分方程式ではなく、既知の微分方程式から
得られるものであることが判明する。その答えは、� �
定理 6. 次の3つの微分方程式はmiddle convolution で移りあえる。

• Z̃(A).

• Gauss の超幾何微分方程式の2つの直積。

• Dotsenko-Fateev 方程式。
� �
これは抽象的な議論で同型の存在が証明できるのではなく、具体的に計算をして確か
めることで得られた。どのようなパラメータでつながっているかを含め、以下で詳述
する。
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3.2. Z̃(A) の別表示
微分作用素を ∂ = d

dx
と θ = x∂ の多項式の形に書き換える。

Z̃(A) = p0(θ) + ∂ ◦ p1(θ) + ∂2 ◦ p2(θ),
p0(θ) = (θ + 1

2
− A2)(θ +

1
2
+ A2)(θ +

1
2
− A3)(θ +

1
2
+ A3)

p1(θ) = −θ(2θ2 + A2
1 − A2

0 − A2
2 − A3

3 +
1
2
),

p2(θ) = (θ − 1
2
+ A0)(θ − 1

2
− A0).

この表示から middle convolution は簡単に計算できる。

∂
1
2 ◦ Z̃(A) ◦ ∂− 1

2 = p0(θ +
1
2
) + ∂ ◦ p1(θ + 1

2
) + ∂2 ◦ p2(θ + 1

2
) (12)

=: mc− 1
2
(Z̃(A)), (13)

∂A2+
1
2 ◦ Z̃(A) ◦ ∂−A2− 1

2 = p0(θ + A2 +
1
2
) + ∂ ◦ p1(θ + A2 +

1
2
) + ∂2 ◦ p2(θ + A2 +

1
2
)

= ∂ ◦mc− 1
2
−A2

(Z̃(A)), (14)

mc− 1
2
−A2

(Z̃(A)) := x
p0(θ + A2 +

1
2
)

θ + 1
+ p1(θ + A2 +

1
2
) + ∂ ◦ p2(θ + A2 +

1
2
). (15)

式 (14)の説明を行う。分数階微分作用素での随伴を行なったとき、p0(θ + A2 +
1
2
) が

θ + 1 = ∂ ◦ x で割り切れるので、作用素全体が左から ∂ で割り切れる。したがって、
mc− 1

2
−A2

(Z̃(A)) は3階の微分作用素である。

3.3. Gaussの超幾何関数の2つの積
ここでさらにパラメータに関する記号を導入する。

Aε0,ε1,ε2,ε3 :=
ε0A0 + ε1A1 + ε2A2 + ε3A3 + 1

2
εj = ±.

とする。� �
定理 7. a, b, c をパラメータとするGauss の超幾何関数を 2F1(a, b, c; x) と書く。積
2F1(A+++−, A++−+, 1 + A0; x) 2F1(A−−++, A−−−−, 1− A0; x) の満たす微分方程式
はmc− 1

2
(Z̃(A)) である。

� �
厳密な議論は論文 [2, §5.2]を見てもらうことにして、ここではリーマンスキームを
見てみよう。2F1 のリーマンスキームのテンソル積を計算する 5と、⎧⎪⎨

⎪⎩
x = 0 x = 1 x = ∞
0 0 A+++−

−A0 −A1 A++−+

⎫⎪⎬
⎪⎭×

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = 0 x = 1 x = ∞
0 0 A−−++

A0 A1 A−−−−

⎫⎪⎬
⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 0 x = 1 x = ∞
0 0 A+++− + A−−++

A0 A1 A+++− + A−−−−
−A0 −A1 A++−+ + A−−++

1 1 A++−+ + A−−−−

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 0 x = 1 x = ∞
0 0 1 + A2

1 1 1− A2

A0 A1 1 + A3

−A0 −A1 1− A3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

5なお、言い忘れたが、この論文を通して、パラメータ A0, A1, A2, A3 は generic な場合を考える。特
に、パラメータの値が特定の値になることによる整数差が生じないものと仮定する。
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この計算結果はmc− 1
2
(Z̃(A))のリーマンスキームと一致している。ただし、考えてい

る微分方程式はアクセサリパラメータを1つ持つので、これだけでは定理 7の証明には
ならない。アクセサリパラメータの値が一致することは奇跡に見えるのだが、おそら
く何らかの理由があるのだろう。我々はそれを計算で確かめただけで、真の理由はわ
かってはいない。打ち明け話をすれば我々はこの定理を局所解の構成 [2, 第2部, p27-]

をしたことでたまたま発見した。現在では解を使わずに方程式だけで証明を与えるこ
とができている。
課題 8. 既知の関数の積は既知の関数と言って良いか？ある微分方程式が既知の微分方
程式のテンソル積であることをどうやって判定できるか？論文ではGaussの超幾何の2

つの積の場合を少し考察した。これによれば、テンソル積は一般にx = 0, 1,∞ 以外の
見かけの特異点を持つ。そのような見かけの特異点を持たないように 2つのGaussの
超幾何のパラメータがアレンジされたものが我々の扱っている「特別な」積にあたる。
実際、Gauss2つであれば６つのパラメータがあるが、余次元2の条件のもとでこの現
象が起こっている。

3.4. Dotsenko-Fateev

名前のついた特殊関数や微分方程式は、何らかの先行研究で登場したことがあるオブ
ジェクトである。ここで扱う Dotsenko-Fateev の微分方程式 [1]は、共形場理論で登場
する積分で表される特殊関数を特徴づける3階の常微分方程式である：

S = S(a, b, c, g) = x2(x− 1)2∂3 + s1∂
2 + s2∂ + s3,

ここで ∂ := d/dx と略記する。パラメータは a, b, c, g ∈ C の４つである。

s1 = −(x− 1)x{(3a+ 3b+ 6c+ 2g)x− (3a+ 3c+ g)},
s2 = s22x

2 + s21x+ s20,

s22 = 2a2 + 4ab+ 12ac+ 3ag + a+ 2b2 + 12bc+ 3bg + b+ 12c2 + 8cg + 6c+ g2 + g,

s21 = −4a2 − 4ab− 16ac− 4ag − 2a− 8bc− 2bg − 12c2 − 8cg − 6c− g2 − g

s20 = (a+ c)(2a+ 2c+ g + 1),

s3 = −c(2a+ 2b+ 2c+ g + 2){2(a+ b+ 2c+ g + 1)x− (2a+ 2c+ g + 1)}.
� �
定理 9. mc− 1

2
−A2

(Z̃(A))を冪関数で捻った

xA0+A2(x− 1)A1+A2 ◦mc− 1
2
−A2

(Z̃(A)) ◦ x−A0−A2(x− 1)−A1−A2 (16)

は、Dotsenko-Fateev S(a, b, c, g) でパラメータを

a = A+−++ − 1, b = A−+++ − 1, c = A+++− − 1, g = −2A2 (17)

としたものと一致する。
� �
なお、パラメータの逆変換は

A0 =
2a+ 2c+ g + 2

2
, A1 =

2b+ 2c+ g + 2

2
, A2 =

−g
2
, A3 =

2a+ 2b+ g + 2

2

である。2つの定理 7, 9 から、定理 6 が従う。
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3.5. 定理の内容の解釈
middle convolutionで移り合える方程式の中で最も次数の低いものが存在する。今の場
合は3階のDotsenko-Fateev がそうである。これは、middle convolution で移り合える
ものの中では、何らかの意味で「最も簡単な」方程式を与えていると期待できる。と
ころが今の方程式の場合には、４階の方程式のうちの一つが 2階の方程式のテンソル
積という、middle convolution とはまた別の意味で「簡単な」方程式になっているとい
う現象が起こっている。

課題 10. こういった現象は他にもあるか？

3.6. おまけ
Dotsenko-Fateev にしか興味がない読者の便利のために、我々の方程式 Z̃(A) を経由し
ない形で定理の主張を述べておくと：� �
定理 11. Dotsenko-Fateev 方程式は、2つのGaussの超幾何微分方程式のテンソル
積のmiddle convolution を冪関数で捻ったものと一致する。具体的にはGaussの超

幾何関数の積u(x) = 2F1

( A+++−, A++−+

1 + A0

; x
)

2F1

( A−−++, A−−−−
1− A0

; x
)
から作っ

た xA0+A2(x− 1)A1+A2∂A2u はDotsenko-Fateev 方程式の解である。
� �
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A. 補足：由来
冒頭に挙げた偏微分作用素の由来を述べる。やや長い。保型形式に作用する微分作用
素はRankin-Cohen が最も典型的なものである。多変数の場合も構成しやすい保型形
式 (Eisenstein 級数など)から別の保型形式を構成するなどの応用の動機から、保型形
式に作用する微分作用素の具体形の研究が昔からなされてきている [3]. これらの微分
作用素のシンボルはある種の微分方程式系で特徴付けられる。設定ごとに計算してみ
るとルート系に付随した超幾何関数 (超幾何多項式)が得られることがしばしばある [4],

[5]. 一方で、どうやらそうはならなそうな例を Ibukiyama-Zagier が見つけている。こ
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れらは 2つの離散パラメータを持つが、パラメータを連続化し、さらに 2つ付け加え
て４パラメータとしたのが冒頭の定理の偏微分方程式系である。したがって、４パラ
メータの方程式系は、保型形式、あるいは、同じことだが、離散系列表現の間の制限
絡作用素として登場するかどうかは分かっていない。（多分、登場しない。）つまり方
程式の幾何学的な由来ははっきりしない。
ただし、方程式のシンボルは元のものと同じであり、それを反映して、特異集合の

定義方程式のうち、不思議な形をした2次式は

1− t21 − t22 − t23 + 2t1t2t3 = det

⎛
⎜⎝1 t3 t2
t3 1 t1
t2 t1 1

⎞
⎟⎠

という由来を持つ。2次の主小行列式は 1 − t2i であり、これが線形の特異集合の定義
方程式である。このことは、3次の正定値実対称行列のなす錐に対角行列がスカラー倍
で作用し、その作用に関して共変な関数を扱っていることを示唆している。3次の対称
行列が 6次元線形空間をなし、その上の関数で各行各列に関する斉次条件を満たして
いるものは3変数の関数を定めることが期待できる。ただし我々の解析は群 GL(3) の
作用や、リー環 gl(3) のルートベクトルの作用や、Weyl 群 S3 の作用を有効に活かせ
ていない。これも今後の課題である。
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実数直線 Rの Ellisコンパクト化と L∞(R)の調和
解析

国定　亮一

1 導入
本講演では実数直線 R 上の有界可測関数のなす Banach 空間 L∞(R) について調
和解析の理論の視点から考察する. 本研究の基盤となるのは L∞(R) の閉部分環であ
る, R 上の有界な一様連続関数全体のなす空間 Cbu(R) である. L∞(R) という空間
を関数解析的に取り扱うに際して問題となるのは, 変数の平行移動による関数の変換
L∞(R) � ψ(x) �→ ψs(x) := ψ(x + s) が s に関してノルム連続にならないことであ
る. これは指数 1 ≤ p < ∞ に関する Lp-空間 Lp(R) とは大きく異なる点である. 一方
で ψ ∈ Cbu(R) であるならば, 上記の写像は連続になる. そこで L∞(R) に関する結果
を導くのに一旦 Cbu(R) 上で議論して得た結果を L∞(R) 上に拡張するというのが一つ
の方法となる. まず Cbu(R) やその双対空間 Cbu(R)

∗ の研究において有用な R の一様
Stone-Čechコンパクト化 βuRを導入する ([1]). これは分野により他にも Ellisコンパク
ト化や Samuel-Smirnovコンパクト化などと様々な名前で呼ばれている ([5, 12, 13]). 特
に調和解析の観点からは Rの加法によるそれ自身への作用が βuR上に (連続に)拡張され
ることが重要である. すなわち, βuRには同相写像からなる 1-助変数変換群 {τ s}s∈R が自
然に定まり, 組 (βuR, {τs}s∈R)は連続な流れになる ([1, 14]). 本講演では, Cbu(R)

∗ の元
の L∞(R)上への特別な性質を持つ拡張が存在するための条件をこの流れの構造を用いて
与える. またその具体例として, L∞(R)上の強不変平均 (topologically invariant mean)

が得られることを示す. さらに応用として強不変平均を用いて定義される総和法である概
収束 (almost convergence)に関する結果を提示する.
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2 一様空間 X の一様 Stone-Čechコンパクト化
一般に完全正則な位相空間 X に対して, コンパクト空間 K と連続写像 α : X → K で
像 α(X) が K で稠密になるものの組 (K,α) を X のコンパクト化と呼ぶ. 以下, 一般に
C(X)を X 上の連続関数全体のなす環, Cb(X)を X 上の有界な連続関数全体のなす環と
する. αに対応して環の準同型 α∗ を以下で定義する.

α∗ : C(K) → Cb(X), ψ �→ ψ ◦ α

すると, α(X) が K で稠密なることより, α∗ は環の中への等長写像になる. したがって,

像 α∗(C(K))は Cb(X)の閉部分環である.

可換 Banach環論における Gelfand-Naimarkの定理によれば, 逆に Cb(X)の閉部分環
Aが与えられたとすると, それに対して X のコンパクト化 (XA, jA)を対応させることが
できる. これは上で述べた X のコンパクト化から Cb(X)の閉部分環への対応の逆対応に
なっており, 特に j∗E(C(XA)) = Aが成立する.

以下の命題が示すように, X のコンパクト化は Cb(X)の閉部分環により分類すること
ができる.

命題 1 ([1]). (K1, α1), (K2, α2)をそれぞれ X のコンパクト化とする. α21 ◦ α1 = α2 を
満たす連続写像 α21 : K1 → K2 が存在するための必要十分条件は

α∗
2(C(K2)) ⊆ α∗

1(C(K1))

が成立することである. この写像 α21 は存在すれば一意であり, かつ全射である. また,

単射であるための必要十分条件は等号が成立することである.

特に Cb(X)に対応するコンパクト化が有名なX の Stone-Čechのコンパクト化 βX で
あり, X の任意のコンパクト化は βX の全射連続写像の像として得られる. Stone-Čech

のコンパクト化の同値な特徴づけとして様々なものが知られているが, そのうちの一つを
以下に述べる (詳しくは [3]参照).

命題 2. K をコンパクト空間とし, h : X → K を連続写像とする. このとき, h = h ◦ α
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を満たす連続写像 h : βX → K が存在する.

X K

βX

�h

�
α

�
�
��

一般に一様空間 X に対して, Cbu(X)を X 上の有界な一様連続関数全体のなす環とす
る. これはもちろん Cb(R)の閉部分環である. これに対応する X のコンパクト化を X の
一様 Stone-Čechのコンパクト化と呼び, βuX と書くことにする. すなわち, コンパクト
空間 βuX と連続写像 α : X → βuX で, α(X)が βuX で稠密であり,

α∗ : C(βuX) → Cbu(X), ψ �→ ψ ◦ α

が環の上への等長写像になるものが存在する. 特に X が半位相半群 (semitopological

semigroup)の構造を持つとき, βuX を Ellisコンパクト化と呼ぶことがある ([12]). これ
は Stone-Čechのコンパクト化と同様の以下の特徴づけをもつ.

命題 3. X を一様空間とし, K をコンパクト空間とする. h : X → K は一様連続写像と
する. このとき, h = h ◦ αを満たす連続写像 h : βuX → K が存在する.

X K

βuX

�h

�
α

�
�
��

3 Rの一様 Stone-Čechコンパクト化 βuRとその上の連続な
流れ

以下, Rの一様 Stone-Čechコンパクト化を考える. Rの一様構造は通常のユークリッ
ド距離から導かれるものを考える. まず βuR上に Rの加法構造 (R,+)から導かれるそれ
自身への作用を拡張することを考える.

Rの加法を,
π : R× R −→ R, π(x, y) = x+ y

とおく. これを R のそれ自身への加法による作用と考える. 時刻 s での写像を τ s(y) :=

π(s, y) (s ∈ R)とおき, R ↪→ βuRと埋め込んで考えると,

τ s : R −→ βuR
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は Rから βuRへの一様連続写像なので, τ s は βuR上の連続写像 τ s : βuR −→ βuRに拡
張される.

R βuR

βuR

�τs

�
α

�
�

���

このとき, βuR上の写像の族 {τ s}s∈R は βuR上の連続な流れを定める. すなわち,

π : R× βuR → βuR, π(s, ω) := τ sω (s ∈ R, ω ∈ βuR)

は連続であり, また τ s は βuR上の同相写像であり, 以下が成立する.

τ0 = idβuR
（恒等写像）, τ s+s′ = τ s ◦ τ s′ (s, s′ ∈ R).

以下, 簡単のため, τ s を単に τ s と記す. 上記の構成は [1]による. この方法は抽象的で一
般の局所コンパクト群に対しても適用できるという利点があるが, これとは異なるより具
体的な (βuR, {τs}s∈R)の構成法が [14]で与えられている.

4 Cbu(R)の双対空間 Cbu(R)
∗ と βuR上の Baire測度

Rの一様 Stone-Čechコンパクト化 α : R → βuRにおいて

α∗ : C(βuR) → Cbu(R), ψ �→ ψ ◦ α

は Banach空間の間の等長同型を与えていた. したがって, Rieszの表現定理によれば

Cbu(R)
∗ ∼= C(βuR) ∼=M(βuR)

の等長同型が成立している. ここでM(βuR)は βuR上の Baire測度全体のなす空間であ
る. より詳しく述べると, 与えられた ϕ ∈ Cbu(R)

∗ に対して, ある μ ∈ M(βuR) が対応
して

ϕ(ψ) =

∫
βuR

α∗−1ψ(ω)dμ(ω)

が任意の ψ ∈ Cbu(R)に対して成立する.
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任意の ψ ∈ Cbu(R)
∗ に対して以下の関係式が成立する. 任意の f ∈ L1(R), ψ ∈ L∞(R)

に対して,

ϕ(f ∗ ψ) = ϕ

(∫
R

ψ(x− t)f(t)dt

)

= ϕ

(∫
R

ψ−t(x)f(t)dt

)
(1)

=

∫
R

ϕ(ψ−t)f(t)dt

ここで
f ∗ ψ(x) :=

∫
R

ψ(x− t)f(t)dt (x ∈ R)

は f と ψの合成積である. これは要するに有界線形汎関数 ϕと積分の可換性であり, f ∗ψ
を Banach 空間に値をとる写像 R � s �→ ψs ∈ Cbu(R) に関する Bochner 積分と考えれ
ば, ϕの連続性から従う (例えば [16]). なお, この写像の Bochner可積分性 (強可測性)は
その連続性により保証される.

今, ϕ ∈ Cbu(R)
∗ を L∞(R) 上に拡張することを考える. 一般に Hahn-Banach の拡張

定理により, ϕ は L∞(R) 上の有界線形汎関数 ϕ1 に ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖ を満たすように拡張で
きる. しかしそれは一般に (1)の関係式を満たさない. ところが以下で述べるように, βuR

上の連続な流れの構造とある種調和する測度のクラスを導入し, ϕ ∈ Cbu(R)
∗ に対応する

μ ∈ M(βuR)がそのクラスに属するとき, (1) を満たすような L∞(R)上へのノルムを保
つ拡張が存在することが示される.

βuRの Baire集合族を B(βuR)とおく. 任意の E ∈ B(βuR)に対して, E を ω ∈ βuR

の軌道 o(ω) := {τ sω : s ∈ R}上に制限したものを Eω とおく. すなわち, Eω = E ∩ o(ω)
である. βuR の Baire 集合 E で m(Eω) = 0 が任意の ω ∈ βuR に対して成立するもの
全体のなす族を B0(βuR) とおく. ここで m は R の Lebesgue 測度である. B0(βuR) は
B(βuR)の部分代数である. βuR上の Baire測度 μで μ(E) = 0が任意の E ∈ B0(βuR)

に対して成立するとき, μ �′ mと書くことにする. これは R上の有界な Baire測度に関
する絶対連続性のある種の一般化になっていると考えられる. 実際, R ∼= α(R) ⊆ βuR上
に μが乗っている場合は, μ �′ mは通常の意味での絶対連続性 μ � mと同値であるこ
とが定義から分かる. このとき, 以下の結果が成立する.

定理 1 (Kunisada). ϕ ∈ Cbu(R)
∗ とする. もし, ϕに対応する μ ∈ M(βuR)が μ �′ m

を満たすならば, ϕの L∞(R)上への拡張 ϕ1 ∈ L∞(R)∗ で以下を満たすものが存在する.

(1) ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖
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(2) ϕ1(f ∗ ψ) = ∫
R
ϕ1(ψ−t)f(t)dt ∀f ∈ L1(R) ∀ψ ∈ L∞(R)

今, μ �′ mを満たしている μ ∈ M(βuR)の例として, 不変測度を取り上げる. ここで
μ ∈ M(βuR)が不変であるとは次を意味する. 任意の E ∈ B(βuR)と任意の s ∈ Rに対
して μ(τ−sE) = μ(E)が成立する. ここで, τ−sE = {τ−sE : s ∈ R}である. 同様にし
て, ϕ ∈ Cbu(R)

∗ が不変であるとは, ϕ(ψs) = ϕ(ψ)が任意の ψ ∈ Cbu(R)と任意の s ∈ R

に対して成立することと定義する. すると, ϕ ∈ Cbu(R)
∗ が不変であるための必要十分条

件は, 対応する μ ∈M(βuR)が不変測度であることが容易に示される. これらに関して以
下の結果が成立する.

定理 2 (Kunisada). βuR上の Baire測度 μが不変ならば, μ�′ mが成立する.

系 1 (Kunisada). ϕ ∈ Cbu(R)
∗ が不変ならば, ϕ の拡張となる ϕ1 ∈ L∞(R)∗ で以下を

満たすものが存在する.

(1) ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖
(2) ϕ1(f ∗ ψ) = ∫

R
ϕ1(ψ−t)f(t)dt ∀f ∈ L1(R) ∀ψ ∈ L∞(R)

(3) ϕ1(ψs) = ϕ1(ψ) ∀ψ ∈ L∞(R) ∀s ∈ R

ここで系 1 で示された L∞(R)∗ の元と関連する重要な概念である不変平均 (invariant

mean) と強不変平均 (topologically invariant mean) について述べる. 一般に ϕ1 ∈
L∞(R)∗ が以下の条件を満たすとき L∞(R)上の平均 (mean)と呼ぶ.

(4) ϕ1 ≥ 0 (i.e., ϕ1(ψ) ≥ 0 whenever ψ ≥ 0)

(5) ‖ϕ1‖ = 1

ϕ1 ∈ L∞(R)∗ が (3), (4), (5) を満たすとき L∞(R) 上の不変平均と呼ぶ. また
(2), (3), (4), (5) を満たすとき強不変平均 ([4, 10]) と呼ぶ. 強不変性は不変性よりも
真に強い条件であることが知られている ([10]). [6, 7, 15] では上記の定義とは異なるが,

L∞(R)上の強不変平均と同値な概念が扱われている. これらは局所コンパクト位相群に
関する従順性 (amenability)と呼ばれる性質と深く関係した概念であり, 一般の局所コン
パクト位相群に対しても同様の概念を定義できる. 特に離散群上では不変平均と強不変平
均の概念は一致することが知られている ([10]参照).
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5 総和法への応用
本節では前節にて紹介した L∞(R)上の強不変平均の応用について述べる. 総和法や測
度論の観点から見て少なからず興味深い結果であろうと思う. まずは Lorentz (1948) に
より導入された数列に関する古典的な総和法である概収束 (almost convergence) という
概念を紹介する ([8]). 加法群 Z に対して, l∞ := L∞(Z) 上の不変平均を l∞ の双対空間
l∗∞ の元 ϕで以下の条件を満たすものと定義する.

(1) ϕ(ψn) = ϕ(ψ) ∀ψ ∈ l∞ ∀n ∈ Z

(2) ϕ ≥ 0 (i.e., ϕ(ψ) ≥ 0 whenever ψ ≥ 0)

(3) ‖ϕ‖ = 1

ここで, ψn(x) = ψ(x + n) である. l∞ 上の不変平均全体のなす集合を T (Z) とおく.

ψ ∈ l∞ に対して, ψ が実数 αに概収束するとは, 任意の ϕ ∈ T (Z)に対して

ϕ(ψ) = α

が成立することであると定義される. これが成立するための以下のような解析的な条件が
知られている.

定理 3 (Lorentz [8]). ψ ∈ l∞ が実数 αに概収束するための必要十分条件は

lim
k→∞

1

k

k−1∑
i=0

ψ(n+ i) = α（n ≥ 0に関して一様） (2)

が成立することである.

この右辺は n = 0に関しては

lim
k→∞

1

k

k−1∑
i=0

ψ(i) = α

であるから, ψ の概収束は ψ の Cesàro収束よりは強い主張になっている. 変数を平行移
動した関数に関して一様に Cesàro収束するという意味で概収束は一様 Cesàro収束とで
も言うべきものである. さて前節で考察した L∞(R) 上の強不変平均の概念を用いれば,

L∞(R)の元に対しても l∞ のケースと同様にして概収束の概念を定義することができる.

L∞(R)上の強不変平均全体のなす集合を T (R)とおく.

定義 1 (Kunisada [7]). ψ ∈ L∞(R)が実数 αに概収束するとは, 任意の ϕ ∈ T (R)に対
して ϕ(ψ) = αが成立することである.
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ψ ∈ L∞(R)の概収束に関しても上記 (2)と類似の解析的条件が成立する.

定理 4 (Kunisada [7]). ψ ∈ L∞(R)が実数 αに概収束するための必要十分条件は

lim
θ→∞

1

θ

∫ x+θ

x

ψ(t)dt = α（x ≥ 0に関して一様） (3)

が成立することである.

以下では, ψ が概収束するための上記 (3) とは異なる必要十分条件を, 調和解析の観点
から導出し, 導かれる帰結について考察する. 以下, ψ ∈ L∞(R)が実数 αに概収束するこ
とを, ψ

ac−→ αと記す.

今, L∞(R)の概収束する関数全体のなす集合E(R)を考えると, これは明らかに L∞(R)

の (ノルム)閉部分空間である. 任意の ψ ∈ E(R)に対して, ψ
ac−→ αとすると, ψ−α ac−→ 0

となる. したがって, E(R) の元 0 に概収束するもの全体のなす部分空間を E0(R) とお
くと,

E(R) = R⊕ E0(R), ψ = α+ (ψ − α)

の分解が成立している. したがって E(R)の代わりに E0(R)を調べれば十分である. 特に
定義より, T (R)の生成する L∞(R)の閉部分空間を T (R)とおくと,

E0(R)
⊥ = T (R)

が成立している. ここで L∞(R)の部分空間 E に対して, E⊥ ⊆ L∞(R)∗ は E の零化部分
空間 (annihilator)を表わしているとする. すなわち,

E⊥ = {ϕ ∈ L∞(R)∗ : ϕ(φ) = 0 ∀φ ∈ E}

である.

以上のように, 概収束の研究は T (R) の零化部分空間の研究という問題に還元される.

Forelli, Muhlyらは古典的な局所コンパクト可換群上の調和解析の理論におけるスペクト
ル合成の理論を, 連続な流れが定まっている一般の位相空間上へと拡張した ([2, 9]). 特に
Forelliは Rや円周 Tにおける理論の一般化として, そのような位相空間上の不変測度や
解析的測度などの概念を定義し, それらの零化部分空間を用いた特徴づけを与えた. この
結果を, 今扱っている特別な連続な流れ (βuR, {τs}s∈R)に適用すれば, E0(R)の L∞(R)

のスペクトルの概念を用いた特徴付けを得ることができる. その結果を提示するため, ま
ずは L∞(R)の元のスペクトルの定義を述べる (詳しくは [11] 参照). Φ を L∞(R)の弱*
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閉不変部分空間とする. すなわち, Φは L∞(R)の部分空間であり, 弱*位相で閉じており,

かつ ψ ∈ Φならば ψs ∈ Φ(s ∈ R)である. まず Φのスペクトル σ(Φ)を

{α ∈ R : eiαx ∈ Φ}

と定義する. 特に σ(Φ)は Rの閉集合になる. そして ψ ∈ L∞(R)に対して, ψ のスペク
トル σ(ψ)を σ(Φ(ψ))と定義する. ここで Φ(ψ)は, ψ を含む L∞(R)の最小の弱*閉不変
部分空間である.

以下ではスペクトルが求まる ψ ∈ L∞(R) の例をいくつか挙げる. μ が R 上の有界な
Baire測度とするとき, その Fourier-Stieltjes変換

μ̂(ξ) =

∫
R

eiξxdμ(x) (ξ ∈ R)

は L∞(R)の元であり,
σ(μ̂) = supp μ

となる ([11]). ここで supp μは測度 μの台である.

次に

ψ(x) =

∞∑
i=1

cie
iαix (一様有界かつ各点収束)　

と表わされる L∞(R) の関数 ψ を考える. ここで, 一様有界とは, 部分和 ψn(x) :=∑n
i=1 cie

iαix の系列 {ψn}n≥1 が supn≥1 ‖ψn‖∞ < ∞ を満たすことである. このとき次
が成立する.

σ(φ) ⊆ {αi}∞i=1

それでは, 以下に上述の E0(R)のスペクトルの概念を用いた特徴づけを述べる. Rの任
意の閉集合 C に対して,

EC := {ψ ∈ L∞(R) : σ(ψ) ⊆ C}

と定義する. 特に EC は L∞(R)の弱*閉不変部分空間になっている.

定理 5 (Kunisada). 以下が成立する.

E0(R) = liL∞(R)

⋃
U∈B(0)

EUc （B(0)は 0の Rにおける開近傍系）

ここで L∞(R)の部分集合 Aに対して liL∞(R)Aは Aの L∞(R)の一様ノルムに関する線
形閉包を表わす.
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この結果より, 上で挙げた二つの例に関して以下の結果を導くことができる.

定理 6 (Kunisada). R上の任意の有界 Baire測度 μに対してその Fourier-Stieltjes変換

μ̂(ξ) =

∫
R

eiξxdμ(x) (ξ ∈ R)

は μ̂
ac−→ μ({0})を満たす.

定理 7 (Kunisada). {αi}∞i=1 ⊆ R (α1 = 0)が 0を集積点に持たないとする.

ψ(x) =
∞∑
i=1

cie
iαix（一様有界かつ各点収束） (4)

ならば ψ
ac−→ c1 が成立する.

指数の可算和で表現される関数としては Dirichlet級数が代表的なものとして挙げられ
る. 定理 7の系として以下の結果を得る.

系 2 (Kunisada). {an}n≥1 を係数とする Dirichlet級数

ψ(s) =
a1
1s

+
a2
2s

+ · · ·+ an
ns

+ · · · = a1
1σ
e−it log 1 +

a2
2σ
e−it log 2 + · · ·+ an

nσ
e−it log n + · · ·

が Re s = σ 上で一様有界かつ各点収束しているとする. このとき, ψσ(t) := ψ(s) (s =

σ + it)は ψσ
ac−→ a1 を満たす.

最後に定理 7の測度論的な観点からの解釈について触れておく. E(R)上の有界線形汎
関数 m0 : E(R) → Rを, 各 ψ ∈ E(R)に対して, ψ

ac−→ αとするとき, m0(ψ) = αで定
義する. Hahn-Banachの拡張定理を用いて m0 を L∞(R)上の平均 m : L∞(R) → Rに
拡張する. 今, Rの可測関数全体のなす集合をM(R)とするとき, M(R)上の有限加法的
測度 ν を

ν : M(R) → [0, 1], ν(A) = m(IA)

で定義する. ここで IA は A ∈ M(R) に関する特性関数である. すると, 任意の ψ ∈
L∞(R)に対して

m(ψ) =

∫
R

ψ(x)dν(x)

が成立する. 以上の準備の下, 定理 7が有限加法的測度 ν に関する一種の有界収束定理と
見なせることに注意する. 実際, 定理 4より∫

R

eiαxdν(x) =

{
1 α = 0,

0 α �= 0.
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が成立しているから, 定理 7の仮定を満たす ψ ∈ L∞(R)に対して (4)より

∫
R

ψ(x)dν(x) =

∫
R

∞∑
i=1

cie
iαixdν(x)

=
∞∑
i=1

ci

∫
R

eiαixdν(x) (5)

= c1

が成立する. よく知られているように (5)は ν が加算加法的であるか (有界収束定理), ま
たは ν が有限加法的であっても, (4) が一様収束ならばもちろん成立する. 一方で定理 7

はスペクトルに関する付加的な位相的条件の下, ν が有限加法的であっても, 一様有界か
つ各点収束ならば, 和と積分の交換が可能であることを主張している.
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Abstract

In this study, we introduce a class of public key agreements(PKA)
with asymmetric algorithms for sender and receiver. The well-known
Diffie–Hellman symmetric public key agreement belongs to the sub-
class of it, and can be modified to asymmetric one. We discuss on
its protocol and conditions to share the key for cipher information
transmission. The performance of asymmetric PKA is also shown.

1 Introduction

The Diffie–Hellman(D-H) [1] public key agreement (PKA) protocol and
RSA [2] asymmetric cryptography are two of the most known algorithms
for the literature of data protection, and they are still utilized not only
for key agreement but also for various scenes (e.g., digital signature) along
with algorithms such as ElGamal[3], Elliptic curve D-H[4], etc. However,
recent increase in the computational power of eavesdroppers, the small key
lengths of D-H or RSA are no longer safe[5]. Even for longer keys, these
algorithms are expected to become vulnerable in the near future because
of Shor’s quantum algorithm for both the integer factorization problem
and discrete logarithm problem[6].
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As a solution against these threats, studies of a modern PKA and
asymmetric cryptography are widely spread. Algorithms based on mul-
tivariate polynomial equations[7, 8] and lattices[9, 10] are the most well
known ones. In 2019, NIST announced 26 public key cryptographic algo-
rithms as candidates for the standardization of post-quantum-cryptographic
systems[11]. The lattice based ones, such as NewHope[12] and NTRU[13],
and the multivariate polynomial based digital signature algorithms such
as GeMSS[14] are included in the list.

In this study, we introduce a class of strongly asymmetric public key
agreement(SAPKA)[15, 16, 17, 18] based on non-commutative algebra.
The scheme is very general, and it has many subclasses depending on the
parameters. We explain the definition and give some examples, recent
results and an implementation as its application.

2 Cryptosystem and Public Key Agreement

Mathematical framework of cryptosystem is essentially based on a cor-
respondence of keys between encryption and decryption. For any plain
texts and private key for encryption, at least one key for decryption is
required. Let P be a set of plain texts, and C a set of ciphered texts. A
set of keys used for both encryption and decryption is denoted as K. Then
encryption is given for plain texts by a map with encryption key k ∈ K as
Ek : P → C, and the decryption D is also given as Dk : C → P . Let E be
a set of encryptions, and D a set of decryptions.

Definition 1 A quintuplet (P, C,K, E ,D) is called a cryptosystem if for
all e ∈ K, there exists d ∈ K such that for all p ∈ P

Dd(Ee(p)) = p, Dd ∈ D, Ee ∈ E

Public key agreement(PKA) is a special class of cryptosystem. Two
interlocutors a sender(A) and a receiver(B) produce a secret shared key
(SSK) by exchanging public information and combining it with private
one. Let XA (XB) be a set of private keys of A (B), and YA (YB) a set
of public information of A (B), respectively. For a cryptosystem C, we
provide a PKA if there exist functions kA : XA ×XB → K and kB : XB ×
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YA → K such that for all xa ∈ XA, xB ∈ XB,there exist yA ∈ YA, yB ∈ YB

such that
KAB = kA (xA, yB) = kB (xB, yA) = KBA

and for all p ∈ P

DKBA
(EKAB

(p)) = p, Ek ∈ E , Dk ∈ D

Such cryptographic algorithms are called asymmetric because the pri-
vate information possessed by A and B are different and not shared. The
main new features of this new class of PKA algorithms are the following:

• Recipient public keys are distinguished from sender public keys

• B has more than one public key (multiple public keys)

• The unique public key used by A depends on those of the recipient.

The splitting of the public information into multiple public keys implies
levels of security, flexibility and variety of concrete realizations which can-
not be found in the standard PKA algorithms. The construction of these
algorithms does not depend on sophisticated mathematical structures, e.g.
groups associated to elliptic curves or complex theorems of number theory.
This implies a drastic decrease in implementation complexity and increase
in velocity.

2.1 Notations and Public Ingredients

Let N be the natural integers, P, a semigroup (noted multiplicatively, with
1) and α ∈ P , an element of P which is the (commutative) semigroup
generated by α: P0(α) ≡ P0(α) := {αn : n ∈ N} ⊆ P

2.2 Frameworks of the algorithm

Step (0; preparation) B constructs the following maps:

NB,1 : P → P easily invertible map

NB,3 : P → P easily invertible map

x̂B,1 , x̂B,2 , x̂B,3 , x̂B,4 : P → P
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arbitrary functions satisfying the compatibility conditions

x̂B,1x̂B,2|P0 = x̂B,3x̂B,4|P0

NB,1x̂B,2|P0 is an homomorphism : P0 → P
Step (1) Using the functions constructed in Step (0), B constructs:
(i) The Secret Key of B, i.e. the function:

x̂B ≡ x̂B,3NB,3

(ii) The Public Keys of B, i.e. the functions:

x̂B,1N
−1
B,1

N−1
B,3x̂B,4

and the element of P
NB,1x̂B,2(α)

Step (2) B sends his public keys to A
Step (3A) A chooses her Secret Key: a natural integer xA ∈ N.
Step (3B) using α, xA and the public key N−1

B,3x̂B,4 of B, A computes

her public key: yA ≡ N−1
B,3x̂B,4(α

xA)
Step (4): A sends her public key yA to B.
Step (5): Computation of the SSK: κ = xB,1xB,2(α

xA) = xB,3xB,4(α
xA)

Step (5A): A computes:

xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(α)]

xA = xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(α

xA)]

= xB,1xB,2(α
xA)

= κ

Notice that, in order to calculate κ, A uses public keys of B different from
the one used to produce yA.
Step (5B): B computes

x̂B(yA) = xB,3NB,3(yA)

= xB,3NB,3(N
−1
B,3xB,4)(α

xA)

= xB,3xB,4(α
xA)

= κ
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2.3 Scalar toy model

In this section, we show a scalar toy model and its attacks. Any field F

in which, for each x ∈ F, the computation of x−1 is efficient. A typical
choice is F = Zp.
Step (0): Definition of the functions
Fix x1, x2, x3, x4 ∈ F and define:

x̂B,2(y) ≡ yx2

x̂B,1(y) ≡ yx1

x̂B,3(y) ≡ yx3

x̂B,4(y) ≡ yx4

NB,1 ≡ id

NB,3 ≡ id

1–st Compatibility condition:

x̂B,1x̂B,2(y) = x̂B,1(y
x2) = (yx2)x1

= yx2x1

x̂B,3x̂B,4(y) = x̂B,3(y
x4) = (yx4)x3

= yx4x3

This gives the easily satisfiable condition:

x̂B,1x̂B,2 = x̂B,3x̂B,4 ⇔
x1x2 = x3x4 =: x̄

2–d Compatibility condition:

NB,1x̂B,2(A
n) = x̂B,2(A

n) = (An)x2 = Anx2

= (Ax2)n = (xB,2(A))
n

= NB,1x̂B,2(A)
n
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Thus NB,1x̂B,2|P0 is an homomorphism, as required.
Public Keys of B:

x̂B,1N
−1
B,1(y) = x̂B,1(y) = yx1

N−1
B,3x̂B,4(y) = N−1

B,3(y
x4) = yx4

NB,1x̂B,2(A) = x̂B,2(A) = Ax2

Secret Key of B:
x̂B(y) = x̂B,3NB,3(y) = yx3

Thus to give the function x̂B is equivalent to give the number x3.
Secret Key of A:

xA ∈ N

Public Key of A:
yA = N−1

B,3x̂B,4(A
xA) = AxAx4

A constructs the SSK:

xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(A)]

xA = xB,1[xB,2(A)]
xA

= xB,1xB,2(A
xA)

= AxAx1x2 = κ

B constructs the SSK:

x̂B(yA) = x̂B(A
xAx4) = AxAx4x3 = κ

The SSK is the same because of the compatibility condition x1x2 = x4x3.

2.4 Breaking complexity

The eavesdropper, called Eve (E) knows the public parameters and the
public keys:

A ∈ F ; x1 ∈ F ; x4 ∈ F ; Ax2 ∈ F ; yA = AxAx4 ∈ F

If E can compute the logarithm in F, then she can recover xAx4 = lgAyA.
Since E knows x4, she recovers xA knowing Ax2 , x1, xA, she can compute
the SSK

(Ax2)xAx1 = AxAx1x2 = κ

Thus the breaking complexity of this algorithm is equivalent to the log-
arithm in F. This means that the above toy realization does not bring a
real gain with respect to the standard PKA algorithms.
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2.5 A strongly asymmetric version of the Diffie–Hellman algorithm

The public keys of B are
yB,1 ≡ aαxB

yB,2 ≡ ax
−1
B α

The secret key of A is xA ∈ N, and the public key of A is yA := yxA
B,2.

Finally the SSK κ is κ := axAαxAxB . A computes the SSK using yB,1

as yxA
B,1 = (aαxB )xA = axAαxAxB , and B computes the SSK using yA as

yxB
A = (axAx−1

B αxA)xB = axAαxAxB = κ.

2.6 The Diffie–Hellman algorithm

The Diffie–Hellman algorithm is recovered by choosing a = 1, which gives

yB,1 = yB ≡ αxB

yB,2 = α

yA = αxA

κ = αxAxB

2.7 Beyond the discrete logarithm: a simple example

B fixes the following functions:

• A polynomial of degree n

Qn(y) =
n∑

j=0

ajy
j ; aj ∈ F , j ∈ {0, 1, . . . , n}

• A polynomial of degree 1

P2(y) := a2y + b2 ; a2, b2 ∈ F

• Two natural integers and a scalar

NB,3 , n2 ∈ N \ {0}
xB,3 ∈ F
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With these ingredients B constructs:

x̂B,2(y) = P2(y
n2) = a2y

n2 + b2

x̂B,3(z) = zxB,3

x̂B,4(y) = cQn(y) = c
∑n

j=0 ajy
j

N̂B,3(z) = zNB,3

N̂B,1 = P−1
2 ⇔ N̂−1

B,1 = P2

x̂B,1(z) = c
xB,3Qn(

(

z
a2

− b2
a2

)n−1
2 )

This choice satisfies the compatibility conditions:

x̂B,3x̂B,4(y) = cxB,3Qn(y) = x̂B,1x̂B,2(y)

x̂B,1x̂B,2 = x̂B,3x̂B,4

Public Keys of B is the public parameter α and

N̂B,1x̂B,2(α) = P−1
2 P2(α

n2) = αn2

N̂−1
B,3x̂B,4(y) =

n∏
j=0

(cN
−1
B,3aj )y

j

B sends to A the n+ 1 numbers: N̂−1
B,3x̂B,4 ≡ (cN

−1
B,3an , . . . , cN

−1
B,3a0).

x̂B,1N̂
−1
B,1(y) =

n∏
j=0

(cxB,3aj )y
jn−1

2 ⇔

x̂B,1N̂
−1
B,1 ≡ (cN

−1
B,3an , . . . , cN

−1
B,3a0 , n2)

Public Key of A is

yA = N̂−1
B,3x̂B,4(α

xA) =
n∏

j=0

(cN
−1
B,3aj )(α

xA )j

Therefore the SSK becomes

κ = x̂B,1x̂B,2(α
xA) = x̂B,3x̂B,4(α

xA) = cxB,3Qn(αxA )
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Taking the following n+ 2 logarithms

logα , log cN
−1
B,3an , . . . , log cN

−1
B,3a0

E(eavesdropper) reduces the problem to the algebraic equation

log yA =
n∑

j=0

(log cN
−1
B,3aj )(αxA)j

of degree n in the unknown y = αxA . E knows:

• the coefficients of the equation

• at least one solution in the field F exists.

Therefore E has to:

• find all solutions of this equation in F

• for each of them (at most n) compute the logarithm logαxA .

From this E deduces a possible candidate for xA:

xA =
logαxA

logα

After that, she proceeds by exhaustive search.
Supposing zero cost for the logarithms and the exhaustive search, then the
breaking complexity is equivalent to find all the roots in the finite field
F of the algebraic equation of degree n with coefficients in F. No general
solution method is known for n ≥ 5.

3 SAA-5

In [15, 16], a new scheme of public key agreement based on non-commutative
algebra called a strongly-asymmetric public key agreement (SAPKA) was
introduced. Concrete realizations of the above-mentioned general scheme,
called strongly-asymmetric algorithm 3 (SAA-3) and strongly-asymmetric
algorithm 4 (SAA-4), were constructed in the [17].
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The algorithms SAA-3 and SAA-4 are based on a public parameter α,
and in them, a receiver B is required to send a matrix basket to a sender
A consisting of matrices commuting with one of his secret keys xB. A has
to choose her secret key xA from this basket. The SAA-5 is an improved
algorithm of these SAA-3 and 4 detailed are given in [18]

3.1 Public Parameters

The public parameters of the algorithm are:

• a natural integer d ∈ N;

• a finite field F (typically F := Zp, where p is a large prime number);

• a finite set I ⊂ N.

All scalar multiplications (in particular exponentiations) are meant in
F, and we use the convention:

0x := 0 ; ∀x ∈ F

The d × d matrices with entries in F are denoted M(d;F), and the term
matrix is used as a synonym of element of M(d;F). Matrix multiplications
are meant in the standard sense, while matrix exponentiations are meant
in the Schur sense, i.e., element-wise: if c is either an element of F or a
matrix c = (cij) and M = (Ma,b) is a matrix, the symbol c◦M denoting
the matrix:

(
c◦M

)
a,b

:=

{
cMa,b scalar case

c
Ma,b

a,b matrix case
; a, b ∈ {1, . . . , d}

is called the Schur exponentiation of c by M . Similarly, the Schur loga-
rithm (in any basis) of a matrix M is defined componentwise on the entries
of M . Since in this paper, all logarithms considered are of the Schur-type,
we simply write log to denote the Schur logarithm.

3.2 Keys

3.2.1 Secret Keys of B

They are matrices:
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1. the main secret key of B:

xB ∈ M(d;F)

2. additional secret keys of B:

{Aj ∈ M(d;F) : j ∈ I} ; NB ∈ M(d;F) ; c ∈ M(d;F)

The only conditions to be satisfied by the secret keys of B are:

• NB must be invertible;

• c = c◦c10 =: c◦ log c0 with log c non Schur-invertible and:

ca,g = cb,g, ∀a, b

• The Aj (j ∈ I) are non-invertible.

3.2.2 Secret Key of A

A chooses arbitrarily her secret key:

xA ≡ (xA,j)j∈I ; xA,j ∈ M(d;F) , ∀j ∈ I

3.2.3 SSK

The SSK is:
κ := c◦(Q(xA)xB)

where Q ≡ (Aj)j∈I is the linear map given by:

x ≡ (xj)j∈I ∈ M(d;F)|I| 
→ Q(x) :=
∑
j∈I

xjAj ∈ M(d;F)

where here and in the following, |I| denotes the cardinality of the set I.
Thus, the coefficients of κ are:

κa,g := c[Q(xA)xB ]a,g =
(
c◦Q(xA)xB

)
a,g

, a, g ∈ {1, . . . , d}
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3.2.4 Public Keys of B

The public keys of B are given by the finite set of matrices:

{yB,2;j , yB,3;j ∈ M(d;F) : j ∈ I}

constructed, using the secret keys of B, as follows.
For all j ∈ I and a, b ∈ {1, . . . , d}:

yB,2;j;a,b := c(AjNB)a,b =
(
c◦AjNB

)
a,b

yB,3;j;a,b := c(AjxB)a,b =
(
c◦AjxB

)
a,b

3.2.5 Public Key of A

For all a, g ∈ {1, . . . , d}

yA := (yA;a,g) ∈ M(d;F) ; yA;a,g = c[Q(xA)NB ]a,g =
(
c◦Q(xA)NB

)
a,g

can be computed uniquely in terms of the public keys (yB,2;j) of B and of
the secret key of A as follows. For each a, g ∈ {1, . . . , d}, A computes:

yA;a,g =
∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(yB,2;j;b,g)
(xA,j)a,b =

∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(c(AjNB)b,g)(xA,j)a,b

=
∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(c(xA,j)a,b(AjNB)b,g) = c
∑

j∈I

∑

b∈{1,...,d}[xA,j)]a,b(AjNB)b,g

= c
∑

j∈I [xA,jAjNB ]a,g = c[
∑

j xA,jAjNB ]a,g = c[Q(xA)NB ]a,g =
(
c◦Q(xA)NB

)
a,g

4 Protocol

B computes the SSK using the public key of A and his own secret keys.
First step: B uses his secret key NB to clean the noise calculating, for
each a, g ∈ {1, . . . , d}:

∏
b∈{1,...,d}

(yA;a,b)
(N−1

B )b,g =
∏

b∈{1,...,d}

(
c[Q(xA)NB ]a,b

)(N−1
B )b,g

=
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=
∏

b∈{1,...,d}

(
c[Q(xA)NB ]a,b(N

−1
B )b,g

)
= c

∑

b[Q(xA)NB ]a,b(N
−1
B )b,g

= c([Q(xA)NB ]N−1
B )a,g = c(Q(xA))a,g =

(
c◦Q(xA)

)
a,g

(1)

Second step: Starting from (1), B inserts his main secret key calculating,
for each a, g ∈ {1, . . . , d}:

∏
b∈{1,...,d}

((
c◦Q(xA)

)
a,b

)(xB)b,g

=
∏

b∈{1,...,d}
cQ(xA)a,b(xB)b,g

= c
∑

b∈{1,...,d} Q(xA)a,b(xB)b,g = c(Q(xA)xB)a,g =
(
c◦Q(xA)xB

)
a,g

= κa,g

Using the public keys (yB,3;j) of B and her own secret key, A computes
the SSK calculating, for each a, g ∈ {1, . . . , d}:∏

j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(yB,3;j;b,g)
(xA,j)a,b =

∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(c(AjxB)b,g)(xA,j)a,b

=
∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

(c(xA,j)a,b(AjxB)b,g) =
∏
j∈I

∏
b∈{1,...,d}

c(xA,j)a,b(AjxB)b,g

=
∏
j∈I

c
∑

b(xA,j)a,b(AjxB)b,g ==
∏
j∈I

c[xA,jAjxB ]a,g

= c
∑

j∈I [xA,jAjxB ]a,g =
(
c
∑

j∈I xA,jAjxB

)
a,g

=
(
cQ(xA)xB

)
a,g

Finally, we show the experimental result in which we compare SAA-5
with D-H. Table 1 and Figure 1 shows our result of comparison with D-H.
Java codes of the algorithms can be referred in
https://github.com/jimbobmij/project KSM

5 Conclusions

In this study, the mathematical framework of strongly asymmetric public
key agreement which has several families based on non-commutative al-
gebra. Some specific parameters achieve effective implementations over a
long key length.
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Figure 1: Comparison of the time to generate SSK.
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SSK Length (bit) SAA-5 (msec) D-H (msec)

512 12.45 1.45

1024 20.63 3.37

1536 16.19 10.87

2048 18.10 24.21

2560 28.77 45.68

3072 23.54 83.39

3584 23.35 120.29

4096 24.42 219.90

4608 38.12 332.46

5120 39.58 620.86

Table 1: Comparison of the time to generate the secret shared key (SSK).
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KMS states of Toeplitz algebras of graphs

graph-Toeplitz KMS C.

Bruce [6] [15]

[6]

I KMS III KMS

KMS 3

1

1.1

[12]

H H Banach

B(H) B(H) Banach

T �→ T ∗ Banach *-

1.1. B(H) *- C*-

B(H) *- von Neumann

1.1 C*- von Neumann

H C*-

[12, Chapter 2] Banach *- C*-

B(H)

C*-

C*-

1.2. X C0(X) 0

C0(X) C*-

1.2 C0(X)

X 1

C*- C*-

[12, Theorem 2.1.10] C*-

C*- von Neumann von Neumann
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1.3. von Neumann M

{a ∈M | ax = xa for all x ∈M} = C1

von Neumann von Neumann

I II1 II∞ IIIλ (0 ≤ λ ≤ 1)

C*-

von Neumann II1

ICC Γ von Neumann LΓ

C*- C*-

C*- C*-

1.2 KMS

C*- R

R C*- A σ : R � A (A, σ)

C*- KMS [4, Chapter 5.3]

1.4. C*- A ϕ : A→ C 1 ϕ(a∗a) ≥ 0

A

1.5. (A, σ) C*- β A ϕ KMSβ

a, b ∈ A Fa,b : D̄β → C Fa,b Dβ

t ∈ R

Fa,b(t) = ϕ(aσt(b)), Fa,b(t+ iβ) = ϕ(σt(b)a)

Dβ = {z ∈ C | 0 < Im z < β}, D̄β = {z ∈ C | 0 < Im z < β}

C*- C*- KMS

β C*-

KMS

(A, σ) C*- β KMSβ KMSβ(A, σ)

KMSβ(A, σ) A∗ A *-
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KMSβ(A, σ) β KMSβ(A, σ)

β

KMS β KMSβ

KMS

KMSβ(A, σ) exKMSβ(A, σ) [3, Chapter

4] KMS KMS KMS ϕ

GNS πϕ von Neumann πϕ(A)
′′

[4, Theorem 5.3.30] KMS KMS

KMSβ β ≤ 0 [6, Section 7]

KMS

1.3

[5, Section 2] KMS I

Zϕ(s) (A, σ) C*- ϕ ∈ exKMSβ(A, σ) ϕ I

ϕ GNS (π,H, H) H
π : A → B(H) A H H

0 Ad(eitH) ◦ π = π ◦ σt
t ∈ R 1

H

I KMS ϕ (π,H, H)

ϕ(a) =
Tr(e−βHπ(A))

Tr(e−βH)
(a ∈ A) (1.6)

(1.6)

1.7.

βϕ = inf{β′ > 0 | Tr(e−β′H) <∞}
βϕ

Zϕ(s) = Tr(e−sH) (s ∈ C, Re s > βϕ)

ϕ

I KMS ϕ ∈ exKMSβ(A, σ) 1

I KMS {ϕβ′}β′>βϕ

(1.6) β β′ ϕβ′ KMS

1

KMS KMS
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[5]

[8]

[5, Section 2] C*-

1.4 graph-Toeplitz C*-

1.8. E = (E0, E1, s, r) E0 E1 s r

E1 E0 E0 E1

e ∈ E1 s(e)

r(e)

E E n μ = e0 · · · en−1

r(ei = s(ei−1)) (0 ≤ i ≤ n − 1) E n

En E∗ =
⋃

n≥0E
n E∗

v, w ∈ E0 vEn v n Enw w

n vEnw v w n

vE∗, E∗w, vE∗w E0 × E0 AE = [|wE1v|]v,w∈E0 E

X |X| E0 E1

E

1.9. E graph-Toeplitz T C∗(E)
pv (v ∈ E0) se (e ∈ E1)

s∗ese = pr(e) (e ∈ E1), (ses
∗
e)(sfs

∗
f ) = 0 (e, f ∈ E1 with e 	= f),

pvpw = 0 (v, w ∈ E0 with v 	= w),
∑
e∈vE1

ses
∗
e ≤ pv (v ∈ E0)

C*- ∑
e∈vE1

ses
∗
e = pv (v ∈ E0 with 0 < |vE1| <∞)

C*- C*- C∗(E)

C*- C*- A

C*- B A B

C*-

E graph-Toeplitz C*- E0

T C∗(E) C∗(E) σ

σt(se) = eitse, σt(pv) = pv (t ∈ R, e ∈ E1, v ∈ E0).

KMS
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1.10. E 1 1 E0 = {v}, E1 = {e}
s(e) = r(e) = v T C∗(E) Toeplitz C*-

Toeplitz 1 C*- C*-

C∗(E) T C(T) T C∗(E)
KMS β > 0 (T C∗(E), σ) 1

KMSβ I

1.11. E 1 n C∗(E) Cuntz

C*- T C∗(E) Cuntz-Toeplitz C*-

Cuntz KMS Olesen–Pedersen [13] graph-Toeplitz

KMS (C∗(E), σ) β = log n 1

KMSβ III1/n KMS

T C∗(E) KMS

C*- C*- C*-

KMS C*- graph-Toeplitz

KMS

C*- graph-Toeplitz

graph-Toeplitz

1.9 T C∗(E) → C∗(E)
(C∗(E), σ) KMSβ

(T C∗(E), σ) KMSβ KMS

graph-Toeplitz KMS

C*- KMS

2

2.1

garph-Toeplitz KMS

2.1. E E0

v ∼ w ⇐⇒ vE∗w 	= ∅ and wE∗v 	= ∅
E E

π(E) π(E) E

graph-Toepliz KMS 2.2

(2) Enomoto–Fujii–Watatani [9]

Laca–Larsen–Neshveyev–Sims–Webster [10] higher rank graph
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(1) an Huef–Laca–Raeburn–Sims [1]

A ρ(A)

2.2 ([1], [9], [10]). E β

(1) β > log ρ(AE) exKMSβ(T C∗(E), σ) E0

KMSβ I

(2) β = log ρ(AE) (T C∗(E), σ) KMSβ IIIλ

λ = ρ(AE)
−s s E

(3) β < log ρ(AE) (T C∗(E), σ) KMSβ

2.2 (2) KMS

AE eβ

�1- 1 1 1 [16, Theorem 2.7]

Perron–Frobenius [14, Theorem 1.5] AE ρ(A)

ρ(A) A ρ(A)

(2) (3) Perron–Frobenius

subinvariance theorem [14, Theorem 1.6] KMS

(2) (3) (1)

AE β > ρ(AE)
∑∞

n=0 e
−nβAn

E

2.2 I KMS

KMS

graph-Toeplitz KMS I

Carlsen–Larsen [7]

I KMS 1.3 Carlsen–Larsen

upper Minkowski

2.3. E v ∈ E0 Zv(s) (s > 0)

Zv(s) =
∑

μ∈E∗v

e−s|μ|

βv = inf{s > 0 | Zv(s) <∞}

Zv [7, Equation 5.8] [1, Theorem 3.1]

fixed-target partition function
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KMS

[7] Carlsen–Larsen

I KMS

2.4 ([7, Theorem 5.6]). E β (T C∗(E), σ)
I KMSβ v ∈ E0 Zv(β) <∞ 1 1

2.4 v ∈ E0 KMSβ ϕβ,v

1 [6, Theorem 4.7]

2.5. E β v ∈ E0 βv < β

Zv = Zϕβ,v
βv = βϕβ,v

fixed-target partition function 1.3 1.3

C*- {Zv}v∈E0

C*- (T C∗(E), σ)

C*- [6, Section 6.1]

2.5 C*- 1-cocycle

E v ∈ E0

Zv(s) =
∑
w∈E0

〈 ∞∑
n=0

e−nsAn
Eδv, δw

〉

�2(E0)

Zv

KMS

(β = log ρ(AE))

[6, Definition 4.25 and Proposition 4.26]

2.6. E v ∈ E0 T (E, v) “directed cover of Eop based at v”

T (E, v) rooted tree T (E, v)0 = E∗v v

1

T (E, v) root v 0

2.7. E v ∈ E0 T (E, v)

βv T (E, v) ∂T (E, v) upper Minkowski dimM ∂T (E, v)
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2.7 [6, Section 4.4]

E

T (E, v) T (E, v)

[6, Section 5]

2.7 Hadamard

2.8 ([6, Remark 5.11]). E C ∈ π(E)

C v ∈ C βv

v, w ∈ C T (E, v) T (E,w)

2.8

[11]

directed cover v

2.3 KMS

I KMS III KMS

KMS

KMS

KMS an Huef–Laca–Raeburn–Sims [2]

an Huef–Laca–Raeburn–Sims

[6, Section 5.3] E C ⊂ E0

AE C × C AC C ∈ AC 2.8 βv

v ∈ C βC

2.9 ([6, Definition 5.12]). E C ∈ π(E) (minimal)

C ′ ∈ π(E) C ′ C

C ′ = C ρ(AC′) < ρ(AC) E

βC > 0 πmc(E)

2.10. C ∈ πmc(E) βC = log ρ(AC) [6, Proposition 5.13]

2.11 ([2, Theorem 5.3], [6, Theorem 5.16]). E (T C∗(E), σ)
KMS E∞ πmc(E) 1 1

C ∈ πmc(E) KMS ψC
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βC

E∞

KMS 2.12

III KMS

2.11 KMS ψC [6, Theorem 5.17]

KMS I KMS

2.12. 2.11 KMS ψC IIIλ λ = e−sβC

s C

von Neumann

[6]

2.4

[15] graph-Toeplitz

KMS I III

2 1

KMS KMS

v C I KMS ϕβ,v

III KMS ψC v

2

KMS

KMS

2

III KMS

v ∈ E0 *- ϕv =

limβ→βv+0 ϕβ,v

ϕv KMSβv

ϕv =
∑

C∈πv,mc(E)

λCψC

λC 1 πv,mc(E)

C ∈ πmc(E) C v βC = βv

λC

λC > 0

v KMS β = 0

KMS βv > 0

E
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2.13. E C0 ∈ π(E) B(E,C0)

B(E,C0)
0 C ∈ π(E) C C0

C,C ′ ∈ B(E,C0) C ′ C E C ′

C

E C0 B(E,C0) B

B 1

2.14. E C0 ∈ pi(E), v ∈ C0 B = B(E,C0)

C ∈ B0 (critical component) ρ(AC) = eβv

μ ∈ B∗ μ B crit(μ) B μ ∈ B∗

(maximal)

| crit(μ)| = max{| crit(ν)| : ν ∈ B∗C0}

[15, Theorem 3.24]

2.15. E v ∈ E0 βv > 0 C0 ∈ π(E) v

ϕv

ϕv =
∑

C∈πv,mc(E)

λCψC

λC > 0 C C0 B

2.15 C ∈ πv,mc(E) 2.15

C C0 B

C 2.15 v

μ ∈ CB∗C0 C

KMS
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武石　拓也

京都工芸繊維大学

正誤表

KMS状態の定義（定義 1.5）

誤： D̄β = {z ∈ C | 0 < Im z < β}
正： D̄β = {z ∈ C | 0 ≤ Im z ≤ β}
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