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量子ウォークの定常性と局在性

小松尭 (神奈川大学 ·非常勤講師)∗

概要

本稿では,量子ウォークの 2つの性質に焦点を当てる. 1つ目は,量子ウォークの定常
性に関して考察する. 量子ウォークの定常性は,時間発展作用素が誘導する測度列が時間
に関して不変な性質をもつことを意味する. また,そのような測度は定常測度とよばれ,
量子ウォークの固有値問題を満たす一般化固有関数の解を見つけることで,定常測度が
構成されることを紹介する. 2つ目は,通常のランダムウォークでは見られない局在性で
ある. この性質と量子ウォークの時間発展作用素の固有値が密接に関わっていることを
見ていく. なお,定常性に関する結果は,横浜国立大学の今野紀雄氏との共同研究であり,
局在性に関する結果は,東北大学の楯辰哉氏との共同研究によるものである.

1 はじめに
量子ウォークは通常のランダムウォークの量子版 (非可換類似物)として導入され,量子コ

ンピュータ周辺の分野 [1, 3, 29, 32]より 2000年頃から本格的に始まった新しい研究分野で
ある. また,量子アルゴリズムの基本モデルとしても注目を集めており,近年では,量子情報
の分野のみならず,量子物理,量子生物などの分野等でも活発に研究され始めている. 例えば,
量子ウォークの実現方法の様々な提案 [2],強相関電子系 [28],トポロジカル絶縁体 [10, 27],
放射性廃棄物の低減 [4, 22, 23],光学 [5, 24]などにも盛んに研究されている. 量子ウォークの
歴史等に関しては, [18]や [31]を参照されたい. 量子ウォークには,離散時間と連続時間があ
るが,本稿では離散時間のみを扱い,以後,量子ウォークとよぶことにする.
通常の古典ランダムウォークとの大きな違いは,量子ウォーカーの存在確率が量子ウォー

カーの内部状態によって定められている点である. それゆえに, 量子ウォークの確率測度の
長時間挙動は,古典ランダムウォークの挙動とは大きく異っている [16]. 例えば,次の異なっ
た性質が見られる. 1つ目は,時刻 nにおけるランダムウォークの標準偏差が

√
nのオーダー

であるのに対して,量子ウォークの標準偏差は nのオーダーで広がっている (線型的拡散). 2
つ目は,量子ウォーカーが原点から遠くに広がっていく一方で,出発点にとどまり続ける現象
(局在化現象)が見られる. このような, 量子ウォーカーの長時間挙動にランダムウォーカー
との著しく異なる点が見られる.
本稿の目的は,量子ウォークの時間発展作用素から誘導される測度列がもつ,定常性と局在

性に焦点を当てる.

• 定常性とは,測度列が時刻に対して不変なことである. 粗く言えば,長時間経た後に,時
間に対して変わらない定常状態に対応する.

• 局在性とは,量子ウォーカーが長時間経った後でも遠方に逃げていくのではなく,ある
点に居続けるという性質である. 最たる例は, 1次元 3状態のレイジー量子ウォークで
見られる. 図 1では,原点に居続ける量子ウォーカーの存在が確認できる.

∗E-mail: pt121199vy@kanagawa-u.ac.jp
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図 1: 1次元 3状態のレイジー量子ウォークの局在化現象

本稿の構成は次の通りである. 第 2節では,最もよく研究されているモデルである Z上の量
子ウォークの定義及び弱極限収束定理を紹介する. 第 3節では, 量子ウォークの定常性に関
する得られた結果を報告する. 最後の節では, 通常のランダムウォークでは見られない局在
化現象と固有値の関係を紹介する.

2 空間一様な2状態の量子ウォーク
本節では,典型的な量子ウォークのモデルである, Z上の空間一様な 2状態の量子ウォーク

について紹介する. ただし, Zは整数全体の集合とする.
古典ランダムウォークのウォーカーは, Z上を単位時間当たりに,確率 pで左に,確率 qで

右へ移動する. このとき,時刻 nで位置 x ∈ Zにいる確率 µn(x)は以下で定義された.

µn+1(x) = pµn(x+ 1) + qµn(x− 1). (1)

ただし, p, qは p + q = 1を満たす非負実数とする. 一方, 量子ウォークは, ウォーカーが内
部状態をもちながら格子点を移動するモデルとして定義されている. 前節でも述べたように,
ウォーカーの存在確率を決めるのは,各格子点にあるウォーカーの内部状態である. そこで,
時刻 n,位置 xにおける量子ウォーカーの状態をΨn(x) ∈ C2と書くことにする. 状態Ψnは
以下のヒルベルト空間に属しているものとする.

ℓ2(Z,C2) =

{
f : Z −→ C2 :

∑
x∈Z

∥f(x)∥2C2 < ∞

}
.

ここで, ∥ · ∥C2 は C2の標準ノルムである.

2.1 量子ウォークの定義と例

古典ランダムウォークの時間発展の式 (1)に対応するものを考える. 量子ウォークの時間
発展を定義するに当たって重要な役割を果たすのが,次の 2× 2のユニタリ行列 C である.

C =

(
a b

c d

)
∈ U(2).

このユニタリ行列はコイン行列とよばれている. コイン行列CをC = P +Qと分解する. た
だし, P , Q ∈ M2(C)は以下の行列で与えられる.

P =

(
a b

0 0

)
, Q =

(
0 0

c d

)
.
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ウォーカーの内部状態が時間とともに刻々と変化していく様子は,ヒルベルト空間 ℓ2(Z,C2)

上の時間発展作用素 UC によって次のように記述される.

Ψn+1(x) ≡ (UCΨn)(x) = PΨn(x+ 1) +QΨn(x− 1) (Ψn ∈ ℓ2(Z,C2), x ∈ Z). (2)

上記の時間発展の式 (2)から,行列 P , Qは,古典ランダムウォークの実数 p, qに対応してい
るものと考えることができる. また,コイン行列の以下の性質 (ユニタリ性)から時間発展作
用素 UC はユニタリ作用素になることがわかる.

P ∗P +Q∗Q = PP ∗ +QQ∗ = I, PQ∗ = QP ∗ = O.

ここからは,初期状態 φ (時刻 0での状態)が原点だけに存在している場合を考える. ただ
し,初期状態 φは以下で与えられる集合 S ⊂ C2の元である.

S =
{
φ ∈ C2 : ∥φ∥C2 = 1

}
.

また,関数 δx ⊗ φ ∈ ℓ2(Z,C2)を以下で定義する.

(δx ⊗ φ)(y) =

φ (x = y)

0 (その他)
.

このとき,時刻 n ∈ Z≥,位置 x ∈ Zにおける確率測度 pn(x;φ)は以下で与えられる. ここで,
Z≥ = {0, 1, 2, . . .}とする.

pn(x;φ) = ∥Un
C(δ0 ⊗ φ)(x)∥2C2 (φ ∈ S).

量子ウォークの時間発展作用素の定義に現れるコイン行列Cは,主に 2つの重要な役割を
担っている. 1つ目は, コイン行列のユニタリ性から確率が以下のように保存されることで
ある. ∑

x∈Z
pn(x;φ) =

∑
x∈Z

∥Un
C(δ0 ⊗ φ)(x)∥2C2 = ∥φ∥2C2 = 1.

2つ目の役割は,コイン行列の情報を用いて,ウォーカの状態を変えることにある. 例えば,コ
イン行列 Cは波の透過と反射に関する情報を与えているものと解釈できる. すなわち, η1を
左波, η2を右波と思うことにする. ただし, {η1, η2}を C2の標準基底とする.

|L⟩︸︷︷︸
左向きの波

:= η1 =

(
1

0

)
, |R⟩︸︷︷︸

右向きの波

:= η2 =

(
0

1

)
.

それぞれの基底に,コイン行列 C を施すことで以下の式を得る.

C |L⟩ = C η1 =

 a b

c d

 1

0

 =

 a

c

 = a |L⟩+ c |R⟩ ,

C |R⟩ = C η2 =

 a b

c d

 0

1

 =

 b

d

 = b |L⟩+ d |R⟩ .

これより, aは左波が透過する係数を与え, cは左波が反射し右波になる係数を与えている. 同
様に, bは右波が反射し左波になる係数を与え, dは右波が透過する係数を与えていることが
見てとれる (図 2, 3を参照).
まず,簡単なコイン行列から定義される量子ウォークのダイナミクスを見ていくことにする.
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図 2: 左波のダイナミクス 図 3: 右波のダイナミクス

例 1 (自由量子ウォーク). 次のコイン行列で与えられる量子ウォークは,自由量子ウォークと
よばれている.

C1 =

(
1 0

0 1

)
.

自由量子ウォークは,波が完全透過するモデルになっている. すなわち,左波は必ず透過し左波の
まま左の方向に進み,右波も必ず透過し右波のまま右方向に進む (図4を参照). PQ = QP = O

より, Un
C(δ0 ⊗ φ) = δ−n ⊗ Pnφ+ δn ⊗Qnφが成り立っている. また,以下に注意する.

Pnφ =

(
φ1

0

)
, Qnφ =

(
0

φ2

)
.

これより,時刻 n ∈ Z≥での確率分布は以下のようになる.

pn(x;φ) =


|φ2|2 x = n,

|φ1|2 x = −n,

0 x ̸= ±n.

例 2 (停留量子ウォーク). 次のコイン行列で与えられる量子ウォークは,停留量子ウォークと
よばれている.

C2 =

(
0 1

1 0

)
.

停留量子ウォークは,波が完全反射するモデルになっている. すなわち,左波は必ず反射し右
波になり,右波も必ず反射し左波になる (図 5を参照). まず,以下の関係式が成り立っている.

P 2 = Q2 = O, PQ =

(
1 0

0 0

)
, QP =

(
0 0

0 1

)
.

これより,以下を得る.

U2
C(δ0 ⊗ φ) = δ0 ⊗ PQφ+ δ0 ⊗QPφ = δ0 ⊗ φ.

従って,時刻 n ∈ Z≥での確率分布は以下のようになる.

p2n(x;φ) =

1 x = 0

0 x ̸= 0
, p2n+1(x;φ) =


|φ1|2 x = 1

|φ2|2 x = −1

0 x ̸= ±1

.
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図 4: 自由量子ウォークのダイナミクス 図 5: 停留量子ウォークのダイナミクス

2.2 Z上の空間一様な量子ウォークの弱収束極限定理

本節では, Z上の空間一様な量子ウォークの弱収束極限定理を紹介する. 古典ランダムウォー
クの量子版として導入された量子ウォークは,ランダムウォークとは異なった振る舞いを見
せることで知られている [15, 16]. 例えば,ランダムウォークの確率測度が二項分布で表され,
出発点の確率が高い巣峰型であるのに対して,量子ウォークの確率測度は,出発点の確率が最
も低く, 端点に近い場所の確率が高い逆釣鐘型となっている. 量子ウォークの研究における
最も基本的かつ重要な問題は,確率測度の時間無限大での極限分布を導出することにある.
|a| = 0, 1の場合は,例 1と例 2で見た. ここからは, 0 < |a| < 1を満たすコイン行列から

定義される量子ウォークの振る舞いを見ていくことにする. 以下の定理は,横浜国立大学の今
野紀雄氏によって示された極限定理である. 極限定理に現れる密度関数 fK(ξ; a)は, Z上の
多状態モデルの極限の密度関数にも現れ,中心極限定理のガウス分布に対応するものである.

定理 1 (弱収束極限定理 [15, 16]). 0 < |a| < 1と仮定する. 任意の初期状態φ = T
[
φ1, φ2

]
∈ S

に対して,以下を得る.

lim
n→∞

∑
ξ1≤ x

n
≤ξ2

pn(x;φ) =

∫ ξ2

ξ1

fK(ξ; a)

{
1−

(
|φ1|2 − |φ2|2 +

2Re(abφ1φ2)

|a|2

)
ξ

}
dξ.

ただし,密度関数 fK(ξ; a)は次で与えられる関数である.

fK(ξ; a) =


√
1− |a|2

π(1− ξ2)(
√
|a|2 − ξ2)

ξ ∈ (−a, a)

0 その他
.

古典の場合に対応する分散が nのオーダーで大きくなるのに対し,量子ウォークの場合は n2

のオーダーで大きくなっている. また,弱収束極限定理に現れる関数がユニタリ行列 C と初
期状態 φの取り方に依存していることが分かる. 従って,分布の対称性が保たれるような条
件を導出することも基本的な興味としてある. S の部分集合 Ssymと S⊥を導入する.

Ssym =

{
φ ∈ S :任意の n ∈ Nと x ∈ Zに対して, pn(x;φ) = pn(−x;φ)

}
,

S⊥ =

{
φ =

[
φ1

φ2

]
∈ S : |φ1| = |φ2| =

1√
2
, aφ1bφ2 + aφ1bφ2 = 0

}
.
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図 6: ランダムウォークの極限分布 図 7: 量子ウォークの極限分布

定理 2 (分布の対称性 [16]). 0 < |a| < 1とする. 式 (2)で定義される量子ウォークが対称な
分布をもつためには以下が成り立てば良い.

Ssym = S⊥.

本稿では扱わないが,空間非一様な量子ウォークの研究もされており,最近では,スペクト
ル ·散乱理論の観点からも研究が盛んに行われている [25, 26, 30].

3 量子ウォークの定常性
ここからは, d (d ≥ 1)次元整数格子上の内部自由度 2dの量子ウォークを扱う. 本節では,振

幅を ℓ2(Zd,C2d)上の関数としての枠組みで考えるのではなく,一般の関数空間Map(Zd,C2d)

で振幅を捉えることに注意する. ただし, Map(Zd,C2d)は以下で与える.

Map(Zd,C2d) =
{
f : Zd −→ C2d

}
.

従って,一般的には確率測度にならないものも考察することになる. すなわち, ℓ∞クラスの
ものなども我々の研究対象となる. 典型的な例である一様測度は, ℓ2空間には入らないが, ℓ∞

空間には属する. そこで,測度の記号を pn(x;φ)ではなく, µnと表記することにする.
時刻 n ∈ Z≥,位置 x ∈ Zdの振幅 Ψn(x) (Ψn ∈ Map(Zd,C2d))は 2d次元の複素ベクトル

となるので,以下のように表現する.

Ψn(x) =


Ψ1

n(x)

Ψ2
n(x)
...

Ψ2d
n (x)

 ∈ C2d. (3)

R≥ = [0,∞)とする. このとき,量子ウォークの測度 µn : Zd −→ R≥ は振幅Ψnの情報を用
いて,以下で与えられる.

µn(x) = ∥Ψn(x)∥2C2d .

ただし, ∥ · ∥C2d はC2dの標準ノルムである. また,量子ウォークの時間発展作用素UC から誘
導される測度全体の集合をM(UC)と表記する. このとき,振幅から測度の関係を次の写像 ϕ
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を用いて考察する.
ϕ : Map(Zd,C2d) \ {0} −→ M(UC)

∈ ∈

Ψ 7−→ µ

を次で与える.

ϕ(Ψ)(x) =

2d∑
j=1

∥Ψj(x)∥2C = µ(x) (x ∈ Zd).

ただし, 0は零関数のこととする. これより, µ := ϕ(Ψ) ∈ M(UC)であることに注意する.

3.1 定常測度の定義と例

量子ウォークの性質を調べるに当たって, 量子ウォークの時間発展作用素 (ユニタリ作用
素)から誘導される測度列 {µn}n∈Z≥の性質を調べることは非常に重要である. 本節では,量
子ウォークの定常性に焦点を当てる. この性質を満たす測度は,定常測度とよばれており,時
間に関して不変な測度である. すなわち,

µ0 = µ1 = · · · = µn = · · · (n ∈ Z≥).

いい換えると,定常測度は時刻 n ∈ Z≥に依存しない Zd上の非負実数値関数のことである.
定常測度全体の集合Ms(UC)を以下のようにおく.

Ms(UC)

=
{
µ ∈ M(UC) : 任意の n = 0, 1, 2, . . .に対して,

ϕ
(
Un
CΨ0

)
= µを満たすΨ0 ∈ Map(Zd,C2d)が存在する

}
.

一般的に,空間一様な正則グラフ上の量子ウォークにおいて一様測度が存在することが知ら
れている [17]. 従って, Ms(UC) ̸= ∅が成り立つ. 本稿で紹介する結果は,以下の量子ウォー
クの固有値問題

UCΨ = λΨ (λ ∈ S1, Ψ ∈ Map(Zd,C2d)) (4)

を満たす一般化固有関数をみつけることで定常測度が構成されている. ただし, S1 ⊂ Cを複
素単位円とする. すなわち,

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} .

固有値問題 (4)を考える理由は,以下が成り立つからである.

µn(x) = ϕ(Ψn)(x) = ϕ(Un
CΨ0)(x) = ϕ(λnΨ0)(x) = ϕ(Ψ0)(x) = µ0(x).

すなわち, ϕ(Ψ0) ∈ Ms(UC)となる.
一般的に, 2つの違うコイン行列をとってくれば,定常測度の集合も異なる. 例えば,次の 2

種類 (単位行列,アダマール行列)のコイン行列から誘導される空間一様な量子ウォーク UC1

と UH を考えることにする.

C1 =

[
1 0

0 1

]
, H =

1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

このとき,以下が成り立つことが知られている [20].

Ms(UC1) = Munif (UC1), Ms(UH) ⊋ Munif (UH).
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ただし, Munif (UC)は一様測度全体の集合とする. すなわち,

Munif (UC) =
{
µc ∈ M(UC) : µc(x) = c (x ∈ Z)

を満たす c > 0が存在する
}
.

一様測度は,空間的に周期が 1とみなせる. より一般に,以下の集合を定義する.

M(m)
s,period(UC) = {µ ∈ Ms(UC) : µ(x+m) = µ(x) (x ∈ Z)}.

以下に,注意する.

Munif (UC) = M(1)
s,period(UC) ⊂ Ms,period(UC) ⊂ Ms(UC),

ただし, Ms,period(UC)は以下で与えられる.

Ms,period(UC) =
∪
m≥1

M(m)
s,period(UC).

3.2 アダマールウォークの固有値問題から誘導される定常測度

量子ウォークの固有値問題から誘導される定常測度の集合 M̃s(UC)を決定することが目
標である.

M̃s(UC) =
∪

λ∈S1

M(λ)
s (UC).

ただし, Ms(UC)の部分集合M(λ)
s (UC)を以下で与える. 各 λ ∈ S1に対して,

M(λ)
s (UC) = {µ ∈ Ms(UC) : µ = ϕ(Ψ) s.t. UCΨ = λΨ} .

ここでは,一般化固有関数を求めることで定常測度を構成していることに注意する.
1次元格子上のアダマールウォークの固有値問題から定まる定常測度は 3種類のクラスに

分類されることをみる [13]. すなわち, 1つ目は多項式タイプの定常測度, 2つ目は有界タイ
プの定常測度,最後の 3つ目は指数タイプの定常測度にそれぞれ分解される. さらに,有界タ
イプの定常測度の中には,空間的に周期性をもった測度が存在することを紹介する.

3.2.1 転送行列

量子ウォークの固有値問題から誘導される定常測度の集合 M̃s(UC)を調べるに当たって,
転送行列が有効な道具であることを述べる. この転送行列は, Z上の 2状態の空間非一様な
量子ウォークの定常測度を導出するために Kawai et al. [9]によって導入された手法である.
固有値問題 UCΨ = λΨは次と同値である.

λ

[
ΨL(x)

ΨR(x)

]
=

[
a ΨL(x+ 1) + b ΨR(x+ 1)

c ΨL(x− 1) + d ΨR(x− 1)

]
. (5)

ただし，a ̸= 0とする. また, ΨL(x)は,式 (3)におけるΨ1
n(x)に対応し, ΨR(x)はΨ2

n(x)に
対応している.このとき, Cのユニタリ性より, d ̸= 0が成り立つことに注意する. 式 (5)より,
以下の関係式を得る.

•

ΨL(x)

ΨR(x)

 =

λ
2 − bc

λa
− bd

λa
c

λ

d

λ


ΨL(x− 1)

ΨR(x− 1)


•

ΨL(x)

ΨR(x)

 =

 a

λ

b

λ

− ac

λd

λ2 − bc

λd


ΨL(x+ 1)

ΨR(x+ 1)


.
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ここで, T+
λ (C), T−

λ (C)を次のようにおく.

T+
λ (C) =


λ2 − bc

λa
− bd

λa

c

λ

d

λ

 , T−
λ (C) =


a

λ

b

λ

− ac

λd

λ2 − bc

λd

 .

すると,以下が成り立つ.[
ΨL(x)

ΨR(x)

]
= T+

λ (C)

[
ΨL(x− 1)

ΨR(x− 1)

]
,

[
ΨL(x)

ΨR(x)

]
= T−

λ (C)

[
ΨL(x+ 1)

ΨR(x+ 1)

]
.

これらの行列 T+
λ (C), T−

λ (C)は転送行列とよばれている. 転送行列の間には,次のような関
係式が成り立つ.

T+
λ (C) T−

λ (C) = T−
λ (C) T+

λ (C) = I.

ただし, I は単位行列とする. 以上の議論は,次のようにまとめられる.

定理 3 (転送行列と定常測度 [9]). 次のコイン行列 C で与えられる空間一様な量子ウォーク
を考える.

C =

[
a b

c d

]
.

ただし, a ̸= 0とする. このとき,固有値問題 UCΨ = λΨの解は,転送行列を用いて次のよう
に与えられる.

Ψ(x) =


(T+

λ (C))xΨ(0) (x ≥ 1)

Ψ(0) (x = 0)

(T−
λ (C))|x|Ψ(0) (x ≤ −1)

.

これより,定常測度は µ(x) = ϕ(Ψ)(x) (x ∈ Z)で与えられる. 例えば, T±
λ (C)がユニタリ行

列になっているならば µ(x) = ϕ(Ψ)(x)は一様測度になる.

例 3. アダマールウォークの転送行列は以下で与えられる.

T+
λ (H) =


2λ2 − 1√

2λ

1√
2λ

1√
2λ

− 1√
2λ

 , T−
λ (H) =


1√
2λ

1√
2λ

1√
2λ

−2λ2 − 1√
2λ

 .

3.3 各 K̃jにおける定常測度

固有値問題の式 (5)から,アダマールウォークに関する以下の三項間漸化式が得られる.

λΨj(x+ 2) +
√
2
(
1− λ2

)
Ψj(x+ 1)− λΨj(x) = 0 (j = L, R). (6)

上記の式 (6)から,次の特性方程式が定義できる.

x2 −
√
2

(
λ− 1

λ

)
x− 1 = 0.

重要な点は, 定数項の係数の絶対値が 1になっていることである. 特性方程式の解を Λ+ と
Λ−とおく. すると,以下の 3つのタイプに分類されることがわかる.
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• タイプ 1 : |Λ+| = |Λ−|, Λ+ = Λ−

• タイプ 2 : |Λ+| = |Λ−|, Λ+ ̸= Λ−.

• タイプ 3 : |Λ+| > 1 > |Λ−| > 0 or |Λ−| > 1 > |Λ+| > 0.

1次元アダマールウォークの固有値問題から誘導される定常測度に関する結果を紹介するた
めに, K = [0, 2π)の部分集合K1, K2とK3を用意する.

K1 =

{
π

4
,
3π

4
,
5π

4
,
7π

4

}
, K2 = [0, π/4) ∪ (3π/4, 5π/4) ∪ (7π/4, 2π),

K3 = K \ (K1 ∪K2).

さらに,複素単位円 S1の部分集合 K̃j ⊂ S1を以下のように定義する.

K̃j = {eiθ : θ ∈ Kj}, (j = 1, 2, 3).

注意 1. 固有値問題 UHΨ = eiθΨ (0 ≤ θ < 2π)を満たす θ ∈ K に対して,以下が成り立つ.

T+
λ (H), T−

λ (H) ∈ U(2) ⇐⇒ θ = 0, π.

これより, λ = ±1のとき, UHΨ = ±Ψを満たす関数 Ψ ∈ Map(Z,C2)に誘導される定常測
度は,原点におく初期情報Ψ(0)に依存せず一様測度になる. すなわち,以下を得る.

ϕ(Ψ) ∈ Munif (UH).

上記のそれぞれのタイプから,以下の 3種類の定常測度が登場する. 1つ目は, 2次多項式
タイプの定常測度で,その集合は以下で与えられる.

Ms,qp(UC) =
{
µ ∈ Ms(UC) : 0 < lim

x→±∞

µ(x)

|x|2
< +∞

}
.

2つ目は,有界タイプの定常測度で,その集合は以下で与えられる.

Ms,bdd(UC) = {µ ∈ Ms(UC) : ∃C > 0 s.t. µ(x) ≤ C (x ∈ Z)}.

最後の 3つ目は,指数タイプの定常測度で,その集合は以下で与えられる.

Ms,exp(UC) =
{
µ ∈ Ms(UC) : ∃ c+, c− > 0 (c+, c− ̸= 1) s.t.

0 < lim
x→+∞

µ(x)

cx+
< +∞, 0 < lim

x→−∞

µ(x)

cx−
< +∞

}
.

3.3.1 多項式タイプの定常測度

複素単位円 S1上の部分集合 K̃1では, 2次多項式タイプの定常測度になることをみる. さ
らに, Ψ(0)の取り方によっては一様測度が現れることを紹介する. 原点に設定する初期情報
Ψ(0) (Ψ ∈ Map(Z,C2) \ {0})を以下のように記述する.

Ψ(0) =

[
ΨL(0)

ΨR(0)

]
= φ =

[
φ1

φ2

]
(φ1, φ2 ∈ C) .

命題 1 (2次多項式タイプの定常測度 [13]). λ ∈ S1を UHΨ = λΨを満たすものとし, λ = eiθ

(θ ∈ K)とおく. このとき,以下の主張を得る.
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(1) 特性方程式の解が重解 Λ+ = Λ−となる λ ∈ S1は,以下で与えられる.

λ1 = ei
π
4 , λ2 = ei

3π
4 , λ3 = ei

5π
4 , λ4 = ei

7π
4 .

(2) (a) θ = π/4, 5π/4 ∈ K1 に対して, 固有値問題 UHΨ = eiθΨ を満たす関数 Ψ ∈
Map(Z,C2)に誘導される定常測度は以下のようになる.

ϕ(Ψ) ∈ Ms,qp(UH) · · · · · · |φ1|2 + |φ2|2 ̸= 2 Im(φ1φ2)のとき,

ϕ(Ψ) ∈ Munif (UH) · · · · · · |φ1|2 + |φ2|2 = 2 Im(φ1φ2)のとき.

(b) θ = 3π/4, 7π/4 ∈ K1 に対して, 固有値問題 UHΨ = eiθΨを満たす関数 Ψ ∈
Map(Z,C2)に誘導される定常測度は以下のようになる

ϕ(Ψ) ∈ Ms,qp(UH) · · · · · · |φ1|2 + |φ2|2 ̸= −2 Im(φ1φ2)のとき,

ϕ(Ψ) ∈ Munif (UH) · · · · · · |φ1|2 + |φ2|2 = −2 Im(φ1φ2)のとき.

転送行列を用いると,次のように表現できることに注意する.

ϕ(Ψ)(x) =


∥(T+

λ (H))xφ∥2C2 (x ≥ 1)

∥φ∥2C2 (x = 0)

∥(T−
λ (H))|x|φ∥2C2 (x ≤ −1)

.

このとき,命題 1に現れた以下の条件を詳しく調べる.

|φ1|2 + |φ2|2 = 2 Im(φ1φ2), |φ1|2 + |φ2|2 = −2 Im(φ1φ2).

系 1 (一様測度になるための条件 [13]). 各 θ ∈ K1に対して, ϕ(Ψ)が一様測度になるための
必要十分条件が得られる.

(1) θ =
π

4
,
5π

4
に対して,以下が成り立つ.

ϕ(Ψ) ∈ Munif (UH) ⇐⇒ φ ∈ S
(1)
unif .

(2) θ =
3π

4
,
7π

4
に対して,以下が成り立つ.

ϕ(Ψ) ∈ Munif (UH) ⇐⇒ φ ∈ S
(2)
unif ,

ただし, k = 1, 2に対して S
(k)
unif を以下のように与える.

S
(k)
unif =

{
φ =

[
φ1

φ2

]
∈ C2 : |φ1| = |φ2|, arg(φ1)− arg(φ2) =

(2k − 1)π

2
+ 2nπ (n ∈ Z)

}
.

3.3.2 有界タイプの定常測度

複素単位円 S1上の部分集合 K̃2では,有界タイプの定常測度になることをみる. さらに,有
界タイプの定常測度の中には空間的に周期性をもった測度が存在することを紹介する.

命題 2 (有界タイプの定常測度 [13]). θ ∈ K2に対して,以下を得る.
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(1) |Λ+| = |Λ−| (Λ+ ̸= Λ−).

(2) |φ1|, |φ2| < ∞と仮定する. このとき, 固有値問題 UHΨ = eiθΨを満たす関数 Ψ ∈
Map(Z,C2)に誘導される定常測度は有界性をもった定常測度となる. すなわち, 以下
を得る.

ϕ(Ψ) ∈ Ms,bdd(UH).

命題 2の (1)より,以下が成り立つ.

|Λ+| = |Λ−| = 1 (θ ∈ K2).

従って,以下を満たす ξj ∈ (0, 2π)が存在する.

Λ+ · Λ− =

eiξ1
(
0 ≤ θ < π

4 ,
3π
4 < θ ≤ π

)
eiξ2

(
π ≤ θ < 5π

4 , 7π
4 < θ < 2π

) .
ただし, ξ1と ξ2は以下で与えられる.

cos ξ1 = 1− 2 cos 2θ, sin ξ1 = −2
√
2 cos 2θ sin θ, eiξ2 = e−iξ1 .

各 µ ∈
∪

λ∈K̃2

M(λ)
s (UH)に対して, µ(x)は次のような形をしている.

µ(x) =



∣∣∣ 1
Λ+−Λ−

∣∣∣2(W1(φ1, φ2, θ)− 2Re
(
(Λ+ · Λ−)

xW2(φ1, φ2, θ)
))

x ≥ 1,

|φ1|2 + |φ2|2 x = 0,

∣∣∣ 1
Λ+−Λ−

∣∣∣2(W3(φ1, φ2, θ)− 2Re
(
(Λ+ · Λ−)

xW4(φ1, φ2, θ)
))

x ≤ −1.

Wi(φ1, φ2, θ) (i = 1, 2, 3, 4)は,初期情報 φと θ ∈ Kのみに依存している関数である. 具体的
な形は, [13]を参照されたい. また,以下に注意する.∣∣∣∣ 1

Λ+ − Λ−

∣∣∣∣2 = 1

4 cos 2θ
(θ ∈ K2).

注意 2. θ ∈ K2として, θ = 0もしくは πを取ってくる. このとき,次が成り立つ.

W2(φ1, φ2, θ) = 0, W4(φ1, φ2, θ) = 0

(
φ =

[
φ1

φ2

]
∈ C2

)
.

注意 3. W2(φ1, φ2, θ) = 0と仮定する. このとき,以下を得る.

W1(φ1, φ2, θ) = 4 cos 2θ(|φ1|2 + |φ2|2) ̸= 0.

W4(φ1, φ2, θ) = 0と仮定する. このとき,以下を得る.

W3(φ1, φ2, θ) = 4 cos 2θ(|φ1|2 + |φ2|2) ̸= 0.

次を満たすmmin ∈ Nを定常測度 µの周期とよぶことにする.

mmin = min
m

{m ∈ N : µ(x+m) = µ(x) (x ∈ Z)}.
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定理 4 (定常測度の周期性 [13]). θ ∈ K2とする. このとき,以下が成り立つ.

(1) W2(φ1, φ2, θ) = 0かつW4(φ1, φ2, θ) = 0であると仮定する. このとき,以下を得る.

µ ∈ M(1)
s,period(UH) = Munif (UH).

(2) W2(φ1, φ2, θ) ̸= 0かつW4(φ1, φ2, θ) ̸= 0であると仮定する. µ ∈
∪

λ∈K̃2

M(λ)
s (UH)に対

して,以下が成り立つ.

µが空間的に周期性をもつ⇐⇒


2nπ

ξ1
∈ N

(
0 ≤ θ <

π

4
,
3π

4
< θ ≤ π

)
2nπ

ξ2
∈ N

(
π ≤ θ <

5π

4
,
7π

4
< θ < 2π

) .

ただし, n ∈ N.

従って,定常測度 µの周期は以下で定まる.

mmin = min
m

{
m ∈ N : m =

2nπ

ξj
(n ∈ N)

}
.

例 4. θ =
π

6
のケースを考える.

Λ+ = ei
π
4 , Λ− = ei

3π
4 , Λ+ · Λ− = ei

3π
2 .

このとき,以下を得る.

mmin = min
m

{
m ∈ N : m = 2nπ × 2

3π
(n ∈ N)

}
= 4.

すなわち, UHΨ = ei
π
6 Ψから誘導される定常測度は周期 4をもつ.

ϕ(Ψ) ∈ M(4)
s,period(UH).

3.3.3 指数タイプの定常測度と主結果

複素単位円 S1 上の部分集合 K̃3 では, 指数タイプの定常測度になることをみる. そして,
これらの命題 1, 2と 3を利用すると,目標であった M̃s(UC)が 3つに分解できることが示さ
れる.

命題 3 (指数タイプの定常測度 [13]). θ ∈ K3とする.

(1) θ ∈ K3に対して,以下を得る.
|Λ+| > 1 > |Λ−| > 0

(
π

4
< θ <

π

2
,
5π

4
< θ <

3π

2

)
,

|Λ−| > 1 > |Λ+| > 0

(
π

2
≤ θ <

3π

4
,
3π

2
≤ θ <

7π

4

)
.

(2) 固有値問題 UHΨ = eiθΨを満たす関数Ψ ∈ Map(Z,C2)に誘導される定常測度は指数
タイプの定常測度となる. すなわち,以下を得る.

ϕ(Ψ) ∈ Ms,exp(UH).

命題 1, 2, 3から以下を得る.
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定理 5 (アダマールウォークの 3種類の定常測度 [13]). Z上のアダマールウォークの固有値
問題から得られる定常測度を考える. このとき,以下を得る.

M̃s(UH) = ˜Ms,qp(UH) ∪ ˜Ms,bdd(UH) ∪ ˜Ms,exp(UH).

ただし,
˜Ms,j(UH) = Ms,j(UH) ∩ M̃s(UH) (j = qp, bdd, exp).

注意 4. 本稿では,空間一様な 1次元 2状態の量子ウォークの定常測度に関する議論を行なっ
た. 他のモデルに対しても研究されている. 例えば,空間非一様なモデルでは [9, 19],レイジー
モデルは [8]を参照されたい.

3.4 高次元格子上の定常測度

本節では,量子ウォークの特徴的な現象の一つである局在化に着目し,定常確率測度を構成
する. 例えば,標準モデルのグローバーウォークやレイジー ·グローバーウォークは局在化が
起こる典型的な例である. ここで, Zd上の標準モデルの量子ウォークとレイジーモデルの量
子ウォークは以下のモデルのことである. {e1, e2, . . . , ed}を Zdの標準基底, {η1, . . . , ηD}を
CDの標準基底とし, Piを 1次元部分空間 Cηiへの直交射影とする.

標準モデルの量子ウォーク :内部自由度をD = 2dとする. このとき,以下の時間発展作用素
UC で与えられる空間一様な量子ウォークを標準モデルとよぶことにする.

(UCf)(x) =
d∑

i=1

(
P2i−1Cf(x+ ei) + P2iCf(x− ei)

)
.

すなわち,標準モデルの量子ウォークとは,ウォーカーが 2d個の隣接点に移動するモデルで
ある.

レイジーモデルの量子ウォーク :内部自由度をD = 2d+ 1とする. このとき,以下の時間発
展作用素 UC で与えられる空間一様な量子ウォークをレイジーモデルとよぶことにする.

(UCf)(x) =

d∑
i=1

(
PiCf(x+ ei) + P(i+1)+dCf(x− ei)

)
+ Pd+1Cf(x).

すなわち, 標準モデルに留まる項を付けたものである. ここでは, 標準モデルのグローバー
ウォークから得られる結果のみを紹介する.

3.4.1 フーリエ変換

関数 f を f : [−π, π)d −→ C2dとし, k = (k1, k2, · · · , kd) ∈ [−π, π)dとする. このとき,関
数 f の Fourier変換は以下で与えられる.

(Ff)(x) =
1

(2π)d

∫
[−π,π)d

ei⟨x,k⟩f(k) dk (x ∈ Zd).

ただし, ⟨x,k⟩は Rdの標準内積である. また,その逆変換 F∗ は

ĝ(k) ≡ (F∗g)(k) =
∑
x∈Zd

e−i⟨x,k⟩ g(x)
(
g ∈ Map(Zd,C2d), k ∈ [−π, π)d

)
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となる. この設定のもとで,振幅Ψnを Fourier逆変換したものを Ψ̂n(k)とおく. このとき,以
下の関係式が導かれる.

Ψ̂n+1(k) = ÛC(k)Ψ̂n(k).

ただし, D ×Dの行列 ÛC(k)は以下で与えられるユニタリ行列である.

ÛC(k) =
d∑

j=1

(
eikjP2j−1C + e−ikjP2jC

)
.

3.4.2 局在化と定常確率測度

本節では,次のD次のコイン行列C = GDで与えられるグローバーウォークが主役になる.

GD =
2

D
J − I. (7)

ただし, D次の行列 Jはすべての成分が 1の行列とする. ユニタリ行列GDで与えられる空間
一様な量子ウォークはグローバーウォークとよばれている. Z上のレイジーモデルのグロー
バーウォークやZ2上の標準モデルのグローバーウォークは,空間一様な 2状態の量子ウォー
クでは現れなかった局在化が起こる [6, 7]. ここで, 点 x ∈ Zdで初期状態 φにおいて, 量子
ウォークに局在化が起こるとは，以下で定義される.

lim sup
n→∞

µn(x) > 0.

量子ウォークの局在化は時間発展作用素の固有値の存在と密接にかかわっている. 例えば,
Tate [33]によって以下の定理が示されている.

定理 6 (局在化と固有値の関係 [33]). U を ℓ2(Zd,CD)上の周期的ユニタリ推移作用素とする.
このとき,次が成り立つ.

(1) U が固有値 ωをもつことと, Û(z)が任意の z ∈ T dに対して固有値 ωをもつことは同
値である.

(2) U が点 x ∈ Zd において, 初期状態 φで局在化をもつことと, spec(U)p ̸= ∅は同値で
ある.

周期的ユニタリ推移作用素等の定義は [33]を参照されたい. 定理 6は,周期的ユニタリ推
移作用素 U が局在化をもつか否かの議論を行うのに役に立つ.
Zd上の標準モデルのグローバーウォークにおいて, ÛG2d

(k)は波数 kに依存しない固有値
として ±1をもつことが知られている [14]. 固有値 1の固有関数を Ψ̂(k)とおく. このとき,
ÛG2d

(k)の固有値 1の固有関数 Ψ̂(k)は以下のように具体的に記述できる.

補題 1. Xj = eikj とし, Xj = e−ikj とする. このとき，Ψ̂(k)以下のように記述できる.1

Ψ̂(k) =



(1 +X1)
∏d

l=2(1 +Xl)(1 +Xl)

(1 +X1)
∏d

l=2(1 +Xl)(1 +Xl)
...

(1 +Xj)
∏

l ̸=j(1 +Xl)(1 +Xl)

(1 +Xj)
∏

l ̸=j(1 +Xl)(1 +Xl)
...

(1 +Xd)
∏d−1

l=1 (1 +Xl)(1 +Xl)

(1 +Xd)
∏d−1

l=1 (1 +Xl)(1 +Xl)


. (8)

1同様に,固有値 −1の固有関数も計算できる. また, Zd 上のレイジーモデルのグローバーウォークにおいて,
ÛG2d+1(k)は波数 kに依存しない固有値として 1をもつ (固有値 −1はもたない )ことがしられている [14].
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各 u = (u1, . . . , ud) ∈ Zdに対して, Zdの部分集合Kd
u ⊂ Zdを以下で与える.2

Kd
u =

x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Zd :

√√√√ d∑
i=1

(xi − ui)2 ≤
√
d

 .

例 5 (K2
0 ). K2

0 =
{
(0, 0), (±1,±1), (±1, 0), (0,±1)

}
.

各 x ∈ Zdに対して,式 (8)と Fourier変換 F を用いて以下のように関数Ψ
(0)
s を定義する.

Ψ(0)
s (x) ≡ (FΨ̂)(x).

ここで, 0 = (0, . . . , 0)は Zdの原点とする. さらに,各 c ∈ Kd
0 に対して, 2d次元複素ベクト

ル acを

ac ≡ Ψ(0)
s (c)

で与える. また, u ∈ Zdに対して,関数Ψ
(u)
s : Zd −→ C2dを次で定義する.

Ψ(u)
s (x) =

∑
c∈Kd

0

acδu+c(x). (9)

式 (9)の意味は,ウォーカーが u ∈ Zdのまわりで重み (複素ベクトル) acをもっている状況
である. このとき,関数Ψ

(u)
s の台 supp

(
Ψ

(u)
s

)
は Zdの有限部分集合となる. すなわち,

supp
(
Ψ(u)

s

)
= Kd

u.

例 6 (d = 2における ac).

a =


2

2

2

2

 δ(0,0) +


1

1

0

2

 δ(0,1) +


0

2

1

1

 δ(1,0) +


1

1

2

0

 δ(0,−1) +


1

0

1

0

 δ(−1,−1)

+


2

0

1

1

 δ(−1,0) +


0

1

0

1

 δ(1,1) +


0

1

1

0

 δ(1,−1) +


1

0

0

1

 δ(−1,1).

このとき, Zd上の標準モデルのグローバーウォークの定常測度を与える振幅Ψ ∈ Map(Zd,C2d)

は以下で求まる.

定理 7 (定常振幅 [12]). {φu}u∈Zd を φ ≡ 0でない任意の複素点列とする. ここで, φ ≡ 0は
φu = 0 (u ∈ Zd)を意味する. 関数Ψ

(φ)
s (x)を次で定義する.

Ψ(φ)
s (x) =

∑
u∈Zd

φu Ψ(u)
s (x). (10)

このとき, Ψ(φ)
s (x)は UG2d

の固有値 1の固有関数となる. 従って,系として

ϕ(Ψ(φ)
s ) ∈ Ms(UG2d

).

を得る.
2#Kd

u = 3d が成り立つ. ただし, #X は集合 X の元の個数である.
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また,レイジー ·グローバーウォークの結果，および三角格子上のグローバーウォークの
定常測度に関する結果も同様に得ることができる.

例 7 (Z2上の標準モデルのグローバーウォークの定常確率測度). 簡単のため,線形和として
原点のみの和を考える. また,式 (10)の φuとして正規化定数 1

4
√
3
をとってくる. このとき,

以下の測度 µは定常確率測度になっている.

µ(x1, x2) = ∥Ψ(φ)
s (x1, x2)∥C4

=
(1
3
δ(0,0) +

1

8

(
δ(0,1) + δ(0,−1) + δ(1,0) + δ(−1,0)

)
+

1

24

(
δ(1,−1) + δ(−1,1) + δ(1,1) + δ(−1,−1)

))
(x1, x2).

定理 7内の φuとして有界な関数をとってくれば，振幅Ψ
(φ)
s は ℓ∞関数になる. また,振幅

の台を有限にすればΨ
(φ)
s は ℓ2関数になる. 状況に応じて,振幅が属する関数のクラスは変わ

る. この結果は, 1次元アダマールウォークの定常測度で得た結果とは大きく異なる.

4 量子ウォークの局在性
前節では, 量子ウォーク特有の性質である局在化現象を利用して, 定常確率測度を構成し

た. 本節では, 前節で利用した局在化に関する結果を説明する. ここでは, ヒルベルト空間
ℓ2(Zd,CD)上の時間発展作用素を考える.

ℓ2(Zd,CD) =

{
f : Zd −→ CD : ∥f∥2 :=

∑
x∈Zd

∥f(x)|2CD < ∞

}
.

量子ウォークの長時間挙動において,通常の古典ランダムウォークでは見られない局在化と
よばれる現象があり,時間発展作用素 (ユニタリ作用素)の固有値の存在と密接に関わってい
る (前節定理 6を参照). この現象は, Mackay et al. [21]らによって正方格子上のグローバー
ウォークのシミュレーションで発見され, Inui et al. [6]らによって解明された. その後, 1次元
3状態のレイジー ·グローバーウォー クにおいても局在化が起こることが報告されている.
すなわち,標準モデルの量子ウォークに留まる項を付け加えると局在化が起きることが発見
された. さらに,標準モデルの量子ウォークに欠陥 (不純物)を与えたケースにおいても局在
化が引き起こされることが知られている.
本稿では,グローバータイプの量子ウォークの結果を紹介する. より詳しい内容は. Komatsu

and Tate [14]を参照されたい.
式 (7)で与えられる行列 GD は (GD)

2 = I を満たしてるのが特徴である. そこで,グロー
バーウォークを含む以下の量子ウォークに焦点を当てる. コイン行列Cをスカラー行列でな
いD ×Dのユニタリ行列とする.

• グローバータイプ :コイン行列 C が C2 = I を満たすとする. この C に付随する UC

で与えられる量子ウォークをグローバータイプとよぶことにする.

注意 5. C2 = I なので,固有値として±1をもつ. 固有値 1の固有空間を ε(1)とおき,固有値
−1の固有空間を ε(−1)とする.

各 i ∈ {1, 2, . . . , d}に対して,ヒルベルト空間 ℓ2(Zd,CD)上のシフト作用素 τiを以下で与
える.

(τif)(x) = f(x− ei) (f ∈ ℓ2(Zd,CD), x ∈ Zd).
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ただし, {e1, e2, . . . , ed}は Zdの標準基底とする. さらに, α =
d∑

i=1

αiei ∈ Zdに対して,

τα = τα1
1 · · · ταd

d

とする. このとき, コイン行列 C を用いて定義されるグローバータイプの時間発展作用素
UC : ℓ2(Zd,CD) −→ ℓ2(Zd,CD)を考える.

UC =
∑
α∈S

ταPαC, (11)

ただし, {Pα}α∈S は以下を満たす CD上の直交射影の族とする.

PαPβ = 0 (α ̸= β), P 2
α = Pα,

∑
α∈S

Pα = I.

式 (11)に現れる Zdの有限部分集合 Sは,以下を満たしているものである．

任意の x ∈ Zd,y ∈ Zd \ (x+ S), φ ∈ CDに対して, (UC(δx ⊗ φ))(y) = 0.

以後,この Zdの有限部分集合 Sをステップ集合とよぶことにする. ステップ集合 Sは,時間
発展作用素により, ウォーカーが次の時刻に移動する場所を教えてくれるものである. 標準
モデルの量子ウォークは,隣接する 2d個の点に移動するモデルであった. すなわち,標準モ
デルの量子ウォークのステップ集合 Sは S = {±e1,±e2, · · · ,±ed}である. 一方,レイジー
モデルのステップ集合 Sは S = {0,±e1,±e2, · · · ,±ed}となる. 次の定理を示すために,ス
テップ集合に以下の対称性を課す.

仮定 1. α ∈ S =⇒ −α ∈ S.

定理 8 (グローバータイプの局在化 [14]). ステップ集合 Sが仮定 1を満たしているとする. ま
た, UC を上の式 (11)で与えられるグローバータイプの時間発展作用素とする. このとき,任
意の ϕ ∈ ε(1)と α ∈ S に対して ∥Pαϕ∥2CD = ∥P−αϕ∥2CD を満たしているならば, UC は固有
値 1をもつ. 同様に,任意の ϕ ∈ ε(−1)と α ∈ Sに対して ∥Pαϕ∥2CD = ∥P−αϕ∥2CD を満たして
いるならば, UC は固有値−1をもつ.

例 8. d ≥ 2とする. d次元整数格子上の標準モデルのグローバーウォークは固有値±1をも
つ. それ以外に,固有値はもたない.

例 9. d ≥ 1とする. d次元整数格子上のレイジーモデルのグローバーウォークは固有値 1を
もつ. それ以外に,固有値はもたない.

次のステップ集合 Sを考える.

S = {e1, e2, u3}, u3 = (−1,−1). (12)

注意 6. 定理 8では,ステップ集合に対称性を課した. 例えば,三角格子上の標準モデルの量
子ウォークはステップ集合としては対称性があり,固有値±1をもつ [14]. 一方で,式 (12)で
与えられるステップ集合 Sは非対称な三角格子上の量子ウォーク [11]になっており,固有値
をもたなことが簡単な計算からチェックできる. このように,ステップ集合に対称性が失われ
ると,固有値をもたないことがある.
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Algebraic and Lyapunov Reducibilities and the analysis of
Linear Dynamical Systems and Quantum Systems

Takeo Kamizawa

Abstract
The analysis of linear dynamical systems can be difficult even for the simplicity of the linear

structure. In this article we will study two main approaches for the analysis of linear systems:
the algebraic reducibility and the Lyapunov reducibility. The algebraic approach concerns,
roughly speaking, the reductions of the system into smaller invariant parts, and the Lyapunov
approach tries to transform the system into another kinematically similar system so that the
coefficient is time-invariant. These techniques can reduce our systems and help us analyse
these complex structures further. In addition, we apply these techniques to the analysis of
open quantum systems.

1 Linear Dynamical Systems
Let us consider a linear differential equation:

d

dt
x(t) = A(t)x(t) (1)

or a linear difference equation:
x(t+ 1) = A(t)x(t), (2)

where x(t) ∈ Cn and A(t) ∈ Mn(C) is bounded with respect to t ∈ I (I is either R, R+
0 , Z, Z

+
0 in

this article). Even these equations are linear, i.e. the structures are relatively simple, the analysis
of these systems can be difficult depending on the structure of A(t). For instance, there are only
a few classes such that the solution to the linear differential equation (1) is known to be written
in a closed form. What can we do in order to analyse linear differential or difference equations in
detail? There can be several approaches for this problem:

1. If the generator is constant, i.e. A(t) = A = const., then it is well-known that the fundamental
matrix solutions Φ(t, t0) to (1) and (2) are given by Φ(t, t0) = exp (A (t− t0)) and Φ(t, t0) =
At−t0 , respectively.

2. If the generator A(t) can be brought into a block-diagonal form by some constant S:

S−1A(t)S =

 Q11(t)
. . .

Qss(t)

 , (3)

then the total dynamics (1) or (2) is decomposed into s independent components. This
decomposition simplifies the structure of the dynamics and our analysis becomes easier.
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3. If there is some change of basis x(t) = P (t)y(t) such that the transformed equation

d

dt
y(t) = B(t)y(t) (4)

or
y(t+ 1) = B(t)y(t), (5)

has some constant generator (i.e. B(t) = B = const.), then one can compute the fundamental
matrix solution of the transformed equation, so finally the solution to the original equation is
obtained.

The second approach is connected with the algebraic structure of the associative algebra A generated
by A(t), and this will be called the algebraic reducibility. On the other hand, the third approach
was developed by Lyapunov, so this will be called the Lyapunov reducibility.

The main purpose of this article is to summarise the ideas of the algebraic and Lyapunov
reducibilities, propose some criteria of reducibilities, and apply these techniques to the analysis of
open quantum systems.

2 Algebraic Reducibility

2.1 Block-Diagonal Reduction of Generator
Let us consider the dynamics given in (1) or (2). The main idea for the algebraic reducibility is to
find invariant subspaces with respect to A(t) so that all the trajectories starting from each of them
stay inside for all the time. In finite-dimensional cases, this is realised when the generator A(t) is
block-triangularised under some basis, i.e. there is some constant matrix S such that

S−1A(t)S =

 Q11(t) · · · Q1s(t)
. . .

...
Qss(t)


for some block matrices Qij(t). Moreover, if the system is block-diagonalised, i.e. there is some
constant matrix S such that

S−1A(t)S =

 Q11(t)
. . .

Qss(t)

 , (6)

we are able to consider the original system as a union of s independent subsystems which are
smaller in dimension. Thus, the analysis of the linear dynamics becomes much easier. However,
it is not always possible to bring the generator A(t) into a block-diagonal form. When is the
block-diagonalisation available? A key object is the ’algebra genetated by A(t)’.

2.2 Linear Decomposition of Generator
In order to construct the algebra A generated by A(t), it is useful to ’separate’ the time-dependent
factor from A(t). A simple observation similar to that in Theorem 2 in [34] can show that the
generator A(t) can be represented as a linear combination of basis matrices.
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Theorem 1. Suppose A (t) in (1) is bounded and piecewise continuous for t ∈ I. Then there are
linearly independent constant operators A1, . . . , Ar (r ≤ n2) and time-dependent scalar functions
γ1 (t) , . . . , γr (t) such that

A (t) =
r∑

k=1

γk (t)Ak. (7)

2.3 Shemesh Criterion
The first criterion for the algebraic reducibility introduced in this article is the (generalised)
’Shemesh criterion’, which is a method to determine the existence of a common eigenvector for
matrices. The importance of the existence of a common eigenvector is that, if the generator A(t)
is represented as (7) and if there is some common eigenvector x for A1, . . . , Ar, then the matrix
P = [x,v1, . . . ,vn−1] can block-triangularise the generator A (t) for all t:

P−1A (t)P =


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
0 ∗ · · · ∗

 (∗ denotes some number),

where v1, . . . ,vn−1 ∈ Cn are some vectors such that {x,v1, . . . ,vn−1} is an orthogonal basis of Cn.
Then, on the subspace spanned by x, the linear equation (1) or (2) is one-dimensional, on which
the solution can be computed in a closed form.

Shemesh [43] established a necessary and sufficient condition for the existence of a common
eigenvector for two matrices. Jamiołkowski and Pastuszak [24] showed a generalisation of the
Shemesh criterion for an arbitrary number of matrices.

Theorem 2. (Generalised Shemesh criterion [24]). Let A1, . . . , Ar ∈ Mn (C) and

N (A1, . . . , Ar) =
n−1∩

ki,li≥0

ker
[
Ak1

1 · · ·Akr
r , A

l1
1 · · ·Alr

r

]
(8)

where the intersection is taken so that
∑

i ki ̸= 0,
∑

i li ̸= 0. Then, N (A1, . . . , Ar) is the maximal
common invariant subspace containing all common eigenvectors. Therefore, A1, . . . , Ar have a
common eigenvector if and only if N (A1, . . . , Ar) ̸= {0}. Moreover,

N (A1, . . . , Ar) = ker
n−1∑

ki,li=0

[
Ak1

1 · · ·Akr
r , A

l1
1 · · ·Alr

r

]∗ [
Ak1

1 · · ·Akr
r , A

l1
1 · · ·Alr

r

]
, (9)

where the summation is taken so that
∑

i ki ̸= 0,
∑

i li ̸= 0.

An important point of the (generalised) Shemesh criterion is that the computation of the RHS
of (9) can be done ’effectively’, i.e. the procedure can decide the existence of a common eigenvector
step-by-step in a finite number of steps.
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2.4 Associative Algebra and Wedderburn Decomposition
For discussing the block-diagonal reducibility of A(t), let us introduce the concept of ’associative
algebras’. Throughout this article, an algebra A is defined as a linear space over a field which is
closed under a bilinear map the so-called multiplication, and if additionally the associative law is
satisfied with respect to the multiplication, the algebra is said to be an associative algebra. We
only consider associative algebras in the sequel, so we simply say ’algebras’ instead of ’associative
algebras’. For an algebra A, we define the centre of A by

Z (A) = {A ∈ A | AB = BA (∀B ∈ A)} .

An element of an algebra N ∈ A is said to be nilpotent if there is some j ∈ N such that N j = O.
Moreover, an element P ∈ A is said to be properly nilpotent if PA is nilpotent for all A ∈ A. The
set of all properly nilpotent elements in A is called the radical of A and denoted by radA. An
algebra A is said to be semi-simple if radA = {O}, where O is the additive identity of the algebra.
An algebra which has no non-trivial ideal is called a simple algebra. According to Wedderburn [45],
a semi-simple algebra can be decomposed into a direct sum of simple algebras:

Theorem 3. (Wedderburn decomposition, cf. [11, 17, 40]). Let A be a finite-dimensional semi-
simple algebra over C. Then, there are simple algebras Ak such that

A =
s⊕

k=1

Ak, (10)

which is unique up to the order.

Let A ∈ Mn (C) be a matrix. An A-invariant subspace V ⊂ Cn is a subspace such that AV ⊂ V.
Obviously, {0} and Cn are invariant subspaces for any A ∈ Mn (C), so they are called the trivial
invariant subspaces. For a set of matrices A = {A1, . . . , Ar} ⊂ Mn (C), a subspace V ⊂ Cn is said
to be an A-invariant subspace if V is an invariant subspace for all A1, . . . , Ar. A set of matrices
A ⊂ Mn (C) is said to be A-reducible (reducible, in short) if there is a non-trivial A-invariant
subspace and A is said to be irreducible, otherwise.

Theorem 4. (Burnside’s theorem on algebra, cf. [1, 11, 17]). The only irreducible subalgebra of
Mn (C) with n ≥ 2 is Mn (C) itself. In other words, for an algebra A ⊊ Mn (C) with n ≥ 2, there
exists a non-trivial A-invariant subspace.

Since each simple subalgebra is isomorphic to the full matrix algebra Mnk
(C) for some nk, we

have the following statement:

Corollary 5. The generator A(t) in (1) or (2) can be block-diagonalised in the form (6) with s ≥ 2
if and only if the algebra A generated by A(t) is reducible and semi-simple.

We say that an algebra A is completely reducible if A is reducible and semi-simple. At this
point, we have the following questions:

• How to construct the algebra A generated by A(t)?

• How to check the reducibility of A?

• How to check the semi-simplicity of A?

In the following subsections, we will study ’effective’ methods to answer these questions.
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2.5 Construction of Basis of Algebra
As we have seen above, it is important to analyse the complete reducibility of the algebra generated
by A(t). Since the algebra generated by A (t) is identical to the algebra generated by the constant
operatorsA1, . . . , Ar in (7), it is enough to construct a basis of the algebra A generated byA1, . . . , Ar

to check the reducibility of the algebra and test the semi-simplicity of A.
Let us review how to construct a basis of the algebra A generated by some matrices A1, . . . , Ar ∈

Mn (C). First, we are able to assume that A1, . . . , Ar are linearly independent without loss of
generality (because if, for instance, A1 and A2 are linearly dependent, the generated algebras
A (A1) and A (A1, A2) are identical). A simple and direct method for constructing a basis is the
following:

Algorithm 6. Let A1, . . . , Ar ∈ Mn (C).

Step 1 Set B = {A1, . . . , Ar}.

Step 2 Compute AjAk for some j, k ∈ {1, . . . r}.

Step 3 Check whether B ∪ {AjAk} is linearly independent. If so, add AjAk into B.

Step 4 Repeat Step 2 and 3 for all combinations of (j, k).

Step 5 Repeat similar processes for all possible combinations of indices with lengths 2, 3, 4, . . ..

Step 6 The obtained set B is a basis of A.

Note that CardB ≤ n2. This procedure finishes in a finite number of steps because of the
Cayley-Hamilton theorem, so the length of the products of matrices Ak1

· · ·Akξ
(kj ∈ {1, . . . , r}) is

bounded above. However, several better results on the upper bound for kξ have been reported by
Paz [39]:

kξ ≤
⌈
n2 + 2

3

⌉
(11)

and another bound by Pappacena [37]:

kξ ≤ n

√
2n2

(n− 1)
+

1

4
+
n

2
− 2. (12)

2.6 Discriminant of Algebra
Let A ⊂ Mn (C) be an m-dimensional matrix algebra with n ≥ 2. Recall that a matrix P ∈ A
is said to be properly nilpotent if PA is nilpotent for all A ∈ A, and P is properly nilpotent iff
trPA = 0 for all A ∈ A due to the Dickson’s theorem (cf. [9]). If we take a basis B = {Bk}mk=1 of
A, the matrices P and A have linear expansions:

P =
∑m

k=1 πkBk, A =
∑m

k=1 αkBk,

where πk, αk ∈ C. For a fixed element P ∈ A, it is easy to see that

tr (PA) =

m∑
j,k=1

πjαktr (BjBk) = 0
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holds for all A ∈ A if and only if

m∑
j=1

πjtr (BjBk) = 0 (∀k ∈ {1, . . . ,m})

or in the matrix form:

Dπ =

 tr (B1B1) · · · tr (B1Bm)
...

. . .
...

tr (BmB1) · · · tr (BmBm)


 π1

...
πm

 = 0. (13)

If P ̸= O then D needs to be singular and this is also sufficient for (13) being satisfied. In other
words, if D is non-singular then the only possible properly nilpotent element in A is the zero, (which
means A is semi-simple). Therefore, the invertibility of D can be used as a criterion to distinguish
if A is semi-simple or not.

Definition 7. Let A ⊂ Mn (C) be an m-dimensional algebra and B = {B1, . . . , Bm} ⊂ Mn (C)
be a basis of A. The quantity

discBA = detD

is called the discriminant of A with respect to B, where D is the matrix in (13). The matrix D in
(13) is called the discriminant matrix.

Theorem 8. (cf. [36]). An algebra A ⊂ Mn (C) is semi-simple if and only if discBA ̸= 0 for some
basis B of A.

It is important to note that, since the invertibility of D does not depend on the choice of basis
B, the zeroness or non-zeroness of the discriminant is independent of the choice of basis. The
discriminant of an algebra is a useful tool for determining if a given algebra is semi-simple or not.
Using this fact, we have an effective algorithm for testing the complete reducibility as follows:

Algorithm 9. Let A ⊂ Mn (C) be an algebra.

Step 1 Compute a basis B of A by Algorithm 6.

• If dimA = n2, then the algebra is irreducible due to the Burnside’s theorem (Theorem 4), and
the algorithm stops.

• If dimA < n2, then the algebra is reducible. It means, indeed, the elements in A can be
simultaneously block-triangularised in matrix representations, and go to the next step.

Step 2 With respect to the basis B, compute the discriminant discBA.

• If discBA = 0, then A is not semi-simple, so A is not completely reducible.

• If discBA ̸= 0, then A is semi-simple, so the algebra A is completely reducible. In the matrix
representation all matrices in A are simultaneously block-diagonalised.

The discriminant of an algebra was applied to the analysis of differential equations by e.g.
Mitropolsky and Lopatin [36] and to the analysis of open quantum systems by the present author
[26].
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2.7 ALS-Criterion
Another effective method for the complete reducibility we introduce is the ’ALS-criterion’. The
standard polynomial with ℓ(∈ N) arguments is the polynomial:

Sℓ(X1, . . . , Xℓ) =
∑
σ

sgn(σ)Xσ(1) . . . Xσ(ℓ),

where σ is a permutation and the summation is taken over all possible permutations. First of all,
let us revise some properties of the standard polynomial (cf. [38]).

Lemma 10. Let Sℓ be the standard polynomial with ℓ arguments.

1. The standard polynomial Sℓ is multilinear.

2. Sℓ(. . . , Xi, . . . , Xj , . . .) = −Sℓ(. . . , Xj , . . . , Xi, . . .) for any pair of i, j.

The following results by Amitsur and Levitzki [2] and Shapiro [42] play the crucial roles of the
ALS-criterion:

Theorem 11. (Amitsur-Levitzki theorem, cf. [2, 38]). The identity S2n = 0 is satisfied on Mn(C)
but not on Mn+1(C). Moreover, the identity S2n = 0 is the only multilinear identity of degree 2n
on Mn(C) up to a constant multiplication.

Theorem 12. (Shapiro’s theorem [42]). Let πℓ be a polynomial in ℓ non-commuting variables
with coefficients in C. Suppose πℓ = 0 is satisfied on Mp(C) but not on Mp+1(C) for some p.
Let A1, . . . , Ar be given n × n matrices over C , A = A(A1, . . . , Ar) be the algebra generated by
A1, . . . , Ar and suppose A = A∗. The identity πℓ = 0 is satisfied on A if and only if every matrices
in A can be simultaneously block-diagonalised so that the size of each block is less than or equal to
p× p.

Combining both the Amitsur-Levitzki theorem and the Shapiro’s theorem, we obtain the fol-
lowing criterion, which we call the ’ALS-criterion’.

Theorem 13. (ALS-criterion, cf. [23, 38]). Let A1, . . . , Ar be given n× n matrices over C, A =
A(A1, . . . , Ar) be the algebra generated by A1, . . . , Ar and suppose A = A∗. Then, the followings
are equivalent:

• S2p = 0 on A for some p,

• A is completely reducible and the dimension of each (decomposed) subalgebra is no greater
than p.

Note especially that the algebra is automatically a *-algebra if the generating matricesA1, . . . , Ar

are normal. The ALS-criterion was applied to the analysis of differential equations and quantum
mechanics by e.g. Jamiołkowski, Pastuszak and the present author [23, 38].

2.8 Eberly’s Method for Computation of Decomposition
As we have seen above, we are able to effectively decide if an algebra A is semi-simple or not. If
A is semi-simple, A can be decomposed into simple components according to the Wedderburn’s
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theorem (Theorem 3). Furthermore, in some cases we are also able to compute bases of simple
components explicitly. Here we will study a technique to obtain bases of the simple components by
Eberly [12, 13].

Let A ⊂ Mn (C) be an associative algebra over C. Recall that the centre Z (A) of an algebra
A is defined by

Z (A) = {A ∈ A | AB = BA (∀B ∈ A)} .
It is known that the centre of a semi-simple algebra is a semi-simple subalgebra and it is com-
mutative. Moreover, if A is semi-simple with the Wedderburn decomposition as (10), then we
have

Z (A) ≃
s⊕

k=1

Z (Ak) (14)

and Ak = Z (Ak)A (cf. [5, 12, 22]). Thus, the computation of the explicit Wedderburn decompo-
sition of A is reduced to the computation of the decomposition of Z (A). In addition, suppose we
have a basis B of A such that B ⊂ Mn (F) for some number field F (finite extension of Q). In this
case, the algebra A over C can be considered as an algebra AF ⊗F C, which is a scalar extension of
the algebra AF over the number field F.

Lemma 14. (Lemma 3.2 [13]). If A is an m-dimensional semi-simple algebra over a number field
F, then there is an extension E of finite degree such that

A⊗F C ≃ (C1 ⊗E C)⊕ · · · ⊕ (Cs ⊗E C)

for some s, where C1, . . . Cs are simple subalgebras of A⊗F E over E.

Eberly called the field E in Lemma 14 a semi-splitting field for A over F (cf. [13]). For finding
the decomposition of Z (A), the concept of ’splitting elements’ was introduced [12, 13]. An element
Q ∈ Z (A) is said to be a splitting element of Z (A) if its minimal polynomial is square-free (i.e.
there is no repeated factor) and the degree of it is mz

def
= dimZ (A).

Lemma 15. (Lemma 2.1, 3.1 [12]). If F is a perfect field (i.e. every irreducible polynomial is
separable over F) with cardinality at least mz, then Z (A) contains a splitting element. Moreover,
if H ⊂ F is some finite subset with CardH = ⌈cn (n− 1)⌉ ≥ mz for some c > 0, the element
Q =

∑mz

k=1 λkQk for some some random λ1, . . . , λmz ∈ H is a splitting element of Z (A) with the
probability of at least 1− 1

c , where {Qk}mz

k=1 is a basis of Z (A).

Due to the representation (14), there is an isomorphism ϕ such that ϕ (A) = (A1, . . . , As) for
each A ∈ Z (A), where Ak ∈ Z (Ak). Then, the minimal polynomial ψA of A ∈ A satisfies

ψA = lcm (ψA1 , . . . , ψAs) ,

where ψX denotes the minimal polynomial of X. If A ∈ Z (A) is a splitting element for Z (A),
Lemma 2.75 in [3] insists that ψA1

, . . . , ψAs
are pairwise relatively prime, so

ψA =

s∏
k=1

ψAk
.

Thus, for a splitting element A, there exist polynomials g1, . . . , gs ∈ F [X] such that

gj ≡ 1
(
modψAj

)
, gk ≡ 0 (modψAk

) (j ̸= k) ,
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and we can check that g1 (A) , . . . , gs (A) are the identity element of Z (A1) , . . . , Z (As), respectively.
With the considerations above, the procedure for the explicit decomposition by Eberly is sum-

marised as follows:

Algorithm 16. Let A be a semi-simple algebra.

Step 1 Compute a basis of A as in Algorithm 6. Let B = {Bk}mk=1 be the obtained basis.

Step 2 Compute the centre of A and a basis. This can be done by solving ZBk = BkZ for all k
for an unknown variable Z. Let Bz = {Qk}mz

k=1 be the obtained basis of the centre Z (A). If
Bz ⊂ Mn (F) for some number field F, we proceed to the next step.

Step 3 Find a splitting element Q of Z (A). This may be solved by choosing µ1, . . . µmz
∈ F and

constructing Q =
∑

k µkQk.

Step 4 Compute the minimal polynomial ψQ of Q over F.

Step 5 Compute the factorisation of ψQ into distinct monic irreducible polynomials ψQ1
, . . . ψQs

over F.

Step 6 Compute the polynomials g1, . . . , gs such that deg gk < mz, gk ≡ 1 (modψQk
) and gj ≡

0 (modψQk
) for all j ̸= k. Set Ek = gk (Q) (this is the identity element of Ak).

Step 7 For each k = 1, . . . , s, compute a basis Bk of the algebra Ak = EkA.

Step 8 The obtained bases B1, . . .Bs are bases of simple algebras A1, . . . ,As such that A = A1 ⊕
· · · ⊕ As.

3 Lyapunov Reducibility
Another aspect for the reduction of the linear system (1) or (2) is so-called the Lyapunov reducibility.
Consider the linear equation (1). For some change of basis x(t) = P (t)y(t) such that P (t) and
P−1(t) are bounded on I, the equation is transformed to

d

dt
y(t) =

{
P−1(t)A(t)P (t)− P−1(t)

(
d

dt
P (t)

)}
y(t) = B(t)y(t), (15)

then the equations (1) and (15) are said to be kinematically similar. If, in addition, the coefficient
B(t) = B is constant, then the equation (15) can be solved as y(t) = exp (B(t− t0))y0. Thus,
finally we have x(t) = P (t) exp (B(t− t0))P

−1(t0)x0 for the original differential equation (1). In
this case, the equation (1) is said to be Lyapunov reducible (cf. [6, 19]). Erugin showed the
following:

Theorem 17. (Erugin’s theorem [15]). The linear differential equation (1) is Lyapunov reducible
if and only if there exist a constant matrix B and a nonsingular matrix P (t) such that P−1(t) and
d
dtP (t) exist for all t ∈ I and the fundamental matrix solution Φ(t, t0) is given by

Φ(t, t0) = P (t) exp (B(t− t0))P
−1 (t0) . (16)

It is important to remark that any time-varying system (1) is Lyapunov reducible in fact [46]:
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Theorem 18. (Wu’s Theorem [46]) Any linear time-varying system (1) is Lyapunov reducible.

Despite the Wu’s theorem, however, it is extremely difficult to obtain the closed form of the
fundamental matrix solution Φ because it requires the complete a priori knowledge of Φ in general.
In some special cases we can compute the closed form of Φ only with a partial information about
Φ.

Similarly, one can consider the Lyapunov reducibility for a difference equation (2). For some
change of basis x(t) = P (t)y(t), the equation is transformed to

y(t) = P−1(t+ 1)A(t)P (t)y(t) = B(t)y(t). (17)

If, in addition, the coefficient B(t) = B is constant in time, then the equation (17) can be solved
as y(t) = Bt−t0y (t0). Thus, finally we have x(t) = P (t)Bt−t0P (t0)x0 for the original difference
equation (2). In this case, the equation (2) is said to be Lyapunov reducible (cf. [29]).

3.1 Periodic Systems
An important class for the Lyapunov reducible system is the periodic systems. The equation (1)
or (2) is said to be periodic if there is some ω > 0 such that A(t+ ω) = A(t) for all t ∈ I. In this
case, it is known that (1) is Lyapunov reducible.

Let Φ(t, t0) be the fundamental solution to the ω-periodic system (1). Since detΦ (t, t0) ̸= 0,
there exists some M such that Φ(t+ ω, t0) = Φ (t, t0)M for all t. Moreover, according to Lemma
8.11 [33], there exists some C such that M = exp

(
eC
)
. Let P (t) = Φ (t, t0) exp (−C (t− t0)). Then,

B(t) = P−1(t)A(t)P (t) + P−1(t)Ṗ (t)

= C (const.),

so the system is Lyapunov reducible and the solution is given by

Φ(t, t0) = P (t) exp (C (t− t0)) .

In the discrete-time case (2), a periodic system is not necessarily Lyapunov reducible unlike the
continuous-time case (cf. [4, 10]).

Theorem 19. (Proposition 3.2 [4], Theorem 2 [10]). An ω-periodic system (2) is Lyapunov re-
ducible, i.e. there is some ω-periodic transformation P (t) such that B = P (t + 1)A(t)P−1(t) =
const., if and only if the rank of Φ(t0 + k, t0) is independent of t0 for all k = 1, . . . , n.

3.2 Functionally Commutative Systems
Consider a linear differential equation (2). The equation (2) is said to be functionally commutative
(or the Lappo-Danilevsky system [8, 16, 30]) if the condition[

A(t),

∫ t

t0

A (τ) dτ

]
= O (18)

is satisfied for all t ∈ I, where [X,Y ] = XY − Y X is the commutator. In this case, it is known
that the equation is Lyapunov reducible and the fundamental solution is given by

Φ(t, t0) = exp

(∫ t

t0

A(τ)dτ

)
.
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Obviously, the condition (18) is satisfied if A(t) is diagonal. In the 2 × 2 non-diagonal case, the
relation (18) holds if and only if A(t) has the form:

A(t) =

[
α1(t) + b1α2(t) α2(t)

b2α2(t) α1(t)

]
,

where α1, α2 are time-dependent scalar functions and b1, b2 are constants (cf. [15, 16, 19]).
The functional commutativity was generalised by Fedorov [18] (see also [16, 19]). The idea lying

under the generalisation is that we consider the functional commutativity not on the whole space
Cn but on some non-zero invariant subspace. Let

K =
∩
t∈I

n−1∩
j=1

ker

[
A(t),

(∫ t

t0

A(τ)dτ

)j
]

and suppose K ̸= {0}. Then, with a constant projection L onto K, the equation (1) has a solution

x(t) = exp

(∫ t

t0

A(τ)dτ

)
Lx0

for some initial condition x0.
A subclass of functionally commutative systems have been also studied. The equation (1) is

said to be semi-proper if
[A(t), A(s)] = O (∀s, t ∈ I) (19)

and we also say that the matrix function A(·) is semi-proper. Theorem 7.4.1 in [33] says that the
semi-proper condition (19) is equivalent to the condition:[

A(t),

∫ t

s

A(τ)dτ

]
= O (∀s, t ∈ I) .

Similar to the Fedorov’s approach for solutions to a partially functionally commutative system,
the present author constructed a criterion for the existence of a closed-form solution to a ’partially
semi-proper’ system in [28].

Theorem 20. Consider a linear differential equation (1) and suppose the generator A(t) has a
representation as in (7). Let

KS =
∩

s,t∈I

n−1∩
j=1

ker

[
A(t),

(∫ t

s

A(τ)dτ

)j
]

Then, the equation is partially semi-proper (i.e. KS ̸= {0}) if and only if N (A1, . . . , Ar) ̸= {0},
where N is the set defined in (8).

The equation (1) is said to be proper if there are scalar functions gk : I → C (k = 0, . . . , p for
some p) and a constant matrix G such that

A(t) = AG(t)
def
=

p∑
k=0

gk(t)G
k (∀t ∈ I) ,

11



and we also say that the matrix function A(·) is proper. Any proper equation can be shown to be
semi-proper, and it was proved in Theorem 5 [49] that A(t) is a semi-proper matrix function if and
only if there are proper matrix functions AG1

(t), . . . , AGq
(t) for some q such that

A(t) =

q∑
j=1

AGj (t) (20)

with the commuting condition [Gi, Gj ] = O for all i, j. This decomposition is called the spatial
decomposition [49, 50]. If A(t) is semi-proper with the spatial decomposition (20), according to
Theorem 4 [50], the fundamental matrix solution to (1) is given by

Φ(t, t0) =

q∏
j=1

exp

(
pj∑
k=0

∫ t

t0

gjk(τ)dτG
k
j

)
. (21)

Zhu and Morales established an effective method to compute the solution (21) in [49, 50].

3.3 Wu-Horowitz-Dennison Systems
Consider a linear differential equation (1) and suppose Ȧ(t) = d

dtA(t) exists. Wu [47] showed that,
if there is some constant operator D such that

d

dt
A(t) = [D,A(t)] (∀t ∈ I), (22)

then the equation (2) is Lyapunov reducible and the fundamental matrix solution is given by

Φ(t, t0) = exp (D (t− t0)) exp ((A (t0)−D) (t− t0))

(see also [46, 19, 25]).
Wu’s result was extended in [48], and we say that the equation (1) is Wu-Horowitz-Dennison

system [47] if thete exist a scalar function h : I → C and a constant matrix D ∈ Mn(C) such that
ḣ(t) = d

dth(t) exists and

[D,A(t)] =
Ȧ(t)

h(t)
− ḣ(t)

h2(t)
A(t) (∀t ∈ I) . (23)

Then, it was shown in [48] that the fundamental matrix solution to the equation (2) is given by

Φ(t, t0) = exp (g(t)D) exp (g(t)H) ,

where

H =

(
lim
t→t0

A(t)

h(t)

)
−D

g(t) =

∫ t

t0

h(τ)dτ, g (t0) = 0,

and conversely this condition is also sufficient for (23) to hold. One can easily observe that the
equation (22) is obtained by setting h(t) = 1 in (23).
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3.4 Shifner-Erugin-Salakhova-Chebotarev Systems
Consider a linear differential equation (1). A type of solvable linear differential equations was
considered by Shifner [44], where it was shown that the system

d

dt
x(t) = (α1(t)A1 + α2(t)A2)x(t) (24)

with time-dependent scalar functions α1, α2 and constant opeators A1, A2 such that [A1, [A2, A1]] =
O (second-order commutativity) is solvable in a closed form.

This result was extended by Erugin [14], Salakhova and Chebotarev [41]. We say that the equa-
tion (1) is a Shifner-Erugin-Salakhova-Chebotarev system if the generator A(t) in (1) is represented
as

A (t) = P (t) +Q (t) ,

where

P (t) =

p∑
j=1

λj (t)Pj

Q (t) =

q∑
j=1

µj(t)Qj

with some scalar functions λj , µj : I → C and constant operators Pj , Qj satisfying

[Pj , Pk] = O, [Qj , Qk] = O (∀j, k) .

Then, it was shown that the following conditions are equivalent:

•
[P (t), [Q(t), P (t)]] = O (∀t ∈ I) .

• The fundamental matrix solution is given by

Φ(t) = eD(t)eM(t),

where

D (t) =

∫ t

t0

Q (τ) dτ

M (t) =

∫ t

t0

eD(σ)P (σ) e−D(σ)dσ

and [
M (t) ,

d

dt
M (t)

]
= O

for all t ∈ I.

In the 2 × 2 cases, Merkys [35] showed that the non-commuting but second-order commuting
relation holds iff A1, A2 in (24) have the forms:

A1 =

[
a+ 2mc −m2c

c a

]
, A2 =

[
b+ nd m(m− n)d
d b

]
.

In this case, the linear system can be solved in a closed form according to the results above (see
also [20]).
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3.5 Perron-Vinograd Reduction Method
Consider the equation (1), and let Φ(t, t0) = [x1(t), . . . ,xn(t)] be the fundamental matrix solution to
the equation. Then, the Gram-Schmidt procedure can provide an orthonormal basis u1(t), . . . ,un(t)
from x1(t), . . . ,xn(t). Let U = [u1(t), . . . ,un(t)]. Then, U is unitary and one can check that the
change of variables x = U(t)y can transform the generator into a triangular form:

d

dt
y(t) =

{
U∗(t)A(t)U(t)− U∗(t)

(
d

dt
U(t)

)}
y(t)

=

 b11(t) · · · b1n(t)
. . .

...
bnn(t)

 ,
where the diagonal entries are non-negative real numbers, so the transformed system is simpler in
structure for the analysis. This type of reduction is called the Perron-Vinograd triangulation (cf.
[6, 8, 31]).

4 Open Quantum Systems
The modern theory of quantum systems is described by a certain type of dynamics on a Hilbert
space HS over C (S refers to the ’system’). According to the Schrödinger picture, if we ignore
the environmental noise, the time-evolution of pure states on HS is described by the differential
equation the so-called Schrödinger equation:

iℏ
d

dt
|φt⟩ = H (t) |φt⟩ ,

where ℏ > 0 is some constant (Planck constant), H (t) is a (time-dependent) self-adjoint operator
(called the Hamiltonian) and |φt⟩ ∈ HS on the time interval I. In order to express more general
situations, we introduce the so-called mixed states, and the set of all states on HS is described as

S (HS) = {ρ ∈ B∗ (HS) | ρ ≥ 0, trρ = 1} ,

where B∗ (HS) is the set of all bounded Hermitian operators on HS . The dynamics on S (HS)
which is independent of the noise is given by the equation (the so-called von Neumann equation):

iℏρ̇t = iℏ
d

dt
ρt = [H (t) , ρt] , (25)

where ρt ∈ S (HS) and [A,B] = AB − BA is the commutator. A quantum system without noise
from the environment, in other words a system such that the time-evolution on S (HS) is described
by (25), is called a closed system.

However, usually it is extremely hard to avoid the influence of the noise from the environment
so we have to consider the noise effect in general. In this case, the von Neumann equation is no
longer satisfied and the master equation on S (HS) is in general expressed by the general linear
equation

ρ̇t = L (t) ρt, (26)
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where L (t) : L (HS) → L (HS) is a linear operator called the generator. A quantum system with
the influence from the environment is called an open system.

One of the most famous form of the generator L (t) under the Markovian approximation is the
well-known GKSL equation (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad equation) [21, 32] on a finite-
dimensional Hilbert space. Suppose HS is n-dimensional (n < ∞ and in the sequel we assume so)
and the generator L (t) = L is time-independent. The GKSL equation has the form

ρ̇t = Lρt = − i

ℏ
[HS , ρt] +Dρt (27)

Dρt =
1

2

n2−1∑
k=1

αk {[Fkρt, F
∗
k ] + [Fk, ρtF

∗
k ]} ,

where {Fk}n
2−1

k=0 with F0 = I is a basis of B (HS), αk are non-negative constant scalars and HS

is the system Hamiltonian, which is constant. We can choose αk and Fk so that αk > 0 for all
k = 1, . . . ,M for some M(≤ n2 − 1) and αk = 0 otherwise.

However, the analysis of open quantum systems can be difficult in general. The dynamical
system with the equation (26) is structured by the generator L(t) (which is an operator), and
features of it arises in its eigensystem. If the dimension n of the base space is small such as
n = 1, 2, 3, it is relatively easy to calculate the eigenvalues and eigenvectors. However, if n ≥ 5,
due to the Abel-Ruffini theorem, there is no general algebraically closed formula to compute the
solutions of the characteristic polynomial of L(t). Even worse, the operator L(t) may not have
eigenvalues if the dimension is infinite, so some alternative mathematical tools which does not
rely upon a priori knowledge of eigensystems are required for analysing general higher-dimensional
systems.

4.1 Reduction Methods and Open Quantum Systems
Let us consider applications of the reduction methods introduced above to open quantum systems.

Consider an n-dimensional complex Hilbert space HS . Then, the generator L(t) has a matrix
representation, which can be obtained by the ’vectorisation’, where the vectorisation function is
given by

vec

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 = [a11, . . . , an1, . . . , a1n, . . . , ann]
T
.

For instance, the vectorisation of the GKSL master equation (27) reads

vecρ̇t =

[
− i

ℏ
(
I ⊗HS −HT

S ⊗ I
)
+

1

2

∑
k

αk

(
F k ⊗ Fk − I ⊗ FkF

∗
k − F kF

T
k ⊗ I

)]
vecρt

= L̃(t)vecρt, (28)

where we used the identity
vec(XY Z) =

(
ZT ⊗X

)
vecY,

so the n2×n2 matrix L̃(t) is the matrix representation of L(t) and we are able to apply the algebraic
and Lyapunov reduction techniques to the linear differential equation (28) on Cn2

.
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4.2 Reducibility Criteria and Decoherence-Free Subspaces
The reduction criteria introduced in this article can be applied to more physical problems. At the
end of this article, let us study the ’decoherence-free subspaces’ and a criterion for the existence of
such a subspace.

As discussed above, usually it is extremely difficult to prepare experiments protected completely
from the surrounding environment. However, in some special cases, open quantum systems may
have protected ’parts’ from the surroundings, and the existence of such a part is quite beneficial
in applications. For instance, in a quantum transmission process, if there is a protected part from
noise, the data transmitted through this part does not change, while the data may be lost outside
of the part.

There have been several formulations for the decoherence-free subspaces (cf. [27]), but in this
article a decoherence-free subspace is defined as follows:

Definition 21. Suppose an open quantum system obeys the equation (26). A non-zero subspace
HDFS (⊂ HS) is called a decoherence-free subspace (DFS) if S (HDFS) is an invariant subset for
the linear evolution operator Φ(t, t0) of the equation (26) for all t ∈ I and Φ(t, t0) is unitary on
S (HDFS).

For the criterion of the existence of a DFS, let us review another formulation of quantum
dynamics, namely ’quantum channels’. Besides the description by master equations (26), one can
view the state change as a mapping from one time to another, i.e. if a quantum state changes from
the initial time t0 through some time t, the relation between the initial state ρ (t0) and the final
state ρ (t) is described by a linear evolution operator Λ = Λ (t, t0) so that ρ(t) = Λρ(t0). Here, since
Λ maps a positive semi-definite (PSD) operator to a PSD operator, it requires to be a positive map.
Moreover, since states on a product space must also be mapped to some states, Λ is often assumed
to be completely positive and trace-preserving (CPTP). If a map Λ is CPTP, according to Choi [7],
there exists a representation:

Λρt =
κ∑

j=1

Kjρ (t0)K
∗
j , (29)

where Kj ∈ Bn (HS). The representation (29) is often called the Kraus representation and Kj ’s are
called the Kraus operators in physics. This kind of CPTP maps are often called quantum channels
and they represent evolutions between quantum states.

With the descriptions of state changes by quantum channels, we have the following statement
for a criterion of the existence of a DFS:

Theorem 22. (cf. [27]). Let HS be an n-dimensional Hilbert space, Λ be a quantum channel
and for operators X1, . . . , Xκ ∈ B (HS) let N (X1, . . . , Xκ) be the set as (8). There is a DFS with
respect to Λ if and only if N (K1, . . . ,Kr,K

∗
1 , . . . ,K

∗
r ) ̸= {0}.

The condition N (K1, . . . ,Kr,K
∗
1 , . . . ,K

∗
r ) ̸= {0} in the theorem above can be checked effec-

tively due to the generalised Shemesh criterion (Theorem 2), so an effective procedure can determine
the existence of a DFS for an arbitrary quantum channel.
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微分可能な関数の空間における等距離写像について

古清水 大直（米子工業高等専門学校）

1 はじめに
線形空間から線形空間への「線形写像」や距離空間から距離空間への「等距離写像」は, それぞ
れの空間において構造を保つ写像であり, とても重要である. これらの 2つの写像は異なる概念で
あるが, 全く独立しているわけではなく密接に関係している. 例えば, Euclid空間Rnを考える. Rn

には通常の線形構造と距離構造をもつとする. このとき, RnからRnへの原点を保存する等距離写
像は線形写像になることがわかる. このように, 線形距離空間から線形距離空間への写像が, ある
構造や集合を保存したとすると, 他の構造や集合を自動的に保存することがある. このような問題
は古くから様々な形で考えられており, 「保存問題」と呼ばれ, Banach環に関連した研究が多数
報告されている.

講演者はこの保存問題に関係して, 具体的な関数空間の間の「等距離写像」を特徴付ける問題に
ついて興味を持っている. 例えば, 1930年代のBanach-Stoneの定理「連続関数環の間の全射複素
線形等距離写像は, 荷重合成作用素の形である」は有名である. これを機に様々な具体的な関数空
間上の全射複素線形等距離写像を特徴付けに関する研究がなされてきた. 講演者は主に微分可能
な関数からなる空間上の等距離写像について考え, いくつかの結果を得た.

2 定義といくつかの準備
定義 2.1. (E, ∥ · ∥E), (F, ∥ · ∥F )をノルム空間とする. 写像 T : E → F が等距離写像 (isometry)で
あるとは,

∥T (f)− T (g)∥F = ∥f − g∥E (∀f, g ∈ E)

が成り立つときをいう. 等距離写像というときには, 線形性は仮定しないことにする. 線形性が付
加されるときは, 等長作用素 (linear isometry)ということがある.

XをコンパクトHausdorff空間とし, C(X)をX上の複素数値連続関数全体の集合とする. C(X)

は各点の和・スカラー積・積に関して多元環になり, ノルムを

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)| (f ∈ C(X))

と定義すると, Banach環になる.

ここで, Banach-Stoneの定理を述べておく. T = {z ∈ C : |z| = 1}とする.
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定理 2.2 (Banach-Stoneの定理). X,Y をコンパクトHausdorff空間とする. このとき, 全射複素線
形等距離写像 T : (C(X), ∥ · ∥∞) → (C(Y ), ∥ · ∥∞)は, 連続関数w : Y → Tと同相写像 φ : Y → X

を用いて,

T (f)(y) = w(y)f(φ(y)) (∀y ∈ Y, ∀f ∈ C(X))

と表せる.

他にもLp空間やHardy空間Hp (1 ≤ p ≤ ∞), Bergman空間, Bloch空間などにおいて全射複素
線形等距離写像の形が知られていて, そのほとんどが荷重合成作用素の形をしている ([12]).

本講演では, 微分可能な関数の空間について何種類かの等距離写像を考える. まず, 空間の定義
をしておく. ここでは, 基本的には複素数値関数からなる空間を扱うことにする.

2.1 C(n)[0, 1]

正の整数nに対して, C(n)[0, 1]を閉区間 [0, 1]上の複素数値Cn級関数全体の集合とする. C(n)[0, 1]

はもちろん各点の和・スカラー積に関して線形空間になるが, ここには様々なノルムを考えること
ができる. 例えば, 次のノルムがある.

∥f∥C = sup

{
n∑

k=0

|f (k)(t)|
k!

: t ∈ [0, 1]

}

∥f∥Σ =
n∑

k=0

∥f (k)∥∞
k!

∥f∥M = max
{
∥f∥∞, ∥f ′∥∞, . . . , ∥f (n)∥∞

}
∥f∥σ =

n−1∑
k=0

|f (k)(0)|+ ∥f (n)∥∞

∥f∥m = max
{
|f(0)|, |f ′(0)|, . . . , |f (n−1)(0)|, ∥f (n)∥∞

}

(f ∈ C(n)[0, 1])

ここで, ∥ · ∥Cと ∥ · ∥ΣはC(n)[0, 1]をBanach環にするノルムである. また, これらは互いに同値
なノルムであるので, 位相線形空間としては同型である. しかし, ここでは等距離写像を扱うので
ノルムが変われば等距離写像も変わる可能性があるためそれぞれについて考える必要がある.

2.2 Lip[0, 1]

閉区間 [0, 1]上のLipschitz連続関数 fは, [0, 1]のほとんどいたるところ f ′が存在して, f ′は [0, 1]

上の本質的有界な可測関数になる. そこで, [0, 1]上の本質的有界な可測関数全体の集合をL∞[0, 1]

とかく. ただし, [0, 1]のほとんどいたるところ同じ関数は同じ元とみなす. L∞[0, 1]は [0, 1]のほと
んどいたる点での和・スカラー積・積とノルム

∥f∥L∞ = ess sup{|f(t)| : t ∈ [0, 1]}

と, 複素共役による対合に関して, 単位元をもつ可換C∗環になる.
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さて, [0, 1]上の複素数値 Lipschitz連続関数全体の集合を Lip[0, 1]とかく. Lip[0, 1]は [0, 1]の各
点での和・スカラー積に関して線形空間になる. 線形空間 Lip[0, 1]には, ノルムがいくつか考えら
れるが, 例えば次の 4つのノルムがある.

∥f∥Σ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥L∞

∥f∥M = max {∥f∥∞, ∥f ′∥L∞}

∥f∥σ = |f(0)|+ ∥f ′∥L∞

∥f∥m = max {|f(0)|, ∥f ′∥L∞}

(f ∈ Lip[0, 1])

これらのノルムは互いに同値なノルムであり, Lip[0, 1]はそれぞれのノルムに関してBanach空間
になる.

2.3 ACp[0, 1]

閉区間 [0, 1]上の絶対連続関数 f は, [0, 1]のほとんどいたるところ f ′が存在して, f ′は [0, 1]上
の可積分関数になる. 1 ≤ p < ∞に対して, [0, 1] 上の p乗可積分関数全体の集合をLp[0, 1]とかく.

ただし, [0, 1] のほとんどいたるところ同じ関数は同じ元とみなす. Lp[0, 1]は [0, 1]のほとんどいた
る点での和・スカラー積とノルム

∥f∥Lp =

(∫ 1

0

|f(t)|p dt
) 1

p

に関してBanach空間になる.

ここで,

ACp[0, 1] = {f : [0, 1]上の複素数値絶対連続関数 : f ′ ∈ Lp[0, 1]}

とおく. ACp[0, 1]は [0, 1]の各点の和・スカラー積に関して線形空間になる. 線形空間ACp[0, 1]に
はノルムがいくつか考えられるが, 例えば次の 4つのノルムがある.

∥f∥Σ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥Lp

∥f∥M = max {∥f∥∞, ∥f ′∥Lp}

∥f∥σ = |f(0)|+ ∥f ′∥Lp

∥f∥m = max {|f(0)|, ∥f ′∥Lp}

(f ∈ ACp[0, 1])

これらのノルムは互いに同値なノルムであり, ACp[0, 1]はそれぞれのノルムに関してBanach空間
になる.

集合の包含関係は,

C(n)[0, 1] ⊂ C(1)[0, 1] ⊂ Lip[0, 1] ⊂ ACp[0, 1] ⊂ AC1[0, 1] ⊂ C([0, 1])

となる. また, 記号の便宜上AC∞[0, 1] = Lip[0, 1]やC(0)[0, 1] = C([0, 1])と考えることがある.
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3 複素線形等距離写像
様々な関数空間上の等距離写像がどのような形になっているかを紹介する. まずは, 複素線形等
距離写像の話から始める.

3.1 全射の複素線形等距離写像

全射の複素線形等距離写像の特徴付けの問題はBanach-Stoneの定理を皮切りに, いくつも結果
が報告されている. 正則関数の空間 [14, 37]や作用素環 [34]に関するものなどもあるが, ここでは
主に連続関数からなる集合やその部分集合を扱う.

さて, 関数空間における全射複素線形等距離写像の形を決定するために, 共役空間の単位球の端
点を利用する方法がある.

定義 3.1. Eをノルム空間とし, KをEの部分集合とする. f ∈ EがKの端点 (extreme point)で
あるとは,

f =
f1 + f2

2
(f1, f2 ∈ K) ならば, f = f1 = f2

が成り立つときをいう. また, Kの端点全体の集合を ext(K)と表す.

E1 = {f ∈ E : ∥f∥E ≤ 1}をノルム空間Eの閉単位球とする. ノルム空間の間の全射の線形等
距離写像は閉単位球の端点を端点にうつすことが知られている. これより, Eの共役空間E∗の閉
単位球E∗

1 = {η ∈ E∗ : ∥η∥ ≤ 1}と共役作用素を考えると次のことが成り立つ.

命題 3.2. ノルム空間Eからノルム空間F への全射複素線形等距離写像T の共役作用素T ∗ : F ∗ →
E∗に対して,

T ∗(extF ∗
1 ) = ext(E∗

1)

が成り立つ.

この事実より, 共役空間の端点の集合が分かると全射複素線形等距離写像の形を決められる可能
性がある. 実際, Dunford and Schwartz [10]の著書において, Banach-Stoneの定理はこの考え方に
より全射複素線形等距離写像を決定している.

また, 全射複素線形等距離写像についてNagasawa [35]や deLeeuw, Rudin and Wermer [9]が関
数環上で述べていたり, Araujo and Font [1]は, C0(X)の部分空間の間の全射複素線形等距離写像
についてXのある集合上で荷重合成作用素の形になっていることを示し, Banach-Stoneの定理を
拡張した. ここで, C0(X)は局所コンパクトHausdorff空間X上の複素数値連続関数で無限遠点で
0になるもの全体の集合とし, これは ∥ · ∥∞によりBanach環になる.

さて, 微分可能な関数からなる空間上の全射複素線形等距離写像についての話をしよう. まず,

C(1)[0, 1]について, Cambern, Rao and Roy, Jarosz and Pathakは, 共役空間の端点を利用し, 次の
定理を得ている.

定理 3.3 ([6, 39, 21]). E ∈ {C,Σ,M}とする. 全射複素線形等距離写像 T : (C(1)[0, 1], ∥ · ∥E) →
(C(1)[0, 1], ∥ · ∥E)は, 定数 λ ∈ Tを用いて,

T (f)(t) = λf(φ(t)) (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(1)[0, 1])

と表せる. ただし, φ(t) = t (∀t ∈ [0, 1])または φ(t) = 1− t (∀t ∈ [0, 1])である.
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その後, 1981年に Pathakが ∥ · ∥C に対して, C(n)[0, 1]に拡張した.

定理 3.4 ([38]). 全射複素線形等距離写像 T : (C(n)[0, 1], ∥ · ∥C) → (C(n)[0, 1], ∥ · ∥C)は, 定数 λ ∈ T
を用いて,

T (f)(t) = λf(φ(t)) (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(n)[0, 1])

と表せる. ただし, φ(t) = t (∀t ∈ [0, 1])または φ(t) = 1− t (∀t ∈ [0, 1])である.

また, 講演者は別のノルムで以下の定理を導いた. ここで,

(Sg)(t) =

∫ t

0

g(s) ds (∀t ∈ [0, 1],∀g ∈ C([0, 1]))

とおく.

定理 3.5 ([26, 27]). E ∈ {σ,m}とする. 全射複素線形等距離写像 T : (C(n)[0, 1], ∥ · ∥E) →
(C(n)[0, 1], ∥·∥E)は,連続関数w : [0, 1] → T,同相写像φ : [0, 1] → [0, 1], 置換 τ : {0, 1, . . . , n−1} →
{0, 1, . . . , n− 1}および定数 λ0, λ1, . . . , λn−1 ∈ Tを用いて,

T (f)(t) =
n−1∑
k=0

λkf
(τ(k))(0)

k!
tk +

(
Sn(w(f (n)◦ φ))

)
(s) (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(n)[0, 1])

と表せる.

これらの定理で注目すべき点は, 全射複素線形等距離写像が荷重合成作用素の形をしているか,

していないかについてである. ∥ · ∥C , ∥ · ∥Σ, ∥ · ∥M については, 荷重合成作用素の形で, ∥ · ∥σ と
∥ · ∥mは荷重合成作用素の形でない. 講演者はノルムのどんな違いが等距離写像に影響しているか
ということにこのとき疑問をもった.

また, Lip[0, 1]やACp[0, 1]に関しても似たような結果が得られていて，∥ · ∥Σや ∥ · ∥M について
の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素の形をしている ([6, 39, 21]). 講演者は ∥ · ∥σと ∥ · ∥m
については全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素の形をしていないことを突き止めた.

定理 3.6 ([26, 27]). (Lip[0, 1], ∥ · ∥σ)または (Lip[0, 1], ∥ · ∥m)上の全射複素線形等距離写像 T は,

L∞[0, 1]からL∞[0, 1]の上への多元環同型写像 Φと, |w(x)| = 1 (a.e.x ∈ [0, 1])となるw ∈ L∞[0, 1]

及び定数 λ ∈ Tを用いて,

T (f)(t) = λf(0) +

∫ t

0

w(s)(Φf ′)(s) ds (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ Lip[0, 1])

と表せる.

定理 3.7 ([28]). (ACp[0, 1], ∥ · ∥σ) または (ACp[0, 1], ∥ · ∥m)上の全射複素線形等距離写像 T は,

Lp[0, 1]上の全射複素線形等距離写像Ψと定数 λ ∈ Tを用いて,

T (f)(t) = λf(0) +

∫ t

0

(Ψf ′)(s) ds (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ ACp[0, 1])

と表せる.
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定理 3.7の証明については, 1 ≤ p < ∞に対して, 1/p + 1/q = 1 を満たす qをとる. (p = 1

のとき, q = ∞と考える.) このとき, (ACp[0, 1], ∥ · ∥σ)∗が (ACq[0, 1], ∥ · ∥m)と等長同型であり,

(ACp[0, 1], ∥ · ∥m)∗が (ACq[0, 1], ∥ · ∥σ)と等長同型になる. これらの事実をもとに既存の結果と以
下に示す直積空間の端点に関する命題をうまく使うことにより特徴付けた.

直積空間の端点について, 次のことが知られている. (A, ∥ · ∥A), (B, ∥ · ∥B)をノルム空間とする.

直積空間A×Bのノルムについて次の 2つを考える.

∥(a, b)∥σ = ∥a∥A + ∥b∥B
∥(a, b)∥m = max{∥a∥A, ∥b∥B}

((a, b) ∈ A×B)

命題 3.8. (a, b) ∈ A×Bとする.

(1) (a, b) ∈ ext((A×B, ∥·∥σ)1)であるための必要十分条件は，「a ∈ ext(A1), b = 0」または「a = 0,

b ∈ ext(B1)」となることである.

(2) (a, b) ∈ ext((A×B, ∥ · ∥m)1)であるための必要十分条件は，a ∈ ext(A1)かつ b ∈ ext(B1)とな
ることである.

また, 定理 3.7はBotelho and Jamison [5]によってベクトル値関数に拡張されている.

3.2 余次元n等長作用素, シフト作用素, 2-local isometry

次に全射でない複素線形等距離写像についての話をしよう. 1966年にHolsztyńskiはC(X)の間
の全射とは限らない複素線形等距離写像について特徴付けされた.

定理 3.9 ([18]). X,Y をコンパクト Hausdorff空間とする. 全射とは限らない複素線形等距離写
像 T : (C(X), ∥ · ∥∞) → (C(Y ), ∥ · ∥∞)は, Y の閉集合 Y0, 連続関数 w : Y0 → Tと全射連続写像
φ : Y0 → Xを用いて,

T (f)(y) = w(y)f(φ(y)) (∀y ∈ Y0, ∀f ∈ C(X))

と表せる.

また，Novinger [36]は C0(X)において述べていたり, ベクトル値関数については Cambern [7]

が述べたりしている. Jiménez-Vargas and Villegas-Vallecillos [22]により, (Lip[0, 1], ∥ · ∥M)上の全
射でない複素線形等距離写像の特徴付けが得られている.

一般の全射でない複素線形等距離写像についての特徴付けは, 全射の複素線形等距離写像ほど結
果がなく難しいと感じている. そこである条件をもつ（全射とは限らない）複素線形等距離写像
の特徴付けについて考えてみる.

定義 3.10. E,F をノルム空間とする. 写像 T : E → F が余次元 n等長作用素 (codimension n

linear isometry)とは, 以下のことを満たすときをいう.

(1) T は複素線形等距離写像である.

(2) 商空間 F/T (E)が (線形空間として)n次元である.

6



なお, n = 0のとき, すなわち, 余次元 0等長作用素は全射である.

余次元 n等長作用素に関しては, 色々な関数空間で特徴付けされている. 例えば, Takahasi and

Okayasuは以下のことを示した.

定理 3.11 ([40]). 余次元 n等長作用素 T : C([0, 1]) → C([0, 1])は, 全射になる.

Font [13]は単位元をもつ関数環を取り上げたり, Aruajo and Font [3]はベクトル値関数の連続
関数の空間について, 結果を得ている. 他にも, [2, 20, 23, 17]などがある. 余次元 1等長作用素
の特別なものとして，シフト作用素というものもあり, その存在性についても問題になっている
([8, 19, 41, 15])．
また, 次の 2-local isometryに関することも近年, 報告がある.

定義 3.12. ノルム空間 (E, ∥ · ∥E)から (F, ∥ · ∥F )への写像 T が 2-local isometryであるとは, 任
意の f, g ∈ Eに対して,

T (f) = Tf,g(f) かつ T (g) = Tf,g(g)

となる全射複素線形等距離写像 Tf,g : (E, ∥ · ∥E) → (F, ∥ · ∥F )が存在するときをいう.

Győry [16]はC0(X)上の 2-local isometryについて考え, Xにより全射である場合とそうでない
場合があることを述べた. また, 講演者らは (C(n)[0, 1], ∥ · ∥C)上の 2-local isometryは全射であり,

荷重合成作用素の形をしていることを突き止めた ([25]).

4 全射等距離写像
ここまで複素線形性を仮定した等距離写像を扱ってきた. ここでは必ずしも線形とは限らない
等距離写像を扱うが, 次のMazur-Ulamの定理 [30]は, ノルム空間の間の原点を保存する全射の等
距離写像は自動的に実線形写像であることを保証している.

定理 4.1 (Mazur-Ulamの定理). E, F をノルム空間とし, T : E → F を全射の等距離写像とする.

このとき, T − T (0)は実線形である.

この定理により全射の等距離写像は, 本質的には全射実線形等距離写像であることがわかる. し
たがって, 全射実線形等距離写像の形を決定することについて考える.

全射実線形等距離写像については, Ellis [11]が単位元をもつ関数環で述べていたり, Miura [31]は
単位元を持たない関数環において述べている. また, K., Miura, Takagi and Takahasi [29]はC0(X)

のある複素線形部分空間おいて全射の実線形等距離写像を扱っている. それについて少し述べる.

定義 4.2. Xを局所コンパクトHausdorff空間とし, AをC0(X)の複素線形部分空間とする. 任意
の x ∈ X に対して, ex ∈ A∗を ex(f) = f(x) (∀f ∈ A)と定める. このとき, Ch(A) = {x ∈ X :

ex ∈ ext(A∗
1)}をAのChoquet境界という.

AがX の点を強分離するとは, 任意の異なる 2点 x, y ∈ X に対して，|f(x)| ̸= |f(y)|となる
f ∈ Aが存在するときをいう．
また, AがXの点を3点強分離するとは, 任意の異なる 3点x, y, z ∈ Xに対して，|f(x)| ̸= |f(y)|
かつ f(z) = 0となる f ∈ Aが存在するときをいう．
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定理 4.3 ([29]). X, Y を局所コンパクトHausdorff空間とする. A,BをそれぞれC0(X), C0(Y )の
複素線形部分空間とする. AがX の点を 3点強分離し, Bが Y の点を強分離するとする. このと
き, 全射実線形等距離写像 T : (A, ∥ · ∥∞) → (B, ∥ · ∥∞)は, Ch(B)の開かつ閉集合Kと連続関数
w : Ch(B) → Tと同相写像 φ : Ch(B) → Ch(A)を用いて,

T (f)(y) =

{
w(y)f(φ(y)) (y ∈ K)

w(y)f(φ(y)) (y ∈ Ch(B) \K)
(∀f ∈ A)

と表せる.

このように, 複素共役の部分があるが, この空間での全射実線形等距離写像は荷重合成作用素の
形をしているということが言える.

さて, 微分可能な関数の空間ではどうであろうか. ここで, z ∈ Cに対して, [z]1 = z, [z]−1 = zと
定める.

定理 4.4 ([33]). 全射実線形等距離写像 T : (C(1)[0, 1], ∥ · ∥Σ) → (C(1)[0, 1], ∥ · ∥Σ)は, 定数 λ ∈ Tと
δ ∈ {±1}を用いて,

T (f)(t) = λ[f(φ(t))]δ (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(1)[0, 1])

と表せる. ただし, φ(t) = t (∀t ∈ [0, 1])または φ(t) = 1− t (∀t ∈ [0, 1])である.

定理 4.5 ([32]). 全射実線形等距離写像 T : (C(1)[0, 1], ∥ · ∥m) → (C(1)[0, 1], ∥ · ∥m)は, 定数 λ ∈ T,
連続関数 β : [0, 1] → T, 同相写像 φ : [0, 1] → [0, 1]と δ0, δ1 ∈ {±1}を用いて,

T (f)(t) = λ[f(0)]δ0 +

∫ t

0

β(s)[f ′(φ(s))]δ1 ds (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(1)[0, 1])

と表せる.

これは, もちろん全射複素線形等距離写像の形を含んでいる. ここで, 全射複素線形等距離写像
のところでも触れたが, ノルムの違いにより荷重合成作用素の形になったりならなかったりする.

それはなぜか. また, ノルムが変わるごとに議論するが, その証明方法は似ていてこれらを同時に
扱う方法はないか. これらの考察から, ノルムを一般化し統一的に扱えないかということを考えて
きた. そして, 川村一宏先生と三浦毅先生とともにC(1)[0, 1]上の ∥ · ∥C , ∥ · ∥Σ, ∥ · ∥σを含むノルム
を定義し, このノルムにおける C(1)[0, 1]上の全射実線形等距離写像を特徴付けた. このノルムを
C(n)[0, 1]で考えたもので述べることができたので, まとめてここで扱うことにする.

Dを直積空間 [0, 1]n+1の連結コンパクト集合とする. また, ck (∀k ∈ {0, 1, 2, . . . , n})を正の定数
とする. このとき,

∥f∥<D> = sup

{
n∑

k=0

ck|f (k)(rk)| : (r0, r1, . . . , rn) ∈ D

}
(f ∈ C(n)[0, 1])

とおく. すると,

D1 = {(r, r, . . . , r) ∈ [0, 1]n+1 : r ∈ [0, 1]}
D2 = [0, 1]n+1

D3 = {0}n × [0, 1]

8



とおき, ckを適当に定めることにより ∥f∥<D1> = ∥f∥C
(
ck =

1

k!

)
, ∥f∥<D2> = ∥f∥Σ

(
ck =

1

k!

)
,

∥f∥<D3> = ∥f∥σ (ck = 1) であることが分かる.

また, 任意の k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}に対して, pk : [0, 1]n+1 → [0, 1]を第 k成分への射影とする. す
なわち,

pk((r0, r1, . . . , rn)) = rk (∀(r0, r1, . . . , rn) ∈ [0, 1]n+1)

とする. Dは連結コンパクト集合なので, pk(D) = [ak, bk] (ak ≤ bk)とおく.

このノルムに関して, 以下の 2つの命題が成り立つ.

命題 4.6. ∥ · ∥<D>がC(n)[0, 1]のノルムになるための必要十分条件は,
n∪

k=0

pk(D) = [0, 1]が成り立

つことである.

命題 4.7. pn(D) = [0, 1]とする. このとき, K1 > 0, K2 > 0が存在し,

K1∥f∥Σ ≤ ∥f∥<D> ≤ K2∥f∥Σ (∀f ∈ C(n)[0, 1])

が成り立つ. よって, このとき (C(n)[0, 1], ∥ · ∥<D>)はBanach空間になる.

定理 4.8. Dを [0, 1]n+1の連結コンパクト集合とし,
n∪

k=0

pk(D) = [0, 1]とする. このとき,全射実線形

等距離写像T : (C(n)[0, 1], ∥·∥<D>) → (C(n)[0, 1], ∥·∥<D>)は, 置換 τ : {0, 1, . . . , n} → {0, 1, . . . , n}

と各 k ∈ {0, 1, . . . , n}に対して, Cn−k級関数 βk : [ak, bk] → C
(
|βk| =

cτ(k)
ck

)
, Cn−k級微分同相写

像 φk : [ak, bk] → [aτ(k), bτ(k)]および δk ∈ {±1}を用いて, すべての k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}に対して,

(T (f))(k) = βk[f
(τ(k)) ◦ φk]

δk on [ak, bk] (∀f ∈ C(n)[0, 1])

と表せる.

n = 1のとき, 置換 τ は恒等置換になることが分かり, Kawamura, K. and Miuraの結果とな
る ([24]). また, D1 = {(r, r, . . . , r) ∈ [0, 1]n+1 : r ∈ [0, 1]}のときも τ が恒等置換になることが
わかり, 全射複素線形等距離写像の Pathakの定理 (定理 3.4)の拡張であることがわかる. さらに,

D3 = {0}n × [0, 1]のとき, τ(n) = nとなり, 定理 3.5の ∥ · ∥σの拡張であることがわかる. なお, 置
換 τ が恒等置換になる条件についてはまだはっきりと分かっていない.

さらに, 次のようなノルムに関しても全射実線形等距離写像の特徴付けが得られる.

系 4.9. n = 2, c0 = c1 = c2 = 1, D4 = {0} × [0, 1]× [0, 1]とすると, ノルムは

∥f∥<D4> = |f(0)|+ ∥f ′∥∞ + ∥f ′′∥∞

である. このとき, 全射実線形等距離写像 T : (C(2)[0, 1], ∥ · ∥<D4>) → (C(2)[0, 1], ∥ · ∥<D4>)は, 定
数 λ, µ ∈ Tと δ0, δ1 ∈ {±1}を用いて,

T (f)(t) = λ[f(0)]δ0 + µ[f(t)− f(0)]δ1 (∀t ∈ [0, 1],∀f ∈ C(2)[0, 1])

または
T (f)(t) = λ[f(0)]δ0 + µ[f(1− t)− f(1)]δ1 (∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C(2)[0, 1])

と表せる.
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5 おわりに
微分可能な関数の空間上の等距離写像について, すでに一部知られている結果もあるが様々な拡
張が考えられる. ここで挙げる一例に類似して, 一般の nや他の微分可能な関数の空間やさらに一
般化した空間, さらには全射実線形等距離写像や全射とは限らない等距離写像など, それらを組み
合わせたりして各方面に考えることができる.

• 別のノルムでの問題やそのノルムの一般化
例えば, 1 < p < ∞のとき, C(1)[0, 1]において,

∥f∥ = (∥f∥p∞ + ∥f ′∥p∞)
1
p (f ∈ C(1)[0, 1])

の場合など.

• ベクトル値関数への拡張
例えば, (E, ∥ · ∥E)をBanach空間とし, C(1)([0, 1], E)を [0, 1]上のEに値をとるC1級関数全
体とする. ノルムを

∥f∥C = sup{∥f(t)∥E + ∥f ′(t)∥E：t ∈ [0, 1]} (f ∈ C(1)([0, 1], E))

と定義すると, (C(1)([0, 1], E), ∥ · ∥C)はBanach空間になる. 2009年にBotelho and Jamison

は以下のことを証明した.

定理 5.1 ([4]). E を有限次元 Hilbert空間とする. このとき, 全射複素線形等距離写像 T :

(C(1)([0, 1], E), ∥ · ∥C) → (C(1)([0, 1], E), ∥ · ∥C)は, 全射複素線形等距離写像U : E → Eと同
相写像 φ : [0, 1] → [0, 1]を用いて，

T (f)(t) = U(f(φ(t))) (∀t ∈ [0, 1],∀f ∈ C(1)([0, 1], E))

と表せる.
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Definition. Hilbert Í
Î H Ï n Ñ
Ï�Ò�Ô�Í�Î Ï�Õ�Ö
S = (H|E1, . . . , En), S ′ = (H ′|E ′1, . . . , E

′
n)

ÝÓã�
�#��
Ï ù�ú Ý M � Ï�\�] æ�ç õ���� 3�ß Ù
(1) S ∼=alg S ′ à���&�ä�\�] è � Þ�ß � � õ ϕ(Ei) = E ′i (i = 1, . . . , n) í ß��	�
���

ϕ : H → H ′ ñ�!�"�3�ß � ��� ��� ß û
(2) S ∼=unit S

′ à���������\�] è � Þ�ß � � õ ϕ(Ei) = E ′i (i = 1, . . . , n) í ß��
������������� ϕ : H → H ′ ñ�!�"�3 ß � ��� �	� ß û

(3) S ∼=bd S ′ à 9	�*\�] è ��Þ�ß � � õ ϕ(Ei) = E ′i (i = 1, . . . , n) í�ß�9����
������ �! ϕ : H → H ′ ñ�!�"�3�ß � ��84� ��� ß û

ð�"�#Óë�%�à���������\�] è =⇒ à 9���\�] è =⇒ à$��&
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Definition. Hilbert Í
Î H Ï n Ñ
Ï�Ò�Ô�Í�Î Ï�Õ�Ö
S = (H|E1, . . . , En), S ′ = (H ′|E ′1, . . . , E

′
n)

ÝÓã�
�#�-�Ï�����Ï�Õ�Ö õ

S ⊕ S ′ := (H ⊕ H ′|E1 ⊕ E ′1, . . . , En ⊕ E ′n).

� ��� 3�ß û

Definition. Hilbert Í�Î H Ï n Ñ
Ï Ò�Ô�Í
Î�Ï�Õ�Ö S = (H|E1, . . . , En) ñ Ô�	
�/. à decomposable
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Example. H = C2 ��
�%�F�G θ à 0 < θ < π/2
è õ�1	� 3�ß û E Ñ�Ï�Ò Ô�Í
Î õ

E1 = {λ(1, 0) | λ ∈ C}

E2 = {λ(cosθ, sinθ) | λ ∈ C}

��S � ß�� (H; E1, E2) é
(C2; C ⊕ 0, 0 ⊕ C) ∼= (C; C, 0) ⊕ (C; 0, C).

� 92� \T] Ý�í ß(Ï � (H; E1, E2) é(Ô 	&�/.X��Þ ß û�� � � e1 � e2

õ Ò�Ô`Í Î E1 �
E2 3 Ï 24 � 3 ß û e1 � e2 Ý ù65 #872):9 :�ß C∗-; C∗({e1, e2}) é B(H) ∼= M2(C)
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2. Hilbert Í
Î�Ï B Ñ
ÏÓÒ�Ô�Í
Î�Ï�Õ�Ö
Theorem 2.1. ��ñ�)�,�3 ß�6

(1) (H | E1) ∼=alg (H ′ | E ′1) ⇔

{

Hamel-dimE1 = Hamel-dimE ′1,

Hamel-dim(H/E1) = Hamel-codim(H ′/E ′1).

(2) (H | E1) ∼=unit (H ′ | E ′1) ⇔

{

dim E1 = dim E ′1,

dim E⊥1 = dim(E ′1)
⊥.

(3) (H | E1) ∼=bd (H ′ | E ′1) ⇔

{

dim E1 = dim E ′1,

dim E⊥1 = dim(E ′1)
⊥.

� Ï ù�ú Ý�% B Ñ�Ï�Ò Ô Í�Î ÏÓÕ�Ö õ÷ö�ø ß�ÿ * ��������\�] à unitary isomor-
phism

è � 9��*\�] à bounded isomorphism) é'\ � Ý�í�ß�ñ E Ñ�(21�Ï�Ò�Ô Í
Î
ÏÓÕ�Ö���é � Ï�� � Ï�\�] æ�ç é�ò íF*�� ú ð�Ï�� Þ�ß û

3. Hilbert Í
Î�Ï E Ñ
ÏÓÒ�Ô�Í
Î�Ï�Õ�Ö
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 Ý�5 ò 5
#��
ß û
Theorem 3.1 (Araki[1], Davis[3], Dixmier[4], Halmos[13]). Hilbert Í Î H Ï E Ñ
ÏÓÒ�Ô�Í
Î E1 � E2 Ï�Õ�Ö
é��������Z\�] õ�� ��#��
Ï ù�ú Ý�ò � ß û

H = (E1 ∩ E2) ⊕ (the rest) ⊕ (E1 ∩ E⊥2 ) ⊕ (E⊥1 ∩ E2) ⊕ (E⊥1 ∩ E⊥2 ).
� � ��% (the rest) é Þ�ß�Ò Ô Í�Î K

õ
	 5 # K ⊕K Ï�N õ 
�#���#�% 9�+÷Ý�� �
Ï kernel ñ���Ï������� c, s ∈ B(K) � c2 + s2 = 1

õ�� W�3�ð�Ï ñ�!�"�
�#���Ï ùú Ý�í 5 #���ß û

E1 = (E1 ∩ E2) ⊕ Im

(

1 0
0 0

)

⊕ (E1 ∩ E⊥2 ) ⊕ 0 ⊕ 0,

E2 = (E1 ∩ E2) ⊕ Im

(

c2 cs
cs s2

)

⊕ 0 ⊕ (E⊥1 ∩ E2) ⊕ 0.

- � � functional calculus
õ÷ö�� 3�ß�� angle operator � ù ;�:�ß
������ θ ñ�!

"�
�#�%��
Ï ù�ú Ý�ò � #��
ß û
c = cos θ, s = sin θ (0 ≤ θ ≤

π

2
).

Remark. 9�+÷Ý � Ï the rest part
% � õ
� *
�,
�#�% generic position Ý�Þ
ß��

� ú ? E ��� S���3 � � ð���S ß : Hilbert Í�Î H Ï�� � Ï Ò�Ô�Í Î E1, E2 ⊂ H
ñ “in generic position” Ý�Þ�ß��ìé

E1 ∩ E2 = E1 ∩ E⊥2 = E⊥1 ∩ E2 = E⊥1 ∩ E⊥2 = {0}õ�� W�3 � ����% � Ï4��S the rest part é���Ï ù�ú Ý�ð�������S�ß Ù
K Ï�1 Ï����

í ������õ�� � � ��������� T : D(T ) (⊂ K) → K � KerT = {0}, ImT = K
õ
!

3



W�3�ð�Ï�ñ�!�"�
�#
(H | M, N) ∼=unit (K ⊕ K | K ⊕ {0}, graph(T ))

9���\�] Ý æ 
�# í�+ % Hilbert Í�Î Ï E Ñ ÏÓÒ Ô ÍRÎ Ï�Õ Ö Ï ��� ñ�� � � � �
S ß û
Theorem 3.2 ( ��� –��� [8]). H

õ
Hilbert Í
Î���
�8 H = K ⊕ K ��Ô�	 9@:�#

��ß��@3�ß û T, T ′ ∈ B(K) ÝÓã�
�#�8���é�\�]���Þ
ß Ù
(1) (H | K ⊕ {0}, graphT ) ∼=bd (H | K ⊕ {0}, graphT ′).
(2) (H | K ⊕ {0}, {0} ⊕ K, graphT ) ∼=bd (H | K ⊕ {0}, {0} ⊕ K, graphT ′).
(3) dim KerT = dim KerT ′ ��Þ 5 # 8EÞ ß �/� í S ∈ B(K) ñT!." 
 # S(ImT ) =

ImT ′.
(4) Þ�ß����
í C, D ∈ B(K) ñ�!�"�
�# T ′ = DTC.

Example. K = `2(N), H = K ⊕K � 3 ß�6 ��Ï	� � Ï E Ñ�ÏÓÒ Ô�Í�Î ÏÓÕ Ö õ÷öø ß�6
(1) S1 = (H | K ⊕ {0}, {0} ⊕ K).
(2) S2 = (H | K ⊕ {0}, {(x, x) ∈ H | x ∈ K}).
(3) S3 = (H | K ⊕ {0}, graph(A3)).
(4) S4 = (H | K ⊕ {0}, graph(A4)).
(5) S5 = (H | K ⊕ {0}, graph(A5)).

W % 
�8

A3 =









1
1/2

1/3
. . .









, A4 =









1
1/22

1/32

. . .









, A5 =









1
2

3
. . .









.

� :�+�Ï�þ
ÿ�����Ï�G
Ý�ãC
�#��
ñ�5�ò�ß�6
• S1,S2,S3,S4,S5 é 
 #���&�ä�\�]���Þ
ß û
• S1,S2,S3,S4,S5 é�ê�Ï�� � ð ��������\�]���é�í�� û
• S1,S2,S5 é 
 #�9���\�] � Þ�ßÓñ$8 S2 6∼=bd S3, S2 6∼=bd S4, S3 6∼=bd S4 6 � U
* 8�9���\�]�ï�é {S1,S2,S5}, {S3}, {S4} �÷í
ß�6

4. Hilbert Í
Î�Ï H Ñ
ÏÓÒ�Ô�Í
Î�Ï�Õ�Ö
H � ÏÓÒ�Ô�Í�Î�Ï�Õ Ö���'�
 ý�� ä�í � ��éÓÔ�Õ�I�J�ñ�K�:�ß � ��ñ�Þ�ß � ���

Þ�ß :
(E1 ∨ E2) ∧ E3 6= (E1 ∧ E2) ∨ (E1 ∧ E3).

Definition. Hilbert Í�Î H Ï H � ÏÓÒNÔ Í Î Ï�Õ Ö S = (H; E1, E2, E3) ñ E L M
F�N à double triangle

è õ í�3��÷é� {H, E1, E2, E3, 0} 2
L�M F�N�� õ í�3 � ����%� UF*

Ei ∨ Ej = H, and Ei ∧ Ej = 0, (i 6= j, i, j = 1, 2, 3).

� Þ
ß � ����Þ
ß û,� Ï,��S�Ô�Õ�I�J
é�K�:�#��
ß û

4



Definition.Hilbert Í Î H Ï H Ñ�ÏUÒ Ô Í Î Ï�Õ Ö S = (H; E1, E2, E3) ñ E3 ⊃ E2

��í�ß 5 F�N õ í�3C�ìé � {H, E1, E2, E3, 0} ñ E3 ⊃ E2 ��í ß 5 F'N�� õ í.3 �
����% � UF* %

E1 ∨ E2 = H, E1 ∧ E3 = 0, and E3 ⊃ E2 with E3 6= E2.

�÷í
ß � ����Þ
ß û,� Ï,��S�Ô�Õ�I�J
é�K�:�#��
ß û

Example. K = `2(N), H = K ⊕ K ��
�#

A =









1
1/2

1/3
. . .









õ÷ö�ø #
E1 := K ⊕ {0}, E3 := graph(A)

� ��� ß�� E1 ∨ E3 = H ��Þ
ß�6F9�+�Ý�8 ImA ∩ M = {0} �ìí
ß�9
ÿ�����Ò�Ô�Í

Î M ⊆ H
õ ��ß û G ø ; M ��
�# M = C









1
1/2
1/3
...









õ ��ß û

E2 := {(x, Ax) + (0, m) | x ∈ K, m ∈ M}

��7 � û 3�ß*��8 (H | E1, E2, E3) é4O@F�N õ ��� ß û

'	(
Ý�
ñ�Ô�Õ�I�J õ�� WF9�í�� � ��é�
ñ 2
L*M F�N���U�W�é 5 F�N�� õ����� ����\.]���Þ�ß ( G ø ; [12]

õ�� ù
)
û U�W von Nuemann ; ñ finite � Þ
ß �

�÷é�-�Ï �4 �
ñ 5 F�N�� õ�� U í�� � ���Z\�]���Þ
ß û

Definition. Hilbert Í Î H Ï H � Ï�Ò�Ô ÍRÎ Ï(Õ Ö S = (H|E1, E2, E3) ñ Brenner
��Ô�	 õ ð � �ìé�% S ñ�(2) õ�� W.3�Y T = (H|F1, F2, F3) � 9��*\���Ý�í
ß � �
�NÞ�ß Ù

H ÏÓÒ Ô Í�Î S, N1, N2, N3, M1, M2, M3, Q, L ñ�!�"�
Z# (Q; Q1, Q2, Q3) ñ
2
L�M F�N õ í,
�%

H = S ⊕ N1 ⊕ N2 ⊕ N3 ⊕ M1 ⊕ M2 ⊕ M3 ⊕ Q ⊕ L

F1 = S ⊕ O ⊕ N2 ⊕ N3 ⊕ M1 ⊕ O ⊕ O ⊕ Q1 ⊕ O

F2 = S ⊕ N1 ⊕ O ⊕ N3 ⊕ O ⊕ M2 ⊕ O ⊕ Q2 ⊕ O

F3 = S ⊕ N1 ⊕ N2 ⊕ O ⊕ O ⊕ O ⊕ M3 ⊕ Q3 ⊕ O

Theorem 4.1 (BrennerciteB). Hilbert Í Î H Ï H Ñ Ï,Ò`Ô�Í Î`Ï(Õ`Ö S = (H|E1, E2, E3)Ï 
�� Í Î H ñ�9 ÿ��$��í + ; S é Brenner � Ô 	 õ ð0"�% - Ï 2
L M F�NNÒ Ô Q

é
(Q|Q1, Q2, Q3) := (K ⊕ K|K ⊕ 0, 0 ⊕ K, {(x, x) |x ∈ K})

5



��� ú N õ 
Z#���ß û
Theorem 4.2 ( � � – � � [8]). Hilbert Í Î H Ï H Ñ Ï7Ò�Ô Í Î�Ï7Õ Ö S = (H|E1, E2, E3)Ý � ��#��
é�\�]���Þ
ß Ù

(1) ��N�� (Ei ∨Ej) + Ek < (Ei ∩Ej) + Ek é � � Þ�ß ( i, j, k ∈ {1, 2, 3}
� i 6= j 6= k 6= i)

û

(2)
H Ñ
Ï�Ò�Ô Í
Î�Ï�Õ�Ö S é Brenner ��Ô�	 õ ð � û

Hilbert Í�Î Ï =>Ñ (�1 Ï�Ò Ô Í�Î ÏÓÕNÖ Ý � ��# é�%6'�(�ä í � � é���ð�5 ò +
í���Ï���%�(*)�� é�������í
ð�Ï�Ý ÿ � 
�#���>�ß � ��Ý,
 ù�úÅû

5. Hilbert Í�Î�Ï�ÐCÑ
Ï�Ò�Ô Í
Î�Ï������
íÓÕ�Ö
Hilbert Í�Î Ï Ð>ÑRÏÓÒ Ô Í�Î ÏÓÕ Ö�Ï������ L	� í ×�Ø é %�
��� í�����Ý$5 ò
:�í���������í�Õ�Ö õIH 3 � ��� Þ
ß û 9
ÿ����
Ï�-�/�%����
Ï�Ò Ô�Í
Î�Ï�Õ Ö
é
�����
í�Õ�Ö�Ï�9
ÿ�Ñ
Ï�����Ý���&�ä�\�] à 9���\�] è Ý�í�ß�Ï���% � : % � ��3
>�#�ñ�5�ò
ß � �÷Ý�í
ß û
B Ñ
Ï�Ò�Ô�Í�Î�Ï�Õ�Ö��������
í
ð�Ï�é

(C | C), (C | {0})
% � ��Þ * %Óþ
ÿ���� Hilbert Í
Î�Ï '�Ñ�Ï�Ò�Ô Í
Î�Ï�������í�Õ Ö
é�!�"�
�í�� û
E Ñ
Ï�Ò�Ô�Í�Î�Ï�Õ�Ö��������
í
ð�Ï�é

(C | C, C), (C | C, {0}), (C | {0}, C), (C | {0}, {0})% � ��Þ * %Óþ
ÿ���� Hilbert Í
Î�Ï E Ñ�Ï�Ò�Ô Í
Î�Ï�������í�Õ Ö
é�!�"�
�í�� û
H Ñ
ÏÓÒ�Ô�Í
Î Ï�Õ�Ö��������
í�ð�Ï é�%�9
ÿ�����í�+�%��
Ï�� � Ï�����í B �

�
Ï�Õ Ö S1, . . . ,S8 � B � Ï�
�����í E ��� Ï�Õ Ö S9(
E@L2M F�N è Ï ê :�ò �Z\

����Þ
ß :

S1 = (C|0, 0, 0), S2 = (C|C, 0, 0), S3 = (C|0, C, 0),

S4 = (C|0, 0, C), S5 = (C|C, C, 0), S6 = (C|C, 0, C),

S7 = (C|0, C, C), S8 = (C|C, C, C), S9 = (C2|C(1, 0), C(0, 1), C(1, 1)).


ìò,
�%Óþ
ÿ�������é�% H Ñ
Ï�Ò Ô�Í�Î Ï�Õ�Ö���������í
ð�Ï é�!�"�3C+���		�×ÓØ ��Þ
ß û

=CÑ
Ï�Ò�Ô�Í�Î�Ï�Õ�Ö��������
í
ð�Ï�é�%�9�ÿ����
í4+�%�3���Ý�?C+@:�#��
ß û
Theorem 5.1 (Gelfand–Ponomarev[11]). 9
ÿ�����Ï,=�Ñ
Ï�Ò�Ô�Í
Î�Ï������
í�Õ
Ö�é�� 
 Ý�Ô�ï+9 :�#�7F* 8�����þ
ÿÓÑ�Þ
ß û
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��� � õ ò � � ��ð���S�ßÓñ�% ��� ��é defect � ù ;�:�ß L�� í�P���� % ���
	
3�ß û

Definition. 9
ÿ����
Ï�Ò�Ô�Í
Î�ÏÓÕ�Ö S = (H | E1, E2, E3, E4) Ï defect ρ(S)
õ

ρ(S) :=
4

∑

i=1

dim Ei − 2 dimH

� ��� 3�ß û

Example.K = Cn, H = K ⊕ K ��
�8 A ∈ Mn(C)
õ ��ß�6 =�Ñ
ÏÓÒ�Ô Í
Î Ï�Õ Ö

SA = (H | E1, E2, E3, E4)
õ

E1 = K ⊕ {0},

E2 = {0} ⊕ K,

E3 = {(x, x) | x ∈ K} = graphI,

E4 = graphA

�@3 ß�6 � Ï,�.S�8 SA ñ �����*��Þ�ß � ��� A é Jordan block � Þ�ß � ��é�\
]���Þ
ß û
��Ý�þ
ÿ�����Ï�G õ�ö�ø�ù ú û

Example. H2
õ

Hardy Í�Î4��
�8 unilateral shift ����� S ∈ B(H2)
õ ��ß Ù

(Sf)(z) := zf(z), f ∈ H2.
� Ï �TS�8 H : H2⊕H2 � 
 # 8 �RÏ��(Ñ Ï(Ò�Ô�Í Î�Ï(Õ�Ö SS = (H | E1, E2, E3, E4)õ÷ö�ø�ù�ú Ù

E1 = H2 ⊕ {0}, E2 = {0} ⊕ H2, E2 = graphI, E4 = graphS.
� Ï�Ò�Ô�Í
Î�Ï�Õ Ö SS é���������Þ
ß ûþ�ÿ�����Ï�-�/�Ï defect Ý � ��# é���Ï ù�ú í
���ñ$��ß û 9�ÿ�����Ï�=>Ñ�ÏÓÒ
Ô Í
Î�Ï�Õ�Ö S = (H | E1, E2, E3, E4) Ý�ã�
�#��
Ï�����N
ñ���S�ß

ρ(S) =

4
∑

i,j=1

dim Ei − 2 dim H =
1

3

∑

1≤i<j≤4

dim(Ei ∩ Ej) − dim((Ei + Ej)
⊥).

� :
é
dim Ei + dim Ej − dim H

= dim(Ei + Ej) − dim(Ei ∩ Ej) − (dim(Ei + Ej) + dim((Ei + Ej)
⊥)

= dim(Ei ∩ Ej) − dim((Ei + Ej)
⊥)

- � �$% defect Ï���� N
��� Ï������ Ý �$# � ß �$� dim(Ei∩Ej), dim((Ei +Ej)
⊥)

ñ 
 #�9
ÿ���Þ
ß���S�Ý�þ�ÿ������ Ï defect
õ - Ï���� ��� 3�ß û
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Theorem 5.2 ( � � – � � [5]). þ ÿ��X� Ï.-X/*� �'� í4=5Ñ Ï Ò Ô Í Î Ï`Õ�Ö Ï
defect Ï � * ø ß�]
é 3−1Z Ý�"�� ú êB'�=�3�ß�6

6. quiver Ï�������� ����	
Quiver( 
���������������������� ��!�"�# ��$�%'&�(*)�+�) ,.-�/10�2 354687 #9��:8&;�9<�=9>�?@0�2�3A4 6 !��8;0�B@C�!�"D��EF0 quiver �1(G)9+�) ,IH	 J

Hilbert representations of quivers �K;L;M�N [6], [7] "
Definition. Γ = (V, E, s, r) O 7 quiver( 
�� ����!1�� 7;P'Q V O;$�% P�Q � 7P9Q

E O�: P�Q � 7 s, r O E RFS V T���U;V�� 7 α ∈ E &;2�WGX 7 s(α) ∈ V O
α �;Y�% ���[Z 7 r(α) ∈ V O 7 α �]\1%�����!�^��F`_�a;b[!�^]������!�"�c�d
Z 7 
 J

quiver�KG�;�1�8�����;���1G�9��!G"e C�f Kronecker quiver K2 = (V, E, s, r) �� 7 2 g���$�%'��/�0�hji��1k���:
O��1! quiver �'��!�"�c�djZ V = {1, 2}, E = {α, β} ,s(α) = 1, s(β) = 1, r(α) =
2, r(β) = 2 l�!9^�������!nm

K2 : 1−→−→2

Definition. opqc���r (H, f) O 7 quiver Γ ��(�)'+�) ,sH 	 ����!1�� 7 H =
(Hv)v∈V � 7 $�%�0Gt1&8^GcF(G)�+') ,I-�/��;u1� 7 f = (fα)α∈E � 7 :8&�tF0�^cv�9<xw9y9=x>9?z�]uz� 7 fα � Hs(α) R@S 7 Hr(α) T8�{=9>x?8&xl}|vX9~�!9^{�9�x�!�" quiver Γ ����cz��(�)x+x) ,�Hx� (H, f)  (K, g) &�2�W�X 7 φ : (H, f) → (K, g)
O]��h;��U;V5G� 7 φ = (φv)v �;�9<�w'y�=�>�? φv : Hv → Kv (v ∈ V ) �]u�� 7

φr(α)fα = gαφs(α)(α ∈ E)

0��9�]b@^{�9�9�8!�" Hom((H, f), (K, g)) 0 7 (H, f) R@S (K, g) T8�{�8h]�8U{V9�� qbj!�" Hom((H, f), (H, f)) 0 , End(H, f) q����" QuiverΓ �1(�)'+�) ,sH'�
(H, f)  (K, g) O�h]�5G� 7 ��!;h;�8U�V φ : (H, f) → (K, g) O;����b@!'������
!�"
Definition. QuiverΓ � �`c1��(�)�+�) ,�H'� (K, g)  (K ′, g′) &;2�W�X 7 #'����

(H, f) 0 7 Hv = Kv ⊕K ′v(v ∈ V ), fα = gα ⊕ g′α(α ∈ E) �9a]��b@!�" Quiver Γ
��(�)�+�) ,�H�� (H, f) O �;��� J

indecomposable) G� 7 (H, f) O����G��l ���
&9R��;l�~��1G�9��!G"
Definition. Quiver Γ ��(�)}+�) ,¡H�� (H, f) O*¢}£�¤ J transitive �9�� 7 End(H, f) =
CI ����G�9��!�"

Quiver Γ �1(*)'+') ,.H'� (H, f) O�¢'£1¤ J
transitive �1ljS ���'� J

indecom-
posable) ����!G"�W�R[W 7;¥ �;¦1§@WGl�~;"
�'�;��¨�d;©9�1ª;«�¬��; Q �;��®�l Gabriel �'a;¯@0G°�±�b[!G"

Theorem 6.1 (Gabriel[10]). ��ª;²�³ quiver Γ &;2�W�X;«��9h;´ m
(1) Γ �;��ª;«9¬�� �;��� l;H9�1�;µ�¶�¤�h��@0;·�~�X;�1ª;g�W�R�l�~�"
(2) ��k'0;¸�E1�����'� |Γ| � Dynkin ¹�y An (n ≥ 1), Dn (n ≥ 4), E6, E7,

E8 ��~]©�E�R'����!;º
8



An Dn

E6 E7

E8

(n ≥ 1) (n ≥ 4)

#1�;� 7 «�&��1ª;«�¬���(�)9+�) ,�H��1&;c8~�X;BFC'LFNs"
Example. S 0 K = `2(N) ���������1��,Gqbj!�" Kronecker quiverK2 �1(*)�+) ,.H�� (H, f) 0 7 H1 = H2 = K, fα = S, fβ = I 
	[� "F���[;k 7 ����(*)�+
) ,�H�� (H, f) � �;�'� ����!;O transitive ����l�~;"
Example. S 0 K = `2(N) �����������5,*�bj!�" K ����[0 e1, e2, ... qbj!�"
λ = (λi)i ∈ `∞(N) 0 7 λi 6= λj(i 6= j) 0�����bj^��pqb[!�" w = (wi)i ∈ `2(N)
0 7 wn 6= 0( ����� n ∈ N) 0�����bj^��j�bj!*" θe1,w 0 ������� ��= >'?Kqb!G" Kronecker quiverK2 �1(G)�+�) ,.H'� (H, f) 0 7 H1 = H2 = K, fα = S, fβ =
SDλ + θe1,w 
	F� "F���F;k 7 ���8(G)�+�) ,.H�� (H, f) � transitive ���1!�"
W�RDW 7 �{� Kronecker quiver K2 ���x�]:z�x�zk����x0��@C{�{«��8LDN�l quiver

Γ = (V, E, s, r) 0�BpC !�"�c�d Z V = {1, 2}, E = {α, β} ,s(α) = 1, s(β) = 2,
r(α) = 2, r(β) = 1 l1!�^;���9��! m

Γ : 1−→←−2

�]� quiver �'��k
�F�90;¸�EF!�;�GE8�� "!"#%$"��&'�;¹;y Ã2 &9l�!G"
Theorem 6.2 ( (") -*,+ [9]). �;� quiver Γ

Γ : 1−→←−2

&9� 7 ��ª;«'¬�� transitve l�(G)�+') ,IH���O;�'��WGl�~]"
^�|F.-"/�&]«1����GO;¦1§]bF!G"

Theorem 6.3 ( (0) - *1+ [6][7][9]). Γ 0��zª{g��{$z%xRDS lz!�²x³zl quiver �b�!�"
(1) ^1W���k
�@��0]¸;E1�������9��� |Γ| O� ,!"#2$,�3&��]¹;y D̃n (n ≥ 4), Ẽ6, Ẽ7,
Ẽ8 ��4qE�R�0
5�6'l[S�f 7 ��k��F�;&�7"8[Sq© transitve l���ª�«�¬[(�)�+�) ,.H
�8O;����bF!�"
(2) ^zW��zk�� �x0{¸{E��9���z�v�x� |Γ| O: �!�#�$���&;�{¹�y Ãn lDS�f 7 transitve
l���ª�«�¬ (�)�+�) , H���O�����b !v��<��1=?>?@�A;B?C � Γ O oriented cyclic
quiver ��l�~1��G���8!G"
(3) ^ W ��kD� �x0�¸ E��:�����v��� |Γ| O� 0!1#�$3�E&;��¹ y Ãn ((n ≥ 1), D̃n (n ≥
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4), Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8 �24 EzR80�5;69lDS�f 7 �8kD�@�{&,708@S�© indecomposable l��zª{«
¬@(G)�+�) ,.H��8O;����b[!

Ã0 Ãn(n ≥ 1)

D̃n(n ≥ 4) Ẽ6

Ẽ7 Ẽ8

7. Path algebras

�zªx� quiverΓ = (V, E, s, r) &�2xbD! path algebra
J���� � C〈Γ〉 0�a���W 7 quiver

Γ �8(G)�+�) ,�H��  path algebraC〈Γ〉 �;H9�1OF����&;2'39bF!�LFN`&[W;L@Ns"
Definition. Γ = (V, E, s, r) 0��1ª'� quiver �bF!�" Γ = (V, E, s, r) ������4GO n
� path α = α1α2 · · ·αn G� n g1�;: αi ∈ E,i = 1, · · · , n �;r���²�³	��
�l1^;���
�8G����!G"j�9�;�;²�³���
�G� s(αi) = r(αi+1), αi ∈ E, �WGX�	F��"��&���4GO
0 � path �]$8%9#9�8^]�@����AW�X,	@��"���4�O n � path � � 0 Pathn(Γ) �R@�
 7 Path0(Γ) = V ,Path1(Γ) = E �l�!G"�4'SG& path � � 0

Path(Γ) = ∪∞n=0Pathn(Γ)

�9�FS
8;b�" paths γ ∈ Path(Γ) 0��8a;¬�`b[!G+%�A,�)�-1/�0 C〈Γ〉 `bF!�"
C〈Γ〉 = {

∑

γ∈Path(Γ)

aγeγ | , aγ ∈ C, {γ; aγ 6= 0} is finite}.

49SG& path �;²9³ (concatenation) 0��z|9X 7 C〈Γ〉 � algebra &'l�!�" c�dFZ 7��
c8� paths α = α1α2 · · ·αn  β = β1β2 · · ·βm &;2�W�X 7 ^�W s(α(n)) = r(β(1)) l
S ²�³	��
�� 7 �]�F;k;#'�;²�³��

αβ = α1α2 · · ·αnβ1β2 · · ·βm

 bF!G"F�;�[;k 7�� 0
eαeβ = eαβ

9W 7 ^�W s(α(n)) 6= r(β(1)) �F;k�� eαeβ = 0 `bF!�G~�NG��*����!G"j�]�1L
N &@W�X]c��9S E8� algebra C〈Γ〉 0 quiver Γ &]29b@! path algebra ����9"��! 9¬
� I = Σv∈V ev �9�jZ 7�" ev �	#�$�¬�&�l�!;��� 7 �GE����% �¬���A������!'�1O9��k�!G"
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4*X 7 �;� path algebra C〈Γ〉 � Hilbert H'� π �� 7 Hπ O Hilbert -�/'� π :
C〈Γ〉 → B(Hπ) � unital algebra homomorphism � 7 4xS�& 7 b���Xx�{$z% v ∈ V
&]2�W�X π(ev) O ��� &�l8!'^]���8������8!G"D�@N��8a[WGl@�GX8^ 7 similarity 0
·9~�X��;�;y1&��8k�!;��� 7��	� �9l�~�"
���1LjNq&�bj!'���� 7 quiver Γ � Hilbert H'�5 path algebra C〈Γ〉 � Hilbert

H9��OF����&�2�39bF!������
�M��@SGR'&�l�!G"
Proposition 7.1 ( (,) -*0+ ). Γ = (V, E) 0��1ª quiver  b@!8 Γ �8(�)9+9) ,�H
�9� �

Hil(Γ) = {(H, f); (H, f)is a Hilbert representation of Γ}

 path algebraC〈Γ〉 � Hilbert H'��� �

Rep(C〈Γ〉) = {π; πis a Hilbert representation of C〈Γ〉}

�}/x&���«���L�N & =x>v?���D0 ��|;� ��m � 2�3�Ox��!�m Γ ��(�)x+v) , Hx� (H, f)
&]2�WGX�� path algebraC〈Γ〉 � Hilbert H�� π 0G«1����¦�bF!G"

Hπ := ⊕v∈V Hv.

$�% v ∈ V &�2�W�X�� 7 Hπ RjS Hv T�� ��� 0 π(ev) �b[!�"9: α ∈ E &�2�W�X
� 7 =9>9?��� π(eα) 0 r(e)− s(e) ¦,A8O fα �9#9���8�]¦"A8� 0  b@!9�8���k�<
!�""-"/�� path α = α1α2 · · ·αn ∈ Pathn(Γ) &;2�WGX�� 7

π(α) = π(α1)π(α2) · · ·π(αn)

 b�E�f�L;~�"
Example. ��^�� ��l* Q 0*R���O 7 -1/�^�
�M}h i�����}��!�" :�O �sg�� quiverΓ =
(V, E) 0 V = {1, 2}, E = {α}, s(α) = 1, r(α) = 2 ��k3<�!G" (H, f) 0 Γ � Hilbert
Hv�A�b@!z fα ∈ B(H1, H2) &9l}|}X9~z!�"z�]�@�k 7 Hπ = H1 ⊕H2 � π(ei) = Pi� Hπ RFS Hi T1� ��� ���FZ 7 =�>�?�H'�8�
(7.1) π(eα) =

(

0 0
fα 0

)

��� 1:1 2�3�&�L�Z 7 quiver Γ � Hilbert Hv��O indecomposable �9��!v���� tran-
sitive ����!'��GO path algebra C〈Γ〉 � Hilbert H'�8����Gf���H 6 !G"
Proposition 7.2 ( (,) -*"+ ). Γ = (V, E) 0G��ª quiver  bF!�" Γ ��(G)9+') ,�H
� (H, f) &�2x3vbD! path algebra C〈Γ〉 � Hilbert Hv�D0 π �bD!�"*b�!z 7 �zh � �
End(H, f) ������� � π(C〈Γ〉)′ � h]�z&vl8!�" 49S�& 7 Γ �8(�)9+x) ,�Hv� (H, f)
O transitive ����!'� � � π(C〈Γ〉)′ = C ���1!�� � �'h;´1���1!G" Γ ��(G)'+')
,�H'� (H, f) O indecomposable �'�1!�� � � π(C〈Γ〉)′ � # $'¬�O 0, I W�R�l�~1���� h;´����1!G"
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放物型の相空間Feynman経路積分と滑らかな汎函数微分

熊ノ郷 直人 (工学院大学 情報学部)∗

概要

本講演では, 一般階の変数係数放物型方程式に対する相空間経路積分についての結果 [14], [15] を
解説する. シュレディンガー方程式に対しても類似した結果 [11], [12] (似ているが同じではない)

が成立するため, シュレディンガー方程式に興味がある方も聞いて欲しい.

§ 1. 相空間経路積分とは

0 < T ≤ T ≤ ∞, x ∈ Rd とする. 作用素 U(T, 0) を m 階 (m > 0)の変数係数放物型

方程式の基本解とする.

(1.1)
(
∂T +H(T, x,−i∂x)

)
U(T, 0)v(x) = 0 , U(0, 0)v(x) = v(x) .

x0 ∈ Rd に関するフーリエ変換と ξ0 ∈ Rd に関する逆フーリエ変換で

v(x) =

(
1

2π

)d ∫
R2d

ei(x−x0)·ξ0v(x0)dx0dξ0 ,

−i∂xv(x) =

(
1

2π

)d ∫
R2d

ei(x−x0)·ξ0ξ0v(x0)dx0dξ0

と書けるので, 微分作用素 H(T, x,−i∂x) は

H(T, x,−i∂x)v(x) =

(
1

2π

)d ∫
R2d

ei(x−x0)·ξ0H(T, x, ξ0)v(x0)dx0dξ0

と書ける. 擬微分作用素の理論では関数 H(T, x, ξ0) で表現される作用素を扱う (cf.

Tsutsumi[19], H. Kumano-go[9], M. Ruzhansky–V. Turunen[17] 等). 基本解 U(T, 0)

を関数の形で表現する方法を考える. 解 U(T, 0)v(x) の近似として

I(T, 0)v(x) ≡
(

1

2π

)d ∫
R2d

ei(x−x0)·ξ0e−
∫ T
0

H(t,x,ξ0)dtv(x0)dx0dξ0

2000 Mathematics Subject Classification(s): Primary 81S40; Secondary 35S05; 35K10; 35K25.
本研究は JSPS 科研費 JP19K03547, JP15K04937, JP24540193 の助成を受けたものです.

∗工学院大学 情報学部 システム数理学科, 〒 192-0015 東京都八王子市中野町 2665-1.
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を用いる (実際, H(T, x) や H(T, ξ) の場合は解となる). 解 U(T, 0)v(x) をつなぐことに

より, 区間 [0, T ] の任意の分割 ∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 に対し,

U(T, 0)v(x) = U(T, TJ)U(TJ , TJ−1) · · ·U(T2, T1)U(T1, 0)v(x)

と書ける. tj = Tj − Tj−1 とおき, 分割の幅の最大値を |∆T,0| = max
1≤j≤J+1

tj で表す.

xJ+1 = x とする. |∆T,0| → 0 のとき, U(Tj , Tj−1)v(xj) の近似として

I(Tj , Tj−1)v(xj) ≡
(

1

2π

)d ∫
R2d

ei(xj−xj−1)·ξj−1e
−

∫ Tj
Tj−1

H(t,xj ,ξj−1)dt
v(xj−1)dxj−1dξj−1

を用いると, 形式的には

U(T, 0)v(x) = lim
|∆T,0|→0

I(T, TJ)I(TJ , TJ−1) · · · I(T2, T1)I(T1, 0)v(x)(1.2)

= lim
|∆T,0|→0

(
1

2π

)d(J+1) ∫
R2d(J+1)

e

J+1∑
j=1

(
i(xj−xj−1)·ξj−1−

∫ Tj
Tj−1

H(t,xj ,ξj−1)dt
)

× v(x0)
J∏

j=0

dxjdξj

と書ける. さて, 基本解 U(T, 0) を

(1.3) U(T, 0)v(x) ≡
(

1

2π

)d ∫
R2d

ei(x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0)v(x0)dx0dξ0

で表現する関数 U(T, 0, x, ξ0) を考える. (1.2) と (1.3) より

ei(x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0)(1.4)

= lim
|∆T,0|→0

(
1

2π

)dJ ∫
R2dJ

e

J+1∑
j=1

(
i(xj−xj−1)·ξj−1−

∫ Tj
Tj−1

H(t,xj ,ξj−1)dt
)

J∏
j=1

dxjdξj

と書ける (cf. [10, Remark of Theorem 2.1]). Feynman [5] に従って, q(Tj) = xj となる

位置経路 q(t) と p(Tj) = ξj となる運動量経路 p(t) を導入すると, (1.4) は形式的には

(1.5) ei(x−x0)·ξ0U(T, 0, x, ξ0) =

∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)D(q, p)

と書ける. ここで

(1.6) ϕ(q, p) =

∫
[0,T )

p(t) · dq(t) + i

∫
[0,T )

H(t, q(t), p(t))dt

は相空間の作用であり, Feynmanは相空間経路積分
∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

∼ D(q, p) を

q(0) = x0, q(T ) = x, p(0) = ξ0 となるすべての経路 (q, p) に関する和であると主張した.

経路積分の表現 (1.2) や (1.4) は時間分割近似法と呼ばれる.
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しかし, 数学的には, 経路積分の測度 D(q, p) は存在しない. なぜ, 経路積分を積分と言

えるのか. さらに相空間の場合, 物理的にも, 不確定原理により位置 q(t) と運動量 p(t) を

同時刻 t に測定できない. また, 作用素の収束 (1.2) を示すだけでは, 位置空間の経路積

分と相空間の経路積分を区別していないようにも思える. なぜ, 相空間経路と言えるのか.

また, 相空間経路積分における形式的な式変形は間違った答を与える可能性もある.

さて, 講演者は [14], [15] で, 区分的定数経路による時間分割近似法を用いて, 一般的な

汎関数 F (q, p) をもつ相空間経路積分

(1.7)

∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)F (q, p)D(q, p)

が数学的に存在する一般的な汎関数の 2つの集合 FQ, FP を与えた. 特に (1.5) は (1.7)

の F (q, p) ≡ 1 の場合となる. より正確に言えば, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ ∪ FP に対

し, (1.7) の時間分割近似法が, 位置経路の終点 x と運動量経路の始点 ξ0 に関して広義一

様収束する. 2つの集合 FQ, FP は, 基本的な汎関数を含み, 和, 積, 経路の平行移動, 経

路の正則線形変換, 汎関数微分の演算に関して閉じている. それゆえ, 経路積分可能な多

くの汎関数を創ることができる. さらに, 使用する際には注意を払う必要があるが, その

相空間経路積分において, 積分の性質に類似した性質を証明した. より正確に言えば, 相

空間経路積分と積分との順序交換, 相空間経路積分と極限との順序交換, 経路の直交変換

に対する自然な性質, 運動量経路の平行移動に対する自然な性質, 運動量経路の汎関数微

分に関する部分積分を証明した. しかし, シュレディンガー方程式の場合 [12]は成立する

ようにできた位置経路の平行移動に対する自然な性質や位置経路の汎関数微分に関する部

分積分が成立するようにできるかどうかはわからない.

注意. シュレディンガー方程式に対する相空間経路積分については, 様々なアプローチ

がある (cf. Schulman[18, §31]). 例えば, コーヒレント状態 (Daubechies-Klauder[4]), 無

限次元振動積分 (Albeverio-Guatteri-Mazzucchi [1, §10.5.3], [2], [16, §3.3]), チェルノフの
公式 (Smolyanov-Tokarev-Truman [20]), ホワイトノイズ (Bock-Grothaus [3]), フーリエ

積分作用素 (Kitada-H. Kumano-go [8], Ichinose [7])等. 特に, N. Kumano-go-Fujiwara

[11], [12]は, 今回の変数係数放物型方程式に対する方針と類似の方針で, シュレディンガー

方程式に対して一般的な被積分汎関数をもつ相空間経路積分を扱っている.

注意. 一般階の変数係数放物型方程式の基本解という意味では, Tsutsumi[19], H. Kumano-

go[9] は逐次近似法を用いて, もう少し一般的な方程式の基本解を構成している. 今回の目

的は, 積分の性質に類似したなるべく多くの性質を満たすように相空間経路積分を構成す

ることであるため, 方程式の条件を少し限定している.
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x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd と α = (α1, . . . , αd), β = (β1, . . . , βd) ∈ Nd
0

に対し, 以下の記号を用いる.

|x| =
√
x · x, ⟨x⟩ = (1 + |x|2)1/2, |ξ| =

√
ξ · ξ, ⟨ξ⟩ = (1 + |ξ|2)1/2,

∂α
x = ∂α1

x1 · · · ∂αd

xd , ∂β
ξ = ∂β1

ξ1 · · · ∂βd

ξd
,

|α| = α1 + · · ·+ αd, |β| = β1 + · · ·+ βd, α! = α1! · · ·αd!, β! = β1! · · ·βd!.

特に, 変数の数が増えるため, xj , ξj ∈ Rd を xj = (x1
j , . . . , x

d
j ), ξj = (ξ1j , . . . , ξ

d
j ) ∈ Rd

として用い, αj , βj を多重指数 αj = (α1
j , . . . , α

d
j ), βj = (β1

j , . . . , β
d
j ) として用いる.

§ 2. 主定理

仮定 2.1. ⟨ξ⟩ ≡
(
1 + |ξ|2

)1/2
, 0 < T ≤ T < ∞, 0 ≤ δ < ρ ≤ 1, m > 0 とする.

H(t, x, ξ) は (x, ξ) ∈ Rd ×Rd に関し, 複素数値 C∞-関数で以下を満たす.

(1) 正の定数 c, C が存在し

0 < c ≤ Re H(t, x, ξ) ≤ C⟨ξ⟩m .

ただし Re H(t, x, ξ) は H(t, x, ξ) の実部とする.

(2) 任意の多重指数 α, β に対し, ∂α
x ∂

β
ξ H(t, x, ξ) は t ∈ [0,T] に関して区分的連続で, 正

の定数 Cα,β が存在し∣∣∣∂α
x ∂

β
ξ H(t, x, ξ)/Re H(t, x, ξ)

∣∣∣ ≤ Cα,β⟨ξ⟩δ|α|−ρ|β| .

注意. |ξ| ≥ R ≥ 0 (|ξ| が大きい)とき, 上の 2つの不等式が成立すると仮定しても良い.

注意. なるべく一般的な高階の変数係数放物型方程式が扱えるように δ, ρ を一般化し

ているが, わかりにくければ δ = 0, ρ = 1 ( ⟨ξ⟩ のオーダーは ξ で微分すると 1 下がるが,

x で微分しても下がらない)と思って, 聞いて欲しい.

注意. シュレディンガー方程式の場合の [11], [12] では, 微分の評価式としては

|∂α
x ∂

β
ξ H(t, x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |x| + |ξ|)max(2−|α+β|,0) (2回以上微分すると有界)を仮定

している.

さて, 区間 [0, T ] の分割を ∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 とする.

tj = Tj − Tj−1 とおき |∆T,0| = max
1≤j≤J+1

tj とおく. xJ+1 = x とし, xj ∈ Rd, ξj ∈ Rd と

する. 右連続で区分的定数となる位置経路 q∆T,0
= q∆T,0

(t, xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) を

q∆T,0
(0) = x0 , q∆T,0

(t) = xj , Tj−1 < t ≤ Tj
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で定義し, 左連続で区分的定数となる運動量経路 p∆T,0
= p∆T,0

(t, ξJ , . . . , ξ1, ξ0) で

p∆T,0
(t) = ξj−1 , Tj−1 ≤ t < Tj

定義する.

0 T1 T2 TJ T

(0, x0)

(T, x)

q∆T,0

0 T1 T2 TJ T

(0, ξ0)
p∆T,0

図 1. 位置経路 q∆T,0
と運動量経路 p∆T,0

定義 2.2 (区分的定数経路の 2つの空間 Q, P).

(1) q が左連続で区分的定数, i.e., q = q∆T,0
のとき, q ∈ Q と書く.

(2) p が右連続で区分的定数, i.e., p = p∆T,0
のとき, p ∈ P と書く.

汎関数 ϕ(q∆T,0
, p∆T,0

), F (q∆T,0
, p∆T,0

) は関数 ϕ∆T,0
, F∆T,0

となる, i.e.,

ϕ(q∆T,0
, p∆T,0

) =
J+1∑
j=1

∫
[Tj−1,Tj)

p∆T,0
· dq∆T,0

(t) + i
J+1∑
j=1

∫
[Tj−1,Tj)

H(t, q∆T,0
, p∆T,0

)dt

=
J+1∑
j=1

(xj − xj−1) · ξj−1 + i
J+1∑
j=1

∫ Tj

Tj−1

H(t, xj , ξj−1)dt

≡ ϕ∆T,0
(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0, x0) ,

F (q∆T,0
, p∆T,0

) ≡ F∆T,0
(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ1, x1, ξ0, x0) .

定義 2.3 (汎関数 F (q, p) の 2つの集合 FQ, FP). F (q, p)は q ∈ Q, p ∈ P の汎関数で,

任意の分割 ∆T,0 に対し,

F (q∆T,0
, p∆T,0

) ≡ F∆T,0
(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ0, x0) ∈ C∞(Rd(2J+3))

とする.

(1) F (q, p) が以下の仮定 2.4 (1) を満たすとき, F (q, p) ∈ FQ と書く.

(2) F (q, p) が以下の仮定 2.4 (2) を満たすとき, F (q, p) ∈ FP と書く.



6

仮定 2.4. L ≥ 0 とする. uj ≥ 0 は ∆T,0 に依存し
∑J+1

j=1 uj = U < ∞ を満たす.

(1) 任意の非負整数 ℓ1, ℓ2 に対し, 正の定数 Aℓ1,ℓ2 , Bℓ1,ℓ2 が存在し, 任意の分割 ∆T,0, 任

意の多重指数 |αj | ≤ ℓ1, |βj−1| ≤ ℓ2 に対し,∣∣∣∣∣∣
J+1∏

j=1

∂αj
xj
∂
βj−1

ξj−1

F (q∆T,0
, p∆T,0

)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Aℓ1,ℓ2(Bℓ1,ℓ2)
J+1

J+1∏
j=1

(tj)
min(|βj−1|,1)

×

J+1∑
j=1

⟨xj⟩+
J+1∑
j=1

⟨ξj−1⟩+ ⟨x0⟩

L
J+1∏
j=1

⟨ξj−1⟩δ|αj |−ρ|βj−1|

が成立し, また |αk| > 0 となる任意の整数 k (1 ≤ k ≤ J + 1) に対し∣∣∣∣∣∣
J+1∏

j=1

∂αj
xj
∂
βj−1

ξj−1

F (q∆T,0
, p∆T,0

)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Aℓ1,ℓ2(Bℓ1,ℓ2)
J+1

J+1∏
j=1,j ̸=k

(tj)
min(|βj−1|,1)

× uk

J+1∑
j=1

⟨xj⟩+
J+1∑
j=1

⟨ξj−1⟩+ ⟨x0⟩

L
J+1∏
j=1

⟨ξj−1⟩δ|αj |−ρ|βj−1|

が成立するとする.

(2) 任意の非負整数 ℓ1, ℓ2 に対し, 正の定数 Aℓ1,ℓ2 , Bℓ1,ℓ2 が存在し, 任意の分割 ∆T,0, 任

意の多重指数 |αj | ≤ ℓ1, |βj−1| ≤ ℓ2 に対し∣∣∣∣∣∣
J+1∏

j=1

∂αj
xj
∂
βj−1

ξj−1

F (q∆T,0
, p∆T,0

)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Aℓ1,ℓ2(Bℓ1,ℓ2)
J+1

J+1∏
j=1

(tj)
min(|αj |,1)

×

J+1∑
j=1

⟨xj⟩+
J+1∑
j=1

⟨ξj−1⟩+ ⟨x0⟩

L
J+1∏
j=1

⟨ξj−1⟩δ|αj |−ρ|βj−1|

が成立し, |βk−1| > 0 となる任意の整数 k (1 ≤ k ≤ J + 1) に対し∣∣∣∣∣∣
J+1∏

j=1

∂αj
xj
∂
βj−1

ξj−1

F (q∆T,0
, p∆T,0

)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Aℓ1,ℓ2(Bℓ1,ℓ2)
J+1

J+1∏
j=1,j ̸=k

(tj)
min(|αj |,1)

× uk

J+1∑
j=1

⟨xj⟩+
J+1∑
j=1

⟨ξj−1⟩+ ⟨x0⟩

L
J+1∏
j=1

⟨ξj−1⟩δ|αj |−ρ|βj−1|

が成立するとする.
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定理 1 (経路積分の存在 ). 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ ∪ FP に対し,∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)F (q, p)D(q, p)(2.1)

≡ lim
|∆T,0|→0

(
1

2π

)dJ ∫
R2dJ

eiϕ(q∆T,0
,p∆T,0

)F (q∆T,0
, p∆T,0

)
J∏

j=1

dξjdxj

が (x, ξ0, x0) ∈ Rd ×Rd ×Rd に関し広義一様収束する. ただし, 右辺の多重積分は振動

積分として扱う.

注意. F (q, p) ≡ 1 のとき, 右辺は

lim
|∆T,0|→0

(
1

2π

)dJ ∫
R2dJ

e

J+1∑
j=1

(
i(xj−xj−1)·ξj−1−

∫ Tj
Tj−1

H(t,xj ,ξj−1)dt
)

J∏
j=1

dxjdξj

となるが, このときでさえ, 各積分は必ずしも絶対収束しない.
∫
Rd dxj = ∞. さらに積分

の個数 J は ∞ に近づく. ∞×∞×∞×∞× · · · · · · .

例. (
∂T −△/2 + |x|2/2

)
U ′(T, 0)v(x) = 0 , U ′(0, 0)v(x) = v(x)

となる基本解を表す関数 U ′(T, 0, x, ξ) を考える．|x|2/2+ |ξ|2/2 = |ξ2|/2+1+ |x|2/2− 1

と書けるので，H(t, ξ) = |ξ2|/2 + 1, F (q) = e−
∫ T
0

(|q(t)|2/2−1)dt とする．このとき

ei(x−x0)·ξ0U ′(T, 0, x, ξ0) =

∫
eiϕ(q,p)F (q)D(q, p)

=
1

(coshT )1/2
exp i

(
− x0 · ξ0 +

2x · ξ0 + i(|x|2 + |ξ0|2) sinhT
2 coshT

)
.

[13]で, 区分的陪特性経路 [11]を用いて, シュレディンガー方程式の基本解を直接計算で

きる例を与えたが, U ′(T, 0, x, ξ0) も直接計算できる例として与えている．

定理 2 (汎関数 F (q, p) ∈ FQ ∪ FP の例 ). L ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T , 0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T と

する.

(1) |∂α
xB(t, x)| ≤ Cα⟨x⟩L ならば, F (q) ≡ B(t, q(t)) ∈ FQ.

(2) |∂β
ξ B(t, ξ)| ≤ Cβ⟨ξ⟩L−ρ|β| ならば, F (p) ≡ B(t, p(t)) ∈ FP .

特に F (q, p) ≡ 1 ∈ FQ ∩ FP .

(3) ∂α
x ∂

β
ξ B(t, x, ξ) が連続で |∂α

x ∂
β
ξ B(t, x, ξ)| ≤ Cα,β(⟨x⟩+ ⟨ξ⟩)L⟨ξ⟩δ|α|−ρ|β| ならば,

F (q, p) ≡
∫
[T ′,T ′′)

B(t, q(t), p(t))dt ∈ FQ ∩ FP .
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(4) ∂α
x ∂

β
ξ B(t, x, ξ) が連続で |∂α

x ∂
β
ξ B(t, x, ξ)| ≤ Cα,β⟨ξ⟩δ|α|−ρ|β| ならば,

F (q, p) = e
∫
[T ′,T ′′) B(t,q(t),p(t))dt ∈ FQ ∩ FP .

(5) 0 < c′ ≤ ReB(t, x) ≤ C ′⟨x⟩L, ∂α
xB(t, x) は連続で |∂α

xB(t, x)/ReB(t, x)| ≤ Cα な

らば,

F (q) ≡ e−
∫
[T ′,T ′′) B(t,x)dt ∈ FQ .

注意. 不確定性原理を避けるため, 位置 q(t) と運動量 p(t) を同時刻 t に扱わない.

q(t) ∈ FQ, p(t) ̸∈ FQ と なり, q(t) ̸∈ FP , p(t) ∈ FP となる. t ̸= s ならば, q(t) · p(s) に
ついては, 区間 [0, T ) を t と含む区間を s を含む区間に分け, それぞれの区間の経路積分

が表す作用素の積として扱うことができる.

定義 2.5 (汎関数微分). 位置経路 q, q′ ∈ Q と運動量経路 p, p′ ∈ P に対し, (q′, p′) 方

向の汎関数微分を

D(q′,p′)F (q, p) = lim
θ→0

F (q + θq′, p+ θp′)− F (q, p)

θ

で定義する.

注意. (q′, 0) のとき位置経路の方向, (0, p′) のとき運動量経路の方向となる.

注意. 分割 ∆T,0 が q, q′, p, p′ がジャンプする時刻をすべて含むとする. q(Tj) = xj ,

q′(Tj) = x′
j , p(Tj−1) = ξj−1, p

′(Tj−1) = ξ′j−1 とおく. (Tj−1, Tj ] 上で (q + θq′)(t) =

xj + θx′
j , [Tj−1, Tj) 上で (p+ θp′)(t) = ξj−1 + θξ′j−1 となるので,

F (q + θq′, p+ θp′) = F∆T,0
(xJ+1 + θxJ+1, ξJ + θξ′J , . . . , ξ0 + θξ′0, x0 + θx′

0)

と書ける. ゆえに

D(q′,p′)F (q, p) =

J+1∑
j=0

(∂xjF∆T,0
)(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ0, x0) · x′

j

+

J∑
j=0

(∂ξjF∆T,0
)(xJ+1, ξJ , xJ , . . . , ξ0, x0) · ξ′j

と書ける. 同様に, 汎関数微分の線形性

Dc′(q′,p′)+c′′(q′′,p′′)F (q, p) = c′D(q′,p′)F (q, p) + c′′D(q′′,p′′)F (q, p)

(q′, q′′ ∈ Q, p′, p′′ ∈ P, c′, c′′ ∈ R) が成立する. さらに F∆T,0
∈ C∞(Rd(2J+3)) により,

高階の汎関数微分も扱うことができる.
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定理 3 (FQ, FP 上のなめらかな代数).

(1) 任意の汎関数 F (q, p), G(q, p) ∈ FQ, 任意の位置経路 q′ ∈ Q, 任意の運動量経路

p′ ∈ P, 任意の d× d 実行列 V と任意の d× d 実正則行列 W に対し,

F (q, p) +G(q, p) ∈ FQ , F (q, p)G(q, p) ∈ FQ ,

F (q + q′, p+ p′) ∈ FQ , F (V q,Wp) ∈ FQ, D(p′,q′)F (q, p) ∈ FQ.

(2) 任意の汎関数 F (q, p), G(q, p) ∈ FP , 任意の位置経路 q′ ∈ Q, 任意の運動量経路

p′ ∈ P, 任意の d× d 実行列 V と任意の d× d 実正則行列 W に対し,

F (q, p) +G(q, p) ∈ FP , F (q, p)G(q, p) ∈ FP ,

F (q + q′, p+ p′) ∈ FP , F (V q,Wp) ∈ FP , D(p′,q′)F (q, p) ∈ FP .

注意. 汎関数の 2つの集合 FQ, FP は和, 積, 経路の平行移動, 経路の実正則変換, 汎関

数微分の演算に関し閉じている. 定理 3 を定理 2 に適用することで, 経路積分可能な多く

の汎関数 F (q, p) ∈ FQ ∪ FP を創ることができる. しかしながら, 経路 q′, p′ はジャンプ

するため, eiϕ(q,p) の
∫
[0,T )

p(t) · dq(t) 部分は必ずしも良い性質を持たない. それゆえ, 相

空間経路積分では, どの演算が成立するかに注意しなければならない.

注意. シュレディンガー方程式の場合も, 類似の結果が成立する (cf. [12, Theorem 2]).

例. 0 < c′ < a(t, x), |∂α
x a(t, x)| ≤ C ′

α, k, l ∈ N0 とする. 放物型作用素

∂T +H ′(T, x,−i∂x) = ∂T + a(T, x)(−△)k + |x|2l

を考える. このとき, H(t, x, ξ) = a(t, x)|ξ|2k + 1, B1(x) = −2, B2(x) = |x|2l + 1 とおけ

ば H ′(t, x, ξ) = H(t, x, ξ) +B1(x) +B2(x) と書ける. 定理 2 (4) (5) より

F (q) ≡ e−
∫
[0,T )

B1(q(t))dt ∈ FQ , G(q) ≡ e−
∫
[0,T )

B2(q(t))dt ∈ FQ.

よって ∂T +H ′(T, x,−i∂x) に対する基本解を表す関数 U ′(T, 0, x, ξ0) は経路積分の形

ei(x−x0)·ξ0U ′(T, 0, x, ξ0) =

∫
ei

∫
[0,T )

p(t)·dq(t)−
∫
[0,T )

H′(t,q(t),p(t))dtD(q, p)

≡
∫

eiϕ(q,p)F (q)G(q)D(q, p)

で書ける.

相空間経路積分には測度が存在しないため, 相空間経路積分における積分や極限との順

序交換定理を用意する.
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定理 4 (積分との順序交換). L ≥ 0, 0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T とする.

(1) 任意の多重指数 αに対し ∂α
xB(t, x)は [0, T ]×Rd に関し連続で |∂α

xB(t, x)| ≤ Cα⟨x⟩L

とする. このとき, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ (F (q, p) ≡ 1 を含む)に対し,∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)
(∫

[T ′,T ′′)

B(t, q(t))dt
)
F (q, p)D(q, p)(2.2)

=

∫
[T ′,T ′′)

(∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)B(t, q(t))F (q, p)D(q, p)
)
dt .

(2) 任意の多重指数 β に対し ∂β
ξ B(t, ξ) は [0, T ] × Rd に関し連続で |∂β

ξ B(t, ξ)| ≤
Cβ⟨ξ⟩L−ρ|β| とする. このとき, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FP (F (q, p) ≡ 1 を含む)

に対し, ∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)
(∫

[T ′,T ′′)

B(t, p(t))dt
)
F (q, p)D(q, p)(2.3)

=

∫
[T ′,T ′′)

(∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)B(t, p(t))F (q, p)D(q, p)
)
dt .

注意. 左辺は積分したあと経路積分し, 右辺は経路積分したあと積分する. しかし, 不

確定性原理を避けるため, 位置 q(t) と運動量 p(t) を同時刻 t で扱わない. シュレディン

ガー方程式の場合も, 類似の結果が成立する (cf. [12, Theorem 4]).

注意 (極限との順序交換). 経路積分とある種の極限との順序交換も可能である．例え

ば, 任意の多重指数 α に対し ∂α
xB(t, x) が連続で |∂α

xB(t, x)| ≤ Cα とすると，摂動展開∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)+
∫
[T ′,T ′′) B(t,q(t))dtD(q, p)

=
∞∑
k=0

∫
[T ′,T ′′)

dtk

∫
[T ′,tk)

dtk−1 · · ·
∫
[T ′,t2)

dt1

×
∫
q(T )=x, p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)B(tk, q(tk))B(tk−1, q(tk−1)) · · ·B(t1, q(t1))D(q, p)

が成立する．

定理 5 (運動量経路の平行移動). 任意の運動量経路 p′ ∈ P に対し,

G(q) ≡ ei
∫
[0,T )

p′(t)·dq(t) ∈ FQ .

さらに, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ に対し,∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p+p′)F (q, p+ p′)D(q, p) =

∫
q(T )=x,p(0)=ξ0+p′(0),q(0)=x0

eiϕ(q,p)F (q, p)D(q, p).
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注意. 粗く言えば, すべての運動量経路の平行移動は, すべての経路に関して和を取る

ので, 始点と終点の平行移動と同じになると解釈できる. シュレディンガー方程式の場合

も, 類似の結果が成立する (cf. [12, Theorem 6 (1)]).

注意 (位置経路の平行移動). |∂α
ξ e

icξ| ̸≤ Cα⟨ξ⟩−ρ|α| (ξ で微分しても ⟨ξ⟩ のオーダーが
下がらない)ため, 任意の位置経路 q′ ∈ Q に対し,

G(p) ≡ ei
∫
[0,T )

p(t)·dq′(t) ∈ FP

が成立するようにできなかった. このため, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FP に対し∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q+q′,p)F (q + q′, p)D(q, p) =

∫
q(T )=x+q′(T ),p(0)=ξ0,q(0)=x0+q′(0)

eiϕ(q,p)F (q, p)D(q, p)

が成立するようにできるかどうかわからない. シュレディンガー方程式の場合は, これら

も成立する (cf. [12, Theorem 6 (2)]).

定理 6 (経路の直交変換). 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ ∪ FP と任意の d× d 実行列 Q

に対し, ∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(Qq,Qp)F (Qq,Qp)D(q, p)

=

∫
q(T )=Qx,p(0)=Qξ0,q(0)=Qx0

eiϕ(q,p)F (q, p)D(q, p) .

注意. 粗く言えば, すべての経路の直交変換は, すべての経路に関して和を取るので, 始

点と終点の直交変換と同じになると解釈できる. シュレディンガー方程式の場合も, 類似

の結果が成立する (cf. [12, Theorem 8]).

定理 7 (運動量経路の汎関数微分に関する部分積分). 任意の運動量経路 p′ ∈ P に対し,

運動量経路の方向の汎関数微分 D(0,p′)ϕ(q, p) ∈ FQ. さらに, 任意の汎関数 F (q, p) ∈ FQ

と p′(0) = 0 となる任意の運動量経路 p′ ∈ P に対し,∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)(D(0,p′)F )(q, p)D(q, p)

= −i

∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)(D(0,p′)ϕ)(q, p)F (q, p)D(q, p).

注意. 左辺は F (q, p) を汎関数微分し, 右辺は eiϕ(q,p) を汎関数微分し (−1) 倍してい

る. シュレディンガー方程式の場合も, 類似の結果が成立する (cf. [12, Theorem 7 (1)]).

注意 (位置経路の汎関数微分に関する部分積分). 任意の位置経路 q′ ∈ Q に対し, 位置

経路の方向の汎関数微分D(q′,0)ϕ(q, p) ∈ FP . しかし, 平行移動がわからないため, 任意の
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汎関数 F (q, p) ∈ FP と q′(T ) = q′(0) = 0 となる任意の位置経路 q′ ∈ Q に対し,∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)(D(q′,0)F )(q, p)D(q, p)

= −i

∫
q(T )=x,p(0)=ξ0,q(0)=x0

eiϕ(q,p)(D(q′,0)ϕ)(q, p)F (q, p)D(q, p)

が成立するようにできるかどうかわからない. シュレディンガー方程式の場合は, これら

も成立する (cf. [12, Theorem 7 (2)]).

定理 1 の収束の詳細と証明の概略を述べる. 関数 b∆T,0
(xJ+1, ξ0, x0) を

ei(xJ+1−x0)·ξ0b∆T,0
(xJ+1, ξ0, x0)(2.4)

≡
(

1

2π

)dJ ∫
R2dJ

eiϕ(q∆T,0
,p∆T,0

)F (q∆T,0
, p∆T,0

)
J∏

j=1

dξjdxj

とする.

定理 8 (定理 1 の収束の詳細). 0 < T ≤ T < ∞, F (q, p) ∈ FQ ∪FP とする. 任意の非

負整数 ℓ1, ℓ2 に対し, 非負整数 ℓ′1, ℓ
′
2 と正の定数 Cℓ1,ℓ2 , C

′
ℓ1,ℓ2

が存在し,∣∣∣∂α
x ∂

β
ξ0
b∆T,0

(x, ξ0, x0)
∣∣∣ ≤ Aℓ′1,ℓ

′
2
Cℓ1,ℓ2 (⟨x⟩+ ⟨ξ0⟩+ ⟨x0⟩)L ⟨ξ0⟩δ|α|−ρ|β| ,(2.5) ∣∣∣∂α

x ∂
β
ξ0

(
b∆T,0

(x, ξ0, x0)− b(T, 0;x, ξ0, x0)
)∣∣∣(2.6)

≤ Aℓ′1,ℓ
′
2
C ′

ℓ1,ℓ2 |∆T,0| (T + U) (⟨x⟩+ ⟨ξ0⟩+ ⟨x0⟩)L ⟨ξ0⟩2m+δ|α|−ρ|β|

が, 任意の多重指数 |α| ≤ ℓ1, |β| ≤ ℓ2 に対し成立する. ただし b(T, 0;x, ξ0, x0) ≡
lim|∆T,0|→0 b∆T,0

(x, ξ0, x0) である.

注意. F∆T,0
が x0 に依存しない場合 (例えば, F (q, p) ≡ 1 の場合), b∆T,0

(x, ξ0, x0),

b(T, 0;x, ξ0, x0) は x0 に依存しないので, b∆T,0
(x, ξ0), b(T, 0;x, ξ0) と書ける.

収束の証明は, 粗く言えば, 3 つのステップ

1◦. (2.4) の多重振動積分を J → ∞ のとき定数 C の J 乗 CJ で コントロールする

(Tsutsumi [19,Theorem 1.1], H. Kumano-go [9, §7.2,Theorem 2.2] 型の評価）.

2◦. (2.4) の多重振動積分を J → ∞ によらない定数 C でコントロールする

（Fujiwara[6] 型の評価）.

3◦. (2.4) の多重振動積分が |∆T,0| → 0 のとき収束するように条件を加える．

からなる．時間が許せば, これらの詳細についても述べたい.



13

参考文献

[1] S. Albeverio, Høegh-Krohn, S. Mazzucchi, Mathematical theory of Feynman path inte-

grals, Lect. Notes Math. vol. 523, Springer, Berlin, 1976, 2nd enlarged edition 2008.

[2] S. Albeverio, G. Guatteri, S. Mazzucchi, Phase space Feynman path integrals, J. Math.

Phys. 43 (2002), 2847–2857.

[3] W. Bock, M. Grothaus, A white noise approach to phase space Feynman path integrals.

Teor. Imovir. Mat. Stat. 85x (2011), 7-21.

[4] I. Daubechies, J. R. Klauder, Quantum mechanical path integrals with Wiener measure

for all polynomial Hamiltonians. J. Math. Phys. 26 (1985), 2239-2256.

[5] R. P. Feynman, An operator calculus having applications in quantum electrodynamics,

Appendix B, Phys. Rev. 84, (1951), 108–236.

[6] D. Fujiwara, The stationary phase method with an estimate of the remainder term on a

space of large dimension, Nagoya Math. J. 124 (1991) 61–97.

[7] W. Ichinose, A mathematical theory of the phase space Feynman path integral of the

functional, Comm. Math. Phys. 265 (2006), 739–779.

[8] H. Kitada, H. Kumano-go, A family of Fourier integral operators and the fundamental

solution for a Schrödinger equation, Osaka J. Math. 18 (1981), 291-360.

[9] H. Kumano-go, Pseudo-Differential Operators, The MIT press, Cambridge, MA, 1981.

[10] N. Kumano-go, A Hamiltonian path integral for a degenerate parabolic pseudo-differential

operators, J. Math. Sci. Univ. Tokyo 3 (1996), 57–72.

[11] N. Kumano-go, D. Fujiwara, Phase space Feynman path integrals via piecewise bicharac-

teristic paths and their semiclassical approximations, Bull. Sci. math. 132 (2008), 313–357.

[12] N. Kumano-go, Phase space Feynman path integrals with smooth functional derivatives

by time slicing approximation, Bull. Sci. math. 135 (2011), 936–987.

[13] N. Kumano-go, Phase space Feynman path integrals - Calculation examples via piecewise

bicharacteristic paths, RIMS Kôkyûroku, 1797 (2012), 167–186.
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Evolution operator arising from flow

past a rigid body

菱田 俊明

名古屋大学大学院多元数理科学研究科
hishida@math.nagoya-u.ac.jp

1 問題と背景

3次元空間において無限遠までひろがる非圧縮粘性流の長
時間挙動を, 剛体の障害物の運動が時間に依存する場合に考
察する. 流れは剛体に固定した座標系での Navier-Stokes 方
程式

∂tu+ u · ∇u = ∆u−∇p+ (η + ω × x) · ∇u− ω × u,

div u = 0 in D × (0,∞)

(1.1)

にしたがう ([10]). ここで, Dは C1,1-境界 ∂Dをもつ R3の外
部領域, u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t))

> と p(x, t) は流
体の速度ベクトルと圧力である. (1.1)は運動量保存則と質量
保存則 (と座標変換)から得られる方程式系である. 質量保存
則からしたがう div u = 0は solenoidal条件と呼ばれ, 流体が
非圧縮性をもつことを表している. 剛体の運動は並進と回転
に分解される. (1.1)の運動方程式の係数において, η = η(t)

と ω = ω(t) は剛体の質量中心の並進速度と質量中心まわり
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の回転角速度を表し, これらは与えられている. 境界 ∂D上
では通常の no-slip条件を考えるので, そこでの流速は剛体運
動 η+ω× xに等しいとする. また, 無限遠では静止している
とし, さらに初期条件を課す:

u|∂D = η + ω × x, lim
|x|→∞

u = 0, u(·, 0) = u0. (1.2)

η = ω = 0のときが障害物静止の場合の Navier-Stokes初期
値境界値問題であり, 多くの研究がある. 障害物が運動する
場合に, その運動の流れの形への寄与は興味深く, ηと ωが定
数ベクトルであるときの定常解の無限遠での漸近展開の第 1

項において顕著に現れる. 並進運動する場合のそのような研
究は古く, 1960年代においてすでに Finn が一連の著しい研
究 ([8]とそこでの引用文献を参照) の中で航跡 (wake region)

を伴う異方的な漸近挙動を明らかにした. 回転運動の寄与に
ついては約 10年ほど前に, 自己相似な Navier-Stokes 定常流
についての Šverák [34]の深い洞察に基づき, 漸近展開の第
1項は回転軸対称な Landau solution であることを Farwig-

Hishida [6]が示した (漸近展開の剰余項の評価は [5]により改
良された). それらの概要を [20], [13] で知ることができる.

そのような漸近挙動を示す定常解の安定性の研究は重要で
あり, 特に並進運動する場合には, エネルギ一安定性 (定常解
に加えた擾乱が L2を走る場合の安定性) についての結果も
少なからずあるが, Lqでの安定性は Shibata [31] によって初
めて証明された (その後の [4]も参照). その際に本質的なこ
とは, 線型化方程式の初期値問題 (次節の (2.1)において ηが
tに依らず ω = 0の場合の問題) の一意解を与えるOseen 半
群の Lq-Lr 減衰評価であり, これは Kobayashi-Shibata [27]

による成果である. 減衰度は次節の (2.6)–(2.7)のとおりで
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あり, 評価の形自体は全空間における熱半群と同様で, 放物
型方程式の解の長時間挙動として典型的であるが, 一般に外
部領域における半群に対してそのような評価を求めることは
難しい問題である. 最も基本的な Stokes半群 (障害物静止
η = ω = 0の場合) に対する望ましい形の評価の証明は約 30

年前の Iwashita [25]による. いったんこの評価が得られると,

応用は非常に広大で, 実際に [25] の成果は繰返し用いられて
おり, 当分野の基礎文献の一つであると言える. その成果だ
けでなく, スペクトル解析に基づく [25]の論証方法も広く用
いられている.

本稿の主題は長時間挙動であるが, 障害物が回転する場合
には解の正則性において関数解析的なレベルでの違いが生じ,

その解析を行わずして長時間挙動を論じることはできない.

実際, (1.1)の移流項の係数の非有界性のために, この項は低
階であっても Laplacianによる粘性項の単なる摂動とみなす
ことはできず, 回転角速度 ωが定数ベクトルの場合に生成さ
れる半群は解析半群でないが, ある種の平滑化作用は有する
([16]). 双曲型の側面を生成作用素の spectrumの分布の観点
から明らかにした研究として, Farwig-Neustupa [7] (そこで
の引用文献も参照) がある. そのような半群であっても, 上
記の Stokes 半群, Oseen 半群と同じ形の減衰評価を導けるこ
とが Hishida-Shibata [24] により示された. それらの概要は
[17] (英訳は [19])にある.

Oseen 半群の減衰評価は定常解の attainabilityの研究にお
いても重要な役割を果たす. 初期時刻で剛体と流体が静止し
ているとし,剛体が一定の方向に加速して有限時間後に一様な
並進速度へ至るときに, Finn [9]は流れの長時間挙動を問うた.

これを Finn の starting問題という. 期待される結果は, 最終
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的な一様並進速度が小さいときに,それから一意的に定まる定
常解への漸近である. これが達成されるときに,その定常解は
attainableであるという (この術語は Heywood [15]により導
入された). 上で述べた定常解の異方的な漸近挙動, 特に航跡
の外側での良い減衰度により, 無限遠近傍での summability

は障害物静止の場合よりも (指数が低いという意味で) 良い
が, それは L2+ε である. 一般にはこの summability が最良で
あり, ε を外して L2とできないことは定常解の無限遠での漸
近展開を通して説明されるので, L2 理論によって starting問
題を解くことはできない. このことは安定性問題との違いで
あり, したがってその解決 (Galdi-Heywood-Shibata [12]) に
はOseen 半群の Lq-Lr評価 [27]を待たねばならなかった. 並
進の starting問題について, 流体の初期速度が大きい場合に
定常解の attainabilityを考察した研究 [23] もある (流れの時
間発展はある種の弱解として捉えられる). 障害物が回転する
場合の同様な意味での starting問題も [17, Section 6] で提唱
されたが, [24] の Lq-Lr評価を使い [12] の方法に沿うことに
よっては, 移流項 (ω × x) · ∇u の係数の非有界性のために立
ち行かない. そこで, 半群の評価には頼らず, 最初から η と
ω が時間依存の場合を直接に扱おうとする考え方は自然であ
ろう.

本稿で時間依存係数の (1.1)を解析する動機は,上記の start-

ing問題にとどまらない. 障害物の並進速度と回転角速度が時
間周期的に振動する場合、あるいは概周期運動する場合、あ
るいは t→ ∞である剛体運動に漸近する場合等, さまざまな
興味深い物理状況をすべて含んだ一般なシステムである. 特
に, 安定性あるいは attainabilityを調べようとする主流 (定常
解や時間周期解等) が無限遠で scale臨界減衰度O(|x|−1) を
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もつ場合には議論が delicateとなるが (上で述べた漸近展開
により障害物の並進を伴わないときはこの減衰度が最良であ
る), (1.1)の線型化初期値問題 (2.1) の解作用素 (発展作用素)

のみならず, その共役作用素に対しても所要の減衰評価を得
ると, Yamazaki [36]の技法によって解析を進められることは
当分野において周知である. また, 流れと剛体の運動の相互
作用 (fluid-structure interaction) を考察する場合に, その問
題では η とω も未知として (1.1) と剛体の運動方程式 (運動
量保存則と角運動量保存則から導かれる 6次元の常微分方程
式系) の連成系を解析することとなるが, 解の長時間挙動の
研究は進んでおらず, 本稿による線型化方程式 (2.1) の解の
減衰度の解析を活かすことができると考えている.

2 発展作用素

さて, 初期値問題 (1.1)–(1.2)に対して, 知られている解は
(筆者の研究 [21], [22] 以前では) Borchers [2]による Leray-

Hopf弱解と Hansel-Rhandi [14] による一意な時間局所解だ
けである. ここで, Leray-Hopf弱解は時間大域解ではあるが、
構成されるクラスでの一意性は不明であり, またその正則性
についての最終的な結果は得られていない (有名な未解決問
題である). Hansel-Rhandi [14]の最も重要な貢献は, ηと ω

の局所 Hölder連続性のもとで, 1 < q <∞ とするとき, non-

autonomous な線型化方程式の初期値問題

∂tu = ∆u−∇p+ (η + ω × x) · ∇u− ω × u,

div u = 0, in D × (s,∞),

u|∂D = 0, lim
|x|→∞

u = 0, u(·, s) = f,

(2.1)
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による空間 Lq
σ(D) 上での発展作用素 {T (t, s)}t≥s≥0 の生成,

およびその Lq-Lr 平滑性評価を求めたことである. これが得
られると, Kato [26]等の標準的なやりかたによって, compat-

ibility 条件をみたす初期値 u0 ∈ Lq(D)3, q ∈ [3,∞), に対す
る (1.1)–(1.2) の時間局所解を構成することは難しくない. こ
こで, 空間 Lq

σ(D)はC∞
0,σ(D) = {ψ ∈ C∞

0 (D)3; div ψ = 0}
の Lq(D)3における完備化を表し, solenoidal Lq空間と呼ば
れる. 完備化により, Lq

σ(D) の元について, 超関数の意味で
solenoidal条件をみたすとともに境界∂D上への normal trace

が消えることに注意する. 以下, 表記の簡単のため, ベクトル
値関数の属する関数空間であることが明らかな場合には, 例
えば上記の Lq(D)3を Lq(D)と表すことにする.

問題の定式化は Helmholtz 分解 (直和分解 [30], [33])

Lq(D) = Lq
σ(D)⊕

{
∇p ∈ Lq(D); p ∈ Lq

loc(D)
}
, 1 < q <∞,

(2.2)

に基づき, Lq(D) から Lq
σ(D) への射影作用素 P を (2.1) の

方程式に施すことにより圧力勾配を消去して (この操作によ
り問題を扱いやすくはなるが圧力の難しさは非局所的な作用
素P へ移行), 空間 Lq

σ(D) における発展方程式

du

dt
+ L(t)u = 0, t ∈ (s,∞); u(s) = f, (2.3)

に書き改めることにより行われる. ここで, Lq
σ(D) 上の線型

作用素 L(t)は,

D(L(t)) = {u ∈ Lq
σ(D) ∩W 1,q

0 (D) ∩W 2,q(D); (ω(t)× x) · ∇u ∈ Lq(D)},
L(t)u = −P [∆u+ (η(t) + ω(t)× x) · ∇u− ω(t)× u],

(2.4)

により定められる. 定義域 D(L(t))が剛体の回転軸の方向ベ
クトルの変動にしたがい tに依って変化することに注意する.
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W k,q(D) は通常の k階 Lq-Sobolev 空間, W 1,q
0 (D) は C∞

0 (D)

の W 1,q(D)における完備化を表す. すでに述べたように, t

を固定するとき (ω = 0 でない限り) 作用素 −L(t)は解析半
群の生成作用素ではないので, 放物型発展作用素の Tanabe-

Sobolevskii 理論を適用することはできない (増田 [29], 田辺
[35]). 双曲型発展作用素の Kato 理論 (これも [29], [35] を参
照) を適用することはできるが, 得られる解の正則性に関す
る情報が乏しく, 偏微分方程式 (2.1) の特徴を捉えられない.

Hansel-Rhandi [14]の解析の優れている点は,既存の発展作用
素論に頼らずに独自の視点で発展作用素を構成した (要する
に初期値問題 (2.1) の一意解を構成した) ことであり, した
がって彼らの解はこの方程式にみあう諸性質, 特に Lq-Lr 平
滑性を備えている. 特に第 1近似のとり方が重要であり, そ
の後の iterationの構成はTanabe理論における方法に似るが,

[14]は非常に非自明な成果である.

本稿の題目の Evolution operator とは, [14]によるこの発
展作用素 T (t, s)のことを指す. 主題はこれの (t− s) → ∞で
の減衰評価であり, そのような考察は [14]において一切行わ
れていない. 一般に, 発展作用素は既存の理論 ([29], [35]) で
あれ [14]であれ, T > 0を任意に固定して区間 [0, T ] 上で構
成されるので, 長時間挙動の情報を直接引き出す拠り所はな
く, autonomous な場合には resolvent の逆 Laplace変換 (解
析半群においては Dunford 積分表示と同じこと) による半群
の時間大域的な表示があるのと対照的である (この表示は実
際に半群の長時間挙動の解析において役割を果たす). そのた
め, non-autonomousな初期値問題の解の長時間挙動を求める
には, 個々の問題の特性を的確に捉えて解析を進めるほかな
いが, 境界のある非有界領域上では一般に難しい問題である
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(有界領域において本稿のように Dirichlet境界条件のもとで
考察する場合には指数減衰を期待できることが多く, 問題は
平易となる). 発展作用素 T (t, s) の減衰評価が望ましい形で
確立されれば, 問題 (1.1)–(1.2)に対して種々の状況のもとで
の一意な時間大域解の構成が可能となる (最も簡単な場合が
[21, Section 5]で与えられている) ので, 非常に重要な問題で
もある.

本稿では,

η, ω ∈ Cθ([0,∞);R3) ∩ L∞(0,∞;R3) (2.5)

であるとき, この発展作用素がすべての t > s ≥ 0に対して
Lq-Lr評価

‖T (t, s)f‖r ≤ C(t− s)−(3/q−3/r)/2‖f‖q (2.6)

‖∇T (t, s)f‖r ≤ C(t− s)−(3/q−3/r)/2−1/2‖f‖q (2.7)

をみたすことを示す (‖ · ‖q は Lq(D)のノルム). ただし, 指数
q, r は (2.6)に対して 1 < q ≤ r ≤ ∞ (q 6= ∞) であり, (2.7)

に対しては 1 < q ≤ r ≤ 3である. (2.7) に対するこの指数の
制限は最適であることが知られている ([28], [18]).

平滑性評価としては, η, ωの局所 Hölder連続性のもとで
(2.6)–(2.7) with C = C(T )が [14]により 0 ≤ s < t ≤ T に対
して示され,条件 (2.5)のもとでは (2.6)–(2.7) with C = C(τ∗)

が [21]により t−s ≤ τ∗ をみたす (t, s)に対して示された (微
分の評価に対しても指数の制限は不要). 減衰評価としては,

[21]により (2.6)だけが 1 < q ≤ r < ∞ に対して示された.

[21] の論証では, 次節で述べるように共役発展作用素 T (t, s)∗

(共役方程式系の最終値問題の解作用素) が重要な役割を果た
し, (2.6)と共に T (t, s)∗に対する同じ評価も同時に得られる.
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[21, Section 5] は, 空間微分の各点減衰 (2.7) なしであっても,

(2.1) の non-autonomous 項の歪対称性からしたがうエネル
ギ一関係式の活用により Navier-Stokes方程式の時間大域解
を構成する方法も提示した. ただし,この方法による大域解の
漸近挙動に関する情報は通常よりも限定的であるので, (2.7)

の確立が望ましいが, その証明は [22] による. この [22]の成
果を [21]と併せて, 本稿の主定理とする.

η, ωが定数ベクトル,したがって方程式 (2.1)がautonomous

の場合は, スペクトル解析の手法が標準的で, それぞれの場合
での半群の Lq-Lr減衰評価 (2.6)–(2.7) (指数 q, rは上記のと
おり)が,すでに言及した論文も含めて以下の文献で示されて
いる: 障害物が静止の Stokes 半群に対して [25], [28], 一様な
速度で並進のみする場合の Oseen半群に対して [27], [3], [4],

一定角速度での回転も伴う場合の半群に対しては [24], [32].

これらはすべて, 本研究によってカバ一されている. すなわ
ち,本研究は resolventの (特に resolvent parameterが原点近
くでの) 解析を通すことなく統一的に減衰評価を導く方法を
提示している. その概要を次節で述べよう.

3 着想と主定理
この問題特有の有効な情報は全空間 R3での発展作用素 (こ
れを U(t, s) で表す) の Lq-Lr評価であり, これが唯一つの手
がかりである. (1.1) の運動方程式は (handmadeではなく)
座標変換によって精確に得られたものであるから, その線型
部 (2.1) が全空間で以下の解表示をもつことは驚くことでは
ない:

(U(t, s)f)(x) = Φ(t, s)
(
e(t−s)∆f

)(
Φ(t, s)>

(
x+

∫ t

s

Φ(t, τ)η(τ) dτ

))
.

(3.1)
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ここで, et∆f = (4πt)−3/2 exp(−| · |2/4t) ∗ f は熱半群, Φ(t, s)

は線型常微分方程式系 dϕ/dt = −ω(t)× ϕ の発展行列 (基本
解) である. このように熱半群の変数変換により表示できる
(したがって全空間においては自明な圧力勾配を伴う)事情は,

solenoidal 条件から

div [(η + ω × x) · ∇u− ω × u] = (η + ω × x) · ∇div u = 0

がしたがうことによる.

この全空間の解 (および Bogovskii 作用素 [1], [11, Chapter

III] による solenoidal 条件の回復) を第 1近似として, cut-off

の方法により外部問題の解を考察する着想は自然であろう.

この第 1近似に対する剰余がみたす方程式をDuhamel の原
理によって積分方程式の形に書くこととなるが, これを司る
発展作用素 T (t, s) 自体が調べる対象であるから, 議論の出
発点における情報が前節でも言及したエネルギ一関係式しか
ない. しかし, この僅かな情報 (duality argument によるた
め, 特に要するのは共役発展作用素 T (t, s)∗ のエネルギ一関
係式) だけを頼りに, まず r ∈ (2, 3) に対して Lr での一様有
界性を導く. これとエネルギ一関係式を用いてある種の微分
不等式を解く議論に帰することにより ([21, Lemma 4.1] 参
照), T (t, s) と T (t, s)∗ 双方の僅かな減衰度を得る. この情報
は当初のエネルギ一関係式よりも良いので, 積分方程式を再
度評価し直すことにより (ここに前段にはない工夫を要する
が話が技術的となるので立ち入らない), 前段よりも広い範囲
の r ∈ (2, 6)に対して上記の剰余の (したがって発展作用素
の) Lrでの一様有界性を導ける. 微分不等式を再び解いて得
られる発展作用素の減衰評価を用いて同じ議論を繰り返すこ
とにより, 2 ≤ q ≤ r < ∞ に対する (2.6)と 1 < q ≤ r ≤ 2
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に対する共役 T (t, s)∗の Lq-Lr評価を同時に得る. T (t, s) と
T (t, s)∗の役割を入れ替えて本質的に同じ議論を行うことによ
り, 1 < q ≤ r ≤ 2 に対する (2.6)と 2 ≤ q ≤ r < ∞ に対す
る共役 T (t, s)∗の Lq-Lr評価も得られるから, 発展作用素の
半群性と併せて, 1 < q ≤ r < ∞ に対する (2.6) と T (t, s)∗

の対応物が示される. ただし, この方法で 0階の L∞ 評価を
求めることはできない. r = ∞の場合の (2.6)は, 微分の評価
(2.7)とセットで求めることなる.

次に, (2.7)について,これを上記の duality argumentによっ
て扱うことはできないから, 別のアイデアを要する. 障害物
近くでの有界領域 DR = D ∩BR 上での以下の局所減衰評価
(local energy decay) を導くことが本質的である:

‖T (t, s)f‖W 1,q(DR)+ ‖∂tT (t, s)f‖W−1,q(DR) ≤ C(t− s)−3/2q‖f‖q
(3.2)

が 1 < q < ∞, t− s > 2, f ∈ Lq
σ(D)に対して成立. 実は, 半

群の長時間挙動の解析においても, このような評価を導くこ
とが重要なステップであるが, 半群の場合にはこのステップ
で (特にまず dataが有界台の場合に) resolventの詳細な解析
を行う. non-autonomous であるときに (特に dataが有界台
の場合に) resolvent の解析の代替を担うのが 0階の減衰評価
(2.6) それ自体である. autonomous であるときには, (3.2)を
経由して 0階と 1階の減衰評価をセットで導くので, 議論の
組み立てかたが異なる. data が有界台の場合の局所減衰評価
から (3.2) へ進むときには, (2.6)の論証のように, 全空間の
解 (の適当な変形) を第 1近似として cut-off technique を用
いる.

時間微分 ∂tT (t, s)に対する (3.2) を得るには, t− s ≤ 2 で
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の平滑性評価

‖∂tT (t, s)f‖W−1,q(DR) ≤ C(t− s)−(1+1/q)/2‖f‖q (3.3)

も要する. (3.3) の役割はそれにとどまらず, R3 \ BR での
∇T (t, s)の減衰評価を cut-off の方法で求める際に, ∂tT (t, s)

に対する (3.2)と (3.3)の両者が圧力の挙動の制御において重
要な役割を果たす. ここが非常に重要な論点であることは,障
害物が一定角速度で回転する場合の半群の長時間挙動 [24]に
おいても同様であり, このことはその半群が解析的でないこ
とと深く関わっている. [24, Section 5]においては, この論点
は resolvent を用いて考察されているから, non-autonomous

な場合には適用されない. また, (3.3)のような考察は Hansel-

Rhandi [14] によって行われていないので, 彼らによる発展作
用素の parametrixの構成を詳細に見直す必要があった. 主題
は (t − s) → ∞ での (2.7)の評価であるが, それへ向けての
[22] の解析の半分ほどが平滑性評価 (3.3) の論証となる.

主定理は以下のとおりである ([21], [22]).

定理 3.1. m ∈ (0,∞), θ ∈ (0, 1)とする. (2.5)を仮定する
とき,

(2.6) with 1 < q ≤ r ≤ ∞ (q 6= ∞),

(2.7) with 1 < q ≤ r ≤ 3,

がすべての t > s ≥ 0と f ∈ Lq
σ(D) に対して成り立つ. こ

こで, 評価の定数は C = C(m, q, r, θ,D)のように, |(η, ω)|0+
|(η, ω)|θ ≤ m をみたす η, ωに対して一様に取れる. ただし,

| · |0 は supノルム, | · |θ はHölder セミノルムである. また,

1 < q ≤ r ∈ (3,∞), t − s > 1 に対しては, (2.7)において減
衰度を (t− s)−3/2qに差し替えた評価が成り立つ.
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共役 T (t, s)∗に対して, T (t, s)に対するのと同じ評価が成り
立つ.
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Group actions with finite orbits on flag varieties and
representations of reductive groups

田内　大渡 (東大数理)∗

1. 序
実リー群Hが多様体Mに作用しているとする。このときM上のH不変な超関数の空
間をD′(M)H で表せば次のような射が存在する。

D′(M)H −→ {MのH不変な閉集合}
∈ ∈

T 7−→ supp T.

(1.0.1)

よってMのH不変な部分集合はすべてM上のH軌道の和集合となることに気をつけ
れば、MのH作用による軌道分解H\MはD′(M)Hについての情報をある程度持って
いると考えられる。これを鑑みて次のような問題を考える。

問題 1.1. M 上の H 軌道の個数 #(H\M)が有限であることと、H 不変超関数の空
間D′(M)H の有限次元性との関連を調べよ。より一般に、M 上のH 同変ベクトル束
V ↠ Mの超関数切断の空間をD′(M,V)としたとき、Hの有限次元表現 τに対しての
τ相対不変な超関数切断の空間 (D′(M,V)⊗ τ)H の有限次元性との関連を調べよ。

この問題の解答について述べる前に上述の問題1.1の表現論からの動機について次章
で述べたいと思う。

2. 導入
等質多様体上の大域解析の分野では、1950年代から 1970年代の終わりまでに I. M.

GelfandやHarish-Chandraらにより群多様体において、またS. Helgasonらによりリー
マン対称空間において、さらに 1980年から 90年代にかけてはFlensted-Jensen、大島
利雄、P. Delormeなどにより半単純対称空間の枠組みの中で豊かな理論が展開された。
1980年の終わり頃に小林俊行氏は「このような群論を用いた大域解析の理論が展開で
きる最も一般的な設定は何か？」という問題を提起した。この問いに対しての一つの
答えとして小林俊行・大島利雄両氏は超局所解析を用いることで次を証明した。

事実 2.1 ([11, Theorem A]). Gを実簡約代数群、H をその代数部分群とする。次の
(G,H)に関する二条件は同値である。

(i) 任意の(π, τ) ∈ Ĝsmooth×Ĥalgに対しdimHomG(π,C
∞(G/H, τ)) < ∞が成り立つ。

(ii) G/Hが実球多様体である。

ここでGの滑らかな既約許容緩増加表現の同値類全体を Ĝsmoothで表しHの代数的
有限次元既約表現の同値類全体を Ĥalgで表した。さらにC∞(G/H, τ)で同変ベクトル
束G×H τ → G/H の可微分な切断全体の成すFréchet空間を表した。また実球多様体
という用語は小林俊行氏 [9]により導入された。
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定義 2.2 ([11]). 実簡約リー群Gの極小放物型部分群Pが、等質多様体X = G/Hに開
軌道を持つときXを実球多様体であるという。

さらに松木敏彦氏の実ランク１に帰着させる方法 [13]とB. Kimelfeldによる実ラン
ク 1の実球多様体の分類 [8]を合わせることによりG/Hが実球多様体であることは次
のように特徴付けられることが知られている。

事実 2.3 ([1]). 事実2.1の条件 (ii)は次の (iii)と同値である。

(iii) G/P上のH軌道の個数#(H\G/P )が有限である。

Pが極小放物型部分群である場合は条件 (i)、(ii)、(iii)が全て同値であることが事実
2.1と事実 2.3から従う（図 2.5参照）。ではP の代わりにGの一般の放物型部分群Q

を考えたとき (i)、(ii)、(iii)の関係はどのようになるのかということが自然に疑問にな
る。条件 (ii)と (iii)についてはQへの簡単な拡張が考えられる（定義 2.7参照）。条件
(i)についてのQへの拡張を考えるために次の定義をする。Q̂fでQの有限次元既約表現
の同値類全体を表す。

定義 2.4 ([10, Definition 6.6]). あるτ ∈ Q̂fが存在してπが退化主系列表現C∞(G/Q, τ)

の部分商と同型になるときπ ∈ ĜsmoothはQシリーズに属するという。

図 2.5. P :極小放物型部分群
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ĜQ
smooth := {π ∈ Ĝsmooth | πはQシリーズに属する }とおくとHarish-Chandraの部

分商定理 [6]より Ĝsmooth = ĜP
smoothが成り立つことがわかる。これより一般放物型部分

群Qを考えているときには Ĝsmoothを ĜQ
smoothで置き換えて条件 (i)を考えることにす

る。すなわち次のように定義する。

定義 2.7. 一般放物型部分群Q ⊂ Gに対し条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)を次で定める。

(iQ) 任意の (π, τ) ∈ ĜQ
smooth × Ĥalgに対し dimHomG(π,C

∞(G/H, τ)) < ∞が成り
立つ。

(iiQ) Qが等質多様体G/Hに開軌道を持つ。

(iiiQ) #(H\G/Q) < ∞が成り立つ。

Qが極小放物型部分群Pであるとき、三条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)はそれぞれ (i)、(ii)、
(iii)と同値なので上ですでに見たようにその関係は次のようになる （図2.5参照）。

(iP ) ⇐⇒ (iiP ) ⇐⇒ (iiiP ).

さらにQ = GのときはFrobeniusの相互律より条件 (iQ)が成り立つことがわかる。ま
た (iiQ)と (iiiQ)が常に成り立つことは明らかなので次を得る。

(iG) ⇐⇒ (iiG) ⇐⇒ (iiiG).



一般の放物型部分群Qに対しても (iiiQ)⇒(iiQ)は常に真である。しかしその逆である
(iiQ)⇒(iiiQ)は、極小ではない一般の放物型部分群Qに対して常に成り立つとは限ら
ない。

例 2.8. 実射影空間RP2 = SL(3,R)/Q はQの冪零根基Hの作用により一つの開軌道
と連続無限個の固定点に分解される。

また小林俊行氏は [10]においてポアソン変換の一般化を定義することで次を示して
いる。

事実 2.9 ([10, Corollary 6.8]). Q開軌道がG/H上に存在しないとする。このときある
π ∈ ĜQ

smoothに対してdimHomG(π,C
∞(G/H)) = ∞が成り立つ。対偶をとることによ

り、(iQ)⇒(iiQ)が成り立つ。

しかし、(iiQ)⇒(iQ)は一般の放物型部分群Qに対しては成り立つとは限らない。

例 2.10. G := SL(3,R)とし例2.8のHとQをとるとdimHomG(C
∞(G/Q), C∞(G/H)) =

∞が成り立つ（定理3.2も参照）。

ここまでを整理すると三条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)については (iQ)と (iiiQ)の関係がわ
かっていない（図2.6参照）。よって次の問題を考える。

問題 2.11. 一般の放物型部分群Q ⊂ Gに対して次の二条件

(iQ) 任意の (π, τ) ∈ ĜQ
smooth × Ĥalgに対し dimHomG(π,C

∞(G/H, τ)) < ∞が成り
立つ。

(iiiQ) #(H\G/Q) < ∞が成り立つ。

の関係性を決定せよ。

この問題を1章で述べた問題と関連づけるために小林俊行氏とB. Speh氏による次の
定理を引用する。

事実 2.12 ([12, Proposition 3.2]). Gを実リー群、G′とHをGの閉部分群、H ′をG′

の閉部分群とし τ と τ ′をそれぞれHとH ′の有限次元表現とする。このとき次が成り
立つ。

1) 次の単射が存在する。

HomG′ (C∞(G/H, τ), C∞(G′/H ′, τ ′)) ↪→ (D′(G/H, τ∨ ⊗ C2ρ)⊗ τ ′)
H′

.

ここで C2ρは h 7→ | det(Ad(h) : g/h → g/h)|−1で定まる H の一次元表現を表し、
τ ∈ Ĥfに対してその反傾表現を τ∨で表した。さらにD′(G/H, τ∨ ⊗ C2ρ)は同変ベ
クトル束G×H (τ∨ ⊗ C2ρ) → G/H の超関数切断全体の空間を表した。

2) Hが余コンパクト（例えばGの放物型部分群Q）のとき上記の射は全単射となる。

Qシリーズに属する元πがあるη ∈ Q̂fによりC∞(G/Q, η)の既約商表現として実現さ
れている、すなわち全射C∞(G/Q, η) ↠ πが存在するとする。このときHom関手の左完
全性より射HomG(π,C

∞(G/H, τ)) → HomG(C
∞(G/Q, η), C∞(G/H, τ))は単射となる。

上記の事実2.12により、HomG(C
∞(G/Q, η), C∞(G/H, τ)) ≃ (D′(G/Q, η∨⊗C2ρ)⊗τ)H



なのでdim(D′(G/Q, η∨ ⊗ C2ρ)⊗ τ)H < ∞ ならばdimHomG(π,C
∞(G/H, τ)) < ∞が

成り立つ。この意味で、G/Q上のH軌道の有限性とG/Q上のH不変な超関数の空間
の次元の有限性との関係性を調べるという1章で述べた問題1.1（のM = G/QかつH

がGの部分群であるという特別な場合）は表現論的な背景を持つ問題2.11と密接な関
係を持っている。

3. 問題2.11に関する解答
問題2.11に関する解答としての結果を以下に二つ述べる。その前に問題2.11を再掲し
ておく（図2.6も参照）。

問題 2.11. 一般の放物型部分群Q ⊂ Gに対して次の二条件

(iQ) 任意の (π, τ) ∈ ĜQ
smooth × Ĥalgに対し dimHomG(π,C

∞(G/H, τ)) < ∞が成り
立つ。

(iiiQ) #(H\G/Q) < ∞が成り立つ。

の関係性を決定せよ。

定理 3.1. G := SL(2n,R)としQをG/Q ≃ RP2n−1となるGの極大放物型部分群とす
る。このときn ≥ 2であれば、次の二条件を満たすGの代数部分群Hが存在する。

(I) #(H\G/Q) < ∞が成り立つ。

(II) Qのある１次元のクラス１表現χに対し dimHomG(C
∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) =

∞が成り立つ。

もしn ≥ 3であれば、さらに次を満たす。

(II’) Qの任意の１次元のクラス１表現χに対しdimHomG(C
∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) =

∞が成り立つ。

ここでQの一次元表現χ : Q → GL(1,C)がクラス１表現であるとはQの極大コンパ
クト群へのχの制限が自明表現になることを表す。
この定理 3.1は条件 (iiiQ)を満たすが条件 (iQ)を満たさない例が存在すること、すな

わち (iiiQ)⇒(iQ)が一般には成り立たないことを主張している。これを事実2.12を用い
て不変超関数の言葉で焼き直せばG/Q上のH軌道の個数#(H\G/Q)は有限であるに
も関わらずG/Q上のH不変な超関数の空間の次元が無限次元である例が存在するこ
とを主張している。特に 1章で定義した射 (1.0.1)のファイバーが無限次元である例と
なっている。
以下の定理は (iiiQ)⇒(iQ)の逆についての結果である。記号については 5.1章を参照

のこと。

定理 3.2. Gを実簡約代数群としHをその実代数部分群とする。またQをGの放物型
部分群としNをQの冪零根基とする。

(A) もし向け付け可能なp次元のH軌道がG/Q上に無限個存在すれば次が成り立つ。

dimHomG(C
∞(G/Q,∧pn), C∞(G/H)) = ∞.



(B) もし横断的に向き付け可能（定義 5.5参照）な p次元のH軌道がG/Q上に無限個
存在すれば次が成り立つ。

dimHomG(C
∞(G/Q,∧pn⊗ or), C∞(G/H)) = ∞.

すなわちこの定理は向き付けに関する仮定のもとでは (iQ)⇒(iiiQ)が正しいことを主
張している。またこれを事実 2.12を用いて不変超関数の言葉に翻訳すると、向き付け
可能なH軌道がG/Q上に無限個存在すれば、H不変超関数の空間が無限次元となるこ
とを主張している。
まとめると次のようになる（図3.3参照）。主結果3.1は (iiiQ) ⇒ (iQ)が成り立たない

ことを、逆に主結果3.2は向きづけに関する条件のもとで (iQ) ⇒ (iiiQ)が成り立つこと
を主張している（向き付けの仮定を付けているので、下記図3.3では∆と表記した）。

図 3.3. Q :一般放物型部分群
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4. 定理3.1の証明
この章では (iiiQ) 「#(H\G/Q) < ∞」⇒ (iQ) 「任意の (π, τ) ∈ ĜQ

smooth × Ĥalgに対し
dimHomG(π,C

∞(G/H, τ)) < ∞」が一般には成り立たないことを主張する定理 3.1を
証明する。4.1章でn = 2のときの定理 3.1を証明し、4.2章でn ≥ 3のときの定理 3.1

の証明の概略を述べる。

4.1. n = 2のときの定理3.1の証明

この4.1章ではn = 2のときの定理3.1を実際に条件 (I)「#(H\G/Q) < ∞」と条件 (II)

「Qのある１次元のクラス１表現χに対し dimHomG(C
∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) = ∞ 」

を満たすG := SL(4,R)の代数部分群Hを構成して証明する。以下、QをGの極大放
物型部分群であってG/Q ≃ RP3であるものとし、Gの部分群Hを次で定める。

H :=

h(θ, a, b) :=


cos θ sin θ a b

− sin θ cos θ b −a

cos θ sin θ

− sin θ cos θ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θ ∈ R
a, b ∈ R

 . (4.1.1)

命題 4.1. #(H\G/Q) = 2が成り立つ。

証明. (x, y, z, w) ∈ R4とすると

h(θ, a, b) ·


x

y

z

w

 =


x cos θ + y sin θ + az + bw

−x sin θ + y cos θ + bz − aw

z cos θ + w sin θ

−z sin θ + w cos θ





となる。よってR4/GL(1,R) ≃ RP3 ≃ G/Qという同型により

H\G/Q ≃ {(x, y, 0, 0) ∈ R4 | (x, y) ̸= 0}/GL(1,R)
∪ {(x, y, z, w) ∈ R4 | (z, w) ̸= 0}/GL(1,R)

を得る。

次に H が定理 3.1の条件 (II)、すなわち「Qのある１次元のクラス１表現 χに対
し dimHomG(C

∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) = ∞ 」を満たすことを見る。Qの一次元表現
ξ : Q → GL(1,C)を q · e1 = ξ(q)e1が任意の q ∈ Qに対して成り立つように定義する。
ここで e1 := (1, 0, 0, 0) ∈ R4である。また λ ∈ Cに対してQの一次元のクラス１表現
χλをχλ(q) = |ξ(q)|λ2 で定義する。

命題 4.2. 次の同型が成り立つ。

HomG(C
∞(G/Q, χλ), C

∞(G/H)) ≃ D′(R4\{0})Heven,λ−4.

ただしD′(R4\{0})even,λ−4はR4\{0}上の (λ − 4)次斉次な偶超関数全体がなす空間を
表す。

証明. D′(G/Q, χλ) ≃ D′(R4\{0})even,−λとC2ρ = χ4が命題 4.2の設定のもとで成り立
つので事実2.12より明らか。

よってD′(R4\{0})Heven,λ−2があるλ ∈ Cに対して無限次元であることを示せばよい。
l ∈ Z≥0に対して零でないR4\{0}上の超関数を次で定める。

T l
2(x, y, z, w) :=

(
(x+

√
−1y)

(
∂

∂z
−
√
−1

∂

∂w

))l

δ(z)δ(w).

ここで δ(z)と δ(w)はそれぞれ超平面 z = 0とw = 0に台を持つDiracのデルタ関数で
ある。明らかにT l

2は偶かつ次数が−2の斉次超関数である。また各T l
2はそれぞれ超関

数としてのオーダーが異なるので {T l
2}l∈Z≥0

は線形独立である。よってこれらがH不
変なことを示せばよい。

命題 4.3. 任意の l ∈ Z≥0に対してT l
2はH不変な超関数である。特にD′(R4\{0})Heven,−2

は無限次元である。

証明. Hは群としてh(θ) := h(θ, 0, 0)とh(a, b) := h(θ, a, b)の形をした元で生成される
ので、これらによる不変性を示せばよい。R4\{0}上のそれぞれ超関数や微分作用素と
しての等式

h(θ)−1 · (x+
√
−1y) = e−iθ(x+

√
−1y),

h(θ)−1 ·
(

∂

∂z
−

√
−1

∂

∂w

)
= eiθ

(
∂

∂z
−

√
−1

∂

∂w

)
,

h(θ)−1 · δ(z)δ(w) = δ(z)δ(w)

よりh(θ) · T l
2 = T l

2が成り立つ。またh(a, b)に対しては

h(a, b)−1 · (x+
√
−1y) = (x+

√
−1y) + (a+ bi)(z − iw),

h(a, b)−1 ·
(

∂

∂z
−

√
−1

∂

∂w

)
=

(
∂

∂z
−

√
−1

∂

∂w

)
+ (a− b

√
−1)

(
∂

∂x
+
√
−1

∂

∂y

)
,

h(a, b)−1 · δ(z)δ(w) = δ(z)δ(w)



となる。よって (z− iw)と ∂
∂z
−
√
−1 ∂

∂w
が可換なことと (z− iw)δ(z)δ(w) = 0がR4\{0}

上の超関数として成り立つことからh(a, b) · T l
2 = T l

2 が成り立つ。

n = 2のときの定理3.1の証明. Hを (4.1.1)により定めると、命題4.1より定理3.1の条
件 (I)「#(H\G/Q) < ∞」を満たす。また命題4.3 より定理3.1の条件 (II)「Qのある
１次元のクラス１表現χに対し dimHomG(C

∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) = ∞ 」を満たす
ので定理が示された。

4.2. n ≥ 3の定理3.1

この章ではn ≥ 3のときの定理3.1の証明の概略について述べる。θ, a1, a2, b1, b2 ∈ Rに
対してM2(R)の元kθ, A

1
a1,b1

, A2
a2,b2
を次で定義する。

kθ :=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, A1

a1,b1
:=

(
a1 b1
b1 −a1

)
, A2

a2,b2
:=

(
a2 b2
−b2 a2

)
.

このときG = SL(2n,R)の部分群Hを2×2のブロック行列に区分けして次で定義する。

H :=





kθ A1
a1,b1

A2
a2,b2

· · · An
an,bn

kθ A1
a1,b1

. . .
...

kθ
. . . A2

a2,b2
. . . A1

a1,b1

kθ



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ ∈ R

aj ∈ R (1 ≤ j ≤ n)

bj ∈ R (1 ≤ j ≤ n)


. (4.2.1)

ただし j ≥ 3 に対しては j の Z/2Z での剰余類 j を用いて Aj
a,b := Aj

a,b と定める。
このとき命題 4.1と全く同様にして次が成り立つ。すなわち H は定理 3.1の条件 (I)

「#(H\G/Q) < ∞」を満たす。

命題 4.4. #(H\G/Q) = nが成り立つ。

次にHが定理 3.1の条件 (II’)、すなわち「Qの任意の１次元のクラス１表現χに対
し dimHomG(C

∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) = ∞ 」を満たすことを見る。Qの一次元表現
ξ : Q → GL(1,C)を q · e1 = ξ(q)e1が任意の q ∈ Qに対して成り立つように定義する。
ここで e1 := (1, 0, · · · , 0) ∈ R2nである。またQの一次元クラス１表現χλをλ ∈ Cに対
してχλ(q) = |ξ(q)|λnで定義する。

命題 4.5. 任意のλ ∈ Cについて次の同型が成り立つ。

HomG(C
∞(G/Q, χλ), C

∞(G/H)) ≃ D′(R2n\{0})Heven,λ−2n.

証明. D′(G/Q, χλ) ≃ D′(R2n\{0})even,−λとC2ρ = χ2nが命題 4.5の設定のもとで成り
立つので事実2.12より明らか。

よってD′(R2n\{0})Heven,λ−2nがある λ ∈ Cに対して無限次元であることを示せばよ
い。l ∈ Z≥0に対して零でないR2n\{0}上の超関数を次で定める。

T l
2(x1, . . . , x2n)

:=
1

Γ
(
2− λ

2

)((x2n−5 −
√
−1x2n−4)

(
∂

∂x2n−3

+
√
−1

∂

∂x2n−2

)
+ (x2n−3 +

√
−1x2n−2)

(
∂

∂x2n−1

−
√
−1

∂

∂x2n

))l (
(x2

2n−3 + x2
2n−2)

1−λ
2 δ(x2n−1)δ(x2n)

)
.



ここでΓはガンマ関数を表した。

注釈 4.6. (x2
2n−3 + x2

2n−2)
1−λ

2 は超関数としてλ ∈ 2N+ 4で一位の極をもつがΓ(2− λ
2
)

もλ ∈ 2N+ 4で一位の極を持つ。よってT l
λは正則パラメータλ ∈ Cをもつ超関数であ

る（例えば [5, Appendix.B 1.4]参照）。

明らかにT l
λは偶かつ次数が−λの斉次超関数である。また各T l

λはそれぞれ超関数と
してのオーダーが異なるので {T l

λ}l∈Z≥0
は線形独立である。またこれらがH不変であ

ることは命題4.3のときと同様に直接計算で示せる。よって次が成り立つ。

命題 4.7. 任意の l ∈ Z≥0に対してT l
λはH不変な超関数である。特にD′(R2n\{0})Heven,λ−2n

は無限次元である。

n ≥ 3のときの定理3.1の証明. Hを (4.2.1)により定めると、命題4.4より定理3.1の条
件 (I)「#(H\G/Q) < ∞」を満たす。また任意のQの一次元のクラス１表現χはある
λ ∈ Cが存在してχ = χλとかけることに注意すれば、命題4.7 より条件 (II’) 「Qの任
意の１次元のクラス１表現χに対し dimHomG(C

∞(G/Q, χ), C∞(G/H)) = ∞ 」を満
たすので定理が示された。

5. 定理3.2の証明
この章では(iQ)「任意の(π, τ) ∈ ĜQ

smooth×Ĥalgに対しdimHomG(π,C
∞(G/H, τ)) < ∞

」⇒ (iiiQ)「#(H\G/Q) < ∞」が向き付けの仮定の元では正しいことを主張する定理
3.2を証明する。5.1章で証明に必要な事柄について述べる。5.2章では定理3.2の (A)、
すなわち向き付け可能な場合についての証明を与える。5.3章では定理3.2の (B)、すな
わち横断的に向き付け可能な場合の証明を与える。

5.1. 諸性質

Qを実簡約リー群 Gの放物型部分群とし Q = MAN をその Langlands分解とする。
QはN のリー環 nに随伴表現により作用する。n := dim nとおき nの n次外積表現
Q → GL(∧nn)と sign : GL(∧nn) ≃ R× → {±1}の合成によりQの表現 or : Q → {±1}
を定義する。するとC∞(G/Q,∧pn) とC∞(G/Q,∧pn⊗ or)はコンパクト台を持つ p形
式全体の空間Dp(G/Q) とコンパクト台を持つ捩れ p形式全体の空間Dp(G/Q) にそれ
ぞれ同型となる。またそれらの位相的双対である (n− p)次捩れカレント全体の空間と
(n− p)次カレント全体の空間をそれぞれD′

n−p(G/Q) とD′
n−p(G/Q) で表すことにする

（“捩れ”微分形式やカレントについては例えば [14]参照）。このとき事実2.12により任
意のGの閉部分群Hに対し次の同型が存在する。

HomG(C
∞(G/Q,∧pn), C∞(G/H)) ≃ D′(G/Q, (∧pn)∨ ⊗ ∧nn⊗ or)H

≃ D′(G/Q,∧n−pn⊗ or)H

≃ D′
n−p(G/Q)H , (5.1.1)

HomG(C
∞(G/Q,∧pn⊗ or), C∞(G/H)) ≃ D′

n−p(G/Q)H . (5.1.2)

ここで (∧pn)∨は∧pnの反傾表現を表した。



5.2. 向き付け可能な場合の定理3.2の証明

この 5.2章では定理 3.2の向き付け可能な場合である (A)を証明する。そのためにまず
次の命題を証明する。

命題 5.1. Hを実簡約代数群Gの実代数部分群とする。また一般旗多様体G/Q上の向
け付け可能なp次元のH軌道が無限個存在すると仮定する。このとき次が成り立つ。

dimD′
n−p(G/Q)H = ∞.

定理 3.2の (A)は (5.1.1)によりこの命題 5.1から従う。次の補題は命題 5.1の証明に
用いる。

補題 5.2. 実代数群Hが滑らかな n次元実代数多様体Mに作用しているとしOをM

上の向き付け可能なp次元のH軌道とする。このとき任意のα ∈ Dp(M)に対し、

TO(α) :=

∫
O
α

は収束し0 ̸= TO ∈ D′
n−p(M)H が成り立つ。

先にこの補題を認めて命題5.1を証明する。

命題5.1の証明. 向き付け可能なp次元の相異なるH軌道の列{Oi}i∈Nをとる。このと
き補題 5.2により各 i ∈ Nに対して TOi

は 0でないD′
n−p(G/Q)H の元を定める。よっ

てこれら {TOi
}i∈Nが線形独立であることを示せば題意が従う。有限部分集合 A ⊂ N

と ca ∈ C\{0} (a ∈ A)に対して
∑

a∈A caTOa = 0であると仮定する。必要ならば適当
に番号を付け替えてA = {1, 2, . . . , N}であるとしてよい。任意の 1 ≤ i ≤ N に対し
てG/Q上の（ユークリッド位相に関する）開集合 U ′

i を U ′
i ∩ Oi ̸= ∅を満たすように

とり Ui := U ′
i\
(∪

j ̸=i
1≤j≤N

cl(Oj)

)
とおく。ただしここで cl(Oj)はOj の閉包を表した

（ユークリッド位相に関しての閉包とZariski位相に関する閉包は等しくなる）。このと
きHのG/Qへの作用が代数的であることに注意すれば、Uiは空でない開集合で、か
つUi ∩ Oj ̸= ∅となるのは i = jのときだけである。さらに任意の 1 ≤ j ≤ Nに対して
Dp(G/Q)の元αjを supp(αj) ⊂ UjかつTOj

(αj) = 1を満たすようにとる。このときUi

とαjの取り方により任意の 1 ≤ i, j ≤ Nに対してTOi
(αj) = δijを得る。ここで δijは

Kroneckerのデルタを表した。よって任意の 1 ≤ j ≤ Nに対して
∑N

i=1 ciTOi
(αj) = cj

が成り立つので
∑N

i=1 ciTOi
= 0 によりTOj

= 0が成り立つ. これより {TOi
}i∈Nの線形

独立性が従うのでdimD′
n−p(G/Q)H = ∞が示された。

以下補題5.2を証明する。

補題5.2の証明. 収束性は下の事実 5.4より従う。TOのH不変性はOがH軌道である
ことからわかる。

定義 5.3. Mを実解析多様体とする。Mの部分集合Nが半解析的集合であるとはMの
各点m ∈ Mに対してその開近傍U ∋ mとU上の有限個の実解析関数{fj,k}と{gj,l} が
存在して次が成り立つときにいう。

U ∩N =
J∪

j=1

{x ∈ U | fj,1(x) = · · · = fj,kj(x) = 0, gj,1(x) > 0, . . . , gj,lj(x) > 0}.



また半解析的集合NがMのp次元部分多様体になっているときNは正則p次元半解析
的集合であると定義する。

事実 5.4 ([7, Theorem 2.1]). Mを実解析多様体としNをMの向き付け可能な正則 p

次元半解析的集合とする。このとき任意のα ∈ Dp(M)に対し、

TN(α) :=

∫
N

α

は収束し0 ̸= TN ∈ D′
n−p(M)が成り立つ。

5.3. 横断的に向き付け可能な場合の定理3.2

最後に定理 3.2の (B)、すなわち横断的に向き付け可能な場合の定理 3.2を示す。先に
横断的に向き付け可能という用語を定義しておく。

定義 5.5 ([4, 3.4b]). Mを多様体としNをその部分多様体とする。このときNが横断
的に向き付け可能であるとはNの法束が向き付け可能であるときにいう。

横断的に向き付け可能な場合の定理3.2の証明. 一般に多様体上の捩れ微分形式は、任
意の横断的に向き付け可能な部分多様体上に引き戻すことができる [4, 3.4b]。またn次
元多様体M上の捩れn形式は多様体Mの向き付け可能性に関わらずM上での積分を
定義することができる [4, 3.4a]。よって (5.1.2)に注意すればこれらを用いることによ
り向き付け可能な場合と同様の証明で横断的に向き付け可能な場合の定理3.2も証明さ
れる。
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ある積分核作用素のフーリエ変換とその解析接続

西山享 ∗) (青山学院大学・理工学部)

KYO NISHIYAMA

概要. 概均質ベクトル空間に対して，相対不変式の複素冪を積分核に持つ積分作用素はゼー
タ積分と呼ばれ，整数論とくにゼータ関数との関係から広く研究されてきた．
一方，対称対の実二重旗多様体に付随する概均質ベクトル空間を考えると，そのゼータ

積分は自然に対称対の退化主系列表現の間の絡作用素 (intertwiners) を導く ([NØ18])．こ
の概均質ベクトル空間は 2 つの独立な相対不変式を持ち，したがってゼータ積分は複素パ
ラメータを 2 つ持つ．
この報告では，このようにして得られたゼータ積分の解析接続とフーリエ変換，解析接

続して得られた有理型超関数の極の位置などについて論ずる．
この報告と合同シンポジウムにおける講演は，Aarhus大学の Bent Ørsted 教授，北海

道教育大学の和地輝仁教授との共同研究 ([NØ18], [NØW19]) に基づくものである．

1. はじめに

ゼータ積分，あるいはゼータ超関数1 については多数の研究が行われてきた．もっとも
古典的なものは Tate のゼータ積分であって，急減少関数 φ ∈ S (R) に対して

ZT(φ, s) =

∫
R
φ(z)|z|sdz (s ∈ C).

と定義される．積分は Re s > −1 において収束し，全複素平面に有理型関数として解析
接続される．これを一般化したのが Godement-Jacquet のゼータ積分

ZGJ(φ, s) =

∫
Mn(R)

φ(z)|det z|sdz,

である．これらの積分は更なる一般化が可能で，たとえば Symn(R) への GLn(R) の作用
に対しても定義できる．このときは実対称行列の符号によって開軌道が複数に分解し，そ
れぞれの軌道上でゼータ積分が定義される．これらのゼータ積分については，格子に付隨
したゼータ関数との関係から，とくに整数論において多くの研究がある．
このように多岐にわたるゼータ積分の統一的理解への道筋を示したのが新谷卓郎・佐藤

幹夫による概均質ベクトル空間の理論であった ([SS74])．GC を簡約代数群とし，その有

第 58回実函数論・函数解析学合同シンポジウム原稿 (2019/8/26 – 8/28; 於 九州大学).

∗) Supported by JSPS Grant-in-Aid for Scientific Research (C) #16K05070.
1佐藤・新谷によれば，ゼータ積分は格子 Γ に付隨した積分を意味し，我々がこの報告で「ゼータ積分」

と呼んでいるものは「ゼータ超関数」と区別されている．
1



2 KYO NISHIYAMA

限次元表現 VC が (稠密な) 開軌道 O を持つとき組 (GC, VC) を概均質ベクトル空間とい
う ([Kim03], [SS74, SS70])．簡単のために，開軌道の補集合 S = VC \ O が既約な超曲面
になっていると仮定しよう．このとき，S の定義多項式 P (z) ∈ C[VC] が基本相対不変式
となる．
VC の実形である実ベクトル空間 VR はGC の実形GR の表現であるが，複素開軌道は

いくつかのGR 開軌道に分解する．

VR \ {z ∈ VR | P (z) = 0} =
⋃ℓ

i=1Oi

各開軌道 Oi 上の緩増加超関数として，ゼータ積分

Z
(G,V )
i (φ, s) =

∫
Oi

φ(z)|P (z)|sdz (φ ∈ S (VR), s ∈ C)

を定義すると，これらのゼータ積分 {Z(G,V )
i (φ, s)}i は (1) 複素変数 s ∈ C に関して有理

型に解析接続され，(2) そのフーリエ変換は関数等式と呼ばれる関係式を満たす．これを
概均質ベクトル空間の基本定理とよぶ．この定理は強力で，多数の研究者たちを魅了して
きた．さらに，基本相対不変式が複数現れる場合にも，佐藤文広によって多変数のゼータ
積分に対する基本定理が得られている ([Sat82a, Sat83, Sat82b])．
このように概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論は深く研究されてきたが，一般論で

ゼータ積分のすべてが分かるわけではなく，具体的な解析接続や，極の位置，留数の情報
などは実際に計算してみなければ分からない．関数等式は技術的にもっと難しい．個々の
具体的な場合にはさまざまな研究があり，とてもここでそれをすべてあげる事はできない
し，私の把握しているものはほんの一部である．これについては，[Shi75, Suz79, Suz75,

SF84, Mur86, Cle02, Bar04, BSZ06, Sat06a, Sat06b, BCK17] などの論文，およびこれら
の論文で挙げられている参考文献を参照して欲しい．
以下，この報告では，上に上げた二つの問題，つまり解析接続と関数等式を『拡大対称

錐』と呼ばれる概均質ベクトル空間に対して考える．拡大対称錐は二重旗多様体と退化主
系列間の intertwining 作用素を考える際に導入された ([NØ18]) ものであるが，二つの基
本相対不変式を持ち，したがってゼータ積分も二変数の複素関数となる．主結果は，有理
型関数としての具体的な解析接続公式と極の位置の決定 (定理 2.3) と拡大正錐上のゼー
タ積分に対するフーリエ変換と関数等式の証明である．(定理 3.2 および定理 5.2)．
そこで，まず拡大対称錐の導入から話を始めよう．

2. 拡大ゼータ積分とその解析接続

V = Symn(R) を実対称行列のなすベクトル空間とすると，V はユークリッド・ジョ
ルダン代数の構造を持つ ([FK94]参照)．E = Mn,d(R) とおくと，z ∈ V は左からの
行列の積で E に働き，ジョルダン代数 V の表現になる．ジョルダン代数 V の構造群
L = Str (V ) = GLn(R) も自然に E に作用していることに注意する．一方，E は V の自
然表現 Rn の d 個の直和と考えられるから，その重複度の空間への H = GLd(R) の作用
があるが，それはE = Mn,d(R) とみなしたとき，行列への右からの積と同一視できる．
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さて，直和W = V ⊕E = Symn(R)⊕Mn,d(R)を考え，G = L×H = GLn(R)×GLd(R)
とおく．すると上で説明したことからG は W に作用しているが，その作用を具体的に
表すと

(g, h) · (z, y) = (gz tg, gy th), (g, h) ∈ L×H = G, (z, y) ∈ V ⊕ E = W

となる．この表現は，論文 [NØ18] で扱ったものと同じだが，そこでは自然な条件 d ≤ n

が課されていた．この条件は以下の議論で本質的であるので，これを仮定して話をすすめ
よう．

仮定 2.1. 以下，d ≤ n を仮定する．

基礎体をR から C へと拡大すると，この仮定の下に

WC = Symn(C)⊕Mn,d(C) (2.1)

は GC の作用で概均質ベクトル空間になり，有限個の GC 軌道を持つことが分かる．
概均質ベクトル空間の理論では，相対不変式と b 関数が重要な役割を果たすが，まず相

対不変式について述べよう．一般に，群 G がベクトル空間 W に作用しているとき，W
上の多項式 p(w) であって，g ∈ G の作用が

p(gw) = χ(g)p(w) (w ∈ W, g ∈ G,χ(g) ∈ C)

のように p(w) を定数倍に保つとき，p(w) を相対不変式と呼ぶ．χ(g) ∈ C は G の指標
(一次元表現) であることが容易にわかるが，これを相対不変式の指標という．
我々の設定に話を戻そう．式 (2.1) の表現空間 WC 上の多項式環C[WC] には 2 つの基

本相対不変式

P1(z, y) = det z, P2(z, y) = (−1)d det
( z y
ty 0

)
((z, y) ∈ WC)

が存在する．基本相対不変式 Pi に付隨した指標を χi と書くと，(g, h) ∈ GC に対して，
χ1(g, h) = (det g)2 および χ2(g, h) = (det g)2(deth)2 と与えられる．ここで z ∈ Symn(C)
が正則のときには

P2(z, y) = det z · det
(
tyz−1y

)
と表せることに注意しよう．これが P2 の定義に符号 (−1)d を掛けておく理由である．も
し z が実の正定値対称行列で，y がやはり実であれば，Pi(z, y) (i = 1, 2) はどちらも正値
である．そして，任意の相対不変式は基本相対不変式を用いて Pm1

1 Pm2
2 (m1,m2 ∈ Z≥0)

と表すことができる．
この 2つの基本相対不変式 P1, P2 に対して二変数の b-関数を与えよう．まず，W =

Symn(R)⊕Mn,d(R) 上の正定値内積を

⟨z̃, w̃⟩ = trace zw + trace tyx (z̃ = (z, y), w̃ = (w, x) ∈ W )

とおいて，定数係数の微分作用素 P ∗
i (∂z,y) を

P ∗
i (∂z,y)e

⟨(z,y),(w,x)⟩ = Pi(w, x)e
⟨(z,y),(w,x)⟩ (z, w ∈ V, y, x ∈ E, i = 1, 2)

を満たすものとして定義する．
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命題 2.2 (和地輝仁 [Wac17, Prop 6, 7]). 複素 2 変数 s = (s1, s2) ∈ C2 の多項式を

b1,0(s) =
d∏

j=1

(s1 +
d+ 1

2
− j − 1

2
)
n−d∏
k=1

(s1 + s2 +
n+ 1

2
− k − 1

2
),

b0,1(s) =
d∏

j=1

(s2 +
d+ 1

2
− j − 1

2
)(s2 +

n

2
− j − 1

2
)
n−d∏
k=1

(s1 + s2 +
n+ 1

2
− k − 1

2
)

で定義すると，次の Bernstein-佐藤の等式が成り立つ．

P ∗
1 (∂z,y)

(
P1(z, y)

s1+1P2(z, y)
s2
)
= b1,0(s1, s2)P1(z, y)

s1P2(z, y)
s2 ,

P ∗
2 (∂z,y)

(
P1(z, y)

s1P2(z, y)
s2+1

)
= b0,1(s1, s2)P1(z, y)

s1P2(z, y)
s2 .

この多項式 b1,0(s), b0,1(s) を基本相対不変式の b 関数と呼ぶ．

さて，基礎体を実数体 R にもどして考えよう．複素数体上では WC には開かつ稠密な
軌道がただ一つ存在するが，R 上ではその軌道は複数の開軌道に分解する．W のすべて
の開軌道を分類することもそう難しくはないが (補題 3.1 参照)，ここでは，開軌道の中
でも，もっとも興味深い軌道

Ω̃ = Ω×M◦
n,d(R), Ω = Sym+

n (R)

について考えることにしよう．ここに Ωは V の等質対称錐である ([FK94])．また，M◦
n,d(R)

はE = Mn,d(R) の充満階数を持つ行列 (full rank matrix) 全体を表す．この Ω̃ を拡大正
値対称錐 (enhanced positive symmetric cone) または簡単に拡大正錐と呼ぶ．
我々はこの拡大正錐 Ω̃ 上の次のような (緩増加超関数としての) 積分に興味がある．

ZΩ̃(φ, s) =

∫
Ω̃

φ(z, y)P1(z, y)
s1P2(z, y)

s2dzdy

=

∫
Sym+

n (R)
(det z)s1 dz

∫
Mn,d(R)

φ(z, y)
∣∣∣det( z y

ty 0

)∣∣∣s2 dy (2.2)

ここで s = (s1, s2) は複素変数，φ(z, y) ∈ S (W ) は急減少関数であって，dz, dy はそれ
ぞれ V および E 上のルベーグ測度の開部分集合への制限である．
ZΩ̃(φ, s)を拡大ゼータ積分 (enhanced zeta integral)，あるいは拡大ゼータ超関数と呼ぶ．
積分はRe s1,Re s2 ≥ 0 ならば明らかに収束するが，b 関数の一般論によって全平面 C2

に有理型関数として解析接続される．その具体形を与えるために記号を準備する．非負整
数 k ≥ 0 と α ∈ C に対して，ガンマ関数の積

Γk(α) = Γ(α) Γ(α− 1

2
) · · ·Γ(α− k − 1

2
) =

∏k

j=1
Γ(α− j − 1

2
) (2.3)

を考え，さらに拡大正錐 Ω̃ に対して

ΓΩ̃(s) = Γd(s1 +
d+ 1

2
) Γd(s2 +

d+ 1

2
) Γd(s2 +

n

2
) Γn−d(s1 + s2 +

n+ 1

2
) (2.4)

とおく．
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定理 2.3 (ゼータ積分の解析接続). ゼータ積分をガンマ関数によって

1

ΓΩ̃(s)
ZΩ̃(φ, s)

と正規化すれば，任意の急減少関数 φ ∈ S (W ) に対して全平面 s = (s1, s2) ∈ C2 に整関
数として解析接続される．したがって，拡大ゼータ積分 ZΩ̃(φ, s) は全平面に有理型に解
析接続され，その極はガンマ因子 ΓΩ̃(s) の極に含まれる．

3. フーリエ変換と関数等式

W の G による開軌道をOi (i = 1, . . . , ℓ) と書こう．拡大正錐 Ω̃ はそのうちの一つであ
る．開軌道の分類は次のようになる．

補題 3.1. (z, y) ∈ W を通る G 軌道が開であることと z ∈ Symn(R) および tyz−1y ∈
Symd(R)がともに正則であることは同値である．このとき，開軌道は，z の符号と tyz−1y

の符号によって決まる．

拡大ゼータ積分ZΩ̃(φ, s) は Ω̃ の閉包に台を持つ緩増加超関数と考えられる．そのフー
リエ変換を計算しよう．
簡単のため z̃ = (z, y) と書いて，Ω̃ の閉包に台を持つ超関数を

K+
s (z̃) =


(det z)s1

∣∣det( z y
ty 0

)∣∣s2 z̃ ∈ Ω̃

0 その他

(3.1)

と定める．また W = Symn(R)⊕Mn,d(R) 上の正定値内積をすでに定義したように

⟨z̃, w̃⟩ = trace zw + trace tyx (z̃ = (z, y), w̃ = (w, x) ∈ W ) (3.2)

として，通常のユークリッド空間上のフーリエ変換Fφ = φ̂ を次のように定義する．

φ̂(w̃) =

∫
W

φ(z̃)e−2πi⟨z̃,w̃⟩dz̃

フーリエ逆変換は，内積の取り方から

(F−1ψ)(z̃) = 2−
n(n−1)

2

∫
W

ψ(w̃)e2πi⟨w̃,z̃⟩dw̃

となることに注意しよう．
複素解析的関数の境界値として得られる超関数を

Ξs(w̃) = P1(+0 + 2πiw, x)s1P2(+0 + 2πiw, x)s2

= lim
v↓0

det(v + 2πiw)s1
(
(−1)d det

( v + 2πiw x
tx 0

))s2 (3.3)
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と書いておく．ここに v ∈ Ω = Sym+
n (R) は正錐の中を 0 に近づくとする．この超関数は

W 全体を台に持ち，テスト関数 φ ∈ S (W ) に対して，Re s1,Re s2 ≥ 0 においては絶対
収束する積分によって∫

W

Ξs(w̃)φ(w̃)dw̃ = lim
v↓0

∫
W

P1(v + 2πiw, x)s1P2(v + 2πiw, x)s2φ(w̃)dw̃

と定義される．あとは全平面に超関数として解析接続する．ここでRe s1,Re s2 ≥ 0 なら
ば極限 v ↓ 0 を積分の中でとることができて，分枝をうまく取れば

Ξs(w̃) = (2πi)ns1+(n−d)s2P1(w̃)
s1P2(w̃)

s2 (3.4)

のように通常の関数として表されることに注意しよう．とくに，

Ξ(0,0)(w̃) = 1 = δ̂(w̃) (δ は原点に台を持つ Dirac 超関数)

である．

定理 3.2. 積分核 K+
s の緩増加超関数としてのフーリエ変換は次のように与えられる．

1

Γd(s1 +
d+ 1

2
) Γd(s2 +

n

2
) Γn−d(s1 + s2 +

n+ 1

2
)

K̂+
s =

c(s)

Γd(−s2)
Ξ−(s1+

d+1
2

),−(s2+
n
2
)

ここに

c(s) = (2π)
n(n−1)

4 π−2d(s2+
n
4
)

であって，Γk(α)は (2.3)式で与えられるガンマ関数である．とくにK+
s は s = −1

2
(d+1, n)

で極を持ち，そこでの超関数としての留数は Dirac の超関数の定数倍である．

δ =
1

c(s)

Γd(s2 +
d+ 1

2
) Γd(−s2)

ΓΩ̃(s)
·K+

s

∣∣∣
s=− 1

2
(d+1,n)

系 3.3. 急減少関数 φ ∈ S (W ) の台が Ω̃ に含まれているとき，次の関数等式が成り立つ．

1

ΓΩ̃(s)
ZΩ̃(φ̂; s1, s2)

=
c(s)(−2πi)−(ns1+(n−d)s2+

n(n+1)
2

)

Γd(s2 +
d+ 1

2
) Γd(−s2)

ZΩ̃(φ;−(s1 +
d+ 1

2
),−(s2 +

n

2
))

=
c(s)

(−2πi)ns1+(n−d)s2+
n(n+1)

2 (−π)d

d∏
j=1

sin(s2 +
d− j

2
) ×

ZΩ̃(φ;−(s1 +
d+ 1

2
),−(s2 +

n

2
))

(3.5)

これらのフーリエ変換・関数等式は，d = 1 のときに，二次形式との関連から鈴木利明
[Suz79] によって計算されている．
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概均質ベクトル空間の基本相対不変式が複数ある場合には，式 (2.2) と同様にして多変
数のゼータ積分を考えることができるが，その一般論はすでに述べたように佐藤文広に
よって打ち立てられた ([Sat82a, Sat83, Sat82b])．ガンマ因子や関数等式についても b 関
数の情報をもとに詳しく述べることができるが，具体的に関数等式を書き下し，極の位置
やその留数となる超関数を調べることはそう易しくなく，興味深い問題である．佐藤文広
氏からは，この講演の設定と等価な場合に一般的な関数等式を得たとの連絡と未発表の
ノートを送っていただいた．この場を借りてお礼を申し上げたい．

4. フーリエ変換公式の証明

定理 3.2 の証明の方針について述べる．
テスト関数をφ(z̃) = φ1(z)φ2(y) のように変数分離して考えよう．すると，フーリエ変

換の定義によって積分は逐次積分の形に書くことができる．∫
W

K̂+
s (w̃)φ(w̃)dw̃ =

∫
W

K+
s (w̃)φ̂(w̃)dw̃

=

∫
Ω

(det z)s1+s2φ̂1(z)dz

∫
E

(det tyz−1y)s2φ̂2(y)dy (4.1)

まずは最初の E における積分から考えよう．

4.1. ジョルダン代数の表現に付隨した二次写像のフーリエ変換. 式 (4.1) における y ∈ E

上の積分を

I1(z) =

∫
E

(det tyz−1y)s2φ̂2(y)dy

と書こう．z ∈ Ω は実の正値対称行列なので，g ∈ L を用いて z = tgg と書くことができ
る．この g を用いて y を tgy に変数変換すれば，

I1(z) =

∫
E

φ̂2(
tgy)(det tyy)s2| det g|d dy

を得る．このとき，Lgφ2(x) = φ2(g
−1x) を左移動とすると，φ̂2(

tgy) = | det g|−dL̂gφ2(y)

となることが容易に確かめられる．したがって，一時的に ψ(x) = Lgφ2(x) と書いておく
と (ψ はその定義に z の情報を含んでいることに注意)，積分は

I1(z) =

∫
E

ψ̂(y)(det tyy)s2dy (4.2)

となり，これは二次写像 Q(y) = tyy の複素冪をフーリエ変換したものである．とくに
d = 1 のときには Q(y) は通常の距離関数になっており，フーリエ変換は実質上ハンケル
変換に一致していることに注意しよう．この二次写像はジョルダン代数 Vd = Symd(R) の
表現に付隨して決まるものであるが，元々のジョルダン代数 V = Symn(R) とは次数が異
なっている．さて，フーリエ変換 (4.2) は，概均質ベクトル空間 (GLn(C),Mn,d(C)) の相
対不変式 det( txx) に付隨するゼータ積分のフーリエ変換として佐藤幹夫によって計算さ
れている ([SS70])．また，ジョルダン代数の表現という観点から Clerc によっても一般的
に考察されている ([Cle02, Theorem 2])．ここではそれを引用しておこう．
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補題 4.1. α ∈ C を複素数，ψ(x) を急減少関数とすると次の等式が成り立つ．∫
E

ψ̂(y)(det tyy)αdy = π−2d(α+n
4
)
Γd(α +

n

2
)

Γd(−α)

∫
E

ψ(x)(det txx)−α−n
2 dx

この補題を用いて計算を続けると

I1(z) =

∫
E

ψ̂(y)(det tyy)s2dy = π−2d(s2+
n
4
)Γd(s2 +

n
2
)

Γd(−s2)

∫
E

ψ(x)(det txx)−s2−n
2 dx

= (Γ-factor)

∫
E

(Lgφ2)(x)(det
txx)−s2−n

2 dx

= (Γ-factor)| det g|d
∫
E

φ2(x)(det
tx tggx)−s2−n

2 dx (x を gx に置き換えた)

= (Γ-factor)(det z)
d
2

∫
E

φ2(x)(det
txzx)−s2−n

2 dx

これより，式 (4.1) は次のように変形される．∫
W

K̂+
s (w̃)φ(w̃)dw̃

= π−2d(s2+
n
4
)Γd(s2 +

n
2
)

Γd(−s2)

∫
E

φ2(x) dx

∫
Ω

φ̂1(z)(det z)
s1+s2+

d
2 (det txzx)−s2−n

2 dz (4.3)

4.2. 正錐上のラプラス変換とガンマ因子. 式 (4.3) の中の z による積分を計算するため
に，収束因子 e− trace zv2 (v ∈ Ω) を導入して，それから極限 v ↓ 0 をとることにする．そ
こで α := s1 + s2 + d/2, β := −s2 − n/2 と略記して，次の積分を考えよう．

I2(v) =

∫
Ω

e− trace zv2φ̂1(z)(det z)
α(det txzx)βdz

=

∫
Ω

e− trace zv2
{∫

V

φ1(w)e
−2πi trace zwdw

}
(det z)α(det txzx)βdz

=

∫
V

φ1(w)dw

∫
Ω

e− trace z(v2+2πiw)(det z)α(det txzx)βdz

最後の z に関する積分は，v2 + 2πiw ∈ Ω + iV ⊂ VC に関して解析的であるから，まず
w = 0 の場合に計算して，それを解析接続しよう．つまり次のラプラス変換を計算するこ
とになる．

I ′2(v) =

∫
Ω

e− trace tvzv(det z)α(det txzx)βdz.

tvzv を z で置換すると

= (det v)−2(α+n+1
2

)

∫
Ω

e− trace z(det z)α(det t(v−1x)z(v−1x))βdz

簡単な補題を一つ準備しよう．
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補題 4.2. x ∈ E に対して

Φ(x) =

∫
Ω

e− trace z(det z)α(det txzx)βdz.

とおくと，Φ(x) は次の性質を持つ．

(1) Φ(xa) = (det a)2βΦ(x) (a ∈ GLd(R))
(2) Φ(ux) = Φ(x) (u ∈ On(R))

Id =
(
1d
0

)
∈ E と書くと，任意の x ∈ E = Mn,d(R) は x = u Id a (u ∈ On(R), a ∈

GLd(R)), のように直交群と一般線型群によって両側から分解されるので，補題より

Φ(x) = Φ(u Id a) = (det a)2βΦ(Id) = (det txx)βΦ(Id)

となる．そこで，γ(α, β) := Φ(Id) をガンマ定数 (gamma constant) と呼ぶことにしよう．
d 次の主小行列式を ∆d(z) と表すと，det( tIdzId) = ∆d(z) だから，ガンマ定数は積分で

γ(α, β) =

∫
Ω

e− trace z(det z)α∆d(z)
βdz =

∫
Ω

e− trace z∆n(z)
α∆d(z)

βdz

と書け，これはさらに Gindikin のガンマ関数を用いて表すことができる．

補題 4.3 ([FK94, Theorem VII.1.1]).

γ(α, β) = (2π)
n(n−1)

4 Γd(α + β +
n+ 1

2
)Γn−d(α +

n− d+ 1

2
).

いままでの議論をすべて総合すると，

I ′2(v) = (det v)−2(α+n+1
2

)(det txv−2x)β(2π)
n(n−1)

4 Γd(α + β +
n+ 1

2
)Γn−d(α +

n− d+ 1

2
)

= (2π)
n(n−1)

4 P1(v
2)−(α+β+n+1

2
)P2(v

2, x)βΓd(α + β +
n+ 1

2
)Γn−d(α +

n− d+ 1

2
)

と計算できて，結局

I2(v) = (2π)
n(n−1)

4 Γd(α + β +
n+ 1

2
)Γn−d(α +

n− d+ 1

2
)∫

V

φ1(w)P1(v
2 + 2πiw)−(α+β+n+1

2
)P2(v

2 + 2πiw, x)βdw.

となる．最後の式に α = s1 + s2 + d/2, β = −s2 − n/2 を代入して，v ↓ 0 の極限をとる
と，式 (3.3) を考慮することで定理 3.2 を得る．

5. 関数等式の正錐への制限

定理 3.2 を書き直して，ゼータ積分の関数等式の形にまとめておこう．
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5.1. 開軌道と境界値超関数の制限. 補題 3.1 で述べたように G の開軌道は実対称行列
の符号 sgn z と sgn tyz−1y によって分類される．後者の符号は [y] = Im y ⊂ Rn と書
くと，二次形式 z−1

∣∣
[y] の符号と解釈することもできる．そこで符号 (p, q) と (p′, q′) を

p+ q = n, p′ + q′ = d, 0 ≤ p′ ≤ p, 0 ≤ q′ ≤ q となるようにとり，ρ = (p, q; p′, q′) と書こ
う．この符号を持つような G の軌道を

Oρ = {z̃ = (z, y) ∈ W | sgn z = (p, q), sgn( tyz−1y) = (p′, q′)}

で表す．
§ 3 では，境界値超関数 Ξs(z, y) を式 (3.3) によって決めたが，これは z̃ = (z, y) につ

いて解析的，s = (s1, s2) に関しては有理型である．一方，開軌道Oρ (の閉包) に台を持
つ緩増加超関数が

Kρ
s (z̃) =


|det z|s1

∣∣det( z y
ty 0

)∣∣s2 z̃ ∈ Oρ

0 その他

(5.1)

として定まる．拡大正錐は一つの開軌道であって Ω̃ = O(n,0;d,0) と表されるから，以前の
記号を用いると ρ = (n, 0; d, 0) のとき，K+

s = Kρ
s である．

補題 5.1. 符号 ρ = (p, q; p′, q′) に対して，複素関数 uρ を

uρ(s) = (2π)ns1+(n−d)s2 exp
πi

2

(
(p− q)(s1 + s2)− (p′ − q′)s2

)
と定義する．Re s1,Re s2 > 0 であれば，Ξs

∣∣
Oρ

= uρ(s)K
ρ
s であって，和をとることにより

Ξs =
∑

ρ
uρ(s)K

ρ
s (5.2)

が成り立つ．両辺を有理型関数と見れば，解析接続によってこの等式は全平面 s ∈ C2 で
成り立つ．

証明. 各軌道Oρ は代表元 (z0, y0) = (
( 1p 0

0 −1q

)
,

(
1p′ 0
0 0
0 1q′

)
) を持ち，軌道に属する一般の

元は (z, y) = (g, h) · (z0, y0) = (gz0
tg, gy0

th) と書ける．したがって，v ∈ Ω に対して

Ξs(z̃) = lim
v↓0

det(v + 2πiz)s1
(
(−1)d det

( v + 2πiz y
ty 0

))s2
= lim

v↓0
det(v + 2πiz)s1+s2 det( ty(v + 2πiz)−1y)s2

= lim
v↓0

det(g tg)s1+s2 det(h th)s2 det(v0 + 2πiz0)
s1+s2 det( ty0(v0 + 2πiz0)

−1y0)
s2

(5.3)

となる．ここで v0 = g−1v tg−1 と書いた．det g tg = |det z| かつ deth th = |det tyz−1y| で
あることに注意する．仮定よりRe s1,Re s2 > 0 であるから，極限 v ↓ 0 を，例えばスカ
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ラー行列 v0 = t1n (t > 0) を用いて t ↓ 0 のように計算してもよい．すると，式 (5.3) は

= |det z|s1+s2|det tyz−1y|s2 lim
t↓0

(t+ 2πi)p(s1+s2)(t− 2πi)q(s1+s2)(t+ 2πi)−p′s2(t− 2πi)−q′s2

= |det z|s1+s2|det tyz−1y|s2(2π)ns1+(n−d)s2 exp
πi

2

(
(p− q)(s1 + s2)− (p′ − q′)s2

)
となり，ここに現れる係数が uρ(s) である． □

5.2. 拡大正錐に付隨した関数等式. 定理 3.2と補題 5.1をまとめて，次の関数等式を得る．

定理 5.2. 積分核K+
s のフーリエ変換は次の関数等式を満たす．

K̂+
s =

c(s) ΓΩ̃(s)

Γd(s2 +
d+ 1

2
) Γd(−s2)

∑
ρ

uρ(−s− 1
2
(d+ 1, n)) Kρ

−s− 1
2
(d+1,n)

,

ここに ρ = (p, q; p′, q′) は開軌道の分類パラメータを動き，正則関数 uρ(s) は補題 5.1 で
与えられたものである．その他の記号は定理 3.2 と同じである．
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Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces

Yoshihiro Mizuta

(Hiroshima University)

1 Introduction

Our first aim in this talk is to introduce non-homogeneous central Herz-Morrey-Musielak-
Orlicz spaces. Next we deal with the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal oper-
ator on non-homogeneous central Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces. As an application,
we establish Sobolev’s inequality for fractional integrals in such spaces.
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2.5 Musielak-Orlicz spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Morrey-Musielak-Orlicz spaces 6
3.1 Morrey-Musielak-Orlicz spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.2 Maximal operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.3 Boundedness of the maximal operator in Morrey-Musielak-Orlicz spaces . . 6

4 Sobolev’s inequality in Morrey-Musielak-Orlicz spaces 7
4.1 J-potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
4.2 Sobolev conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4.3 Sobolev’s inequality in the bounded case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4.4 Sobolev’s inequality in the unbounded case . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

5 Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces 9
5.1 Weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
5.2 Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
5.3 Hardy operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
5.4 Boundedness of the maximal operator in Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces 11
5.5 Boundedness of the potential operator in Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces 11

6 Variable exponent Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces 12

2



2 Musielak-Orlicz spaces

2.1 Musielak-Orlicz functions

For this purpose consider

Φ(x, t) = tϕ(x, t) : RN × [0,∞) → [0,∞)

satisfying the following conditions (Φ1) – (Φ3):

(Φ1) ϕ( · , t) is measurable on RN for each t ≥ 0 and ϕ(x, · ) is continuous on [0,∞) for
each x ∈ RN ;

(Φ2) there exists a constant A1 ≥ 1 such that

A−1
1 ≤ ϕ(x, 1) ≤ A1 for all x ∈ RN ;

(Φ3) ϕ(x, ·) is uniformly almost increasing; namely there exists a constant A2 ≥ 1 such
that

ϕ(x, t) ≤ A2ϕ(x, s) for all x ∈ RN whenever 0 ≤ t < s.

When dealing with Sobolev’s inequality, it is assumed that

(Φ4) ϕ(x, ·) is uniformly doubling; that is, there exists a constant A3 ≥ 1 such that

ϕ(x, 2t) ≤ A3ϕ(x, t) for all x ∈ RN and t > 0.

We further assume the following conditions on Φ for p ≥ 1, q ≥ 1, η > 0 and τ > 0:

(Φ3; 0; p) t 7→ t−pΦ(x, t) is uniformly almost increasing on (0, 1], namely there exists
a constant A2,0,p ≥ 1 such that t−p

1 Φ(x, t1) ≤ A2,0,p t
−p
2 Φ(x, t2) for all x ∈ RN ,

whenever 0 < t1 < t2 ≤ 1 ;

(Φ3;∞; q) t 7→ t−qΦ(x, t) is uniformly almost increasing on [1,∞), namely there ex-
ists a constant A2,∞,q ≥ 1 such that t−q

1 Φ(x, t1) ≤ A2,∞,q t
−q
2 Φ(x, t2) for all x ∈ RN ,

whenever 1 ≤ t1 < t2;

(Φ5; η) for every γ > 0, there exists a constant Bγ,η ≥ 1 such that Φ(x, t) ≤ Bγ,ηΦ(y, t)
whenever x, y ∈ RN , |x− y| ≤ γt−η and t ≥ 1;

(Φ6; τ) there exist a function g ∈ Lτ (RN) on RN and a constant B∞ ≥ 1 such that
0 ≤ g(x) ≤ 1 for all x ∈ RN and B−1

∞ Φ(x, t) ≤ Φ(x′, t) ≤ B∞Φ(x, t) whenever
x, x′ ∈ RN , |x′| ≥ |x| and g(x) ≤ t ≤ 1.
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2.2 Variable exponents

For a real valued measurable function p(·) on RN , consider

(P1) 1 < p− := ess infx∈RN p(x) ≤ ess supx∈RN p(x) =: p+ <∞;

(P2) p(·) is log-Hölder continuous, namely

|p(x)− p(y)| ≤ Cp

log(e+ 1/|x− y|)
for all x, y ∈ RN , x ̸= y

with a constant Cp ≥ 0;

(P3) p(·) is log-Hölder continuous at ∞, namely, there exists a constant p(∞) > 1 such
that

|p(x)− p(∞)| ≤ Cp,∞

log(e+ |x|)
for all x ∈ RN

with a constant Cp,∞ ≥ 0.

Example 2.1 Let p(·) be a real valued measurable function on RN satisfying (P1) – (P3).
Let

Φ(x, t) = tp(x).

Then Φ satisfies (Φ1) – (Φ4).
Moreover, we see that Φ satisfies (Φ5; η) for every η > 0 since p(·) is log-Hölder contin-

uous.
Finally, we see that Φ satisfies (Φ6; τ) for every τ > 0 with g(x) = (1 + |x|)−(N+1)/τ

since p(·) is log-Hölder continuous at ∞; in fact, if (1 + |x|)−(N+1)/τ < t ≤ 1, then

t−|p1(x)−p1(x′)| ≤ e(N+1)Cp,∞/τ for |x′| ≥ |x|.

2.3 Convex functions

Let ϕ̄(x, t) = sup0≤s≤t ϕ(x, s) and

Φ(x, t) =

∫ t

0

ϕ̄(x, r) dr

for x ∈ RN and t ≥ 0. Then Φ(x, ·) is convex and

Φ(x, t/2) ≤ Φ(x, t) ≤ A2Φ(x, t) (2.1)

for all x ∈ RN and t ≥ 0.

For example, consider Φ(x, t) = tp(log(e+ t))q. If p > 1 and q < 0, then Φ satisfies all
the conditions (Φ1) - (Φ4). We can take

Φ(x, t) = tp(log(c+ t))q

for large c > 0.
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Next, consider

Φ(x, t) =

{
t3 (0 ≤ t < 1),
t2 (t ≥ 1).

In this case,

Φ(x, t) =

{
t3/3 (0 ≤ t < 1),
1/3 + (t2 − 1)/2 (t ≥ 1).

2.4 Generalized Orlicz functions by Harjulehto and Hästö

In their book [5], P. Harjulehto and P. Hästö consider a function φ : RN × [0,∞) → [0,∞)
such that φ(x, ·) is left continuous, t−1φ(x, t) is almost increasing for x ∈ RN and the
following conditions hold:

(A0) There exists a constant β ∈ (0, 1] such that

β ≤ φ−1(x, 1) ≤ β−1 for x ∈ RN ;

(A1) there exists a constant β ∈ (0, 1] such that for every ball B

βφ−1(x, t) ≤ φ−1(y, t) when 1 ≤ t ≤ |B|−1 and x, y ∈ B;

(A2) for every s > 0 there exists β ∈ (0, 1] and h ∈ L1 ∩ L∞ such that

βφ−1(x, t) ≤ φ−1(y, t) when h(x) + h(y) ≤ t ≤ s and x, y ∈ B.

2.5 Musielak-Orlicz spaces

Let Ω be a measurable set in RN . We consider the Musielak-Orlicz space (generalized
Orlicz space) :

LΦ(Ω) =

{
f ∈ L1

loc(Ω) ;

∫
Ω

Φ
(
y, |f(y)|/λ

)
dy <∞ for ∃λ > 0

}
,

which is a Banach space with respect to the norm

∥f∥LΦ(Ω) = inf

{
λ > 0 ;

∫
Ω

Φ
(
y, |f(y)|/λ

)
dy ≤ 1

}
.

Note∫
Ω

Φ

(
y,

|f(y)|
∥f∥LΦ(Ω)

)
dy ≤ 1.
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3 Morrey-Musielak-Orlicz spaces

3.1 Morrey-Musielak-Orlicz spaces

We also consider a function κ : RN × (0,∞) → (0,∞) satisfying the following conditions:
let 0 < σ0 ≤ N .

(κ1) κ(x, ·) satisfies the uniform doubling condition;

(κ2) r 7→ r−κ0κ(x, r) is uniformly almost increasing on (0,∞) for some κ0 > 0;

(κ3;σ0) there is a constant Q3 ≥ 1 such that

Q−1
3 min(1, rσ0) ≤ κ(x, r) ≤ Q3max(1, rN)

for all x ∈ RN and r > 0.
Given Φ and κ, we define the Morrey-Musielak-Orlicz space LΦ,κ(RN) by

LΦ,κ(RN) =

{
f ∈ L1

loc(RN) : sup
x∈RN , r>0

κ(x, r)

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

Φ
(
y, |f(y)|

)
dy <∞

}
.

It is a Banach space with respect to the norm

∥f∥LΦ,κ(RN ) = inf

{
λ > 0 : sup

x∈RN , r>0

κ(x, r)

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

Φ
(
y, |f(y)|/λ

)
dy ≤ 1

}
.

Note that LΦ,κ(RN) = LΦ(RN) if κ(x, r) = rN .

3.2 Maximal operator

For a locally integrable function f on RN , the Hardy-Littlewood maximal function Mf is
defined by

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

The mapping f 7→Mf is called the maximal operator.

3.3 Boundedness of the maximal operator in Morrey-Musielak-

Orlicz spaces

We first prove the boundedness of maximal operator.

Theorem 3.2 Suppose that Φ satisfies (Φ1) - (Φ3), (Φ3; 0; p), (Φ3;∞; q), (Φ5; η) and
(Φ6; τ) for p > 1, q > 1, 0 < η ≤ q/σ0 and 0 < τ ≤ p. Then the maximal operator is
a bounded operator from the Morrey-Musielak-Orlicz space LΦ,κ(RN) into itself, namely
Mf ∈ LΦ,κ(RN) for all f ∈ LΦ,κ(RN) and

∥Mf∥LΦ,κ(RN ) ≤ C∥f∥LΦ,κ(RN )

with a constant C > 0 depending only on N and constants appearing in conditions for Φ
and κ.
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4 Sobolev’s inequality in Morrey-Musielak-Orlicz spaces

4.1 J-potential

Let G be an open set in RN . As a potential kernel, we consider a function
J : G× (0, dG) → (0,∞) satisfying the following conditions:

(J1) J(·, r) is measurable on G for each r ∈ (0, dG);

(J2) J(x, ·) is nonincreasing and continuous on (0, dG) for each x ∈ G;

(J3)

∫ 1

0

J(x, r)rN−1dr ≤ J0 <∞ with a constant J0 independent of x ∈ G.

Example 4.1 Let α(·) be a measurable function on G such that

0 < α− := inf
x∈G

α(x) ≤ sup
x∈G

α(x) =: α+ < N.

Then, J(x, r) = γα(·)(x)
−1rα(x)−N satisfies (J1) – (J3), where

γα(·)(x) =
πN/22α(x)Γ(α(x)/2)

Γ((N − α(x))/2)
;

see [13].

For a nonnegative measurable function f on G, its J-potential Jf is defined by

Jf(x) =

∫
G

J(x, |x− y|)f(y) dy.

Set

J(x, r) =
N

rN

∫ r

0

J(x, ρ)ρN−1dρ

for x ∈ G and 0 < r ≤ dG.
Then

J(x, r) ≤ J(x, r) ≤ NJ0r
−N

for all x ∈ G and 0 < r < dG.
We further assume that

(κ0) κ(·, t) is measurable on RN for each t ≥ 0 and κ(x, ·) is continuous on [0,∞) for each
x ∈ RN .

Set

YJ(x, r) = rNJ(x, r)

for x ∈ G and 0 < r < dG.
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4.2 Sobolev conjugate

We consider a function Ψ : G× [0,∞) → [0,∞)
(Sobolev conjugate) satisfying the following conditions:

(Ψ0) Ψ(·, t) is measurable on G for each t ≥ 0 and Ψ(x, ·) is continuous on [0,∞) for each
x ∈ G;

(Ψ1) Ψ(·, 1) is bounded;

(Ψ2) Ψ(x, ·) is uniformly almost increasing on [0,∞);

(Ψ3) there exists a constant A4 > 0 such that

Ψ
(
x, tYJ

(
x, κ−1(x,Φ(x, t)−1)

))
≤ A4Φ(x, t)

for all x ∈ G and t ≥ 1.

4.3 Sobolev’s inequality in the bounded case

Theorem 4.2 Suppose that Φ satisfies (Φ1) - (Φ4), (Φ3; 0; p), (Φ3;∞; q), (Φ5; η) and
(Φ6; τ) for p > 1, q > 1, 0 < η ≤ q/σ0 and 0 < τ ≤ p. Assume that G is bounded and

(ΦκJ) r 7→ rεYJ(x, r)Φ
−1(x, κ(x, r)−1) is uniformly almost decreasing on (0,∞) for some

ε > 0 .

Then there exist constants C1, C2 > 0 such that

sup
x∈G,0<r<dG

κ(x, r)

|B(x, r)|

∫
B(x,r)∩G

Ψ(x, Jf(x)/C1)dx ≤ C2

for all f ≥ 0 satisfying ∥f∥LΦ,κ(G) ≤ 1.

4.4 Sobolev’s inequality in the unbounded case

In case G is unbounded, we consider

w(x) := κ−1(x,Φ(x, ag∗(x))−1), x ∈ RN ,

where

g∗(x) = max {g(x), Mg(x)}

for g(x) appearing in (Φ6;ω).
Further consider a function

Φ∞(t) = tϕ∞(t) : [0,∞) → [0,∞),

which satisfies the following conditions:

(Φ∞0) Φ∞(t) > 0 for t > 0, ϕ∞(t) is increasing and Φ∞ is convex on [0,∞);
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(Φ∞1) there exists a constant B̃∞ ≥ 1 such that

B̃−1
∞ Φ(x, t) ≤ Φ∞(t) ≤ B̃∞Φ(x, t)

whenever g(x) ≤ t ≤ 1 for g(x) in condition (Φ6;ω);

(Φ∞2) there exists a constant c∞ ≥ 1 such that

Φ∞(g∗(x)) ≤ c∞(1 + |x|)−N

for all x ∈ RN ;

(Φ∞κ) r 7→ rγΦ−1
∞ (κ(x, r)−1) is uniformly almost increasing on (1,∞) for some 0 < γ < N .

We also consider the following condition:

(Φ∞κJ) r 7→ rεYJ(x, r)Φ
−1
∞ (κ(x, r)−1) is uniformly almost decreasing on [1,∞) for some

ε > 0.

We prove the following theorem by Theorem 4.2.

Theorem 4.10 Suppose that Φ satisfies (Φ1)-(Φ4), (Φ3; 0; p), (Φ3;∞; q), (Φ5; η),
(Φ6; τ) and (ΦκJ) for p > 1, q > 1, 0 < η ≤ q/σ0 and 0 < τ ≤ p. Assume further that
there exists Φ∞(t) satisfying (Φ∞0) - (Φ∞2), (Φ∞κ) and (Φ∞κJ). Then there exists a
constant C > 0 such that

∥Jf∥LΨ,κ(RN ) ≤ C∥f∥LΦ,κ(RN )

for all f ∈ LΦ,κ(RN).

5 Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces

5.1 Weight

We consider a function ω : (0,∞) → (0,∞) satisfying the following conditions (ω1) and
(ω2):

(ω1) ω is almost monotone on (0,∞); that is, ω is almost increasing on (0,∞) or ω is
almost decreasing on (0,∞);

(ω2) ω is doubling on (0,∞).

5.2 Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces

Given Φ, 0 < q ≤ ∞, ω and x0 ∈ RN , we denote by HΦ,q,ω
{x0},∞(RN) with reference point at

x0 the class of locally integrable functions f on RN satisfying

∥f∥HΦ,q,ω
{x0},∞

(RN ) = ∥f∥LΦ(B(x0,2)) +

(∫ ∞

1

(
ω(r)∥f∥LΦ(A(x0,r))

)q dr
r

)1/q

<∞,

where A(x0, r) = B(x0, 2r) \B(x0, r).
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The space HΦ,q,ω
{x0},∞(RN) is referred to as a non-homogeneous central Herz-Morrey-

Musielak-Orlicz space with reference point at x0.
Further we denote byHΦ,q,ω

{x0},0(R
N) the class of locally integrable functions f on RN \{x0}

satisfying

∥f∥HΦ,q,ω
{x0},0

(RN ) =

(∫ ∞

0

(
ω(r)∥f∥LΦ(A(x0,r))

)q dr
r

)1/q

<∞.

Recall that Morrey space is given by

MΦ,ω(RN) =
∩

x0∈RN

HΦ,∞,ω
{x0},0 (R

N).

In what follows, let x0 be the origin. For simplicity write HΦ,q,ω(RN) instead of
HΦ,∞,ω

{0},∞ (RN), and write Hp,q,ω(RN) for HΦ,q,ω(RN) when Φ(x, t) = tp.

When Φ(x, t) = tp, q = p and ω(r) = ra,

(1) ∥f∥Hp,q,ω(RN ) <∞ if and only if∫
(1 + |y|)a|f(y)|pdy <∞;

(2) ∥f∥Hp,q,ω
0 (RN ) <∞ if and only if∫

|y|a|f(y)|pdy <∞.

Remark 5.1 The non-homogeneous central Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spacesHΦ,q,ω(RN)
include the following spaces:

• non-homogeneous Herz spaces introduced in [6];

• local Morrey-type spaces introduced in [2];

• non-homogeneous central Herz-Morrey-Orlicz spaces introduced in [17] when Φ(x, t) =
Φ(t);

• non-homogeneous central Herz-Morrey spaces with variable exponents introduced in
[16] when Φ(x, t) = tp(x).

Lemma 5.2 If 0 < q1 < q2 <∞, then

HΦ,q1,ω(RN) ⊂ HΦ,q2,ω(RN) ⊂ HΦ,∞,ω(RN).

5.3 Hardy operators

For a nonnegative function f ∈ L1
loc(RN) and a real number β, set

H0
βf(r) = rβ

∫
B(0,r)\B(0,1)

|y|−N−βf(y) dy

and

H∞
β f(r) = rβ

∫
RN\B(0,2r)

|y|−N−βf(y) dy.
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Lemma 5.5 For a real number β, suppose further that Φ∞ satisfies

(Φ∞ω2; β) t
−ε2−βω(t)−1Φ−1

∞ (t−N) is almost increasing in [1,∞) for some ε2 > 0.

If 0 < ε < ε2, then there exists a constant C > 0 such that

H0
βf(r) ≤ Cr−εω(r)−1Φ−1

∞ (r−N)

(∫ r

1/2

(
tεω(t)∥f∥LΦ(A(0,t))

)q dt
t

)1/q

for all r ≥ 1 and nonnegative functions f ∈ L1
loc(RN).

Lemma 5.6 For a real number β, suppose further that Φ∞ satisfies

(Φ∞ω1; β) t
ε1−βω(t)−1Φ−1

∞ (t−N) is almost decreasing in [1,∞) for some ε1 > 0.

If 0 < ε < ε1, then there exists a constant C > 0 such that

H∞
β f(r) ≤ Crεω(r)−1Φ−1

∞ (r−N)

(∫ ∞

r

(
t−εω(t)∥f∥LΦ(A(0,t))

)q dt
t

)1/q

for all r ≥ 1 and nonnegative functions f ∈ L1
loc(RN).

5.4 Boundedness of the maximal operator in Herz-Morrey-Musielak-

Orlicz spaces

Theorem 5.7 Suppose that Φ satisfies (Φ1) - (Φ4), (Φ3; 0; p), (Φ3;∞; q), (Φ5; η) and
(Φ6; τ) for p > 1, q > 1, η > 0 and τ > 0 satisfying η ≤ q/N and τ ≤ p. Assume that Φ∞
satisfies (Φ∞0) - (Φ∞2), (Φ∞ω1; 0) and (Φ∞ω2;−N). Then the maximal operator M is
bounded from HΦ,q,ω(RN) to itself, that is,

∥Mf∥HΦ,q,ω(RN ) ≤ C∥f∥HΦ,q,ω(RN ) for all f ∈ HΦ,q,ω(RN).

5.5 Boundedness of the potential operator in Herz-Morrey-Musielak-

Orlicz spaces

As the definition of Φ∞, we consider a convex function

Ψ∞(t) = tψ∞(t) : [0,∞) → [0,∞)

such that ψ∞(t) > 0 for t > 0, ψ∞ is increasing on [0,∞) and satisfies the doubling
condition and

(Ψ∞1) there exists a constant Q ≥ 1 such that

Q−1Ψ(x, t) ≤ Ψ∞(t) ≤ QΨ(x, t)

whenever g(x) ≤ t ≤ 1, where g is the function appearing in (Φ6; τ);
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(Ψ∞2) there exists a constant Q ≥ 1 such that

Ψ∞(g(x)) ≤ Q(1 + |x|)−N

for all x ∈ RN ;

(Ψ∞3) there exists a constant Q > 0 such that

sup
t≥1

YJ(x, t)Φ
−1
∞ (t−N)

{
Ψ−1

∞ (t−N)
}−1 ≤ Q.

We modify Lemma 5.6 as follows:

Lemma 5.9 Suppose

(Φ∞ω1; J) t
ε1YJ(x, r)ω(t)

−1Φ−1
∞ (t−N) is almost decreasing in [1,∞) for some ε1 > 0.

If 0 < ε < ε1, then there exists a constant C > 0 such that

H∞
J f(x) = YJ(x, r)

−1

∫
RN\B(0,2|x|)

J(x, |y|)f(y)dy

≤ Crεω(r)−1Φ−1
∞ (r−N)

(∫ ∞

r

(
t−εω(t)∥f∥LΦ(A(0,t))

)q dt
t

)1/q

for r = |x| ≥ 1 and nonnegative functions f ∈ L1
loc(RN).

Now we show the Sobolev type inequality for fractional integrals in Herz-Morrey-
Musielak-Orlicz spaces.

Theorem 5.9 Suppose Φ satisfies (Φ1) - (Φ4), (Φ3; 0; p), (Φ3;∞; q), (Φ5; η), (Φ6; τ)
and (ΦκJ) (with κ(x, r) = rN) for p > 1, q > 1, η > 0 and τ > 0 satisfying η ≤ q/N and
τ ≤ p. For Φ∞, assume (Φ∞0) - (Φ∞2), (Φ∞ω1; J) and (Φ∞ω2;−N), and for Ψ∞, assume
(Ψ∞1) - (Ψ∞3). Then there exists a constant C > 0 such that

∥Jf∥HΨ,q,ω(RN ) ≤ C∥f∥HΦ,q,ω(RN )

for all f ∈ HΦ,q,ω(RN).

6 Variable exponent Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces

Let q(·) be a measurable function on [1,∞) satisfying

(Q1) 0 < q− := ess infr∈[1,∞) q(r) ≤ ess supr∈[1,∞) q(r) =: q+ <∞.

Given Φ, ω and q(·) as above, we denote by HΦ,q(·),ω(RN) the classes of locally integrable
functions f on RN satisfying

∥f∥HΦ,q(·),ω(RN ) = ∥f∥LΦ(B(0,2)) + ∥ω(·)∥f∥LΦ(A(0,·))∥Lq(·)((1,∞),dr/r) <∞,

where

∥g∥Lq(·)((1,∞),dr/r) = inf

{
λ > 0 ;

∫ ∞

1

(
|g(r)|
λ

)q(r)
dr

r
≤ 1

}
.
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Proposition 6.1 Suppose q(·) satisfies

(Q2) there exists a constant q(∞) ∈ (0,∞) such that

|q(r)− q(∞)| ≤ Cq,∞

log(e+ r)

whenever r ≥ 1 with a constant Cq,∞ ≥ 0.

Then

HΦ,q(∞),ω(RN) = HΦ,q(·),ω(RN).
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ORLICZ 空間の拡張とその構造について

北　　廣男

1. はじめに

解析学において，Lp 空間の重要性は言うまでもない．この Lp 空間の一般化である 0rlicz
空間の重要性が高まっている．ここでは次のことについて説明する．Orlicz 空間における
ノルム収束の具体的な意味の説明．Orlicz 空間に値をとる強可測でない関数の具体的な構
成方法．φ-関数によって構成される一般化された Orlicz 空間．同じく φ-関数によって構
成される一般化された弱 Orlicz 空間．そしてその応用について説明する．

Orlicz空間は Birnbaum and Orlicz [3]および Orlicz [11]ではじめて探究された．その後
日本でも Nakano [10]により後に Luxemburg-Nakanoノルムと呼ばれる概念が導入される
など活発な研究が北海道大学を中心に行われた（Andô [1, 2]参照）．そして Orlicz空間は
Banach 空間としての研究が深められいくつもの重要な結果が与えられた. Krasnosel’skǐı
and Rutickǐı[7], Maligranda [9], Rao and Ren [13] に詳しい内容が紹介されている．次節
においてOrlicz 空間に関する基本的な定義を与える．

2. Young 関数の定義および Orlicz 空間の定義と基本的な性質

この節ではまず Orlicz 空間を構成するために必要な Young 関数の概念とその基本的な
性質を述べる．

定義 2.1 (Young 関数の定義). 関数 Φ : [0,∞) → [0,∞] は次の形で表されるとき，
Young 関数と呼ばれる．

(2.1) Φ(t) =

∫ t

0

φ(s)ds (0 ≤ t <∞).

ここで，関数 φ は区間 [0,∞) 上で定義され，[0,∞] に値を持つ非減少関数で，φ(0) = 0，
区間 (0,∞) で左連続である．ただし，(0,∞) 上で φ ̸≡ 0，φ ̸≡ ∞．この φ は Young 関
数 Φ の左導関数 (left derivative) と呼ばれる．

次の不等式は基本的ではあるが，重要なので，補題として与えておく．

補題 2.2. Φ を (2.1) の形の Young 関数とする．このとき次の不等式が成立する．

(2.2)
Φ(t)

t
≤ φ(t) ≤ Φ(t)

2t
(0 < t <∞).

次に φ の左逆関数を定義する．

定義 2.3. Φ を (2.1) の形の Young 関数とし，その左導関数を φ とする．この φ の左
逆関数 (left inverse) ψ を次のように定める．

(2.3) ψ(u) := inf{s > 0 : φ(s) ≥ u} (0 ≤ u <∞).

ただし，(2.3) の右辺の集合が空集合 ∅ の場合には，inf ∅ = ∞ と約束する．
この報告での内容は宮本孝志氏と尾形尚子氏との共同研究の結果を中心にまとめたものである． .
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定義 2.3 の中で与えられた ψ は φ と同じ性質を持つ．北 ([6] p. 10) の補題 1.12 の中
で示されている．この ψ を用いて共役 Young 関数の概念を定義する．

定義 2.4 (共役 Young 関数の定義). Φ を Young 関数とし，その左導関数を φ とする．
φ の左逆関数を ψ とする．関数 Φ̃ を

(2.4) Φ̃(t) :=

∫ t

0

ψ(u)du (0 ≤ t <∞)

によって定義する．このとき Φ̃ もまた Young 関数となり，Φ の共役Young 関数と呼ば
れる．

Young 関数に関しての基本的な性質をいくつか補題の形で述べておく．

補題 2.5 (Young の不等式). Φ を Young 関数とし，その共役 Young 関数を Φ̃ とする．
このとき次の不等式

(2.5) ab ≤ Φ(a) + Φ̃(b) (a ≥ 0, b ≥ 0)

が成立する．また，不等式 (2.5) において等号が成立するのは，b = φ(a) または a = ψ(b)

のときである．ここで φ, ψ はそれぞれ Φ, Φ̃ の左導関数である．

補題 2.6. Φ を Young 関数とし，その共役 Young 関数を Φ̃ とする．このとき，次の
不等式が成立する．

Φ(a) + Φ(b) ≤ Φ(a+ b) (0 ≤ a, b <∞),(2.6)

Φ−1(a+ b) ≤ Φ−1(a) + Φ−1(b) (0 ≤ a, b <∞),(2.7)

Φ̃

(
Φ(a)

a

)
≤ Φ(a) , (0 < a <∞),(2.8)

a ≤ Φ−1(a)Φ̃−1(a) ≤ 2a, (0 < a <∞).(2.9)

ここで，Φ−1 は Φ の逆関数で，

(2.10) Φ−1(s) := inf{t > 0 : Φ(t) > s} (0 ≤ s <∞)

により定義される．Φ̃−1 も同様の意味での Φ̃ の逆関数である．

次に Orlicz クラス （Orlicz class）， Orlicz 空間 (Orlicz space) の定義を与える．ここ
では関数はすべて n 次元 Euclid 空間 Rn 上で定義された実数値関数とする．

定義 2.7 (Orlicz クラスの定義). Φ を Young 関数とし， α > 0 とする． Rn 上で定義
された実数値関数で

(2.11)

∫
Rn

Φ(α|f(x)|)dx <∞

となる f の集合を Φ(αL) で表し，Orlicz クラスと呼ぶ．この Orlicz クラスは階位空間
を定義する際に重要な役割を果たす．

定義 2.8 (Orlicz 空間の定義). Φ を Young 関数とする． Orlicz 空間 LΦ(Rn) は

(2.12) LΦ(Rn) :=
∪

0<α<∞

Φ(αL)

によって定義される．すなわち，関数 f が LΦ(Rn) に属するとは，0 < α <∞ を十分小
さく選んだとき， (2.11) が成立するようにできることを意味する．
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Orlicz 空間 LΦ(Rn) は次に述べるノルムを導入することにより Banach 空間にすること
ができる．まずはじめに Luxemburg-Nakano ノルムを定める．このノルムはNakano [10]
(1950), Luxemburg [8] (1955) の中で導入された．

定義 2.9 (Luxemburg-Nakano ノルムの定義). Φ を Young 関数とする． f ∈ LΦ(Rn)
に対して，

(2.13) ||f ||LΦ(Rn) := inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
1

λ
|f(x)|

)
dx ≤ 1

}
と定める．これを f の Luxemburg-Nakano ノルムとよぶ．略して L-N ノルムとよぶこ
とにする．

L-N ノルムに関しては，次の Hölder の不等式が成り立つ．

定理 2.10 (Hölderの不等式). Φを Young関数，Φの共役 Young関数を Φ̃とするとき

(2.14)

∣∣∣∣∫
Rn

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2||f ||LΦ(Rn)||g||LΦ̃(Rn)

がすべての f ∈ LΦ(Rn)，g ∈ LΦ̃(Rn) について成立する．

一般化された Orlicz 空間における Hölder の不等式の拡張について後の節で説明する．
この Hölder の不等式をヒントにして，次の Orlicz ノルムが与えられる．

定義 2.11 (Orlicz ノルムの定義). Φ を Young 関数，その共役 Young 関数を Φ̃ とす
る．f ∈ LΦ(Rn) の Orlicz ノルム ||f ||Φ(Rn) を次のように定義する．

(2.15) ||f ||Φ(Rn) := sup

{∫
Rn

|f(x)g(x)|dx :

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1

}
.

実際に，(2.15) で定義された ||f ||Φ(Rn) はノルムになることを示すことができる．また，
L-N ノルムとの関係については次の同値性を示す不等式が成立する．

定理 2.12. Φ を Young 関数とする．f ∈ LΦ(Rn) とするとき，f の L-N ノルム　　
||f ||LΦ(Rn) と Orlicz ノルム ||f ||Φ(Rn) との間に次の不等式が成り立つ．

(2.16) ||f ||LΦ(Rn) ≤ ||f ||Φ(Rn) ≤ 2||f ||LΦ(Rn).

3. L-N ノルムでの関数列の収束とその意味について

Young 関数 Φ が Φ(t) = tp, (0 ≤ t < ∞, 1 ≤ p < ∞) のとき，この Young 関数につい
ての f ∈ LΦ(Rn) の L-Nノルムは次のように計算できる．

||f ||LΦ(Rn) = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
1

λ
|f(x)|

)
dx ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 :

{∫
Rn

|f(x)|pdx
} 1

p

≤ λ

}
= ||f ||Lp(Rn)

となり，よって LΦ(Rn) = Lp(Rn) となる．このとき LΦ(Rn) の関数列 {fj : j ≥ 1} が
f ∈ LΦ(Rn) に L-N ノルムで収束するとは，まさに

||fj − f ||Lp(Rn) → 0 (j → ∞)
3



を意味する．すなわち積分を使った表現∫
Rn

|fj(x)− f(x)|pdx→ 0 (j → ∞)

が成り立つことと同値となる．
このとき，次のことが問題となる．一般の Young関数 Φの場合に，L-Nノルムでの関数

列の収束と積分表現との間にどのような関係があるか．まずはじめに Orlicz 空間LΦ(Rn)
の閉部分空間 MΦ(Rn) の定義を与える．

定義 3.1 (MΦ(Rn) 空間の定義). Φ を Young 関数とする．関数 f が MΦ(Rn) に属す
るとは，任意の正数 α > 0 に対して

(3.1)

∫
Rn

Φ(α|f(x)|dx <∞

が成り立つこととする．

上のように定義された空間 MΦ(Rn) は Orlicz 空間 LΦ(Rn) の閉部分空間となることが
分かっている．MΦ(Rn) の関数列の L-N ノルムでの収束について次の必要十分条件が成
り立つ．L-N ノルムと積分表現の関係を示す一つの結果である．

定理 3.2. Φ を Young 関数とし，関数列 {fℓ : ℓ ≥ 1}，f0 はすべて MΦ(Rn) に属する
ものとする．このとき，

(3.2) lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||LΦ(Rn) = 0

が成り立つための必要十分条件は，任意の α > 0 （どんな大きな α）に対しても，

(3.3) lim
ℓ→∞

∫
Rn

Φ(α|fℓ(x)− f0(x)|)dx = 0

が成立することである．

証明．はじめに，(3.3) を仮定して (3.2) が成立することを示す．任意に ε > 0 を与え
る．自然数 m0 ∈ N を十分大きくとって，

(3.4) 0 <
1

2m0
< ε

となるようにしておく．Φ̃ を Φ の共役 Young 関数とする． また g ∈ LΦ̃(Rn) を，

(3.5)

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1

をみたす任意の関数とする．ここで ρ(g, Φ̃) により

(3.6) ρ(g, Φ̃) :=

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx

を表すものとする．このとき Young の不等式 (2.5) により∣∣∣∣∫
Rn

{fℓ(x)− f0(x)}g(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn

2m0 |fℓ(x)− f0(x)| · 2−m0 |g(x)|dx

≤
∫
Rn

{Φ(2m0 |fℓ(x)− f0(x)|) + Φ̃(2−m0 |g(x)|)}dx

=

∫
Rn

Φ(2m0 |fℓ(x)− f0(x)|)dx+
∫
Rn

Φ̃(2−m0 |g(x)|)dx

4



が得られる．ここで Φ̃ の凸性と 0 <
1

2m0
< 1 によって，(3.5) より∫

Rn

Φ̃(2−m0 |g(x)|)dx ≤ 1

2m0

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1

2m0

となる．よって∣∣∣∣∫
Rn

{fℓ(x)− f0(x)}g(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn

Φ(2m0 |fℓ(x)− f0(x)|)dx+
1

2m0

が得られ， (3.4) より 0 < 1
2m0

< ε だらか∣∣∣∣∫
Rn

{fℓ(x)− f0(x)}g(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn

Φ(2m0|fℓ(x)− f0(x)|)dx+ ε (ℓ ≥ 1)

が，ρ(g, Φ̃) =
∫
Rn Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1をみたすすべての g ∈ LΦ̃(Rn)について成り立つ．よっ

てこの g に関して sup をとることにより， Orlicz ノルムの定義式 (2.15) より

||fℓ − f0||Φ(Rn) ≤
∫
Rn

Φ(2m0 |fℓ(x)− f0(x)|)dx+ ε

が得られる．ここで ℓ→ ∞ とすると，仮定の (3.3) より

lim
ℓ→∞

∫
Rn

Φ(2m0 |fℓ(x)− f0(x)|)dx = 0

となるので，
lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||Φ(Rn) ≤ ε

が成立する．ε > 0 は任意であったから，

lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||Φ(Rn) = 0

が示された．Orlicz ノルムと L-N ノルムの同値性を示す定理 2.12 より

lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||LΦ(Rn) = 0

となり， (3.2) が示された．
逆に (3.2) を仮定して (3.3) を示す．関数列 {fℓ : ℓ ≥ 1}，f0 は共に MΦ(Rn) に属し，

lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||LΦ(Rn) = 0

が成り立つと仮定する．このとき (3.3) が任意の α > 0 について成立することを示す．そ
こで α > 0 を任意に与える．この α を固定する．このとき十分大きな正の整数 ℓ0 ∈ N
が存在して，ℓ ≥ ℓ0 ならば

(3.7) ||α(fℓ − f0)||LΦ(Rn) ≤ 1

が成り立つようにできる．L-N ノルムについてのよく知られた結果より，ℓ ≥ ℓ0 のとき
(3.7) より

(3.8)

∫
Rn

Φ(α|fℓ(x)− f0(x)|)dx ≤ ||α(fℓ − f0)||LΦ(Rn) = α||(fℓ − f0)||LΦ(Rn)

となる．よって (3.2) と (3.8) より

lim
ℓ→∞

∫
Rn

Φ(α|fℓ(x)− f0(x)|)dx ≤ lim
ℓ→∞

||α(fℓ − f0)||LΦ(Rn) = 0

5



が得られ， (3.3) が成り立つことが示された． �

ここで，新たな問題が生まれる．関数列 {fℓ : ℓ ≥ 1}，f0 が Orlicz 空間 LΦ(Rn) に属
するとき，

lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||LΦ(Rn) = 0

は何を意味するのか．また前の定理 3.2 との違いはどこにあるのか等，気になることも多
い．次の結果が成立する．

定理 3.3. Φ を Young 関数とする．関数列 {fℓ : ℓ ≥ 1} および f0 は共に LΦ(Rn) に属
するものとする．すなわち，

fℓ ∈ LΦ(Rn) (1 ≤ ℓ <∞), f0 ∈ LΦ(Rn).

このとき，

(3.9) lim
ℓ→∞

||fℓ − f0||LΦ(Rn) = 0

が成り立つための必要十分条件は，任意の α ≥ 1 に対して，十分大きな正の整数 ℓ0 =
ℓ0(α) ∈ N が存在して，ℓ ≥ ℓ0 ならば

(3.10)

∫
Rn

Φ(α|fℓ(x)− f0(x)|)dx <∞ (ℓ0 ≤ ℓ),

および，

(3.11) lim
ℓ→∞

∫
Rn

Φ(α|fℓ(x)− f0(x)|)dx = 0

が成立することである．

証明は前定理の証明とほぼ同様にできるので，ここでは省略する．

4. Orlicz 空間は Lp 空間とどのように違うのか

Orlicz 空間は Lp 空間の一つの拡張であるから，Lp 空間での結果を Orlicz 空間で考
察するのはごく自然なことのように思われる．しかし単純な拡張といかない場合が多い．
Orlicz 空間と Lp 空間との差異を理解しておくことは重要である．本質的な違いを示す例
を示しておく．

Young 関数 Φ が ∆2-条件を満足しない場合には，Orlicz 空間はきわめて複雑な空間と
なる．その一つの例として，Orlicz 空間に値を持つ強可測でない関数を具体的に構成しよ
う．∆2-条件を満足しないことが密接に関係している．まず ∆2-条件の定義を与えておく．

定義 4.1 (∆2-条件の定義). Young 関数 Φ が十分大きな t について ∆2-条件を満足す
るとは，正の定数 D > 1 と t0 > 1 が存在して

Φ(2t) ≤ DΦ(t) (t0 ≤ t <∞)

がすべての t ≥ t0 について成立することと定める．

ここでは，数直線上の閉区間 [a, b] 上で定義され，ひとつの Banach 空間 X に値を持
つ関数 f(t) を考える． はじめに強可測，弱可測の定義を与える．
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定義 4.2 (階段関数の定義). 　関数 f(t) を閉区間 [a, b] で定義され，Banach 空間 X
の値をとるものとする．閉区間 [a, b] が互いに共通点のない有限個の可測集合 A1, A2, · · ·
Am の和として [a, b] = ∪m

j=1Aj と表され，各 Aj の上で f(t) が一定の値をとるとき，f(t)
を階段関数という

定義 4.3 (強可測関数の定義). 閉区間 [a, b] で定義され，Banach 空間 X に値を持つ関
数 f(t) が階段関数の列 {fj : j ≥ 1} により [a, b] 上でほとんど至る所

(4.1) lim
j→∞

fj(t) = f(t) (強)

と表されるならば，f(t) は強可測であるという．ここで (4.1) の意味は， || · || をX での
ノルムとするとき，

(4.2) lim
j→∞

||fj(t)− f(t)|| = 0

となることを意味するものである．

定義 4.4 (弱可測関数の定義). Banach 空間 X の共役空間を X ∗ で表す．X ∗ の任意の
元 Λ に対して，実数値関数 Λ(f(t)) が可測であるとき，f(t) は弱可測であるという．

補題 4.5. 次の結果が成り立つ．

(4.3) 強可測関数ならば弱可測関数である．

(4.4) 関数 f(t) が強可測ならば，||f(t)|| は可測である．逆は一般に正しくない．

さて，Orlicz 空間に値を持つ強可測でない関数の例を具体的に構成しよう．Young 関
数 Φ は次の条件を満足するものとする．ある正の定数 t0 > 1 が存在して，

(4.5) 0 < Φ(t) <∞ for all t0 < t <∞

をみたすものとする．更に t ↑ ∞ で ∆2 条件を満足しないものとする．このとき，次の
ような性質を持つ数列 {tj : j ≥ 1} を選び出すことができる．

(4.6) 1 < t0 < t1 < · · · < tj < · · · , lim
j→∞

tj = ∞,

(4.7) Φ

((
j + 1

j

)
tj

)
> jΦ(tj) > j(2j)n (j ≥ 1).

次に，0 < t ≤ 1 を任意に与えて固定する． Rn の部分集合 Ej,t ⊆ Rn を以下の性質を
持つように選ぶ．{Ej,t : j ≥ 1} は互いに共通点をもたない (disjoint) ．更に

(4.8) |Ej,t| =
t

j(j + 1)Φ(tj)
> 0

をみたす．又，0 < t′ < t ≤ 1 のとき，

(4.9) Ej,t′ $ Ej,t j = 1, 2, · · ·

をみたすように選ぶ．数列 {tj : j ≥ 1} と集合列 {Ej,t : j ≥ 1} を用いて関数 f(t, x) を次
のように定める．

(4.10) f(t, x) :=
∞∑
j=1

tjχEj,t
(x) x ∈ Rn.
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ここで関数 f(t, x) を略して f(t) とも書く．又，t = 0 のとき f(0) = 0 と定めておく．こ
のとき次のことが成立する．

(4.11)

∫
Rn

Φ(|f(t, x)|)dx = t ≤ 1,

0 < ε < 1 の任意の ε に対して

(4.12)

∫
Rn

Φ((1 + ε)|f(t, x)|)dx = +∞

が成り立ち，

(4.13) ||f(t)||LΦ(Rn) = 1

が成立する．念のため (4.11), (4.12) 及び (4.13) を示しておく．0 < t ≤ 1 を任意に固定
する．集合族 {Ej,t : j ≥ 1} は互いに共通点を持たないから，(4.8) 及び (4.10) より∫

Rn

Φ(|f(t, x)|)dx =
∞∑
j=1

∫
Ej,t

Φ(|f(t, x)|)dx =
∞∑
j=1

Φ(tj)|Ej,t|

=
∞∑
j=1

Φ(tj) ·
t

j(j + 1)Φ(tj)
= t

∞∑
j=1

1

j(j + 1)

= t
∞∑
j=1

(
1

j
− 1

j + 1

)
= t · 1 = t ≤ 1

となり， (4.11) が得られた．
次に， (4.12) を示す．0 < ε < 1 をみたす ε を任意に与える．

lim
j→∞

j + 1

j
= 1

だから，十分大きな自然数 j0 ∈ N を選んで，j ≥ j0 ならば，

(4.14) 1 + ε >
j + 1

j
> 1

とできる．よって (4.6)，(4.8)，(4.10) 及び (4.14) より∫
Rn

Φ((1 + ε)|f(t, x)|)dx =
∞∑
j=1

∫
Ej,t

Φ((1 + ε)|f(t, x)|)dx =
∞∑
j=1

Φ((1 + ε)tj)|Ej,t|

≥
∞∑

j=j0

Φ((1 + ε)tj)|Ej,t| ≥
∞∑

j=j0

Φ

(
j + 1

j
tj

)
|Ej,t|

≥
∞∑

j=j0

jΦ(tj)|Ej,t| =
∞∑

j=j0

jΦ(tj) ·
t

j(j + 1)Φ(tj)

=
∞∑

j=j0

t

j + 1
= ∞

となり，(4.12) が示された．
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(4.13) の ||f(t)||LΦ(Rn) = 1 を示す． (4.11) より ||f(t)||LΦ(Rn) ≤ 1 が成り立つ．実際に
等号 ||f(t)||LΦ(Rn) = 1 が成り立つことを以下で示す．そこで，もし

(4.15) ||f(t)||LΦ(Rn) < 1

であったと仮定して矛盾を出す． (4.15) より十分小さな正数 ε0 > 0 が存在して

(4.16) (1 + ε0)||f(t)||LΦ(Rn) ≤ 1

が成り立つようにできる．ノルムの性質より (4.16) から

||(1 + ε0)f(t)||LΦ(Rn) = (1 + ε0)||f(t)||LΦ(Rn) ≤ 1

となる．すでに何度も利用した結果より，∫
Rn

Φ((1 + ε0)|f(t, x)|)dx ≤ 1 <∞

となり，これは (4.12) に矛盾する．よって (4.13) が示された．
さて，測度空間 Ω を Ω = [0, 1] とする．各 0 < t ≤ 1 に対して (4.10) で定義される

f(t) ∈ LΦ(Rn) を対応させるとき，f(t) は Banach 空間である Orlicz 空間 LΦ(Rn) に値
をとる関数となる．次に補題を与えておく．

補題 4.6. 0 < t′ < t ≤ 1 とする．このとき，

(4.17) ||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) = 1

が成り立つ．

証明 集合 {Ej,t : j ≥ 1}, {Ej,t′ : j ≥ 1} は (4.9) より次の包含関係を持つ．Ej,t′ ⊆ Ej,t,
(j ≥ 1).
このとき，関数 f(t) は (4.10) のように表されるので，

(4.18) f(t′) = f(t′, x) =
∞∑
j=1

tjχEj,t′ (x) x ∈ Rn,

(4.19) f(t) = f(t, x) =
∞∑
j=1

tjχEj,t
(x) x ∈ Rn,

と表される．ここで，集合 Ej,t′ , Ej,t は (4.9) より， 0 < t′ < t ≤ 1 について

(4.20) Ej,t′ ⊆ Ej,t j ≥ 1

であって，また　 (4.8) より

|Ej,t − Ej,t′| = |Ej,t| − |Ej,t′|(4.21)

=
t

j(j + 1)Φ(tj)
− t′

j(j + 1)Φ(tj)
=

t− t′

j(j + 1)Φ(tj)
> 0.

よって， (4.18), (4.19) 及び (4.20) により

f(t)− f(t′) =
∞∑
j=1

tjχEj,t
(x)−

∞∑
j=1

tjχEj,t′ (x)

=
∞∑
j=1

tj(χEj,t
(x)− χEj,t′

(x)) =
∞∑
j=1

tjχEj,t\Ej,t′
(x)
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となり

(4.22) f(t)− f(t′) =
∞∑
j=1

tjχEj,t\Ej,t′
(x) x ∈ Rn

が成り立つことが分かった．よって (4.21) 及び (4.22) より∫
Rn

Φ(|f(t)− f(t′)|)dx =
∞∑
j=1

∫
Ej,t\Ej,t′

Φ(|f(t)− f(t′)|)dx

=
∞∑
j=1

Φ(tj)|Ej,t \ Ej,t′ | =
∞∑
j=1

Φ(tj) ·
t− t′

j(j + 1)Φ(tj)

= (t− t′)
∞∑
j=1

1

j(j + 1)
= (t− t′)

∞∑
j=1

(
1

j
− 1

j + 1

)
= t− t′

となり，

(4.23)

∫
Rn

Φ(|f(t)− f(t′)|)dx = t− t′ < 1

が得られた．よってよく知られた結果より

(4.24) ||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) ≤ 1

が成り立つ．一方，0 < ε < 1 の任意の正数 ε に対して

(4.25)

∫
Rn

Φ((1 + ε)|f(t)− f(t′)|)dx = +∞

が成り立つ．(4.25) の証明は (4.12) の証明とほとんど同様であるが，念のため与えてお
く．(4.22) より

f(t)− f(t′) =
∞∑
j=1

tjχEj,t\Ej,t′
(x) x ∈ Rn

であった．よって

I :=

∫
Rn

Φ((1 + ε)|f(t)− f(t′)|)dx =
∞∑
j=1

∫
Ej,t\Ej,t′

Φ((1 + ε)|f(t)− f(t′)|)dx

=
∞∑
j=1

Φ((1 + ε)tj)|Ej,t \ Ej,t′ |

=
∞∑
j=1

Φ((1 + ε)tj) ·
t− t′

j(j + 1)Φ(tj)

となる．1 + ε > 1 より十分大きな自然数 jo ∈ N を選んで

j ≥ j0 ならば 1 + ε >
j + 1

j
> 1
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が成り立つようにできる．よって (4.7) より

I ≥
∞∑

j=j0

Φ((1 + ε)tj) ·
t− t′

j(j + 1)Φ(tj)
≥

∞∑
j=j0

Φ

(
j + 1

j
tj

)
· t− t′

j(j + 1)Φ(tj)

≥
∞∑

j=j0

j · Φ(tj) ·
t− t′

j(j + 1)Φ(tj)
= (t− t′) ·

∞∑
j=j0

1

j + 1
= +∞

となり　 (4.25) が示された．
最後に (4.17)の ||f(t)−f(t′)||LΦ(Rn) = 1を示す．この証明も (4.13)の ||f(t)||LΦ(Rn) = 1

の証明と同様であるが，念のため与えておく．(4.24) より，||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) ≤ 1 がす
でに分かっている．もし ||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) < 1 であると仮定してみる．このとき十分
小さな正数 ε0 を選んで

(1 + ε0)||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) ≤ 1

が成り立つようにできる．このときノルムの性質より，

||(1 + ε0)(f(t)− f(t′))||LΦ(Rn) = (1 + ε0)||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) ≤ 1

となる．よって，よく知られた事実より，∫
Rn

Φ((1 + ε)|f(t)− f(t′)|)dx ≤ 1

となる．よってこれは (4.25) に矛盾する．よって ||f(t)− f(t′)||LΦ(Rn) = 1 となり，(4.17)
が示された． �
さて，f(t) が強可測であるかどうかを調べるために重要な概念を次の定義で与える．

定義 4.7 (可分値的の定義). Ω = [0, 1] 上で定義され，Orlicz 空間 LΦ(Rn) に値をとる
関数 f(t) に対して， LΦ(Rn) の可分な閉部分空間 F が存在して，Ω のほとんどすべての
t について f(t) ∈ F となるとき，f(t) は可分値的であるという．

次の結果が知られている （田辺 [14]，p. 153 参照）．

命題 4.8 (Pettis). f(t) は Ω = [0, 1] 上で定義され Banach 空間 X に値をとる関数と
する．このとき f(t) が強可測となるための必要十分条件は

(4.26) f(t)は弱可測

であり，かつ

(4.27) f(t)は可分値的

となることである．

定理 4.9. (4.10) で定義された関数

f(t) = f(t, x) :=
∞∑
j=1

tjχEj,t
(x) x ∈ Rn.

は Ω = [0, 1] 上で定義され，Orlicz 空間 LΦ(Rn) に値をとる関数として強可測ではない．

証明．命題 4.8 により，(4.10) の f(t) が可分値的でないことを示せばよい．f(t) が可
分値的だと仮定してみて矛盾を出す．もし f(t) が可分値的だとするとき，LΦ(Rn) の可
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分な閉部分空間 F が存在して，Ω = [0, 1] のほとんどすべての t について f(t) ∈ F が成
り立つ．

(4.28) Ω1 := {t ∈ Ω : f(t) ∈ F}
とする．ほとんどすべての t ∈ Ω について f(t) ∈ F となるので，|Ω1| = 1 となり，よっ
て Ω1 は可算集合ではない．
又，F は可分だから，F で稠密な可算部分集合が存在する．それを A とおく．すなわ

ち A ⊂ F は可算集合で A = F が成り立つ．t ∈ Ω1 に対して

(4.29) U
(
f(t),

1

2

)
:=
{
f ∈ LΦ(Rn) : ||f(t)− f ||LΦ(Rn) <

1

2

}
とおく． f(t) ∈ F であり，F の中に A の元が稠密に含まれているので，gt ∈ A で
gt ∈ U

(
f(t), 1

2

)
をみたす gt を選ぶことができる．すなわち，

(4.30) ||gt − f(t)||LΦ(Rn) <
1

2
gt ∈ A.

ここで，t ∈ Ω1 に対して (4.30) をみたす gt を一つ対応させる．この対応は Ω1 から
A の中への１対１対応となる．実際，0 < t1 < t2 ≤ 1 で t1, t2 はともに Ω1 の要素と
する．このとき f(t1) ∈ F , f(t2) ∈ F となり，更に (4.29) で定めたように U

(
f(t1),

1
2

)
，

U
(
f(t2),

1
2

)
を与える．すなわち

U
(
f(t1),

1

2

)
:=
{
f ∈ LΦ(Rn) : ||f(t1)− f ||LΦ(Rn) <

1

2

}
U
(
f(t2),

1

2

)
:=
{
f ∈ LΦ(Rn) : ||f(t2)− f ||LΦ(Rn) <

1

2

}
とおく．ここで 補題 4.6 の (4.17) より

(4.31) ||f(t1)− f(t2)||LΦ(Rn) = 1

となる．よって (4.31) より U
(
f(t1),

1
2

)
∩ U

(
f(t2),

1
2

)
= ∅ となる．

次に f(t1), f(t2) の各々に対して， (4.30) をみたす gt1，gt2 を選んでおく．すなわち，
gt1，gt2 ∈ A で，

(4.32) ||gt1 − f(t1)||LΦ(Rn) <
1

2
, ||gt2 − f(t2)||LΦ(Rn) <

1

2

が成り立つ．よって (4.31)，(4.32) より gt1 ̸= gt2 となる．よって対応 Ω1 ∋ t → gt ∈ A
は１対１である．集合 A が可算集合であるから，Ω1 も可算集合となり，Ω1 が連続体の
濃度を持つことに矛盾する．よって f(t) は可分値的ではない．命題 4.8 より強可測でな
いことが分かった．　　 �

5. 一般化された Orlicz 空間，弱 Orlicz 空間について

これまでの節での Orlicz 空間 LΦ(Ω) においては，Orlicz 空間を構成する Young 関数
Φ には凸性が仮定されていた．この節ではこの凸性の仮定をせずに，より一般的な関数
Φ により構成される Orlicz 空間を考える．ここからは，Ω は Rn の領域とする．
はじめに，Young 関数の一般化の一つとしての φ-関数の定義を与える．
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定義 5.1 (φ-関数の定義). 関数 Φ : [0,∞) → [0,∞) が φ-関数であるとは，次の性質が
成り立つこととする．
(P1) すべての 0 < t <∞ について，0 < Φ(t) <∞　であり，
(P2) [0,∞) 上で真に単調増加な連続関数であり，
(P3) limt→+0Φ(t) = Φ(0) = 0 及び limt→∞ Φ(t) = ∞ をみたす．

一般化された Orlicz 空間を定義する前に modular につて説明しておく．

定義 5.2 (modular の定義). 汎関数 ρ : L0(Ω) → [0,∞] が modular であるとは，次の
性質が成り立つこととする．ここで L0(Ω) は Ω 上の可測関数全体の集合を表す．
(M1) ρ(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 ;
(M2) ρ(−f) = ρ(f);
(M3) ρ(αf + βg) ≤ ρ(f) + ρ(g) が，すべての f, g ∈ L0(Ω) と α, β ≥ 0, α + β = 1 をみ

たす α, β について成り立つ．

φ-関数 Φ によって構成される一般化された Orlicz 空間 LΦ(Ω) を定義すのに必要とな
る modular ρΦ の定義からはじめる．一つの補題の形で与えておく．

補題 5.3 (modular ρΦ の定義). Ω は Rn の領域とする．µ は Rn 上の Lebesgue 測度と
する． Φ を φ-関数とし Φ によって定められる汎関数 ρΦ を

(5.1) ρΦ(f) :=

∫
Ω

Φ (|f(x)|) dµ

によって定義する．この汎関数 ρΦ は定義 5.2 の modular の性質をすべて満足する．

定義 5.4 (一般化された Orlicz 空間の定義). Ω は Rn の領域とする．Φ を φ-関数とす
る．一般化された Orlicz 空間 LΦ(Ω) を

(5.2) LΦ(Ω) := {f : ρΦ(ε0f) <∞ for some ε0 > 0}
で定義する．

一般化された Orlicz 空間 LΦ(Ω) は通常，次に述べる F-ノルム f ρΦ
によって考察さ

れてきた． Maligranda [9]，Rao and Ren [12] が参考になる． F-ノルムの定義を与えて
おく．

定義 5.5 (F-ノルムの定義). Φ を φ-関数とし，一般化された Orlicz 空間を LΦ(Ω) と
する．任意の f ∈ LΦ(Ω) に対して

(5.3) f ρΦ
:= inf

{
λ > 0 : ρΦ

(
1

λ
f

)
≤ λ

}
とおく．

補題 5.6. 実際に上で定義された f ρΦ
は F-ノルムの性質を持つ．すなわち

(F1) 0 ≤ f ρΦ
<∞ で ， f ρΦ

= 0 ⇐⇒ f = 0 ;

(F2) − f ρΦ
= f ρΦ

(f ∈ LΦ(Ω));

(F3) f + g ρΦ
≤ f ρΦ

+ g ρΦ
(f, g ∈ LΦ(Ω));

(F4) αj → α0 で fj − f0 ρΦ
→ 0， (f0, fj ∈ LΦ(Ω)) ならば αjfj − α0f0 ρΦ

→ 0 が成
り立つ．ここで，αj, α0 は実数である．

次に，この F-ノルムに関する一つの応用例として次の結果を述べておく．
13



定理 5.7. Φi, (i = 1, 2, 3), を φ-関数とする．各 Φi によって構成される一般化された
Orlicz 空間を LΦi(Ω), (i = 1, 2, 3), とする．このとき次の (i) ～ (iv) はすべて同値となる．

(i) 十分小さな定数 0 < α < 1，十分大きな定数 C > 0および定数 t0 ≥ 0が存在して，

(5.4) Φ3(αst) ≤ C{Φ1(s) + Φ2(t)} (s, t ≥ t0)

がすべての s, t ≥ t0 で成立する．
(ii) 十分大きな C1 > 1, C2 > 1 および定数 u0 ≥ 0 が存在して，

(5.5) Φ−1
1 (u)Φ−1

2 (u) ≤ C1Φ
−1
3 (C2u) (u ≥ u0)

がすべての u ≥ u0 で成立する．
(iii) 定数 M0 ≥ 0 と M1 > 1 が存在して

(5.6) fg ρΦ3
≤M0 +M1 ·max{ f ρΦ1

g ρΦ2
, f ρΦ1

+ g ρΦ2
}

が成り立つ．ただし，µ(Ω) = ∞ のときは M0 = 0 とする．
(iv) 次の包含関係が成り立つ．

(5.7) LΦ2(Ω) ⊆ PWM(LΦ1(Ω), LΦ3(Ω))

ここで，g ∈ L0(Ω) が LΦ1(Ω) から LΦ3(Ω) への pointwise multiplier であるとは，
任意の f ∈ LΦ1(Ω) ついて fg ∈ LΦ3(Ω)が成り立つこととし，この g の全体の集
合を PWM(LΦ1(Ω), LΦ3(Ω)) で表す．

ここで，一つの注意を与えておく．µ(Ω) = ∞ のときは (i) では t0 = 0 とし，(ii) では
u0 = 0 として考えることになる．

これまでの説明からも分かるように，F-ノルムはすべての φ-関数について定義が可能
である．すなわち φ-関数すべてについて統一的な議論が可能になる．しかし直前の定理
の (5.6) の不等式は満足できるものではないように感じる．別のアプローチを考えてみる．
Kawasumi R. and Nakai E. [4] は Young 関数から構成される弱 Orlicz 空間に quasi-ノル
ムを導入することで興味深い結果を得ている．この考え方を応用することで一般化され
たOrlicz 空間に quasi-ノルムを導入し上述の定理の結果を再度検討することとする．そ
のためには，φ-関数に ∆0-条件を課す必要が生ずる．全ての φ でとは行かないようであ
る．∆0-条件の定義を与えておく．

定義 5.8 (∆0-条件の定義). Φ を φ-関数とする．Φ が ∆0-条件を満足するとは，

(5.8) lim
a→+0

sup
t>0

Φ(at)

Φ(t)
= 0

が成り立つこととする．

∆0-条件を満足する例を与えておく．φ-関数 Φ が s-convex 0 < s ≤ 1 であるとは，

(5.9) Φ(αt1 + βt2) ≤ αsΦ(t1) + βsΦ(t2) (t1, t2 ≥ 0)

が，α ≥ 0, β ≥ 0, αs + βs = 1 をみたす任意の α, β と t1, t2 ≥ 0 について成立すること
と定める．特に s = 1 のときは通常の凸 (convex) 関数を意味する．この s-convex 関数
は∆0-条件を満足する．よって Φ(t) = tp, (0 < p < ∞) は ∆0-条件を満足する．しかし，
Φ(t) = log(1 + t) は ∆0-条件を満足しない．
ここで， L0(Ω) 上の汎関数 ||f ||LΦ(Ω) を次のように定義する．
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定義 5.9. Φ を φ-関数とする．f ∈ L0(Ω) について ||f ||LΦ(Ω) を

(5.10) ||f ||LΦ(Ω) := inf

{
λ > 0 : ρΦ

(
1

λ
f

)
≤ 1

}
で定める．||f ||LΦ(Ω) = ∞ となる場合も含めて定義されている．

補題 5.10. Φ を φ-関数とする．一般化された Orlicz 空間を LΦ(Ω) とする．このとき

(5.11) f ∈ LΦ(Ω) ⇐⇒ ||f ||LΦ(Ω) <∞

すなわち，すべての f ∈ LΦ(Ω) について quasi-ノルム ||f ||LΦ(Ω) の値が有限値として定
義ができる．

実際，(5.10) で定義された量 || · ||LΦ(Ω) は∆0-条件のもとで quasi-ノルムとなる．すな
わち，次の結果が得られる．

補題 5.11. Φ を φ-関数とする．一般化された Orlicz 空間を LΦ(Ω) とする．もし Φ が
∆0-条件を満足するならば，(5.10) で与えられる || · ||LΦ(Ω) は quasi-ノルムとなる．すな
わち

(QN1) f ∈ LΦ(Ω) のとき 0 ≤ ||f ||LΦ(Ω) < ∞ で，||f ||LΦ(Ω) = 0 となるのは，f(x) = 0 a.
e. x ∈ Ω のときに限る．

(QN2) ||αf ||LΦ(Ω) = |α|||f ||LΦ(Ω) (f ∈ LΦ(Ω)), α ∈ (−∞,∞)．
(QN3) ある正の定数 K = KΦ（Φ に依存して決まる）が存在して

(5.12) ||f + g||LΦ(Ω) ≤ K(||f ||LΦ(Ω) + ||f ||LΦ(Ω)) (f, g ∈ LΦ(Ω))

がすべての f, g ∈ LΦ(Ω) について成り立つ．

次の補題は様々な所で利用される重要な結果である．証明は定義からすぐ分かる．

補題 5.12. Φ を φ-関数とする．LΦ(Ω) を Φ によって構成される一般化された Orlicz
空間とする．0 ̸= f ∈ LΦ(Ω) とする．このとき

(5.13)

∫
Ω

Φ

(
1

||f ||LΦ(Ω)

|f(x)|
)
dµ ≤ 1

が成立する．

quasi-ノルムを持った一般化された Orlicz 空間 LΦ(Ω) の応用の一つとして，Hölder の
不等式の一般化について考察する．定理 5.7 と類似の結果が得られる．

定理 5.13. Φi, (i = 1, 2, 3), を φ-関数とし，∆0-条件をみたすものとする．各 Φi によっ
て構成された一般化された Orlicz 空間を LΦi(Ω), (i = 1, 2.3), とする．Ω は Rn の領域と
する．このとき次の (i) ～ (iii) は同値となる．

(i) 十分小さな定数 0 < α < 1 および定数 t0 ≥ 0 が存在して，

(5.14) Φ3(αst) ≤ Φ1(s) + Φ2(t) (s, t ≥ t0)

がすべての s, t ≥ t0 で成り立つ．
(ii) 十分大きな C1 > 1 および定数 u0 ≥ 0 が存在して，

(5.15) Φ−1
1 (u)Φ−1

2 (u) ≤ C1Φ
−1
3 (u) (u ≥ u0)

がすべての u ≥ u0 で成立する．
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(iii) 十分大きな定数 M0 > 1 が存在して

(5.16) ||fg||LΦ3(Ω) ≤M0||f ||LΦ1 (Ω)||g||LΦ2 (Ω)

がすべての f ∈ LΦ1(Ω), g ∈ LΦ2(Ω) について成立する．ここで，一つの注意を与
えておく．µ(Ω) = ∞ のときは，(i) において t0 = 0，(ii) では u0 = 0 として考え
るものとする．

証明．(i) と (ii) の同値性については，Rao and Ren [12] の中に見出せるが，証明の中
に一部正しくない部分を含んでいるので，Kawasumi and Nakai [4] を参照していただき
たい．ただしここでは Φ に凸性が仮定されていないので，∆0-条件が必要となる．

(i) と (iii) の同値性を示す．はじめに (i) ⇒ (iii) を示す．十分小さな定数 0 < α < 1 お
よび定数 t0 ≥ 0 が存在して (5.14) が成立するものと仮定する．f ∈ LΦ1(Ω), g ∈ LΦ2(Ω)
を任意に選ぶ．0 < ||f ||LΦ1 (Ω) < ∞ かつ 0 < ||g||LΦ2 (Ω) < ∞ の場合に (iii) を示す．集合
E1, E2 を

(5.17) E1 := {x ∈ Ω : |f(x)| < t0||f ||LΦ1 (Ω)}, E2 := {x ∈ Ω : |g(x)| < t0||g||LΦ2 (Ω)}

とおく．このとき

∫
Ω

Φ3

(
α|f(x)g(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ =

(∫
E1∩E2

+

∫
E1∩Ec

2

+

∫
Ec

1∩E2

+

∫
(E1∪E2)C

)
Φ3( )dµ

(5.18)

=: I1 + I2 + I3 + I4

とおく．µ(Ω) = ∞ のときは t0 = 0 なので，E1 = ∅, E2 = ∅ とみなすことができるの
で， (5.18) の積分は I1 = I2 = I3 = 0 となり I4 のみで，Ω 上での計算のみをすればよ
い．よってここからは µ(Ω) <∞, t0 > 0 として証明を続ける． まづ I1 を評価する．

I1 =

∫
E1∩E2

Φ3

(
α · |f(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)

· |g(x)|
||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ

≤
∫
E1∩E2

Φ3(α · t20)dµ ≤ Φ3(α · t20)µ(Ω) <∞

となり

(5.19) I1 ≤ Φ3(α · t20)µ(Ω) <∞
が得られる．次に I2 を評価する． (5.14) および補題 5.12 より

I2 =

∫
E1∩Ec

2

Φ3

(
α · |f(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)

· |g(x)|
||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ ≤

∫
E1∩Ec

2

Φ3

(
α · t0 ·

|g(x)|
||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ

≤
∫
E1∩Ec

2

{
Φ1(t0) + Φ2

(
|g(x)|

||g||LΦ2 (Ω)

)}
dµ ≤ Φ1(t0)µ(Ω) +

∫
Ω

Φ2

(
|g(x)|

||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ

≤ Φ1(t0)µ(Ω) + 1 <∞

となる．よって

(5.20) I2 ≤ Φ1(t0)µ(Ω) + 1 <∞
が得られる．同様に I3 を評価すると，

(5.21) I3 ≤ Φ2(t0)µ(Ω) + 1 <∞
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が得られる．最後に I4 を評価しよう．再び (5.14) および補題 5.12 より

I4 =

∫
(E1∪E2)c

Φ3

(
α · |f(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)

· |g(x)|
||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ

≤
∫
(E1∪E2)c

{
Φ1

(
|f(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)

)
+ Φ2

(
|g(x)|

||g||LΦ2 (Ω)

)}
dµ

≤
∫
Ω

Φ1

(
|f(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)

)
dµ+

∫
Ω

Φ2

(
|g(x)|

||g||LΦ2(Ω)

)
dµ ≤ 1 + 1 = 2

が分かった．よって

(5.22) I4 ≤ 2

が示された．以上により (5.19) ～ (5.22) より∫
Ω

Φ3

(
α|f(x)g(x)|

||f ||LΦ1(Ω)||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ = I1 + I2 + I3 + I4

≤ Φ3(α · t20)µ(Ω) + Φ1(t0)µ(Ω) + 1 + Φ2(t0)µ(Ω) + 1 + 2

= {Φ3(α · t20) + Φ1(t0) + Φ2(t0)}µ(Ω) + 4

が得られた．C0 = {Φ3(α · t20) + Φ1(t0) + Φ2(t0)}µ(Ω) + 4 とおくと，

(5.23)

∫
Ω

1

C0

Φ3

(
α|f(x)g(x)|

||f ||LΦ1(Ω)||g||LΦ2 (Ω)

)
dµ ≤ 1

が得られる．Φ3は仮定より ∆0-条件を満足する．よって (5.8)より，十分小さな 0 < a0 < 1
を選ぶことにより

sup
t>0

Φ3(a0t)

Φ3(t)
≤ 1

C0

が成り立つようにできる．すなわち

(5.24) Φ3(a0t) ≤
1

C0

Φ3(t) (t ≥ 0)

がすべての t ≥ 0 ついて成立する．よって (5.23)，(5.24) により

(5.25)

∫
Ω

Φ3

(
a0α|f(x)g(x)|

||f ||LΦ1 (Ω)||g||LΦ2(Ω)

)
dµ ≤ 1

が得られた．よって quasi-ノルムの定義と (5.25) より

||fg||LΦ3 (Ω) ≤
1

a0α
||f ||LΦ1 (Ω)||g||LΦ2 (Ω)

が得られ，(iii) が示された．
最後に (iii) ⇒ (i)を示す．(i)が成立しないと仮定して矛盾を出す．もし (i)が成立しない

と仮定する．Φ3 は ∆0-条件を満足するので，(5.8)より次の性質を持つ正数列 {Dj : j ≥ 1}
を見い出すことができる．

(5.26) 1 < D1 < D2 < · < Dj < · · · , lim
j→∞

Dj = ∞,

(5.27) sup
t>0

Φ3(
1
Dj
t)

Φ3(t)
≤ 1

4j
(j ≥ 1).
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このとき (5.27) より

(5.28) Φ3

( 1

Dj

t
)
≤ 1

4j
Φ3(t) (j ≥ 1)

がすべての t ≥ 0 で成立する．
今，(i) が成立しないと仮定していて，さらに µ(Ω) <∞ としているので，次の性質を

持つ正数列 {aj : j ≥ 1} と {bj : j ≥ 1} が存在する．

(5.29)

{
1 < a1 < a2 < · · · < aj < · · · , limj→∞ aj = ∞;
1 < b1 < b2 < · · · < bj < · · · , limj→∞ bj = ∞,

(5.30)
1

Φ1(a1) + Φ2(b1)
≤ µ(Ω) <∞,

(5.31) Φ3

(
1

jDj

ajbj

)
> Φ1(aj) + Φ2(bj) (j ≥ 1).

µ(Ω) = ∞ のときは， (5.29), (5.30) は不要である．次に Ω の互いに共通部分を持たない
集合列 {Ωj : j ≥ 1}, （ Ωi ∩ Ωj = ∅，もし i ̸= j なら），を

(5.32) µ(Ωj) :=
1

2j(Φ1(aj) + Φ2(bj))
(j ≥ 1)

を満足するように選ぶ．確かに選べることができることを確認しておく．実際 (5.29), (5.30)
より

∞∑
j=1

µ(Ω) =
∞∑
j=1

1

2j(Φ1(aj) + Φ2(bj))
≤ 1

Φ1(a1) + Φ2(b1)

∞∑
j=1

1

2j

=
1

Φ1(a1) + Φ2(b1)
≤ µ(Ω) <∞

となり (5.32) をみたす {Ωj : j ≥ 1} を選ぶことが可能であることが分かった．
また，関数 f0, g0 を次のように定める．

(5.33) f0(x) :=
∞∑
j=1

ajχΩj
(x), g0(x) :=

∞∑
j=1

bjχΩj
(x) (x ∈ Ω),

ここで，χΩj
は Ω上の特性関数で，x ∈ Ωj のとき χΩj

(x) = 1で，x /∈ Ωj のとき χΩj
(x) = 0

となる関数である．このとき (5.32)，(5.33) より∫
Ω

Φ1(|f0(x)|)dµ+

∫
Ω

Φ2(|g0(x)|)dµ

=

∫
Ω

{Φ1(|f0(x)|) + Φ2(|g0(x)|)}dµ =
∞∑
j=1

∫
Ωj

{Φ1(|f0(x)|) + Φ2(|g0(x)|)}dµ

=
∞∑
j=1

{Φ1(aj) + Φ2(bj)}µ(Ωj) =
∞∑
j=1

{Φ1(aj) + Φ2(bj)} ·
1

2j{Φ1(aj) + Φ2(bj)}

=
∞∑
j=1

1

2j
= 1 <∞
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が成立する．よって ∫
Ω

Φ1(|f0(x)|)dµ ≤ 1,

∫
Ω

Φ2(|g0(x)|)dµ ≤ 1

となり f0 ∈ LΦ1(Ω), g0 ∈ LΦ2(Ω) となる．さらに ||f0||LΦ1 (Ω) ≤ 1, ||g0||LΦ2 (Ω) ≤ 1 が成り
立つことが示された．よって (iii) の (5.16) の右辺が有限値となることが示された．
次に f0go /∈ LΦ3(Ω) を示したい．そのためには 0 < ε < 1 をみたす ε を任意に与え，

(5.34)

∫
Ω

Φ3(ε|f0(x)g0(x)|)dµ = ∞

が成立することを示したい．以下で (5.34) を示す．0 < ε < 1 に対して十分大きな正整数
j0 ∈ N を選んで，ε > 1/j0 > 0 をみたすようにしておく．このとき (5.31), (5.32) より∫

Ω

Φ3(ε|f0(x)g0(x)|)dµ =
∞∑
j=1

∫
Ωj

Φ3(ε|f0(x)g0(x)|)dµ

≥
∞∑

j=j0

∫
Ωj

Φ3(ε|f0(x)g0(x)|)dµ =
∞∑

j=j0

Φ3(εajbj)µ(Ωj)

≥
∞∑

j=j0

Φ3

(
1

j0
ajbj

)
µ(Ωj) ≥

∞∑
j=j0

Φ3

(
1

j
ajbj

)
µ(Ωj)

=
∞∑

j=j0

4j · 1

4j
Φ3

(
1

j
ajbj

)
µ(Ωj)

が分かる．ここで (5.28) を利用すると，

(5.35)
1

4j
Φ3

(
1

j
ajbj

)
≥ Φ3

(
1

jDj

ajbj

)
(j ≥ j0)

が得られるので， (5.31)，(5.32) および (5.35) より∫
Ω

Φ3(ε|f0(x)g0(x)|)dµ ≤
∞∑

j=j0

4j · Φ3

(
1

jDj

ajbj

)
µ(Ωj)

≥
∞∑

j=j0

4j{Φ1(aj) + Φ2(bj)}µ(Ωj)

=
∞∑

j=j0

4j{Φ1(aj) + Φ2(bj)} ·
1

2j{Φ1(aj) + Φ2(bj)}
=

∞∑
j=j0

2j = ∞

となり， (5.34) が示された．よって ||f0g0||LΦ3 (Ω) > 1/ε となり，ε はいくらでも小さく
とれるので ||f0g0||LΦ3 (Ω) = ∞ が得られた．よって (iii) の (5.16) の左辺が ∞ となり矛盾
が示された．以上により (i) と (iii) の同値性が示され定理 5.13 が示された． �
ここで ||f ||LΦ(Ω) と f ρΦ

との関係を結果だけ示しておく．詳細は別の機会に述べる．

補題 5.14. Φ を φ-関数とする．このときもし 0 < ||f ||LΦ(Ω) ≤ 1 とするならば，

(5.36) 0 < ||f ||LΦ(Ω) ≤ f ρΦ
≤

||f ||LΦ(Ω)

B−1
Φ (||f ||LΦ(Ω))

≤ 1
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が成り立つ．ここで BΦ(a) = a · supt>0
Φ(at)
Φ(t)

, (0 < a ≤ 1) で，B−1
Φ (λ) = inf{a > 0 :

BΦ(a) > λ}, (0 < λ <∞)を表す．特に Φ が s-convex のときは

(5.37) 0 < ||f ||LΦ(Ω) ≤ f ρΦ
≤ ||f ||(s+1)/s

LΦ(Ω)
≤ 1

が得られる．||f ||LΦ(Ω) → 0 のとき，(5.36) の右辺がゼロに収束するためには，Φ が ∆0-
条件をみたすことが必要となる．

最後に，一般化された弱 Orlicz 空間について説明する．ここでは概略だけ述べる．一
般化されたOrlicz 空間は，modular ρΦ によって構成され，F-ノルムや quasi-ノルムが定
義された．一般化された弱 Orlicz 空間についても 弱 modular ρw,Φ によって構成される．
ρw,Φは次のように定義される．一般化された弱 Orlicz 空間は ρw,Φ を使い定義される．

ρw,Φ(f) := sup
t>0

Φ(t)µ (|f | > t)

wLΦ(Ω) :=

{
f ∈ L0(Ω) : ρw,Φ

(
1

λ
f

)
<∞ for some λ > 0

}
空間 LΦ(Ω) と wLΦ(Ω) はともに modular ρρ または ρw,Φ により modular funnction

space の公理をすべて満足する．よって二つの空間はmodular function space として統一
的に議論できる．modular function space についてはKIta, Miyamoto and Yoneda [5] に
説明がある．wLΦ(Ω) の場合にもすでに述べた定理 5.7，定理 5.13 と同様な結果が成立す
る．宮本孝志氏の証明がある．ただ，wLΦ(Ω)の場合には注意すべきことがある．wLΦ(Ω)
において ∆0-条件がみたされない場合，f ∈ wLΦ(Ω) であっても ||f ||wLΦ(Ω) = ∞ となる
ことが起こる．その原因はすべての f ∈ wLΦ(Ω) について

(5.38) lim
λ→∞

ρw,ρ

(
1

λ
f

)
= 0

が成立するとは限らないことによる．よって F-ノルムの係数についての連続性は (5.38)
をみたす f ∈ wLΦ(Ω) についてのみ成り立つことになる．弱 Orlicz 空間は確率論での応
用が期待される．
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