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自由確率論における Fokker–Planck 方程式とエントロピー消散

お茶の水女子大学・基幹研究院 自然科学系　
吉 田 裕 亮　

本講は, 根本 郁 氏 (お茶女大 ·当時) との共同研究 [16] に基づくものである.

1. 背景と様々な準備

1.1 自由確率論

通常の確率空間は,基礎空間 Ω, σ-集合体 F ,確率測度µからなる 3つ組 (Ω,F , µ)

で与えられる. Ω 上の可測関数 X が確率変数であり, X が可積分ならば, その期
待値 E[X] はΩ 上での µ-積分で与えられる. ここで Ω 上の有界な可測関数全体か
らなる関数環 L∞(Ω)を考えると, これは可換な Banach 代数をなす. この可換な
Banach代数と Ω上の積分で与えられる期待値写像の組 (L∞(Ω),E)には, Gel’fand

の定理により, 元の確率空間を復元するに足る十分な情報が含まれていることがわ
かる. 非可換確率空間とは, このように確率空間を代数的に取り扱い, 抽象的に非
可換化することで与えられる. すなわち A を単位元 1 を含む一般に非可換な ∗-代
数とし, φ を φ(1) = 1 を満たす A 上の線形汎関数とする. このとき, これらの組
(A, φ) を一般的に (代数的)非可換確率空間と呼ぶ. 解析的な議論を行なうには, 代
数 A には, 何らかの位相的構造が必要であり, 通常 A を C∗ 環, φ をA 上の状態
として議論する. これは確率分布がより現実的なものとして与えられる場合でも
ある. すなわち, C∗ 環の元である確率変数 X ∈ A が自己共役作用素のときは, ス
ペクトル分解を考えることにより, スペクトル測度を介して, 実数上のコンパクト
な台をもつ確率測度が自然に誘導される.

また, 行列環 A = MN

(
L∞(Ω)

)
と規格化トレース φ = 1

N ETr の組 (A, φ) は,

(有限次元)非可換確率空間の典型であり,ランダム行列を議論する基本空間となる.

ランダム行列アンサンブル (AN)N∈N に対してαk = lim
N→∞

E
[ 1
N Tr(Ak

N)
]
は固有値

経験分布の極限分布の k 次モーメントであり,台がコンパクトな場合には
{
αk

}
k≥1

から極限分布が一意に定まる. すなわち, ランダム行列アンサンブルは固有値経験
分布の極限分布を, その分布としてもつ確率変数の如く, 捉えることが可能である.

1980年代後半に Voiculescu が導入した自由独立性の概念は, 環の自由積に基づ
くものであり, 真に非可換性が反映された独立性の概念の一つとして認識されてい
る. 自由独立性に基づく非可換確率論は, 今日では自由確率論と呼ばれ, 通常の確
率論との多くのパラレルな類似をもつ枠組みであることが知られている.

自由独立性が現れる重要な例は, 適当な条件の下で, 互いに独立な複数個のラン
ダム行列アンサンブルの族

{(
X

(N)
i

)}
i
を考えたとき, それらは行列サイズ N 無

限大で自由独立な確率変数の族 {xi}i と見られることである:

1
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{
X

(N)
1 , . . . ,X(N)

m

}︸ ︷︷ ︸
通常の確率論で独立なランダム行列

N→∞
−−−→ {x1, . . . , xm}︸ ︷︷ ︸

自由独立な確率変数

.

これはランダム行列アンサンブルの漸近自由性 (asymptotic freeness) と呼ばれて
いる.

1.2 関数不等式と Fokker-Planck 方程式

関数不等式の中で, 対数 Sobolev 不等式, 輸送コスト (Talagrand) 不等式は通常
の確率論の中でも重要である. これらに関する著名な文献に, 例えば [21], [22] が
ある.

R 上の確率測度 ν に関して対数 Sobolev 不等式が成り立つとは, ある C > 0 が
存在し, ν 絶対連続な R 上の任意の確率測度 µ について

H(µ | ν) ≤ 1

2C
I(µ | ν),

である. ここで

H(µ | ν) =
∫

log
dµ

dν
dµ

は µ の ν に関する相対エントロピーであり, また

I(µ | ν) =
∫ ∣∣∣∣∇ log

dµ

dν

∣∣∣∣2 dµ
は µ の ν に関する相対 Fisher 情報量である. もちろん, I(µ | ν) が定義されなけ
ればならないので, µ には dµ

dν
が微分可能であることは要求される.

また R 上の確率測度 ν に関して輸送コスト不等式が成り立つとは, ある C > 0

が存在し, R 上の任意の確率測度 µ について

W2(µ, ν)
2 ≤ 2

C
H(µ | ν)

である. ここで W2(µ, ν) は µ と ν の 2-Wasserstein 距離であり, 2 次モーメント
が有限な µ, ν に対して, 以下のように定義される.

W2(µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

√∫∫
|x− y|2 dπ(x, y),

ただし Π(µ, ν) は, 周辺分布がそれぞれ µ と ν になるR×R の確率測度の集合で
ある.

Gauss測度 ν に関する対数 Sobolev不等式は Gross [11]によって,また輸送コス
ト不等式は Talagrand [20] によって, まず示された. 後に ν が strictly convex なポ

2

- 2 -



テンシャル関数 V (x) のBoltzmann-Gibbs 分布 dν(x) = e−V (x)dx にBakry-Émery

基準をもって拡張された ([1], [21]).

さらに重要な結果は, Otto and Villani [18] によって示された, 対数 Sobolev 不
等式から輸送コスト不等式が (かなり一般の設定の下で) したがうことである. こ
の証明においては, 最適輸送理論が応用され, また, 彼らの手法では strictly convex

なポテンシャル関数をドリフト項にもつ Fokker-Planck 方程式の平衡測度に 2-

Wasserstein 距離に関して指数レートで収束することが重要である. これら漸近挙
動と関数不等式の関連性に関しては [6] ならびに文献 [21], [22] が詳しい.

なお, ここで通常の確率論での Fokker-Planck 方程式について述べておく. R 上
の時間に依存しないドリフト V (x) (ポテンシャル関数) をもつ拡散過程

{
Xt

}
t≥0

は確率微分方程式で
dXt =

√
2 dBt − V ′(Xt)dt　

と表される. ここで Bt は Brown 運動である. 時刻 t での Xt の確率密度 ft に対
応する偏微分方程式が Fokker-Planck 方程式であり

∂

∂t
ft(x) =

∂

∂x

( ∂

∂x
ft(x) + ft(x)V

′(x)
)

と表現される. 任意のポテンシャル関数について, 時刻 t の厳密解がいつでも
求められるとは限らないが, t → ∞ での漸近的安定な平衡分布は Gibbs 分布
κ(x) =

1

Z
e−V (x) で与えられる. もちろん Z は確率測度のための規格化定数で

ある.

1.3 自由確率論でのエントロピーと Fisher 情報量

自由確率論の枠組みにおいても, 自己共役な非可換確率変数のエントロピーと
Fisher 情報量の free 類似が Voiculecsu [23] により導入され, 一連の研究が始まっ
た ([25]には, そのサーベイがある).

1 変数の場合, コンパクトな台をもつ確率測度 µ の free エントロピー Σ(µ) は,

Σ(µ) =

∫∫
log |x− y| dµ(x) dµ(y) (1.1)

(定数を除いて) で与えられる. また, µ の free Fisher 情報量 Φ(µ) は, µ が絶対連
続 dµ(x) = f(x) dx で f ∈ L3 のとき (それ以外は, Φ(µ) = +∞ として)

Φ(µ) =
4π2

3

∫
f(x)3dx = 4

∫ ((
Hf

)
(x)

)2

dµ(x) (1.2)

で与えられる. ここで
(
Hf

)
(x) は, 主値積分

(
Hf

)
(x) = p.v.

∫
f(y)

x− y
dy.

3
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で定義される f の Hilbert 変換 (通常の π 倍) である.

Voiculescu の free エントロピーならびに free Fisher 情報量に続き, Biane and

Speicher は [3] において, free 拡散過程の研究を行い, 相対 free エントロピーと相
対 free Fisher 情報量が導入し, これにより, 半円分布に関する free 対数 Sobolev

不等式を示した ([2] も参照). 以下に, 相対 free エントロピーならびに相対 free

Fisher 情報量の定義をあげておく.

ポテンシャル関数と呼ばれる V ∈ C1(R) を取る. R の確率測度上の free エン
トロピー汎関数 ΣV (µ)

ΣV (µ) = −
∫∫

log |x− y| dµ(x) dµ(y) +
∫
V (x) dµ(x). (1.3)

を考える ([2], [3] を参照). このとき関数 V が適当な増大条件の下で, free エント
ロピー汎関数 ΣV (µ) を最小化する確率測度 νV が一意に存在する. この νV はコ
ンパクトな台をもち Euler-Lagrange 方程式

p.v.

∫
dνV (y)

x− y
=

1

2
V ′(x) for x ∈ Supp(νV ).

で特徴付けられ, νV は V に関する平衡測度と呼ばれる.

このとき, コンパクト台をもつ確率測度 µ (µ ≪ νV ) の νV に関する相対 free エ
ントロピーΣ(µ | νV ) は

Σ(µ | νV ) = ΣV (µ)−ΣV (νV ), (1.4)

と定義される. また µ の νV に関する相対 free Fisher 情報量 Φ(µ | νV ) は, µ の密
度関数を f として,

Φ(µ | νV ) = 4

∫ ((
Hf

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)2

dµ(x),

と定義される.

1.4 自由確率論での Fokker-Planck 方程式

ここで自由確率論における Fokker-Planck 方程式 (free Fokker-Planck 方程式)

を紹介する. V ∈ C1(R) としてN × N Hermitian 行列 HN 値の拡散過程を表す
確率微分方程式

dXt =
1√
N
dBt −

1

2
V ′(Xt

)
dt,

を考える. ただし, Bt は HN 上の Brown 運動である.

このとき Xt 固有値
(
λ1(t), λ2(t), . . . , λN(t)

)
が次の確率微分方程式を満たすこ

とが知られている.

dλi(t) =
1√
N
dBi(t) +

1

N

∑
j:j ̸=i

1

λi(t)− λj(t)
dt− 1

2
V ′(λi(t)) dt,

4
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ただし Bi(t) (i = 1, 2, . . . , N) は独立な 1次元 Brown 運動である.

この確率過程 λN(t) =
(
λ1(t), λ2(t), . . . , λN(t)

)
は, ポテンシャル V をもつ gen-

eralized Dyson Brownian motionと呼ばれている. これは, 外部ポテンシャル V の
下での対数 Coulomb 相互作用をする N -粒子系モデルで, この系の Hamiltonian

はスカラー倍を除いて

H(x1, x2, . . . , xN) = −
(

1

N

N∑
i=1

∑
i ̸=j

log
∣∣xi − xj

∣∣− N∑
i=1

V (xi)

)
で与えられる. これは, free エントロピー汎関数の根拠でもある (詳細は [3], [5]).

固有値経験分布過程
{
LN(t)

}
t≥0
を

LN(t) =
1

N

N∑
i=1

δλi(t)

と定義し, LN(t)が N → ∞で,ある Lebesgue絶対連続な密度を持つ分布 dµt(x) =

ρt(x) dx に弱収束すると仮定する. このとき測度 µt は, 以下の微分方程式の弱解
として与えられる.

d

dt

∫
ξ(x) dµt(x) =

1

2

∫∫
ξ′(x)− ξ′(y)

x− y
dµt(x) dµt(y)

− 1

2

∫
V ′(x)ξ′(x) dµt(x),

(1.5)

ここで, ξ は C2
b

(
R
)
の test 関数である. この方程式は, McKean-Vlasov 方程式と

呼ばれている.

さらに, 密度関数 ρt は, 次の非線形微分方程式を満たす [3]:

∂

∂t
ρt(x) = − ∂

∂x

(
ρt(x)

((
Hρt

)
(x)− 1

2
V ′(x)

))
. (1.6)

この微分方程式が free Fokker-Planck 方程式であり, 本講で用いる時間発展の基礎
方程式となる. この free Fokker-Planck 方程式 (1.6) の時間 t → ∞ での漸近的安
定測度は free エントロピー汎関数 (1.3) の平衡分布 νV で与えられる.

測度 µt の特徴付けを得るには, McKean-Vlasov 方程式において ξ ∈ C2
b

(
R
)
の

すべてを test 関数として用いる必要はなく, ξ(x) = (z − x)−1, (z ∈ C \ R) を考え
ば十分である. これは µt の Cauchy 変換

Gt(z) =

∫
dµt(x)

z − x

が対応し, Gt(z) に関する微分方程式

∂

∂t
Gt(z) = −Gt(z)

∂

∂z
Gt(z)−

1

2

∫
V ′(x)

(z − x)2
dµt(x)
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が得られる. 特に, V (x) =
x2

2
の場合には,

−
∫

x

(z − x)2
dµt(x) = z

∂

∂z
Gt(z) +Gt(z),

であるので,

∂

∂t
Gt(z) =

(
−Gt(z) +

1

2
z
) ∂

∂z
Gt(z) +

1

2
Gt(z),

となり, これは free Ornstein-Uhlenbeck 過程に対応する. この free Ornstein-

Uhlenbeck 過程は, W ∗-確率空間 (M, τ) の

Xt =
√
e−t X +

√
1− e−t S for t ≥ 0

で与えられる確率過程 {Xt}t≥0 として実現される. ただし, S は標準半円分布をも
つ確率変数であり, τ に関して X ∈ M とは自由独立である.

Biane and Voiculescu は, free Ornstein-Uhlenbeck 過程を用いて半円分布に関す
る free 輸送コスト不等式の証明を与えた [4].

これまでの自由確率論での関数不等式の研究の流れとして, ポテンシャル関数 V

が C2 級で strictly K-convex (V ′′(x) ≥ K > 0) のとき, ランダム行列近似を用い
て Biane は, 1 次元の場合の自由確率論における対数 Sobolev 不等式の free 類似

Σ(µ | νV ) ≤
1

2K
Φ
(
µ | νV

)
,

を示した [2]. ここで νV は (1.3) の free エントロピー汎関数の平衡測度である.

さらに Hiai, Petz, and Ueda は [12] において, ランダム行列近似を用いて refer-

ence 測度が一般の平衡測度の場合に拡張し

W2(µ, νV )
2 ≤ 2

K
Σ(µ | νV )

が成り立つことを示している.

この後, Ledoux は [13] において free Brunn-Minkowski 不等式により free 対数
Sobolev 不等式ならびに free 輸送コスト不等式の証明を簡潔化し, Otto-Villani の
定理 [18] の free 類似を与えた. Ledoux and Popescu は [14] で最適輸送理論を用
いることにより, 平衡測度に関する free 対数 Sobolev 不等式, free 輸送コスト不等
式ならびに free HWI 不等式をランダム行列近似を経由せず証明した.

本講においては, この reference 測度が平衡測度の場合についての, free 対数
Sobolev 不等式ならびに free 輸送コスト不等式を通常の確率論で行われている手
法の free 類似として, free Fokker-Planck 方程式の時間発展を用い, 時間積分を行
うことにより導くことが可能であることを示す.
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1.5 Stein 関係式の free 類似

準備の終わりに, 本講の計算において有効かつ重要な Stein 関係式の free 類似
に関する Lemma を紹介する.

Lemma 1.1. µ を R 上のコンパクトな台を持つ Lesbegue 絶対連続な確率測度と
し, その密度を f とする. さらに µ の free Fisher 情報量は有限とする. このとき
η ∈ C1(R) について

2

∫
S
η(x)

(
Hf

)
(x) dµ(x) =

∫∫
S×S

η(x)− η(y)

x− y
dµ(x) dµ(y), (1.7)

が成り立つ. ただし, S = Supp(µ).

Outline of Proof. 重要な関係式なので, 簡単にその証明を述べる. まず関数 η(x)

が連続微分可能よりφ(x, y) =
η(x)− η(y)

x− y
がコンパクト集合S×S ⊂ R2 上の有界

かつ連続な関数に拡張されることに注意.

さらに µ が有限な free Fisher 情報量を持つので, Hilbert 変換 Hf は L2(dµ)

に入る. また, コンパクト集合 S への制限で η も明らかに L2(dµ) に入るので
Cauchy-Schwarz 不等式より∣∣∣∣ ∫ η(x)

(
Hf

)
(x) dµ(x)

∣∣∣∣ < ∥Hf∥
L2(dµ)

∥η∥
L2(dµ)

< ∞.

したがって Fubini の定理を用いて∫∫
η(x)− η(y)

x− y
dµ(x) dµ(y)

=

∫
η(x) f(x)

(
p.v.

∫
f(y)

x− y
dy

)
dx−

∫
f(x)

(
p.v.

∫
η(y) f(y)

x− y
dy

)
dx

=

∫
η(x) f(x)

(
Hf

)
(x) dx−

∫
f(x)

(
H(ηf)

)
(x) dx,

(1.8)

と変形され, また Hilbert 変換の双対関係 ([19]を参照)により

−
∫

f(x)
(
H(ηf)

)
(x) dx =

∫
η(x) f(x)

(
Hf

)
(x) dx, (1.9)

となる. (1.8) と (1.9) より与式が得られる. □

Remark 1.2. Lemma 1.1 の (1.7) 式は, 以下のような意味を持っている.

X を C∗-確率空間の自己共役な確率変数で, その分布を µ とし, 密度関数を f

とする. Hilbert 変換 2
(
Hf

)
は通常の確率論におけるスコア関数の free 類似で

Voiculescu の conjugate 変数 [24] に対応する. 実際, L2(dµ)での L2-ノルムの 2

乗 ∥2(Hf
)∥2
が X の free Fisher 情報量を与える.
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さらに, 差分商 (difference quotient) Dη =
η(x)− η(y)

x− y
は, 非可換微分と考えら

れるので, 式 (1.7) は通常の確率論でのX のスコア関数を ρX , 期待値 EX とした
ときの Stein 関係式

EX

(
η(X) ρX(X)

)
= −EX

(
η′(X)

)
,

の free 類似に相当する (ただし, 符号は異なる).

Remark 1.3. Lemma 1.1 の free Stein 関係式を用いて, McKean-Vlasov 方程式
(1.5) の弱解と free Fokker-Planck 方程式の関連をより明確化することができる.

関数 ξ が 2階連続微分可能なので, free Stein 関係式を適用して (1.5) の右辺は

1

2

∫∫
ξ′(x)− ξ′(y)

x− y
dµt(x) dµt(y)−

1

2

∫
V ′(x)ξ′(x) dµt(x)

=

∫
ξ′(x)

(
Hρt

)
(x) dµt(x)−

1

2

∫
V ′(x)ξ′(x) dµt(x)

=

∫
ξ′(x) ρt(x)

((
Hρt

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
dx

=−
∫

ξ(x)
∂

∂x

(
ρt(x)

((
Hρt

)
(x)− 1

2
V ′(x)

))
dx,

と変形される. ここで, 最後の等式では, 部分積分が用いられている. したがって,

(1.5) の左辺で時間微分と積分が交換可能ならば, ξ ∈ C2
b (R) に対して∫

ξ(x)
∂

∂t
ρt(x) dx = −

∫
ξ(x)

∂

∂x

(
ρt(x)

((
Hρt

)
(x)− 1

2
V ′(x)

))
dx. (1.10)

が得られる. 本来, ρt は弱解として扱われるべきであるが, この (1.10) から, ξ ∈
C2

b (R) が掛かった積分に関して free Fokker-Planck 方程式 (1.6) は密度関数の各点
微分として扱うことが可能であることを示している.

2. Wasserstein 距離の時間微分

今から, 2-Wasserstein 距離の時間微分を最適輸送理論を援用して, 計算する. ま
ず, 最適輸送に関する幾つかの定義を述べる.

R 上の 2 つの確率測度 µ と ν に対して µ-a.e. で定義された写像 T : R −→ R
µ から ν への輸送であるとは, 測度 ν が T の引き戻しで µ から誘導される場合
をいう. すなわち任意の Borel 集合 B ⊂ R に対して ν

(
B
)
= µ

(
T−1(B)

)
である

ときをいう. このとき T#µ = ν と書く.

2 次モーメントが有限な R 上の確率測度 µ と ν に対して, µ から ν の輸送写像
T が最適 (optimal) であるとは

W 2
2 (µ, ν) =

∫ ∣∣x− T (x)
∣∣2 dµ(x)
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であるときをいう.

R 上の確率測度 µ, ν に対しては, 最適輸送写像 T は累積分布関数を用いてより
具体的に与えられる. µ, ν の分布関数を, それぞれ F , G とする. すなわち,

F (x) =

∫ x

−∞
dµ = µ

(
(−∞, x]

)
, G(x) =

∫ x

−∞
dν = ν

(
(−∞, x]

)
.

このとき, T#µ = ν となる最適輸送写像 T は T (x) = G−1
(
F (x)

)
, で与えられる.

ここで G−1 は G の一般化逆関数である ([21] を参照).

確率測度 µ, ν が連続な密度関数を持ち, それらの台が R の有界区間 (単連結)

であるならば, 分布関数は狭義増加関数であり, 一般化逆関数ではなく, 本当に連
続な逆関数

F−1 : [0, 1] → Supp(µ) and G−1 : [0, 1] → Supp(ν)

が存在し, T−1(x) = F−1
(
G(x)

)
で与えられる T の逆写像 T−1 も存在し T−1#ν =

µ である.

本講では, まず以下の状況を考える.

状況 A.

　　 R 上の 2 つの確率測度 µ0 と ν0 を初期測度として与え, ポテンシャル関数
V ∈ C1(R) をもつ free Fokker-Planck 方程式による時間発展で 2 つの確率
測度の flows {µt

}
t≥0

, {νt
}
t≥0
を考える.

この際, µt と νt (t ≥ 0) の密度関数には, ある適当な条件を仮定する. これは, 議
論を見やすくするものであり, 本質的には自然に成り立つことが期待されるもので
ある. 仮定の詳細に関しては [16] を参照頂きたい.

Theorem 2.1. 状況 A の下で, Tt を時刻 t ≥ 0 の µt から νt への最適輸送写像
とする. このとき 2-Wasserstein 距離の 2乗の時間微分は, 以下で与えられる.

d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)
= 2

∫ (
x− Tt(x)

) ((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx

+ 2

∫ (
x− T−1

t (x)
) ((

Hgt
)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
gt(x) dx.

(2.1)

Outline of Proof. 証明はやや長いため, 詳細は [16] として, ここではその概略を述
べる.

µt, νt の累積分布関数を Ft, Gt とする. G−1
t (x) が t-微分可能ならびに x-微分可

能であることが示され, 全微分公式より, 最適輸送写像 Tt(x) は t-微分可能で導関
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数は,
∂

∂t
Tt(x) =

( ∂

∂x
G−1

t

)(
Ft(x)

) ( ∂

∂t
Ft

)
(x) +

( ∂

∂t
G−1

t

)(
Ft(x)

)
=

(
∂t Ft

)
(x)−

(
∂t Gt

)(
Tt(x)

)
gt
(
Tt(x)

) (2.2)

で与えられる. Remark 1.3 の (1.10) 式を用いて,

(
∂tFt

)
(x) =

∂

∂t

∫ x

−∞
ft(y) dy =

∫ x

−∞
∂tft(y) dy = ft(x)

((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
, (2.3)

(
∂t Gt

)(
Tt(x)

)
= gt

(
Tt(x)

)((
Hgt

)(
Tt(x)

)
− 1

2
V ′(Tt(x)

))
. (2.4)

を得る. (2.3) と (2.4) を (2.2) に代入して ∂tTt(x) が得られ, Tt(x) の t-微分可能
性が示される.

Tt は最適輸送写像なので

W2(µt, νt)
2 =

∫ ∣∣x− Tt(x)
∣∣2 dµt(x) for t ≥ 0.

であり t-微分は

d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)

=−2

∫ (
x− Tt(x)

)(
∂t Tt(x)

)
ft(x) dx︸ ︷︷ ︸

(2.5)

+

∫ ∣∣x− Tt(x)
∣∣2 (∂t ft(x)) dx.︸ ︷︷ ︸

(2.6)

となる. ここで,

h′(Tt(x)
)
= x− Tt(x), ⇐⇒ h′(x) = T−1

t (x)− x, (2.7)

を満たす微分可能な関数 h(x) を取る. このような関数 h の存在は Brenier の定理
[7] による. Tt#µt = νt, だったので∫

h(x) gt(x) dx =

∫
h
(
Tt(x)

)
ft(x) dx

であり, t-微分を取って

−
∫
h′(Tt(x)

) (
∂t Tt(x)

)
ft(x) dx

=−
∫
h(x)

(
∂t gt(x)

)
dx+

∫
h
(
Tt(x)

) (
∂t ft(x)

)
dx

(2.8)
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を得る. 関数 h は 2 階連続微分可能であるので, free Fokker-Planck 方程式につい
てのRemark 1.3 の (1.10) を使って, 部分積分を行うことにより (2.8) の右辺は∫

h(x) ∂x

(((
Hgt

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
gt(x)

)
dx

−
∫

h
(
Tt(x)

)
∂x

(((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x)

)
dx

=−
∫

h′(x)
((

Hgt
)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
gt(x) dx

+

∫
h′(Tt(x)

)
T ′
t(x)

((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx.

となり, h′(x) ならびに h′(Tt(x)
)
を戻して

(2.5) = 2

∫ (
x− T−1

t (x)
)((

Hgt
)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
gt(x) dx

+ 2

∫ (
x− Tt(x)

)
T ′
t(x)

((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx.

(2.9)

式 (2.6)に関しては, 関数
∣∣x−Tt(x)

∣∣2 が 2階連続微分可能なので, また Remark

1.3 の (1.10) を使って, 部分積分を行うことにより

(2.6) =−
∫ ∣∣x− Tt(x)

∣∣2 ∂x(((Hft
)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x)

)
dx

=2

∫ (
x− Tt(x)

) (
1− T ′

t(x)
)((

Hft
)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx

=2

∫ (
x− Tt(x)

) ((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx

− 2

∫ (
x− Tt(x)

)
T ′
t(x)

((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx.

(2.10)

(2.9) と (2.10) を併せて (2.1) の式を得る. □

Theorem 2.2. 状況 A の下で, V (x) ∈ C2(R) で strictly K-convex, すなわち
V ′′(x) ≥ K > 0 for x ∈ R であるとする. このとき

d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)
≤ −KW2(µt, νt)

2, (2.11)

したがって
W2(µt, νt) ≤ e−(K/2) t W2(µ0, ν0) (2.12)

となる.
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Proof. Theorem 2.1の
d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)
の式を,以下のように 2つの部分に分ける.

d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)
= −

∫ (
x− Tt(x)

)
V ′(x) dµt(x) +

∫ (
x− T−1

t (x)
)
V ′(x) dνt(x)︸ ︷︷ ︸

(2.13)

−2

∫ (
Tt(x)− x

)(
Hft

)
(x) dµt(x) + 2

∫ (
T−1
t (x)− x

)(
Hgt

)
(x) dνt(x)︸ ︷︷ ︸

(2.14)

.

Taylor 展開より, 任意の x, y ∈ R に対して

V
(
x
)
= V

(
y
)
+ V ′(y)(x− y) +

1

2
V ′′((1− θ)x+ θy

) ∣∣x− y
∣∣2 (0 ≤ θ ≤ 1)

である. ポテンシャル関数 V が strictly K-convex であるので不等式

V
(
x
)
− V

(
y
)
− V ′(y)(x− y) ≥ K

2

∣∣x− y
∣∣2 (2.15)

を得る. (2.15) 式で x と y を入れ替えた式を考えて併せると(
V ′(x)− V ′(y)

)
(x− y) ≥ K|x− y|2

となり, このことより(
x− Tt(x)

) (
V ′(x)− V ′(Tt(x))

)
≥ K

∣∣x− Tt(x)
∣∣2 (2.16)

が得られる. これより第 1 項目の (2.13) は, 以下の評価を得る.

(2.13) =

∫ (
x− Tt(x)

)
V ′(x) dµt(x) +

∫ (
Tt(x)− x

)
V ′(Tt(x)) dµt(x)

=

∫ (
x− Tt(x)

) (
V ′(x)− V ′(Tt(x))

)
dµt(x)

≥
∫

K
∣∣x− Tt(x)

∣∣2 dµt(x) = KW2(µt, νt)
2.

(2.17)

次に, 第 2 項 (2.14) が非負であることをみる. 関数
(
Tt(x)−x

)
と

(
T−1
t (x)−x

)
は連続微分可能なので, Lemma 1.1 の free Stein 関係式が適用可能であり

2

∫ (
Tt(x)− x

) (
Hft

)
(x) dµt(x) =

∫∫ (
Tt(x)− Tt(y)

x− y
− 1

)
dµt(x) dµt(y),

2

∫ (
T−1
t (x)− x

) (
Hgt

)
(x) dνt(x) =

∫∫ (
T−1
t (x)− T−1

t (y)

x− y
− 1

)
dνt(x) dνt(y)

=

∫∫ (
x− y

Tt(x)− Tt(y)
− 1

)
dµt(x) dµt(y),
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が得られる. ここで, 最後の等式は, 積分変数 x, y の両方に最適輸送写像 Tt を施

している. よって Tt は単調であるので
Tt(x)− Tt(y)

x− y
≥ 0 であることに注意して

(2.14) =

∫∫ (
Tt(x)− Tt(y)

x− y
+

x− y

Tt(x)− Tt(y)
− 2

)
dµt(x) dµt(y)

=

∫∫ (√
Tt(x)− Tt(y)

x− y
−
√

x− y

Tt(x)− Tt(y)

)2

dµt(x) dµt(y) ≥ 0.

(2.18)

不等式 (2.17) と (2.18) より

d

dt

(
W2(µt, νt)

2
)
≤ −KW2(µt, νt)

2 と W2(µt, νt)
2 ≤ e−K t W2(µ0, ν0)

2

が導かれる. 後者の平方根を取って (2.12) 式を得る. □

状況 B.

　　 以降, 状況 A の特別な場合として, 初期測度の組 (µ0, ν0) において, 特に ν0
をポテンシャル関数 V をもつ free Fokker-Planck 方程式の平衡測度 νV に
取る.

もちろん, νV は free Fokker-Planck 方程式の時間発展で不変なので

gt(x) dx = dνV (x) と
(
Hgt

)
(x) =

1

2
V ′(x) for t ≥ 0.

であることは, 明らかである. したがって Theorem 2.1 と Theorem 2.2 より以下
の結果が直ちに得られる.

Theorem 2.3. 状況 B の下で, 次を得る:

d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
= 2

∫ (
x− Tt(x)

) ((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx. (2.19)

さらに, ポテンシャル関数 V が C2 級で strictly K-convex であるならば

d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
≤ −KW2(µt, νV )

2 (2.20)

である. したがって

W2(µt, νV ) ≤ e−(K/2)t W2 (µ0, νV ) for t ≥ 0 (2.21)

である. これより µt は平衡測度 νV に 2-Wasserstein 距離で指数レート (K/2) で
収束する.
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スコアー差

以下, 簡単のために, スコア関数の差の
1

2
を

Jt(x) =
(
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x) (2.22)

とおく. この置き換えの下では, free Fokker-Planck 方程式 (1.6) は,

∂tft(x) = −∂x
(
Jt(x) ft(x)

)
,

と表され, Theorem 2.1 の微分公式は

d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
= 2

∫ (
x− Tt(x)

)
Jt(x) dµt(x) (2.23)

となる. さらに, 相対 free Fisher 情報量Φ
(
µt |νV

)
は

Φ
(
µt |νV

)
= 4

∫
Jt(x)

2dµt(x),

と表される.

Proposition 2.4. 状況 B の下, ポテンシャル関数 V が C2 級で strictly K-convex

とする. このとき, 以下の不等式を得る.

− d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
≤ W2(µt, νV )

√
Φ
(
µt |νV

)
, (2.24)

− d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
≤ 1

K
Φ
(
µt |νV

)
. (2.25)

Proof. 不等式 (2.24) は L2
(
dµt

)
でのCauchy-Schwarz 不等式∣∣∣∣2∫ (

x− Tt(x)
)
Jt(x) dµt(x)

∣∣∣∣ ≤ √∫ ∣∣x− Tt(x)
∣∣2 dµt(x)

√
4
∫
Jt(X)2 dµt(x)

より得られる. 不等式 (2.20) と (2.24) よりW2(µt, νV ) ≤
1

K

√
Φ
(
µt |νV

)
が得ら

れる. これを (2.24) に再度代入して, 不等式 (2.25) が導かれる. □

3. 相対 free entropy の消散

ここでは, 相対 free entropy Σ
(
µt

∣∣ νV ) の消散公式, すなわち時間 t についての
第 1 および 第 2 導関数を調べる. これにより, 先の Proposition 2.4 から free 輸
送コスト不等式を得ることが可能となる.

14
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Lemma 3.1. 状況 B の下, 相対 free エントロピーΣ
(
µt

∣∣ νV ) の時間 t について
の第 1 導関数は

d

dt
Σ
(
µt

∣∣ νV ) = − 1

2
Φ
(
µt

∣∣ νV ) (3.1)

で与えられる.

この公式は, Biane と Speicher の結果 [3] から, よく知られている事実である.

そこで Σ
(
µt

∣∣ νV ) の時間 t についての第 2 導関数を計算しよう. Lemma 3.1 より

d2

dt2
Σ
(
µt

∣∣ νV ) = − 1

2

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV )
なので, 相対 free Fisher 情報量Φ

(
µt

∣∣ νV ) の時間微分についてをみよう.

Theorem 3.2. 状況 B の下, ポテンシャル関数 V が C2 級であるとき, 相対 free

Fisher 情報量の時間微分は, 以下の式で与えられる.

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV ) = d

dt

(
4

∫
Jt(x)

2 ft(x)dx

)
= −4

∫∫ (
Jt(x)− Jt(y)

x− y

)2

dµt(x) dµt(y)− 4

∫
V ′′(x) Jt(x)

2 dµt(x).

(3.2)

相対 free entropy の t に関する 2 階微分 d2

dt2
Σ
(
µt

∣∣ νV ) は Otto’s differential

calculus [10] (あるいは formal Hessian computation [22]) により導くことができる
が, 大道具無しに, 素朴に free スコア関数の差 Jt(x) の t 微分を直接に計算をする
ことで示すことが可能である.

Outline of Proof. 証明の詳細は [16] を参照してもらうとして, ここではその計算
の流れをあげておく. なお, 積分と t-微分は交換可能性のために, 幾つかの関数に
おいて t に関して一様有界であることは仮定されている.

free Fokker-Planck 方程式の式 (1.10) を用いて, Jt(x) の時間微分は

∂tJt(x) = ∂t
(
Hft

)
(x) = p.v.

∫
∂tft(y)

x− y
dy = −p.v.

∫
∂y
(
Jt(y) ft(y)

)
x− y

dy, (3.3)

で与えられる.

相対 free Fisher 情報量の被積分関数 4Jt(x)
2ft(x) は t-微分可能で,

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV ) = 8

∫
Jt(x)

(
∂tJt(x)

)
ft(x)dx+ 4

∫
Jt(x)

2 ∂tft(x) dx

= −8

∫
Jt(x) H

(
∂y(Jt(y)ft(y))

)
(x) ft(x) dx︸ ︷︷ ︸

(3.5)

+ 4

∫
Jt(x)

2 ∂tft(x) dx︸ ︷︷ ︸
(3.6)

. (3.4)
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Jt(x)
2 は 2階連続微分可能なので, free Fokker-Planck 方程式に関する公式 (1.10)

が適用でき, 部分積分を行うことにより, (3.6) は以下のように変形される.

(3.6) = −4

∫
Jt(x)

2 ∂x
(
Jt(x)ft(x)

)
dx = 4

∫
∂xJt(x)

2 Jt(x) ft(x) dx

= 8

∫
Jt(x)

(
∂x
(
Hft

)
(x)− 1

2
V ′′(x)

)
Jt(x) ft(x) dx

= 8

∫
Jt(x)

2 ∂x
(
Hft

)
(x) ft(x) dx︸ ︷︷ ︸

(3.8)

− 4

∫
V ′′(x) Jt(x)

2 dµt(x).

(3.7)

Calderón commutator ([8], [9]) の議論を用いて, 導関数の Hilbert 変換は(
Hα′)(x) = p.v.

∫
α′(y)

x− y
dy = p.v.

∫
α(x)− α(y)

(x− y)2
dy (3.9)

であることがわかる. この公式が以降の計算では有効である. この公式を用いるこ
とで, (3.5) は以下のように変形される.

(3.5) = −8

∫
Jt(x)

(
p.v.

∫
Jt(x)ft(x)− Jt(y)ft(y)

(x− y)2
dy

)
ft(x) dx

= −8

∫∫
Jt(x)

2ft(x)
2 − Jt(x) Jt(y) ft(x) ft(y)

(x− y)2
dx dy.

(3.10)

さらに, Hilbert 変換の双対関係式 [19] と部分積分および導関数のHilbert 変換
の公式 (3.9) を用いると (3.8) が, 以下のように変形される.

(3.8) = 4

∫∫
Jt(x)

2ft(x)
2 − Jt(x)

2ft(x) ft(y)

(x− y)2
dx dy

+ 4

∫∫
Jt(x)

2ft(x)
2 − Jt(y)

2ft(x) ft(y)

(x− y)2
dx dy.

(3.11)

関係式 (3.10) と (3.11) より

(3.5) + (3.8) = −4

∫∫
Jt(x)

2 − 2Jt(x) Jt(y) + Jt(y)
2

(x− y)2
ft(x) ft(y) dx dy

= −4

∫∫ (
Jt(x)− Jt(y)

x− y

)2

ft(x) ft(y) dx dy

(3.12)

が得られ, (3.4), (3.7), (3,12) を併せて, 与式 (3.2) が導かれる. □

Proposition 3.3. 状況 B の下, free Fokker-Planck 方程式のポテンシャル関数 V

がC2 級で strictly K-convex であるとき,

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV ) ≤ −K Φ
(
µt

∣∣ νV ), (3.13)
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が成り立つ. よって,

Φ
(
µt

∣∣ νV ) ≤ e−KtΦ
(
µ0

∣∣ νV ) for t ≥ 0, (3.14)

であり, µt が平衡測度 νV に相対 Fisher 情報量に関して指数レート K で収束
する.

Proof. Theorem 3.2 に V が strictly K-convex であることを用いて, 以下のことが
直ちにわかる.

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV ) ≤ −4

∫
V ′′(x)Jt(x)

2dµt(x) ≤ −4K

∫
Jt(x)

2dµt(x) = −K Φ
(
µt

∣∣ νV ).
□

また (3.1) と (3.13) より, 以下の微分に関する不等式が直ちにしたがう.

Corollary 3.4.
d

dt
Σ
(
µt

∣∣ νV ) ≥ 1

2K

d

dt
Φ
(
µt

∣∣ νV ) for t ≥ 0. (3.15)

Remark 3.5. 微分に関する不等式 (3.15) において, 時間 t について 0 から∞ ま
で積分を行うことにより, free 対数 Sobolev 不等式を導くためには, µt が平衡測度
νV に相対 free エントロピーで収束することがいえなければならない. 論文 [15] に
おいては, Σ

(
µt

∣∣ νV ) が 0 に指数レートで収束することが, free 対数 Sobolev 不等
式を用いて示されている.

通常の確率論の場合と同じく, 自由確率論においても, 相対 free エントロピー
Σ
(
µt

∣∣ νV ) が 0 に指数レートで減衰することと, free 対数 Sobolev 不等式は同値
である. したがって, 我々は Σ

(
µt

∣∣ νV ) が 0 に減衰することを free 対数 Sobolev

不等式に拠らずに示さなければならない.

4. 相対 free エントロピーの収束

本節での目的は, free HWI 不等式を示すことにより, 相対 free エントロピーの
指数レートでの減衰示すことである.

Proposition 4.1. 状況 B の下, free Fokker-Planck 方程式のポテンシャル関数 V

が C2 級で strictly K-convex であるとき,

Σ
(
µt

∣∣ νV ) ≤ − d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
− K

2
W2(µt, νV )

2. (4.1)

が成り立つ.
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Proof. 時刻 t ≥ 0 について Tt#µt = νV である最適輸送写像 Tt を考えると,

Σ
(
µt

∣∣ νV ) = ΣV

(
µt

)
−ΣV

(
νV

)
=

(
−
∫∫

log |x− y| dµt(x) dµt(y) +

∫
V (x) dµt(x)

)
−
(
−
∫∫

log
∣∣Tt(x)− Tt(y)

∣∣ dµt(x) dµt(y) +

∫
V
(
Tt(x)

)
dµt(x)

)
=

∫∫
log

Tt(x)− Tt(y)

x− y
dµt(x) dµt(y)−

∫ (
V
(
Tt(x)

)
− V

(
x
))

dµt(x).

(4.2)

ここで x − Tt(x) は連続微分可能なので, Lemma 1.1 の free Stein 関係式を用い
て, Theorem 2.1 の時間微分の公式は

d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)
= 2

∫ (
x− Tt(x)

) ((
Hft

)
(x)− 1

2
V ′(x)

)
ft(x) dx

= −
∫∫ (Tt(x)− Tt(y)

x− y
− 1

)
dµt(x) dµt(y) +

∫ (
Tt(x)− x

)
V ′(x) dµt(x)

(4.3)

と変形される. (4.2) と (4.3) を併せることにより

−Σ
(
µt

∣∣ ν)− d

dt

(
W2(µt, νV )

2
)

=

∫∫ (
Tt(x)− Tt(y)

x− y
− 1− log

Tt(x)− Tt(y)

x− y

)
dµt(x) dµt(y)︸ ︷︷ ︸

(4.4)

+

∫ (
V
(
Tt(x)

)
− V

(
x
)
− V ′(x)

(
Tt(x)− x

))
dµt(x)︸ ︷︷ ︸

(4.5)

.

となり, 不等式 ξ− 1− log ξ ≥ 0 (ξ > 0) であることと, Tt の単調性より (4.4) ≥ 0

である.

また, 一方 V は strictly K-convex であるので (2.15) の議論より (4.5) は

(4.5) ≥
∫

K

2

(
Tt(x)− x

)2
dµt(x) =

K

2
W2(µt, νV )

2

と評価され, 与式を得る. □

Proposition 2.4 の不等式 (2.31) を Proposition 4.1 に用いることにより, 次の
free HWI 不等式と収束レートに関する結果が得られる.

Theorem 4.2. 状況 B の下, free Fokker-Planck 方程式のポテンシャル関数 V が
C2 級で strictly K-convex であるとき,

Σ
(
µt

∣∣ νV ) ≤ W2(µt, νV )
√

Φ
(
µt |νV

)
− K

2
W2(µt, νV )

2
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が得られる. これより, µt は平衡測度 νV に, 相対 free エントロピーで指数レート
K で収束する.

今までの議論を経て, free 輸送コスト不等式ならびに free 対数 Sobolev 不等式
を時間積分をもって示すことが可能となる.

Theorem 4.3. V を C2 級で strictly K-convex 関数とし, V をポテンシャルと
する free エントロピー汎関数 ΣV (µ) とし, この平衡測度を νV とする. このとき,

単連結なコンパクト台を持つ νV に関して絶対連続な確率測度 µ0 に対して, 以下
の不等式が成り立つ.

free 対数 Sobolev 不等式 W2(µ0, νV ) ≤
√

2

K
Σ
(
µ0 |νV

)
,

free 輸送コスト不等式 Σ
(
µ0

∣∣ νV ) ≤ 1

2K
Φ
(
µ0

∣∣ νV ).
Remark 4.4. free 対数 Sobolev 不等式は, Theorem 4.2 の free HWI 不等式から
もっと直接的に示すことも可能である ([16] を参照).
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線形作用素と conjugation に係る話題

　神奈川大学 理学部 　長　宗雄

目次
1. m-isometric 作用素と m-symmetric 作用素
2. ∞-isometric operators

3. Conjugation

4. [m,C]-isometric operators

5. ∞-complex symmetric operators

6. m-isometric commuting tuple

Conjugation と呼ばれる作用素に関連する研究について紹介しますが，Conjugation に
ついての研究を紹介する前に，複素ヒルベルト空間 H とその上の有界線形作用素 T に
ついて， conjugation C を含まない基礎となる m-isometric 作用素と m-symmetric 作用
素についての結果を少し述べる．

1. m-isometric 作用素と m-symmetric 作用素　

H : a complex Hilbert space，B(H) : the set of all bounded linear operators on H とし，
T ∈ B(H) と m ∈ N に対して αm(T ) は次のように定義する.

αm(T ) :=
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
T ∗m−jT j

これは

(y − x)m(T ) =
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
ym−jxj∣∣∣∣y=T ∗, x=T

としたものである．

定義 1.1 T : m-symmetric 作用素 ⇐⇒ αm(T ) = 0

この作用素の研究は J.W. Helton, Infinite dimensional Jordan operators and Strum-

Liouville conjugate point theory, Trans. Amer. Math. Soc. 170(1972), 305-331 で導
入・研究されたのが最初と思われる．そこでの結果は

定義 1.2 T : Jordan 作用素 ⇐⇒ ∃S,N ; T = S +N,S: selfadjoint, SN = NS,N2 = 0

定理 1.1 T : Jordan 作用素 
 T, T ∗ : 3-symmetric

定理 1.2 T : 3-symmetric, ∃ cyclic vector =⇒ T : unitarily equivalent to the multipli-

cation by x on a Sobolev space
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であるが，まず m-symmetric 作用素の性質を紹介する．

(y − x)m+1 = y(y − x)m − (y − x)mx であるので

T ∗αm(T )− αm(T )T = αm+1(T )

が成り立つ．従って T : m-symmetric =⇒ T : (m+ 1)-symmetric である．

また明らかに T が 1-symmetricとは T ∗−T = 0より T ∗ = T であるが, T が 2-symmetric

でも T ∗ = T が成り立つ. さらに基本的な性質をまとめる.

定理 1.3 T : m-symmetric のとき
(1) (−i)m−1αm−1(T ) ≥ 0 and σ(T ) ⊂ R
(2) T n : m-symmetric for all n ≥ m

(3) If there exists T−1, then so is T−1

(4) If m is even, then T is (m− 1)-symmetric

(5) {xn}, {yn}; sequences of unit vectors, (T − a)xn → 0 and (T − b)yn → 0 (a ̸= b).

Then ⟨xn, yn⟩ → 0. Hence Tx = ax, Ty = by (a ̸= b). Then ⟨x, y⟩ = 0

可換な pair (T, S) が T ∗S = ST ∗ も満たすときに doubly commuting pair と呼ぶ．この
とき次の等式が成り立つ.

定理 1.4 (T, S) : doubly commuting pair. Then :

(1− 1) αn(T + S) =
n∑

j=0

(
n

j

)
αn−j(T )αj(S)

(1− 2) αn(TS) =
n∑

j=0

(
n

j

)
T j · αn−j(T )αj(S) · Sn−j

従って次の定理を得る.

定理 1.5 T : m-symmetric, S: n-symmetric

(T, S) : doubly commuting pair =⇒ T + S and TS : (m+ n− 1)-symmetric

明らかに　Qn = 0 =⇒ Q : (2n− 1)-symmetric であるので，次の系を得る．

系 1.6 T : m-symmetric, Q: n-nilpotent

(T,Q) : doubly commuting pair =⇒ T +Q and TQ : (m+ 2n− 2)-symmetric

T : m-symmetric のとき T ⊗ I も H⊗H 上の m-symmetric 作用素であり，

T ⊗ S = (T ⊗ I)(I ⊗ S), (T ⊗ I, I ⊗ S) : doubly commuting

より次の定理を得る．

定理 1.7 T : m-symmetric, S: n-symmetric =⇒ T ⊗ S : (m+ n− 1)-symmetric
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次に m-isometric 作用素について述べる． T ∈ B(H) に対して

βm(T ) :=
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
T ∗m−jTm−j

は

(yx− 1)m(T ) =
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
ym−jxm−j∣∣∣∣y=T ∗, x=T

としたものと考えると良い．

定義 1.3 T : m-isometric 作用素 ⇐⇒ βm(T ) = 0

この作用素の研究は古くからあるようですが，J. Agler and M. Stankus, m-isometric trans-

formations on Hilbert space I, II, III, Integr. Equat. Operator Theory, 21(1995), 383-492;

23(1995), 1-48; 24(1996), 379-421 から本格的に研究された．この論文では Dirichlet 作用
素の研究がされている．

m-isometric 作用素の性質を紹介する．

(yx− 1)m+1 = y(yx− 1)m x− (yx− 1)m であるので

T ∗βm(T )T − βm(T ) = βm+1(T )

が成り立つので，T : m-isometric =⇒ T : (m+ 1)-isometric である．

また明らかに T が 1-isometric とは T ∗T − I = 0 より isometric であり, この作用素の拡
張である．基本的な性質をまとめる.

定理 1.8 T : m-isometric のとき
(1) βm−1(T ) ≥ 0 and σa(T ) ⊂ T = {z ∈ C : |z| = 1 }
(2) T n : m-isometric for all n ≥ m

(3) ∃T−1 =⇒ so is T−1

(4) m: even, ∃T−1 =⇒ T : (m− 1)-isometric

(5) {xn}, {yn}; sequences of unit vectors, (T − a)xn → 0 and (T − b)yn → 0 (a ̸= b).

Then ⟨xn, yn⟩ → 0. Hence Tx = ax, Ty = by (a ̸= b). Then ⟨x, y⟩ = 0.

(6) T : power bounded =⇒ T : isometry

(7) 0 ∈ σ(βm−1(T )) (m ≥ 2)

(4) が symmetric のときと異なる．そして，次の例がある．

定理 1.9 m : 奇数 =⇒ ∃T ; invertible m-isometric and not (m− 1)-isometric

(T, S): doubly commuting pair のとき，次の等式が成り立つ．
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(1− 3) βn(T + S;C) =
n∑

k=0

n−k∑
j=0

(
n

k

)(
n− k

j

)
C(T + S)kC · CSjC · βn−k−j(T ;C)SkT j.

(1− 4) βn(TS;C) =
n∑

j=0

(
n

j

)
CT jC · βn−j(T ;C) · βj(S;C) · T j.

和について (1− 1) と (1− 3) が異なる．このため和については一方が nilpotent でない
と一般的な結論を得ることができない．纏めると次の定理となる．

定理 1.10

(1) T : m-isometric, S : n-isometric

(T, S): doubly commuting =⇒ TS : (m+ n− 1)-isometric

(2) T : m-isometric, Q : n-nilpotent

(T, S): commuting =⇒ T +Q : (m+ 2n− 2)-isometric

テンソル積については問題なく次の定理を得る．

定理 1.11 T : m-isometric, S: n-isometric =⇒ T ⊗ S : (m+ n− 1)-isometric

2. ∞-isometric operators

次に ∞-isometric 作用素についての研究を紹介する．定義は次である．

定義 2.1 T : ∞-isometric ⇐⇒ lim supm→∞ ∥βm(T )∥
1
m = 0

T : m-isometric =⇒ T : ∞-isometric の関係は明らかである．

スペクトルの性質としては次があげられる．

定理 2.1 T : ∞-isometric のとき次が成り立つ.

(1) σa(T ) ⊂ T = {z ∈ C : |z| = 1},
(2) {xn}, {yn} ; sequences of unit vectors, (T − a)xn → 0 and (T − b)yn → 0 (a ̸= b)

=⇒ ⟨xn, yn⟩ → 0 (n → ∞)

∴ Tx = ax, Ty = by (a ̸= b) =⇒ ⟨x, y⟩ = 0

基本的な性質としては次があげられる．

定理 2.2 T, Tn : ∞-isometric.

(1) Q : quasinilpotent, TQ = QT =⇒ T +Q : ∞-isometric

(2) Tn → S =⇒ S : ∞-isometric

(3) (T, S) : doubly commuting =⇒ T S : ∞-isometric

定理 2.3 T, S : ∞-isometric =⇒ T ⊗ S : ∞-isometric
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次に，不変部分空間について述べる．

定義 2.2 T ∈ L(H) に対して

Km(T ) :=
∩
k≥0

ker(βm(T )T
k)

K∞(T ) := {x : lim sup
m→∞

∥βm(T )T
kx∥

1
m = 0 for all k ≥ 0}

と定義する．
このとき次が成り立つ

Km(T ) ⊂ K∞(T )

定理 2.4 T ∈ L(H) に対して次が成り立つ
(1) Km : invariant for T , T|Km : m-isometric

(2) K∞ : invariant for T , T|K∞ : ∞-isometric

3. Conjugation

本題の conjugation に関連する研究について述べる．初めに定義を述べる．

定義 3.1

C : H → H : conjugation on H とは次の 3つの条件を満たすときを言う
(1) C is antilinear; C(ax+ by) = āCx+ b̄Cy for all a, b ∈ C and x, y ∈ H
(2) C is isometric; ⟨Cx,Cy⟩ = ⟨y, x⟩ for all x, y ∈ H
(3) C is involutive; C2 = I

例 3.1

(1) C1(x1, x2, x3, · · · , xn) := (x1, x2, x3, · · · , xn) on Cn

(2) C2(x1, x2, x3, · · · , xn) := (xn, xn−1, xn−2, · · · , x1) on Cn

(3) (C3f)(x) := f(x) on L2(Rn)

(4) (C4f)(x) := f(1− x) on L2([0, 1])

(5) (C5f)(x) := f(−x) on L2(Rn)

Godič and Lucenko,:　 On the representation of a unitary operator as a product of two

involutions, Uspehi Mat. Nauk 20(1965), 64-65 は次を示した ．

定理 3.1 U : unitary on a Hilbert space =⇒ ∃C, J ( conjugations) ; U = CJ

∴ T = U |T |: polar decomposition, U : unitary =⇒ ∃C, J ; T = CJ |T |

定義 3.2 T : C-symmetric ⇐⇒ CTC = T ∗

C-symmetric 作用素の例としては Toeplitz matrix があげられる．
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T =


a0 a−1 · · · a−(n−1)

a1 a0 · · · a−(n−2)

...
... · · · ...

an−1 an−2 · · · a0

 (Toeplitz matrix) Then C2TC2 = T ∗

これを最初に示したのは高木貞治先生と言われる. Garcia and Putinar, Complex symmet-

ric operators, Trans. Amer. Math. Soc. 358(2005) 1285-1315 の論文では次の定理が示
されている．

定理 3.2 (Takagi Factorization). T : a symmetric matrix, (C-symmetric) =⇒
∃U : unitary, ∃N : normal and symmetric matrix ; T = UN tU

定義 3.3 T : skew C-symmetric ⇐⇒ CTC = −T ∗

L. -K. Hua, On the theory of automorphic functions of a matrix level I. Geometrical basis,

Amer. J. Math. 66(1944), 470-488.

定理 3.3 (Hua Factorization).

T : skew symmetric real matrix, i.e., T = − tT =⇒
∃U : unitary, ∃S ; T = US tU and

S =

(
0 a1

−a1 0

)
⊕ · · · ⊕

(
0 ak

−ak 0

)
⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0

For a skew C-symmetric operator T , we have following result by C. G. Li and S. Zhu:

Skew symmetric normal operators, Proc. AMS (2013), 2755-2762.

定理 3.4 T : normal. Then the following statements are equivalent:

(1) T : skew C-symmetric, i.e., CTC = −T ∗.

(2) ∃K : Hilbert space, ∃N : normal operator on K ;

T| ker(T )⊥ ≃ N ⊕ (−N)

スペクトルの性質については S. Jung, E. Ko and J. E. Lee, On complex symmetric

operator matrices, J. Math. Anal. Appl., 406(2013), 373-385　で次の定理が基本である.

定理 3.5 T ∈ B(H)， C: conjugation のとき次が成り立つ

σ(CTC) = σ(T )∗, σp(CTC) = σp(T )
∗, σa(CTC) = σa(T )

∗,

σs(CTC) = σs(T )
∗, σe(CTC) = σe(T )

∗, σw(CTC) = σw(T )
∗,

ここで順に，スペクトル，点スペクトル，近似点スペクトル，surjective スペクトル，es-

sential スペクトル，Weyl スペクトル と E∗ = {z : z ∈ E} ⊂ C である．
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4. [m,C]-isometric operators

定義 4.1 T ∈ L(H) : [m,C]-isometric operator with C ⇐⇒

λm(T ;C) :=
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
CTm−jC · Tm−j = 0

これは

(yx− 1)m(T ;C) =
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
ym−jxm−j ∣∣∣∣y=CTC, x=T

と考えれば良いので，(yx− 1)m+1 = y(yx− 1)m − (yx− 1)mx より次の等式が成り立つ．

CTC · λm(T ;C) · T − λm(T ;C) = λm+1(T ;C).

最初に次の定理が成り立つ．

定理 4.1 T : [m,C]-isometric のとき次が成り立つ
(1) T : bounded below

(2) 0 ̸∈ σa(T )

(3) T : injective and R(T ) : closed

定理 4.2 T : [m,C]-isometric z ∈ σa(T ) =⇒ z−1 ∈ σa(T )

従って T : [m,C]-isometric =⇒ ∥T∥ ≥ 1

定理 4.3 T : [m,C]-isometric のとき次が成り立つ :

(1) T : invertible =⇒ T−1 : [m,C]-isometric

(2) T n : [m,C]-isometric for all n ∈ N

定理 4.4 T : [m,C]-isometric, N : n-nilpotent

TN = NT =⇒ T +N : [m+ 2n− 2, C]-isometric

定理 4.5 T : [m,C]-isometric, S : [n,C]-isometric

TS = ST , S · CTC = CTC · S =⇒ TS : [m+ n− 1, C]-isometric

積 TS については 等式 (1-3) により一般的には難しい．

• If C and D are conjugations on H, then C ⊗D is a conjugation on H⊗H.

定理 4.6 T : [m,C]-isometric, S : [n,D]-isometric

=⇒ T ⊗ S : [m+ n− 1, C ⊗D]-isometric on H⊗H
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5. ∞-complex symmetric operators

δm(T ;C) :=
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
T ∗m−j · CT jC

とおく．

定義 5.1 T ∈ L(H) : ∞-complex symmetric with C ⇐⇒ lim sup
m→∞

∥δm(T ;C)∥
1
m = 0　

各クラスの関係は次である

{1−CSO} ⊂ {2−CSO} ⊂ {3−CSO} ⊂ · · · ⊂ {m−CSO} ⊂ · · · ⊂ {∞−CSO}

例 5.1 C : on H = ℓ2

C(
∞∑
n=0

xnen) =
∞∑
n=0

xnen

where {en} : orthonormal basis of H. ∀ϵ > 0, choose a N > 0 ;
1

N
< ϵ このとき，定数

m > N に対してW : weighted shift on H defined by

Wen =
1

2m+n
en+1 (n = 0, 1, 2, ...)

=⇒ T = I +W : ∞-complex symmetric

例 5.2 Cn : conjugation on Cn defined by Cn(z1, z2, · · · , zn) := (z1, z2, · · · , zn) and let

T = ⊕∞
n=1Tn where Tn has the following form;

Tn =


αn

1
n

0 · · · 0

0 αn
1
n

· · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0
. . . 1

n

0 0 0 · · · αn


for a bounded set {α1, α2, α3, ...}. Then T is an ∞-complex symmetric operator with

conjugation C = ⊕∞
n=1Cn.

• x, y : C-orthogonal ⇐⇒ ⟨Cx, y⟩ = 0 と定義する．このとき次の定理が成り立つ．

定理 5.1 T : ∞-complex symmetric operator with C, λ, µ : distinct eigenvalues of T

(1) Eigenvectors of T corresponding to λ and µ : C-orthogonal

(2) {xn}, {yn} : sequences of unit vectors; limn→∞(T−λ)xn = 0 and limn→∞(T−µ)yn = 0

=⇒ limk→∞⟨Cxnk
, ynk

⟩ = 0, where ⟨Cxnk
, ynk

⟩ : convergent subsequence of ⟨Cxn, yn⟩

定理 5.2 Q : quasinilpotent =⇒ T = aI +Q : ∞-complex symmetric ∀a ∈ C

定理 5.3 T : m-complex symmetric with C λ ∈ σp(T ) =⇒ λ ∈ σp(T
∗)
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T : ∞-complex symmetric のときは 定理 5.3 は成り立たない．

例 5.3 C : the conjugation on H given by

C(
∞∑
n=0

xnen) =
∞∑
n=0

(−1)n+1xnen

where {en} is an orthonormal basis of H and let W be the weighted shift on H defined

by Wen = 1
n+1

en+1 (n = 0, 1, 2, ...).

If T = λI +W ∗, then T is an ∞-complex symmetric operator. Moreover, (T − λI)e0 =

W ∗e0 = 0, but (T ∗ − λI)Ce0 = WCe0 = We0 = e1 ̸= 0.

次に結果を羅列する．
定理 5.4 {Tn} : sequence of commuting ∞-complex symmetric with C such that

limn→∞ ∥Tn − T∥ = 0 =⇒ T : ∞-complex symmetric with C

定理 5.5 C : conjugation on H, T ∈ L(H) : complex symmetric with C and ST = TS

(1) ST : m-complex symmetric with C 
 S : m-complex symmetric on R(Tm)

(2) S : ∞-complex symmetric with C =⇒ ST : ∞-complex symmetric with C

定理 5.6 S, T ∈ B(H), C : conjugation on H (T, S) : C-doubly commuting

(1) T : m-complex symmetric, S : n-complex symmetric

=⇒ T + S : (m+ n− 1)-complex symmetric

(2) T : complex symmetric, S : ∞-complex symmetric

=⇒ T + S : ∞-complex symmetric

定理 5.7 T , S :∞-complex symmetric operators with conjugations C and D

(T, S) : doubly commuting =⇒ T ⊗S : ∞-complex symmetric with conjugation C⊗D.

6. m-isometric commuting tuple

ここでは n-tuple T = (T1, ..., Tn) ∈ B(H)n について紹介するので, conjugation C の入ら
ない m-isometric tuple の研究を紹介します．

T = (T1, ..., Tn) ∈ B(H)n: 可換な n-tuple に対して

Φm(T) :=
m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

) ∑
|α|=k

(−1)m−k k!

α!
T∗α Tα

とする．ここで α = (α1, ..., αn) のとき T∗ = (T ∗
1 , ..., T

∗
n), Tα = Tα1

1 · · ·Tαn
n であり

α! = α1! · · ·αn! である．

定義 6.1 T = (T1, ..., Tn) ∈ B(H)n: 可換な n-tuple に対して，Φm(T) = 0 が成り立つと
き，m-isometric tuple と呼ぶ．
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ΩT(S) :=
m∑
k=0

T ∗
k ST

k

とすれば Φm+1(T) = ΩT

(
Φm(T)

)
−Φm(T) が成り立つので T: m-isometric tuple ならば

n-isometric tuple (n ≥ m) である．スペクトルの性質として次の定理があげられる．

定理 6.1 (Gleason-Richter) T : m-isometric tuple とするとき，次が成立する．
(1) r(T) = 1 (スペクトルは n 次元単位円の内部にある)

(2) z ∈ σja(T) =⇒ |z| = 1 (joint 近似点スペクトルは n 次元単位円周上にある)

Q = (Q1, ..., Qn) : nilpotent tuple of order k とは，すべての α = (α1, ..., αn); |α| = k に
対して Qα = 0 のときをいう．最初に次の補題が成り立つ．

補題 6.1 (Gu) T = (T1, ..., Tn),S = (S1, ..., Sn) ∈ B(H)n: 可換な n-tuple に対して
Φm(T+ S) = (T1 + S1, ..., Tn + Sn) とすると

Φm(T+ S) =

m∑
k=0

k∑
j=0

∑
|α|=j

∑
|β|=k−j

(
m

k

) (
k

j

) (
j

α

) (
k − j

β

)
(T∗ + S∗)βS∗αΦm−k(T)TαSβ

この等式により，次の定理を得る．

定理 6.2 T = (T1, ..., Tn),Q = (Q1, ..., Qn) ∈ B(H)n: 可換な n-tuples

T: m-isometric tuple, Q: nilpotent of order n のとき T +Q: (m + 2n − 2)-isometric

tuple

2 つの n-tuple T = (T1, ..., Tn),S = (S1, ..., Sn) に対して double 可換とは

TiSj = SjTi, T ∗
i Sj = SjT

∗
i (i, j = 1, 2, ..., n)

のときであり，T ∗ S = (T1 · S1, ..., Tn · Sn) と定義すると次の等式が成り立つ．

補題 6.3 (Gu) T = (T1, ..., Tn),S = (S1, ..., Sn) ∈ B(H)n: double可換な n-tuple に対
して

Φm(T ∗ S) =
m∑
k=0

∑
|α|=k

(
m

k

) (
k

α

)
T∗α Φm−k(T)Tα βα1(S1) · · · βαn(Sn)

この等式により，次の定理を得る．

定理 6.4 (Gu) T = (T1, ..., Tn),S = (S1, ..., Sn) ∈ B(H)n: double可換な n-tuple とする．
T: m-isometric tuple, Si: ki-isometry (i = 1, ..., n)

=⇒ T ∗ S: (m+ k1 + · · ·+ kn − n)-isometric tuple
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最後に： 最近活発に，Hardy 空間上の multiplication 作用素の n-tuple などの研究が
進められています．詳しくは論文 [15, [16], [17], [18] をご覧ください．これまですべてヒ
ルベルト空間上の作用素についての研究を紹介しましたが，T が m-isometric とは

βm(T ) =
m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
T ∗m−jTm−j = 0

なので　バナッハ空間 X 上の作用素 T のときは

m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
∥Tm−jx∥2 = 0 ( ∀ x ∈ X )

を満たすときと定義され，多くの研究があります．例えば文献 [4], [21] をご覧ください．
さらに 距離空間 (E; d) においても

m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)
d(Tm−jx, Tm−jy) = 0 ( ∀ x, y ∈ E)

を満たすときに，T を距離空間 E 上の m-isometric 作用素と定義され，研究が進められ
ています．これについては文献 [5] をご覧ください．もちろん conjugation C についても
バナッハ空間で定義され，C に関連する研究も進められています．これについては文献
[12], [25] をご覧ください．(∞, C)-isometric 作用素についての研究は紹介出来ませんでし
たが，文献 [9] をご覧ください．
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距離空間におけるリプシッツ作用素半群∗

小林良和 (中央大学・理工学部，新潟大学) †

1. リプシッツ作用素半群

X = (X, d)を d(·, ·)を距離とするを距離空間とし，D ⊂ X とする．

定義 1. 連続写像 ϑ : [0,∞) × D → D は，次の条件が満たされるとき，D 上の セミフ

ロー (連続半力学系) とよばれる．

(f1) すべての x ∈ D に対して，ϑ(0, x) = x である．

(f2) すべての x ∈ D と t, h ∈ [0,∞)に対して，ϑ(t + h, x) = ϑ(h, ϑ(t, x)) である．

各 t ∈ [0,∞)に対して，T (t)x = ϑ(t, x)(x ∈ D)とおいて，D からその中への連続作用

素 (連続写像)の族 {T (t)}t∈[0,∞) が得られ，次の条件 (s1)(s2)(s3)を満たす．このような

連続作用素の族は D 上の連続作用素半群とよばれる．さらに，次の (s4)が満たされると

き, {T (t)}t∈[0,∞) は D 上のリプシッツ作用素半群 ([12])と呼ばれる．

(s1) すべての x ∈ D に対して，T (0)x = x である．

(s2) すべての x ∈ D と t, h ∈ [0,∞)に対して，T (t + h)x = T (h)T (t)xである．

(s3) すべての x ∈ D と t ∈ [0,∞)に対して， lim
(h,y)→(0,x)

T (t + h)y = T (t)xである．

(s4) 任意の τ > 0 に対し, Mτ ≥ 1 が定まり, 任意の t ∈ [0, τ ], x, y ∈ D に対し, 次が

成り立つ．

d(T (t)x, T (t)y) ≤ Mτd(x, y).

命題 1 ([12]). {T (t)}t∈[0,∞) を D 上の連続作用素半群とする．{T (t)}t∈[0,∞) が D 上

のリプシッツ作用素半群であるためには，次の互いに同値な条件が成り立つことが必要十

分である．

∗ 本研究は，田中直樹氏 (静岡大学・理学部) との一連の共同研究に基づく．また，科学研究費補助金（課

題番号 16K05212）の支援を受けています．
† kobayashi@math.chuo-u.ac.jp
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(1) M ≥ 1, ω ∈ [0,∞) が定まり, 任意の t ∈ [0,∞), x, y ∈ D に対し, 次が成り立つ．

d(T (t)x, T (t)y) ≤ Meωtd(x, y).

(2) M ≥ m > 0, ω ∈ [0,∞) と D 上の距離 Φ(·, ·) が定まり, 任意の t ∈ [0,∞),

x, y ∈ D に対し, 次が成り立つ．

md(x, y) ≤ Φ(x, y) ≤ Md(x, y), Φ(T (t)x, T (t)y) ≤ eωtΦ(x, y). (1)

(3) M ≥ m > 0, ω ∈ [0,∞) と X × X 上でリプシッツ連続な非負値汎関数 Φ(·, ·) が
定まり, 任意の t ∈ [0,∞), x, y ∈ D に対し, (1)が成り立つ．

証明. τ > 0 とし, M ≥ 1 に対し,

d(T (t)x, T (t)y) ≤ Md(x, y)

が，任意の t ∈ [0, τ ], x, y ∈ D に対し成り立つものとする．このとき，ω = (log M)/τ(≥
0)と定める．t ∈ [0,∞)に対し，h ∈ [0, τ)と非負整数 nを t = nτ + h を満たすように

選ぶと，Mn = enτω ≤ eωt であるから，x, y ∈ Dに対し,

d(T (t)x, T (t)y) = d(T (τ)nT (h)x, T (τ)nT (h)y) ≤ Mn+1d(x, y) ≤ Meωtd(x, y)

となる．次に，これを仮定する．x, y ∈ D のとき，

Φ(x, y) = sup
s∈[0,∞)

e−ωsd(T (s)x, T (s)y)

とおけば，仮定より Φ(x, y) ≤ Md(x, y) であり，また明らかに Φ(x, y) ≥ d(x, y) であ

る．Φ(·, ·) が，D 上の距離を与えることも明らかである．さらに，t ∈ [0,∞), x, y ∈ D

のとき，

Φ(T (t)x, T (t)y) = sup
s∈[0,∞)

e−ωsd(T (s)T (t)x, T (s)T (t)y)

= eωt sup
s∈[0,∞)

e−ω(s+t)d(T (s + t)x, T (s + t)y)

≤ eωtΦ(x, y)

となる．(2)を仮定する．x, y, x̂, ŷ ∈ D のとき，三角不等式により，

|Φ(x, y) − Φ(x̂, ŷ)| ≤ |Φ(x, y) − Φ(x̂, y)| + |Φ(x̂, y) − Φ(x̂, ŷ)|
≤ Φ(x, x̂) + Φ(y, ŷ)
≤ M(d(x, x̂) + d(y, ŷ))
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である．そこで，Φ(·, ·)の D × D 上の最小のリプシッツ定数を Lとする：

|Φ(x, y) − Φ(x̂, ŷ)| ≤ L(d(x, x̂) + d(y, ŷ)) for x, y, x̂, ŷ ∈ D.

ここで, ŷ = x̂ = y とおけば，Φ(x, y) ≤ Ld(x, y)が x, y ∈ D に対して成り立つことがわ

かる．そこで，x, y ∈ X のとき，

Φ̃(x, y) = sup{Φ(x′, y′) − L(d(x, x′) + d(y, y′));x′, y′ ∈ D}

と定める．x′, y′ ∈ Dのとき，

Φ(x′, y′) − L(d(x, x′) + d(y, y′)) ≤ Ld(x′, y′) − L(d(x, x′) + d(y, y′)) ≤ Ld(x, y)

であるから，任意の，x, y ∈ X に対し，Φ̃(x, y) ≤ Ld(x, y) である．x, y ∈ D のとき，

Φ̃(·, ·)の定め方から，̃Φ(x, y) ≥ Φ(x, y)であるが，ある x, y ∈ Dに対し Φ̃(x, y) > Φ(x, y)

であると仮定すると，ある x′, y′ ∈ D に対し，

Φ(x′, y′) − L(d(x, x′) + d(y, y′)) > Φ(x, y)

となり，これは Lのとりかたに反する．ゆえに，x, y ∈ D のとき，Φ̃(x, y) = Φ(x, y)で

ある．x, y, x̂, ŷ ∈ X で，x′, y′ ∈ D とする．このとき，

(Φ(x′, y′) − L(d(x, x′) + d(y, y′))) − (Φ(x′, y′) − L(d(x̂, x′) + d(ŷ, y′)))

≤ L(d(x, x̂) + d(y, ŷ))

である．これから，

Φ̃(x, y) − Φ̃(x̂, ŷ) ≤ L(d(x, x̂) + d(y, ŷ))

が従う．ゆえに，Φ̃(·, ·) は X × X 上で， リプシッツ 連続である．これで，Φ(x, y) =

max{Φ̃(x, y), 0}を汎関数 として (3)が成り立つことがわかる．最後に，(3)が成り立て

ば，{T (t)}t∈[0,∞) は D 上のリプシッツ作用素半群になることは自明である．

定義 2. {T (t)}t∈[0,∞) を D 上のリプシッツ作用素半群とし，Φ(·, ·)を X × X 上のリプ

シッツ連続な非負値汎関数とする．ω ∈ [0,∞)が定まり，任意の t ∈ [0,∞)，x, y ∈ D に

対し, 次が成り立つとき，{T (t)}t∈[0,∞) は D 上で Φ(·, ·)について，(ω−)準縮小的であ

るという．また，特に ω = 0にとれるときは，単に縮小的であるという．

Φ(T (t)x, T (t)y) ≤ eωtΦ(x, y). (2)

M ≥ m > 0 を定数, 汎関数 Φ(·, ·) : X × X → [0,∞) は X × X 上でリプシッツ連続

で，次の条件をみたすものとする：

3
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(Φ1) x, y, x̂, ŷ ∈ D に対し

|Φ(x, y) − Φ(x̂, ŷ)| ≤ M(d(x, x̂) + d(y, ŷ))

(Φ2) x, y ∈ D に対し
md(x, y) ≤ Φ(x, y) ≤ Md(x, y)

ω ∈ [0,∞)とし，{T (t)}t∈[0,∞) は，Φ(·, ·)につい ω-準縮小的な D 上のリプシッツ作用

素半群とする．

命題 2. 任意の x, y ∈ Dと，t, s ∈ [0,∞)に対して，次が成り立つ．∫ s

0

(
Φ(T (t)x, T (σ)y) − Φ(x, T (σ)y)

)
dσ

+
∫ t

0

(
Φ(T (τ)x, T (s)y) − Φ(T (τ)x, y)

)
dτ ≤ ω

∫ t

0

∫ s

0

Φ(T (τ)x, T (σ)y)dτdσ

証明. x, y ∈ Dとする．0 ≤ s ≤ tとする．∫ s

0

Φ(T (t)x, T (σ)y)e−ωt dσ =
∫ s

0

Φ(T (σ)T (t − σ)x, T (σ)y)e−ωt dσ

≤
∫ s

0

Φ(T (t − σ)x, y)e−ω(t−σ) dσ =
∫ t

t−s

Φ(T (τ)x, y)e−ωτ dτ∫ t

0

Φ(T (τ)x, T (s)y)e−ωτ dτ =
∫ s

0

Φ(T (τ)x, T (τ)T (s − τ)y)e−ωτ dτ

+
∫ t

s

Φ(T (s)T (τ − s)x, T (s)y)e−ωτ dτ

≤
∫ s

0

Φ(x, T (s − τ)y) dτ +
∫ t

s

Φ(T (τ − s)x, y)e−ω(τ−s) dτ

=
∫ s

0

Φ(x, T (σ)y) dσ +
∫ t−s

0

Φ(T (τ)x, y)e−ωτ dτ

∴
∫ s

0

Φ(T (t)x, T (σ)y)e−ωt dσ +
∫ t

0

Φ(T (τ)x, T (s)y)e−ωτ dτ

≤
∫ s

0

Φ(x, T (σ)y) dσ +
∫ t

0

Φ(T (τ)x, y)e−ωτ dτ

4
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対称性からこの不等式は 0 ≤ t ≤ sのときも成り立つ．h > 0とすると，次が従う．

0 ≥ 1
h

(∫ s

0

(∫ t+h

t

Φ(T (τ)x, T (σ)y)e−ωh dτ −
∫ h

0

Φ(T (τ)x, T (σ)y)e−ωh dτ
))

dσ

+
1
h

(∫ s

0

(e−ωh − 1)
∫ t

0

Φ(T (τ)x, T (σ)y) dτ
))

dσ

+
1
h

∫ t

0

(∫ h

0

(
Φ(T (τ ′ + τ)x, T (s)y) − Φ(T (τ ′ + τ)x, y)

)
e−ωτ ′

dτ ′
)

dτ

ここで h ↓ 0とすればよい．

Ψ : X → [0,∞] の値を次で定める：ある列 xn ∈ D と hn > 0が存在して，n → ∞の
とき，xn → x ∈ X で，hn → 0が成り立ち，さらに，すべての nに対して

Φ(T (hn)xn, xn)/hn ≤ L

を満たす正定数 L が存在するときは，その正定数の下限を Ψ(x) とし，その他の場合は

Ψ(x) = +∞とする．また，D(Ψ) = {x ∈ X ; Ψ(x) < ∞}を Ψの有効域とする．

命題 3. D は閉集合と仮定する．

(1) Ψ は X 上で下半連続で, t ∈ [0,∞), x ∈ D(Ψ) のとき, 次がなりたつ：

Ψ(T (t)x) ≤ eωtΨ(x).

(2) x ∈ D について，Ψ(x) < ∞ となるのは，u(t) = T (t)x が [0,∞) 上で局所リプ

シッツ連続になるときで，かつ，そのときに限られる．また，このとき,

Φ(T (t + h)x, T (t)x) ≤ M

m
Ψ(x)eωt

∫ h

0

eω(h−s) ds, t, h ∈ [0,∞)

が成り立つ．

証明. xn ∈ X は xn → x で Ψ(xn) ≤ L < ∞ とする．このとき，yn ∈ D と

hn ∈ (0, 1/n)を選んで

d(yn, xn) < 1/n, Φ(T (hn)yn, yn) ≤ hn(L + 1/n)

を満たすようにできる．このとき，yn → x だから，Ψ(x) ≤ L となる．ゆえに，Ψ

は X 上で下半連続である．次に x ∈ D(Ψ) で xn ∈ D, hn > 0 で xn → x, hn → 0,

supn Φ(T (hn)xn, xn)/hn ≤ Lとする．このとき，

sup
n

Φ(T (hn)T (t)xn, T (t)xn)/hn ≤ eωt sup
n

Φ(T (hn)xn, xn)/hn ≤ Leωt

5
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で，T (t)xn → T (t)xであるから，T (t)x ∈ D(Ψ)で，Ψ(T (t)x) ≤ eωtΨ(x) がなりたつ．

x ∈ D で u(t) = T (t)x は [0,∞) 上で局所リプシッツ連続とする．τ > 0 として，ある

L > 0 に対し，d(T (t)x, x) ≤ Lt (t ∈ [0, τ ]) である．Φ(T (t)x, x) ≤ Md(T (t)x, x) ≤
LMt であるから，x ∈ D(Ψ) となる．逆に x ∈ D(Ψ) とし，xn ∈ D, hn > 0 で

xn → x, hn → 0, supn Φ(T (hn)xn, xn)/hn ≤ Lとする．

1
hn

∫ hn

0

(Φ(T (t)xn, T (σ)xn) − Φ(xn, T (σ)xn)) dσ

− ω

hn

∫ hn

0

(∫ t

0

Φ(T (τ)xn, T (σ)xn) dτ

)
dσ

≤ 1
hn

∫ t

0

(Φ(T (τ)xn, xn) − Φ(T (τ)xn, T (hn)xn)) dτ

≤ 1
hn

∫ t

0

Md(xn, T (hn)xn) dτ ≤ t(M/m)Φ(T (hn)xn, xn)/hn

ここで，n → ∞とすると，

Φ(T (t)x, x) − ω

∫ t

0

Φ(T (τ)x, x) dτ ≤ M

m
tL

を得る．これから，

Φ(T (t)x, x) ≤ M

m
Ψ(x)

∫ t

0

eω(t−s) ds

を得て，結果の評価を得る．また，u(t) = T (t)xは [0,∞)上で局所リプシッツ連続であ

ることがわかる．

注意 1. Φ(·, ·)が D 上の距離になるとき，x ∈ D(Ψ), t, h ∈ [0,∞) のとき,

Φ(T (t + h)x, T (t)x) ≤ Ψ(x)eωt

∫ h

0

eω(h−s) ds

が成り立つ．また，このことから，

Ψ(x) = lim
h↓0

Φ(T (h)x, x)/h

が従う．

2. 推移と変異空間

定義 3 ([4]). X上のリプシッツ作用素半群 {T (t)}t∈[0,∞)により，ϑ(t, x) = T (t)x((t, x) ∈
[0,∞)×X)) で与えられる写像 ϑ : [0,∞)×X → X は，任意の τ > 0に対して，ある定
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数 Lτ ∈ [0,∞)が存在して，

d(ϑ(t, x), ϑ(s, x)) ≤ Lτ |t − s|

がすべての x ∈ X と t, s ∈ [0, τ ]に対して成り立つとき，X 上の推移 (transition)とよば

れる．

命題 4. ϑ : [0,∞) × X → X を X 上のセミフローとする．このとき，ϑ が (X, d) 上の

推移になるための必要十分条件は，実数 α ∈ [0,∞), β ∈ [0,∞), γ ∈ [1,∞) とX 上の距

離 dϑ(·, ·) が存在して，以下の条件が満たされることである．

(t1) すべての t ∈ [0,∞) と x, y ∈ X に対して，dϑ(ϑ(t, x), ϑ(t, y)) ≤ eαtdϑ(x, y) で

ある．

(t2) すべての t ∈ [0,∞) と x ∈ X に対して dϑ(ϑ(t, x), x) ≤ βteαt である．

(t3) すべての x, y ∈ X に対して d(x, y) ≤ dϑ(x, y) ≤ γdϑ(x, y)である．

このとき，

dϑ(ϑ(t + h, x), ϑ(t, y)) ≤ β

∫ h

0

esα ds + etαdϑ(x, y) (3)

dϑ(ϑ(t + h, x), ϑ(t, x)) ≤ hβehα

がすべての t, h ∈ [0,∞)と x, y ∈ X に対して成り立つ．

定義 4. 上のとき，

α(ϑ) = lim sup
h↓0

h−1(max{1, Lipϑ(ϑ(h, ·))} − 1)

β(ϑ) = sup
x∈X

(
lim sup

h↓0
h−1dϑ(ϑ(h, x), x)

)
γ(ϑ) = sup

{
dϑ(x, y)/d(x, y)

∣∣ x, y ∈ X, x ̸= y

}
とかく．ただし，

Lipϑ(ϑ(t, ·)) = sup{dϑ(ϑ(t, x), ϑ(t, y))/dϑ(x, y) |x, y ∈ X, x ̸= y}

である． なお．x ∈ X のとき

lim sup
h↓0

h−1dϑ(ϑ(h, x), x) = lim inf
h↓0

h−1dϑ(ϑ(h, x), x)

が成り立つ．
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定義 5. Θ(X)を (X, d)上の推移の空でない集合とするとき，対 (X,Θ(X))を変異空間

(mutational space)という．(X,Θ(X)) を変異空間とする．ϑ, τ ∈ Θ(X)に対して，

D(ϑ, τ) = sup
x∈X

(
lim sup

h↓0
h−1d(ϑ(h, x), τ(h, x))

)
とおいて，D(·, ·) : Θ(X) × Θ(X) → [0,∞) を定義する．ϑ ∈ Θ(X)のとき，

β̂(ϑ) = sup
x∈X

(
lim sup

h↓0
h−1d(ϑ(h, x), x)

)
とかく．ϑ, τ ∈ Θ(X)のとき

β̂(ϑ) ≤ β(ϑ) ≤ γ(ϑ)β̂(ϑ)

と

|β̂(ϑ) − β̂(τ)| ≤ D(ϑ, τ) ≤ β̂(ϑ) + β̂(τ)

が成り立つ．よって，D(ϑ, τ) → 0 のとき，|β̂(ϑ) − β̂(τ)| → 0である．

次の命題から，D(·, ·) は Θ(X) 上の距離を与える．Θ(X) はこの距離を伴う距離空間

とする．

命題 5. ϑ, τ ∈ Θ(X) とする．このとき, x, y ∈ X と t ∈ [0,∞) に対して，以下が成り

立つ．

dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y)) ≤ eα(ϑ)tdϑ(x, y) + γ(ϑ)D(ϑ, τ)
∫ t

0

eα(ϑ)s ds (4)

≤ γ(ϑ)
(
d(x, y) + tD(ϑ, τ)

)
eα(ϑ)t

dϑ(ϑ(t, x), τ(t, x)) ≤ γ(ϑ)D(ϑ, τ)
∫ t

0

eα(ϑ)s ds ≤ tγ(ϑ)D(ϑ, τ)eα(ϑ)t

証明. x, y ∈ X とし，φ(t) = dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y)) (t ∈ [0,∞))とおく．0 ≤ t < t + h <

∞とする．次が成り立つ．

φ(t + h) − φ(t)

= dϑ(ϑ(t + h, x), τ(t + h, y))) − dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y))

≤ dϑ(ϑ(t + h, x), ϑ(h, τ(t, y))) + dϑ(ϑ(h, τ(t, y)), τ(t + h, y))

− dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y))

= dϑ(ϑ(h, ϑ(t, x)), ϑ(h, τ(t, y))) − dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y))

+ dϑ(ϑ(h, τ(t, y)), τ(h, τ(t, y)))

≤ (ehα(ϑ) − 1)dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y)) + dϑ(ϑ(h, τ(t, y)), τ(h, τ(t, y)))
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よって，

D+φ(t) = lim sup
h↓0

(φ(t + h) − φ(t))/h

≤ α(ϑ)dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y)) + lim sup
h↓0

dϑ(ϑ(h, τ(t, y)), τ(h, τ(t, y)))/h

≤ α(ϑ)dϑ(ϑ(t, x), τ(t, y)) + γ(ϑ) lim sup
h↓0

d(ϑ(h, τ(t, y)), τ(h, τ(t, y)))/h

≤ α(ϑ)φ(t) + γ(ϑ)D(ϑ, τ).

である．φ(·)は [0,∞)上で局所的にリプシッツ連続だから，(4)を得る．

定義 6 ([4]). u : [0, T ] → X とする． 各 t ∈ [0, T )に対して

◦
u (t) = {ϑ ∈ Θ(X) | lim

h↓0
d(u(t + h), ϑ(h, u(t)))/h = 0} (5)

を uの tにおける変異 (mutation) という．関数 F : D(⊂ X) → Θ(X) が与えられてい

るとし，u : [0, T ] → X は [0, T ]上でリプシッツ連続とする．すべての t ∈ [0, T )に対し

て， u(t) ∈ Dで，

lim
h↓0

h−1d(x(t + h), F (x(t))(h, x(t))) = 0 (6)

が成り立つとき，uは変異方程式 (mutational equation)

◦
u (·) ∋ F (u(·)) または

◦
u (t) ∋ F (u(t)), t ∈ [0, T ] (7)

の解であるという．

3. 変異方程式の可解性とリプシッツ作用素半群の生成

X = (X, d)は完備な距離空間，(X,Θ(X))を変異空間とする．X の中心 x ∈ X で半

径 r ∈ (0,∞) の閉球を B[x, r]で表す．D を X の閉集合，Φ : X × X → [0,∞) は次の

条件を満たすものとする．

(Φ1) |Φ(x, y) − Φ(x̂, ŷ)| ≤ M(d(x, x̂) + d(y, ŷ)) (x, y), (x̂, ŷ) ∈ X × X,

(Φ2) md(x, y) ≤ Φ(x, y) ≤ Md(x, y), (x, y) ∈ D × D.

ここで 0 < m ≤ M < ∞である．
F : D → Θ(X)とし，ω ∈ [0,∞)とする．次の条件が満たされていると仮定する．
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(F0) (同程度リプシッツ性)ある定数 L ∈ [1,∞)が存在して，すべての z ∈ D，x, y ∈ D，

h ∈ [0, 1]に対して d(F (z)(h, x), F (z)(h, y)) ≤ Ld(x, y)である．

(F1) (連続性) F は D 上で連続である：

lim
y→x

D(F (y), F (x)) = 0, x ∈ D.

(F2) (準消散性) ある定数 ω ∈ [0,∞)が存在して，すべての x, y ∈ Dに対して，次が成

り立つ：

lim inf
h↓0

h−1
(
Φ(F (x)(h, x), F (y)(h, y)) − Φ(x, y)

)
≤ ωΦ(x, y)

(F3) (劣接触条件)すべての x ∈ D に対して，次が成り立つ：

lim inf
h↓0

h−1d(F (x)(h, x), D) = 0.

ここで d(x,D) = infy∈D d(x, y)である．

次の定理が成り立つ．

定理 1 ([13] ). 各 x ∈ D に対して，次の初期値問題の [0,∞)上で局所リプシッツ連続な

一意解が存在する：

◦
u (t) ∋ F (u(t)), t ∈ [0,∞), u(0) = x.

さらに，このとき，T (t)x = u(t)とおくと，{T (t)}t∈[0,∞) はD上のリプシッツ作用素半

群になり，

Φ(T (t)x, T (t)y) ≤ eωtΦ(x, y), t ∈ [0,∞) x, y ∈ D

が満たされる．

条件 (F0)により，必要ならば距離 dF (x)(·, ·)(x ∈ D) を取り直して，適当な α ∈ [0,∞)

と γ ∈ [1,∞) が存在して，すべての x ∈ D に対し，α(F (x)) ≤ α, と γ(F (x)) ≤ γ が成

り立つことがわかるので，以下，このように仮定する．このとき，定理は，論文 [12]と同

様に，以下の補題と命題を用いて証明される．

補題 1. x0 ∈ D とする．このとき，ρ ∈ (0,∞), M ∈ (0,∞)と σ ∈ (0,∞) で，すべて

の x ∈ D ∩ B[x0, ρ]に対して σ
(
1 + γMeασ

)
≤ ρ と β̂(F (x)) ≤ M を満たすものが存在

する．
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補題 2. x0 ∈ D, ρ ∈ (0,∞), M ∈ (0,∞) と σ ∈ (0,∞) とし，すべての x ∈ D∩B[x0, ρ]

に対して，σ
(
1 + γMeασ

)
≤ ρ と　 β̂(F (x)) ≤ M が成り立つとする．s0 ∈ (0,∞) と

λ ∈ (0, 1]とする．{(sk, xk)}N
k=1 は，[s0, s0 + σ] × D 内の列で

(i) s0 < s1 < · · · < sk < · · · < sN ≤ s0 + σ,

(ii) d(F (xk−1)(sk − sk−1, xk−1), xk)) ≤ λ(sk − sk−1) (k = 1, 2, . . . , N).

を満たすものとする．このとき，すべての k = 0, 1, . . . , N に対して
(a) d(xl, xk) ≤ (sk − sl)

(
λ + γMeα(sk−s0)

)
, l = 0, 1, . . . , k,

(b) xk ∈ D ∩ B[x0, σ(1 + γMeασ)],
(c) β̂(F (xk)) ≤ M.

(Pk)

が成り立つ．

命題 6. x0 ∈ D, t0 ∈ [0,∞)， ε ∈ (0, 1]とする．ρ ∈ (0,∞), M ∈ (0,∞) と τ ∈ (0,∞)

は τ
(
1 + γMeατ

)
≤ ρ と β̂(F (x)) ≤ M (x ∈ D ∩ B[x0, ρ]) を満たすと仮定する．この

とき， [t0, t0 + τ ] × D内の列 {(tj , xj)}∞j=0 で以下を満たすものが存在する．

(i) t0 < t1 < · · · < tj < · · · < t0 + τ,

(ii) tj − tj−1 ≤ ε, j = 1, 2, . . . ,

(iii) d(F (xj−1)(tj − tj−1, xj−1), xj)) ≤ ε(tj − tj−1), j = 1, 2, . . . ,

(iv) if x ∈ D ∩ B[xj−1, (tj − tj−1)(1 + γMeατ )], then

D(F (x), F (xj−1)) ≤ ε, j = 1, 2, . . . ,

(v) lim
j→∞

tj = t0 + τ.

補題 3. x0 ∈ Dとする. このとき，任意の ε ∈ (0, 1]に対して，hε ∈ (0,∞)　が定まり，

任意の h ∈ (0, hε] に対して，xh ∈ D が存在して，

dF (x0)(F (x0)(h, x0)), xh) ≤ 2hεeα(F (x0))h.

となる．

命題 7. x0, x̂0 ∈ D, ε, ε̂ ∈ (0, 1]とする．ρ, ρ̂ ∈ (0,∞), M, M̂ ∈ (0,∞)，τ ∈ (0,∞) は

τ
(
1 + γMeατ

)
≤ ρ, τ

(
1 + γM̂eατ

)
≤ ρ̂, β̂(F (x)) ≤ M を任意の x ∈ D ∩ B[x0, ρ] に

対して，β̂(F (x)) ≤ M̂ を任意の x ∈ D ∩ B[x̂0, ρ]に対して満たすと仮定する．ε と ε̂は

(0, 1]に属し，3eατε ≤ 1と 3eατ ε̂ ≤ 1を満たすとする．{(tj , xj)}∞j=0 を [0, τ ] × D 内の
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列で，つぎを満たすものとする：

0 = t0 < t1 < · · · < tj < · · · < τ,(i)

tj − tj−1 ≤ ε/γ, j = 1, 2, . . . ,(ii)

d(F (xj−1)(sj − sj−1, xj−1), xj)) ≤ ε(sj − sj−1)/γ, j = 1, 2, . . . ,(iii)

x ∈ D ∩ B[xj−1, (tj − tj−1)(1 + γMeατ )] ならば(iv)

D(F (x), F (xj−1)) ≤ ε/γ, j = 1, 2, . . . ,

lim
j→∞

tj = τ.(v)

[0, τ ] × D 内の列 {(t̂j , x̂j)}∞j=0 は対応する上の条件を満たすものとする．{sj}∞j=0 は

{sj | j = 0, 1, . . .} = {t̂j | j = 0, 1, . . .} ∪ {tj | j = 0, 1, . . .} と 0 = s0 < s1 < s2 < . . .を

満たす列とする．このとき，D × D 内の列 {zj , ẑj}∞j=0 で，各 j = 0, 1, 2, . . .に対してつ

ぎを満たすものが存在する：

(a) ある p = 0, 1, . . . , に対して sj = tp ならば zj = xp; そうでないときは

d(F (zj−1)(sj − sj−1, zj−1), zj) ≤ 3ε(sj − sj−1)eα(sj−sj−1).

(b) ある p̂ = 0, 1, . . .に対して sj = t̂p̂, ならば zj = x̂p̂; そうでなければ

d(F (ẑj−1)(sj − sj−1, ẑj−1), ẑj) ≤ 3ε̂(sj − sj−1)eα(sj−sj−1).

(c) k = 0, 1, · · · , j に対して

d(zk, zj) ≤ (1 + γMeατ )(sj − sk) + 5γεeατ
∑

tp∈{sk+1,...,sj}

(tp − tp−1).

(d) k = 0, 1, · · · , j に対して

d(ẑk, ẑj) ≤ (1 + γM̂eατ )(sj − sk) + 5γε̂eατ
∑

t̂p∈{sk+1,...,sj}

(t̂p − t̂p−1).

(e) Φ(zj , ẑj) ≤ eωsj

{
Φ(x0, x̂0) + L(ε + ε̂)sj

+ 5Lγeατ

[
ε

∑
tp∈{s1,...,sj}

(tp − tp−1) + ε̂
∑

t̂p∈{s1,...,sj}

(t̂p − t̂p−1)
]}

.

命題 8. 任意の x0 ∈ Dに対して,τ ∈ (0,∞) と次の問題の [0, τ ]上でリプシッツ連続な解

u : [0, τ ] → X が存在する：

◦
u (t) ∋ F (u(t)), t ∈ [0, τ ], u(0) = x0.

命題 9. x0, y0 ∈ D, τ ∈ (0,∞) とし，u : [0, τ ] → X, v : [0, τ ] → X はそれぞれ次の

[0, τ ]上でリプシッツ連続な解とする：
◦
u (t) ∋ F (u(t)), t ∈ [0, τ ], u(0) = x0;

◦
v (t) ∋ F (v(t)), t ∈ [0, τ ], v(0) = y0.
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このとき，

Φ(u(t), v(t)) ≤ eωtΦ(x0, y0), t ∈ [0, τ ]

が成り立つ．

4. Lax-Richtmyer の定理と Van Kampen の一意性定理

X = (X, d) は d(·, ·)を距離とする完備距離空間とし，D ⊂ X とする．

定義 7. D からその中への作用素の族 {Ch}h∈(0,∞) はつぎの条件が満たされるとき安定

であるという．

(S) 任意の τ > 0に対して，定数Mτ ≥ 1が存在して，すべての x, y ∈ Dと，nh ∈ (0, τ ]

であるすべての h ∈ (0,∞) と n = 1, 2, · · ·に対して

d(Cn
h x,Cn

h y) ≤ Mτd(x, y)

が成り立つ．

注意 2. D 上の連続作用素の半群 {T (t)}t∈[0,∞) が安定であるのは，それがリプシッツ作

用素半群のときである．

定義 8. {T (t)}t∈[0,∞) をD 上の半群，{Ch}h∈(0,∞) をD からDの中への作用素の族と

する．族 {Ch}h∈(0,∞) は次を満たすとき {T (t)}t∈[0,∞) に適合 であるという．

(C) D で稠密な集合 D0 が存在して，任意の x ∈ D0 と τ > 0 に対して， h ↓ 0 のとき，∫ τ

0

h−1d(T (t + h)x,ChT (t)x) dt → 0

となる．

次の命題が成り立つ．

命題 10. u : [0, τ ] → D は連続で，{Ch}h∈(0,∞) はDからその中への作用素の族とする．

族 {Ch}h∈(0,∞) は D 上で安定とする．このとき，各 τ > 0に対して,

lim sup
h↓0

(
sup

t∈[0,τ ]

d(u(t), C [t/h]
h u(0))

)
≤ lim sup

h↓0

∫ τ

0

h−1d(u(t + h)x,Chu(t)) dt.

である．
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次の定理は安定な非線形作用素の族で，あるリプシッツ作用素半群に適合であるものは

必ず収束することを示していて，Lax-Richtmyerの定理 [18]の非線形版と考えられる．

定理 2. {T (t)}t∈[0,∞) は D 上のリプシッツ作用素半群，{Ch}h∈(0,∞) は D からその中

への作用素の族とする．族 {Ch}h∈(0,∞) は D 上で安定で半群 {T (t)}t∈[0,∞) に適合であ

るとする．そのとき，各 x ∈ D と τ > 0に対して，

sup
t∈[0,τ ]

d(T (t)x,C
[t/h]
h x) → 0

(h ↓ 0)となる．

定理 3. (Van Kampen の一意性定理) u : [0,∞) → X は連続で u(t) ∈ D(t ∈ [0,∞))と

する．{T (t)}t∈(0,∞) は D 上のリプシッツ作用素半群とする．任意の τ > 0に対して,

lim
h↓0

∫ τ

0

h−1d(u(t + h), T (h)u(t)) dt = 0

ならば，u(t) = T (t)u(0) (t ∈ [0,∞))である．

系 1. 定理 1の条件が満たされ，{T (t)}t∈(0,∞) は定理 1におけるD上のリプシッツ作用

素半群とする．u : [0,∞) → X はリプシッツ連続，u(t) ∈ D (t ∈ [0,∞))で，ほとんど

すべての t ∈ [0,∞)に対して

lim
h→0

h−1d(u(t + h), F (u(t))(h, u(t))) = 0

であるとする．このとき，u(t) = T (t)u(0)(t ∈ [0,∞))である．

証明. x ∈ D に対して，lim
h↓

h−1d(F (x)(h, x), T (h)x) = 0 であることに注意すればよ

い．

上の命題は次の補題から直ちに従う．

補題 4. uは [0, τ ] 上で定義された D 値連続関数とする．{Ch}h∈(0,∞) は D からその中

への作用素の族で安定条件 (S)を満たすものとする．このとき，t ∈ [0, τ ]と h ∈ (0, h0]

に対して，

d(u(t), C [t/h]
h u(0)) ≤ Mτ

h

∫ τ

0

d(u(s + h), Chu(s)) ds

+ (1 + Mτ ) sup{d(u(s), u(ŝ)); s, ŝ ∈ [0, τ + h], |s − ŝ| ≤ h}(8)

が成り立つ．ここで，[a]は実数 aを超えない最大の整数とする．
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証明.h ∈ (0, h0]とし τ ≥ t ≥ h > 0とする．

φh(s) = d(C [t/h]−[s/h]
h u(s), C [t/h]

h u(0)), s ∈ [0, t].

とおく．このとき，条件 (S)から

φh(s + h) − φh(s)

= d(C [t/h]−[(s+h)/h]
h u(s + h), C [t/h]

h u(0)) − d(C [t/h]−[s/h]
h u(s), C [t/h]

h u(0))

≤ d(C [t/h]−[s/h]−1
h u(s + h), C [t/h]−[s/h]

h u(s))

≤ Mτd(u(s + h), Chu(s))

(s ∈ [0, t − h])が従う．sについて，0から [t/h]h − hまで積分すると∫ [t/h]h

[t/h]h−h

φh(s) ds −
∫ h

0

φh(s) ds =
∫ [t/h]h−h

0

φh(s + h) ds −
∫ [t/h]h−h

0

φh(s) ds

≤ Mτ

∫ [t/h]h−h

0

d(u(s + h), Chu(s)) ds.(9)

を得る．条件 (S)から不等式∫ h

0

φh(s) ds =
∫ h

0

d(C [t/h]
h u(s), C [t/h]

h u(0)) ds ≤ Mτ

∫ h

0

d(u(s), u(0)) ds.

も従う．さらに，∫ [t/h]h

[t/h]h−h

φh(s) ds =
∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(Chu(s), C [t/h]
h u(0)) ds

≥ hd(u(t), C [t/h]
h u(0)) −

∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(Chu(s), u(t)) ds

≥ hd(u(t), C [t/h]
h u(0)) −

∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(Chu(s), u(s + h)) ds

−
∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(u(s + h), u(t)) ds.
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である．よって，不等式 (9)から

d(u(t), C [t/h]
h u(0))

≤ 1
h

∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(Chu(s), u(s + h)) ds +
1
h

∫ [t/h]h

[t/h]h−h

d(u(s + h), u(t)) ds

+
Mτ

h

∫ h

0

d(u(s), u(0)) ds +
Mτ

h

∫ [t/h]h−h

0

d(u(s + h), Chu(s)) ds

≤ Mτ

h

∫ [t/h]h

0

d(u(s + h), Chu(s)) ds +
1
h

∫ [t/h]h+h

[t/h]h

d(u(s), u(t)) ds

+
Mτ

h

∫ h

0

d(u(s), u(0)) ds.

が従う．従って，各 t ∈ [h, τ ]に対して不等式 (8)が成り立ち，t ∈ [0, h)のときは自明に

成り立つ．

非線形作用素の族が安定であることを示すために，実用上は次が使われる．

定理 4. {Ch}h∈(0,∞) は D からその中への作用素の族とする．このとき，次は互いに同

値である．

(1) 族 {Ch}h∈(0,∞) は D 上で安定である．

(2) 実数M ≥ 1と ω ≥ 0と h0 ∈ (0, 1/ω)が存在して，

d(Cn
h x,Cn

h y) ≤ M(1 − hω)−nd(x, y)

が n = 1, 2, · · · , h ∈ (0, h0]と x, y ∈ X に対して成り立つ．

(3) 実数 M ≥ 1, ω ≥ 0, h0 ∈ (0, 1/ω) と D 上の距離の族 dh(·, ·), h ∈ (0, h0] が存在

して，

d(x, y) ≤ dh(x, y) ≤ Md(x, y)

と

dh(Chx,Chy) ≤ (1 − hω)−1dh(x, y)

が h ∈ (0, h0] と　 x, y ∈ X に対して成り立つ．
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5. 応用例

ω0 > ν > 0は定数とし固定する．β ≥ 0をパラメターとする次の線形波動方程式の初

期値境界値問題を考える；

∂u

∂t
=

∂v

∂s
,

∂v

∂t
=

(
ω2

0 + β2
)∂u

∂s
− 2νv, t ∈ [0,∞), s ∈ [0, 1].

ただし，境界条件は v(t, 0) = v(t, 1) = 0, t ∈ [0,∞) で，初期条件は u(0, s) =

u0(s), v(0, s) = v0(s), s ∈ [0, 1], である．各 β ∈ [0,∞)に対して，その解は[
u(t, ·)
v(t, ·)

]
= T (β)(t)

([
u0(·)
v0(·)

])
= exp (tAβ)

([
u0(·)
v0(·)

])
,

[
u0

v0

]
∈ E.

で与えられる．ただし，E = L2(0, 1) × L2(0, 1) を ∥(u, v)∥ =
(∫ 1

0

(u2 + v2) ds

)1/2

をノルムとするバナッハ空間とし，作用素族 {T (β)(t)}t∈[0,∞) は，定義域を D(Aβ) =

H1(0, 1)×H1
0 (0, 1)とする作用素 Aβ =

 0,
∂

∂s(
ω2

0 + β2
) ∂

∂s
, −2ν

 が生成する E 上の有界

線形作用素の C0-級半群である．

各 t ∈ [0,∞)に対して

E(β)(T (β)(t)(u0, v0)) ≤ E(β)(u0, v0), H(β)(T (β)(t)(u0, v0)) ≤ H(β)(u0, v0),

が成り立つ．ここで，

E(β)(u, v) =
∫ 1

0

v2

2
ds + ω2

0

∫ 1

0

u2

2
ds + β2

∫ 1

0

u2

2
ds,

H(β)(u, v) =
∫ 1

0

1
2

(
∂v

∂s
+ 2νu

)2

ds +
∫ 1

0

ω2
0 + β2

2

(
∂u

∂s

)2

ds.

である．

E0 > 0, H0 > 0，B0 > 0とし，

X(B0) =
{

(u, v) ∈ H1(0, 1) × H1
0 (0, 1)

∣∣∣∣ E(B0)(u, v) ≤ E0, H(B0)(u, v) ≤ H0

}
.

とおく. β ∈ [0, B0] のとき，ϑβ(t, (u, v)) = T (β)(t)(u, v)((t, (u, v)) ∈ [0,∞) × X) は

X = X(B0) 上の推移になる．X = X(B0) はバナッハ空間 E の閉部分集合として，完備

距離空間になる．
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β0 > 0とする．次のキリヒホッフ型非線形方程式の初期値境界値問題を考える：

∂u

∂t
=

∂v

∂s
,

∂v

∂t
=

(
ω2

0 + β2
0∥u∥2

)
∂u

∂s
− 2νv, t ∈ [0,∞), s ∈ [0, 1],(NW)

ただし，境界条件は v(t, 0) = v(t, 1) = 0, t ∈ [0,∞),である．また，∥u∥=
{∫ 1

0

u2 ds

}1/2

である．次のように定める：

E(u, v) =
∫ 1

0

v2

2
ds + ω2

0

∫ 1

0

u2

2
ds + β2

0

(∫ 1

0

u2

2
ds

)2

H(u, v) =
∫ 1

0

1
2

(
∂v

∂s
+ 2νu

)2

ds +
∫ 1

0

1
2

(
∂u

∂s

)2

ds

(
ω2

0 + β2
0

∫ 1

0

u2 ds

)
E0 > 0, H0 > 0 とし，

D =
{
(u, v)) ∈ H1(0, 1) × H1

0 (0, 1)
∣∣ E(u, v) ≤ E0, H(u, v) ≤ H0

}
,

とおく．十分に大きな B0 > 0 をとり，X = XB0 ⊃ D で，(u, v) ∈ D に対して

β0∥u∥ ≤ B0 が満たされるようにする．Θ(X) は上で定めた ϑβ(·, ·) (β ∈ [0, B0]) の

全体とする．このように定められた (X,Θ(X)) に対して，推移場 F : D → Θ(X) を

F (u, v) = ϑβ0∥u∥ ((u, v) ∈ D) で定める．十分に小さな H0 > 0 を選ぶと，D 上の推移

場 F は条件 (F0)–(F3) を満たす．ただし，(u, v), (û, v̂) ∈ X に対して，

Φ((u, v), (û, v̂))

=
{∫ 1

0

(
(v − v̂)2 + ω2

0(u − û)2 + β2
0(u − û)2∥u∥2

)
ds

}1/2

,

である．よって，定理 1 により，D 上のリプシッツ作用素半群 {T (t)}t∈[0,∞) で各

(u0, v0) ∈ D に対して (u(t), v(t)) = T (t)(u0, v0) (t ≥ 0) が，境界条件 v(t, 0) =

v(t, 1) = 0, t ∈ [0,∞)と初期条件

[
u

v

]∣∣∣∣∣
t=0

=

[
u0

v0

]
を満たす方程式 (NW)の一意的な解

を与えるものが存在することになる．
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多調和ベルグマン空間の解析

田中 清喜（大同大学・教養部数学教室）

1 はじめに

C 上の領域 D において正則かつ 2 乗可積分函数全体から成るヒルベルト空間 L2
a(D, dA)

はベルグマン空間と呼ばれる.ここで測度 dA は area measure である. 任意の z ∈ D に対し

て Kz ∈ L2
a(D, dA) が唯一意に存在し任意の f ∈ L2

a(D, dA) に対して再生公式

f(z) =

∫
D

f(w)Kz(w)dA(w)

を持つことが知られている. K(z, w) := Kz(w) はベルグマン核と呼ばれる. ベルグマン空

間は 1922 年に Bergman[4] (正確には 1921 年の学位論文とされている) によって提唱され

て今なお盛んに研究されている. 一つの大きな研究としてはベルグマン空間上での作用素解

析があげられる. テプリッツ作用素, ハンケル作用素といった作用素の性質の特徴付けは設

定によってはかなり深く成果が挙げられている. このことについては洋書では Zhu[27], 和

書では中路 [15] が詳しい. 一方ベルグマン空間の一つの一般化として Aronszajn[1] によっ

て再生核ヒルベルト空間が提唱されている. 領域 D 上の複素数値 (もしくは実数値) 函数

からなるヒルベルト空間 H(D) のうち, 任意の点 z ∈ D に対して point evaluation map

evz(f) = f(z) (f ∈ H(D)) が有界であるヒルベルト空間 H(D) のことを再生核ヒルベルト空

間と呼ぶ. Riesz の表現定理から任意の z ∈ D に対して唯一つ再生核 Kz ∈ H(D) が存在し

point evaluation map evz は内積表現

evz(f) = ⟨f,Kz⟩

を持つ. ベルグマン空間における point evaluation map evz の有界性は正則函数 f に対して

|f |2 が劣調和であることから導かれるためベルグマン空間は再生核ヒルベルト空間でありベ
ルグマン核が再生核である. 劣調和性に限らず各点での値が積分平均で評価される函数の族

は point evaluation map の有界性が導かれることから再生核ヒルベルト空間となる. そのよ

うな構成によって与えられた２乗可積分函数のなす再生核ヒルベルト空間はベルグマン型空間

と呼ばれる. さらにこの型の空間は p 乗可積分函数のなす空間を考えた時にも同様の積分表

示を持つ場合が多々あり, その p乗可積分函数のなす空間もベルグマン型空間と呼ばれる. こ

れまでの研究としては調和関数の成すベルグマン型空間 (調和ベルグマン空間)[5, 8]や放物型

方程式の解から成るベルグマン型空間 [17] といった他のベルグマン型空間も解析が進められ

ている. 講演者はこの流れに沿って多調和函数 (polyharmonic function)*1の成すベルグマン

*1 多変数函数論に現れる pluriharmonic function とは異なる.
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型空間 (多調和ベルグマン空間)の解析として主に函数空間の性質と函数空間上の作用素の性

質の特徴付けを研究している. 本稿では既知の結果として単位球上の調和ベルグマン空間に

関する諸性質を復習した後に, 単位球上の多調和ベルグマン空間における講演者の最近の結果

[21, 22, 23] を紹介する.

2 設定と再生核の表示・評価

2.1 設定

以下, 考える函数は実数値函数とする. B を RN における単位球とし, 任意の正の整数 m に

対して Hm(B) を B 上における m次多調和函数 (polyharmonic function of order m)のな

す空間とする. ここで m次多調和函数とは古典的な意味で偏微分方程式 ∆mf = 0 を満たす

函数とする. 正の整数 m と可積分指数 1 ≤ p < ∞ と重みに関する指数 α > −1 に対し, 単位

球上の重み付き多調和ベルグマン空間を

bm,p
α (B) := Hm(B) ∩ Lp(B, dVα)

と定義する. ここで dV を通常のルベーグ体積測度とし dVα(x) := (1 − |x|2)dV (x) とする.

また, bm,∞(B) := Hm(B) ∩ L∞(B, dV ) とする. 重みを考えない際には bm,p(B) と省略して
書き, m = 1 のときすなわち調和ベルグマン空間は bpα(B) と書くことにする. Nicolescu[16]

より単位球上の多調和函数に対しては体積平均に関する一般化された劣平均値の定理

|f(x)|p ≤ C

Vα(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(x)|p dVα(x)

が成り立つため bm,p
α (B) はベルグマン型空間である. ここで, B(x, r) は中心 x 半径 r の球

である. bm,2
α (B) の再生核 (多調和ベルグマン核) を Rm,α(x, y) と書くことにする. m = 1,

α = 0 のとき, つまり重み無しの調和ベルグマン空間について再生核 (調和ベルグマン核) は

R(x, y) と書くことにする. また p = 2のとき,

b(m),2
α (B) := bm,2

α (B)⊖ bm−1,2
α (B) (m ≥ 2)

を true-m-polyharmonic Bergman space と呼ぶ*2. 便宜上 b
(1),2
α (B) := b1,2α (B) と書くこと

にする. この空間も再生核ヒルベルト空間であり再生核を R(m),α(x, y) と書くことにする. こ

れらの空間と核については性質

bm,2
α (B) = b1,2α (B)⊕ b(2),2α (B)⊕ · · · ⊕ b(m),2

α (B)

*2 用語は Vasilevski[25]による poly-analytic函数に関するベルグマン型空間の用語に倣った.
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及び

Rm,α(x, y) = R1,α(x, y) +R(2),α(x, y) + · · ·+R(m),α(x, y) (1)

が成り立つ. また, L2(B, dVα) から bm,2
α (B) への直交射影を Pm,α とし, L2(B, dVα) から

b
(m),2
α (B) への直交射影を P(m),α とする. このとき直交射影は

Pm,αf(x) =

∫
B
Rm,α(x, y)f(y)dVα(y), P(m),αf(x) :=

∫
B
R(m),α(x, y)f(y)dVα(y)

と表され,

Pm,α = P1,α + P(2),α + · · ·+ P(m),α

が成り立つ.

以下, 調和ベルグマン核の表示・評価に関する既存の結果を紹介し, その後に [21, 22]による

多調和ベルグマン核の評価を与える. 以下の同次調和多項式, ポアソン核, 調和ベルグマン空間

に関する事実については例えば [3]を見よ.

2.2 調和ベルグマン空間の性質と再生核

正の整数 k に対して Hk(S) を k 次同次調和多項式*3(harmonic homogeneous polynomial

of degree k) を S = ∂B 上に制限した函数全体の成す空間とする. {ekj }j は Hk(S, dσ) を
L2(S, dσ) 内の有限次元ヒルベルト空間としてみた際の正規直交基底とし, Hk(S, dσ) の次元
を hk と書く. ここで σ は S 上の球面測度で σ(S) = 1 となるように正規化したものとする.

さらに Hk(S) の再生核

Zk(η, ζ) :=
∑
j

ekj (η)e
k
j (ζ)

は zonal harmonic of degree k と呼ばれる. このとき

L2(S, dσ) =
∞⊕
k=0

Hk(S)

であり, Hk(B) を k 次同次調和多項式を B 上に制限した函数全体の成す空間とすると

b2(B) =
∞⊕
k=0

Hk(B)

*3 k 次同次多項式のうち調和性を満たす函数のことである.k 次多調和という意味ではない.
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が成り立つ. S 上に制限した k 次同次多項式 pk の同次拡張 pk(x) := |x|k pk( x
|x| ) によって

zonal harmonic Zk を拡張することによりポアソン核 P (x, ζ) は

P (x, ζ) =

∞∑
k=0

Zk(x, ζ) (x ∈ B, ζ ∈ S) (2)

と表される. ekj (x) を正規化することで調和ベルグマン空間の完全正規直交系 (C.O.N.S.) を

具体的にあたえることができるため, 調和ベルグマン核も

R(x, y) =
1

N |B|

∞∑
k=0

(N + 2k)Zk(x, y) =
1

N |B|

(
P (x, y) +

d

dt
P (tx, ty)

∣∣∣
t=1

)
と表示される. ここで P (x, y) は表示 (2)の ζ 変数に関して同次拡張したものとする. この拡

張されたポアソン核は

P (x, y) =
1− |x|2 |y|2

(1− 2x · y + |x|2 |y|2)N
2

となるため, 調和ベルグマン核は

R(x, y) =
(N − 4) |x|4 |y|4 + (8x · y − 2N − 4) |x|2 |y|2 +N

N |B| (1− 2x · y + |x|2 |y|2)1+N
2

となり, 評価としては∣∣∂β
x∂

γ
yR(x, y)

∣∣ ≤ C

(1− 2x · y + |x|2 |y|2)
N+|β|+|γ|

2

, (3)

R(x, x) ≥ C ′

(1− |x|2)N
(4)

を得る. (1 − 2x · x + |x|2 |x|2)N
2 = (1 − |x|2)N であるため評価 (3) は |R(x, y)| に対する

シャープな評価である.

2.3 重み付き多調和ベルグマン核の表示と評価

以下, 多調和ベルグマン空間の構造と多調和ベルグマン核の評価について述べる. 単位球上

の m次多調和函数 f に関してはアルマンジ分解（たとえば [2]を見よ）と呼ばれる次の一意

分解が存在する： f ∈ Hm(B) に対して

f(x) = u0(x) + |x|2 u1(x) + |x|4 u2(x) + · · ·+ |x|2(m−1)
um−1(x)

となるように調和函数 uj(j = 0, 1, · · · ,m− 1)をとることができる. この uj は一意的に選ぶ

ことができる.
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さらに f ∈ bm,p
α (B) の際は Pavlović [18] によって次の意味で分解した函数の Lp 性が保証

されている. 以下の定理は [18] の Theorem 2 のうち今回の議論に必要な部分を我々の記号に

書き直したものである.

定理 (Theorem 2 in [18]). f ∈ Hm(B) をアルマンジ分解定理から構成しなおして

f(x) = f0(x) + (1− |x|2)f1(x) + (1− |x|2)2f2(x) + · · ·+ (1− |x|2)m−1fm−1(x),

(fj: 調和函数) と分解する. 1 ≤ p < ∞ と α > −1 に対して, f が bm,p
α (B) に属することの

必要十分条件は各 (1− |x|2)jfj(x) (j = 0, 1, · · · ,m− 1) が Lp(B, dVα) に属することである.

この結果を基に b
(m),2
α (B) の C.O.N.S. を具体的に記述することができる. なぜならば上

記 Pavlović の定理と重み付き調和ベルグマン空間の C.O.N.S. の具体例から span{ekj , (1 −
|x|2)ekj , · · · , (1− |x|2)m−1ekj } の閉包は bm,2

α (B) となる. この系列の直交化を行うことで次の

定理を得た [21, 22].

定理 1. 任意の正の整数 m と α > −1 に対して{
Cm,α,kGm−1

(
k +

N

2
+ α, k +

N

2
; |x|2

)
ekj (x)

}
j=1,··· ,hk,k=0,1,···

は b
(m),2
α (B) の C.O.N.S. である. ここで, Gn(a, b; t)はヤコビ多項式

Gn(a, b; t) :=
Γ(b)t1−b(1− t)b−a

Γ(b+ n)

dn

dtn
[
tb+n+1(1− t)a+n−b

]
であり*4, 正規化定数 Cm,α,k は

Cm,α,k :=

√
2(k + N

2 + α+ 2m− 2)Γ(k + N
2 + α+m− 1)Γ(k + N

2 +m− 1)

|S|Γ(m)Γ(m+ α)Γ(k + N
2 )

2

である.

このことから再生核 R(m),α(x, y) は調和ベルグマン核と同様 zonal harmonic Zk(x, y) を

用いた表示を持ち, fractional calculus を用いることでポアソン核の評価に持ち込むことで以

下を得る [22].

*4 区間 (−1, 1)上における重み (1− t)a(1 + t)b に関する直交多項式をヤコビ多項式と呼ぶことの方が一般的か
もしれない [9] が、本稿では区間 (0, 1) 上における重み tb−1(1 − t)a−b に関する直交多項式をヤコビ多項式
と呼ぶ.
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定理 2. 任意の正の整数 m と α > −1 と多重指数 β, γ に対して, ある定数 C > 0 が存在

して ∣∣∂β
x∂

γ
yR(m),α(x, y)

∣∣ ≤ C

(1− 2x · y + |x|2 |y|2)
N+α+|β|+|γ|

2

を満たす.

注意. 上の定理の定数 C は m に依存しているが指数は m によらない. よって表示 (1)

より ∣∣∂β
x∂

γ
yRm,α(x, y)

∣∣ ≤ C

(1− 2x · y + |x|2 |y|2)
N+α+|β|+|γ|

2

が成り立つ. 指数は m によらないためこの評価は重み付き調和ベルグマン核の評価 [8]と同じ

である.

3 多調和ベルグマン空間の性質と多調和ベルグマン空間上の作

用素

この節では, 前節での多調和ベルグマン核の表示と評価を基に多調和ベルグマン空間の性質

と多調和ベルグマン空間上の正のテプリッツ作用素の有界性の特徴付けを与える.

3.1 多調和ベルグマン空間の性質

調和ベルグマン空間 b1,2α (B) と true-m-polyharmonic Bergman space b
(m),2
α (B) はともに

可分ヒルベルト空間である. そのためこの空間たちの間に全単射写像が存在する. 前節におい

てこれらの空間の C.O.N.S. が具体的にわかっていることから次の対応関係が与えられた [22].

定理 3. m を正の整数とし α > −1 とする. Sm,αf(x) := ∆m−1
α

[
(1− |x|2)m−1f(x)

]
とす

る. そのとき作用素 Sm,α : b1,2α (B) → b
(m),2
α (B) は有界全単射作用素である. ここで,

∆αf(x) := (1− |x|2)−α∆(1− |x|2)αf(x)

である.

補足.

1. Ramazanov[20] によって単位円板上の正則ベルグマン空間と true poly-Bergman

space についても同様の有界全単射写像が考えられている. その際はラプラシアン ∆ の

代わりに
∂

∂z
を用いて有界全単射写像は記述される. 上の定理はこの Ramazanov[20]

のアナロジーともいえる. ただ, 証明方法は全く違う.
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2. Pessoa[19] は単位円板上 (次元 N = 2) かつ重みを考えない設定にて poly-Bergman

space の議論を用いて上の定理を証明している. 上の定理はその結果の拡張であるとい

える.

3. α = 0とするとき, 作用素 Sm,0 自体は Choe-Koo-Yi[6] にて調和ベルグマン核を変形

する際に現れている. この定理は Choe-Koo-Yi[6] の作法で変形した調和ベルグマン核

がどのクラスに属するかを明示したことにもなっている.

3.2 再生公式・射影の拡張とその応用

再生核 Rm,α(x, y) の評価が得られていることから多項式近似を考えて 1 ≤ p < ∞ のとき

f ∈ bm,p
α (B) に対しても再生公式

f(x) =

∫
B
Rm,α(x, y)f(y)dVα(y)

が成り立つ. ここで核 Rm,α(x, y) は各 1 ≤ p < ∞ に対して Riesz の表現定理から bm,p
α (B)

に関する積分核を与えているわけではなく, bm,2
α (B) の再生核を用いた表示であることを注意

しておく.

また, bm,2
α (B) の直交射影の積分表示から Lp(B, dVα) 上の作用素 Pm,α を

Pm,αf(x) :=

∫
B
Rm,α(x, y)f(y)dVα(y) (5)

と定義する. この作用素 Pm のことも射影と呼ぶことにする. この射影については核

の評価から p > 1 のとき Pm,α : Lp(B, dVα) → bm,p
α (B) は有界となり p = 1 のとき

Pm,α : L1(B, dVα) → bm,1
α (B) は非有界であることがわかる. この作用素を用いることで

1 ≤ p < ∞ のとき bm,∞(B) は bm,p
α の稠密な部分集合であることがわかる.

上記表示 (5)から f ∈ bm,p
α (B) (1 ≤ p < ∞) に対する次の微分の Lp 評価が得られる [22].

補題 1. 1 ≤ p < ∞とし α > −1 とする. f ∈ bm,p
α (B) に対して

∥f − f(0)∥bm,p
α

≈
∥∥∥(1− |x|2)Rf

∥∥∥
Lp(dVα)

が成り立つ. ここで Rf(x) :=

N∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x) である.

この微分の評価を用いることでベルグマン空間において成り立っていた性質である Glea-

son’s problem[7] が肯定的に解ける, Lipschitz type characterization が成り立つ [26]等が多

調和ベルグマン空間においても成り立つ [22].
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定理 4 (Gleason’s problem for bm,p
α (B)). mを正の整数, 1 ≤ p < ∞ とし α > −1 とする.

f ∈ bm,p
α (B) に対してある gj ∈ bm,p

α (B) (j = 1, · · · , N) が存在して表示

f(x)− f(0) =

N∑
j=1

xjgj(x)

が成り立つ.

定理 5 (Lipschitz type characterization for bm,p(B)). m を正の整数, 1 ≤ p < ∞ とし f ∈
Hm(B) とする. f が bm,p(B) に属するための必要十分条件はある g ∈ Lp(B, (1− |x|2)pdV )

が存在して

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| (g(x) + g(y)) x, y ∈ B

を満たすことである.

3.3 多調和ベルグマン空間上のテプリッツ作用素

この項では重みの無い多調和ベルグマン空間 bm,p(B) 上のテプリッツ作用素の性質の特徴
付けを考える. ϕ ∈ L1(B, dV ) に対して bm,p(B) 上の表象 ϕ を持つテプリッツ作用素 Tm,ϕ

を densely defined の意味で

Tm,ϕf(x) := Pm[fϕ](x) =

∫
B

Rm(x, y)f(y)ϕ(y)dV (y) f ∈ bm,∞(B)

として定義する. 通常のベルグマン空間においては ϕ として少なくとも有界正則函数をとれ

ば f がベルグマン空間の元であるとき fϕ もベルグマン空間の元となるため, 再生公式からテ

プリッツ作用素は掛け算作用素の拡張とみなすことができる. その事実を一つの要因として,

これらの作用素の有界性, コンパクト性等の特徴付けが考えられている (一連の研究の流れは

[15, 27]がわかりやすい). ただ, 任意の f ∈ bm,p(B) に対して fϕ ∈ bm,p(B) を満たす ϕ は定

数函数しかないことを容易に確かめることができる. そのため, 多調和ベルグマン空間におい

ては掛け算作用素を考えることは無意味である. しかし, テプリッツ作用素を考えることは無

意味ではないため, 既存のベルグマン空間における結果と比較することを目指す.

記号. B 上の正関数 ϕ に対して, Berezin 変換を

ϕ̃m,p(x) :=

∫
B ϕ(y) |Rm(x, y)|p dV (y)∫

B |Rm(x, y)|p dV (y)
(6)

とし, 0 < δ < 1 として平均函数を

ϕ̂δ(x) :=

∫
Eδ(x)

ϕ(y)dV (y)

|Eδ(x)|
(7)
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とする. ここで, Eδ(x) := {y ∈ B : |y − x| < δ(1 − |x|)} である. x ∈ B を固定して多調和
ベルグマン核 Rm(x, ·) を L2 に関して正規化した核を rm(x, ·) と書く. つまり, rm(x, y) :=

Rm(x, y)/ ∥Rm(x, ·)∥bm,2(B) とする. そのとき, ϕ̃m,2(x) = ⟨Tm,ϕrm(x, ·), rm(x, ·)⟩ となるた
め (6)を Berezin 変換と呼ぶことにしている.

単位円板上においても同様の作法で平均函数, Berezin 変換を定義する*5. McDonald-

Sundberg[13] は, ベルグマン空間上の正の表象 ϕ を持つテプリッツ作用素 (正テプリッツ

作用素と呼ぶ) を考え, 正の表象 ϕ を持つテプリッツ作用素が有界であること, ϕ の平均函

数が有界であること, ϕ の Berezin 変換が有界であることが同値であることを示した. この

McDonald-Sundberg[13] の結果の調和ベルグマン空間版も Miao[14] によって示されている.

多調和ベルグマン空間においても平均函数, Berezin変換を用いて正テプリッツ作用素の有界

性を特徴付けることができた [23].

定理 6 (正の表象を持つテプリッツ作用素の有界性の特徴付け). ϕ を正かつ L1(B) を満たす
函数とし 1 < p < ∞ とする. そのとき次は同値である.

1. テプリッツ作用素 Tm,ϕ : bm,p(B) → bm,p(B) は有界作用素である.

2. Berezin変換 ϕ̃m,p は B 上の有界函数である.

3. 任意の 0 < δ < 1 に対して平均函数 ϕ̂δ は B 上の有界函数である.

補足. p = 1 のときはこの特徴付けが成り立つかどうかは不明である. p = 1のときは射影

Pm が有界でないためテプリッツ作用素が有界となるためには ϕf が相当良いクラスとなる必

要がある. p = 1のときは講演者の知る限りではベルグマン空間上のテプリッツ作用素におい

ても特徴付けは与えられていない.

4 おわりに

本稿では, 単位球上の多調和ベルグマン空間の性質, 多調和ベルグマン空間上の正テプリッ

ツ作用素の特徴付け問題を扱った. 調和ベルグマン空間の性質と何か違いが出ることを期待し

ていたが, 多調和ベルグマン核は次数 m に依らない評価を持つことがわかり, 結果としては調

和ベルグマン空間の理論のアナロジーの域を出ない内容となってしまった. 講演者の力不足の

ところもあり true-m-polyharmonic Bergman kernel R(m),α(x, x) の下からの評価は一般の

m に対しては明らかになっていない. しかし, m = 2 の場合のみは直接計算を行い, やはり調

和ベルグマン核と同様の評価が得られた [24]. そのため, この方向では性質に違いの出る空間

の例は得られないと予想される.

*5 正確には平均函数を考える際には Eδ(x) の代わりに双曲距離に関する円での平均を用いて定義する. 定義 (7)

は双曲距離を別の形で表現しようとした定義である.
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また, 本稿では函数の定義域を単位球に限った. 単位球上の函数は級数展開の観点からと

ても扱いやすいがベルグマン空間の研究としては他の領域上でも多くの研究がなされてい

る. 講演者の勉強不足故標準的な教科書, 論文として文献をあげることはできないが例えば

Krantz[11] をあげておく. Kerzman[12] は境界が滑らかな有界領域上のベルグマン空間にお

いて射影をグリーン作用素と ∂̄ 作用素を用いて表し, 偏微分方程式の理論からベルグマン核の

評価を導いている. この方法とほぼパラレルな議論によって Kang-Koo[10] は境界が滑らかな

有界領域における調和ベルグマン核の評価を与えている. 同様の議論から導かれるかは不明で

あるが, 境界が滑らかな有界領域上の多調和ベルグマン核の評価は今後の課題である.
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概均質ベクトル空間の正則性と
次数付きLie代数の構造

佐々野 詠淑 (九州大学マス・フォア・インダストリ研究所)

Abstract

本稿では, 有限次元代数群とその表現, 有限次元簡約可能 Lie代数とその表現, および次数付き
Lie代数を主な考察対象とする. これらの対象の間の橋渡しをするのが標準的な五つ組, あるいは
H.Rubenthalerによる fundamental tripletであり, 有限次元簡約可能 Lie代数およびその表現を,

次数付き Lie代数の構造に埋め込むすることができる. これは, H.Rubenthalerによる放物型概均
質ベクトル空間理論の拡張である. 有限次元簡約可能代数群の表現に関する問題は次数付き Lie代
数の構造論に帰着されるのだが, 本稿ではこのことを一般的な枠組みで解説したのち, 特別な場合
として (簡約可能) 概均質ベクトル空間論に応用する. そして, 概均質ベクトル空間の相対不変式及
び正則性などの性質に着目し, これらを次数付き Lie代数の言葉で記述する.

導入

0.1 研究の背景と動機

概均質ベクトル空間（prehomogeneous vector space, 以下 PV）とは, ある連結な代数群 Gとその
(有理) 表現 (π, V )からなる三つ組 (G, π, V )であって, 表現空間 V の中に Zariski位相で稠密な軌道
π(G)v ⊂ V , π(G)v = V が存在することを言う. 特に, Gが簡約可能代数群であるとき, PV (G, π, V )
は簡約可能 PVであるという. PVの概念はゼータ関数を構成するために佐藤幹夫によって導入され,
現在までに様々な興味深い空間や結果が報告されている. 例えば, Riemannのゼータ関数は最も簡単
な PV (GL1,Λ1, C1) (Λ1 は自然表現) から構成できるし ([3, p.229, 例 1]), Epsteinのゼータ関数は
(GL1 × SOn, Λ1, Cn) という PVから構成できる ([3, p.230, 例 2]). 今挙げた二つの例は PV理論の
発見以前から知られていたゼータ関数の例であるが, PV理論を使うと, 代数群の表現を用いて既知
または未知のゼータ関数を “発見”することができる.

PVのクラスの特別な場合として, 放物型 PVと呼ばれる部分クラスがある. E.B.Vinbergは次数
づけられた有限次元半単純 Lie代数の local partから自然に誘導される簡約可能代数群とその表現を
考察し, これが常に PVとなることを証明した. 後に, H.Rubenthalerが E.B.Vinbergの方法で得ら
れる PVを放物型 PVと名付け, 研究し, 完全な分類を与えた. すなわち, Lie代数論を用いて系統的
に “発見”できる PVのクラスであり, ひいてはゼータ関数を系統的に “発見”できる方法を与えてい
る. 放物型 PVは有限次元 Lie代数の構造に “埋め込む”ことができるため, Lie代数の豊かな理論を
援用して系統的に分析することができる. 放物型 PV理論については本文中で要点をかいつまんで説
明している.
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このようなメリットがあって扱いやすい放物型 PV理論だが, PV全体のクラスの中で見るとほん
のわずかな例外的な部分クラスに過ぎないという弱点がある. H.Rubenthalerによる放物型 PVの完
全な分類は優れた研究結果だが, 同時に残念な結果でもある. 自然な問題意識として, 何とかして放
物型 PVの理論を拡張できないだろうか, という疑問が思い浮かぶ.
本稿のテーマはこの疑問に答えることである. 放物型 PV理論の拡張とは, 一般の簡約可能 PVに

対し, これを次数付き Lie代数に “埋め込む”ことで PVの構造論を次数付き Lie代数の構造論に帰着
させることだと位置づける. まず, 一般に (概均質性に関係なく) 簡約可能 Lie代数およびその表現が
何らかの次数付き Lie代数の構造に “埋め込む”ことができることを説明する. そのために必要にな
るのが次節から始まる標準的な五つ組の概念である.

• 本稿では特に断らない限り, 全ての objectは複素数体 C上で定義されているものとする.

1 標準的な五つ組とそれに付随する次数付きLie代数

1.1 標準的な五つ組１（構造の存在）

まず, 最初に標準的な五つ組の定義と基本的な結果について紹介する.

定義 1.1 ([7, Definitions 2.1, 2.2]). gを（有限または無限次元の）Lie代数, (ρ, V )を gの（有限ま
たは無限次元）加群とする. また, ((%,V), 〈·, ·〉)を gの（有限または無限次元）加群と双線形形式
〈·, ·〉 : V × V → Cの組とする. 最後に, B : g× g → Cを g上の双線形形式で非退化かつ不変なも
のとする. ただし, Lie代数上の双一次形式が不変であるとは, B([a, b], c) = B(a, [b, c])がすべての
a, b, c ∈ gについて成り立つことを意味するものとする. 五つ組 (g, ρ, V,V, B)が以下の条件を満たす
とき, これは標準的な五つ組 (standard pentad)であるという：

• 写像 Φρ : V ⊗ V → gで, 等式

B(a, Φρ(v ⊗ φ)) = 〈ρ(a ⊗ v), φ〉 = 〈v, %(a ⊗ φ)〉 (1.1)

がすべての a ∈ g, v ∈ V , φ ∈ V について成り立つものが存在する.

また, 式 (1.1) で定義される写像を Φ-写像と呼ぶことにする.

注意 1.2. 論文 [7]では標準的な五つ組の定義として

• 双線形写像 〈·, ·〉 : V × V → Cが非退化である

という条件も併せて仮定していた. しかし, この条件は次数付き Lie代数の構成 (後述する定理 1.4)
とは関係なく, 概均質ベクトル空間論への応用にて必要になる仮定である. 本稿ではこの点を強調す
るために, あえて標準的な五つ組の定義から上記仮定を削除する.

標準的な五つ組の定義において, 各 objects g, V,V は有限次元でも無限次元でもよかった. もし,
gが有限次元であれば, どのような V,V, Bに対しても五つ組 (g, ρ, V,V, B)は標準的な五つ組となる
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([7, Lemma 2.3]). ただし, gが無限次元の場合はそうでないこともあるので注意が必要である (cf.
[7, Example 2.6]).
標準的な五つ組の例で重要な意味を持つのは, gが有限次元簡約可能 Lie代数の場合である. 任意

の有限次元簡約可能 Lie代数は非退化対称不変双一次形式を持つことが知られているため, 有限次元
簡約可能 Lie代数およびその表現は何らかの標準的な五つ組を構成する.

例 1.3. (1) : 五つ組 (gln,Λ1, Cn, Cn, Tr) (ただし, Λ1 は gln の縦ベクトル空間 Cn への自然表現,
〈v, φ〉 = tv · φ, Trは Tr(A,B) = Tr(AB)で定まる双一次形式) は以下の Φ-写像を持つ標準的
な五つ組である：

ΦΛ1(v ⊗ φ) = v · tφ.

(2) : 五つ組 (sln, Λ1 |sln , Cn, Cn,Tr |sln × sln)は以下の Φ-写像を持つ標準的な五つ組である：

ΦΛ1|sln
(v ⊗ φ) = v · tφ − 1

n
(tv · φ)En.

(3) : 五つ組 (son, Λ1 |son , Cn, Cn, Tr |son × son)は以下の Φ-写像を持つ標準的な五つ組である：

ΦΛ1|son
(v ⊗ φ) =

1
2

(
v · tφ − tφ · v

)
.

標準的な五つ組はそれぞれ以下の性質を持った固有の次数付き Lie代数を持つ. これが標準的な
五つ組を考察する “意味”である.

定理 1.4. 任意の標準的な五つ組 (g, ρ, V,V, B)に対し, 次数付きLie代数L(g, ρ, V,V, B) =
⊕

n∈Z Vn

で

V−1 ' V, V0 ' g, V1 ' V (as g ' V0-modules),

[v1, φ−1] = Φρ(v1 ⊗ φ−1) (v1 ∈ V1 ' V, φ−1 ∈ V−1 ' V)

となるものが存在する. すなわち, 標準的な五つ組を持ちうる g, ρ, V は何らかの次数付き Lie代数に
部分構造として “埋め込む”ことができる. また, B が対称な双一次形式であるという特別な場合に
おいては, B という構造も L(g, ρ, V,V, B)の構造に “埋め込む”ことができる. すなわち, B が対称
であるとき, L(g, ρ, V,V, B)上の非退化対称不変双一次形式 BL であって, BL の V0 × V0 ' g× gへ
の制限が B に等しいものが存在する.

未解決問題 1. 与えられた五つ組 (g, ρ, V,V, B)が標準的であるための条件を記述・分類できるか. ま
た, g, V が条件

• 五つ組 (g, ρ, V,V, B)が標準的であるような V, B が存在し, 〈·, ·〉 : V × V → Cは非退化である

を満たすのはどのような場合だろうか. この条件を満たす g, V の分析は次数付き Lie代数の構造論
に帰着できる.
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尚, H.Rubenthalerも著者と独立に標準的な五つ組と類似した fundamental tripletという概念を
発表している ([5, Definition 3.1.1]). 彼の fundamental tripletは

(1) : (簡約可能 Lie代数とは限らない) quadratic Lie algebra (g0, B0), ただし, 有限次元 Lie代数 g0

が非退化対称不変双一次形式 B0 を持つとき g0 は quadratic Lie algebraと呼ばれる,

(2) : g0 の有限次元表現 (ρ, V )

から成る triplet (g0, B0, (ρ, V ))を表す. そして, fundamental triplet (g0, B0, (ρ, V ))からこれを埋
め込むような次数付き Lie代数 gmin(Γ(g0, B0, ρ))が構成できる ([5, §3.3]). 標準的な五つ組理論と
fundamental triplet理論では次数つき Lie代数の構成法（証明法）が多少異なるくらいで本質的な
差異はない. いずれの構成法でも最終的に構成される次数付き Lie代数は同型である ([10, Theorem
1.3])：

L(g, ρ, V, Hom(V, C), B) ' gmin(Γ(g, B, ρ)).

標準的な五つ組では local part V−1 +V0 +V1 ' V + g+V の外側 V±2, V±3, . . .は数学的帰納法によっ
て構成されるが, fundamental tripletでは V.Kacの理論 [1, p.1276, Proposition 4]を用いて次数付
き Lie代数を構成する. 証明としての見通しが良いのは fundamental tripletの方だろう. 本稿では著
者による標準的な五つ組の記号や用語をベースに用いる.
定理 1.4 (または H.Rubenthaler, [5, §3.3]) によって任意の有限次元簡約可能 Lie代数とその表現

に対して, 次数付き Lie代数という “補助線”を引くことができた. この “補助線”から何が見えてく
るか, を以降で紹介する. だが, それを述べる前に, 定理 1.4を別視点から見てみよう. 表現論ではな
く, Lie代数の構造論の立場から見れば, 定理 1.4は小さい Lie代数とその表現を生成系とした新しい
Lie代数の構成法を提示している. この構成法と, Kac-Moody Lie代数論などの先行する Lie代数の
構成法とを比較してみよう.

1.2 標準的な五つ組とそれに付随するLie代数２（構造の分析と明示）

次数付き Lie代数 L(g, ρ, V,V, B)は勿論それ自身も Lie代数として何らかの表現を持つ. ここでは
L(g, ρ, V,V, B)の表現のうち, 非負整数, あるいは非正整数で次数付けされているものを考えよう.

定義 1.5 ([7, Theorems 3.14, 3.17]). 標準的な五つ組 (g, ρ, V,V, B)と gの表現 (π,U)に対し, 次数付
きLie代数L(g, ρ, V,V, B) =

⊕
n∈Z Vnとの表現で以下の条件を満たすものが存在し,これを (π̃+, Ũ+)

(resp. (π̃−, Ũ−)) と書くことにする :

• Ũ+ は Z≥0 で次数付けされ (resp. Z≤0), その 0次の componentは U に等しい :

Ũ+ =
⊕

m∈Z≥0

Ũ+
m, Ũ+

0 ' U0, π̃+(Vn)Ũ+
m ⊂

Ũ+
n+m (n + m ≥ 0)

{0} (n + m ≤ −1)(
resp. Ũ− =

⊕
m∈Z≤0

Ũ−
m, Ũ−

0 ' U0, π̃−(Vn)Ũ−
m ⊂

Ũ−
n+m (n + m ≤ 0)

{0} (n + m ≥ 1)

)
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• Ũ+ (resp. Ũ−) は V0, V1, Ũ
+
0 ' U0 (resp. V0, V−1, Ũ

−
0 ' U0) で生成される.

• Ũ+ (resp. Ũ−) は L(g, ρ, V,V, B)-加群として transitiveである. すなわち, π̃+(V−1)u+
m = 0

(m ≥ 1) (resp. π̃−(V1)u−
m = 0 (m ≤ −1)) であるとき u+

m = 0 (resp. u−
m = 0).

定理 1.6 ([7, Theorem 3.26]). 2つの標準的な五つ組 (g, ρ, V,V, B), (g, π, U,U , B)が与えられてい
るとする (Lie代数 gとその上の双一次形式 B が共通). B が対称な双一次形式であるとき, 以下の
(次数付けを無視した) Lie代数の同型関係式が成り立つ：

L(L(g, ρ, V,V, B), π̃+, Ũ+, Ũ−
, BL) ' L(g, ρ + π, V + U,V +U , B). (1.2)

この関係式 (1.2) を通じて, 標準的な五つ組から Lie代数を構成するという操作は “連鎖”してい
ると言える. そのため, 定理 1.6を chain ruleと呼んでいる.

未解決問題 2. 定理 1.6におけるBが対称という仮定はBLの存在を保証するために必要である. そ
のため, 式 (1.2)の左辺は Bが対称でないと意味を持たないが, 一方で, 右辺は Bが対称であるか否
かに関係なく意味を持つ. この点を踏まえて, 定理 1.6をBが対称でない場合にも拡張できないだろ
うか.

さて, 定理 1.6より, 標準的な五つ組に付随する Lie代数の構造を調べるには五つ組に含まれる Lie
代数をできるだけ簡単なものにしてよいことが分かる. 連鎖の “根本”である最も簡単な五つ組とは,
可換 Lie代数とその表現から成る五つ組である. これを次のように定式化しよう.

定義 1.7 ([8, Definitions 2.1, 2.2, 2.3, 2.4]). ２つの自然数 r, n ∈ N,３つの行列A = (aij) ∈ M(r, r),
D = (dij) ∈ M(r, n), Γ = (γiδij) ∈ M(n, n)をとる. ただし, Aは可逆行列であり, Γは可逆な対角
行列とする. 次に, 3つのベクトル空間 hr, CΓ

D, CΓ
−D を以下のように定義する：

• 基底 hr = Span{ε1, . . . εr}, CΓ
D = Span{e1, . . . , en}, CΓ

−D = Span{f1, . . . , fn}をとる. 特に,
dim hr = r, dim CΓ

D = dim CΓ
−D = nである.

• 空間 hr は r次元可換 Lie代数の構造を持つ.

• 可換 Lie代数 hr は表現 ¤r
D(εi)ej = dijej , ¤r

−D(εi)fj = −dijfj でそれぞれ CΓ
D, CΓ

−D に作用
する.

• 空間 CΓ
D と CΓ

−D は双一次形式 〈ek, fl〉 = γkδkl を通じて互いに双対 hr-加群となっている.

また, hr 上の非退化不変双一次形式 BA を

BA(c1ε1 + · · · + crεr, c
′
1ε1 + · · · + c′rεr) =

(
c1 · · · cr

)
· tA−1 ·


c′1
...
c′r


で定める. このとき, 五つ組 (hr, ¤r

D, CΓ
D, CΓ

−D, BA)を記号 P (r, n; A,D, Γ)で表し, この形の五つ組
を Cartan型の五つ組 (pentad of Cartan type) と呼ぶ.
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注意 1.8. 本稿における standard pentadの定義では pairing 〈·, ·〉 : CΓ
D ×CΓ

−D → Cの非退化性を仮
定していなかったが, pentad of Cartan typeではこれを仮定する (⇔ Γの可逆性).

定義 1.9 ([8, Definition 3.6]). Cartan型の五つ組 P (r, n; A,D, Γ)に対応する Lie代数を PC Lie代
数（Pentad of Cartan typeの頭文字から）と呼び, 記号 L(r, n; A,D, Γ)で表す.

PC Lie代数を考える “意味”は次の定理である.

定理 1.10 ([8, Theorem 3.27], [9, Theorems 2.1, 3.2]). 1. 任意の有限次元簡約可能 Lie代数は適
当な PC Lie代数として書くことができる. 任意に有限次元簡約可能 Lie代数 g = glk1 ⊕[g, g]を
とり, Xl を gの半単純部分 [g, g]の Cartan行列, ΓをX ′

l = Xl · Γが対称行列であるような対
角行列とする. このとき, Lie代数の (次数付けを無視した) 同型関係式

g ' L

(
k + l, l;

(
Ik O

O (X ′
l)

−1

)
,

(
O

Xl

)
, Γ

)

が成り立つ.

2. gが有限次元簡約可能 Lie代数, (ρ, V )が有限次元完全可約表現, Bが対称な双一次形式である
とき, 次数付き Lie代数は何らかの PC Lie代数と同型になる：

L(g, ρ, V, Hom(V, C), B) ' ∃L(r, n; A,D, Γ).

これは, 上の主張 1. と定理 1.6 から導くことができる. g, ρ, V,B から具体的なパラメータ
r, n;A, D, Γを指定することもできるが, 説明が煩雑になってしまうのでここでは深入りしない.
詳細は [8, Theorem 3.28]や [9, Example 3.6]を参照されたい.

3. PC Lie代数は contragredient Lie代数を使って記述することができる：

L(r, n;A,D, Γ) ' (G′(C) ⊕ Z) ⊕ ∆.

ここで, G′(C)は C = Γ · tD · A · Dを Cartan行列とする reduced contragredient Lie代数1で
あり, 以下が成り立つ.

dimZ = rankD − rankC, dim∆ = r − rankD,

[Z,L(r, n; A,D, Γ)] = 0, [L(r, n; A,D, Γ), L(r, n;A, D, Γ)] ⊂ G′(C) ⊕ Z,

∆は次数付き Lie代数 L(r, n; A,D, Γ)の各 componentに対角に作用する.

1(reduced) contragredient Lie 代数について一言で説明するならば, Kac-Moody Lie 代数の前身である. Cartan 行列
と呼ばれる勝手な（特に, “対角成分はすべて 2 である” のような条件を課されていない）正方行列から構成される Lie 代数
である. 特に, 正則な一般 Cartan 行列 A を持つ Kac-Moody Lie 代数（ここでは A は “対角成分はすべて 2 である” のよ
うな一般 Cartan 行列の条件を仮定されている）は同じく A を Cartan 行列とする contragredient Lie 代数と同型である.

さらに詳しい説明や構成法については V.Kac の 1968 年の論文 [1, Chapter 2] を参照されたい.
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すなわち, 有限次元簡約可能 Lie代数の表現論は PC Lie代数の構造論に帰着できる. また, PC
Lie代数が対称な双一次形式BAをもつとき（すなわち, Aが対称行列であるとき）, その “最低ウェ
イト表現”から再度標準的な五つ組の操作で構成できる Lie代数は, 再び PC Lie代数になっている.
この意味で, PC Lie代数のクラスは “最低または最高ウェイト表現論について閉じている”というこ
ともできるだろう. ただし, PC Lie代数の表現は常に最低または最高ウェイトを持つとは限らない.
例えば, 無限次元PC Lie代数の自分自身への adjoint表現は最低ウェイトも最高ウェイトも持たない.

未解決問題 3. PC Lie代数のクラスの中で “極大”なものは存在するだろうか. 無限個の PC Lie代
数が与えられたとき, これをすべて含むような “単一の”PC Lie代数は存在するだろうか. もし存在
するとしたら, 有限次元簡約可能 Lie代数の表現論や構造論は単一の Lie代数の構造分析に帰着でき
るのだろうか.

まとめ 1. (1) : 有限次元簡約可能 Lie代数およびその表現は何らかの次数付き Lie代数に埋め込む
ことができる.

(2) : 特に, 表現が有限次元かつ完全可約であるときには, その次数付き Lie代数は PC Lie代数に
なる.

(3) : 従って, 有限次元簡約可能 Lie代数およびその有限次元完全可約表現に関する問題は PC Lie代
数 (contragredient Lie代数) の構造論に帰着できる.

2 表現の概均質性と次数付きLie代数

2.1 “概均質性”の読み換え

以降では前節の結果を踏まえ, 表現論, 特に概均質ベクトル空間論 (PV) に関する性質を次数付き Lie
代数の構造でどのように記述すればよいか考えよう.
まず, 本稿で用いる “表現の概均質性”という言葉の意味について約束しておこう.

定義 2.1 (cf. [3, p.33]). 本稿では PVを次のように定義する. 連結代数群 Gの有限次元ベクトル空
間 V における (有理) 表現 π : G → GL(V )が与えられているとする. 三つ組 (G, π, V )が PVである
とは, V の中に Zariski位相で稠密な軌道が存在することを言う：

∃v ∈ V s.t. π(G)v = V.

命題 2.2 ([3, p.34, 命題 2.2]). 三つ組 (G, π, V )と点 v ∈ V について以下の条件はすべて同値である.

(1) : π(G)v = V , すなわち, (G, π, V )は π(G)v を稠密軌道とする PVである. このとき, v は生成
点であると言う.

(2) : π(G)vは V の Zariski開集合である.

(3) : dimGv = dim G − dimV , ただし, Gv = {g ∈ G ; π(g)v = v}. この Gv を生成的等方部分群
という.
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(4) : dimLie(Gv) = dimLie(G) − dimV , ただし, Gv の Lie 代数 Lie(Gv) は Lie(Gv) = {A ∈
Lie(G) ; dπ(A)v = 0}で与えられる. この Lie(Gv)を生成的等方部分 Lie代数という.

(5) : dπ(Lie(G))v = {dπ(A)v ; A ∈ Lie(G)} = V .

PVという言葉は “群”表現の特徴を指す言葉であるが, Lie代数の微分表現を使って特徴づける
こともできる. 以降では命題 2.2を踏まえ, Lie代数 gの表現 (ρ, V )が ρ(g)v = V となる v ∈ V を持
つとき, (g, ρ, V )は概均質性を持つ, ということにしよう.
定理 1.4を使えば, 簡約可能 Lie代数の表現は概均質性をもつどうかに関係なく次数付き Lie代数

の構造に埋め込むことができる. 表現の概均質性という性質が次数付き Lie代数の構造でどのように
記述できるかを考えよう.

定理 2.3 ([6, Theorem 2.4]). Gを連結な簡約可能代数群, (π, V )をGの有限次元表現とする. Lie(G)
を Gの Lie代数, (dπ, V )を (π, V )の微分表現とする. このとき, (G, π, V )が概均質ベクトル空間
(PV) である (⇔ (Lie(G), dπ, V )が概均質性をもつ) ための必要かつ十分な条件は, 任意の双一次形
式 B に対し,

L(Lie(G), dπ, V, Hom(V, C), B) =
⊕
n∈Z

Vn

が次の条件を満たす x ∈ V1 を持つことである：

• ad x : V−1 → V0 は線形写像として単射である.

すなわち, 簡約可能概均質ベクトル空間とは, (PC) Lie代数の部分クラスで, ある Lie代数的な性
質をもつものと同一視できる. ここで, V = Hom(V, C)と取っている, すなわち, 〈·, ·〉 : V ×V → Cが
非退化であることを要求していることに注意されたい.

略証. (必要性：PV ⇒ ad x の単射). (G, π, V ) が x ∈ V ' V1 を生成点とする PV であるとき,
ad x : V−1 → V0 は単射である. 実際, (ad x)(y) = [x, y] = 0となる 0 6= y ∈ V−1 が存在したとすると

〈dπ(Lie(G))x, y〉 = B(dπ(Lie(G)), [x, y]) = 0

が成り立つ. ここで, 〈·, ·〉 : V × Hom(V, C) → Cが非退化であるから, dπ(Lie(G))x ( V でなければ
ならない. これは xが生成点であることに矛盾する.

(十分性：adxの単射⇒ PV). 今の議論を逆からたどればよい.

注意 2.4. 三つ組 (G, π, V )あるいは (Lie(G), dπ, V )が PVであるためには

dimG = dimLie(G) > dim V

でなければならない. そうでなければ dimGv = dimG − dimV < 0となる v ∈ V など存在し得な
い. また, adx : V−1 ' Hom(V, C) → V0 ' Lie(G)は単射になり得ない.
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特別な例として, (GLn ×G, Λ1 ⊗π, Cn ⊗V )という形の三つ組を考えよう. ただし, Λ1はGLnの
自然表現である. 群 GLn の自然表現とその Lie代数 gln = Lie(GLn)における微分表現 (例 1.3) を
どちらも記号 Λ1 で書いているが, 文脈で判断していただきたい.

命題 2.5 ([6, Lemma 2.7]). Gを連結な簡約可能代数群, (π, V )をGの有限次元表現とする. 三つ組
(GLn × G, Λ1 ⊗ π, Cn ⊗V )が PVであるための必要かつ十分な条件は, Lie(G)上の任意の非退化不
変双一次形式 B に対して, 次数付き Lie代数 L(Lie(G), dπ, V, Hom(V, C), B) =

⊕
n∈Z Vn が

S(v1,...,vn) ={(φ1, . . . , φn) ∈ (V−1)n | 〈vk, φl〉 = 0 (∀k, l),
n∑

k=1

[vk, φk] = 0}

={(φ1, . . . , φn) ∈ (V−1)n | 〈vk, φl〉 = 0 (∀k, l),
n∑

k=1

Φdπ(vk ⊗ φk) = 0} = 0

となる v1, . . . , vn ∈ V1 ' V を持つことである.

略証. 五つ組 (gln + Lie(G),Λ1 ⊗ dπ, Cn ⊗V, Cn ⊗Hom(V, C), Tr+B) の Φ-写像 ΦΛ1⊗dπ は五つ組
(Lie(G), dπ, V, Hom(V, Cn), B)の Φ-写像 Φdπ を使って

ΦΛ1⊗dπ

((∑
k

ek ⊗ vk

)
⊗

(∑
l

el ⊗ φl

))
=

∑
k,l

(〈vk, φl〉Ekl, δklΦdπ(vk ⊗ φl))

とかける. これを定理 2.3に適用すればよい.

これを応用すると, 三つ組 (GLn × G, Λ1 ⊗ π, Cn ⊗V ) (dimV > n) の概均質性は (GLdim V −n ×
G, Λ1 ⊗ π∗, Cdim V −n ⊗V ∗) ((π∗, V ∗)は (π, V )の dual表現) のそれと一致するという, 裏返し変換
([3, p.284, 定理 7.3]) の別証明が（Gが簡約可能代数群であるという場合に限り）得られる. 詳しく
は [6]を参照されたい.

未解決問題 4. 裏返し変換の他に “概均質性の同値条件”を発見することができるか.

2.2 概均質性を表す “関数”

表現の概均質性という 代数幾何学的な性質は, 線形写像 adx : V−1 → V0の単射性という 線形代数の
性質で記述できることを述べた. 本節ではこれを踏まえ, 概均質性を表す “関数”を考えよう.

命題 2.6. 自然数n, m1, . . . ,mrをn > mi (i = 1, . . . , r)となるようにとる. また, m := m1+· · ·+mr

とおき, m > nも仮定する2. 三つ組

(G, π, V ) = (GLn × (GLm1 × · · · × GLmr ),Λ1 ⊗ (Λ1 ¢ · · · ¢ Λ1), Cn ⊗ (Cm1 + · · · + Cmr )),
(2.1)

π(g, h1, . . . , hr)(X1, . . . , Xr) = (gX1
th1, . . . , gXr

thr) (2.2)

2n, m1, . . . , mr, m の大小関係の仮定は自明な PV ([3, p.281, 命題 7.1]) を避けるための仮定である
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を考える. ただし, Cn ⊗Cmi は n × mi 行列全体のなすのベクトル空間M(n,mi)と同一視してい
る. このとき, 三つ組 (2.1) が PVであるための必要かつ十分な条件は下記の形の行列U ∈ M(n(n+
m), nm, C)で, フルランク（rank nm）なものが存在することである:

U =



U1 0 · · · 0

0 U2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Ur

W1,1 W1,2 · · · W1,r

W2,1 W2,2 · · · W2,r

...
...

. . .
...

Wn,1 Wn,2 · · · Wn,r


∈ M(n(m + n), nm, C) (2.3)

ただし,

Uj :=


u1,j

tu1,j · · · un,j
tu1,j

...
. . .

...
u1,j

tun,j · · · un,j
tun,j

 ∈ M(nmj , nmj , C), (2.4)

Wi,j :=


tui,j 0 · · · 0

0 tui,j
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 tui,j

 ∈ M(n, nmj , C), (2.5)

ui,j ∈ Cmj = M(mj , 1, C) (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r). (2.6)

略証. (十分性：フルランク⇒概均質性) 式 (2.3)で定義されたフルランクの行列 U が存在するとす
る. ここで, ui = (ui,1, . . . , ui,r)とおくと, S(u1,...,un) = {(0, . . . , 0)}であり, 従って, 三つ組 (2.1)
は PVである. このことを証明しよう. 任意に元 (ψ1, . . . , ψn) ∈ S(u1,...,un), ψi = (ψi,1, . . . , ψi,r),
ψi,j ∈ Cmj をとる. このとき,

n∑
i=1

ΦΛ1�···�Λ1

(
ui ⊗ ψi

)
=

( n∑
i=1

ui,1
tψi,1, . . . ,

n∑
i=1

ui,r
tψi,r

)
= (0, . . . , 0)

が成り立つので, 任意の 1 ≤ k ≤ nおよび 1 ≤ l ≤ rに対して

( n∑
i=1

ui,l
tψi,l

)
uk,l =

n∑
i=1

ui,l
tuk,lψi,l = 0
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が成立する. 従って, 任意の 1 ≤ k, k′ ≤ nおよび 1 ≤ l ≤ rに対して以下の連立方程式が成り立つ:
∑

1≤i≤n

ui,l
tuk,lψi,l = 0,∑

1≤j≤r

tuk,jψk′,j = 0.
(2.7)

これを行列の形で書くと,

U1 0 · · · 0

0 U2

...
...

. . . 0
0 · · · 0 Ur

W1,1 W1,2 · · · W1,r

W2,1 W2,2 · · · W2,r

...
...

. . .
...

Wn,1 Wn,2 · · · Wn,r





ψ1,1

...
ψn,1

...
ψ1,r

...
ψn,r


= U



ψ1,1

...
ψn,1

...
ψ1,r

...
ψn,r


= 0. (2.8)

従って, U がフルランクであることから (ψ1, . . . , ψn) = (0, . . . , 0).
(必要性：概均質性⇒フルランク)
証明のスケッチとしては, 今の議論を逆からたどればよい. ただし, 厳密な証明のためには仮定

n > mi を使う.

命題 2.7. 式 (2.3)で定義される U を, 変数を成分とする行列と考える. このとき, U の nm次小行
列式として得られる “関数”のうちに 0でないものが存在することが, 三つ組 (2.1)が PVであるた
めの必要かつ十分な条件である.

例 2.8. 三つ組 (2.1)で特に, n = 2, m1 = m2 = m3 = m4 = 1の場合を考えよう. すなわち,

(G, π, V )

=(GL2 × (GL1 × GL1 × GL1 × GL1), Λ1 ⊗ (Λ1 + Λ1 + Λ1 + Λ1), C2 ⊗(C1 + C1 + C1 + C1))

である. この三つ組は

(GL4
1 × SL2,Λ1 + Λ1 + Λ1 + Λ1, C2 + C2 + C2 + C2) (2.9)

という三つ組と同型である (三つ組の同型については [3, p.310, 定義 7.39]を参照). 三つ組 (2.9) は

(群の次元) = dim(GL4
1 × SL2) = 7 < 8 = (空間の次元)
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なので PVではないが, これに対応する行列を計算すると

U =



x2
1 x1x2 0 0 0 0 0 0

x1x2 x2
2 0 0 0 0 0 0

0 0 y2
1 y1y2 0 0 0 0

0 0 y1y2 y2
2 0 0 0 0

0 0 0 0 z2
1 z1z2 0 0

0 0 0 0 z1z2 z2
2 0 0

0 0 0 0 0 0 w2
1 w1w2

0 0 0 0 0 0 w1w2 w2
2

x1 0 y1 0 z1 0 w1 0
0 x1 0 y1 0 z1 0 w1

x2 0 y2 0 z2 0 w2 0
0 x2 0 y2 0 z2 0 w2


であり, そのランクはどんな xi, yi, zi, wi に対しても 7以下であることがわかる.

三つ組 (2.1)は quiverの理論とも深くかかわっている. ここでは quiverについての詳しい説明は
省略する. 特に, r = 1, 2, 3のときはそれぞれA2, A3, D4型の quiverから自然に構成される三つ組で,
どんな n,m1, . . . ,mr に対しても PVになることが知られている (Gabrielの定理). しかし, r ≥ 4と
なると, 上で挙げた例 2.8のように PVでない三つ組が存在する.

未解決問題 5. 三つ組 (2.1) が PVであるための n,m1, . . . ,mr の条件を求めよ. あるいは, U の小
行列式の “係数”を n,m1, . . . ,mr を使って明示できるか.

未解決問題 6. 上記の (2.1) に限らず, 何らかのパターンの三つ組で, その概均質性の十分条件, また
は必要十分条件を明示できるようなものが存在しないだろうか. もし, そのような三つ組のパターン
を発見できたなら, 系統的に PVを “発見”できる.

まとめ 2. 表現の概均質性を Lie代数の表現論に関する性質と読み換えることによって, 簡約可能 PV
は次数付き (PC) Lie代数の, adjoint表現 (bracket積) の “単射性”という構造的特徴を持った部分
クラスと見做すことができる. そのため, 簡約可能 PVの “発見”問題は抽象的には Lie代数, 線形代
数あるいは多項式の問題に帰着できるが, 未だその解決に至っていない.

3 PVの正則性と次数付きLie代数

PVの性質と次数付き Lie代数の構造との関係について考察しよう. まずは, 先行する放物型 PVの
理論について復習しておこう.

3.1 放物型PV理論 (H.Rubenthaler)

放物型 PV理論（H.Rubenthaler）では, 次数付き有限次元半単純 Lie代数の構造によって PVの性
質を記述することができた. 詳細は [4]等を参照されたい.
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任意に有限次元半単純 Lie代数 gをとり, hを gの一つの Cartan部分代数とする. Rを (g, h)に
関する root系, ψを Rの基本系の一つとする. ψの部分集合 θに対して元Hθ ∈ hを

α(Hθ) =

0 (α ∈ θ)

2 (α ∈ ψ \ θ)

で定め, gの次数付けを

g =
⊕
n∈Z

dn(θ), dn(θ) = {X ∈ g | [Hθ, X] = 2nX} (3.1)

で定める. また, Hθ を次数付け (3.1) に対する grading elementと呼ぶ ([4, p.193]).
第 0次の component d0(θ)は自然に gの部分 Lie代数の構造を持ち, 簡約可能 Lie代数になる. こ

れを記号 d0(θ) = lθで置き換え, lθに対応するG = Ad(g)の部分群をLθとおく. すると, Lθは簡約可
能代数群であり, 各 dn(θ)に自然に作用する. このとき, (Lθ, d1(θ))は E.B.Vinbergの結果により PV
となるが, こうして得られる PVを放物型PV (PV of parabolic type) と呼ぶ ([4, THEOREME
II.2.1.]). 放物型 PVは表現空間 d1(θ)を有限個の Lθ-軌道に分解する.
放物型 PVは gの Dynkin図形に “重み”をつけることで記述できる. gの Dynkin図形の各頂点

(ψの元と 1対 1に対応する) が ψ \ θに含まれればこれを〇で囲み (circled root), θに含まれれば何
もしない. こうしてDynkin図形の頂点たちを 2つのグループに分けることで放物型 PVを指定する.
放物型 PVの表現空間 d1(θ)は ](ψ \ θ)個の既約成分に分解することができる. 特に, ](ψ \ θ) =

(circled rootの個数) = 1であれば, 放物型 PV(Lθ, d1(θ))は既約 PVである. また, 簡約可能代数群
Lθ の中心は ](ψ \ θ) = (d1(θ)の既約成分の個数)に等しい次元を持ち, d1(θ)の各既約成分に過不足
なくスカラー倍として作用する.

定理 3.1 ([4, COROLLAIRE. II. 2.15.]). 放物型 PV (Lθ, d1(θ)) が既約であったと仮定する (⇔ 簡
約可能代数群 Lθ の中心 (スカラー) が 1次元). このとき, 以下の 3条件は同値である.

(1) : 放物型 PV (Lθ, d1(θ)) が正則 (後述) である.

(2) : 放物型 PV (Lθ, d1(θ)) が非自明な相対不変式 (後述) を持つ.

(3) : grading element Hθ に対して (Y,Hθ, X)が sl2-triplet, つまり C Y + C Hθ + C X ' sl2 とな
る Y ∈ d−1(θ), X ∈ d1(θ)が存在する.

すなわち, 放物型 PVの正則性という PV論領域の性質は, 有限次元半単純 Lie代数の sl2部分 Lie
代数という Lie代数領域の知見で記述できるのである. 実際, H.Rubenthalerは E.B.Dynkinによる
有限次元半単純 Lie代数の中の sl2 の分類表 (E.B.Dynkin, 1957) を活用して正則な既約放物型 PV
の分類を与えている. もちろん, Dynkinはこの分類を PV理論と無関係な問題意識から研究してい
る3.

3尚, 佐藤幹夫によって PV の理論が発見されるのは 1960 年代はじめごろである.

- 76 -



3.2 放物型とは限らないPVの正則性と次数付きLie代数

本節では放物型とは限らない PVに対して定理 3.1の拡張を考えよう. 概均質とは限らない, もちろ
ん放物型 PVとも限らない, 任意の簡約可能代数群の表現は, 微分表現を通じて次数付き (PC) Lie代
数に埋め込むことができるのであった. この次数付き Lie代数の構造と相対不変式及び PVの正則性
との関係について考察しよう. その前に, 相対不変式と正則 PVの定義を約束しておこう.

定義 3.2 ([5, Definition 4.2.1]). 連結な代数群 Gとその (概均質とは限らない) 表現 (π, V )をとる.
元X を通る G-軌道 OX = π(G)X に対してその閉包 OX は既約 affine多様体である. OX 上の有理
関数 R ∈ C(OX)が相対不変式であるとは, G上の有理指標 χ : G → Cが存在して

R(π(g)x) = χ(g)R(x)

が任意の g ∈ G, x ∈ OX に対して成立することを言う.

定義 3.3 ([11, p.119]). 三つ組 (G, π, V )を PVとし, 生成点として x ∈ V を持つとする. Gx を x

における生成的等方部分群, g1 を Lie(Gx)と [Lie(G),Lie(G)]で生成される Lie(G)の部分 Lie代数
とする. 集合 X1 を X1 = {ω ∈ Hom(g, C) ; ω |g1= 0} で定める. このとき, (G, π, V )が擬正則
(quasi-regular) であるとは, ω ∈ X1 と有理写像 ϕω : ρ(G)x → Hom(V, C)で

ϕω(π(g)x′) = π∗(g)ϕω(x′), (3.2)

〈dπ(A)x′, ϕω(x′)〉 = ω(A) (3.3)

を満たすものが存在し, ϕω の像が Zariski位相で稠密なことをいう：

ϕω(π(G)x) = Hom(V, C). (3.4)

特に, ωが何らかの相対不変式に対応する Gの指標 χの微分としてとれるとき (ω = dχ), (G, π, V )
は正則 (regular) であるという. 正則な PVは常に擬正則であるが, 代数群 Gが簡約可能代数群であ
るとき, 擬正則性と正則性は同値になる ([11, Proposition 1.3]).

簡約可能 PVの正則 (擬正則) 性については [3, p.44, 定義 2.14, p.61, 定理 2.28]も参照されたい.

定理 3.4 ([5, Theorem 4.2.3]). G0 を連結な代数群とし, (π, V )をその有限次元表現とする. Lie代
数 Lie(G0)は中心が 1次元の簡約可能 Lie代数 g0 = Lie(G0) = C H + [Lie(G0), Lie(G0)]であり, H

は dπ で V 全体にスカラー倍として作用するとする. このとき, X ∈ V について以下の 4条件は同
値である.

(1) : X 6∈ dπ([g0, g0])X,

(2) : 軌道 π([G0, G0])X は non-conicalである,

(3) : 軌道 π(G0)X 上に非自明な相対不変式が存在する,

(4) : X は (Y,H,X)が sl2-tripletとなるような Y ∈ gmin(Γ(g0, B0, dπ))をもつ.
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ここでは, 軌道 (既約 affine多様体) OX が稠密であることを要求していない点に注目していただ
きたい. H.Rubenthalerの定理 3.4は PV理論だけを対象とするものではない.
では, 考察の対象を PVに限り, 相対不変式の性質で定義される PVの正則性は次数付き Lie代数

の言葉でどのように記述できるだろうか. その問いに対する答えが以下の定理である.

定理 3.5 ([10, Theorem 2.6]). 連結な簡約可能代数群およびその表現からなる三つ組 (G, π, V )をと
る. 簡約可能 Lie代数 Lie(G)の中心 Z(Lie(G))は 1次元であり, 空間 V にスカラー倍として作用す
るとする：

∃H ∈ Z(Lie(G)) s.t. Lie(G) = C H + [Lie(G),Lie(G)], dπ(H)x = 2x (∀x ∈ V )

このとき, (G, π, V )が PVであり, かつ正則 (⇔ 擬正則) であるための必要かつ十分な条件は, 任意
の非退化不変双一次形式 B に対して次数付き Lie代数 L(Lie(G), dπ, V, Hom(V, C), B) =

⊕
n∈Z Vn

が以下の 3条件を同時に満たすX ∈ V1 と Y ∈ V−1 を持つことである.

1. (Y,H,X)は sl2-tripletである. すなわち, Y,H,Xで生成されるL(Lie(G), dπ, V, Hom(V, C), B)
の部分 Lie代数は sl2 に同型である.

2. (Y,H,X)が sl2-tripletとなるような Y は X,H に対してただ一つに定まる. すなわち, C η +

C H + C X ' sl2 ならば η = Y .

3. (Y,H,X)が sl2-tripletとなるような X は Y,H に対してただ一つに定まる. すなわち, C Y +

C H + C ξ ' sl2 ならば ξ = X.

解説. ここでは証明のアイディアだけを簡単にまとめて紹介する. 厳密な証明の流れについては原論
文 [10, Theorem 2.6]を参照されたい.
三つ組が正則 PVであるかどうかは

(1) : 稠密な軌道 OX = π(G)X,

(2) : V = V1 の中の軌道 OX 上の相対不変式 R ↔ χの存在,

(3) : Hom(V, C) = V−1 の中の軌道 ϕdχ(OX)の稠密性

の 3点で評価される. ここで Y = ϕdχ(X)とおけば, 順番に

(1) : ↔ ad X : V−1 → V0 の単射性 ↔ (H,X)に対する Y の一意性,

(2) : ↔ (Y,H,X)が sl2-tripletになる (定理 3.4),

(3) : ↔ ad Y : V1 → V0 の単射性 ↔ (H,Y )に対するX の一意性

と対応する. これを整理してまとめたのが 定理 3.5である.
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ここで既約放物型 PVに対しては, 正則性は相対不変式の存在と同値であったことを思い出して
頂きたい. しかし, 非放物型の PVには定数でない相対不変式を持ちながら, 正則でない空間の例が
存在する. 例えば, 既約 PV

(G, π, V ) = (GL1 × Spn × SO3, Λ1 ⊗ Λ1 ⊗ Λ1, C1 ⊗C2n ⊗C3) (n ≥ 2)

は定数でない相対不変式を持つが, 正則ではない ([3, p.97, 例 2.30]). この PVは定理 3.5の仮定を満
たし, 対応する Lie代数 L(Lie(G), dπ, V, Hom(V, C), B)は条件 1. (sl2-triplet (Y,H,X)の存在) を
満たす. このとき, X が条件 2. (Y の一意性) を満たすようにとることができるが, こうして選んだ
Y は同時に条件 3. (X の一意性) を満たすことはできない ([10, Example 2.8]).

注意 3.6. 放物型 PV理論においては, 代数群 G = Lθ のスカラーの個数 (Gの中心の次元) は表現
空間 V = d1(θ)の既約成分の個数に支配されていた. しかし, 同理論が拡張された今では, もはや G

のスカラーと V の既約成分の個数は無関係にとることができる. 定理 3.5では表現空間が既約である
とは限らない, (代数的に独立な) 相対不変式が 1本だけ存在するような PVを想定している.

未解決問題 7. 定理 3.5において Gのスカラーが 1次元であるという仮定は X,ϕdχ(X)を含む (に
よって生成される) Lie代数が sl2という扱いやすい構造になるために必要である. これを拡張し, ス
カラーが 2次元以上の場合にも定理 3.5の類似を得られないだろうか.

未解決問題 8. 定理 3.5では次数付き Lie代数を使って相対不変式の “存在”だけを抽象的に記述で
きるのみである. さらにここから踏み込んで相対不変式の b-関数 ([3, p.319]) などの性質を次数付き
Lie代数で記述することはできないだろうか.

まとめ 3. 中心が 1次元であるような簡約可能代数群が作用する軌道上の相対不変式の存在は, 次数
付き (PC) Lie代数の sl2-triplet (sl2-部分 Lie代数) と対応している (H.Rubenthaler). これは, 先行
する放物型 PV理論の結果の拡張である. そして, PVの正則性 (相対不変式の性質で特徴づけられ
る) は sl2-tripletに関するある種の “一意性”で記述できる. だが, 未解決の問題も多く残されている.

4 最後に

標準的な五つ組理論に関する展望を述べて本稿を終わりにしよう.
標準的な五つ組理論, fundamental triplet理論のいずれも作用する Lie代数上の非退化不変双一

次形式を媒介とし, これから大きな次数付き Lie代数を構成するものである. その意味で, 双一次形
式の存在が最も重要な前提になっているのだが, このような双一次形式は Lie代数だけでなく, Lie“
超”代数の一部も持っている (cf. [2, Propositions 4.1, 4.2, 4.3, 4.5]).

未解決問題 9. 本稿で紹介した内容を Lie超代数分野に拡張できるか.
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直交群の Weingarten calculus と

Weingartenグラフ

松本 詔

鹿児島大学大学院 理工学研究科

1 序

Weingarten calculus とは, コンパクト Lie 群 G から定まる Haar ランダム行列 X =

(xij)1≤i,j≤N に対して, 行列成分の混合モーメント

E[xi1j1xi2j2 · · ·xinjn ]

を計算する手法のことである. 言い換えると, G 上の Haar 確率測度 dg と座標関数

G ∈ g 7→ gij ∈ C (1 ≤ i, j ≤ N) に対し,∫
G

gi1j1gi2j2 · · · ginjn dg

の形の積分を計算することである. Weingarten calculus の名前は 1978年の Don Wein-

garten の先駆的研究 [12]に由来し, Collins [1]によって命名された. 以降の発展について

は, 例えば論文 [2–4,6, 7] や, 拙著の日本語文献 [8–11]を参照されたい.

本講演の目的は, 実直交群

O(N) = {g ∈ GL(N,R) | ggT = IN}

における Weingarten calculus の概要を解説することである. 実は, 直交群 O(N)よりも

ユニタリ群 U(N) = {g ∈ GL(N,C) | gg∗ = IN}の方が易しく, 解説しやすいのだが, 本

研究会は「実函数論・函数解析学合同シンポジウム」なので複素ではなく実の場合を扱う

ことにした.

本研究は JSPS科研費 17K05281 の助成を受けたものである.

2018年度（第 57回）実函数論・函数解析学合同シンポジウム, 平成 30年 9月 3日～5日.

1
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2 Wick calculus

Weingarten calculus は Wick calculus の類似と見なせる. ここでは [13]にしたがって

Wick calculus を復習する. この節の内容は直接 Weigarten calculus に必要なわけでは

ないが, 理解の助けになるだろう.

2.1 正規分布

Σ = (σij)1≤i,j≤N を N 次の正定値実対称行列とする. 平均 0 で共分散行列が Σ で

与えられる n 次元正規分布 N(0,Σ) を考える. このとき N 次元の確率変数 X(N) =

(X1, X2, . . . , XN ) ∼ N(0,Σ)の同時密度関数は

(2π)−N/2(detΣ)−1/2 exp

(
−1

2
⟨x,Σ−1x⟩

)
, x ∈ RN ,

で与えられる. ただし ⟨·, ·⟩は RN の標準内積.

Question 1. i1, . . . , im ∈ {1, 2, . . . , N} が与えられているとする. 混合モーメント

E[Xi1Xi2 · · ·Xim ]をどうやって計算するか？　例えば, E[X1X2X
2
3 ] =?

2.2 Wickの公式

Wickの公式は Question 1の答えを与える. まずペアリング (pairing, perfect match-

ing) を用意しよう. 集合 {1, 2, . . . , 2n}上のペアリングとは, {1, 2, . . . , 2n}の 2点集合へ

の分割であり,
p = {{p1, p2}, {p3, p4}, . . . , {p2n−1, p2n}}

もしくは省略して

(2.1) p = {p1, p2}{p3, p4} · · · {p2n−1, p2n}

と表す.

定義 2.1. 集合 {1, 2, . . . , 2n}上のペアリング全体をM2n で表す.

例えばM4 は

{1, 2}{3, 4}, {1, 3}{2, 4}, {1, 4}{2, 3}

2
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の 3つから構成される. ここで, 例えば {1, 3}{2, 4}は {2, 4}{3, 1}と書いても同じものを
表すことに注意せよ. 一般に |M2n| = (2n− 1)!! =

∏n
i=1(2i− 1)である.

命題 2.2 (Wick の公式 [13]). m が奇数ならば E[Xi1Xi2 · · ·Xim ] = 0 である. また

m = 2nのとき

E[Xi1Xi2 · · ·Xi2n ] =
∑

p∈M2n

E[Xip1
Xip2

]E[Xip3
Xip4

] · · ·E[Xip2n−1
Xip2n

]

となる.

例 2.3.

E[X1X2X3X4] = E[X1X2]E[X3X4] + E[X1X3]E[X2X4] + E[X1X4]E[X2X3].

X3 = X4 として,

E[X1X2X
2
3 ] = E[X1X2]E[X2

3 ] + 2E[X1X3]E[X2X3].

このように, 正規分布たちの混合モーメント E[Xi1Xi2 · · ·Xim ] は, 共分散 σij =

E[XiXj ]の積和として容易に計算することができる.

行列成分が正規分布に従う確率変数となっているランダム行列を, ガウス型ランダム行

列という. GOE, GUE, Ginibre行列などがある. これらのランダム行列の行列成分の混

合モーメントは, Wickの公式を用いること — Wick calculus — で計算することが可能

である. 一方, ガウス型以外のランダム行列ではWickの公式以外の手法が当然必要にな

る. 次節以降では, Haar直交行列と呼ばれるランダム行列において, Wickの公式に相当

するものがどうなるか, という問題を扱う.

3 直交群の Weingarten calculus

3.1 直交群

実直交群
O(N) = {g ∈ GL(N,R) | ggT = IN}

を考える. これは N 次の実直交行列 (gT = g−1) 全体のなす集合であって, 行列の積に

関して群になる. さらにコンパクト Lie群になっている. 一般に, コンパクト Lie群 Gは

Haar確率測度 µG を持つ.

3
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定義 3.1. R = (rij)1≤i,j≤N を O(N)の Haar確率測度 µO(N) にしたがうランダム行列

とする. Rを単に N 次 Haar直交行列と呼ぶ.

RRT = IN であり, Haar測度の定義から任意の g1, g2 ∈ O(N)に対し g1Rg2 と R は

同分布である.

Question 2. i1, . . . , im, j1, . . . , jm ∈ {1, 2, . . . , N}が与えられているとする. 混合モー

メント E[ri1j1ri2j2 · · · rimjm ]をどうやって計算するか？　

まず, 命題 2.2と同様に, mが奇数ならば E[ri1j1ri2j2 · · · rimjm ] = 0となる. 実際, Haar

確率測度の性質から R と −R = (−IN )R が同分布であるので, E[ri1j1ri2j2 · · · rimjm ] =

E[(−ri1j1)(−ri2j2) · · · (−rimjm)] = (−1)mE[ri1j1ri2j2 · · · rimjm ] が成り立つことからし

たがう.

3.2 N = 2の計算

O(2)について考えてみよう. 簡単な線形代数の考察から

O(2) =

{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) ∣∣∣∣∣ θ ∈ [0, 2π)

}
⊔

{(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

) ∣∣∣∣∣ θ ∈ [0, 2π)

}
が分かる. 次を得る.

命題 3.2. R = ( r11 r12
r21 r22 ) を 2次 Haar直交行列とする. 非負整数 a, b, c, dに対し,

E[ra11rb12rc21rd22] = εa,b,c,d
(a+ d− 1)!! (b+ c− 1)!!

(a+ b+ c+ d)!!

となる. ここで,

ϵa,b,c,d =


1 a, b, c, dがすべて偶数

−1 a, b, c, dがすべて奇数

0 それ以外.

略証. 非負整数 a, b, c, dに対し

E[ra11rb12rc21rd22] =
(−1)b + (−1)d

2

∫ 2π

0

cosa+d θ · sinb+c θ
dθ

2π

となる. 右辺の積分計算は簡単な演習問題であり, 特に a+ dと b+ cが共に偶数のときの

み 0にならない. また, (−1)b+(−1)d

2 は, b, dが同符号のときのみ 0でない. これらのこと

から結論を得る.

4
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このように N = 2の場合は Question 2は明瞭な答えを得る. ところが一般の N では

もっと複雑な形になる.

3.3 Weingarten公式

次の定理は Question 2の部分的な答えを与える.

定理 3.3 (Collins–Śniady [4]). R = (rij)をN 次のHaar直交行列とする. {1, 2, . . . , N}
の元からなる２つの列 i = (i1, . . . , i2n), j = (j1, . . . , j2n)に対し,

E[ri1j1ri2j2 · · · ri2nj2n ] =
∑

p∈M2n

∑
q∈M2n

δp(i)δq(j)WgO(p, q, N)

となる. ここで
δp(i) =

∏
{a,b}∈p

δia,ib

と定める.

WgO(p, q, N) の定義も含め, 様々な角度からこの量を研究することが本稿の後半の内

容である.

3.4 Weingarten calculus の具体例

あとで見るが, p ̸= q ∈M4 に対し

(3.1) WgO(p, p, N) =
N + 1

N(N + 2)(N − 1)
, WgO(p, q, N) = − 1

N(N + 2)(N − 1)

である. これと定理 3.3を用いて, 4次の混合モーメントをいくつか計算してみよう.

p1 = {1, 2}{3, 4}, p2 = {1, 3}{2, 4}, p3 = {1, 4}{2, 3}

とおく.

例 3.4. E[r211r222] = E[r11r11r22r22]を考える. 定理 3.3を i = j = (1, 1, 2, 2)として適用

する. δp(i) = δq(j) = 1となるのは, p = q = p1 のときのみ. よって,

E[r211r222] = WgO(p1, p1, N) =
N + 1

N(N + 2)(N − 1)
.

5
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例 3.5. E[r11r12r21r22]を考える. 定理 3.3を i = (1, 1, 2, 2), j = (1, 2, 1, 2)として適用

する. δp(i) = δq(j) = 1となるのは, p = p1, q = p2 のときのみ. よって,

E[r11r12r21r22] = WgO(p1, p2, N) =
−1

N(N + 2)(N − 1)
.

例 3.6. E[r222] を考える. 定理 3.3 を i = j = (2, 2, 2, 2) として適用する. すべての

p, q ∈M4 で δp(i) = δq(j) = 1となるので,

E[r222] =
∑

p∈M4

∑
q∈M4

WgO(p, q, N)

=3× N + 1

N(N + 2)(N − 1)
+ 6× −1

N(N + 2)(N − 1)

=
3

N(N + 2)
.

例 3.7. E[r13r12r222] を考える. 定理 3.3 を j = (3, 2, 2, 2) として適用するが, δq(j) = 1

となる qは存在しない. よって E[r13r12r222] = 0.

注意 3.8. これらのような計算は Maple上で実行できる [5].

3.5 ここまでの話とこれから

定理 3.3により, Question 2は次の問題に帰着された.

Question 3. 一般に, 値WgO(p, q, N), p, q ∈ M2n, をどうやって求めるか？ またこ

れはどういう性質を持つか？

次節以降で, この Questionに対し 3通りの答えを与える.

• WgO(p, q, N) を線形代数的に定義する.

• 対称群の調和解析を通じてWgO(p, q, N) を求める.

• WgO(p, q, N) を N−1 に関して展開し, その係数を組合せ論的に記述する.

4 Weingarten関数の定義

まずはWgO(p, q, N)がどのように定義されるかを見よう. この節の内容は [9]とも重

複している.

6
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1 2 3 4 5 6 7 8

図 1 σ = [3, 1, 6, 5, 2, 7, 4, 8]の Γ(σ). coset-type は type(σ) = (3, 1) ⊢ 4.

4.1 整数の分割

有限個の正整数からなる非増加列 λ = (λ1, λ2, . . . , λl)を分割という. lをしばしば ℓ(λ)

で表し, 分割 λの長さと呼ぶ. |λ| :=
∑l

i=1 λi = nのとき, λは nの分割であるといい,
λ ⊢ nとかく. 例えば λ = (4, 4, 2, 2, 1)は 13の分割で, 長さは ℓ(λ) = 5である. 分割はし
ばしばYoung図形で表示される. 例えば λ = (4, 4, 2, 2, 1)のYoung図形は

である.

4.2 coset-type

S2n を {1, 2, . . . , 2n}上の対称群とする. 置換 σ ∈ S2n に対し, 次のように定まる無向

グラフ Γ(σ)を考える. Γ(σ)の頂点集合 V は {1, 2, . . . , 2n}である. 辺集合は「赤い辺（破

線）」{2i−1, 2i} (i = 1, 2, . . . , n)と,「青い辺（実線）」{σ(2i−1), σ(2i)} (i = 1, 2, . . . , n)

で構成される. このとき各頂点からは,「赤い辺（破線）」と「青い辺（実線）」が一つずつ

繋がっている. 図 1は置換 σ = [3, 1, 6, 5, 2, 7, 4, 8] ∈ S8 に対応するグラフである.

Γ(σ)はいくつかの連結成分に分かれるが, 各連結成分は偶数個の頂点を含む. それらの

個数を並べて, 2µ1, 2µ2, . . . , 2µl と書く. ここで µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µl となるようにしてよ

い. このとき
∑l

i=1 µi = nが成り立つので, µ = (µ1, . . . , µl)は nの分割になる. この分

割 µ を σ の coset-type と呼び, type(σ) と表す. coset-type という名前の由来は後述

する（§5.1）.

例えば, σ が恒等置換のときは Γ(σ) は n 個の連結成分に分かれ, それぞれが頂点

2i− 1, 2iを持つので, type(σ) = (1n) = (1, 1, . . . , 1) (n times) となる. 図 1のように置

換 σ = [3, 1, 6, 5, 2, 7, 4, 8]は type(σ) = (3, 1) ⊢ 4となる.
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4.3 ペアリングと置換

M2n の 2元

p ={p1, p2}{p3, p4} · · · {p2n−1, p2n},
q ={q1, q2}{q3, q4} · · · {q2n−1, q2n}

に対し, pi 7→ qi (i = 1, 2, . . . , 2n)で定まる置換を σ(p, q)で表す. ただし, ペアリングの

表示の仕方は一意的ではなかった（例えば {1, 3}{2, 4}は {2, 4}{3, 1}と書いてもよいの
だった）ので, σ(p, q)は一意的に定まらないが, このことは後で問題にならない.

注意 4.1. σ(p, q) が一意的に定まらないことが気に入らないときは, p たちの表示を

p2i−1 < p2i (i = 1, 2, . . . , n), p2i−1 < p2i+1 (i = 1, 2, . . . , n− 1)のように条件を付けて

pi, qj たちを一意的に決めればよい.

4.4 WgO(p, q, N) の定義

行列Gn,N を
Gn,N = (N ℓ(type(σ(p,q))))p,q∈M2n

と定める. 各行列成分に現れる指数は, 分割 type(σ(p, q))の長さである.

N ≥ n のとき行列 Gn,N は可逆である. 逆行列をWn,N で表す. N < n のときは

Gn,N の擬似逆行列をWn,N とすればよいのだが, 簡単のために以下この節では N ≥ n

と仮定する.

定義 4.2. 行列Wn,N の第 (p, q)-成分をWgO(p, q, N)と書く.

例 4.3. N ≥ 2のとき,

G2,N =

N2 N N
N N2 N
N N N2

 ,

W2,N =
1

N(N + 2)(N − 1)

N + 1 −1 −1
−1 N + 1 −1
−1 −1 N + 1

 .

これより (3.1)を得る.
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命題 4.4. WgO(p, q, N)は type(σ(p, q))で決定される.

分割 µに対し, µ = type(σ(p, q))ならば

WgO(µ,N) := WgO(p, q, N)

と書くことにする. WgO(µ,N)のリストを以下に記す.

例 4.5.

WgO((1), N) =
1

N
,

WgO((12), N) =
N + 1

N(N + 2)(N − 1)
,

WgO((2), N) =
−1

N(N + 2)(N − 1)
,

WgO((13), N) =
N2 + 3N − 2

N(N + 2)(N + 4)(N − 1)(N − 2)
,

WgO((2, 1), N) =
−N − 2

N(N + 2)(N + 4)(N − 1)(N − 2)
,

WgO((3), N) =
2

N(N + 2)(N + 4)(N − 1)(N − 2)
.

5 Weingarten関数と対称群の調和解析

この節の目的は, 対称群の調和解析を通じてWgO(p, q, N) (p, q ∈ M2n)の表示を得る

ことである. 実際, 我々は関数

S2n ∋ σ 7→WgO(σ,N) ∈ Q

を定め, 目的のWgO(p, q, N)を（記号を濫用しているが）

(5.1) WgO(p, q, N) := WgO(σ(p, q), N)

で再現する. ここでの結果は [2, 9]が詳しい.

5.1 超八面体群

定義 5.1. 次の元で生成される S2n の部分群をBn で表し, 超八面体群と呼ぶ.

(2i− 1 2i) (1 ≤ i ≤ n),

(2i− 1 2j − 1)(2i 2j) (1 ≤ i < j ≤ n).
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ただし, (k l)は k と lの互換を表す. 位数は |Bn| = 2nn!.

例 5.2.

B2 = {id4, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1 3 2 4), (1 4 2 3)}.

ただし, (a b c d)はサイクル置換 a→ b→ c→ d→ aを表す.

§4.2 で定義した coset-type type(σ)を思い出そう. 次が成り立つ.

命題 5.3. σ, τ ∈ S2n とする. このとき, type(σ) = type(τ) となる必要十分条件は

BnσBn = BnτBn となることである.

すなわち, coset-typeはS2n のBn に関する両側剰余類をパラメトライズしている. こ

のため, type(σ)を σ の coset-typeと呼ぶのである. これはちょうど, 対称群 Sn の共役

類が nの分割でパラメトライズされることの類似である.

5.2 Gelfand対と Hecke代数

関数の空間Hn を

Hn = {f : S2n → C | f(ζ1σζ2) = f(σ) (σ ∈ S2n, ζ1, ζ2 ∈ Bn)}

と定める. これは複素ベクトル空間を成す. Hn の元は, 各両側剰余類 BnσBn で定数と

なるような関数である. 両側剰余類は nの分割で決定されるので（命題 5.3）, Hn の次元

は nの分割数に等しい. さらに合成積 f1 ∗ f2 が

(f1 ∗ f2)(σ) =
∑

τ∈S2n

f1(στ
−1)f2(τ), σ ∈ S2n

で定まり, Hn は C-代数となる. Hn を組 (S2n,Bn)の Hecke代数という.

命題 5.4. Hn は合成積 ∗に関して可換である.

一般に, 有限群 Gとその部分群 Hに対し, 上と同様に Hecke代数を定義する. Hecke代

数が合成積に関して可換であるとき, 組 (G, H)は Gelfand対であるという. すなわち, 上

の命題は (S2n,Bn)が Gelfand対であることを述べている.

代数 Hn は以下のような基底を持つ. n の分割 λ = (λ1, λ2, . . . ) に対し, 2n の分割

(2λ1, 2λ2, . . . )を 2λで表す. 関数 ωλ : S2n → Cを

ωλ(σ) =
1

2nn!

∑
ζ∈Bn

χ2λ(σζ), σ ∈ S2n
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で定める. ただし, χ2λ は 2λに対応する S2n の既約指標である. ωλ ∈ Hn となっている

ことは直ちに分かる.

命題 5.5. {ωλ | λ ⊢ n}はHn の基底をなす.

5.3 調和解析によるWeingarten関数の表示

分割 µに対し, 既約指標 χµ の単位元での値を fµ で表す. これは µに対応する対称群

の既約表現の次数に他ならない. fµ は正の整数であるが,「型 µの標準 Young盤の個数」

という組合せ的意味を持つこともよく知られている.

定義 5.6. Hn の元WgO(·, N)を

(5.2) WgO(σ,N) =
2nn!

(2n)!

∑
λ⊢n

ℓ(λ)≤N

f2λ∏
(i,j)∈λ(N + 2j − i− 1)

ωλ(σ), σ ∈ S2n

で定義する. 右辺の和は, 長さが N 以下である n の分割全体を走る. また右辺の分

数における分母の積は, λ の Young 図形の箱 □ = (i, j) 全体を走る. 言い換えると,

1 ≤ i ≤ ℓ(λ), 1 ≤ j ≤ λi となる範囲を動く.

定理 3.3を扱うときは, WgO(p, q, N)を (5.1)で定める.

例 5.7. σ = [1, 3, 2, 4] ∈ S4, N ≥ 2, とする. このとき, (5.2)は

WgO(σ,N) =
22 · 2!
4!

(
1

N(N + 2)
· 1︸ ︷︷ ︸

λ=

+
2

N(N − 1)
· (−1

2 )︸ ︷︷ ︸
λ=

)
=

−1
N(N + 2)(N − 1)

となる. さらに, p = {1, 2}{3, 4}, q = {1, 3}{2, 4}のとき, σ(p, q) = [1, 3, 2, 4]となるの

で, WgO(p, q, N) = −1
N(N+2)(N−1) を得る. このように再度 (3.1)の第 2式を復元できた.

6 Weingartenグラフ

前節ではWgO(p, q, N)を調和解析を用いて記述した. 本節では組合せ的にこれを構成

してみよう. 詳細については [3]を参照.
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6.1 行列の性質とWeingarten関数の等式

ペアリング p ∈ M2n を (2.1)のように表示するとき, 対称群 S2n は集合M2n に次の

ように左から推移的に作用する.

σ.p = {σ(p1), σ(p2)}{σ(p3), σ(p4)} · · · {σ(p2n−1), σ(p2n)}.

Weingarten関数が次の性質を持つことは容易に分かる.

WgO(σ.p, σ.q, N) = WgO(p, q, N), σ ∈ S2n, p, q ∈M2n.

したがって, 今

(6.1) WgO(p, N) := WgO(p, en, N), en = {1, 2}{3, 4} · · · {2n− 1, 2n},

を扱えば十分である.

命題 6.1 (Lemma 4.3 in [3]). 任意の p ∈M2n に対し, 次が成り立つ.

WgO(p, N) = −N−1
2n−2∑
i=1

WgO((i 2n− 1).p, N) + δ{2n−1,2n}∈pN
−1WgO(p↓, N).

ここで, 記号 δ{2n−1,2n}∈p は pがペア {2n − 1, 2n}を含むときに限り 1を与え（それ以

外では 0）, またこのとき pから {2n− 1, 2n}を取り除いたものを p↓ ∈M2n−2 と表す.

命題の証明の代わりに, n = 2, p = {1, 2}{3, 4}の場合の等式

(6.2) N ·WgO({1, 2}{3, 4}, N) =

−WgO({3, 2}{1, 4}, N)−WgO({1, 3}{2, 4}, N) +WgO({1, 2}, N)

を確認してみよう. 定理 3.3を利用して次の期待値を計算する:

I =

N∑
i=1

E[r211r2i2].

各項 E[r211r2i2]は §3.4で見たように次のように計算される.

• i = 1のとき,

E[r211r212] =
∑

p∈M4

WgO(p, e2, N) =
∑

p∈M4

WgO(p, N).
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• i = 2, . . . , N のとき,

E[r211r2i2] = WgO({1, 2}{3, 4}, e2, N) = WgO({1, 2}{3, 4}, N).

したがって,

I =

N∑
i=1

E[r211r2i2]

=NWgO({1, 2}{3, 4}, N) +WgO({1, 4}{2, 3}, N) +WgO({1, 3}{2, 4}, N)

となる. 一方, R = (rij)は N 次直交行列だったので,
∑N

i=1 r
2
i2 = 1が成り立つ. よって

I = E[r211] = WgO({1, 2}, e1, N) = WgO({1, 2}, N)

となる. 以上より (6.2)を得る.

6.2 Weingartenグラフの定義

唐突だが, 次のような無限有向グラフを考える. 図 2を参照.

定義 6.2. 以下で定まるグラフ G を, 直交群のWeingartenグラフと呼ぶ. 頂点集合は

V =

∞⊔
n=0

M2n からなる. ただしM0 = {∅}とする. グラフの辺は次の 2種類がある:

• n ≥ 2, p, q ∈ M2n とする. ある互換 (i 2n − 1), 1 ≤ i ≤ 2n − 2, が存在して

q = (i 2n− 1).pとなるとき,

p
(i 2n−1)←−−−−→q

とかく. これは双方向の辺である. q = pの場合は, 頂点 pにループをかく.

• n ≥ 1, p ∈ M2n, q ∈ M2n−2 とする. 命題 6.1 の記号で δ{2n−1,2n}∈p = 1 かつ

q = p↓ のとき,
p99Kq

と書く.

命題 6.1の式は

WgO(p, N) = −N−1
∑

q:p↔q

WgO(q, N) +N−1
∑

q:p→q

WgO(q, N)

と表せることに注意せよ.
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∅ {1, 2}

{1, 4}{2, 3} {1, 2}{3, 4} {1, 3}{2, 4}

{1, 4}{2, 3}{5, 6} {1, 2}{3, 4}{5, 6} {1, 3}{2, 4}{5, 6}

{1, 6}{2, 3}{4, 5} {1, 6}{2, 5}{3, 4} {1, 6}{2, 4}{3, 5}
(3 5) (4 5)

(1 3) (2 3)

(1 5)(1 5) (1 5)

(2 5)

(4 5) (2 5) (3 5)

(2 3) (1 3)

図 2 直交群のWeingartenグラフの一部

6.3 ウォークの数え上げ

定義 6.3. l を非負整数とする. p ∈ M2n に対して, 次の条件を満たす G の頂点の列
w = (p0, p1, . . . , pn+l)を考える.

• p0 = p, pn+l = ∅;
• 各 i = 0, 1, 2, . . . , n + l − 1 に対し, pi から pi+1 への辺が存在する. すなわち,

pi←→pi+1 または pi99Kpi+1 が成立する.

このとき w を, 長さ lの pから ∅へのウォークと呼び, これらの個数を w(p, l)で表す. w

が経由する辺 pi←→pi+1 の個数は lで, 辺 pj99Kpj+1 の個数は nとなっている.

注意 6.4. 論文 [3]では上で定義されるものを path と呼んでいたが, walk の方が用語の

使い方として正しいと思われる.

例 6.5. w(p, 0) ̸= 0となるのは, p = en, n ≥ 0, のときに限り, w(en, 0) = 1.

例 6.6. p = {1, 4}{2, 3} ∈ M4 とし, w(l) := w(p, l)を求めてみよう. まず, w(0) = 0,

w(1) = 1, w(2) = 1は図 2から直ちに分かる. 次に漸化式

w(l) = w(l − 1) + 2w(l − 2), l ≥ 3,
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が成り立つことを見よう. 長さ l ≥ 3の p = {1, 4}{2, 3}から ∅へのウォークを次の 3つ

に場合分けをする.

• ウォークの通る最初の辺がループ p←→p である. このようなウォークの個数は

w(l − 1)に等しい.

• ウォークの最初が p←→{1, 2}{3, 4}←→pとなっている. このようなウォークの個

数は w(l − 2)に等しい.

• ウォークの最初が p←→{1, 2}{3, 4}←→{1, 3}{2, 4} となっている. グラフの形か

ら分かるように, このようなウォークの個数も w(l − 2)に等しい.

以上で漸化式が示せた. w(l)の一般項は次のようになることが帰納法で示せる.

w(l) =
2l − (−1)l

3
, l = 0, 1, 2, 3, . . . .

6.4 Weingarten関数の組合せ論的表示

命題 6.1を用いて, 次を得ることができる. すなわち, Weingarten関数はウォークの数

え上げ母関数とみなすことができる.

定理 6.7 (Collins-M [3]). p ∈M2n に対し,

WgO(p, N) =
∑
l≥0

(−1)lw(p, l)N−n−l

が成り立つ.

例 6.8. 例 6.6より,

WgO({1, 4}{2, 3}, N) =
∞∑
l=0

(−1)l
(
2l − (−1)l

3

)
N−2−l

=
1

3N2

(
1

1 + 2
N

− 1

1− 1
N

)
=

−1
N(N + 2)(N − 1)

を得る. これは (3.1)で見た表示に一致する（(6.1)に注意）.

注意 6.9. p ∈M2n とする. w(p, l)は, グラフの言葉を用いない組合せ的意味付けもでき

る. すなわち, w(p, l)は次の条件を満たす列 f = (τ1, τ2, . . . , τl)の個数に等しい:

15

- 95 -



• 各 i = 1, 2, . . . , lに対し, τi は τi = (si 2ti − 1), si < 2ti − 1, の形の互換である;

• n ≥ t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tl ≥ 2;

• pは (τ1τ2 · · · τl).en に一致する.

定理 6.7はこの組合せ的解釈で [6]で既に得られていたが, [6]での手法は Jucys–Murphy

元の作用を用いた代数的なアプローチであった. 一方, [3]の手法はそのような代数学を特

に用いない. 互換の列 f とウォーク w の対応は簡単で, w の通る辺 p
τi←→q の τi を並べる

ことで f が構成できる.

6.5 Weingareten関数の一様な評価式

w(p, l)をやや大雑把に評価することで, 次の不等式を得る.

定理 6.10 (Collins-M [3]). p ∈M2n とする. N > 6n7/2 ならば次の不等式が成り立つ.

1− 24n7/2

N

1− 144n7

N2

≤ (−1)|p|N |p|+nWgO(p, N)

w(p, |p|)
≤ 1

1− 144n7

N2

.

ここで |p| は次のように定める: §4.3 の記号で, 置換 σ(p, en) の coset-type を µ =

type(σ(p, en))とするとき |p| = n− ℓ(µ).

不等式の右辺と左辺はいずれも pの取り方には寄らず, nと N のみに依存する. この意

味で一様な評価になっている. このような不等式評価は, 量子情報理論への応用が期待さ

れている.
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高階項を持つ非線形シュレディンガー方程式の解析

岸本 展 (京都大学数理解析研究所)

1. 導入

本講演では以下のような，高階項が付いた空間1次元の非線形Schrödinger方程式の初

期値問題を考える。


∂u

∂t
+ i

∂2u

∂x2
+ i|u|2u = ε

∂3u

∂x3
+ β

∂

∂x
(|u|2u) + Γu

∂

∂x
(|u|2), t ∈ [−T, T ], x ∈ Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

(1.1)

但し，未知関数u = u(t, x)は複素数値で，ε > 0, β ∈ R, Γ ∈ Cは定数 1，i =
√
−1で

ある。空間領域Ωとしては本講演ではRまたはT := R/2πZのいずれかを扱う（後者

の場合は周期境界条件を課した初期値境界値問題となる）。

1.1. 方程式の性質，物理背景

(1.1)の右辺を0とした方程式
∂u

∂t
+ i

∂2u

∂x2
+ i|u|2u = 0, t ∈ [−T, T ], x ∈ Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω

(1.2)

は可積分系としてよく知られた非線形Schrödinger方程式で，非線形分散型方程式の

最も簡単な例であり，

• ゲージ不変性： 変換 u 7→ eiθu (θ ∈ R) で不変

• 尺度不変性： 変換 u(t, x) 7→ λu(λ2t, λx) (λ > 0) で不変

• 非線形項が滑らか（未知関数とその導関数，それらの複素共役の多項式で書ける）

• 質量（L2ノルム），運動量，エネルギーなど保存量が無限個ある

などの性質を持つ。(1.1)はこれに3階の分散項と2つの微分型非線形項を加えたもので

あるが，非線形項はある意味でこれらの性質を保つように選ばれている。実際，ゲー

ジ不変性と滑らかな非線形項を持っており，質量保存則が成立する（Γ ∈ Rであればさ

1方程式右辺の最後の 2項はいずれも |u|2∂xuとu2∂xuの線形結合で書けるので，β1|u|2∂xu + β2u
2∂xu

という纏め方をすることも多いが，(1.1)のように書くことで Γ 6∈ Rでも質量保存則が成り立つよう
にできる。
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らに運動量とエネルギーも保存する）。また，β, Γが εに応じた特別な値をとるときは

可積分（Hirota方程式）となることも知られている。

方程式 (1.1)は，渦糸の運動のモデル（[14, 6]）や光ファイバー中のパルスの伝播の

モデル（[7, 1]）において，いずれも非線形Schrödinger方程式 (1.2)からの摂動として

登場する。渦糸のモデルにおいては，βはεの定数倍で与えられ，Γ = 0である。一方，

パルス伝播のモデルにおいては，(1.1)の右辺 3項はそれぞれ別の意味を持つので係数

は独立と考えられる。また，後者においては“Raman散乱”と呼ばれる現象を記述する

ために虚部が0でないΓを含む方程式が導入されている。

1.2. 本講演の目的，先行研究

本講演では，初期値問題 (1.1)についての最も基本的な性質である（時間局所）適切性を

考える。ここで，空間変数のみに依存する関数からなるBanach空間 (X, ‖ ‖X)に対し，

(1.1)がXにおいて（時間局所的に）適切であるとは

• 任意の初期値 u0に対してあるT = T (‖u0‖X) > 0が定まり，初期値問題 (1.1)の

（適当な意味での）[−T, T ]上の解uがC([−T, T ]; X)において存在する；

• 初期値問題の解は（適当な意味で）一意である；

• 初期値u0がXにおいて連続に変化するとき，解uもC([−T, T ]; X)において連続

に変化する，

以上の性質をみたすこととする。Banach空間XとしてはSobolev空間Hs：

Hs(R) :=
{

f ∈ S ′(R)
∣∣ ‖f‖Hs := ‖(1 + | · |2)s/2f̂(·)‖L2(R) < ∞

}
, s ∈ R

を用いる。ここで，Fourier変換 f̂は

f̂(ξ) :=
1√
2π

∫
R

f(x)e−iξx dx, ξ ∈ R

で定義し，Ω = Tの場合のSobolev空間Hs(T)もFourier係数

f̂(k) :=
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx, k ∈ Z

を用いて同様に定義する。

非線形 Schrödinger方程式 (1.2)は非常によく研究されており，初期値問題は Ω =

R, Tいずれも Sobolev空間Hs, s ≥ 0で時間大域的に適切であることが知られている

（[20, 3]）。(1.1)のSobolev空間における（時間局所）適切性については，係数ε, β, Γが

固定されている場合は，Ω = Tで Im Γ 6= 0の場合を除いて既に研究が進んでおり，R

の場合は s ≥ 1/4 ([16]), Tで Im Γ = 0の場合は s ≥ 1/2 ([17])において適切性が示され
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ている（cf. [11, 12]）。いずれの場合もsをこれより小さくすると初期値-解の対応が一

様連続にならないことがわかっている 2。

本講演の1つ目の目的は，係数が有界な範囲を動くとき係数について一様な適切性が

得られるか（例えば解の存在時間T や初期値に対する連続依存性の度合いが係数につ

いて一様かどうか）ということを考え，その簡単な応用として，係数が0に収束すると

きの対応する (1.1)の解の (1.2)の解への収束を示すことである。このような解の収束

の問題を考えるのは，方程式 (1.1)が (1.2)の摂動として導入された背景からも極めて

自然であるが，固定した係数に対する適切性と比較して研究は進んでいないようであ

る 3。別の方程式に対する同様の研究については [10, 13]などがある。

また，先行研究で扱われていないΩ = Tかつ Im Γ 6= 0の場合を扱うことが 2つ目の

目的である。この場合には，Sobolev空間Hsにおいてはどれだけ正則性が高く（sが

大きく）ても初期値問題は非適切であることを，（滑らかでない初期値に対する）解の

非存在によって示す。

1.3. 主結果

初期値問題 (1.1)の一様な適切性について，初めにΩ = Rの場合の結果を述べる。

定理 1 ([8]; cf. [4]). Ω = R, s′ > s ≥ 1/4, 0 < ε ≤ 1とする。このとき s, s′, ε, β, Γに

依存する定数C1, C2 > 0が存在し，以下が成り立つ。

(i) 任意の R > 0に対し T = T (R) > 0が取れて、任意の u0 ∈ Bs(R) :=
{

f ∈

Hs
∣∣ ‖f‖Hs ≤ R

}
に対して初期値問題 (1.1)の解u ∈ C([−T, T ]; Hs)が存在し，

max
t∈[−T,T ]

‖u(t)‖Hs ≤ C1‖u0‖Hs

をみたす。

(ii) 解は，C([−T, T ]; Hs)に連続に埋め込まれるあるBanach空間において一意である。

(iii) 解写像S : Bs(R) 3 u0 7→ u ∈ C([−T, T ]; Hs)はLipschitz連続である。

(iv) もしu0 ∈ Hs′(R)であれば，解uもC([−T, T ]; Hs′)に属し，

max
t∈[−T,T ]

‖u(t)‖Hs′ ≤ C2‖u0‖Hs′

をみたす。

2一般に，ある指数 sに対してHsでの適切性が得られれば s′ > sに対するHs′
（より狭い空間）での

適切性は自然に導かれる。この意味で，適切性が成り立つ指数 sの下限を特定することが一つの目標

となる。
3但し，正則性が十分に高い（sが十分に大きい）場合は比較的容易に示されると思われる。
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さらに，定数C1, C2, T (R)および解写像SのLipschitz定数は，|β|/εと |Γ|/εが有界な範囲

にとどまる限り ε, β, Γについて一様にとれる。

解の収束に関する結果は，定理 1と標準的な近似の議論により従う。

系 2 ([8]). Ω = R, s ≥ 1/4とし，{(εj, βj, Γj, u0,j)}j≥1は

εj → 0, u0,j → ∃u0 in Hs (j → ∞), sup
j≥1

|βj| + |Γj|
εj

< ∞

をみたすとする。uj, u ∈ C([−T, T ]; Hs)を対応する初期値問題 (1.1)および (1.2)の初

期値u0,jおよびu0に対する解とする（定理 1により，一様な時間区間 [−T, T ]上での解

の存在は保証される）。このとき，uj → u in C([−T, T ]; Hs) (j → ∞)が成り立つ。

Ω = Tの場合の結果は次のようになる。

定理 3. Ω = T, s′ > s ≥ 1/2, 0 < ε ≤ 1とし，Im Γ = 0とする。さらに次を仮定する：

2

3ε
6∈ Z i.e. κ(ε) := dist (

2

3ε
, Z) > 0.(1.3)

このとき，定理 1 (i)–(iv)と同様のことが成り立ち，さらに定数は |β|/ε, |Γ|/εおよびκ(ε)−1

が有界な範囲にとどまる限り一様にとれる。また，解の収束に関する系 2と同様の結

果が，追加の仮定：sup
j≥1

κ(εj)
−1 < ∞の下で成立する。

注意 1. (a) 解の収束について，現時点では上記の結果のように “微分を含む非線形項

が3階の分散項と同程度以上の速さで0に収束する”ことを要請する必要がある。この

条件は，渦糸の運動のモデルに対しては良いが，パルス伝播のモデルに対しては必ず

しも妥当とは言えない。微分を含む非線形項を残したまま3階の分散の係数を0とする

極限問題での解の収束を示すことが，今後取り組むべき大きな問題の1つである。

(b) 定理 3における追加の条件 (1.3)は周期境界値問題に特有の“非共鳴条件”であり，

係数を固定した問題についての先行研究 [17, 11, 12]でも仮定されている。単に技術的

な条件と思えるものの，今のところ排除できていない。

次に示すのはΩ = T, Im Γ 6= 0の場合の初期値問題の非適切性に関する結果である。

定理 4 ([9]). Ω = T, Im Γ 6= 0とし，(1.3)を仮定する。このとき，以下が成り立つ。

(i) s, s′は1 ≤ s′ ≤ s < s′ + 1をみたすとする。このとき，あるu0 ∈ Hs(T)が存在し

て，初期値問題 (1.1)はHs′(T)に属する解を正負いずれの時間方向にも持たない。

すなわち，このu0に対してはどのようにT > 0をとっても，C([0, T ]; Hs′(T))に

属する [0, T ]上の解もC([−T, 0]; Hs′(T))に属する [−T, 0]上の解も存在しない。
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(ii) T > 0とし，u(t)をC([−T, T ]; H1)に属する (1.1)の [−T, T ]上の解とする。この

とき，u(0) ∈ C∞(T)で，‖u(0)‖Hs ≤ Cs2
(∀s ≥ 1)となる定数C > 1がとれる。

特に，u0 6∈ C∞であるか，またはu0 ∈ C∞であっても任意のC > 1に対して

sup
s≥1

C−s2‖u0‖Hs = ∞

であれば，(1.1)の正負両方向に解ける解はC([−T, T ]; H1(T))には存在しない。

注意 2. (a) 定理の (i), (ii)はいずれも解の非存在を主張している。(i)では (ii)のように

時間両方向に解けないだけでなく正負どちらの一方向にも解けないことを主張してい

るが，初期値より正則性が1以上低いクラス（例えば初期値H2に対してC([0, T ]; H1)

等）における解の存在は排除していない。一方で，(ii)では初期値が何回微分できたと

してもC∞でなければC([−T, T ]; H1)に属する解が存在しないことを出張しているが，

正負のどちらか一方向にのみ解ける可能性は排除していない。

(b) (ii)より，たとえu0 ∈ C∞でも（時間両方向の）解が存在しない場合がある。こ

のような初期値の例としては，u0(x) =
∑
k∈Z

e−[log(1+|k|)]4/3
eikx がある。

注意 3. 1次元トーラスT上の非線形Schrödinger方程式について，最近のTsugawaに

よる研究で，非線形項が未知関数とその 1階までの導関数で書ける一般の場合に，初

期値問題が Sobolev空間において適切となるための非線形項の必要十分条件が与えら

れた。（関連結果として [19]で 5階の分散型方程式が扱われている。）方程式 (1.1)にお

いて ε = 0とした場合はこの枠組みに当てはまり，実際にTsugawaによる必要十分条

件はこの場合 “Im Γ = 0”となって上記の結果と一致する。定理 4の証明では，[19]に

始まる一連の結果で非適切性（解の非存在）を示すのと基本的に同じ原理（[19]では

parabolic resonanceと呼ばれている）を用いているが，剰余項の取り扱いが異なってい

る。また，方程式を限定することで，その非適切性をより具体的に示すことができる。

注意 4. Im Γ 6= 0の場合の方程式 (1.1)については，T上の初期値問題が定理 4で示し

たように非適切であるにもかかわらず，パルス伝播におけるRaman散乱の影響を評価

できることから多くの数値実験が行われている。実際，実解析的な初期値に対しては，

実解析的な関数のクラスで初期値問題 (1.1)の解の一意存在および（弱い意味での）初

期値連続依存性を示すことができるので 45，定理 4は数値計算の正当性を否定するも
4但し，この場合にも解写像は Sobolevノルムでは（どれだけ正則性 sを高くとっても）連続になり得

ないことがわかる。
5実解析的な周期関数u0に対しては ‖u0‖Hs ≤ Cs log s+1 (∀s ≥ 1) が成り立つので，定理 4 (ii)の結果
とは矛盾しない。GevreyクラスGσ (σ > 1) の初期値に対して解けたとしても依然として (ii)と矛盾
しないが，Gσにおける可解性は現時点では示されていない。
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のではない。一方，いくつかの数値計算（例えば [2, 15, 5, 18]）においてはある種の不

安定性が観測・考察されている。これらの不安定性が定理 4の意味での非適切性と関

連するかどうかは議論を要するが，少なくとも定理 4が示している現象は周期境界値

問題に特有でありΩ = Rの場合には起こらないということを再度注意しておく。

2. 定理の証明のアイデア

解の構成はPicardの逐次近似法による。線形方程式の解作用素S(t)を，

[S(t)f ](x) = [et(−i∂2
x+ε∂3

x)f ](x) :=
1√
2π

∫
R

eixξ+itφε(ξ)f̂(ξ) dξ, φε(ξ) := ξ2 − εξ3

で定義する（Ω = Tの場合も同様）。v = S(t)u0は線形方程式の初期値問題

∂tv + i∂2
xv = ε∂3

xv; v(0, x) = u0(x)

の解を与え，S(t)は任意のsに対してHs上のユニタリ作用素となる。また，Duhamel

の原理により初期値問題 (1.1)は積分方程式

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t − t′)
[
− i|u|2u + β∂x(|u|2u) + Γu∂x(|u|2)

]
(t′) dt′(2.1)

に置き換わる。

初めにβ = Γ = 0の場合を考える。s > 1/2で成り立つSobolevの積評価

‖fg‖Hs ≤ C‖f‖Hs‖g‖Hs

とS(t)のユニタリ性を用いれば，s > 1/2のとき (2.1)の右辺は

sup
|t|≤T

∥∥S(t)u0 − i

∫ t

0

S(t − t′)
[
|u|2u

]
(t′) dt′

∥∥
Hs ≤ ‖u0‖Hs + CT sup

|t|≤T

‖u(t)‖3
Hs

と評価でき，Tを小さくとることでC([−T, T ]; Hs)において逐次近似列の収束を示せる。

しかし，微分を含む非線形項がある場合に同じことをすると，左辺のHsノルムを抑

えるために右辺にHs+1ノルムが必要になり（微分の損失），評価が閉じない。この場

合，方程式が持つ何らかの平滑化効果を用いる必要がある。

分散型方程式の平滑化効果については既に多くの研究がなされてきた。上の計算で

は tに関する積分を右辺の小さな因子Tとして出す以外に何ら用いていないが，この積

分（の一部）を通して被積分関数S(t− t′)
[
|u|2u

]
(t′)が持つ時間振動の平均化を行うこ

とによって平滑化を得よう，というのが大雑把なアイデアである 6。

6時間積分を平滑化に使った分だけ，評価式右辺のT の冪が小さくなるが，そもそも正の冪であれば十

分である。
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2.1. Ω = Rの場合：線形の平滑化効果

Ω = Rの場合，線形解S(t)u0に対して成り立つStrichartz評価ならびにKato平滑化

評価が有効である。これらは線形部がSchrödinger：i∂2
xの場合には∥∥eit∂2

xu0

∥∥
L4

t (R;L∞
x (R))

≤ C‖u0‖L2(R),∥∥|∂x|1/2eit∂2
xu0

∥∥
L∞

x (R;L2
t (R))

≤ C‖u0‖L2(R),

線形部がAiry：ε∂3
xの場合には∥∥|∂x|1/4eεt∂3

xu0

∥∥
L4

t (R;L∞
x (R))

≤ Cε−1/4‖u0‖L2(R),∥∥∂xe
εt∂3

xu0

∥∥
L∞

x (R;L2
t (R))

≤ Cε−1/2‖u0‖L2(R)

となり（いずれも一例），確かに微分の損失をいくらか回復できそうである。基本的にこ

れらの評価式は，stationary phase methodなどを用いて線形解の持つ時間振動を精密に

評価することにより得られる。特に，平滑化の強さは時間振動の位相関数（Schrödinger

とAiryに対してはそれぞれ−ξ2, −εξ3）の導関数の大きさで決まる。

ここで，(1.1)の線形部−i∂2
x + ε∂3

xに対応する位相関数φε(ξ) = ξ2 − εξ3の導関数は

φ′
ε(ξ) = 2ξ − 3εξ2であるから，大雑把にいって

• |ξ| À ε−1の周波数領域ではAiryと同程度の平滑化が得られる；

• |ξ| ¿ ε−1の周波数領域ではSchrödingerと同程度の平滑化が得られる；

• ξ = 2/3εのまわりでは上記のいずれよりも弱い平滑化しか得られない。

実際，定理の証明において以下の困難さが生じる：

(i) 2階の分散（Schrödinger）による平滑化だけでは微分の損失を完全に回復できな

いが，3階の分散（Airy）の平滑化は εが小さくなるにつれて弱くなる。

(ii) 平滑化が得られない周波数領域 ξ ∼ ε−1が ε → 0で非有界となる。

3階の分散の強さ εを固定している場合はこれらの困難は生じないことに注意する。

定理 1において，定数の一様性のために |β|/ε, |Γ|/εが有界であることを仮定せざるを

得ないのは主に (i)によるものである。実際の非線形評価の証明では，各関数を周波数

領域に応じて分解し，それぞれの場合に最も有効な平滑化効果を選んで適用すること

で (ii)の問題を解決する。
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2.2. Ω = Tの場合：非線形の平滑化効果

上述のような平滑化効果は，トーラスをはじめとするコンパクトな空間においてはほ

とんど得られない。そこで，線形発展による平滑化ではなく，非線形構造に内在する

平滑化効果を利用する。キーワードは“共鳴・非共鳴”である。

簡単のため，(1.1)の左辺の非線形項および右辺の 2つ目の項を落とした次の方程式

を考える：

∂tu = (−i∂2
x + ε∂3

x)u + Γu∂x(|u|2).

非線形方程式の解 uが線形解 S(t)u0に近いとみなして，u(t) = S(t)v(t)という変換

（interaction representation）を行うと，vの方程式として

∂tv = ΓS(−t)
[
∂x

(
|S(t)v(t)|2

)
S(t)v(t)

]
が得られる。さらにFourier級数展開 v(t, x) = 1√

2π

∑
k∈Z v̂(t, k)eikx により

∂tv̂(t, k) =
Γ

2π

∑
k1,k2,k3∈Z

k=k1+k2+k3

i(k1 + k2)v̂(t, k1)v̂(t, k2)v̂(t, k3)e
itΦ

(2.2)

を得る。ここで，Φは合計 4回現れる線形発展作用素S(t)に付随する時間振動の位相

関数の和で，

Φ := −φε(k1 + k2 + k3) + φε(k1) − φε(−k2) + φε(k3)

= 3ε(k1 + k2)(k2 + k3)(k3 + k1 − 2
3ε

)

と因数分解される。これを基に，(2.2)の右辺の和をΦ 6= 0となる (k1, k2, k3)の組合せ

（非共鳴相互作用）とΦ = 0となる場合（共鳴相互作用）に分解する。

非共鳴相互作用については，時間振動に伴って平均化が起こり，ある種の平滑化が

期待できる。これを実際の非線形評価に組み込むには，時間に関して部分積分する方

法（normal form reduction）や，いわゆるFourier制限ノルムを用いる方法などがある

が，やや専門的であるのでここでは省略する。

以上により，問題は如何にして共鳴相互作用を処理するか，という点に集約された。

ここで，仮定 (1.3)により

Φ = 0 ⇐⇒ k1 + k2 = 0 or k2 + k3 = 0

が成り立つことに注意する。(1.3)を仮定しないと k1 + k3 = 2/3εという別の共鳴相互

作用が現れるが，これは対称性の観点から処理が難しいので現時点では排除している。

- 105 -



方程式 (2.2)の右辺の共鳴相互作用だけを取り出して計算すると，

iΓ

2π

∑
k=k1+k2+k3

k1+k2=0 or k2+k3=0

(k1 + k2)v̂(k1)v̂(k2)v̂(k3)

=
iΓ

2π

∑
k=k1, k2+k3=0

(k1 + k2)v̂(k1)v̂(−k2)v̂(k3) =
iΓ

2π

∑
k3∈Z

(k − k3)v̂(k)|v̂(k3)|2

=
Γ

2π
‖v(t)‖2

L2ikv̂(k) − iΓ

2π

( ∑
k′∈Z

k′|v̂(k′)|2
)
v̂(k)

となる。最後の第2項は無害なので忘れると，結局 v̂(t)の方程式として

∂tv̂(t, k) =
Γ

2π
‖v(t)‖2

L2ikv̂(t, k) + · · ·

さらに逆Fourier変換により

∂tv(t) =
Γ

2π
‖v(t)‖2

L2∂xv(t) + · · ·

が得られる。ここで，変換

w(t, x) = v
(
t, x − Re Γ

2π

∫ t

0

‖v(t′)‖2
L2 dt′

)
を考えると，wは方程式

∂tw(t) =
Im Γ

2π
‖w(t)‖2

L2 · i∂xw(t) + · · ·(2.3)

をみたす。2つの変換u 7→ v, v 7→ wはいずれもC(Hs)上の等長変換で可逆である。

方程式 (2.3)を見れば，Im Γによって適切か非適切かが決まるのは明快である。実

際，Im Γ = 0の場合は (2.3)にはすでに共鳴相互作用が残っていないので，上に述べ

た “非共鳴相互作用に内在する平滑化効果”を用いて適切性が示せる。方程式の係数

に対する依存性を詳しく見るにはまだまだ議論が必要であるが，ひとまず望ましい状

況である。一方，Im Γ 6= 0の場合には (2.3)にCauchy-Riemann型の作用素 ∂t + ia∂x

(a := − 1
2π

(Im Γ)‖w(t)‖2
L2 ∈ R \ {0}) が現れるため，もはや分散型方程式とは言えず，

楕円型方程式の性質が支配的になる。定理 4 (ii)のような正則性定理を示すためには

(2.3)で省略している様々な項が実際に邪魔をしないことを示す必要があるが，初期値

問題が非適切となるメカニズムを説明するにはこれで十分である。
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1 Summary

Let T > 0 be an arbitrary constant, 0 ≤ t ≤ T and x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Let E(t, x) = (E1, . . . , Ed) ∈ Rd and B(t, x) = (Bjk(t, x))1≤j<k≤d ∈ Rd(d−1)/2

denote the electric strength and the magnetic strength tensor, respectively and

(V (t, x), A(t, x)) = (V,A1, . . . , Ad) ∈ Rd+1 an electromagnetic potential, i.e.

E = −∂A

∂t
− ∂V

∂x
,

Bjk =
∂Ak

∂xj

− ∂Aj

∂xk

(1 ≤ j < k ≤ d), (1.1)

where ∂V/∂x = (∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xd). Then the Lagrangian function is given

by

L(t, x, ẋ) = m

2
|ẋ|2 + eẋ · A(t, x)− eV (t, x) ẋ ∈ Rd, (1.2)

with mass m > 0 and charge e ∈ R. Then the corresponding Schrödnger

equation is given by

iℏ
∂u

∂t
(t) = H(t)u(t)

:=

[
1

2m

d∑
j=1

(
ℏ
i

∂

∂xj

− eAj(t, x)

)2

+ eV (t, x)

]
u(t), (1.3)

Hereafter we suppose ℏ = 1 and q = 1 for simplicity.

Let L2(Rd) denote the space of all square integrable functions on Rd with

inner product (f, g) :=
∫
f(x)g(x)∗dx and norm ∥f∥, where g(x)∗ denotes the

complex conjugate of g(x). Let S(t, s; q) be the classical action

S(t, s; q) =

∫ t

s

L(θ, q(θ), q̇(θ))dθ (1.4)

for paths q(θ) ∈ Rd (s ≤ θ ≤ t) where q̇(θ) = dq(θ)/dθ. Our aim in the

present talk is to prove that for any f ∈ L2 we can determine the Feynman

2
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path integral

K(t, 0)f =

∫
eiS(t,0;q)f(q(0))Dq (1.5)

in L2(Rd) for the system (1.2) with potentials (V,A) growing polynomially in

the spatial direction x. A typical example of potentials that we can handle is

V (t, x) = |x|2(M+1) +
∑

|α|≤2M+1

aα(t)x
α, (1.6)

Aj(t, x) =
∑

|α|≤M

bjα(t)x
α (j = 1, 2, . . . , d) (1.7)

with an integer M ≥ 0 and functions aα(t) ∈ R, bjα(t) ∈ R in C1([0, T ]), i.e.

continuously differentiable functions, where |x|2 =
∑d

j=1 x
2
j and for a multi-

index α = (α1, . . . , αd) we write |α| =
∑d

j=1 αj, x
α = xα1

1 · · · xαd
d , ∂xj

= ∂/∂xj

and ∂α
x = ∂α1

x1
· · · ∂αd

xd
.

In the present talk the Feynman path integral (1.5) is defined by the time-

slicing method in terms of piecewise free moving paths or piecewise straight

lines. This method is the most familiar in physics and the most simple in

mathematics (cf. p.32 in [8] and p. 278 in [18]).

The Feynman path integral for the system (1.2) with potentials A = 0 and

V satisfying |V (t, x)| ≤ C(1+ |x|2) has been studied mathematically by many

authors for a long time since Feynman had published his famous paper [7] in

1948. See §10.4 in [1] and [4] for detailed knowledge of it. In addition, see [9],

[12] and their references for the recent study.

On the other hand, if |V (t, x)| ≥ C(1 + |x|2)1+δ holds with positive con-

stants C and δ, it may be not simple to construct the Feynman path integral

mathematically as stated on p. 101 in [1] and on p. 88 in [16]. In fact,

there seems to be only a few papers on it as far as the author knows. In

addtion, as well known, it should be noted that the uniqueness of solutions to

3
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(1.3) doesn’t hold in general if V (t, x) satisfies V (t, x) ≤ −C(1 + |x|2)1+δ with

positive constants C and δ (cf. pp. 157-159 in [5] or the introduction in [14]).

Nelson in [17] has constructed the Feynman path integral for (1.2) with

A = 0 and a general continuous function V (x), independent of t ∈ [0, T ],

outside a set of capacity 0 in Rd by using the Trotter product formula. It is to

be noted that in [17] the classical action S(t, 0; q) is replaced with some formal

approximation. See (9) on p. 333 of [17].

Daubechies and Klauder in [6] has showed the following. Take (V,A) =

(V (x), A(x)), independent of t, satisfying |V (x)| ≤ C(1+|x|2)M |A(x)| ≤ C(1+

|x|2)M with constants C ≥ 0 and M ≥ 0 and define H on C∞
0 (Rd) by (1.3),

where C∞
0 (Rd) is the space of all infinitely differentiable functions with compact

support on Rd. Let H ′ be the maximal extension of H on L2 and suppose that

H ′ has a core consisting of the finite linear spans generated by eigenvalues

of (−∆ + |x|2)/2, where ∆ =
∑d

j=1 ∂
2
xj
. Let F0(x) be the ground state of

(−∆ + |x|2)/2 and define the canonical coherent states |p, q >= eip·xF0(x −

q) for all (q, p) ∈ R2d, where p · x =
∑d

j=1 pjxj. We denote the deficiency

indices ofH ′ by n+(H
′) and n−(H

′). Daubechies and Klauder have constructed

the phase space Feynman path integral, in the form of weak topology of L2,

giving (|p′′, q′′ >, e−itH′t|p′, q′ >) if n+(H
′) = 0 and (|p′′, q′′ >, e−itH′† |p′, q′ >)

if n−(H
′) = 0 in terms of the Winer measure pinned at (p′, q′) at t = 0 and at

(p′′, q′′) at t, where H ′† denotes the adjoint operator of H ′.

Albeverio and Mazzucchi in [2] and [3] have studied the Feynman path inte-

gral for the systems (1.2) with A = 0, V (x) = |Ωx|2/2+λC(x, x, x, x) (λ ∈ R)

and with A = 0, a positive homogeneous polynomial V (x) of 2M -order (M =

1, 2, . . . ), respectively in terms of infinite dimensional oscillatory integrals and

the Wiener measure, where Ω is a d × d regular matrix and C(x, y, w, z) is a
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completely symmetric positive 4 th-order covariant tensor on Rd. It is noted

that all Feynman path integrals in [2, 3] are defined in the form of weak topol-

ogy of L2. See §10.2 in [1] and §3.5 in [16] for topics relating to [2, 3].

The present talk is having four points to be emphasized: (1) In our system

(1.2) there exists a magnetic field B(t, x). (2) Our magnetic field B(t, x) and

electric field E(t, x) can vary on time t. (3) Our Feynman path integral can

be defined as an L2- valued function on [0, T ] as in [17], not in the form

of weak topology of L2 as in [2, 3, 6]. (4) Our method of constructing the

Feynman path integral can not be applied to systems with potentials satisfying

V (t, x) ≤ −C(1 + |x|2)1+δ (C > 0, δ > 0). On the other hand, in [2, 6, 17]

the Feynman path integrals for such systems are constructed. Then, since

the uniqueness of solutions to (1.3) doesn’t hold as stated in the above, it is

unclear which solution to (1.3) is being expressed by the Feynman integral.

In the present talk the Feynman path integrals will be constructed not only

for the one-particle systems (1.2), but also the multi-particle systems with

spin. In addition, we will construct the Feynman path integrals for bosons

and fermions, i.e. quantum systems consisting of many identical particles with

spin.

We will prove the results in the present talk as in the proofs in [10, 11,

12, 13]. That is, we introduce the fundamental operators C(t, s), and prove its

stability and consistency. Combining these results and the existence theorem to

the Schrödinger equations (1.3) in both of L2 and the Schwartz space S(Rd) of

all rapidly decreasing functions on Rd, we can prove our results. In particular,

in the present talk we will use the delicate result below concerning the L2-

boundedness of pseudo-differential operators, which is stated as Theorem 13.13

on p. 322 in [21]. We note that this result plays an essential role in our proofs.
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Theorem 1.A. Suppose p(x, ξ, x′) ∈ S0(R3d), i.e.

sup
x,ξ,x′

|∂α
ξ ∂

β
x∂

γ
x′p(x, ξ, x

′)| ≤ Cα,β,γ < ∞ (1.8)

for all α, β and γ. Let P (X, ℏDx, X
′) be the pseudo-differential operator defined

by ∫
eix·ξ d̄ξ

∫
e−ix′·ξp(x, ξ, x′)f(x′)dx′, d̄ξ = (2π)−ddξ

for f ∈ S(Rd). Then we have

∥P (X, ℏDx, X
′)∥L2→L2 = sup

x,ξ,x′
|p(x, ξ, x′)|+O(ℏ), (1.9)

where ∥P∥L2→L2 denotes the operator norm from L2 into L2.

2 The Feynman path integral for the quantum

system

Let t in [0, T ]. For an arbitrary integer ν we take τj ∈ [0, T ] (j = 1, 2, . . . , ν−1)

such that 0 = τ0 < τ1 < · · · < τν−1 < τν = t, set ∆ := {τj}ν−1
j=1 and write

|∆| := max{τj+1 − τj; j = 0, 1, . . . , ν − 1}. Let x ∈ Rd be fixed. We take

arbitrary points x(j) ∈ Rd (j = 0, 1, . . . , ν − 1) and determine the piecewise

free moving path or the piecewise straight line q∆(θ;x
(0), . . . , x(ν−1), x) ∈ Rd

by joining x(j) at τj (j = 0, 1, . . . , ν, x(ν) = x) in order. Let L(t, x, ẋ) be

the Lagrangian function defined by (1.2) and S(t, s; q) the classical action

defined by (1.4). Take χ ∈ C∞
0 (Rd) such that χ(0) = 1 and determine the

approximations of the Feynman path integral (1.6) for f ∈ C∞(Rd) by

K∆(t, 0)f = lim
ϵ→0+

ν−1∏
j=0

√
m

2πi(τj+1 − τj)

d ∫
· · ·

∫
Rd

eiS(t,0;q∆)

× f(x(0))
ν−1∏
j=1

χ(ϵx(j))dx(0)dx(1) · · · dx(ν−1). (2.1)

6

- 113 -



The right-hand side of (2.1) is called the oscillatory integral and written as

ν−1∏
j=0

√
m

2πi(τj+1 − τj)

d

Os−
∫

· · ·
∫
Rd

eiS(t,0;q∆)f(x(0))dx(0)dx(1) · · · dx(ν−1)

(cf. p. 45 of [15]). Feynman path integral K(t, 0)f is defined by

K(t, 0)f = lim
|∆|→0

K∆(t, 0)f. (2.2)

We consider potentials (V,A) growing polynomially in the spatial direction,

for example (1.6) and (1.7). Then we can prove that for any f ∈ L2 (2.2) holds

in the strong topology of L2.

3 The Feynman path integrals for the identi-

cal particle system with spin

In this section we consider a quantum spin system consisting of N particles.

We write x = (x1,x2, . . . ,xN) ∈ R3N . The Lagrangian function is given by

L♯
is(t, x, ẋ) =

N∑
i=1

{
mi

2
|ẋi|2 + eiẋi ·Ai(t,xi)− eiVi(t,xi)− I1 ⊗ · · · ⊗ Ii−1

⊗ ei
mi

Bi(t,xi) · si ⊗ Ii+1 ⊗ · · · ⊗ IN

}
− 2

∑
1≤j<k≤N

ejekVjk(t,xj − xk) (3.1)

in terms of the tensor product, where Ai ∈ R3,Bi ∈ R3, Vi ∈ R, Vjk ∈ R, si are

spin matrices with three components and Ij the identity matrix for the j-th

particle. In particular we suppose that all particles are identical. Hence we

suppose mi = m, ei = e,Ai = A,Bi = B, Vi = V, Vjk = W and si = s. The
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Schrödinger equation for (3.1) is given by

i
∂u

∂t
(t) =

[
N∑
j=1

{
1

2m

∣∣∣∣1i ∂

∂xj

− eA(t,xj)

∣∣∣∣2 + eV (t,xj) + I1 ⊗ · · · ⊗ Ii−1

⊗ e

m
B(t,xi) · s⊗ Ii+1 ⊗ · · · ⊗ IN

}
+ 2e2

∑
1≤j<k≤N

ejekW (t,xj − xk)

]
u(t).

(3.2)

For a path q(θ) ∈ R3N (s ≤ θ ≤ t) we define F ♯
i (t, s; q) by the solution

d

dt
A(t) = −iH1(t, q(t))A(t), A(s) = Identity, (3.3)

where H1(t, x) =
∑N

j=1 I1 ⊗ · · · ⊗ Ii−1 ⊗ eB(t,xi) · s/m⊗ Ii+1 ⊗ · · · ⊗ IN . Then

we will define the approximation K♯
is∆(t, 0)f of the Feynman path integral

K♯
is(t, 0)f for the system (3.1) by using F ♯ as we did K∆(t, 0)f.

Let s be the magnitude of spin of particles. We note L2(R3)2s+1 ⊗ · · · ⊗

L2(R3)2s+1 = L2(R3N)l with l = (2s+1)N (cf. Theorem II.10 on p. 52 in [19]),

which we write as H.

We first consider the system of bosons. Let f = f(x1, s1,x2, s2, . . . ,xN , sN) ∈

H (sj = −s,−s + 1, . . . , s − 1, s) be symmetric with respect to the exchange

of two variables (xi, si) and (x,sj) (i ̸= j). Then, using the symmetry of

(3.1), we can easily prove that K♯
is∆(t, 0)f is also symmetric. Hence we see

that the Feynman path integral K♯
is(t, 0)f is symmetric. Therefore we see that

the Feynman path integral expresses the system of bosons. In the same way

we can prove that if f = f(x1, s1,x2, s2, . . . ,xN , sN) ∈ H is antisymmetric

with respect to the exchange of two variables, so is K♯
is∆(t, 0)f . Thus we can

construct the Feynman path integrals for bosons and fermions.

8
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非加法的単調測度による積分と Lp 空間

岡崎 悦明 (一般財団法人ファジィシステム研究所)∗

1. はじめに
非加法的単調測度 µに関する積分概念

∫
fdµは数多く提案されている(Choquet積分 [1]，

菅野積分 [22]，Shilkret積分 [25]，今岡積分，Lehrer積分 (concave integral)[20]，pan in-

tegral(decomposition integral)[19]，convex integral[21]，superdecomposition integral[21],

包除積分 など)．従って Lp 空間も積分に応じて多種の定義が考えられる．Lp の自然
な位相構造として

d(f, g) =

(∫
|f − g|pdµ

) 1
p

を f と g との距離とするのは自然である．しかし，µ の非加法性により通常の距離の
公理は満たさない場合がほとんどである．このためここでは距離の条件を弱めた準距
離を考える．本講演では非加法的単調測度の作る Lp 空間 を定義しその準距離構造ま
たは準ノルム構造を調べる．

非加法的単調測度 µ に関する積分概念の一つである Shilkret 積分は，通常の加法的
測度に関する積分論では弱積分と呼ばれと呼ばれているものである．さらに, 加法的測
度に関する Shilkret Lp 空間 は 弱 Lp 空間 と呼ばれ Lp,∞(µ) で表される．この弱 Lp

空間は実解析学分野において Marcinkiewicz の作用素補間定理で重要な役割を果たし
ている．

本講演の内容は本田あおい氏との共同研究であり，数年来 µ が劣加法的という仮定
の下に研究してきた [5]-[12]. しかし劣加法性を仮定すると優加法的測度を除外するこ
とになり不十分である．劣加法性より弱い条件の導入を試行した結果，近年，準劣加
法性の仮定から一様準劣加法性が従うことや，準劣加法性の仮定から Lp は準距離空
間 (多くは準ノルム空間)になることが分かり [13]-[16]，「準劣加法性」を仮定とした議
論が可能となった．.

2. 準距離空間・準ノルム空間
定義 1 [4, 26, 27] T を集合とする．関数 ρ(x, y) : T × T → [0,+∞) が 準距離 とは

1. ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, x, y ∈ T,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x), x, y ∈ T,

3. ∃K ≥ 1 ; ρ(x, y) ≤ K (ρ(x, z) + ρ(z, y)) , x, y, z ∈ T

が満たされること．

∗ e-mail: okazaki@flsi.or.jp
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準距離は x0, x1, x2, · · · , xn ∈ T に対して次の式が成り立つ：

ρ(x0, xn) ≤ Kn−1(ρ(z0, x1) + ρ(x1, x2) + · · ·+ ρ(xn−1, xn)).

ここで一般に Kn−1 → +∞ なので，完備性を考察する場合は不都合が出そうである．
更には三角不等式が成り立たないので

関数ρ(x, y)はそれ自身の定める位相に関して連続とは限らない

という事態が起こり得る．従って準距離を扱う際には注意深く議論を進める必要があ
る．実際は以下に述べる Frink の距離付定理 ([3]1938)によりある程度これらの不都合
は緩和される．

準距離より良い性質を持つものとして 準ノルム がある．

定義 2 [24] 線形空間 L 上の関数 |x|L : L → [0,∞) が 準ノルム とは

1. |x|L = 0 ⇐⇒ x = 0,

2. |cx|L = |c||x|L,

3. ∃M ≥ 1 ; |x+ y|L ≤ M (|x|L + |y|L)

が満たされること．

このとき d(x, y) = |x− y|L は L 上の準距離である．

準距離空間 (X, ρ)は一様空間であり，一様構造は可算個の基本系 {D1/n | n = 1, 2, · · · }
をもつ．ここに，D1/n = {(x, y) | ρ(x, y) < 1

n
} である．従って (X, ρ) は距離が付く，

即ち，距離 d(x, y)が存在して d(x, y)は ρ(x, y)と同じ位相を X 上に導く．しかし，距
離 d(x, y) と準距離 ρ(x, y) との相互関係は明らかではない．この節では準距離 ρ(x, y)

と密接に関連した距離の存在を Heinonen[4] に従って見て行く．

補題 2-1 [3, 4, 26].

準距離 ρ が
ρ(x, y) ≤ 2Max{ρ(x, z), ρ(z, y)}, x, y, z ∈ X

を満たすとする．このとき，次を満たす距離 d(x, y) が構成できる：

1

4
ρ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ ρ(x, y), x, y ∈ X.

実際距離 d(x, y) は次で与えられる：

d(x, y) := inf

{
n∑

k=1

ρ(zk−1, zk) | z0 = x, zn = y, z1, z2, · · · , zn−1 ∈ X,n ∈ IN

}
.
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ρ(x, y) を準距離とすれば任意の ε > 0 に対して ρε(x, y) もまた準距離である．実際
ρ(x, y) の準距離定数を K とするとき ρε(x, y) の準距離定数 Kε として

Kε =

{
K 0 < ε ≤ 1

Kε2ε 1 < ε < +∞

と取ることが出来る．従って準距離 ρ(x, y) を ε-乗した準距離 ρε(x, y) は次の不等式を
満たす：

ρε(x, y) ≤ (2K)εMax{ρε(x, z), ρε(z, y)}, x, y, z ∈ X.

Heinonen[4], Prop. 14.5, は ε → 0 のとき (2K)ε → 1 となることに着目し，準距離空
間の距離付けに関し次の結果を得た．

定理 2-1 [4].

(X, ρ) を準距離空間とする．このときある ε ∈ (0, 1] および距離 dε(x, y) が存在して

1

4
ρε(x, y) ≤ dε(x, y) ≤ ρε(x, y), x, y, z ∈ X

を満たす．
証明
(2K)ε = 2 を満たす ε をとる．この ε に対して補題 2-1 を適用する．

言い換えれば準距離空間 (X, ρ)は距離 dε(x, y)から構成された準距離空間 (X, d
1/ε
ε (x, y))

と位相同型である．

準ノルム空間も距離付け可能であるが、この場合は特別な平行移動不変距離が与えら
れる．

定理 2-2 [24] (L, |x|)を準ノルム空間とする．このとき α ∈ (0, 1]，および関数 ∥|x∥| :
L → [0,∞) で次を満たすものが存在する：

1. ∥|x∥| ≤ |x|α ≤ 2∥|x∥|, x ∈ L,

2. ∥|x+ y∥| ≤ ∥|x∥|+ ∥|y∥|, x, y ∈ L, および

3. ∥|cx∥| = |c|α∥|x∥|, x ∈ L, c ∈ IR.

∥|x∥| は具体的に次で与えられる．まず (2M)α = 2 を満たす α ∈ (0, 1] を取れば，
|x+ y|α ≤ 2max{|x|α, |y|α} を満たしている．このとき，

∥|x∥| = inf

{
n∑

j=1

|xj|α
∣∣∣∣∣x =

n∑
j=1

xj, n ∈ N , xj ∈ E

}
.

即ち，準ノルム位相は距離 d(x, y) = ∥|x− y∥| の定める位相と同相である．
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3. 非加法的単調測度
定義 3 [2, 17, 18, 22] (X,B(X)) を可測空間，即ち B(X) は集合 X 上の σ−加法族，
とする．集合関数 µ : B(X) → [0,+∞] が 非加法的単調測度 とは

1. µ(∅) = 0, および
2. A ⊂ B, A,B ∈ B(X) ならば µ(A) ≤ µ(B)

が成り立つこと．

µ が 準劣加法的 とは
3. ∃K ; µ(A ∪B) ≤ K(µ(A) + µ(B)), A,B ∈ B(X)

を満たすこと．K = 1 のとき 劣加法的 と呼ばれる．

µ が 一様準劣加法的 とは
4. ∃L ; µ(∪n

j=1Aj) ≤ L(
∑n

j=1 µ(Aj)), ∀n,Aj ∈ B(X)

が成り立つこと．L は n によらない定数である．

µ が 零加法的 とは
5. µ(B) = 0 ならば µ(A ∪B) = µ(A)

を満たすこと．

µ が 弱零加法的 とは
6. µ(A) = µ(B) = 0 ならば µ(A ∪B) = 0

を満たすこと．

µ が 零連続 とは
7. An ↑ A, µ(An) = 0 ならば µ(A) = 0

を満たすこと．

µ が 下から連続 とは
8. An ↑ A ならば µ(An) ↑ µ(A),

を満たすこと．

定義 4(測度のべき乗変換) c > 0 とし µ を非加法的単調測度とする．c 乗変換 µc を
µc(A) = (µ(A))c で定義する．

一般には準劣加法的でも一様準劣加法的とは限らない．しかし，µ が準劣加法的かつ
零加法的ならばある正数 c ∈ (0, 1] が存在して，c 乗変換 µc は一様準劣加法的にでき
る (11 節)．

可測関数を考察する際，µ− a.e. で同値関係を導入する．即ち

f ∼ g ⇐⇒ f = g µ− a.e. ⇐⇒ µ(|f − g| > 0) = 0.
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この条件を考慮し，µ は零加法的であること, または零連続性を仮定することがある
(これはその都度明示する）．

4. Choquet 積分による Lp 空間 Lp(CH)

Choquet integral [1, 2] :

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の Choquet 積分は次で定義される：

(C)

∫
X

fdµ :=

∫ +∞

0

µ({f > r})dr

1 ≤ p < +∞ とする. 可測関数 f : (X,B(X)) → (−∞,+∞) に対して

|f |p =

[∫ +∞

0

prp−1µ(|f | > r)dr

] 1
p

,

Lp = {f | |f |p < +∞} ,

Np = {f ∈ L | |f |p = 0} and,

Lp(CH) = Lp/Np.

とする．

Remark |f |p = 0 ⇐⇒ µ(|f | > r) = 0 ∀r > 0 である．従って，零連続性を仮定す
れば |f |p = 0 ⇐⇒ f = 0, µ− a.e. となる．

補題 4-1 µ は零加法的とする．このとき，|f ± h|p = |f |p,∀f ∈ Lp, ∀h ∈ Np.

この補題により |f |p を商空間 Lp(CH) := Lp/Np 上にうまく定義できる．

定理 4-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(CH), |f |p) 準ノルム空
間であり次が成り立つ：

|af |p = |a| · |f |p, a ∈ R, f ∈ Lp(CH),

|f + g|p ≤ 2K
1
p (|f |p + |g|p) , f, g ∈ Lp(CH).

Remark µ が submodular, i.e.,

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) ≦ µ(A) + µ(B),

であれば Lp(CH) はノルム空間である． (Denneberg[2]).

- 123 -



5. 菅野 積分による Lp 空間 Lp(SU)

Sugeno integral [22]

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の 菅野 積分は次で定義される：

(SU)

∫
X

fdµ := sup
r≥0

r ∧ µ({f > r}),

ただし a ∧ b = min{a, b}.

1 ≤ p < +∞ とする. 可測関数 f : (X,B) → (−∞,+∞) に対して

|f |p =

[
sup
r≥0

r ∧ µ(|f |p > r)

] 1
p

=

[
(SU)

∫
X

|f |pdµ
] 1

p

,

Lp = {f | |f |p < +∞} ,

Np = {f ∈ Lp | |f |p = 0} and

Lp(SU) = Lp/Np.

とする．

Remark |f |p = 0 ⇐⇒ µ(|f | > r) = 0 ∀r > 0 である．従って，零連続性を仮定す
れば |f |p = 0 ⇐⇒ f = 0, µ− a.e. となる．

補題 5-1 µ は零加法的とする．このとき

|f ± h|p = |f |p, f ∈ Lp, h ∈ Np.

この補題により |f |p を商空間 Lp(SU) = Lp/Np 上にうまく定義できる．

定理 5-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(SU), |f − g|p) は準距
離空間であり次が成り立つ．

|af |p ≤ max{|a|, 1} · |f |p, a ∈ R, f ∈ Lp(SU),

|f ± g|p ≤ 2K
1
p (|f |p + |g|p) , f, g ∈ Lp(SU).

Remark |f |p は準ノルムではない．.スカラー倍 a → af は連続とは限らない．

命題 5-1 Lp(SU) = L1(SU), ∀p.

(Proof)　 次の不等式が成り立つ．
(1) |f |pp ≤ |f |p1 + |f |1, and
(2) |f |p1 ≤ |f |p2p + |f |pp.
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実際定義より |f |p =
[
supr≥0 r ∧ µ(|f |p > r)

] 1
p =

[
supr≥0 r

p ∧ µ(|f | > r)
] 1

p，|f |1 =

supr≥0 r ∧ µ(|f | > r). ここで

ap ∧ b ≤ (a ∧ b)p + a ∧ b，(a ∧ b)p ≤ (ap ∧ b)p + ap ∧ b

が成り立つことに注意して結論を得る．

6. Shilkret 積分による Lp 空間 Lp(SH)

Shilkret integral [25] :

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の Shilkret 積分は次で定義される：

(SH)

∫
X

fdµ := sup
r≥0

r · µ({f > r}).

1 ≤ p < +∞ とする. 可測関数 f : (X,B) → (−∞,+∞) に対して

|f |p =

[
sup
r≥0

r · µ(|f |p > r)

] 1
p

=

[
(SH)

∫
X

|f |pdµ
] 1

p

,

Lp = {f | |f |p < +∞} ,

Np = {f ∈ Lp | |f |p = 0} and

Lp(SH) = Lp/Np.

とする．

補題 6-1 µ は零加法的とする．このとき

|f ± h|p = |f |p, f ∈ Lp, h ∈ Np.

この補題により |f |p を商空間 Lp(SH) := Lp/Np 上にうまく定義できる．

定理 6-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(SH), |f |p) は準ノルム
空間であり次が成り立つ．

|af |p = |a| · |f |p, a ∈ R, f ∈ Lp(SH),

|f ± g|p ≤ 2K
1
p (|f |p + |g|p) , f, g ∈ Lp(SH).

Remark µ が通常の加法的な測度の場合，Lp(SH) は 弱 Lp 空間 と呼ばれており
Lp,∞(µ) と表される準ノルム空間である [24]．

命題 6-1 Lp(CH) ⊂ Lp(SH) ⊂ Lp(SU).

(Proof)

(SH)|f |p ≤ (CH)|f |p および (SU)|f |2p ≤ (SH)|f |p が成り立つ．後者は (a ∧ b)2 ≤ ab よ
り従う．
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7. Lehrer 積分による Lp 空間 Lp(LEH)

concave integral(Lehrer 積分) [20]:

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の Lehrer 積分 (concave integral)は次で定義
される：

(LEH)
∫
fdµ = cav(f) :=

sup

{
n∑

i=1

aiµ(Ai)
∣∣∣ n∑

i=1

aiχAi
≦ f, n ∈ IN, ai ≥ 0, Ai ∈ B

}
.

1 ≦ p < +∞　とする. 可測関数 f : (X,B) → IR に対して, |f |p :=
(
(LEH)

∫
|f |pdµ

) 1
p

とし，
Lp := {f | |f |p < +∞},

Np := {f ∈ Lp | |f |p = 0},

Zp := {f ∈ Lp | f = 0 µ− a.e.}.

とする．

ここでは，Choquet, 菅野および Shilkret 積分の場合と異なり，新たに部分空間 Zp を
導入し，Zp による商空間をとる．

命題 7-1. [20]

(1) f = 0 µ− a.e. ⇒ (LEH)
∫
fdµ = 0.

(2) 0 ≦ f ≦ g ⇒ 0 ≦ (LEH)
∫
fdµ ≦ (LEH)

∫
gdµ.

(3) (LEH)
∫
χAdµ ≧ µ(A).

(4) for c > 0, f ≥ 0 ⇒ (LEH)
∫
(cf)dµ = c · (LEH)

∫
fdµ.

(5) for f, g ≧ 0, (LEH)
∫
(f + g)dµ ≧ (LEH)

∫
fdµ+ (LEH)

∫
gdµ.

(5) は concavity と呼ばれる．ノルムの三角不等式とは逆である．

補題 7-1

1. µ が零加法的ならば Zp は Lp　の線形部分空間.

2. Zp ⊂ Np.

3. µ が零連続ならば Zp = Np.

4. µ は零加法的とする．このとき h ∈ Zp に対し, |f ± h|p = |f |p.

Remark concavity (5) により, 任意の h ∈ N1, に対して |f ± h|1 = |f |1.

補題 7-2

µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

|f + g|p ≦ 2K
1
p{|f |p + |g|p}, f, g ∈ Lp.
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系 7-1

µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき Np は Lp の線形部分空間である.

1 ≦ p < +∞ とする. µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

Lp(LEH) = Lp/Zp

∥f + Zp∥p := |f |p for f + Zp ∈ Lp(LEH).

と定義する．

補題 7-1 より, ∥f + Zp∥p は代表元の取り方に依らない．以下同値類 f + Zp と代表元
f を同一視し， ∥f∥p = |f |p と記す.

定理 7-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(LEH), |f |p) は準ノル
ム空間であり以下を満たす：
(1) |cf |p = |c||f |p, c ∈ IR, f ∈ Lp(LEH).

(2) |f + g|p ≦ 2K
1
p (|f |p + |g|p) for f, g ∈ Lp(LEH).

8. Pan integral による Lp 空間 Lp(PAN)

pan integral(decomposition integral) [19] :

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の pan integral は次で定義される：

(pan)
∫
fdµ :=

sup

{
n∑

i=1

aiµ(Ai)
∣∣∣ n∑

i=1

aiχAi
≦ f, n ∈ IN, ai ≥ 0, {Ai} ⊂ B is a decomposition of X

}
.

1 ≦ p < +∞　とする. 可測関数 f : (X,B) → IR に対して, |f |p :=
(
(pan)

∫
|f |pdµ

) 1
p

とし，
Lp := {f | |f |p < +∞},

Np := {f ∈ Lp | |f |p = 0},

Zp := {f ∈ Lp | f = 0 µ− a.e.}.

とする．

ここでも，Choquet, 菅野および Shilkret 積分の場合と異なり，Lehrer 積分と同様に部
分空間 Zp を導入する．
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命題 8-1. [19]

(1) f = 0 µ− a.e. ⇒ (pan)
∫
fdµ = 0.

(2) 0 ≦ f ≦ g ⇒ 0 ≦ (pan)
∫
fdµ ≦ (pan)

∫
gdµ.

(3) (pan)
∫
χAdµ ≧ µ(A).

(4) for c > 0, f ≥ 0 ⇒ (pan)
∫
(cf)dµ = c · (pan)

∫
fdµ.

(5) for f, g ≧ 0 with supp(f) ∩ supp(g) = ∅ ⇒ (pan)
∫
(f + g)dµ ≧ (pan)

∫
fdµ +

(pan)
∫
gdµ. [weak concavity]]

(5) は concavity に相当する．ノルムの三角不等式とは逆である．

補題 8-1

1. µ が零加法的ならば Zp は Lp　の線形部分空間.

2. Zp ⊂ Np.

3. µ が零連続ならば Zp = Np.

4. µ は零加法的とする．このとき h ∈ Zp に対し, |f ± h|p = |f |p.

補題 8-2 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

|f + g|p ≦ 2K
1
p{|f |p + |g|p} for every f, g ∈ Lp.

系 8-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき Np は Lp の線形部分空間で
ある.

1 ≦ p < +∞ とする. µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

Lp(PAN) := Lp/Zp

∥f + Zp∥p := |f |p for f + Zp ∈ Lp(PAN).

と定義する．

補題 8-1 より, ∥f + Zp∥p は代表元の取り方に依らない．以下同値類 f + Zp と代表元
f を同一視し， ∥f∥p = |f |p と記す.

定理 8-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(PAN), |f |p) は準ノル
ム空間であり以下を満たす：
(1) |cf |p = |c||f |p, c ∈ IR, f ∈ Lp(PAN).

(2) |f + g|p ≦ 2K
1
p (|f |p + |g|p) for f, g ∈ Lp(PAN).

9. Convex integral による Lp 空間 Lp(V EX)

convex integral [21]

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の convex integral は次で定義される：
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(V EX)
∫
fdµ = vex(f) :=

inf

{
n∑

i=1

aiµ(Ai)
∣∣∣ n∑

i=1

aiχAi
≧ f, n ∈ IN, ai ≥ 0, Ai ∈ B

}
.

Remark {Ai} は必ずしも disjoint ではない集合列を考える．

1 ≦ p < +∞ とする. 可測関数 f : (X,B) → IR, に対して |f |p := (vex(|f |p))
1
p とし，

Lp := {f | |f |p < +∞},

Np := {f ∈ Lp | |f |p = 0},

Zp := {f ∈ Lp | f = 0 µ− a.e.}.

とする．ここでも部分空間 Zp を導入する．

命題 9-1. [21]

(1) f = 0 µ− a.e. ⇒ vex(f) = 0.

(2) 0 ≦ f ≦ g ⇒ 0 ≦ vex(f) ≦ vex(g).

(3) vex(χA) ≦ µ(A).

(4) For c > 0 ⇒ vex(cf) = c · vex(f).
(5) For f, g ≧ 0 ⇒ vex(f + g) ≦ vex(f) + vex(g) [convexity].

補題 9-1

1. µ が零加法的ならば Zp は Lp の線形部分空間.

2. Zp ⊂ Np.

3. µ は零加法的とする．このとき is h ∈ Zp に対し， |f ± h|p = |f |p.

Remark 積分の凸性 (命題 9-1 (5)) により, h ∈ N1 に対し, |f ± h|1 = |f |1.

補題 9-2 µ は零加法的とする．このとき

|f + g|p ≦ 2
p−1
p {|f |p + |g|p} for every f, g ∈ Lp.

系 9-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき Np は Lp の線形部分空間で
ある．.

1 ≦ p < +∞ とする. µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

Lp(V EX) := Lp/Zp

∥f + Zp∥p := |f |p for f + Zp ∈ Lp(V EX).

とする．
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補題 9-1 より, ∥f +Zp∥p は代表元 f の取り方によらない．以下同値類 f +Zp と代表
元 f を同一視し， ∥f∥p = |f |p と記す.

定理 9-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(V EX), |f |p) は準ノル
ム空間であり，以下を満たす．
(1) |cf |p = |c||f |p, c ∈ IR, f ∈ Lp(V EX).

(2) |f + g|p ≦ 2
p−1
p (|f |p + |g|p) for f, g ∈ Lp(V EX).

L1(vex) はノルム空間である．これは命題 9-1 (5) からも言える.

Lp(LEH) と Lp(V EX) の包含関係は不明である．一見して Lp(LE) ⊂ Lp(vex) のよ
うではあるが、不明．

例
D ⊂ X とし，測度 µ を

µ(A) = 1 if A ∩D ̸= ∅
µ(A) = 0 if A ∩D = ∅

とする．これは集合 D の定義関数 χD を可能性分布関数とする可能性測度と呼ばれる
単調測度である．µ(A ∪B) = max{µ(A), µ(B)} を満たす．このとき

L1(LE) = ℓ1(D) = {(ad)d∈D |
∑

d∈D |ad| < +∞},
L1(vex) = ℓ∞(D)

である．可測関数 f(x) は次のように一点の定義関数の和で表される：

f(x) =
∑
d∈D

f(d)χ{d}(x), µ− a.e.

10. Super decomposition integral による Lp 空間 Lp(SDC)

Super decomposition integral [21]

非負可測関数 f : (X,B(X)) → [0,+∞) の super decomposition integral は次で定義さ
れる：

(SDC)
∫
fdµ :=

inf

{
n∑

i=1

aiµ(Ai)
∣∣∣ n∑

i=1

aiχAi
≧ f, n ∈ IN, ai ≥ 0, {Ai} ⊂ B(X) is a decomposition of X

}
.
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Remark convex integral との違いは {Ai} は disjoint であること．

1 ≦ p < +∞ とする. 可測関数 f : (X,B) → IR, に対して |f |p :=
(
(SDC)

∫
|f |pdµ

) 1
p

とし，
Lp := {f | |f |p < +∞},

Np := {f ∈ Lp | |f |p = 0},

Zp := {f ∈ Lp | f = 0 µ− a.e.}.

とする．ここでも部分空間 Zp を導入する．

命題 10-1. [21]

(1) f = 0 µ− a.e. ⇒ (SDC)
∫
fdµ = 0.

(2) 0 ≦ f ≦ g ⇒ 0 ≦ (SDC)
∫
fdµ ≦ (SDC)

∫
gdµ.

(3) (SDC)
∫
χAdµ ≦ µ(A).

(4) For c > 0 ⇒ (SDC)
∫
cfdµ = c · (SDC)

∫
fdµ.

(5) For f, g ≧ 0, supp(f) ∩ supp(g) = ∅ ⇒ (SDC)
∫
(f + g)dµ ≦ (SDC)

∫
fdµ +

(SDC)
∫
gdµ [weak convexity].

補題 10-1

1. µ が零加法的ならば Zp は Lp の線形部分空間.

2. Zp ⊂ Np.

3. µ は零加法的とする．このとき is h ∈ Zp に対し， |f ± h|p = |f |p.

補題 10-2 µ は零加法的とする．このとき

|f + g|p ≦ 2K
1
p{|f |p + |g|p}, f, g ∈ Lp.

系 10-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき Np は Lp の線形部分空間で
ある．.

1 ≦ p < +∞ とする. µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき

Lp(SDC) := Lp/Zp

∥f + Zp∥p := |f |p for f + Zp ∈ Lp(SDC).

とする．

補題 10-1 より, ∥f + Zp∥p は代表元 f の取り方によらない．以下同値類 f + Zp と代
表元 f を同一視し， ∥f∥p = |f |p と記す.

定理 10-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき (Lp(SDC), |f |p) は準ノル
ム空間であり，以下を満たす．
(1) |cf |p = |c||f |p, c ∈ IR, f ∈ Lp(SDC).
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(2) |f + g|p ≦ 2K
1
p (|f |p + |g|p), f, g ∈ Lp(SDC).

Lp(PAN) と Lp(SDC) の包含関係は不明である．

例
D ⊂ X とし，χD を可能性分布関数とする可能性測度を µ とする．µ の双対測度 µ̄ は

µ̄(A) = 1− µ(X\A), A ∈ B(X)

で定義される．このとき集合 D の濃度が2以上であれば，

(pan)
∫
fdµ̄ = infx∈D f(x)

(SDC)
∫
fdµ̄ = 0

である．D = {d}が1点集合ならば µ = µ̄ = δd であり，(pan)
∫
fdµ̄ = (SDC)

∫
fdµ̄ =

f(d) である．

11. 非加法的単調測度のべき乗変換
c > 0 とし µ を非加法的単調測度とする．c 乗変換 µc を

µc(A) = (µ(A))c

で定義した．

本節では Choquet 積分 または Shilkret 積分に関する L1 空間を考える．これらは準
ノルム空間であり，さらに次の性質を共通に満たしている．

補題 11-1 A ∈ B(X) に対して |χA|1 = µ(A) である．ここに χA は集合 A の定義関
数，|f |1 は L1(CH) の準ノルム (或いは L1(SH) の準ノルム) である．

Choquet L1(CH) (或いは Shilkret L1(SH)) は距離付け可能であり，定理 2-2 により次
が成り立つ．

定理 11-1 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．ある c ∈ (0, 1] および距離関数
∥|f∥|1 : L1(CH)(L1(SH)) → [0,∞) が存在して次を満たす：

1. ∥|f∥|1 ≤ |f |c1 ≤ 2∥|f∥|1, f ∈ L1(CH)(L1(SH)), および

2. ∥|f + g∥|1 ≤ ∥|f∥|1 + ∥|g∥|1, f, g ∈ L1(SH)(L1(SH)).
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定理 11-2 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．このとき定理 1の c ∈ (0, 1] に対
して

µc(∪n
j=1Aj) ≤ 2

n∑
j=1

µα(Aj), ∀n, ∀j = 1, 2, · · · , n

即ち，µc は一様準劣加法的である．さらに µ が下から連続ならば，

µc(∪∞
j=1Aj) ≤ 2

∞∑
j=1

µc(Aj).

定理11- 3 µ は準劣加法的かつ零加法的とする．定理11-1 で得られた c ∈ (0, 1] お
よび距離関数 ∥|f∥|1 を考える．このとき， λ(A) = sup{∥|χC∥|1 | C ⊂ A,C ∈ B(X)}
とすれば

(1) λ は劣加法的単調測度である．

(2) λ(A) ≤ µc(A) ≤ 2λ(A), A ∈ B(X).

12. L∞
可測関数 f が本質的に有界であるとは，∃α ≥ 0 ; µ(|f | > α) = 0 が成り立つことで
ある．本質的に有界な関数 f に対して，|f |∞ = inf{α ≥ 0 | µ(|f | > α) = 0}　とし

L∞ = {f | |f |∞ < +∞},

N∞ = {f ∈ L∞ | |f |∞ = 0}, and

L∞ = L∞/N∞

とする．

補題 12-1 µ は下から連続とする．このとき次は同値である:

|f |∞ = a

⇐⇒
(1) µ(|f | > a) = 0 and

(2) for every b < a, µ(|f | > b) > 0.

従って µ が下から連続であれば，|f |∞ = min{α ≥ 0 | µ(|f | > α) = 0}.

補題 12-2 µ は零加法的とする．f ∈ Lp, h ∈ Np に対して |f ± h|∞ = |f |∞.

この補題により |f |∞ を商空間 L∞ = L∞/N∞ 上にうまく定義できる．
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命題 12-1 µ は零加法的とする．このとき |f |∞ は L∞ 上のノルムである.

13. その他の話題

• 可測空間 (X,B(X), µ) の完備性，完備化

• Lp(0 ≤ p ≤ ∞) の完備性

• Lp の双対

• 非分布型積分に関する積分収束定理 (分布関数型積分については [17, 18])

• 収束定理 (Egorov の定理など)[17]
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不動点近似法に対する収束解析について

松下 慎也 (秋田県立大学)

1 はじめに

本講演では、非線形写像の不動点近似法の収束解析およびその応用を紹介する。

不動点問題：
find u ∈ H s.t. T (u) = u (1.1)

を考える。ここで、H は実ヒルベルト空間、T はH からH の写像とする。問題 (1.1)の

解、つまり写像 T の不動点について考える。写像 T やその定義域等に適切な条件を課せ

ば不動点の存在を証明することができ、そのような結果を不動点定理と呼ぶ。不動点定理

は微分方程式の解の存在や一意性を保証するなど、様々な問題の解の存在定理を証明する

ときの有力な手段となっている。次の縮小写像の不動点定理は、非線形解析学において非

常に有名である。

定理 1.1. (縮小写像の不動点定理) (X, d) を完備距離空間とし、S をX からX への縮小

写像1とする。 このとき、S は唯一つの不動点 z ∈ X を持ち、任意の x0 ∈ X に対して

{Sk(x0)} は z に収束する。また、

d
(
Sk(x0), z

)
≤ rk

1− r
d(x0, S(x0)) (k = 0, 1, 2, · · · ) (1.2)

が成立する。

定理 1.1 とそれに関連する話題については [2, 27–32] を参照するとよい。定理 1.1 で

は、不動点の存在定理と不動点への収束定理を一つの枠組みの中で議論している。特に、

点列 {Sk(x0)}は任意の初期点 x0 から不動点 z に収束する性質を持ち、S の不動点を逐

次近似する解法になっていることを示している。一方、式 (1.2)は点列 {Sk(x0)}がどの
くらいの速さで不動点に近づくかを評価する指標として利用できる。

本研究は科研費 (基盤研究 (C) 課題番号：16K05280)の助成を受けて得られた結果である。
1 d を完備距離空間 X の距離とする。このとき、S が縮小写像であるとは、ある r ∈ [0, 1) が存在して，
任意の x, y ∈ X について d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y) を満たす。
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本講演では、縮小写像の不動点定理における点列 {Sk(x0)}の評価式 (1.2)に動機付け

られて、不動点近似法の収束の速さの評価に関する結果とその応用について解説する。定

理 1.1 では、収束を評価する基準として点列と不動点との距離 d(Sk(x0), z) を用いてい

る。しかし、非拡大写像 (2節参照)には近似法によって生成された点列が、不動点に弱収

束するが強収束しない例が存在する [9]。このことから、点列と不動点との距離は 0に収

束することが保障されない為、新しい評価基準を検討する必要がある。本講演を通して、

不動点近似法の収束の評価基準として以下を用いる

∥xk − T (xk)∥. (1.3)

ここで、点列 {xk}は写像 T に対する不動点近似法によって生成された点列とする。{xk}
が非拡大写像に対する不動点近似法によって生成された場合、∥xk − T (xk)∥ が 0 に収

束するという性質を持つことが知られている。最近、(1.3)の収束について漸近的な上界

を与えたり、その評価を改善するという研究が盛んに行われている [6–8, 12]。ここでは、

Krasnosel’skĭı-Mann 型の不動点近似法 (3節参照)と近接勾配法 (4節参照)に焦点を当

て、近似法から生成される点列について新しい評価を与えることを目的とする。

2 準備

実数の集合を R、正の整数全体の集合を Nで表す。正の実数列 {ak}, {bk} ⊂ (0,∞)に

ついて、limk→∞ akbk = 0が成り立つとき、ak = o(1/bk)と表す。また、ある c > 0が

存在して ak ≤ c/bk (∀k ∈ N)が成り立つとき、ak = O(1/bk)と表す。

本稿で扱うヒルベルト空間は全て実ヒルベルト空間である。ヒルベルト空間 H の内積

とノルムを ⟨·, ·⟩と ∥ · ∥ で表す。任意の x, y ∈ H, α ∈ [0, 1]に対して

∥(1− α)x+ αy∥2 = (1− α)∥x∥2 + α∥y∥2 − α(1− α)∥x− y∥2 (2.1)

が成り立つ。T : H → H が非拡大であるとは、任意の x, y ∈ H に対して

∥T (x)− T (y)∥ ≤ ∥x− y∥ (2.2)

が成り立つときをいう。写像 T の不動点集合を Fix(T ) := {u ∈ H : T (u) = u} とす
る。非拡大写像の不動点集合は閉凸集合になる。また、T が堅非拡大であるとは、任意の

x, y ∈ H に対して
∥T (x)− T (y)∥2 ≤ ⟨x− y, T (x)− T (y)⟩ (2.3)

が成り立つときをいう。T に対してある α ∈ (0, 1) と非拡大写像 R : H → H が存在し、

T = (1− α)I + αR とあらわせるとき、T は α-平均非拡大であるという。
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集合値写像 A : H → 2H に対して、その定義域と値域を dom(A) := {x ∈ H : A(x) ̸=
∅}と ranA :=

∪
{A(x) : x ∈ dom(A)}と表す。また、Aのグラフを G(A) := {(x, y) ∈

H ×H : y ∈ A(x)}と表す。Aが単調であるとは、任意の (x1, y1), (x2, y2) ∈ G(A)に対

して
⟨x1 − x2, y1 − y2⟩ ≥ 0 (2.4)

が成り立つときをいう。また、Aが極大単調であるとは、Aのグラフを真に含む単調な集

合値写像 B : H → 2H が存在しないときをいう。Aが極大単調となるための必要十分条

件は、任意の r > 0に対して
ran(I + rA) = H (2.5)

となることである [30, 31]。ここで、I は H 上の恒等写像である。Aが極大単調のとき、

性質 (2.5)と Aの単調性より、任意の r > 0に対して集合値写像 I + rAの逆写像は定義

域を H 全体に持つ一価写像となる。このとき、(I + rA)−1 を Aのリゾルベントといい、

JrA と表す。つまり、

JrA(x) := {z ∈ H : x ∈ z + rA(z)} = (I + rA)−1(x) (2.6)

とする。ある u ∈ H が存在して 0 ∈ A(u) が成り立つとき、u を A の零点といい、A

の零点全体の集合を A−1(0) := {u ∈ H : 0 ∈ A(u)} と表す。A が極大単調であれば、

A−1(0) は閉凸集合となる。

例 2.1. A : H → 2H を極大単調とする。このとき、任意の r > 0に対して JrA は堅非拡

大写像となる。また、2JrA − I は非拡大写像となるため、JrA は 1
2 -平均非拡大写像とな

る。また、A−1(0)と Fix(JrA)は一致する。

次に、関数 f : H → R∪{∞}について考える。任意の x, y ∈ H と α ∈ [0, 1]に対して、

f((1− α)x+ αy) ≤ (1− α)f(x) + αf(y) (2.7)

が成り立つとき、f はH 上の凸関数であるという。凸関数 f が domf ̸= ∅を満たすとき、
f はH 上の真凸関数という。また、任意の a ∈ Rに対して、集合 {x ∈ H : f(x) ≤ a}が
つねに閉集合となるとき、f は H 上で下半連続であるという。

例 2.2. (劣微分) f : H → R ∪ {∞}を下半連続な真凸関数、x ∈ H とし、f の xにおけ

る劣微分を
∂f(x) := {z ∈ H : f(y) ≥ f(x) + ⟨y − x, z⟩ (∀y ∈ H)} (2.8)
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とする。このとき ∂f は極大単調である [25]。また、(∂f)−1(0)は f の H における最小

点全体の集合と一致する。つまり、(∂f)−1(0) = {u ∈ H : f(u) = minx∈H f(x)}が成り
立つ。

例 2.3. (近接写像) f : H → R ∪ {∞}を下半連続な真凸関数とする。このとき、任意の
x ∈ H に対して、

Jr∂f (x) = argmin
y∈H

{
f(y) +

1

2r
∥y − x∥2

}
(2.9)

が成り立つ。特に、劣微分に対するリゾルベント Jr∂f を f の近接写像といい、proxrf と

表す。例 2.1より、下半連続な真凸関数 f の最小化問題は、近接写像 proxrf の不動点問

題に帰着できる。

例 2.4. (距離射影) C を H の空でない閉凸集合とする。このとき、任意の x ∈ H に対

して
∥x− u∥ = min{∥x− y∥ : y ∈ C}

となるような C の点 u が一意に存在する。任意の x ∈ H に対して、このような u ∈ C

を対応させる写像を PC で表し、この写像をH から C 上への距離射影という。距離射影

PC は、任意の r > 0、x ∈ H に対して、PC(x) = proxriC (x)(= JriC (x)) を満たしてお

り，凸関数 iC に対する近接写像となっている。ここで、iC は以下のように定義される

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)

∞ (x /∈ C).
(2.10)

例 2.1より PC は堅非拡大写像となり、C = Fix(PC)となる。

U ⊂ H を開集合とする。関数 g : U → Rと x ∈ H に対して

lim
t→0

g(x+ td)− g(x)

t
= ⟨d, u⟩ (∀d ∈ H)

を満たす u ∈ H が存在するとき、g は xでガトー微分可能という。このとき、uを g の

xにおける勾配といい、∇g(x) := uと表す。g が H 上でガトー微分可能であるとは、任

意の点 x ∈ H においてガトー微分可能のときをいう。また、∇g が H 上でリプシッツ連

続であるとは、ある L > 0が存在して任意の x, y ∈ H に対して

∥∇g(x)−∇g(y)∥ ≤ L∥x− y∥

が成り立つときをいう。

本節で述べた非線形解析学と凸解析学の基礎概念については、文献 [2, 28–32] を参照す

るとよい。
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3 非拡大写像に対する不動点近似法の収束解析

本節では、非拡大写像に対する不動点近似法について紹介する。

3.1 Krasnosel’skĭı-Mann 型の不動点近似法に対する収束解析

H の空でない閉凸集合 C 上で定義される非拡大写像 T : C → C に対する不動点近似

法について検討する。以下の方法で生成される点列 {xk}について考察する。

x0 ∈ C, xk+1 = (1− αk)xk + αkT (xk) (k = 0, 1, 2, . . . ), (3.1)

ただし、{αk} ⊂ [0, 1]とする。点列 (3.1)は Krasnosel’skĭı [15]とMann [17]によって導

入されており、本稿を通して (3.1)による点列の構成方法を Krasnosel’skĭı-Mann 型の不

動点近似法と呼ぶ。(3.1)について、以下の結果が知られている。

定理 3.1. ([24, Theorem 3.1]) 点列 {xk} を (3.1)によって生成された点列とする。ただ

し、点列 {αk} ⊂ [0, 1] は
∑∞

i=0 αi(1 − αi) = ∞ を満たすとする。Fix(T ) ̸= ∅ のとき、
{xk} は Fix(T ) の点 z に弱収束する。

定理 3.1 の証明については [30, 31] を参照するとよい。定理 3.1 は (3.1) によって生

成された点列が不動点に弱収束することを保障している。これに関連して、Genel と

Lindenstrauss [9] は (3.1) から生成された点列で、不動点に強収束しない例を与えてい

る。したがって、一般の実ヒルベルト空間では近似法の収束の速さを評価する基準として

点列 {xk}と T の不動点 z との距離 ∥xk − z∥を用いることはできない。
一方、Krasnosel’skĭı-Mann 型の不動点近似法は以下の性質を持つ。

lim
k→∞

∥xk − T (xk)∥ = 0 (3.2)

{xk} が性質 (3.2) を持つことは古くから知られている。また、他の不動点近似法 (例え

ば、Browder [5]、Halpern [11]、Baillon [1]、中條-高橋 [22])によって生成された点列も

同じ性質を持つ (証明の詳細は [29, 30]等を参照)。特に (3.1)のように弱収束しか保証さ

れていない近似法も性質 (3.2)を満たす。ここでは、不動点近似法の収束の速さ評価する

基準として ∥xk − T (xk)∥を用いる事にする。
Cominetti, Soto と Vaisman [6] は (3.2)に関連して、以下の結果を示した。

定理 3.2. ([6, Proposition 11]) 点列 {xk} を (3.1)によって生成された点列とする。た
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だし、点列 {αk} ⊂ [0, 1]は
∑∞

i=0 αi(1− αi) = ∞ を満たすとする。Fix(T ) ̸= ∅のとき、

∥xk − T (xk)∥ ≤
inf

y∈Fix(T )
∥x0 − y∥

√
σk

(3.3)

が成り立つ。ここで、σk =
∑k

i=0 αi(1− αi)とする。

limk→∞ σk = ∞ より ∥xk − T (xk)∥ → 0 が成り立つ。(1.3) は ∥xk − T (xk)∥ の漸近
的な上界を与えた事になる。(3.3)が成り立つとき、∥xk − T (xk)∥ = O

(
1/

√
σk

)
と表す。

特に αk := α ∈ (0, 1) (∀k ∈ N ∪ {0})のとき、∥xk − T (xk)∥ = O(1/
√
k + 1)となる。

以降では、Cominetti, Sotoと Vaismanの評価式 (3.3)に動機付けられて、∥xk−T (xk)∥
の収束について検討する。特に Dong [8]の結果に注目し、∥xk − T (xk)∥ = o(1/

√
σk)が

成り立つことを示す。これにより、(3.3)を改善する新しい評価を与えた事になる。

主定理を得るため、次の結果は重要である。

補助定理 3.1. [8, Lemma 3.2] {bk}, {ck} ⊂ (0,∞)とし、以下の条件を仮定する。

(1)
∑∞

i=0 bici ≤ ∞;

(2)
∑∞

i=0 bi = ∞;

(3) ci ≤ ci−1 (∀i ∈ N).

このとき、ck = o(1/
∑k

i=0 bi)が成り立つ。

(3.1)によって生成された点列について、以下の結果が成り立つ。

定理 3.3. ([18, Theorem 3.1]) C を H の空でない閉凸集合、T : C → C を非拡大写像

で Fix(T ) ̸= ∅とし、点列 {xk}を (3.1)によって生成する。ただし、点列 {αk} ⊂ (0, 1]

は
∑∞

i=0 αi(1−αi) = ∞ を満たすとする。このとき、∥xk − T (xk)∥ = o(1/
√
σk)が成り

立つ。ここで、σk =
∑k

i=0 αi(1− αi)とする。

証明

u ∈ Fix(T )とする。(2.1)と T の非拡大性を用いると、

∥xk+1 − u∥2 = ∥(1− αk)(xk − u) + α(T (xk)− u)∥2

= (1− αk)∥xk − u∥2 + αk∥T (xk)− u∥2 − αk(1− αk)∥xk − T (xk)∥2

≤ ∥xk − u∥2 − α(1− αk)∥xk − T (xk)∥2

となり、
αk(1− αk)∥xk − T (xk)∥2 ≤ ∥xk − u∥2 − ∥xk+1 − u∥2
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が成り立つ。これより
∞∑
i=0

αi(1− αi)∥xi − T (xi)∥2 < ∞

となる。また、

∥xk+1 − T (xk+1)∥ = ∥(1− αk)(xk − T (xk+1)) + αk(T (xk)− T (xk+1))∥
≤ (1− αk)∥xk − T (xk+1)∥+ αk∥xk − xk+1∥
≤ (1− αk)∥xk − xk+1∥+ (1− αk)∥xk+1 − T (xk+1)∥+ αk∥xk − xk+1∥
= ∥xk − xk+1∥+ (1− αk)∥xk+1 − T (xk+1)∥
= αk∥xk − T (xk)∥+ (1− αk)∥xk+1 − T (xk+1)∥.

よって、
∥xk − T (xk)∥2 ≤ ∥xk−1 − T (xk−1)∥2 (∀k ∈ N)

を得る。ここで、補助定理 3.1より、bk := αk(1− αk)、ck := ∥xk − T (xk)∥2 とおくと

∥xk − T (xk)∥2 = o(1/σk)

が成り立つ。したがって、
∥xk − T (xk)∥ = o(1/

√
σk).

注意 3.1. 定理 3.3は、[6]で得られている ∥xk − T (xk)∥の収束の評価を条件を追加する
ことなく改善できることを示している。

3.2 Douglas-Rachfordの分割法への応用

Krasnosel’skĭı-Mann 型の不動点近似法の結果を Douglas-Rachford の分割法に応用

する。

次の問題を考える:
find u ∈ H s.t. 0 ∈ (A+B)(u), (3.4)

ただし、集合値写像 A,B : H → 2H は極大単調とする。問題 (3.4) の解集合を (A +

B)−1(0)とあらわし、(A+B)−1(0) ̸= ∅を仮定する。
問題 (3.4)はさまざまな問題を表現できる。例えば、f, g : H → (−∞,∞]を下半連続

な真凸関数、A := ∂f,B := ∂g とする。このとき、問題 (3.4)の解は関数 f + g の最小化

問題
min
x∈H

(f + g)(x), (3.5)
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の解となる。また、C と D を H の空でない閉凸集合としたとき、f := iC , g := iD と置

くことで、問題 (3.5)は C と D の共通部分 C ∩D を見つける問題 (制約可能性問題)と

なる。また、問題 (3.5)はノイズ除去等の画像復元問題と密接に関係していることも知ら

れている。これらの詳細については、[2, 3]とその参考文献を参照するとよい。

次に、r > 0に対して Aのリフレクション RrA を次のように定義する。

RrA := 2JrA − I.

ここで、JrA は Aのリゾルベントである。次の性質が成り立つ。

命題 3.1. ([2])

(i) RrA : H → H は非拡大写像;

(ii)
1

2
(I +RrBRrA) = JrBRrA + I − JrA; (3.6)

(iii)
JrA (Fix(RrBRrA)) = (A+B)−1(0).

Douglas-Rachford の分割法は以下のように点列を生成する。

y0 ∈ H, yk+1 =
1

2
yk +

1

2
RrBRrA(yk) (k = 0, 1, 2, . . . ). (3.7)

Lions と Mercier [16, Proposition 5]は A+B が極大単調で (A+B)−1(0) ̸= ∅のとき、
{yk}が Fix(RrBRrA)のある点 uに弱収束し、JrA(u) ∈ (A + B)−1(0)となることを示

した。Douglas-Rachford の分割法の収束に関する詳細は [2]を参照するとよい。

命題 3.1 より、Douglas-Rachford の分割法 (3.7) は非拡大写像 RrBRrA に対する

Krasnosel’skĭı-Mann 型の不動点近似法となる。定理 3.3を応用することで、以下の結果

を得ることができる。

定理 3.4. ([18, Theorem 5.3])集合値写像A,B : H → 2H は極大単調、(A+B)−1(0) ̸= ∅
とし、点列 {yk} は (3.7) によって生成された点列とする。(A + B)−1(0) ̸= ∅ のとき、
∥yk −RrBRrA(yk)∥ = o(1/

√
k + 1)が成り立つ。

注意 3.2. He と Yuan [12, Theorem 3.1] は単調作用素の理論を用いて ∥yk −
RrBRrA(yk)∥ = O(1/

√
k + 1) を示している。定理 3.4 によってその評価が改善できる

ことがわかった。
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4 近接勾配法の収束解析

凸関数の和の最小化問題に対する近接勾配法について紹介する。

次の問題を考える：
find u ∈ H s.t. 0 ∈ (∂f +∇g)(u), (4.1)

ここで、f : H → R∪ {∞}は下半連続な真凸関数、g : H → RはH 上でガトー微分可能

な凸関数で、その勾配は H 上でリプシッツ連続、そのリプシッツ定数を L > 0とする。

問題 (4.1)の解集合を (∂f +∇g)−1(0)と表す。このとき、問題 (4.1)の解は最小化問題

min
x∈H

(f + g)(x), (4.2)

の解となる。ここでは、問題 (4.1)を解くために有効な近接勾配法について検討する。特

に、その収束の速さを評価する基準として

∥zk − proxγf (I − γ∇g)(zk)∥

を用いる。ただし、γ > 0とし、写像 proxγf (I−γ∇g)は写像 I−γ∇gと近接写像 proxγf

の合成、{zk}は近接勾配法によって生成された点列とする。

4.1 近接勾配法について

近接勾配法は以下のように点列を生成する。

z0 ∈ H, zk+1 = proxγ∂f (I − γ∇g)(zk) (k = 0, 1, 2, . . . ). (4.3)

ここで、γ ∈ (0, 1/L]とする。近接勾配法は LionsとMercier [16]、Passty [23]によって

導入されている。近接勾配法の収束については、Bauschkeと Combettes [2]に詳細がま

とめられている。近接勾配法には、収束の評価に関する以下の結果が知られている。

定理 4.1. ([3, Theorem 3.1]) f : H → R ∪ {∞} は下半連続な真凸関数、g : H → R
は H 上でガトー微分可能な凸関数で、その勾配は H 上でリプシッツ連続でリプシッツ

定数を L > 0、γ ∈ (0, 1/L] とし、点列 {zk} は (4.3) によって生成された点列とする。

x∗ ∈ (∂f +∇g)−1(0) のとき、

(f + g)(zk)− (f + g)(x∗) = O(1/k) (4.4)

が成り立つ。
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注意 4.1. 定理 4.1 では、点列 {zk} を目的関数に代入した関数値 (f + g)(zk) が最適値

(f + g)(x∗)に近づく速さを評価している。

一方、近接勾配法には弱収束するが強収束しない例が存在する。

例 4.1. C と D を H の空でない閉凸集合とする。任意の x ∈ H に対して関数 f, g を次

のように定義する。

f(x) := iD(x), g(x) :=
1

2
∥x− PC(x)∥2 (∀x ∈ H).

ここで、iD は (2.10) によって定義される関数、PC は集合 C の上への距離射影とする。

このとき、proxγ∂f = PD となる。また、g は H 上でガトー微分可能で ∇g = I − PC と

なり、∇g のリプシッツ定数は 1となる ([2]を参照)。γ := 1のとき、近接勾配法は以下

のようになる。
z0 ∈ H, zk+1 = PDPC(zk) (k = 0, 1, 2, . . . ). (4.5)

(4.5)の点列の構成方法を射影法と呼び、C ∩D の点を求めるために有効な近似法として

知られている。Hundal [13]は、l2 において (4.5)によって生成された点列が C ∩Dの点

に弱収束するが、強収束しない閉凸集合 C と D の例を与えた。したがって、近接勾配法

による点列 {zk}と (∂f +∇g)−1(0)の点 z との距離 ∥zk − z∥は 0に収束することが保障

されておらず、∥zk − z∥を用いて収束の評価を与えることはできない。

近接勾配法は不動点近似法として扱うことができる。以下の性質は重要である。

命題 4.1. ([2])

(i) proxγ∂f (I − γ∇g)は非拡大写像;

(ii) Fix(proxγ∂f (I − γ∇g)) = (∂f +∇g)−1(0);

(iii) ある α ∈ (0, 1)が存在して写像 proxγ∂f (I − γ∇g) は α-平均非拡大写像となる.

命題 4.1 から、写像 proxγ∂f (I − γ∇g)の不動点問題は問題 4.1と等価であることが分

かる。さらに、ある α ∈ (0, 1)と非拡大写像 N : H → H が存在して、{zk}は

zk+1 = (1− α)zk + αN(zk) (k = 0, 1, 2, . . . ), (4.6)

と表すことができる。(4.6) から近接勾配法は非拡大写像 N に対する Krasnosel’skĭı-

Mann型の不動点近似法となる。定理 3.1を適用すると (∂f+∇g)−1(0) ̸= ∅のとき、{zk}
は問題 (4.1)のある解 zに弱収束する。また、定理 3.3より ∥zk−proxγ∂f (I−γ∇g)(zk)∥
に関する次の結果が得られる。
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定理 4.2. f : H → R ∪ {∞} は下半連続な真凸関数、g : H → R は H 上でガ

トー微分可能な凸関数で、その勾配は H 上でリプシッツ連続、そのリプシッツ定数

を L > 0、γ ∈ (0, 2/L) とし、点列 {zk} は (4.3) によって生成された点列とする。

(∂f +∇g)−1(0) ̸= ∅のとき、

∥zk − proxγ∂f (I − γ∇g)(zk)∥ = o(1/
√
k + 1) (4.7)

が成り立つ。

4.2 近接勾配法に対する収束解析

ここでは定理 4.2で得られた近接勾配法の評価式 (4.7)についてさらに検討する。

g(x) := 0 (∀x ∈ H)のとき、問題 (4.1)は下半連続な真凸関数 f の最小化問題となり、

近接勾配法は以下のようになる。

z0 ∈ H, zk+1 = proxγ∂f (zk) (k = 0, 1, 2, . . . ). (4.8)

(4.8)の点列の構成方法を近接点法と呼び、∂f−1(0)の点を求めるために有効な近似法と

して知られている。Brézisと Lions [4]は (4.8)によって生成された点列が ∂f−1(0)のあ

る点に弱収束することを示した。近接点法は Rockafellar [26]によって極大単調作用素の

零点を求める解法として一般化されている。また、バナッハ空間への一般化が上村、高阪

と高橋 [14]によって示されている。有限収束に関する結果は [21]で示されている。また、

定理 4.1に関連して、次の結果が示されている。

定理 4.3. ([19, Theorem 3.1]) f : H → R ∪ {∞}は下半連続な真凸関数、γ > 0、点列

{zk}は近接点法 (4.8) によって生成された点列とする。x∗ ∈ ∂f−1(0) のとき、

f(zk)− f(x∗) = o(1/k) (4.9)

が成り立つ。

注意 4.2. Güler [10, Theorem 2.1] は f(zk)− f(x∗) = O(1/k)を示している。定理 4.3

によってその評価が改善できることがわかった。

一方、(1.3)に関連して、Güler [10]は近接点法の収束の評価に関する以下の結果を示

している。
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定理 4.4. ([10, Theorem 2.2]) γ > 0、f : H → R ∪ {∞} は下半連続な真凸関数とし、
点列 {zk}は近接点法 (4.8)によって生成された点列とする。∂f−1(0) ̸= ∅のとき、

∥zk − proxγ∂f (zk)∥ = O(1/(k + 1)) (4.10)

が成り立つ。

注意 4.3. 定理 4.4は凸解析学の理論を用いて O(1/(k + 1))を示している。定理 4.2 を

適用して得られる o(1/
√
k + 1)と比較すると、評価を改善できることがわかった。

以降では、Güler [10] による評価式 (4.10) に動機付けられて、近接勾配法に対する

∥zk − proxγ∂f (I − γ∇g)(zk)∥の評価が改善できるかどうか検討する。
本節の主定理を証明するために、次の結果は必要である。

補助定理 4.1. ([20]) L > 0とし、γ ∈ (0, (−L+
√
L2 + 4)/2]とする。このとき、

(a) γ < 2
L ;

(b) γ2 ≤ 1− γL;

(c) γ < 1
γ − L

2 .

が成り立つ。

補助定理 4.2. ([20]) γ > 0、f : H → R∪ {∞}は下半連続な真凸関数、g : H → RはH

上でガトー微分可能な凸関数で、その勾配は H 上でリプシッツ連続、そのリプシッツ定

数を L > 0とし、T := proxγ∂f (I − γ∇g)とする。このとき、任意の x, y ∈ H に対して、

(f + g)(x)− (f + g)(T (y)) ≥ 1

2

(
1

γ
− L

)
∥y − T (y)∥2 + 1

2γ
(∥x− T (y)∥2 − ∥x− y∥2)

が成り立つ。

近接勾配法について、以下の結果が成り立つ。

定理 4.5. ([20]) f : H → R∪{∞}は下半連続な真凸関数、g : H → RはH 上でガトー微

分可能な凸関数で、その勾配はH 上でリプシッツ連続、そのリプシッツ定数をL > 0とし、

点列 {zk}は (4.3)によって生成された点列とする。ただし、γ ∈ (0, (−L+
√
L2 + 4)/2]

とする。(∂f +∇g)−1(0) ̸= ∅のとき、

∥zk − proxγ∂f (I − γ∇g)(zk)∥ = O(1/(k + 1)) (4.11)

が成り立つ。
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注意 4.4. γ の範囲を制限することで、∥zk − proxγ∂f (I − γ∇g)(zk)∥ が 0に収束する評

価式を改善できることを示した。

最後に定理 4.5の応用例を紹介する。

例 4.2. 次の問題を考える。
find u ∈ C ∩D, (4.12)

ただし、C と D は H の空でない閉凸集合とする。例 4.1より任意の x ∈ H に対して

f(x) := iD(x), g(x) :=
1

2
∥x− PC(x)∥2,

とおけば f と g は定理 4.5の条件を満たす。このとき、近接勾配法は以下のようになる。

z0 ∈ H, zk+1 = PD((1− γ)I + γPC)(zk) (k = 0, 1, 2, . . . ).

定理 4.5より、γ ∈ (0, (−1 +
√
5)/2]のとき

∥zk − PD((1− γ)I + γPC)(zk)∥ = O(1/(k + 1))

が成り立つ。

例 4.3. 次の問題を考える。

min
x∈H

λ∥x∥1 +
1

2
∥A(x)− b∥22, (4.13)

ここで、A ∈ Rm×n、b ∈ Rm、λ > 0とする。また、∥ · ∥1 と ∥ · ∥2 はそれぞれ l1 ノルム

と l2 ノルムである。ここで、f(x) := λ∥x∥1, g(x) := (1/2)∥A(x)− b∥22 (∀x ∈ Rn)とす

る。このとき、g は Rn 上でガトー微分可能で∇g = A⊤(A(·)− b)となる。また、∇g は

Rn 上でリプシッツ連続で、リプシッツ定数は λmax(A
⊤A)となる。ここで、λmax(A

⊤A)

は行列 A⊤Aの最大固有値を表す。また、任意の γ > 0に対して、

[proxγf (x)]i = sign(xi) ·max{0, |xi| − γλ} (i = 1, 2, . . . , n)

となる ([3]を参照)。このとき、近接勾配法は以下のようになる。

z0 ∈ Rn, zk+1 = proxγλ∥·∥1
(zk − γA⊤(A(zk)− b)) (k = 0, 1, 2, . . . ).

定理 4.5より、γ ∈ (0, (−λmax(A
⊤A) +

√
λmax(A⊤A)2 + 4)/2]のとき、

∥zk − proxγλ∥·∥1
(zk − γA⊤(A(zk)− b))∥ = O(1/(k + 1))

が成り立つ。
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