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関数空間の実補間理論とMorrey空間の一般化 ∗

曽布川拓也 (早大GEC)

1 関数空間の実補間理論

1.1 実補間空間とは

1 ≤ p0 ≤ p ≤ p1 ≤ ∞ とする。任意の f ∈ Lp(Ω, µ) に対して f は Lp0 と Lp1 の元の和
で表すことが出来る。実際,

f0(x) =

{
f(x) (|f(x)| > 1)

0 (|f(x)| ≤ 1)
f1(x) = f(x)− f0(x) (1.1)

と定めてやれば、f = f0 + f1, fi ∈ Lpi (i = 0, 1) とわかる。従って Lp は Lp0 と Lp1 の
「混合状態」であると言える。しかしこれだけでは p の違いまでは判別できない。これが
どのように「混合」しているかを考えるために、次のような加重平均を取ることにする。

定義 1.1. f ∈ Lp0 + Lp1 とする。0 < t < ∞ に対して

K(t, f : Lp0 , Lp1) = inf

{
∥f0∥Lp0 + t∥f1∥Lp1

∣∣∣ f = f0 + f1, fi ∈ Lpi , i = 0, 1

}
(1.2)

さらに 0 < θ < 1, 1 ≤ q ≤ ∞ に対して

∥f∥θ,q =
[∫ ∞

0

(
K(t, f : Lp0 , Lp1

tθ

)q
dt

t

]1/q
(1.3)

と定める。∥f∥θ,q < ∞ となる f ∈ Lp0 + Lp1 全体の集合を, Kθ,q(L
p0 , Lp1) で表し、Lp0

と Lp1の実補間空間と呼ぶ 1。

各 t > 0に対してK(t, · : Lp0 , Lp1) は Lp0 + Lp1 上のノルムを定めるが、それらは同
値である。そこでこれらに重みをつけて平均したのがこのノルムである。定義の形から
∥f∥θ,q は Kθ,q(L

p0 , Lp1) 上のノルムになることがわかる。

∗本講演は茨城大学理学部・中井英一氏との共同研究を基にしたものであり、科学研究費補助金　基盤研
究 (C), No. 24540159 (代表：中井英一) の補助による。

1実補間空間にはこのK 関数を用いる方法の他にいくつかのものが知られ、またそれらの相互関係など
も研究されている。またこのような「加重平均」ではなく, ベクトル値解析関数を用いて定義された複素補
間空間と呼ばれるものも良く知られている。本稿ではこのK実補間空間を単に補間空間と呼ぶことがある。
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1.2 補間空間の特徴付け

このようにして定義された補間空間 Kθ,q(L
p0 , Lp1) が具体的にどういう空間になってい

るのかが次の問題となる。ここでは特に p0 = 1, p1 = ∞ のケースを考える。

命題 1.2. f ∈ L1 + L∞ および t > 0 に対して,

K(t, f : L1, L∞) =

∫ t

0

f ∗(s)ds (1.4)

である。ここで

f ∗(s) = inf{λ > 0 : µ({x ∈ Ω : |f(x)| > λ}) ≤ s} (1.5)

であり、f の非増加並べ替え non-increasing rearrangement と呼ばれる。

Proof. 方針のみを記す。K関数の定義は最後に下限を取るので, f の分解は

f = f0 + f1, f1(x) =


f(x) (|f(x)| ≤ λ)

λ
f(x)

|f(x)|
(|f(x)| > λ)

, λ > 0 (1.6)

という形にするべきである。このとき

∥f0∥L1 + t∥f1∥L∞ =

∫
{s: f∗(s)>λ}

(f ∗(s)− λ) ds+

∫ t

0

λds (1.7)

となる。λを λ = f ∗(t) となるように取るとこの下限が達成されることがわかる。

これを用いると実補間空間 Kθ,q(L
1, L∞) が次のように特徴付けられる。

定理 1.3. 1 < p < ∞,
1

p
=

1− θ

1
+

θ

∞
とする。このとき

∥f∥Kθ,q(L1,L∞) ≈
[∫ ∞

0

(
t1/pf ∗(t)

)q dt
t

]1/q
(1.8)

である。特に p = q のとき, ノルム同値の意味でKθ,p(L
1, L∞) = Lp(Ω, µ) とわかる。

Proof. f ∗(t)が tについて非増加関数であることから, tf ∗(t) ≤ K(t, f) である。これを用
いて Kθ,p(L

1, L∞) ⊂ Lp(Ω, µ) を得る。逆向きは, Hardy作用素 ϕ −→ 1
t

∫ t

0
ϕ(s)ds のLq有

界性を用いる ([2] Chapter III Lemma 3.9)。

この結果を受けて次の関数空間を定義する。

定義 1.4. 1 ≤ p, q ≤ ∞ とする。測度空間 (Ω, µ)上の可測関数で[∫ ∞

0

(
t1/pf ∗(t)

)q dt
t

]1/q
< ∞ (q < ∞)

sup
0<t<∞

(t1/pf ∗(t) < ∞ (q = ∞)
(1.9)

を満たすもの全体を Lp,q(Ω, µ) と表し, Lorentz 空間と呼ぶ。
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(1.9) の左辺の値は 1 ≤ q ≤ p < ∞ および p = q = ∞ のとき Lorentz空間 Lp,qのノル
ムを定める。それ以外のケースでも同値なノルムが存在し, それは完備になることが知ら
れている。
Lorentz空間の pairに対して補間空間が特徴づけられる 2。

定理 1.5. 1 ≤ p0, p1, q0, q1, q ≤, p0 ̸= p1とする。0 < θ < 1 に対して
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
の

ときノルム同値の意味で
Kθ,q(L

p0,q0 , Lp1,q1) = Lp,q (1.10)

である。

特に p0 = q0 = 1, p1 = q1 = ∞ とおけば定理 1.3を得る。
ここで特筆すべきは次の性質である。

注意 1. この補間空間は q0, q1 の値によらずに決まる。

Lpおよび Lorentz 空間以外にも、Sobolev空間, Besov空間など色々な関数空間の pair

に対してその実補間空間の具体的な特徴付けが知られている ([3] 定理 6.4.5.3)。

1.3 補間空間における有界性定理

そもそもこのような補間空間を考える目的は, 次の有界性定理である。

定理 1.6. (A0, A1) と (B0, B1) をそれぞれノルム空間の pairとする。線形作用素 T が
Ai −→ Bi 有界 (i = 0, 1) であるならば T は Kθ,q(A0, A1) −→ Kθ,q(B0, B1) 有界である

Proof. T の Ai −→ Biの作用素ノルムをそれぞれMi (i = 0, 1)とする。a ∈ Kθ,q(A0, A1) ⊂
A0 + A1 が a = a0 + a1, ai ∈ Ai, (i = 0, 1) という分解に対して T の線形性から, Ta の 1

つの分解 Ta = T (a0 + a1) = Ta0 + Ta1 ∈ B0 +B1 が得られる。すると

K(t, Ta : B0, B1) ≤ ∥Ta0∥B0 + t∥Ta1∥B1

≤ M0∥a0∥A0 + tM1∥a1∥A1 ≤ max(M0,M1) (∥a0∥A0 + t∥a1∥A1)

となる。a = a0 + a1の分割は任意なので, 右辺で下限を取れば

K(t, Ta : B0, B1) ≤ CK(t, a : A0, A1)

を得る。両辺を q乗して積分することによって結論を得る。

補間理論による有界性定理は、作用素の知られている有界性から新しい有界性を導き出
す定理であり、非常に強力なツールであるといえる。応用例を２つ挙げる

2本来は「両立対」という概念を導入すべきであるが,　煩雑になるので本稿では pairという表現をする
こととする。

3この本はずいぶん古く, 長らく絶版であったが, 現在は Springer のサイトから入手できる。未だにこれ
を超える簡潔なテキストは見当たらない
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例 1.7. Fourier変換はL1 −→ L∞ 有界かつ L2 有界である。これを補間すれば, L1.5 −→ L3

を得る。実際, 定理 1.3から

(L1, L2) 2
3
, 3
2
= (L1,1, L2,2) 2

3
, 3
2
= L

3
2
, 3
2 = L1.5

(L∞, L2) 2
3
, 3
2
= (L∞,∞, L2,2) 2

3
, 3
2
= L3, 3

2 ⊂ L3,3 = L3

となり, 定理 1.6を適用すればよい。

例 1.8. Hardy-Littlewood の極大作用素

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy (1.11)

は L1 −→ L1,∞ 有界 (いわゆる弱 (1, 1)型)かつL∞ 有界である。これを補間すれば Lp 有
界性 (1 < p ≤ ∞)を得る。

注意 2. Hardy-Littlewood の極大作用素は加法的ではなくそれより弱い劣加法性

|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)| (1.12)

だけをもつ。実際にはこれだけ仮定して定理 1.6を証明するのは困難である。そこで我々
は, 作用素 T にさらに次の条件をつけ加えて有界性定理を証明した ([14]) 4。

|Tf(x)− Tg(x)| ≤ C|T (f − g)(x)| (C > 0 は f , gに依らない定数) (1.13)

実函数論で扱う多くの劣線形作用素, 特に §5で扱う作用素はこの性質を満たす。

2 Morrey空間とCampanato空間

2.1 Morrey空間・Campanato空間の定義

まずよく知られたMorrey空間の定義を見直すことにする。

定義 2.1. = Rn上, Q(x, r)を中心 x，半径 rの球（or 立方体）とするとき

sup
r>0, x∈Rn

1

rλ

(
1

|Q(x, r)|

∫
Q(x,r)

|f(y)|p dy
)1/p

< ∞ (2.1)

を満たす関数 f の全体をMorrey空間 Lp,λとよぶ。

このノルムの定義を丁寧に見直してみると

1. 関数 f の値の大きさをローカルに (Q(x, r)という範囲で)Lpノルムで測る

2. 関数の値の様子を知ることが目的なので, Q(x, r)の大きさに依らないようにその測
度 |Q(x, r)|で割って標準化した Lpノルムにする

4このことは良く知られたことのようであるが, なかなかきちんと書いた文献が見当たらない。たとえば
山崎昌男：2010年度調和解析セミナー報告集 ([13])に述べられている。
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3. Q(x, r)の半径 rが小さければ、よりローカルな性質を詳しく見ることになる。そこ
で rの冪で割る。その冪が大きければ, 中心 xの近辺での f の挙動を細かく見るこ
とになる。

4. 半径の取り方, 中心の取り方のすべての場合を考慮する (上限を取る)

という構造になっていることがわかる。ここでは最初に関数 f を Lp ノルムで局所的に
測っているが, それを次のように弱 Lp(セミ)ノルムに変えたものも考えられる。

定義 2.2. 関数 f で

∥f∥WLp,λ(U) = sup
Q(x,s)⊂U

1

sλ

(
1

|Q(x, s)|
sup
t>0

tp
∣∣∣{y ∈ Q(x, s) : |f(y)| > t}

∣∣∣)1/p

< ∞ (2.2)

を満たすもの全体を, 弱Morrey空間WLp,λとよぶ。

これらは, 局所的に関数の値の発散の様子を調べ、それを全体でまとめていることにな
るが、振動するような関数の変動の様子を知るためには次のような見方の方が相応しいと
も言える。

定義 2.3. 関数 f で

sup
r>0, x∈Rn

1

rλ

(
1

|Q(x, r)|

∫
Q(x,r)

|f(y)− fQ|p dy
)1/p

< ∞ (2.3)

を満たすもの全体を, Campanato空間 Lp,λとよぶ。ただし,

fQ =
1

|Q(x, r)|

∫
Q(x,r)

f(y) dy

である。

これもMorrey空間と同様に見直してみると

1.“平均”fQに対して“偏差” |f(y)− fQ| を考え,

2. その“分散”(もしくは p次モーメント, p = 2のときが確率論や統計学で言う分散
に相当する) をとり

3. Morrey空間と同様に球の半径の冪で割って, 全体で見る

となっている。なおこの量は、関数に定数を加えても値が変わらず, セミノルムとなる。
Morrey空間とCampanato空間については次の性質がよく知られている。

λ = −n/pのとき Lp,λ = Lp

−n/p ≤ λ < 0のとき Lp,λ/C = Lp,λ

λ = 0のとき Lp,λ = BMO

0 < λ ≤ 1のとき Lp,λ = Lip(λ)
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2.2 Morrey空間の非補間定理

Morrey空間は，関数の局所的な性質と大域的な性質を組み合わせて考えるという意味
で, たとえば Sobolev空間に取って代わるようなものとして偏微分方程式論などで多くの
応用が考えられている。2つの指数を持つ関数空間であるから, Sobolev空間と同様の補間
定理が成り立つことが期待されるが、20世紀末に次の否定的な結果が知られている ([5])。

定理 2.4. 1 < p0 < p1 < ∞, λ =
1

p1
, とする。このとき, ある 1 < q0 < q1 < ∞, 0 < θ < 1

に対して線形作用素 T で, Lpi,λ −→ Lqi　 (i = 0, 1) で有界であるが,

Lp,λ −→ Lq,
1

p
=

1− θ

p0

1− θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0

1− θ

q1
, (2.4)

の有界性を持たないものが存在する。

補間定理の本来の目的は有界性定理である。それが成り立たないということは, 補間理
論が成立しないということを意味する。Morrey空間の 2番目の指数 λ は単なるウェイト
のようであるから，それを固定すればおよそ Lpのようなものと思われ, 当然補間定理が
成り立つものと思われたが, この結果は当時予想外のものであった。近年, この問題に対
して様々なアプローチによってその全貌が明らかになってきた 5。
本稿は中井英一と筆者によるその 1つのアプローチについての報告である。

3 原点の周りの関数の挙動とMorrey-Campanato 型空間
前節で見たように, Morreyノルムや Campanatoセミノルムは局所的に関数の様子を調

べ, 空間全体でそれを見る」という形になっている。歴史的にはこれとは別に、またこれ
に関連して、原点中心に限定した形でMorrey-Campanato 型の色々な関数空間が考えら
れている。

3.1 Beurling algebra Ap のdual Bp

Beurling が一般調和解析 (Wiener変換の解析)のために導入した関数環Ap の双対空間
Bpは次のようなノルムを持つ空間であるとみることができる ([4])。

∥f∥Bp = sup
r≥1

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)|p dx
)1/p

(3.1)

ここで Qr = Q(0, r) である。

4非補間定理という訳語は決して良い訳語ではない。原語は Non-interpolation in Morrey spacesである
([5])。

5筆者らによるこの研究が進展するのとほとんど同じ時期に, P. Lemarie-Rieusset がMorrey空間におい
て複素補間定理が成り立つための必要十分条件を求めている ([11])。また, V.Burenkov のグループは我々
の研究と同じような形で、しかし少し違った方向でMorrey空間を一般化して補間理論を構築している ([7]
ほか)。
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球の半径が 1以上であることはそれほど本質的でないが, これと類似の Homogeneous

type のノルム

∥f∥Ḃp = sup
r>0

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)|p dx
)1/p

(3.2)

はまた新しい関数空間をもたらす。これはMorrey ノルムの定義において, 球の中心 xを
原点に固定, λ = 0としたものとみなすことが出来る。当然, λ > 0 に対応する

∥f∥Bp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)|p dx
)1/p

∥f∥Ḃp,λ = sup
r>0

1

rλ

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)|p dx
)1/p

も考えら, その性質が研究されている ([1])。

3.2 CMOp, CBMOp

Campanato セミノルムを同じように原点中心で見直したのが次のセミノルムである

∥f∥CMOp = sup
r≥1

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)− fQr |p dx
)1/p

(3.3)

これに対応するHomogeneous type セミノルムが

∥f∥CBMOp = sup
r>0

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)− fQr |p dx
)1/p

(3.4)

さらに λ > 0 に対して,

∥f∥CMOp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)− fQr |p dx
)1/p

(3.5)

∥f∥CBMOp,λ = sup
r>0

1

rλ

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)− fQr |p dx
)1/p

(3.6)

といったノルム・セミノルムによる空間も研究されている ([8], [1]) 。

3.3 関数空間 Bσ(E)

前 2節で挙げた関数空間のノルムは, その歴史的な経緯などから, 積分領域Qrの測度を
明示しているが, ルベーグ測度空間を考えているのでこれを rn で置き換えても同値であ
る。 すなわち

∥f∥Bp,λ = sup
r≥1

1

rλ

(
1

|Qr|

∫
Qr

|f(x)|p dx
)1/p

≈ sup
r≥1

1

rn/p+λ
∥f∥Lp(Qr)

と置き直すことができる。これを Bn/p+λ(L
p) ノルムと呼ぶこととする。一般に Bσ(L

p)

空間が考えられる。また Ḃσ(L
p) ノルムも同様に定められる。
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同じように CMOp,λ や CBMOp,λ のセミノルムは, ∥f − fQr∥Lp(Qr) を Lp/C (Cは定数
関数全体の集合)という空間のセミノルムと見なすことによって

∥f∥CMOp,λ = sup
r≥1

1

rn/p+λ
∥f − fQr∥Lp(Qr)　・・・Bn/p+λ(L

p/C) セミノルム

∥f∥CBMOp,λ = sup
r>0

1

rn/p+λ
∥f − fQr∥Lp(Qr)　・・・Ḃn/p+λ(L

p/C) セミノルム

とみることも出来る。このように最初に局所的に関数の状況を見る尺度 (ノルムまたはセ
ミノルム E ）を変えてやることによって, さらに一般にBσ(E) という枠組みで多くの関
数空間を捉えることが出来る。(古谷-松岡-中井-澤野 [10])

3.4 関数空間 Bu
w(E)

前節の Bσ(E) の (セミ)ノルムは, 最後に rを動かして上限を取っている。それを L∞

ノルムを取ったと見なし, さらに一般化して Luノルムを取る 6ことにする。そしてウェ
イト r−σ を一般的な形で w(r)としてやれば, 次の空間を得る。

定義 3.1 (Bu
w(E) spaces). E を Rn 上の関数に対する（何らかの条件を満たす）セミノ

ルム空間とする。このとき関数空間 Bu
w(E) および Ḃu

w(E) を, 1 ≤ u∞に対してそれぞれ

∥f∥Bu
w(E) =

∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
Lu([1,∞), dr

r
)
=

[∫ ∞

1

(
w(r)∥f∥E(Qr)

)u dr

r

]1/u
< ∞, (3.7)

∥f∥Ḃu
w(E) =

∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
Lu((0,∞), dr

r
)
=

[∫ ∞

0

(
w(r)∥f∥E(Qr)

)u dr

r

]1/u
< ∞ (3.8)

また u = ∞ の場合として

∥f∥B∞
w (E) =

∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
L∞[1,∞)

= sup
1≤u<∞

(
w(r)∥f∥E(Qr)

)
< ∞, (3.9)

∥f∥Ḃ∞
w (E) =

∥∥∥w(r)∥f∥E(Qr)

∥∥∥
L∞(0,∞)

= sup
0<u<∞

(
w(r)∥f∥E(Qr)

)
< ∞ (3.10)

を満たす関数 f 全体のなす空間と定める。

この定義自体には特に必要はないが, 今後扱う上でセミノルム空間 Eについてつぎの
条件を仮定することとする.

f |Qr ∈ E(Qr), 0 < t < r < ∞ =⇒ f |Qt ∈ E(Qt), ∥f∥E(Qt) ≤ CE∥f∥E(Qr) (3.11)

大まかに言って Lpのような「広い領域で測れば, ノルムは大きくなる」 という性質であ
る。ここではこれを「制限条件」と呼ぶことにする。実際にEの例としてはLp, Orlicz 空
間, Lorentz 空間, Morrey 空間, Weak-Morrey 空間, Campanato 空間, Lipschitz 空間など
がある。
後に補間定理を証明するのに必要となるのでweight wについての条件も検討しておく。

w(r) ≤ Cw(s) (w(r) ≥ Cw(s)) for r ≤ s. (3.12)

6Burenkov and Guliyev は E = Lp のケースでこの形の空間を考えている。([6])
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これらは増加関数/減少関数の一般化であることから, almost increasing/decreasing prop-

ertyと呼ぶ。またよく知られた doubling conditionも仮定しておく。

C−1 ≤ w(r)

w(s)
≤ C for

1

2
≤ r

s
≤ 2. (3.13)

このとき, ウェイト wのクラスとして

Wu =

{
w : almost decreasing, doubling,

∫ ∞

1

w(r)u
dr

r
< ∞

}
W∗ =

{
w : almost decreasing, doubling,

∫ ∞

r

w(t)
dt

t
≈ w(r)

}
を考える。これらは

u1 ≤ u2 =⇒ W∗ ⊂ Wu1 ⊂ Wu2 ⊂ W∞. (3.14)

を満たすことがわかる。

4 Bu
w(E)-空間の補間定理

前節で定めたBu
w(E)は、原点中心の見方に限定したうえで大きく一般化したものであ

る。我々は次のような実補間空間を考える。

定理 4.1 (Bu
w(E)-空間の補間定理). u0, u1, u ∈ (0,∞], w0, w1 ∈ W∞, min(ui, u) < ∞ な

らば wi ∈ W∗ とする。また, ある (ϵ > 0) に対して
w0(r)

w1(r)
r−ϵ または

w1(r)

w0(r)
r−ϵ が almost

increasing であるとする。θ ∈ (0, 1) に対して

w = w
(1−θ)
0 wθ

1.

と定める。このとき

(Ḃu0
w0
(E)(Rn), Ḃu1

w1
(E)(Rn))θ,u,(0,∞) = Ḃu

w(E)(Rn) (4.1)

(Bu0
w0
(E)(Rn), Bu1

w1
(E)(Rn))θ,u,[1,∞) = Bu

w(E)(Rn). (4.2)

が成り立つ。

Bu
w(E) および Ḃu

w(E) のノルムは, Lorentz空間のノルムと同じ形をしているため, その
補間空間の証明は似たようなものになることが期待されるが, Lorentz空間の場合にはK

関数が具体的に計算されるものの, 我々の場合にはもっと一般的な形でもあり, その手法
は使えない。今回我々は, K関数の定義に戻り,

K(t, f ; (A0, A1)) = inf
f=f0+f1

(∥f0∥A0 + t∥f1∥A1)

∼
(∫ ∞

0

(
w0(r)∥f0∥E(Q)

)u0 dr

r

)1/u0

+ t

(∫ ∞

0

(
w1(r)∥f1∥E(Q)

)u1 dr

r

)1/u1

(4.3)

を直接計算で評価した ([9]の手法 )。それ自体には大きな問題はないのだが, その段階で
大きな問題点が浮上した。
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問題点 4.2. 任意の (または充分たくさんの) f ∈ Ḃu
w(E)(Rn)に対して

f = f0 + f1, fi ∈ Ḃui
wi
(E)(Rn), (i = 0, 1)

と分解できるか？言い換えれば

Ḃu
w(E)(Rn) ⊂ Ḃu0

w0
(E)(Rn) + Ḃu1

w1
(E)(Rn) が成り立つか？

我々はセミノルム空間 E に次の条件を仮定すればこの問題が解決することを示し, そ
の条件下で定理 4.1が成り立つことを証明した。

命題 4.3 (分解条件). 任意の t > 0に対して f のQtへの制限が E(Qt)に属するような f

および r > 0 に対し, f = f r
0 + f r

1 という分解で

∥f r
0∥E(Qt) ≤

{
CE∥f∥E(Qt) (0 < t < r),

CE∥f∥E(Qar) (r ≤ t < ∞),
(4.4)

∥f r
1∥E(Qt) ≤

{
0 (0 < t < cr),

CE∥f∥E(Qbt) (cr ≤ t < ∞),
(4.5)

（CE, a, b, c は r, t, f に無関係）となるものが常にとれるならば, f ∈ Ḃu
w(E)(Rn)に対し

f = f0 + f1, fi ∈ Ḃu0
w0
(E)(Rn)

と分解できる。すなわち Ḃu
w(E)(Rn) ⊂ Ḃu0

w0
(E)(Rn)+ Ḃu0

w0
(E)(Rn) となる。非斉次の場合

も同様である。

多くのケース, たとえば Lattice 条件を持つようなセミノルム空間 (Lp, Orlicz, Lorentz,

Morrey 空間), また Latticeではないが Campanato空間 Lp,λ でもこの分解条件が成り立
つことがわかる。

5 応用例
我々の補間定理によって新しく得られた評価を挙げる。

例 5.1. Hardy-Littlewood / Fractional Maximal Operators

Mαf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|1−α/n

∫
Q

|f(y)| dy (α ∈ [0, n))

は µ = λ+ α, q ≤ (λ/µ)p, σ + λ+ α ≤ 0 のとき

Bσ(Lp,λ)(Rn) −→ Bσ(Lq,µ)(Rn) Bσ(L1,λ)(Rn) −→ Bσ(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞)という有界性を持つ ([10]）。これに我々の補間定理を適用すると p, q ∈ [1,∞),

λ ∈ [−n/p, 0), µ ∈ [−n/q, 0), u ∈ (0,∞] のときに

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Bu
w(L1,λ)(Rn) −→ Bu

w(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞) という有界性を得る。
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例 5.2. Singular / Fractional Integral Operators

TΩf(x) = p.v.

∫
Rn

Ω(x− y)

|x− y|n
f(y) dy (Calderón Zygmund 作用素)

IΩ,αf(x) =

∫
Rn

Ω(x− y)

|x− y|n−α
f(y) dy (rough kernel)

に対して同様に 古谷らの評価 ([10])をこの定理で補間することによって

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Bu
w(L1,λ)(Rn) −→ Bu

w(WLq,µ)(Rn)

(1 < p < ∞)という有界性を得る。

特に, λ = −n/p とおけば, これらの作用素に対するLocal Morrey type spacesにおける
有界性 LMpu,w̃(Rn) −→ LMqu,w̃(Rn) を得る。

例 5.3 (Singular integral operators with cancellation property).

Tf(x) = lim
η→0

∫
|x−y|≥η

K(x, y)f(y) dy

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n

∫
r≤|x−y|<R

K(x, y) dy =

∫
r≤|x−y|<R

K(y, x) dy = 0

(Kernel についての条件は省略）の形の作用素についても同様な議論で

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Ḃu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lq,µ)(Rn)

という形の有界性を得る。

例 5.4. Modified fractional integral operators

Ĩαf(x) =

∫
Rn

f(y)

(
1

|x− y|n−α
x− 1− χ1(y)

|y|n−α

)
dy, α ∈ (0, n)

についても, 松岡-中井 [12]の結果を補間することによって

Bu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Bu

w(Lq,µ)(Rn) Ḃu
w(Lp,λ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lq,µ)(Rn) (5.1)

その特殊なケースとして

Bu
w(BMO)(Rn) −→ Bu

w(Lipα)(Rn) Ḃu
w(Lipβ)(Rn) −→ Ḃu

w(Lipγ)(Rn) (5.2)

という有界性を得る。
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逆正弦法則と直交多項式の漸近挙動

西郷甲矢人 長浜バイオ大学

酒匂宏樹 ∗ 新潟大学

Abstract

本講演の題材はR上のモーメント有限な確率測度 µと, それに付随する直交
多項式 Pnの漸近挙動である. 直交多項式の二乗は新たな測度の列 {P 2

nµ}を与
える. 列 {P 2

nµ}の具体例を観察することから本稿の議論を始めよう. 様々な確
率測度 µにおいて列 {P 2

nµ}が同じような振る舞いをすることがわかるだろう.
自然数 nが大きいとき, 確率測度 P 2

nµの密度は端に行くほどせりあがっていく
のだが, あるところを境に急に小さくなる. この現象はかなり広汎に見られるの
で, 背後に何らかの概念的な理由が隠れていると推定できる. ここでは代数的確
率論の立場からその現象を解明したい.

1 直交多項式の漸近的な振る舞い

エルミート多項式やラゲール多項式, チェビシェフ多項式といった種々の直交多項式
は古くから関心が寄せられている. これらは純粋な数学的対象としても興味深いが,
量子力学と深く関係しており数学と物理学とのつながりを考えるときにも重要だ.
実数直線R上の確率測度 µのうち, モーメント

Mk =

∫
R
xkµ(dx)

がすべて有限であるようなものを考えよう. このとき多項式の列 1, x, x2, · · · は内積
空間L2(R, µ)の元であるが, この順番で正規直交化を施すことにより, 正規化された
直交多項式

P0 = 1, P1 =
x− (µの平均)√

(µの分散)
, P2, P3, · · ·

をえる. 直交多項式は次数が増えていくので, 軸との交点はどんどん増えていく. ま
た実数直線の端のほうで絶対値が大きくなる.
直交多項式の二乗を用いると, 新しい確率測度の列

P 2
1 µ, P 2

2 µ, P 2
3 µ, · · ·

∗2015年 9月 2日実函数論函数解析学合同シンポジウムで講演

1
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をえる. もちろんこの列は元の確率測度 µに依存している. しかし, 代表的な確率測
度で具体的に考えると, 漸近的な振る舞いは似通っている. 自然数 nが大きいとき,
確率測度P 2

nµの密度関数は激しく振動しながら, 端に行くほどせりあがっていく. し
かしながらある境界を越えるとその外側ではほとんど 0になってしまうのだ.
この現象はすべての確率測度 µについておきるわけではないのだが, 例えばガウ

ス分布
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
dx, 半円分布や指数分布といった代表的な実数直線上の分

布はみなこの現象を引き起こす.

ガウス分布とエルミート多項式 まずは最も重要なガウス分布の場合を見てみよう.
その確率密度関数はご存じのように次のような山型である.

Figure 1: 正規分布の確率密度関数

この直交多項式はエルミート多項式であり, その正規化 P1, P2, · · · の二乗を上の
確率密度関数に掛け合わせると次のような列が得られる:

Figure 2: 正規分布の確率密度関数と P 2
2 の積
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Figure 3: 正規分布の確率密度関数と P 2
5 の積

Figure 4: 正規分布の確率密度関数と P 2
10の積

両脇はせり上がっている. 振動の中心を線で結ぶとお椀のような形を作るが, あ
る程度までせりあがるとすとんと落ちて 0に近づいてしまう.

ウィグナーの半円分布と第二種チェビシェフ多項式 ウィグナーの半円分布

√
4− x2dx

2π
の場合を見てみよう. サイズがとても大きいランダム行列の固有値分布に現れる確
率測度だ. 直交多項式は第二種チェビシェフ多項式であり, その正規化P1, P2, · · · の
二乗を上の確率密度関数に掛け合わせると次のような列が得られる:

-15-



Figure 5: 半円分布の確率密度関数

Figure 6: 半円分布の確率密度関数と P 2
2 の積

Figure 7: 半円分布の確率密度関数と P 2
5 の積
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Figure 8: 半円分布の確率密度関数と P 2
10の積

ご覧のように両脇がせりあがってすとんと落ちるという振る舞いをする.

指数分布とラゲール多項式 非対称的な分布の代表例として指数分布 e−xdx (x ≥ 0)
を考えてみよう. 直交多項式はラゲール多項式である. 直交多項式の二乗を上の確
率密度関数に掛け合わせると次のような列が得られる. 始めのうちは左だけが高い
が, 番号があがるにつれて右側もせり上がり, お椀の形を作る.

Figure 9: 指数分布の確率密度関数
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Figure 10: 指数分布の確率密度関数と P 2
2 の積

Figure 11: 指数分布の確率密度関数と P 2
5 の積

Figure 12: 指数分布の確率密度関数と P 2
10の積
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2 逆正弦法則

自然数 nをさらに大きくした場合, 確率測度 P 2
nµはどのような分布に近づくのだろ

うか. 実は, かなり広範な µについて確率測度 P 2
nµの正規化は逆正弦法則に弱収束

する. 逆正弦法則とは次の区間 [−
√
2,
√
2]上の確率測度である:

ν([a, b]) =
1

π

(
arcsin

b√
2
− arcsin

a√
2

)
, −

√
2 ≤ a < b ≤

√
2.

確率密度関数の言葉では次のように表記される:

ν(dx) =
1

π
√
2− x2

dx, −
√
2 < x <

√
2.

xが ±
√
2に内側から近づくとき確率密度関数はどんどん大きくなる. しかし境界

±
√
2を超えると 0になってしまう.

Figure 13: 逆正弦則の確率密度関数

直交多項式はなぜこれほどまでに逆正弦法則が好きなのか. その概念的な理由は
代数的確率論に求めることができる.

古典力学と逆正弦法則 逆正弦法則という確率分布にピンとこない方もいるかもし

れない. 逆正弦法則は振動現象に現れる確率分布でもある. ばねに重りを吊り下げ
て, 振幅を

√
2とする振動を起こしたとしよう. 振動するおもりをランダムな時間に

観察し, その位置を記録する. そんな実験を繰り返すと, 横軸が重りの位置, 縦軸が
頻度を表すヒストグラムが現れる. そのヒストグラムは平均すると上のようなくぼ
んだ形になる. つまり逆正弦則に従うのだ.

3 代数的確率論からのアプローチ

直交多項式の振る舞いを観察するときに, 逆正弦法則が現れてくるということを前
節までに観察した. この現象がどれほど広範に表れるものなのか, そしてその理由が
何なのかを探るために, 代数的確率論を使う.
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代数的確率論の主役は確率変数である. こういうと, “なんだ普通の確率論ではな
いか”思われるかもしれない. しかし代数的確率論では確率変数を関数として基礎付
けしなくてもよい. 確率変数は, 複素行列でもよいし, ヒルベルト空間に作用する線
形作用素としてもよい. さらにいえば, 抽象的 ∗-複素代数の元であるとしてよいの
である. このように確率変数をとらえる自由度が圧倒的に大きくなる. もっとも注
目すべき点は確率変数同士が可換でなくてもいいということである. つまり確率変
数XY と Y Xが等しいとは限らない.

定義 3.1. • 複素代数Aが∗-代数であるとは involutionと呼ばれる写像∗ : A → A
: x 7→ x∗ が定まっていて次を満たすことである:

(αX)∗ = αX∗, (X∗)∗ = X, X ∈ A, α ∈ C.

(X + Y )∗ = X∗ + Y ∗, (XY )∗ = Y ∗X∗, X, Y ∈ A.

• 1もつ ∗-代数A上に定められた線形写像 φ : A → CがAの状態であるとは次
を満たすことを言う:

φ(1) = 1, φ(X∗X) ≥ 0, X ∈ A.

• 1もつ ∗-代数とその状態のペア (A, φ) を代数的確率空間と言う.

• 代数的確率空間Aの元を代数的確率変数と言う.

代数的確率変数のうちX∗ = X が成り立つものを自己共役な代数的確率変数と
呼ぶ. 実数として結果が得られるようなランダムな事象と自己共役な代数的確率変
数が対応する. 自己共役な代数的確率変数にも確率分布の概念が定められる.

記号 3.2. 状態 φ : A → C, 自己共役な代数的確率変数X ∈ Aそして実数直線上の
確率変数 µについて考えよう. 全ての自然数mに対してφ(Xm) =

∫
R
xmµ(dx) が成

り立つとき, X ∼φ µ と書くことにする.

実はすべての自己共役代数的確率変数Xと状態 φに対してX ∼φ µを満たす実
数直線上の確率測度 µは存在する. 続いて自己共役代数的確率変数と状態の例を少
し見てみよう:

例 3.3. 2次正方行列をAとおく. 複素共役転置が involutionを与える. 状態φ : A →
Cを

φ

(
x11 x12

x21 x22

)
=

1

2
(x11 + x22).

で定めるとする. これはすなわち二つの固有値の平均を与える写像である. 確率変

数Xを

(
0 1
1 0

)
で定める. このモーメント列は

φ(X) = 0, φ(X2) = 1, φ(X3) = 0, φ(X4) = 1, · · ·

と0と1を繰り返す. このモーメント列は{−1, 1}に台を持ち, µ({−1}) = 1

2
= µ({1})

を満たす確率測度のモーメント列と一致する. つまりX ∼φ µである. またほかの

確率変数

(
0 i
−i 0

)
や

(
1 0
0 −1

)
も同じ確率分布 µを与える.
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このほか自己共役行列はすべて自己共役確率変数とみなせる. より一般にC∗-環
の自己共役元も確率変数とみなせる. この場合対応する確率分布はコンパクト台を
持つ. Kolmogorovの確率空間も代数的確率空間に取り込んで議論することは可能で
ある.

例 3.4. Ωを集合とし, F をその σ-代数とし, P を (Ω,F)上の確率変数とする. 三つ
組み (Ω,F ,P)は古典的な確率空間である. ここで

A =
∩

1≤p<∞

Lp(Ω,F ,P)

とおく. ヘルダーの不等式よりこの空間は積で閉じている. Involutionを複素共役で
定めて, 状態 φ : A → Cを確率測度 P による平均で定めることによりAは代数的確
率空間になる.

わざわざ古典的確率空間の枠組みを脱ぎ捨てて, 代数的確率空間で議論すること
にはどんな意義があるのだろうか. それは量子物理学から動機づけられている.

代数的確率論の歴史的経緯 量子的現象が発見される以前は, “初期条件が正確に得
られれば, 物理現象の結果が決定できるはずである,” というとらえ方が支配的であっ
た. これは決定論的な自然観と呼ばれるものである. 量子力学が発見される前にも
確率論は研究されていたが, 確率的現象は観察者の初期条件に対する無知によって
もたらされる見せかけのものと思われていた.

20世紀前半の物理学は本質的な意味で偶然に従う現象を発見した. 位置や運動
量といった量を一つ一つ測定するとき, 特定の結果が得られる必然性はないという
ことが判明したのである. 量子力学の発見によって決定論的世界観が覆されて, 非決
定論的な現象が発見されたのだ. しかし非決定性は法則性の欠如を意味しない. 測
定結果にばらつきがあったとしても, データを集積することで, そのばらつき方には
統計的な法則性があるとわかったからだ. 自然を理解するためにも現象の確率論的
性質を理解することが必要である.
量子力学がもたらした転換はそれだけではない. ミクロの世界では位置と運動量

がともに決定された値をとることはない. いわいる不確定性原理が成り立っている
のである. ここに新しい確率論を作り上げるための動機がある. 古典確率論では二
つの確率変数はともに関数として基礎づけられている. 全事象の空間の元が与えら
れれば, 二つの確率変数の値はともに決定されてしまう. このような確率論は量子論
を記述するためには不完全である. 二つの物理量のうち, 片方の値が決まればもう片
方の値は決まらないという状況も記述できるような確率論のみが量子論の要求に応

えられるのだ.

代数的確率論の新たな展開 代数的確率論の主な動機は以上のとおりであるが, 本
研究では新しい視点から確率論に一石を投じたい. 直交多項式を使って定義された
確率測度の列は, 多くの場合, 逆正弦法則に収束していくのである. これはもちろん,
従来の確率論の言葉づかいで説明できるような現象だ.
その一方で, ミクロの世界を理解するための直感がここで役に立つ. エルミート

多項式の番号をどんどん大きく取り替えていくという操作は,粒子のエネルギーをど
んどん大きくしていくような操作と対応しているからである. 量子数を大きくする
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操作として理解できるのだ. 古典確率論の言葉で述べられる不思議な現象を, 代数的
確率論の枠組みで説明する. そんな新たな可能性を感じさせる.

代数的確率空間が代数と状態のペアからなる理由 さて, 古典確率空間 (Ω,F ,P)を
考えるとき, Ωと P をバラバラにして考えることはあまりなかった. しかし, 代数的
確率空間 (A, φ)を考えるとき, 状態φを取り換えられるということは重要である. な
ぜならば対象となるミクロ系Aがほとんど同じであっても, どのような状況設定 φ
において測定を行うかは変更可能だからだ.

4 量子分解

直交多項式から作られる作用素 再びR上のモーメント有限確率測度 µに話をもど
そう. 確率測度 µについての正規化された直交多項式を P0, P1, P2, · · · とおく. 直交
多項式に注目するすることにより, (R, {Borel sets}, µ)上の可測関数 x : R → Rを三
つの代数的確率変数に分解できる. いったい何を言っているのか意味不明かもしれ
ない. ゆっくり解説する.
直交多項式の間にはつぎの三項間漸化式が成り立つ:

xPn =
√
ωn+1/2Pn+1 + αnPn +

√
ωn−1/2Pn−1.

これは左辺の xによる掛け算が次の三つの作用素に分解されることを意味する:

生成C : Pn 7→ √
ωn+1/2Pn+1,

維持B : Pn 7→ αnPn ,
消滅A : Pn 7→ √

ωn−1/2Pn−1.

多項式の列P·の番号が増える項が生成作用素C, 変化しないのが維持作用素B, 減る
のが消滅作用素Aである. 多項式の空間に作用する作用素として (xによる掛け算)
= A + B + C が成り立つ. 左辺を右辺で分解することを量子分解という. これらの
作用素A, B, Cは互いに可換ではないので代数的な確率変数と見ることとする.

(xによる掛け算)をXとおく. 量子分解によると, Xを次の三重対角行列として
表現できる. 行列と言っても右や下の方向には無限に広がっている.

X =


α0

√
ω1/2 0 · · ·

√
ω1/2 α1

√
ω3/2

. . .

0
√
ω3/2 α2

. . .
...

. . . . . . . . .

 .

この行列はヤコビ行列と呼ばれる. k列目や k行目は正規化された k個目の直交多
項式に対応している. 対角要素だけを残して他を 0としたものがB, 対角要素の一つ
下を残して他を 0としたものがC, 対角要素の右隣りを残して他を 0としたものがA
である.
まず注目したい代数的確率空間 (A, φ0)は

• A, B, Cが生成する ∗-代数A,
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• 線形汎関数 φ0( · ) = ⟨ · P0, P0⟩

から成る. この線形汎関数は行列の言葉で言えば, 一番左, 一番上の行列要素を取り
出す写像である. この代数的確率空間に着目することによって, 古典的確率分布 µに
ついて調べることが可能になる.

補題 4.1. 代数的確率空間 (A, φ0)における確率変数Xと古典確率空間 (R, {Borel sets},
µ)における確率変数 xの各モーメントは等しい. つまり

φ0(X
m) =

∫
R
xmµ(dx), m ∈ N.

上で紹介した記号でいえばX ∼φ0 µ.

証明は直交多項式について成り立つ三項間漸化式に着目することで与えられる.

直交多項式から与えられる確率測度 直交多項式から与えられる確率測度の列

µ, P 2
1 µ, P

2
2 µ, · · · , P 2

kµ, · · ·

を調べるための代数的確率空間 (A, φk)はA, B, Cが生成する ∗-代数Aと

• 線形汎関数 φk( · ) = ⟨ · Pk, Pk⟩

によって構成される. 代数系を変えずに状態だけを取り換えればよい. この線形汎
関数は行列の言葉で言えば, 一番左を 0列目と数えたときの k列目, 一番上を 0行目
と数えたときの k行目の行列要素を取り出す写像である.

補題 4.2. 代数的確率空間 (A, φk)における確率変数Xと古典確率空間 (R, {Borel sets},
P 2
kµ)における確率変数 xの各モーメントは等しい. つまり

φk(X
m) =

∫
R
xmP 2

kµ(dx), m ∈ N.

前節で紹介した記号でいえばX ∼φk
P 2
kµ.

証明はさほど難しくない. 確率測度P 2
kµを調べることと, 代数的確率空間 (A, φk)

における代数的確率変数Xを調べることは対応しているのである. 確率測度P 2
kµを

調べるために代数的確率空間に注目するのが私たちの方針である.

相互作用 Fock空間 相互作用 Fock空間とは生成, 維持, 消滅の作用が定まってい
るような無限次元内積空間のことである. これは直交多項式で説明したことの抽象
化である. 通常の記号の使い方と異なっているが, 本質的な違いはない.

定義 4.3 (相互作用Fock空間). 数列 {ωn+1/2|n = 0, 1, 2, · · · }は正の数からなるとし,
数列 {αn|1, 2, 3, · · · }は実数からなるとする. 相互作用 Fock空間 Γω,αとは次を満た

す四つ組 (Γ(C), A,B,C)である:

• Γ(C)は内積空間 Γ(C) := ⊕∞
n=0CΦn である. 内積は ⟨Φn,Φm⟩ = δn,m で定めら

れる.
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• Aは消滅作用素でAΦ0 = 0, AΦn =
√
ωn−1/2Φn−1.

• Bは維持作用素でBΦn = αnΦn.

• Cは生成作用素でCΦn =
√
ωn+1/2 Φn+1.

直交多項式の議論ではベクトルΦnは直交多項式 Pnで与えられていた.

4.1 両側無限相互作用Fock空間

さて私たちは直交多項式 Pk = Φkの番号 kを大きくする極限を考えている. これは
相互作用Fock空間の基準点を取り換えるような操作である. 後で主定理を証明する
ときに使うのは相互作用 Fock空間の基準点を取り換えていく極限, つまり両側無限
相互作用 Fock空間である.

定義 4.4 (両側無限相互作用Fock空間). 次のような両側無限数列が与えられている
とする:

ω =

{
ωm ≥ 0

∣∣∣∣ m = · · · ,−3

2
,−1

2
,
1

2
,
3

2
, · · ·

}
,

α = {αn ∈ R | n = · · · ,−2,−1, 0, 1, · · · }.

両側無限 Fock空間 Γω,α とは次のような四つ組 (Γ(C), A,B,C)である:

• 式 ⟨Φn,Φm⟩ = δn,mで内積が与えられる内積空間 Γ(C) = ⊕∞
n=−∞CΦn,

• Aは消滅作用素でAΦn =
√
ωn−1/2 Φn−1.

• Bは維持作用素でBΦn = αnΦn.

• Cは生成作用素でCΦn =
√
ωn+1/2 Φn+1.

定義 4.5. ヤコビ行列とは和X = A+B + Cで与えられる作用素である. 次の式で
表されるような行列X = [Xm,n]m,n∈Zとして表現される:

Xm,n =


√
ωn−1/2, m = n− 1,

αn, m = n,√
ωn+1/2, m = n+ 1,

0, |m− n| ≥ 2.

ヤコビ行列X も代数的確率変数で, 状態 ⟨·Φ0,Φ0⟩についてのモーメント列は行
列要素の多項式で次のように表される:⟨

X1Φ0,Φ0

⟩
= α0,⟨

X2Φ0,Φ0

⟩
= ω−1/2 + α2

0 + ω−1/2,⟨
X3Φ0,Φ0

⟩
= ω−1/2α−1 + 2ω−1/2α0 + α3

0 + 2ω1/2α0 + ω1/2α1,

· · · .

モーメント列が行列要素の多項式で記述されることは数学的帰納法で証明できる. そ
こから次の補題が導かれる.
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補題 4.6. 両側無限相互作用Fock空間の列Γ{ω(k),α(k)}と両側無限相互作用Fock空間

Γ{ω,α}が与えられているとする. X(k)とX を⊕∞
n=−∞CΦn に作用する両側無限ヤコ

ビ行列とする. もし limk→∞ ω
(k)
n+1/2 = ωn+1/2と limk→∞ α

(k)
n = αnが全ての整数 nに

対して成り立つとすると, 次のモーメント列の収束を得る: lim
k→∞

⟨(
X(k)

)m
Φ0,Φ0

⟩
=

⟨XmΦ0,Φ0⟩.

5 漸近的可換性

量子分解は元の確率測度 µがガウス分布
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
dx である場合に非常に

シンプルである. この場合はBが 0であり, A,Cについては交換関係AC −CA = I
が成り立つからだ. 生成作用素と消滅作用素の交換子が恒等作用素になるというこ
の関係式は正準交換関係と呼ばれ, 量子論で重要な意味を持つ.
ガウス分布をはじめ広汎な確率測度 µに対して交換子と分散の比が漸近的に小

さくなるということが計算よりわかる. これを漸近的可換性と呼ぶ. 漸近的可換性
は P 2

n を正規化するという作業に対して, A,B,Cの非可換性がどんどん消滅してい
くということを意味する. 私たちは, この条件の下で P 2

kµの正規化が逆正弦法則に
弱収束するということが証明できた.

5.1 漸近的可換性 (RAC1)

まず相互作用 Fock空間の漸近的可換性 (RAC1)を定式化しよう.

定義 5.1. 相互作用 Fock空間 Γω,αが漸近的可換性 (RAC1)を満たすとは, 二つの可
換子 [A,C]と [A,B]が以下を満たすことである:

lim
n→∞

AC − CA

ωn+1/2 + ωn−1/2

Φn = 0, lim
n→∞

AB −BA

ωn+1/2 + ωn−1/2

Φn = 0.

定数ωn+1/2+ωn−1/2は代数的確率変数X = A+B+Cの状態φn(·) = ⟨ · Φn,Φn⟩.
についての分散である. つまり

ωn+1/2 + ωn−1/2 = φn(X
2)− φn(X)2.

補題 5.2. 漸近的可換性 (RAC1)は次の条件と同値である:

lim
n→∞

ωn+1/2

ωn−1/2

= 1, lim
n→∞

αn − αn−1√
ωn+1/2 + ωn−1/2

= 0.

Proof. 可換子 [A,C]と [A,B]は次を満たす:

AC − CA

ωn+1/2 + ωn−1/2

Φn =
ωn+1/2 − ωn−1/2

ωn+1/2 + ωn−1/2

Φn,

AB −BA

ωn+1/2 + ωn−1/2

Φk =
αn − αn−1

ωn+1/2 + ωn−1/2

√
ωn−1/2Φn−1.
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補題の条件が成り立つときに, 以上二つのベクトルが 0に収束することを示すのは
さほど難しくない.
逆に条件 (RAC1)が成り立ったと仮定しよう. このとき次を得る

lim
n→∞

ωn+1/2 − ωn−1/2

ωn+1/2 + ωn−1/2

= 0, lim
n→∞

αn − αn−1

ωn+1/2 + ωn−1/2

√
ωn−1/2 = 0.

等式
2

1−
ωn+1/2 − ωn−1/2

ωn+1/2 + ωn−1/2

− 1 =
ωn+1/2

ωn−1/2

,

に注目すると, 条件 (RAC1)が次を導くことがわかる:

lim
n→∞

ωn+1/2

ωn−1/2

=
2

1− 0
− 1 = 1.

漸近的可換性 (RAC1)の二番目の条件は次を導く:

lim
n→∞

αn − αn−1√
ωn+1/2 + ωn−1/2

= lim
n→∞

αn − αn−1

ωn+1/2 + ωn−1/2

√
ωn−1/2 · lim

n→∞

√
ωn+1/2 + ωn−1/2

ωn−1/2

= 0
√
2 = 0.

このようにして (RAC1)から補題の条件が導かれる.

正規分布や半円分布, 指数分布の場合に対応する相互作用 Fock空間は計算され
ている. それらはみな補題の条件を満たしている.

定理 5.3. 相互作用Fock空間Γω,α := (Γ(C), A,B,C)が漸近的可換性 (RAC1)を満た

していると仮定する. 代数的確率変数の列
X − αk√

ωk−1/2 + ωk+1/2

の状態φk(·) = ⟨·Φk,Φk⟩

に関する分布は逆正弦法則
dx

π
√
2− x2

にモーメント収束する. すなわち

lim
k→∞

⟨(
X − αk√

ωk−1/2 + ωk+1/2

)m

Φk,Φk

⟩
=

∫
R
xm dx

π
√
2− x2

.

ここで確率変数Xに小細工を施して
X − αk√

ωk−1/2 + ωk+1/2

としているのは平均を 0

分散を 1とするためである.

Proof. 数列のペア ({ωn+1/2}, {αn})を相互作用Fock空間を定める係数とする. 漸近
的可換性 (RAC1)が成り立つと仮定しよう. 第 k個目の状態φk(·) = ⟨ · Φk,Φk⟩ と正
規化された代数的確率変数

X(k) =
X − αk√

ωk+1/2 + ωk−1/2
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について考えてみよう. これらは内積空間 ⊕∞
n=0CΦnに作用する. 代数的確率変数

X(k)の行列要素は

X(k)
m,n =



ωn−1/2√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n− 1,

αn − αk√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n,

ωn+1/2√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n+ 1,

0, |m− n| ≥ 2

と記述される. 代数的確率変数X(k)を調べるために, 相互作用 Fock空間の番号を
m,n = 0, 1, · · · , k, · · · からm,n = −k,−k + 1, · · · , 0, · · · に変化させよう. つま
り考えている状態が ⟨·Φ0,Φ0⟩ になるように番号を変える. 相互作用 Fock空間は
Γ(k) = ⊕∞

n=−kCΦnと記述される両側相互作用Fock空間になる. 考える代数的確率変

数は番号の取り換えによって次で定義されるような X̃(k)にかわる:

X̃(k)
m,n =



ωn+k−1/2√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n− 1,

αn+k − αk√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n,

ωn+k+1/2√
ωk+1/2 + ωk−1/2

, m = n+ 1,

0, |m− n| ≥ 2.

補題 5.2の一番目の条件は, 係数 {ωn+k+1/2}∞n=−kの隣どうしの比がどんどん 1に近
づくことを意味する. つまり固定された整数 nごとに,

lim
k→∞

X̃(k)
n−1,n =

1√
2
= lim

k→∞
X̃(k)

n+1,n.

補題 5.2の二番目の条件は, lim
k→∞

αk − αk−1√
ωk+1/2 + ωk−1/2

= 0を意味する.

ここで補題 4.6をここで用いてみよう. 代数的確率変数 X̃を次の両側無限行列で
定める: 

. . . . . .

. . . 0 1/
√
2

1/
√
2 0 1/

√
2

1/
√
2 0

. . .
. . . . . .


.

これはヒルベルト空間 ℓ2(Z)に作用する. 太文字の 0は状態 ⟨ · Φ0,Φ0⟩に対応する行
列要素である. 補題 4.6より, 次の収束をえる:

lim
k→∞

⟨(
X(k)

)m
Φk,Φk

⟩
= lim

k→∞

⟨(
X̃(k)

)m

Φ0,Φ0

⟩
=

⟨(
X̃
)m

Φ0,Φ0

⟩
.
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フーリエ変換 ℓ2(Z) ∼= L2({eit}), により Φ0は単位円 T = {eit}上の定数関数 1に同

一視される. また代数的確率変数 X̃は可測関数として書かれる確率変数

1√
2
eit +

1√
2
e−it =

√
2 cos t.

と同一視される. この同一視を使うと次のように計算できる:⟨(
X̃
)m

Φ0,Φ0

⟩
ℓ2(Z)

=
⟨(√

2 cos t
)m

1, 1
⟩
L2({eit})

=

∫ 2π

0

(√
2 cos t

)m dt

2π

=

∫ 2π

π

(√
2 cos t

)m dt

π
.

変数変換
√
2 cos t = xにより目的の等式

lim
k→∞

⟨(
X(k)

)m
Φk,Φk

⟩
=

∫ √
2

−
√
2

xm dx

π
√
2− x2

を得る.

注意 5.4. この主定理のおかげで, 直交多項式から定められる確率測度が逆正弦法則
に収束していくという現象が広範にみられることが判明する. 主要な確率測度につ
いて漸近的可換性 (RAC1)が成り立つことが次のようにしてわかるからだ.

(1) 一様測度
χ[−1,1]dx

2
に対応する相互作用 Fock空間の係数は

ωn+1/2 =
(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 3)
, αn = 0

で与えられる.

(2) 指数分布 χ[0,∞)e
−xdx に対応する相互作用 Fock空間の係数は

ωn+1/2 = (n+ 1)2, αn = 2n+ 1

である.

(3) q-ガウス分布 (−1 < q ≤ 1)に対応する係数は

ωn+1/2 = 1 + q + q2 + · · ·+ qn, αn = 0.

定数 qが 1の場合は通常の正規分布に対応する. 定数 qが 0の場合は半円則√
4− x2 dx

2π
に対応する.

補題 5.2によって漸近的可換性 (RAC1)の成立が確かめられる.
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注意 5.5. 逆正弦法則はコンパクト台を持つのでモーメント収束は弱収束を導く.

定理 5.3は次のような直交多項式についての系を導く.

系 5.6. 実数直線上の確率測度 µの正規化された直交多項式を Pnとおく. 直交多項
式の三項間漸化式の係数 ({ωn}, {αn})に漸近的可換性 (RAC1)が成り立つと仮定し
よう. 等式

µk(dx) :=
∣∣Pk

(√
ωk+1/2 + ωk−1/2x

)∣∣2 µ (√
ωk+1/2 + ωk−1/2dx

)
で定義される確率測度 µnは逆正弦法則

dx

π
√
2− x2

に弱収束する.

直交多項式から定められる確率測度の列

µ, P 2
1 µ, P

2
2 µ, P

2
3 µ, · · ·

が逆正弦法則に収束するケースが多いのはなぜか. その理由を与えることができた.
通常の確率変数の背後には, 生成, 維持, 消滅のプロセスが隠れている. それらに漸
近的な可換性が成り立つとき, 定理 5.3に示されているような逆正弦法則への収束を
得るのである.
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単位的C*-環の正凸錐上のジャイロ構造とその応用

新潟大学工学部　阿部敏一

1 概要
ニュートン力学では速度全体は 3次元ユークリッド空間R3とみなすことができ、和について群
構造をなしています。一方、Einsteinによる特殊相対性理論における速度全体は真空中での光の
速さを cとすると、R3

c = {u ∈ R3 : ∥u∥ < c}とみなすことができ、速度uと vの和は

u⊕E v =
1

1 + ⟨u,v⟩/c

{
u+

1

γu
v +

1

c2
γu

1 + γu
⟨u,v⟩u

}
(1)

によって与えられます。ここで、⟨·, ·⟩はR3のユークリッド内積を意味し、γuは速度 uのローレ
ンツ因子

γu = (1− ∥u∥2/c2)−
1
2 . (2)

を意味します。この速度の和の演算について調べてみると結合法則を満たさず、また可換でもな
いことが確認できます。したがって、特殊相対論では速度全体は（可換）群としての構造を持っ
ていません。しかしながら、この (R3,⊕E)は可換群に近い性質を持っています。この (R3,⊕E)

の性質を抽象化した概念が A. A. Ungarによって定義された (gyrocommutative) gyrogroupで
す。(Gyrocommutative) gyrogroupは（可換）群の一般化になるように定義されています。ここで
(R3,⊕E)のことを the Einstein gyrogroupと呼ぶことにします。（可換）群と the Einstein gyrogroup

以外の (gyrocommutative) gyrogroupの代表的な例としてMöbius gyrogroupと呼ばれているもの
があります。Möbius gyrogroup (D,⊕M)は複素平面上の単位開円盤D上の演算⊕M を

a⊕M b =
a+ b

1 + āb
(3)

によって与えたものです。
ニュートン力学での速度全体は 3次元ユークリッド空間R3とみなすことができるので群構造だけ
でなく、内積空間としての構造を持っています。内積空間は和について可換群であることを要求して
いるため特殊相対論の速度全体R3

cは内積空間にはなりません。しかし、Ungarによって定義された
gyrovector spaceとしての構造を持っています。Gyrovector spaceは和について (gyrocomuutative)

gyrogroupである（和について結合法則や可換則を必ずしも要求しない）”内積空間”に類似した
対象を扱うための概念です。Gyrovector spaceは（通常の意味での）内積空間の一般化になって
おり、the Einstein gyrogroup (R3

c ,⊕E)やMöbius gyrogroup (D,⊕M)は自然に gyrovector space

としての構造を持ちます。The Einstein gyrogroup、Möbius gyrogroupに gyrovector spaceとして
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の構造を考えたものをそれぞれ the Einstein gyrovector space、Möbius gyrovector spaceと呼びま
す。内積空間がユークリッド幾何学に対応しているのに対し、gyrovector spaceは双曲幾何に対応
しているとUngarは主張しています。実際、the Einstein gyrovecor spaceは相対論の速度のなす
双曲幾何構造と、Möbius gyrovector spaceはポアンカレ円盤の双曲幾何構造と相性が良いことが
確認できます。
単位的C∗−環A の正値可逆元全体A −1

+ は (gyrocommutative) gyrogroupとしての構造を持つ
ことが知られています。しかしながら、gyrovector spaceとしての構造を持っていません。そこで、
新潟大学の羽鳥理先生との共同研究で新たに generalized gyrovector space (以下GGV)という概念
を定義することにしました。Gyrovector spaceが実内積空間の一般化であるのに対して、GGVは
実ノルム空間の一般化になっています。単位的C∗−環の正値可逆元全体A −1

+ はこのGGVとして
の構造を持つことが確認できます。我々はさらに、ノルム空間についての定理であるMazur-Ulam

の定理をGGV上に拡張しました。
本講演では
1.(Gyrocommutative) gyrogroup、gyrovector spaceの定義と例
2.GGVの定義とGGV上で定義される各種概念の定義
3.GGVの構造と単位的C∗−環A の正値可逆元全体A −1

+

4.GGVに対するMazur-Ulamの定理とその応用
についてお話させていただきます。

2 Gyrogroups

二項演算が与えあられた集合をmagmaと呼びます。Magma (X, ◦)に対して、写像 φ : X → X

が全単射で演算を保存するとき、すなわち

φ(a ◦ b) = φ(a) ◦ φ(b) (∀a, b ∈ X)

を満たすとき、φはmagma(X, ◦)上の自己同型写像であるといいます。Magma (X, ◦)上の自己同
型写像全体をAut(X, ◦)と書くことにします。

Definition 1 (gyrogroup). A magma (G,⊕) is a gyrogroup if it satisfies the following axioms.

(G1) ∃e ∈ G s.t. ∀a ∈ G, e⊕ a = e.

(G2) ∀a ∈ G, ∃ ⊖ a s.t. ⊖a⊕ a = e.

(G3) ∀a, b, c ∈ G, ∃! gyr[a, b]c ∈ G s.t. a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ gyr[a, b]c.

(G4) ∀a, b ∈ G, gyr[a, b] ∈ Aut(G,⊕).

(G5) ∀a, b ∈ G, gyr[a⊕ b, b] = gyr[a, b].

ここで、(G4)、(G5)で表れる gyr[x,y]はGからGへの写像 z 7→ gyr[x,y]zを表しています。
この写像 gyr[x,y]をxと yから生成される gyrationと呼びます。(G1)では左側単位元の存在を、
(G2)ではその左側単位元に対する左側逆元の存在を要求しています。これらは他の公理と組み合
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わせることで通常の意味での単位元・逆元になることが確認できます。(G3)、(G4)、(G5)は全てあ
わせて結合法則よりも弱い条件となっています。したがって gyrogroupは群よりも一般的な対象を
表す概念となっています。実際、Magmaが「任意の gyrationがG上の恒等写像である」gyrogroup
であることと群であることは同値です。

Definition 2 (gyrocommutative). A gyrogroup (G,⊕) is gyrocommutative if it satisfies

(G6) ∀a, b ∈ G, a⊕ b = gyr[a, b](b⊕ a).

群とは「任意の gyrationがG上の恒等写像である」gyrogroupのことなので、群では gyrocom-

mutativityと可換性は同値になります。したがって、gyrocommutative gyrogroupは可換群の自然
な一般化になっています。以下に群ではない gyrocommutative gyrogroupの例を３つ挙げます。

Example 3. Let c > 0 and R3
c = {u ∈ R3 : ∥u∥ < c}. Define the binary operation ⊕E on R3

c by

u⊕E v =
1

1 + ⟨u,v⟩/c

{
u+

1

γu
v +

1

c2
γu

1 + γu
⟨u,v⟩u

}
,

where ⟨·, ·⟩ is the Euclidean inner product on R3 and γu = (1 − ∥u∥2/c2)− 1
2 . Then (R3

c ,⊕E) is a

gyrocommutative gyrogroup. It is called the Einstein gyrogroup.

Example 4. Let D be the open unit disc on C. Define the binary operation ⊕M on D by

a⊕M b =
a+ b

1 + āb
.

Then (D,⊕M) is a gyrocommutative gyrogroup. It is called Möbius gyrogroup.

Example 5. Let A be a unital C∗-algebra and A −1
+ be the positive invertible elements of A .

Let t be a positive real number. Define the binary operation ⊕t on A −1
+ by

a⊕t b = (a
t
2 bta

t
2 )

1
t .

Then (A −1
+ ) is a gyrocommutative gyrogroup.

この講演では特に 3つ目の例に注目します。簡単のため、以降では単位的C∗−環A として n次
正方行列全体Mnに作用素ノルム ∥ · ∥を考えたもの、また t = 1とします。したがって、A −1

+ は
n次の正値可逆行列全体 Pnになります。また二項演算⊕1を⊕pと書くことにします。

Example 6. Let Pn be the n× n positive definite matrices. Put

a⊕p b = a
1
2 ba

1
2

then (Pn,⊕p) is a gyrocommutative gyrogroup. The identiy element e of the gyrogroup (Pn,⊕p)

is the identiy matrix. The inverse element ⊖pa of a is the inverse matrix a−1 of a. The gyration

generated by a and b is give by

gyr[a, b]c = XcX∗ (∀c ∈ Pn),

where X is a unitary matrix give by X = (a
1
2 ba

1
2 )−

1
2a

1
2 b

1
2 .
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Gyrogroup (G,⊕)について調べる上で coadditionと呼ばれる新たな演算⊞を考えると便利です。

Definition 7. Let (G,⊕) be a gyrogroup. The gyrogroup coaddition is a second binary operation

⊞ on G given by

a⊞ b = a⊕ gyr[a,⊖b]b.

Coaddition ⊞ともともとの演算 ⊕には密接な関係があります。例えば、gyrogroup (G,⊕)が
gyrocommutativeであることと (G,⊞)が可換であることは同値です。また一般に

Aut(G,⊕) = Aut(G,⊞)

であることがわかります。特別な場合として、(G,⊕)が群の場合は⊕ = ⊞となり、二つの演算は
区別されません。

Example 8. The coaddition ⊞p of the gyrogroup (Pn,⊕p) is given by

a⊞ b = {a
1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−

1
2a

1
2}2.

3 Gyrovector spaces

内積空間に似た構造を持つ gyrogroupを扱うための概念として gyrovector spaceが定義されます。

Definition 9 (Gyrovector spaces). Let G be a subset of a real inner product space (V, ⟨·, ·⟩) and
∥ · ∥ denotes the norm induced by ⟨·, ·⟩. (G,⊕,⊗) is a gyrovector space if a gyrocommutative

gyrogroup (G,⊕) with the map ⊗ : R×G → G satisfies the following axioms.

(GV0) ⟨gyr[u,v]a, gyr[u,v]b⟩ = ⟨a, b⟩

(GV1) 1⊗ a = a

(GV2) (r1 + r2)⊗ a = (r1 ⊗ a)⊕ (r2 ⊗ a)

(GV3) (r1r2)⊗ a = r1 ⊗ (r2 ⊗ a)

(GV4) (|r| ⊗ a)/∥r ⊗ a∥ = a/∥a∥ (r ̸= 0, a ̸= e)

(GV5) gyr[u,v](r ⊗ a) = r ⊗ gyr[u,v]a

(GV6) gyr[r1 ⊗ v, r2 ⊗ v] = idG

(GVV) ∃(±∥G∥,⊕′,⊗′) : a real one-dimensional vector space, where ±∥G∥ = {±∥a∥ : a ∈ G}.

(GV7) ∥r ⊗ a∥ = |r| ⊗′ ∥a∥

(GV8) ∥a⊕ b∥ ≤ ∥a∥ ⊕′ ∥b∥
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実内積空間 (V, ⟨·, ·⟩)はそれ自身の和 +とスカラー積 ·を考えることで (V,+, ·)は gyrovector

spaceになります。gyrovectot spaceは実内積空間の一般化になっています。実内積空間ではない
gyrovector spaceの例としては以下の 2つが代表的です。

Example 10. Let (R3
c ,⊕E) be the Einstein gyrogroup. Define the Einstein scalar multiplication

⊗E on (R3
c ,⊕E) by

r ⊗E u =

{
c tanh(r tanh−1 ∥u∥

c
) u
∥u∥ (u ∈ R3

c \ {0})
0 (u = 0)

for any r ∈ R. Then (R3
c ,⊕E,⊗E) is a gyrovector space. It is called the Einstein gyrovector space.

Example 11. Let (D,⊕M) be the Möbius gyrogroup. Define the Möbius scalar multiplication

⊗M on (D,⊕M) by

r ⊗M a =

{
tanh(r tanh−1 |a|) a

|a| (a ∈ D \ {0})
0 (a = 0)

for any r ∈ R. Then (D,⊕M ,⊗M) is a gyrovector space. It is called the Möbius gyrovector space.

4 GGV

Gyrovector spaceは内積空間に似た構造を持つ対象を扱うための概念でした。一般的に実内積
空間は gyrovecor spaceですが、実ノルム空間は gyrovector spaceであるとは限りません。そこで、
実ノルム空間と gyrovector spaceの両方の一般化になるように新たに GGVという概念を定義し
ます。

Definition 12 (Generalized gyrovector spaces). Let (G,⊕) be a gyrocommutative gyrogroup

with the map ⊗ : R × G → G. Let ϕ be a injection from G into a real normed space (V, ∥ · ∥).
(G,⊕,⊗, ϕ) is a generalized gyrovector space (GGV) if the following axioms are fulfilled.

(GGV0) ∥ϕ(gyr[u,v]a)∥ = ∥ϕ(a)∥

(GGV1) 1⊗ a = a

(GGV2) (r1 + r2)⊗ a = (r1 ⊗ a)⊕ (r2 ⊗ a)

(GGV3) (r1r2)⊗ a = r1 ⊗ (r2 ⊗ a)

(GGV4) (ϕ(|r| ⊗ a))/∥ϕ(r ⊗ a)∥ = ϕ(a)/∥ϕ(a)∥ (r ̸= 0, a ̸= e)

(GGV5) gyr[u,v](r ⊗ a) = r ⊗ gyr[u,v]a

(GGV6) gyr[r1 ⊗ v, r2 ⊗ v] = idG

(GGVV) (±∥ϕ(G)∥,⊕′,⊗′) : a real one-dimensional vector space, where ±∥ϕ(G)∥ = {±∥ϕ(a)∥ : a ∈
G}.
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(GGV7) ∥ϕ(r ⊗ a)∥ = |r| ⊗′ ∥ϕ(a)∥

(GGV8) ∥ϕ(a⊕ b)∥ ≤ ∥ϕ(a)∥ ⊕′ ∥ϕ(b)∥

Gyrovector spaceは実内積空間の部分集合上で定義しているのに対して、GGVは実ノルム空間
に埋め込むことを考えています。これは正値可逆行列全体を扱えるようにするためです。埋め込
みの写像 ϕとして恒等写像を考えることで gyrovector spaceは全てGGVであることがわかりま
す。また、和+とスカラー積 ·を持つノルム空間は ϕとして恒等写像、⊕ = +,⊗ = ·を考えるこ
とによりそれ自身がGGVになります。

Example 13. Define

r ⊗p a = ar

for any r ∈ R and a ∈ Pn. Consider the map

ϕ = log : Pn → (Mn, ∥ · ∥),

where ∥ · ∥ is the operator norm on Mn. Then (P,⊕p,⊗p, log) is a GGV. An one dimensional

vector space (±∥ log(Pn)∥,⊕′
p,⊗′

p) = (R,+,×) is the usual 1 dimensional real vector space of the

real line.

5 GGV上で定義される概念
GGVは gyrovector spaceの一般化になっていました。Gyrovector space上で定義されている概
念のうち一部はGGV上でも自然に定義することができます。

Definition 14 (gyrometric). Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. The gyrometric ϱ on (G,⊕,⊗, ϕ) is given

by

ϱ(a, b) = ∥ϕ(a⊖ b)∥.

Proposition 15. Let ϱ be the gyrometric on a GGV (G,⊕,⊗, ϕ) then

◦ ∥ϕ(a)∥ = ϱ(e,a);

◦ ϱ(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b;

◦ ϱ(a, b) = ϱ(b,a) = ϱ(⊖a,⊖b);

◦ ϱ(a, b) ≤ ϱ(a, c)⊕′ ϱ(c, b);

◦ ϱ(x⊕ a,x⊕ b) = ϱ(a, b);

◦ ϱ(gyr[u,v]a, gyr[u,v]b) = ϱ(a, b).

Definition 16 (cogyrometric). Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. The cogyrometric ρ on (G,⊕,⊗, ϕ) is

given by

ρ(a, b) = ∥ϕ(a⊟ b)∥
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Proposition 17. Let rho be the cogyrometric on a GGV (G,⊕,⊗, ϕ) then

◦ ∥a∥ = ρ(e,a)

◦ ρ(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b

◦ ρ(a, b) = ρ(b,a)

◦ ρ(a, gyr[a⊟ b, b⊟ c]c) ≤ ρ(a, b)⊕′ ρ(b, c)

◦ ρ(gyr[u,v]a, gyr[u,v]b) = ρ(a, b)

特にGGVとして実ノルム空間を考えた場合、（⊕ = ⊞ = +, ϕは恒等写像であるので）その上
の gyrometricと cogyrometricは区別されずノルムから導かれる距離になります。

Example 18. Let ϱp be the gyrometric on (Pn,⊕p,⊗p, log) and ρp be the cogyrometric on

(Pn,⊕p,⊗p, log). Then

ϱp(a, b) = ∥ log(a⊖p b)∥ = ∥ log a
1
2 b−1a

1
2∥

and

ρp(a, b) = ∥ log(a⊖p b)∥ = 2∥ log a
1
2 (a

1
2 ba

1
2 )−

1
2a

1
2∥.

Definition 19. Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. Put

L[a, b](t) := a⊕ t⊗ (⊖a⊕ b).

L[a, b](R) is called the gyroline in G that passes through a and b. L[a, b]([0, 1]) is called the

gyrosegment ab. L[a, b](1
2
) is called the gyromidpoint of a and b.

Proposition 20. Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. Then

◦ L[a, b](0) = a;

◦ L[a, b](1) = b;

◦ L[a, b](1
2
) = 1

2
⊗ (a⊞ b);

◦ L[a, b](1− t) = L[b,a](t).

Definition 21. Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. Put

Lc[a, b](t) := t⊗ (b⊟ a)⊕ a.

Lc[a, b](R) is called the cogyroline in G that passes through a and b. Lc[a, b]([0, 1]) is called the

cogyrosegment ab. Lc[a, b](
1
2
) is called the cogyromidpoint of a and b.

Proposition 22. Let (G,⊕,⊗, ϕ) be a GGV. Then

◦ Lc[a, b](0) = a;
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◦ Lc[a, b](1) = b;

◦ L[a, b](1− t) = L[b,a](t).

Put c = b⊟ a then Lc[a, b](t) = t⊗ c⊕ a.

特にGGVとして実ノルム空間を考えた場合、（⊕ = ⊞ = +, ⊗ = ·であるので）

L[a, b](t) = Lc[a, b](t) = a+ t(b− a)

となりLとLcは区別されず、L[a, b]([0, 1]) = Lc[a, b]([0, 1])はaとbを短点とする線分を、L[a, b](R) =
Lc[a, b](R)は aと bを通る直線を、L[a, b](1

2
) = Lc[a, b](

1
2
) = a+b

2
は線形空間としての中点を表

します。したがって、(co)gyrolineは直線、(co)gyrosegmentは線分、(co)gyromidpointは中点の
概念に対応した概念になっています。また、一般的に「aと bの (co)gyromidpoint」と「bとaの
(co)gyromidpoint」はそれぞれ一致しています。

Example 23. Let (G,⊕,⊗, ϕ) = (Pn,⊕p,⊗p, log). Then

L[a, b](t) = a
1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−ta

1
2

and

Lc[a, b](t) = {b
1
2 (b

1
2ab

1
2 )−

1
2 b

1
2}ta{b

1
2 (b

1
2ab

1
2 )−

1
2 b

1
2}t.

The gyromidpoint of a and b is

L[a, b](
1

2
) = a

1
2 (a

1
2 b−1a

1
2 )−

1
2a

1
2 .

The cogyromidpoint of a and b is

Lc[a, b](
1

2
) = {b

1
2 (b

1
2ab

1
2 )−

1
2 b

1
2}

1
2a{b

1
2 (b

1
2ab

1
2 )−

1
2 b

1
2}

1
2 .

6 GGVに対するMazur-Ulamの定理とその応用
オリジナルのMazur-Ulamの定理はノルム空間に関するものです。T をノルム空間Vからノル
ム空間Wへの全射等距離写像とします。ここでVとWの距離はそれぞれノルムから導かれる距
離を考えています。すなわち、T は ∥Ta− Tb∥W = ∥a− b∥Vを任意の a, b ∈ Vで満たす全射です。
Mazur-Ulamの定理が主張しているのは、このとき T0 = T −T (0)とすると T0はVからWへの線
形写像になるということです。すなわち、全射等距離写像 T は線形写像+平行移動の形でかける
ことになります。この定理をGGV上の定理として一般化することができます。

Theorem 24. Let (G1,⊕1,⊗1, ϕ1) and (G2,⊕2,⊗2, ϕ2) be GGV’s. Let T : G1 → G2 be a surjective

gyrometric preserving map, that is,

ϱ2(Ta, Tb) = ϱ1(a, b)
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for any a, b ∈ G1, where ϱi is the gyrometric on Gi (i = 1, 2). Then T is of the form T =

T (e)⊕2 T0, where T0 satisfies

T0(a⊕1 b) = T0(a)⊕2 T0(b);

T0(α⊗1 a) = α⊗2 T0(a);

ϱ(T0a, T0b) = ϱ1(a, b)

for every a, b ∈ G1 and α ∈ R.

この定理はGGVの間の全射が距離構造（gyrometric）を保存すればGGVとしての構造を全て
保存することを示しています。例えば T (L[a, b](t)) = L[Ta, Tb](t)などが成立することも簡単に
確認できます。
ここまでは簡単のためA = Mn、t = 1の場合についてみてきましたが、同様に一般の単位的

C∗−環A に対して、(A −1
+ ,⊕t,⊕, log)を

a⊕t b = (a
t
2 bta

t
2 )

1
t ,

r ⊗ a = ar,

log : A −1
+ → (A , ∥ · ∥)

と定めるとGGVであることが確認できます。ここで、∥ · ∥はC∗−環A のノルムです。また、log

の値域 logA−1
+ はA の self-adjoint元全体のなすA の部分空間ASになっています。Gyrometricは

ϱ(a, b) = ∥ log(a−
t
2 bta−

t
2 )

1
t ∥

で与えられます。
次の定理は Honma and Nogawa[4]によって示されています。特に、t = 1の場合については

Hatori and Molnár[3]によって示されています。上記のGGVに対するMazur-Ulamの定理を用い
ることでこの定理に簡単な証明を与えることができます。

Theorem 25. Let A and B be unital C∗-algebras and t a positive real number. Put

dA (a, b)(resp. dB(a, b)) = ∥ log(a−
t
2 bta−

t
2 )

1
t ∥, a, b ∈ A −1

+ (resp. B−1
+ ).

Suppose that T : A −1
+ → B−1

+ is a surjective isometry, that is,

∥ log(a−
t
2 bta−

t
2 )

1
t ∥ = ∥ log(T (a)−

t
2T (b)tT (a)−

t
2 )

1
t ∥, a, b ∈ A −1

+ .

Then there exists a Jordan *-isomorphism and a central projection p ∈ B such that T has the

form

T (a) = (T (e)
t
2 (pJ(a) + (e− p)J(a−1))tT (e)

t
2 )

1
t , a ∈ A −1

+ .
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Proof. TはGGVA −1
+ からB−1

+ へのgyrometricを保存する全射なのでGGVに対するMazur-Ulam

の定理より、T = T (e) ⊕ T0と表すことができます。ここで eは単位的 C∗−環A の単位元を表
し、T0は

T0((a
1
2 bta

1
2 )

1
t ) = (T0(a)

1
2T0(b)

tT0(a)
1
2 )

1
t ,

T0(a
r) = T0(a)

r,

∥ log(a−
t
2 bta−

t
2 )

1
t ∥ = ∥ log(T0(a)

− t
2T0(b)

tT0(a)
− t

2 )
1
t ∥

を満たします。ここから先は、[3]で与えられた証明と同様に行えます。A、Bの self-adjoint元全
体のなす部分空間AS、BSの間の写像 S0を

S0(x) = log T0(expx) (∀x ∈ AS)

で定めます。S0はAS からBS への全単射です。任意の a ∈ A −1
+ と n ∈ Nに対して、T0(a

1
n ) =

T0(a)
1
n であるので、

S0(
x

n
) =

S0(x)

n

が成り立ちます。

dA (exp
x

n
, exp

y

n
) = dB(T0(exp

x

n
), T0(exp

y

n
)) = dB(exp

S0(x)

n
, exp

S0(y)

n
)

より

ndA (exp
x

n
, exp

y

n
) = ndB(exp

S0(x)

n
, exp

S0(y)

n
)

に対して n → ∞の極限をとれば

∥y − x∥ = ∥S0(y)− S0(x)∥

が得られます。これはS0がノルム空間ASからBSへの等距離写像であることを示しています。ま
た、S0(0) = 0であるのでオリジナルのMazur-Ulamの定理及びKadisonの結果 [?]より、central

projection p ∈ BとA からBへの Jordan∗-isomorphism J が存在して、

S0(e) = 2p− e,

S0(x) = S0(e)J(x) (∀x ∈ AS)

とできます。S0の定め方より、

T0(expx) = pJ(expx) + (e− p)J(exp(−x)), x ∈ AS

となり、T = T (e)⊕ T0より

T (a) = (T (e)
t
2 (pJ(a) + (e− p)J(a−1))tT (e)

t
2 )

1
t　 ∀a ∈ A −1

+ .
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7 K-loop

Gyrocommutative gyrogroupと同値な概念としてK-loopがあります。K-loopの定義は見かけ上
は gyrocommutative gyrogroupの定義と異なりますが、実際には同じものであることが知られて
います [6]。ここで、単位元を持つmagmaを groupoidと呼びます。

Definition 26. Let (X, ◦) be a groupoid.

• X is a left loop if the equation a◦x = b has a unique solution x in X for all a, b∈X.

• X is a right loop if the equation y◦a = b has a unique solution y in X for all a, b∈X.

• X is Bol if

a ◦ (b ◦ (a◦c)) = (a ◦ (b◦a))◦c, ∀a, b, c∈X.

• X satisfies the automorphic inverse property if any element of X has the inverse, and

(a◦b)−1 = (a−1) ◦ (b−1), ∀a, b∈X.

• X is a loop if it is a left and right loop.

• X is a K-loop if it is a Bol loop which satisfies the automorphic inverse property.
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弱空間に於けるマルチンゲール不等式

菊池 万里

富山大学大学院 理工学研究部

1 導入

(Ω,Σ,P)を確率空間とし，Aを Σの部分 σ–代数とする．x ∈ L1 とするとき，すべて

の A ∈ Aに対して ∫
A

x dP =

∫
A

y dP

となるような A–可測確率変数 y が一意に存在する．この y を E [x|A]と書き，xの Aに
関する条件付平均値と呼ぶ．

n ∈ Z+ に関して広義単調増加な Σの部分 σ–代数の列 F = (Fn)n∈Z+ に対し，Ω上

の確率変数列（離散時径数の確率過程）f = (fn)n∈Z+ が F–マルチンゲールであるとは，

次の 2条件を満たすことである:

(i) 各 n ∈ Z+ に対して fn ∈ L1(Ω,Fn,P).
(ii) 各 n ∈ Z+ に対して E [fn+1|Fn] = fn.

条件 (ii)は，

(ii′) 各 n ∈ Z+ と各 A ∈ Fn に対して

∫
A

fn+1 dP =

∫
A

fn dP

という条件に置き換えることができる．(ii′)は「fn+1 − fn が任意の x ∈ L∞(Ω,Fn,P)
と直行する」ということを意味する．このように解釈すれば，「マルチンゲールの概念は，

確率論的というより，むしろ解析学的な概念である」と理解する方が自然であることがわ

かる．例えば，E [xk] = 0である独立な確率変数列 {xn}n∈Z+ の第 n部分和を fn とすれ

ば，f = (fn)はマルチンゲールになる．

L1 でノルム有界なマルチンゲールは概収束する．マルチンゲール f = (fn)が概収束す

るとき，その極限を f∞ と書く．
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確率変数の族Hが一様可積分であるとは，

lim
λ→∞

sup
x∈H

E
[
|x|1{|x|>λ}

]
= 0

となることである．Hが一様可積分であれば L1 でノルム有界であるが，その逆は成立し

ない．一方，1 < p ≤ ∞のとき，Hが Lp でノルム有界であればHは一様可積分になる．
F–マルチンゲール f = (fn) が一様可積分である為の必要十分条件は，ある確率変数 x

を用いて

fn = E [x|Fn] , n ∈ Z+,

のように表現されることである．xが
∨∞
n=1 Fn := σ(

∪∞
n=0 Fn)に関して可測であれば，

f = (fn)は xに概収束する．すなわち，x = f∞ a.s. となる．

本講演を通して，広義単調増加な Σ の部分 σ–代数の列（filtration）の全体を F で表
し，F = (Fn) ∈ F と P に関するマルチンゲールの全体を M (F ) で表す．また，一

様可積分な f = (fn) ∈ M (F ) の全体をMu(F ) と記す．更に，M =
∪

F∈F M (F ),

Mu =
∪

F∈F Mu(F ) と置く．すなわち，M は (Ω,Σ,P) 上のマルチンゲールの全体，
Mu は (Ω,Σ,P)上で一様可積分なマルチンゲールの全体を表す．
f = (fn) ∈ M に対し，

Mf := sup
n∈Z+

|fn | , Sf :=

[ ∞∑
n=1

(∆nf)
2 + f20

]1/2

と置いて，それぞれ f = (fn)の極大関数，2次変分と呼ぶ．ここに，∆nf は f = (fn)の

差分を表す．すなわち，∆nf = fn − fn−1 とする．D. G. Austinが 1966年に発表した，

「L1 でノルム有界な f = (fn) ∈ M に対して Sf <∞となる」という結果が，1970年代

以降のマルチンゲール理論の発展に大きな影響を与えた．現代のマルチンゲール理論に於

いては，極大関数と 2次変分は理論の中核を成す概念となっている．

本講演では，極大関数，2 次変分に加え，平均振動に関する不等式を考察する．各

f = (fn) ∈ Mu(F )に対し，

θFf := sup
n∈Z+

E [|fm − fn−1 ||Fn]

と置いて，これを f = (fn) の（極大）平均振動と呼ぶ．θFf ∈ L∞ であるような f =

(fn) ∈ M (F )は，BMO–マルチンゲールと呼ばれ，これもまたマルチンゲール理論を支

える重要な概念となっている．

1 < p ≤ ∞のとき，Lp でノルム有界な f = (fn) ∈ Mu に対し，不等式

∥Mf ∥Lp
≤ Cp ∥f∞∥Lp
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が成り立つことは，よく知られている（Doobの極大不等式: [4]参照）．但し，Cp は pの

みに依存する定数を表す．

Doob の不等式は様々に拡張されている: X を確率空間 ([0, 1],M, µ) 上の
:::::::::
再配列不変

な Banach関数空間とする（定義 2.1，定義 2.3参照）．但し，Mは [0, 1]上の Lebesgue可

測集合の全体，µは Lebesgue測度を表す．Antipa [1]と Novikov [15]は，([0, 1],M, µ)

上のマルチンゲールに対する Doob型の不等式

∥Mf ∥X ≤ CX ∥f∞∥X (1.1)

がすべての f = (fn) ∈ Mu に対して成立することと，βX < 1となることが同値である

ことを，それぞれ独立に証明した．ここに，βX はX の上 Boyd指数*1を表し，CX はX

のみに依存する定数を表す．他方，Antipa [1], Johnson–Schechtman [7], Novikov [15]

は，Burkholder–Davis–Gundy型の不等式

C−1
X ∥Mf ∥X ≤ ∥Sf ∥X ≤ CX ∥Mf ∥X (1.2)

がすべての f = (fn) ∈ M に対して成立することと，αX > 0となることが同値であるこ

とを，それぞれ独立に証明した．ここに，αX はX の下 Boyd指数*1を表す．これらの結

果から，Burkholder型の不等式

C−1
X ∥f∞∥ ≤ ∥Sf ∥X ≤ CX ∥f∞∥X (1.3)

がすべての f = (fn) ∈ Mu に対して成立することと，αX > 0かつ βX < 1となること

が同値であることが導かれる．

より一般的に，X がアトムを持たない確率空間 (Ω,Σ,P)上の
:::::::::::::::::::::
再配列不変性をもつとは

:::::::
限らない Banach関数空間とする．このとき，不等式 (1.1), (1.2), (1.3)のいずれかがす

べての f = (fn) ∈ Mu に対して成立すれば，「同値的にノルムを付け替えることにより，

X は再配列不変になる」ことが後に証明され，これらの不等式が成立する Banach関数空

間の完全な特徴づけが得られた ([8], [9], [10]).

更に，X をアトムを持たない確率空間 (Ω,Σ,P)上の Banach関数空間とするとき，平

均振動に関する不等式

C−1
X ∥f∞∥X ≤ ∥θFf ∥X ≤ CX ∥f∞∥X

*1 本講演で紹介する結果の証明には Boyd指数の概念を利用する必要があるが，結果を述べる為には Boyd

指数について言及する必要はない．従って Boyd 指数の詳細については省略する．[2] などを参照された

い．
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が成り立つ為の必要十分条件は，「同値的にノルムを付け替えることにより，X は再配列

不変になり，αX > 0かつ βX < 1となる」ことであることが証明された ([9])．

本講演では上記の結果を更に発展させ，X の弱空間 w-X に於いて，Doob 型，

Burkholder 型の不等式，及び，平均振動に関する不等式が成立する為の条件を考察

する．ここに，弱空間 w-X は，次節に定義する通り，X から自然に導かれる空間であり，

X = Lp の場合，w-X は Lorentz空間 Lp,∞ と一致するような空間である．

2 準備

本講演を通して，(Ω,Σ,P) はアトムを持たない確率空間とする．Ω 上の実数値確率変

数の全体を L0 で表し，L0 には確率収束（測度収束）の位相が与えらているものとする．

線形空間 X 上の準ノルム ∥ · ∥X は，三角不等式の代わりに，不等式

∥x+ y∥X ≤ K(∥x∥X + ∥y∥X)

を満たすということ以外は，通常のノルムと同様に定義される．但し，K は x, y に依存

しない定数を表す．準ノルムが定義された空間を準ノルム空間と呼ぶ．X が準ノルム空

間であれば，X 上の距離関数 dを

∥xn − x∥ → 0 (n→ ∞) ⇐⇒ d(xn, x) → 0 (n→ ∞)

となるように定義することことができる．斯くして，準ノルム空間は線形位相空間にな

る．距離空間 (X, d)が完備であるとき，X を準 Banach空間と呼ぶ．

X, Y を Ω上の確率変数から成る線形位相空間とするとき，X ↪→ Y と書いて，X が Y

に連続的に埋め込まれるていること，すなわち，X ⊂ Y であり，包含写像が連続である

ことを表す．特に，X, Y が（準）Banach空間であれば，X ↪→ Y である為の必要十分条

件は，すべての x ∈ X に対して，∥x∥Y ≤ c ∥x∥X であるような定数 c > 0が存在するこ

とである．

Definition 2.1. (a) 確率変数の Banach空間X がBanach関数空間であるとは，X が

次の 3条件を満たすことである:

(B1) L∞ ↪→ X ↪→ L1.

(B2) |y | ≤ |x| a.s. かつ x ∈ X であれば，y ∈ X かつ ∥y∥X ≤ ∥x∥X .

(B3) xn ∈ X, 0 ≤ xn ↑ x a.s., supn ∥xn∥X < ∞ であれば，x ∈ X かつ ∥x∥X =

supn ∥xn∥X .
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(b)確率変数の準 Banach空間X が，準Banach関数空間であるとは，X が上記の (B2)，

(B3)に加え，次の条件を満たすことである:

(Q1) L1 ↪→ X ↪→ L0.

（準）Banach関数空間 X に対し，x /∈ X であれば，便宜上 ∥x∥X = ∞と約束する．

例えば，Lebesgue空間，Orlicz空間，Lorentz空間などは，Banach関数空間である．

また，（ある種の可積分性を持つ荷重を備えた）荷重 Lebesgue空間や変動指数の Lebesgue

空間なども Banach関数空間になる．

Definition 2.2. X を Banach関数空間とするとき，各 x ∈ L0 に対して，

∥x∥X′ := sup
{
E [|xy |] : y ∈ X, ∥y∥X ≤ 1

}
と置き，L0 の線形部分空間 X ′ を

X ′ := {x ∈ L0 : ∥x∥X′ <∞}

のように定義する．X ′ を X の提携空間と呼ぶ．

例えば，1 ≤ p ≤ ∞のとき，(Lp)
′ = Lp′ となる．但し，p

′ は pの共役指数を表す．

Banach関数空間X の提携空間X ′ は Banach関数空間になる．多くの場合，提携空間

は双対空間と一致する．但し，(L∞)′ = L1 となることに注意すればわかるように，一般

に提携空間と双対空間は一致しない*2．

Ω上の確率変数 xと y が同じ分布を持つとき，すなわち，すべての Rの Borel部分集

合 B に対して P{x ∈ B} = P{y ∈ B}であるとき，x ≃ d y と書く．

Definition 2.3. Banach関数空間 X は，次の条件を満たすとき，再配列不変であると

いわれる:

(RI) x ≃ d y かつ x ∈ X であれば，y ∈ X であり，∥x∥X = ∥y∥Y .

勿論，Lebesgue空間や Orlicz空間は再配列不変であるが，一般に荷重 Lebesgue空間

や変動指数を持つ Lebesgue空間は再配列不変ではない．

今後，Ω 若しくは [0, 1] の可測部分集合 A に対し，その指示関数（特性関数）を 1A で

表す．

*2 Banach関数空間 X の提携空間と双対空間が一致する為の必要十分条件は，X が絶対連続なノルムを持

つこと，すなわち，x ∈ X, An ∈ Σ, An ↓ A であれば ∥x1An ∥X ↓ ∥x1A∥X となることである ([2,

Chapter 1]参照)．
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Definition 2.4. X を Banach関数空間とするとき，各 x ∈ L0 に対し，

∥x∥w-X := sup
λ>0

λ
∥∥1{|x|>λ}∥∥X

と置き，X の弱空間 weak-X を

weak-X := {x ∈ L0 : ∥x∥w-X <∞}

のように定義する．weak-X を簡単に w-X と書く．

Banach関数空間X の弱空間 w-X は，準 Banach関数空間であり，一般に Banach空

間にはならない．実際，∥ · ∥w-X は，三角不等式の代わりに，不等式

∥x+ y∥w-X ≤ 2(∥x∥w-X + ∥y∥w-X)

を満たす．

例えば，1 ≤ p <∞のとき，w-Lp は

∥x∥w-Lp
= sup

λ>0
λP{|x| > λ}1/p

であるような x ∈ L0 の全体となるが，これは Lorentz 空間 Lp,∞ に他ならない．特に

1 < p < ∞のとき，∥ · ∥w-Lp
は Lp,∞ のノルム ∥ · ∥Lp,∞

と同値になり，結果的に w-Lp

は Banach関数空間とみなすことができる．これに対し，p = ∞のときは，w-L∞ は L∞

と一致し，∥ · ∥w-L∞
= ∥ · ∥L∞

となる．

確率空間 (Ω,Σ,P) は，アトムを持たないことを仮定しているので，各 t ∈ [0, 1] に対

し，P(A) = tなる A ∈ Σが存在する．このような Aの全体を Σ(t)と置き，与えられた

::::::::::::::
Banach関数空間 X に対し，2つの関数 φX : [0, 1] → R，φ

X
: [0, 1] → Rを

φX(t) := sup
A∈Σ(t)

∥1A∥X , φ
X
(t) := inf

A∈Σ(t)
∥1A∥X

のように定義する．特に X が
::::::::::
再配列不変のとき，A, B ∈ Σ(t) に対し 1A と 1B は同分

布になるので，∥1A∥X = ∥1B∥X である．よって，

φX(t) = φ
X
(t) = ∥1A∥X (A ∈ Σ(t))

となる．このとき，φX(t)を φX(t)と書いて，X の基本関数と呼ぶ．すなわち，

φX(t) = ∥1A∥X (A ∈ Σ(t)).

例えば，1 ≤ p < ∞のとき，φLp
(t) = t1/p となり，p = ∞のとき，φL∞

(t) = 1(0,1](t)

となる．
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本講演で紹介する結果を述べる上で，Marcinkiewicz空間の概念は欠かせない．その定

義を述べる為に，確率変数の再配列を定義することから始める．x ∈ L0 とするとき，区

間 (0, 1]上の関数 x∗ を

x∗(t) := inf
{
λ > 0: P{|x| > λ} ≤ t

}
, t ∈ (0, 1],

のように定義し，これを xの減少再配列と呼ぶ．但し，上記の右辺に於いて（また本稿を

通して），inf ∅ = ∞と約束する．x∗ は（Lebesgue測度）µに関して |x|と同じ分布を持
つ，すなわち，[0,∞)の任意の Borel部分集合 B に対して

µ{x∗ ∈ B} = P{|x| ∈ B}

となるような [0, 1]上の広義単調減少関数として特徴づけられる．

関数 φ : [0, 1] → [0,∞)は，次の 3条件を満たすとき，準凹関数と呼ばれる:

◦ φ(t) = 0 ⇐⇒ t = 0.

◦ φ(t)は [0, 1]上で広義単調増加．

◦ φ(t)/tは (0, 1]上で広義単調減少．

φ(t) = 0であるような広義単調増加凹関数 φは準凹関数である．準凹関数 φが与えら

れたとき，各 x ∈ L0 に対し

∥x∥M∗(φ) := sup
0<t≤1

[
φ(t)x∗(t)

]
, ∥x∥M(φ) := sup

0<t≤1

φ(t)

t

∫ t

0

x∗(s) ds

と置き，L0 の線形部分空間M∗(φ), M(φ)を

M∗(φ) :=
{
x ∈ L0 : ∥x∥M∗(φ) <∞

}
, M(φ) :=

{
x ∈ L0 : ∥x∥M(φ) <∞

}
のように定義する．このとき，M∗(φ) は準 Banach 関数空間になり，M(φ) は Banach

関数空間になる．これらは，いずれもMarcinkiewicz 空間と呼ばれる．簡単な計算か

ら，w-M(φ) =M∗(φ)となることが確かめられる．例えば，1 < p <∞のとき，

M∗(φLp
) =M(φLp

) = Lp,∞ (= w-Lp)

となり，p = 1のときは，

M∗(φL1
) = w-L1, M(φL1

) = L1

となる．
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X が Banach関数空間のとき，φX(t)は準凹関数になる ([11])．従って，各 Banach関

数空間 X に対し，Marcinkiewicz空間M∗(φX)とM(φX)を対応させることができる．

再び φ : [0, 1] → [0,∞)を一般の準凹関数とする．関数mφ : [0,∞) → Rを

mφ(s) := sup
0<t≤(1/s)∧1

φ(st)

φ(t)
= sup

0<t≤s∧1

φ(t)

φ(t/s)

のように定義し，

pφ := sup
0<s<1

logmφ(s)

log s
, qφ := inf

1<s<∞

logmφ(s)

log s

と置く．このとき，

pφ = lim
s→0+

logmφ(s)

log s
, qφ = lim

s→∞

logmφ(s)

log s

かつ

0 ≤ pφ ≤ qφ ≤ 1

となる．ここでは詳細を省略するが，前述の通り再配列不変空間 X の Boyd指数を αX ,

βX で表すことにすれば，

pφ = αM(φ), qφ = βM(φ)

となることを示すことができる ([12])．例えば，pφLp
= qφLp

= 1/pとなる．

3 条件付平均作用素の有界性と Doob型不等式

マルチンゲール不等式の中で，最もよく知られた不等式は Doob の不等式であろう．

マルチンゲールの概念を導入し，その理論の基本的な部分を一人で確立した Doob は，

「マルチンゲール」との用語が用いられる前から，1 < p ≤ ∞ のときに，すべての

f = (fn) ∈ Mu に対して不等式

∥Mf ∥Lp
≤ Cp ∥f∞∥Lp

が成り立つことを証明した．Cp は p のみに依存する定数であるが，具体的には Cp =

p/(p− 1)とできる．更に，p = 1のときには，不等式

sup
λ>λ

λP{|Mf | > λ} ≤ ∥f∞∥L1
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がすべての f = (fn) ∈ Mu に対して成り立つことを [5]の中で述べている．それらの証

明には，条件付平均作用素が Lp から Lp への作用素として有界であることが用いられる．

以下に，Banach関数空間X の弱空間に於ける，条件付平均作用素の一様有界性と Doob

型の不等式について述べる．

線形作用素 T : L1 → L1 は，それ自体が有界作用素で ∥T ∥B(L1)
≤ 1 であり，更に

L∞ への制限 T |L∞ が L∞ から L∞ への有界作用素で ∥T |L∞ ∥B(L∞) ≤ 1 となるとき，

L1–L∞-contraction と呼ばれる．但し，∥T ∥B(L1)
, ∥T |L∞ ∥B(L∞) は作用素ノルムを

表す．例えば，条件付平均作用素 E [ · |A]は L1–L∞-contractionである．

Theorem 3.1 ([11]). X を Banach 関数空間とするとき，次の各条件は互いに同値で

ある:

(i) すべての x ∈ X とすべての L1–L∞-contractionに対して

∥Tx∥w-X ≤ C ∥x∥X

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべての x ∈ X と Σのすべての部分 σ–代数 Aに対して

∥E [x|A]∥w-X ≤ C ∥x∥X

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) すべての t ∈ [0, 1]に対し，
φX(t)φX′(t) ≤ Ct

であるような定数 C > 0が存在する．

(iv) X ↪→M(φX).

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX)となり，これらの空間の準ノルムは互いに

同値である．

Banach関数空間 X が再配列不変であれば，すべての t ∈ [0, 1]に対して

φX(t)φX′(t) = φX(t)φX′(t) = t

となることが知られている ([2, p. 66])．従ってこの場合，定理 3.1の条件 (i)–(iv)が成立

する．
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Remark. X ′ の提携空間 X ′′ := (X ′)′ は X と一致する．従って，定理 3.1の条件 (iii)

の不等式は，

φX′′(t)φX′(t) ≤ Ct

と書き換えられる．このことは，定理 3.1の条件が成り立つとき，それらの条件は X を

X ′ に置き換えても成り立つことを意味する．

更に，次の定理が示すように，定理 3.1の各条件はマルチンゲールの極大関数に関する

弱不等式（Doob型の弱不等式）と同値である．

Theorem 3.2 ([11]). X を Banach 関数空間とするとき，次の各条件は互いに同値で

ある:

(i) すべての f = (fn) ∈ Mu に対して，

∥Mf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥X (3.1)

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべての f = (fn) ∈ Mu に対して，

∥Mf ∥w-X′ ≤ C ∥f∞∥X′ (3.2)

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) 定理 3.1の条件 (i)–(iv)が成立する．

不等式 (3.1)に於いて，∥f∞∥X を lim
n→∞

∥fn∥X，或いは， lim
n→∞

∥fn∥X，に置き換えても

よい．その場合，f = (fn)は一様可積分でなくてもよい．(3.2)に関しても同様である．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX)となり，これらの空間の準ノルムは互い

に同値である．

既に指摘した通り，Banach関数空間X が再配列不変であれば，定理 3.1の条件 (i)–(iv)

が成立し，従って (3.1)及び (3.2)が成立する．特に X = Lp とすれば，(3.1)は

sup
λ>0

λP{Mf > λ}1/p ≤ C ∥f∞∥Lp

と書き換えられる．これは，1 < p <∞の場合には，Doobの不等式から容易に導かれる

不等式であり，p = 1の場合も，Doob型の弱不等式としてよく知られたものである．
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不等式 (3.1) は，∥Mf ∥w-X を ∥f∞∥X で評価する不等式であるが，∥Mf ∥w-X を

∥f∞∥w-X で評価する不等式については，どのような結果になるであろうか．次の定

理は，この疑問に答える．

Theorem 3.3 ([13]). X を Banach 関数空間とするとき，次の各条件は互いに同値で

ある:

(i) すべての x ∈ X と Σのすべての部分 σ–代数 Aに対して

∥E [x|A]∥w-X ≤ C ∥x∥w-X

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべての f = (fn) ∈ Mu に対して，

∥Mf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥w-X (3.3)

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) すべての t ∈ [0, 1]に対して
φX(t) ≤ Cφ

X
(t) (3.4)

であるような定数 C > 0が存在し，qφX
< 1.

(iv) すべての t ∈ [0, 1]に対して (3.4)が成り立つような定数 C > 0が存在し，

lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
< A (3.5)

であるような定数 A > 1が存在する．

不等式 (3.4)は，不等式 “ φX(t)φX′(t) ≤ Ct ” に置き換えることができる．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX) =M(φX)となり，これらの空間の（準）

ノルムは，どの 2つも互いに同値である．

すべての t ∈ [0, 1]に対して，φLp
(t)φLp′

(t) = tであり，pφLp

= qφLp

= 1/pであるか

ら，上記の定理から不等式

sup
λ>0

λP{Mf > λ}1/p = ∥Mf ∥w-Lp
≤ Cp ∥f∞∥w-Lp

= Cp sup
λ>0

λP{|f∞ | > λ}1/p

がすべての f = (fn) ∈ Mu に対して成り立つ為の必要十分条件は，1 < p ≤ ∞となるこ
とであることがわかる．但し，p = ∞のときは，(3.3)は次のような自明な不等式になる

（実際，C∞ = 1とできる）．

∥Mf ∥L∞
≤ C∞ ∥f∞∥L∞
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Remark. X が一般の Banach関数空間のとき，φX(t)は準凹関数であるが，必ずしも

凹関数とは限らない．X = Lp の場合は，φX(t) = φLp
(t) = t1/p となり，これは凹関数

である．

φX(t) が凹関数であるとき，不等式 (3.5) がある A > 1 に対して成立すれば，すべて

の A > 1 に対して成立する．特に，「A = 2 の場合に (3.5) が成り立つ」という条件は，

Lorentzの論文 [14]などで既に考察されている．

他方，φX(t)が凹関数でないとき，(3.5)は A > 1は大きいほど成立しやすいが，すべ

ての A > 1に対しては成立するとは限らない（下記付録参照）．

4 Burkholder型の不等式

Doob 型の（極大）不等式と同様に，よく知られたマルチンゲール不等式として，

Burkholder の不等式がある．Burkholder は彼の有名な論文 [3] の中で，1 < p < ∞
のとき，不等式

C−1
p ∥f∞∥Lp

≤ ∥Sf ∥Lp
≤ Cp ∥f∞∥Lp

が成り立つことを証明した．同様の不等式が Banach 関数空間 X の弱空間 w-X に於い

て成立する為の条件を以下に述べる．

Theorem 4.1 ([13]). X を Banach 関数空間とするとき，次の各条件は互いに同値で

ある:

(i) すべての f = (fn) ∈ Mu に対して，

C−1 ∥f∞∥w-X ≤ ∥Sf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥w-X

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべての t ∈ [0, 1]に対して
φX(t) ≤ Cφ

X
(t) (4.1)

であるような定数 C > 0が存在し，0 < pφX
かつ qφX

< 1.

(iii) すべての t ∈ [0, 1]に対して (4.1)が成り立つような定数 C > 0が存在し，

1 < lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
かつ lim

t→0+

φX(At)

φX(t)
< A (4.2)

であるような定数 A > 1が存在する．
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不等式 (4.1)は，不等式 “ φX(t)φX′(t) ≤ Ct ”に置き換えることができる．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX) =M(φX)となり，これらの空間の（準）

ノルムは，どの 2つも互いに同値である．

上記の定理から，

C−1
p ∥f∞∥w-Lp

≤ ∥Sf ∥w-Lp
≤ Cp ∥f∞∥w-Lp

がすべての f = (fn) ∈ Mu に対して成り立つ為の必要十分条件は，1 < p <∞となるこ
とであることがわかる．上記の不等式は次のように書き換えられる．

C−1
p sup

λ>0
λP{|f∞ | > λ}1/p ≤ sup

λ>0
λP{|Sf | > λ}1/p ≤ Cp sup

λ>0
λP{|f∞ | > λ}1/p.

Remark. φX(t)が凹関数であるとき，不等式 (4.2)がある A > 1に対して成立すれば，

すべての A > 1に対して成立する．他方，φX(t)が凹関数でないとき，(4.2)は A > 1が

大きいほど成立しやすいが，すべての A > 1 に対して成立するとは限らない（下記付録

参照）．

5 平均振動に関する不等式

L2 でノルム有界な各 f = (fn) ∈ Mu(F )に対し，

Γp(f : F ) :=
{
γ ∈ Lp : E

[
(f∞ − fn−1)

2
∣∣Fn

]
≤ E

[
γ2

∣∣Fn

]
(n = 0, 1, 2, . . .)

}
と置き，

∥f ∥Kp
:= inf

{
∥γ∥Lp

: γ ∈ Γp(f : F )
}
,

Kp(F ) :=
{
f = (fn) ∈ Mu : Γp(f : F ) ̸= ∅

}
と定義すれば，Kp(F )は Banach空間になる．Garsia [6]は，マルチンゲールの Hardy

空間

Hp(F ) := {f = (fn) ∈ M (F ) : Mf ∈ Lp} (1 ≤ p ≤ 2)

の双対空間 (Hp(F ))′ を求める為，上記の空間 Kp(F ) を導入し，(Hp(F ))′ =

Kp′(F ) (1 ≤ p ≤ 2) となることを証明した．ここに，p′ は p の共役指数を表す．特に

p = ∞の場合には，Kp(F ) ≡ K∞(F ) = BMO(F )であるので

(H1(F ))′ = BMO(F )
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となる（Feffermanの双対定理）．また，1 < p < ∞の場合には，Kp(F ) = Hp(F )とな

ることも Garsiaによって証明された．すなわち，

(Hp(F ))′ = Hp′(F )

となる．

Kp(F ) はマルチンゲールの平均振動を評価する空間であるが，
:::::::::::::::
1 < p <∞の場合に

は，Kp(F )の定義を少々簡素化できる．実際，

θFf := sup
n∈Z+

E [|f∞ − fn−1 ||Fn] ,

Kp(F ) := {f = (fn) ∈ Mu(F ) : θFf ∈ Lp}

と置けば，Kp(F ) = Hp(F ) = Kp(F )となる．換言すれば，不等式

C−1
p ∥Mf ∥Lp

≤ ∥θFf ∥Lp
≤ Cp ∥Mf ∥Lp

が成り立つ．既に述べた通り，Lp を Banach関数空間X に置き換えたとき，同様の不等

式が成り立つような X の特徴づけが得られている ([9])．以下に，X の弱空間 w-X に於

ける同様の不等式について述べる．

Theorem 5.1 ([12]: 弱不等式). X を Banach関数空間とするとき，次の各条件は互い

に同値である:

(i) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X ≤ C ∥Mf ∥X (5.1)

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X′ ≤ C ∥Mf ∥X′

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥X (5.2)

であるような定数 C > 0が存在する．
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(iv) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X′ ≤ C ∥f∞∥X′

であるような定数 C > 0が存在する．

(v) すべての t ∈ [0, 1]に対して，

φX(t)φX′(t) ≤ Ct

であるような定数 C > 0が存在する．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX)となり，これらの空間の（準）ノルムは互い

に同値である．

次の定理は，不等式 (5.1), (5.2) の右辺を w-X の準ノルムに置き換えた不等式が成り

立つ為の必要十分条件を与える．

Theorem 5.2 ([12]: 片側不等式). X を Banach関数空間とするとき，次の各条件は互

いに同値である:

(i) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X ≤ C ∥Mf ∥w-X (5.3)

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

∥θFf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥w-X (5.4)

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) すべての t ∈ [0, 1]に対して
φX(t) ≤ Cφ

X
(t) (5.5)

であるような定数 C > 0が存在し，qφX
< 1.

(iv) すべての t ∈ [0, 1]に対して (5.5)が成り立つような定数 C > 0が存在し，

lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
< A

であるような定数 A > 1が存在する．
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不等式 (5.5)は，不等式 “ φX(t)φX′(t) ≤ Ct ”に置き換えることができる．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX) =M(φX)となり，これらの空間の（準）

ノルムは，どの 2つも互いに同値である．

更に，(5.3) 及び (5.4) と逆向きの不等式も同時に成り立つ為の必要十分条件も得られ

ている．

Theorem 5.3 ([12]: 両側不等式). X を Banach関数空間とするとき，次の各条件は互

いに同値である:

(i) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

C−1 ∥Mf ∥w-X ≤ ∥θFf ∥w-X ≤ C ∥Mf ∥w-X

であるような定数 C > 0が存在する．

(ii) すべてのF = (Fn) ∈ Fとすべての f = (fn) ∈ Mu(F )に対して，

C−1 ∥f∞∥w-X ≤ ∥θFf ∥w-X ≤ C ∥f∞∥w-X

であるような定数 C > 0が存在する．

(iii) すべての t ∈ [0, 1]に対して
φX(t) ≤ Cφ

X
(t) (5.6)

であるような定数 C > 0が存在し，0 < pφX
かつ qφX

< 1.

(iv) すべての t ∈ [0, 1]に対して (5.6)が成り立つような定数 C > 0が存在し，

1 < lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
かつ lim

t→0+

φX(At)

φX(t)
< A

であるような定数 A > 1が存在する．

不等式 (5.6)は，不等式 “ φX(t)φX′(t) ≤ Ct ”に置き換えることができる．

上記の条件が成立するとき，w-X =M∗(φX) =M(φX)となり，これらの空間の（準）

ノルムは，どの 2つも互いに同値である．
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付録

φ : [0, 1] → [0,∞)を準凹関数とする．このとき，

B > A > 1, lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
> 1 =⇒ lim

t→0+

φX(Bt)

φX(t)
> 1

であることは明らかである．更に，

B > A > 1, lim
t→0+

φX(At)

φX(t)
< A =⇒ lim

t→0+

φX(Bt)

φX(t)
< B

も成立する．実際，φ(t)/tが (0, 1]で広義単調減少であることから，

φ(Bt)

t
≤ B

A
· φ(At)

t

となるので，

lim
t→0+

φ(Bt)

t
≤ B

A
· lim
t→0+

φ(At)

t
< B

を得る．

Proposition. 準凹関数 φ : [0, 1] → [0,∞)は，本当の凹関数であるとする．このとき，

ある A > 1に対して，

lim
t→0+

φ(At)

φ(t)
< A (a1)

であれば，すべての A > 1 に対して同様の不等式が成り立つ．また，ある A > 1 に対

して

lim
t→0+

φ(At)

φ(t)
> 1 (a2)

であれば，すべての A > 1に対して同様の不等式が成り立つ．

ある A > 1に対して (a1)が成立すれば，すべての A > 1に対して (a1)が成立するこ

とを以下に示そう．A > B > 1と仮定し，Aを B に置き換えても (a1)が成立すること

を示せばよい．(a1)が成立しない，すなわち，

lim
t→0+

φ(Bt)

φ(t)
≥ B

であると仮定する．φ(Bt)/(Bt) ≤ φ(t)/tであるから，上記の不等式は，

lim
t→0+

φ(Bt)

φ(t)
= B
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であることを意味する．それ故，

φ(Btn)

φ(tn)
→ B (n→ ∞)

であるような (0, 1/B]の数列 {tn}n∈N が存在する．各 n ∈ Nに対し，ψn(t)をそのグラ
フが 2点

(
tn, φ(tn)

)
,
(
Btn, φ(Btn)

)
を通る直線であるような関数とする．すなわち，

ψn(t) =
φ(Btn)− φ(tn)

(B − 1)tn
t+

Bφ(tn)− φ(Btn)

B − 1

とする．φ(t)は凹関数であるから，t ∈ (0, tn]に対し

て ψn(t) ≥ φ(t)となる．特に，ψn(tn/A) ≥ φ(tn/A)

である．故に，

sup
0<t≤tn/A

φ(At)

φ(t)
≥ φ(tn)

φ(tn/A)
≥ φ(tn)

ψn(tn/A)

=
A(B − 1)φ(tn)

(1−A)φ(Btn) + (AB − 1)φ(tn)
.

tn Btn

φ(t)

ψn(t)

この不等式に於いて n→ ∞とするとき，φ(Btn)/φ(tn)は B に収束するから，右辺は A

に収束する．従って

lim
t→0+

φ(At)

φ(t)
≥ A.

これは (a1)が成立すると仮定したことに反する．斯くして，ある A > 1に対して (a1)が

成立すれば，すべての A > 1に対して (a1)が成立することが示された．

ある A > 1に対して (a2)が成立すれば，すべての A > 1に対して (a2)が成立するこ

とも同様に示される．

他方，次の例が示す通り，φ : [0, 1] → [0,∞)が一般の準凹関数のときには，ある A > 1

に対して (a1) が成立しても，すべての A > 1 に対して (a1) が成立するとは限らない．

(a2)に関しても同様である．

Example. 関数 φ : [0, 1] → [0,∞)を

φ(t) =


2n−1t if 2 · 10−n < t ≤ 10−n+1

5−n if 10−n < t ≤ 2 · 10−n

0 if t = 0
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のように定義すれば，φ(t)は準凹関数であり，

1 < 5 = lim
t→0+

φ(10t)

φ(t)
かつ lim

t→0+

φ(10t)

φ(t)
= 5 < 10

であるにも拘わらず，

lim
t→0+

φ(2t)

φ(t)
= 1 かつ lim

t→0+

φ(2t)

φ(t)
= 2

となる．尚，φ(t)のグラフの概形は次の図のようになる．
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Fock空間の微分作用による特徴付けと積分作用素

植木　誠一郎 (茨城大学 工学部)∗

概 要

N 次元複素空間CN 上の整関数からなるFock空間F∞
α (α > 0)は２種類の

高階微分によって特徴付けられること, また, それらの導関数の局所的な積分

平均によっても特徴付けられることを示す. 特に, 高階微分作用による特徴

付けの条件はF∞
α に同値なノルムを導入し, その応用として, ある種の積分

作用素の有界性とコンパクト性を調べられることを述べる.

1. Fock 空間

　 0 < p < ∞, α > 0に対して, CN上の整関数からなる関数空間であるFock空間は次

のように定義される：

f ∈ Fp
α

def⇐⇒ ∥f∥pp,α :=
(pα
2π

)N
∫
CN

|f(z)|pe−
pα
2
|z|2 dV (z) < ∞,

f ∈ F∞
α

def⇐⇒ ∥f∥∞,α := sup
z∈CN

|f(z)|e−
α
2
|z|2 < ∞,

f ∈ F∞
α,0

def⇐⇒ lim
|z|→∞

|f(z)|e−
α
2
|z|2 = 0.

ただし, z = (z1, · · · , zN), w ∈ CNに対して,

⟨z, w⟩ =
N∑
j=1

zjwj, |z| =
√
⟨z, z⟩,

であり, dV はCN上のLebesgue測度を表す. 不等式：|f(z)| ≤ e
α
2
|z|2∥f∥p,αにより, 各

点 zにおける Point evaluation δz : f 7→ f(z)はFp
α (1 ≤ p ≤ ∞)上の有界な線形汎関数

となる. 特に, p = 2のときF2
αは内積：

⟨f, g⟩α =
(α
π

)N
∫
CN

f(z)g(z)e−α|z|2 dV (z)

に関して Functional Hilbert 空間となる. F2
αの正規直交基底は,

eγ(z) =

√
α|γ|

γ!
zγ, γ = (γ1, · · · , γN) (γj：非負整数)

で与えられるので, その再生核関数K(z, w)はK(z, w) = exp(α⟨z, w⟩)となる. この

再生核関数を自分自身の大きさで正規化した関数 kw(z) := exp(α⟨z, w⟩ − α
2
|w|2)は

本研究は科研費 (若手研究 (B)課題番号:26800050)の助成を受けて得られた結果である.
∗〒 316-8511 茨城県日立市中成沢町 4-12-1

e-mail: sei-ueki@mx.ibaraki.ac.jp
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∥kw∥p,α = 1 (1 ≤ p < ∞)を満たし, |w| → ∞とするときFp
αの弱位相でkw → 0となる

ので, Fp
α上の線形作用素の性質を解析する際の試験関数として利用される. Fock 空間

の関数空間としての基本的な性質は, Janson-Peetre-Rochberg の論文 [5] の中で述べら

れており, この論文はFock 空間の研究に非常に有用なサーベイであると思われる. こ

こで, 本稿で必要となる基本的な性質を [5]より引用しておく.

Proposition 1.1.（Bergman Projection）α > 0に対して,

Pαf(z) :=
(α
π

)N
∫
CN

f(w) exp(α⟨z, w⟩ − α|w|2) dV (w)

と定める. 1 ≤ p ≤ ∞のとき, Pα : Lp
α

onto→ Fp
αは有界かつ自己共役 (self-adjoint)な射影

である. したがって, 各f ∈ Fp
αに対して,

f(z) =
(α
π

)N
∫
CN

f(w) exp(α⟨z, w⟩ − α|w|2) dV (w)

である.

Proposition 1.2.（包含関係）1 < p < q < ∞に対して,

F1
α ⊊ Fp

α ⊊ F q
α ⊊ F∞

α,0 ⊊ F∞
α

が成り立つ.

Proposition 1.3.（Duality）1 ≤ p < ∞のとき, (Fp
α)

∗ ∼= F q
αが成り立つ. ただし,

1
p
+ 1

q
= 1. また, (F∞

α,0)
∗ ∼= F1

αである. したがって, 1 < p < ∞の場合には, Fp
αは反射

的Banach空間となる.

Fock 空間に関する研究は 1980年代頃より Toeplitz 作用素, Hankel 作用素の解析,

Fock空間に属する個々の関数については Sampling sequence と Interpolation sequence

の特徴付け, 零点集合の特徴付けなどが行われており, Toeplitz 作用素は現在でも継続

して研究がなされている. 最近では, 2003年に Carswell-MacCluer-Schuster ([1])がF2
α

上の合成作用素の特徴付けをし, それ以降, 関数のTaylor係数評価, Carleson測度など

の解析的研究やFock 空間上の荷重合成作用素などの作用素論的研究がなされている.

2. 微分作用素による特徴付け

　N個の非負な整数の組：γ = (γ1, · · · , γN) (multi-index, 多重指数)に対して,

|γ| := γ1 + · · ·+ γN , γ! := γ1! · · · γN !, zγ := zγ11 · · · zγNN

とする. 整関数f(z)に対して,

∂|γ|f

∂zγ
=

∂|γ|f

∂zγ11 · · · ∂zγNN
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj

− i
∂

∂yj

)
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であり, 自然数mに対して,

Rf(z) :=
N∑
j=1

zj
∂f

∂zj
(z), Rmf = R[Rm−1f ]

と定める.

前節の Proposition 1.1 ∼ 1.3を眺めると, 有界領域（例えば CN の単位球 B）上の
Bergman空間ApとBloch空間Bとの関係が想起される. 単位球B = {z ∈ CN : |z| < 1}
上の正則関数 fに対して,

f ∈ Ap (0 < p < ∞)
def⇐⇒

∫
B
|f(z)|p dV (z) < ∞,

f ∈ B def⇐⇒ sup
z∈CN

(1− |z|2)|Rf(z)| < ∞,

f ∈ B0
def⇐⇒ lim

|z|→1
(1− |z|2)|Rf(z)| = 0.

とそれぞれ定義され, 例えば, (Ap)∗ ∼= Aq (1 ≤ p < ∞), (B0)
∗ ∼= A1が成り立つことが

知られているので, Fp
αがBergman空間Ap, F∞

α がBloch空間Bに対応している形とな
る. しかしながら, F∞

α およびF∞
α,0の定義には微分作用が現れていないことに注意した

い. それゆえ, Fock空間を微分作用素もしくは高階微分作用素を使って特徴付けるこ

とは可能かという問題が自然に提起される. 実際, N = 1（１変数）の場合であるが,

O. Constantin [2]がFock空間Fp
1 (0 < p < ∞)に作用する積分作用素の研究の過程に

おいて, 次の結果を得ている：

定理 A (Constantin [2]). 複素平面上の整関数 fに対して,∫
C
|f(z)|p exp

(
−p

2
|z|2

)
dA(z) ≈ |f(0)|p +

∫
C

|f ′(z)|p

(1 + |z|)p
exp

(
−p

2
|z|2

)
dA(z)

が成立する.

ここで, 定理 A においてα = 1となっているのは本質的な問題ではなく, Fock 空間の

定義の違いだけであることを注意しておく. Constantin は Fock-Sobolev 空間の性質を

利用したかなり技巧的な証明を与えている. もちろん p = ∞ (すなわち, F∞
α )の場合

は考察されていない. Fock空間と対応するBergman空間ApやBloch空間Bについて
の研究を省みると, Bergman射影の有界性などを用いたより直接的な証明が可能では

ないかと考えられる. 例えば, Bergman射影から得られる f に対する積分表示公式を

積分記号下で微分することを考えれば, fの導関数をもとのfの挙動で上から評価する

不等式が得られる. f自身をその導関数により上から評価するには, fの slice function

fζ(λ) = f(λζ) (λ ∈ C, ζ ∈ CN , |ζ| = 1)を利用すれば,

f(z)− f(0) = fζ(r)− fζ(0) =

∫ 1

0

r(fζ)
′(rt) dt
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が得られるので, この関係から評価不等式が導出される. このアプローチ（厳密には帰

納法による）により, F∞
α およびF∞

α,0の高階微分作用素による特徴付けが, １変数の場

合が [16], N変数の場合が [17]で順次得られた.

Theorem 2.1 (Ueki [16, 17]). 整関数 f , 自然数mに対して, 次の３条件は同値で

ある：

(a) f ∈ F∞
α ,

(b) max
|γ|=m

sup
z∈CN

∣∣∣∣∂|γ|f

∂zγ
(z)

∣∣∣∣ exp(−α
2
|z|2)

(1 + |z|)m
< ∞,

(c) sup
z∈CN

|Rmf(z)|
(1 + |z|)2m

exp
(
−α

2
|z|2

)
< ∞.

さらに, 次の不等式が成立する：

∥f∥∞,α ≈
∑

|γ|≤m−1

∣∣∣∣∂|γ|f

∂zγ
(0)

∣∣∣∣+ max
|γ|=m

sup
z∈CN

∣∣∣∣∂|γ|f

∂zγ
(z)

∣∣∣∣ exp(−α
2
|z|2)

(1 + |z|)m

≈ |f(0)|+ sup
z∈CN

|Rmf(z)|
(1 + |z|)2m

exp
(
−α

2
|z|2

)
.

Remark. N変数の場合のFp
α (0 < p < ∞)の特徴付けはHu [4]によって証明されてい

る. １変数の場合は, f ∈ F∞
α であることと,

sup
z∈C

|f (n)(z)|
(1 + |z|)n

exp
(
−α

2
|z|2

)
< ∞

が同値になる（[16]）.

このタイプの高階微分作用素による特徴付けは, やはりBloch空間でも知られている.

K. Stroethoff [9]は, さらに, 高階導関数の局所的積分平均の挙動を考慮するBesov型条

件によるBloch空間の特徴付けを与えている. ここで考察しているFock空間F∞
α にお

いても対応する特徴付けが可能であることが, Theorem 2.1から直ちにわかる：

Corollary 2.2. 整関数f , 自然数m, 0 < p < ∞, R > 0に対して, 次の３条件は同値で

ある：

(a) f ∈ F∞
α ,

(b) max
|γ|=m

sup
z∈CN

1

|B(z, R)|

∫
B(z,R)

∣∣∣∣∂|γ|f

∂wγ
(w)

∣∣∣∣p exp(−pα
2
|w|2)

(1 + |w|)mp
dV (w) < ∞,

(c) sup
z∈CN

1

|B(z,R)|

∫
B(z,R)

|Rmf(w)|p

(1 + |w|)2mp
exp

(
−pα

2
|w|2

)
dV (w) < ∞.
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ただし, B(z, R) = {w ∈ CN : |w − z| < R}であり, |B(z, R)|はCNにおける超球の体

積を表す. もちろん, 条件 (b), (c)に現れる積分平均は, fのノルム ∥f∥∞,αとそれぞれ

比較可能である.

次に, F∞
α,0の特徴付けを考える. このF∞

α,0とF∞
α との大きな違いは, F∞

α,0が正則な多

項式の集合の閉包となっていることである. したがって, F∞
α,0は可分なBanach空間で

ある. F∞
α,0における多項式の稠密性をみる為に, 次の２つの補題を準備する：

Lemma 2.3. 多重指数γ, 整関数f(z) =
∑

aγz
γに対して,

∥aγzγ∥∞,α ≲
N∏
j=1

(γj
2

) 1
2 ∥f∥∞,α

が成り立つ.

Lemma 2.3は, N変数（重積分）の場合のCauchyの積分公式を利用して, 同次多項

式展開の係数aγに対して,

|aγ| ≤
N∏
j=1

(
α e

γj

) γj
2

∥f∥∞,α

という評価が得られので, この係数評価とStirlingの公式から得られる

∥zγ∥∞,α ≲
(
2

α

) |γ|
2

N∏
j=1

(γj
2

) 1
2
(γj
2e

) γj
2

により導かれる.

Lemma 2.4. f ∈ F∞
α , 0 < r < 1に対して, 多項式列{P (r)

k }k≥1が存在して,

lim
k→∞

∥fr − P
(r)
k ∥∞,α = 0

である. ただし, fr(z) = f(rz)である.

Lemma 2.4より直ちに, f ∈ F∞
α が ∥f − fr∥∞,α → 0 as r → 1を満たすならば,

f ∈ F∞
α,0であることが従うが, 実際は逆も正しい. すなわち, ∥f − fr∥∞,α → 0 as r → 1

はF∞
α,0に対する特徴付けでもある. また, fの同次多項式展開：

f(z) =
∑
γ

aγz
γ

より,

fr(z) =
∞∑
j=0

∑
|γ|=j

r|γ|aγz
γ
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であるから, Lemma 2.4で現れる多項式P
(r)
k は,

P
(r)
k (z) :=

k∑
j=0

∑
|γ|=j

r|γ|aγz
γ

によって構成される. これらの事実から, F∞
α,0における多項式の稠密性が示される.

正則な多項式Pは

lim
|z|→∞

∣∣∣∣∂|γ|P

∂zγ
(z)

∣∣∣∣ exp(−α
2
|z|2)

(1 + |z|)m
= 0 または lim

|z|→∞

|RmP (z)|
(1 + |z|)2m

exp
(
−α

2
|z|2

)
= 0

を満たすから, 多項式の稠密性を利用すればF∞
α,0 の高階微分作用による特徴付けが得

られることになる.

Theorem 2.5 (Ueki [16, 17]. f ∈ F∞
α ,自然数mに対して,次の４条件は同値である：

(a) f ∈ F∞
α,0,

(b) lim
r→1

∥f − fr∥∞,α = 0,

(c) max
|γ|=m

∣∣∣∣∂|γ|f

∂zγ
(z)

∣∣∣∣ exp(−α
2
|z|2)

(1 + |z|)m
→ 0 as |z| → ∞,

(d)
|Rmf(z)|
(1 + |z|)2m

exp
(
−α

2
|z|2

)
→ 0 as |z| → ∞.

Corollary 2.2と同様に, F∞
α,0は高階導関数の局所的p-乗積分平均の無限遠点での消滅性

によって特徴付けられることがわかる：

Corollary 2.6. f ∈ F∞
α , 自然数m, 0 < p < ∞, R > 0に対して, 次の３条件は同値で

ある：

(a) f ∈ F∞
α,0,

(b) max
|γ|=m

1

|B(z, R)|

∫
B(z,R)

∣∣∣∣∂|γ|f

∂wγ
(w)

∣∣∣∣p exp(−pα
2
|w|2)

(1 + |w|)mp
dV (w) → 0 as |z| → ∞,

(c)
1

|B(z, R)|

∫
B(z,R)

|Rmf(w)|p

(1 + |w|)2mp
exp

(
−pα

2
|w|2

)
dV (w) → 0 as |z| → ∞.

3. 積分作用素への応用

　整関数 gに対して,

Tgf(z) :=

∫ 1

0

f(tz)Rg(tz)
dt

t
(f : 整関数, z ∈ CN)
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と定義される線形作用素はCesaro型積分作用素と呼ばれる. このタイプの積分作用素

は C. Pommerenke により導入されて以来, 関数gの持つ函数論的性質でTgの解析関数

空間上での性質を特徴付ける問題が研究されてきた. N = 1（１変数）の場合には,

Tgf(z) =

∫ z

0

f(ζ)g′(ζ) dζ

であり, この場合はConstantin [2]がFp
1 (1 ≤ p < ∞)に作用するTgの特徴付けを次の

ように与えている：

定理 B (Constantin [2]).　1 ≤ p < ∞とする. Tg : Fp
1 → Fp

1 が有界作用素であるた

めの必要十分条件は, gは高々２次の多項式であること. また, Tgがコンパクト作用素

となるのは gが高々１次の多項式の場合に限る.

微分作用素Rを利用すると,

R[Tg(f)](z) = f(z)Rg(z)

であるので, Tg(f)のノルム ∥Tg(f)∥∞,αを同値なノルム ∥R[Tg(f)]∥∞,αで置き換えるこ

とは, 積分作用素の性質を解析するうえで非常に有効な方法である. この方法により,

Theorem 2.1およびTheorem 2.5の応用として, Tgが有界作用素であるための, または

コンパクト作用素であるための gの満たすべき条件について考察する.

まず, Theorem 2.1とF2
αの再生核関数から構成される試験関数 kz(w)を利用すると,

Tgの作用素ノルム∥Tg∥に対する評価不等式：

∥Tg∥ ≈ sup
z∈CN

|Rg(z)|
(1 + |z|)2

が得られる. したがって, Tgの有界性は

sup
z∈CN

|Rg(z)|
(1 + |z|)2

< ∞

によって特徴付けられる. Rgは整関数であるから,一般化されたLiouvilleの定理によっ

て, この条件はRg, すなわちgが高々2次の正則な同次多項式であることと同値となる.

したがって, Tgの有界性について次のような結果が得られる.

Theorem 3.1 (Ueki [16, 17]). 整関数 gに対して, 次の３条件は同値である：

(a) Tg : F∞
α → F∞

α は有界作用素である,

(b) Tg : F∞
α,0 → F∞

α,0は有界作用素である,

(c) gは高々2次の正則な同次多項式である；

g(z) =
∑
|γ|≤2

aγz
γ.
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また, Tgの作用素ノルム∥Tg∥に対して,

∥Tg∥ ≈ sup
z∈CN

|Rg(z)|
(1 + |z|)2

が成立する.

次に, Tgのコンパクト性を考える. 一般にコンパクト作用素は, 弱収束列を強収束列

に写すものであるが, 多くの解析関数空間の場合, 関数列{fj}が0に弱収束することと,

{fj}が有界列でかつ広義一様に0に収束することは同値であるので, 解析関数空間上の

コンパクト作用素の判定法として, 有界かつ広義一様に0に収束する関数列{fj}に対し
て, ∥Tgfj∥∞,α → 0が成立するという結果が広く利用されている. 一方で, 積分作用素

TgがF∞
α 上でコンパクト作用素であるかどうかは, その本質ノルム∥Tg∥eを評価しても

よい.

∥Tg∥e := inf{∥Tg − C∥ : C is compact on F∞
α }

であるから, Tgがコンパクト作用素であることと∥Tg∥e = 0は同値である.

他方, F∞
α,0に作用する場合のコンパクト性の判定法は単純ではない. Theorem 2.5で

得られた f ∈ F∞
α,0に対する同値条件を利用すれば, F∞

α,0の閉集合Kがコンパクト集合

であるための必要十分条件が次のように得られる.

Lemma 3.2. F∞
α,0の閉集合Kに対して, Kがコンパクト集合であることと,

lim
|z|→∞

sup
f∈K

|Rf(z)|
(1 + |z|)2

exp
(
−α

2
|z|2

)
= 0

は同値である.

この Lemma 3.2により, F∞
α,0上の有界線形作用素 V のコンパクト性を調べるには,

F∞
α,0における単位閉球

BF∞
α,0

:= {f ∈ F∞
α,0 : ∥f∥∞,α ≤ 1}

のV による像V (BF∞
α,0
)がLemma 3.2の条件を満たすかどうかを調べればよい.

Theorem 3.3 (Ueki [16, 17]). TgがF∞
α 上の有界作用素であるとき, Tgの本質ノル

ム∥Tg∥eに対して,

∥Tg∥e ≈ lim sup
|z|→∞

|Rg(z)|
(1 + |z|)2

が成立する. したがって, 整関数 gに対して, 次の３条件は同値である：

(a) Tg : F∞
α → F∞

α はコンパクト作用素である,

(b) Tg : F∞
α,0 → F∞

α,0はコンパクト作用素である,
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(c) gは高々1次の正則な同次多項式である；

g(z) =
∑
|γ|≤1

aγz
γ.

Remark. Theorem 3.1および3.3において, 多項式gの形を決定するのにFock空間F∞
α

に現れるパラメーターα(> 0)は関係していない. したがって, ここで得られた結果は

Constantinが考察しなかった場合を補うものである. さらに, Fock空間Fp
αに作用する

Cesaro型積分作用素は, 1 ≤ p ≤ ∞に依らず, 有界作用素は２次以下の多項式, コンパ

クト作用素は１次以下の多項式によってのみ定義される結果が得られたこととなった.

積分作用素を構成する因子の（関数空間に依らない）共通性は, Fock空間に作用する

合成作用素を構成する因子にも見られる特徴である（[1, 3, 14]を参照）.
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非可換代数を用いた暗号系と
擬似乱数生成アルゴリズムについて

入山聖史
東京理科大学

Abstract

We introduce the cryptosystem which is based on non-commutative algebra,
and show its implementation. This cryptosystem contains a public key agreement
and symmetric encryption. A sender and a receiver share a secret key, and the
sender encrypts the plain text by session keys generated by a pseudo random number
generator. The key generation algorithm is described by the dynamical system
which holds the discrete type Ergodic property. We also discuss on attacks and its
computational complexity.

1 Introduction

A modern cryptosystem was originated by the Diffie-Hellman key agreement protocol
[1] and One-time pad symmetric encryption[2]. The combination of key exchange and
generating a key stream from a secret shared key has been a grobal standard of practical
cryptography for many years. There are many implementations of encryption receipes
however no mathematical theory how to construct the cryptosystem holding perfect
secrecy. According to the Shannon’s theory for secrecy, the session key must be choosen
randomly, namely, one has to generate a key stream as a random number sequence.
Many practical methods generating a pseudo-random number sequences are developped
simultaneously. In 1992, Accardl et al. showed that there exist a method to generate
pseudo-random sequences based on elgodic theory of periodic orbits[3]. They discussed
not only mathematics, but also how to treat the method in a computer. Moreover,
they showed results of some statistical tests for the pseudo-random number sequences
generated by its computer program. After some years, Accardi and Ohya proposed a way
to construct a symmetric encryption algorithm based on non-commutative algebra and
ergodic theory, so called QP-DYN[4]. They proposed a concrete algorithm, and discussed
on a frexibility of algorithms such that one can choose another dynamical laws on their
demand which are speed, security, and hardware limitation. They also considered some
attack algorithms, and estimated the complexity[4]. In 2010, M. Gäbler et al. reported
results of statistical tests comparing with the other PRNGs [5].

A key exchange using public network is one of important technologies in cryptosystem
since session key streams are generated by a shared key. The D-H key agreement protocol
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is widely used in several environments however the key length is forced to be longer year
by year. Because the eavesdropper has more powerful computational power and more
effective algorithms than before, users have to prepare a longer key to prevent attacks.
Therefore the cost to key exchange becomes higher. Accardi et. al. developed the
new algorihtm of key exchange, so called QP-KEX which is based on non-commutative
algebra, and show its implementations on mobile environment. In the paper [7], the
authors show that the QP-KEX is effective even in small devices. In this study, we
review the algorithm of QP-DYN and QP-KEX following the paper[3, 4, 7], and show
results of statistical tests and discuss its mathematical property.

2 QP-DYN

2.1 Notations

Here we introduce our notations. Let d be a positive integer, called a dimension of the
algorithm. Let M(d,N) be a d × d matrics with natural integer coefficients Mi,j . Note
that we can use Zp = {0, 1, 2, · · · , p− 1} with a large prime number p instead of a set of
natural integers N. Let v = (vi) ∈ Nd be a d dimensional vector, and the components vi
are always written in the following binary form

vi = 0 · · · 01︸ ︷︷ ︸
A

ui

where A represents the bits from top to the first appeared 1 in vi. For any vi ∈ N, let
us define a function γ : N → N by

γ(vi) = ui

= vi − 2[log2 vi]

where [·] means Gussian function, and a function Γ : Nd → N as

Γ(v) = γ(v1)γ(v2) · · · γ(vd)

The function Γ produces a bit sequence from the components of v. In order to expand
the orbit created by a given dynamical law and an initial vector, we use the following
jump function J : Zd

p → Zd
p such that for v ∈ Zd

p

J(v) =


2 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 v +


0
1
...
1

 ∈ Zd
p

We denote the bit length of number x ∈ N as |x| = [log2 x] + 1, and ⊕ as a bitwize
XOR.
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2.2 Framework of algorithm

In this section, we review the very simple case of QP-DYN algorithm following the paper
[3, 4]. The general description is also given in the papers. Here we give the QP-DYN by
(d,M, p1, p2, G, v0, J) to create N bit sequence with

• a positive integer d ≥ 2

• a dynamical law(private key) M ∈ M(d,N)

• two prime numbers p1 and p2

• a method G to create two dynamical laws using M

• an initial vector v0 ∈ Nd

• a jump function J : Nd → Nd

Note that the public information are d, p1, p2, G, v0 and J , and the private key is M .
First, the algorithm prepares two dynamical laws M1 and M2 using the method G.

G(M,p1, p2) = (M1,M2) ∈ M(d,Zp1)×M(d,Zp2)

where M1 and M2 satisfies

detM1 =< p1 >, detM2 =< p2 >

where < pi > (i = 1, 2) means a generator of Zpi . The algorithm starts with the initial
vector at Step 0. Step k, (k = 1, 2 · · · ) is given by the following five steps:
Step k-(1) Compute two vectors vk = M1vk−1( mod p1) and v′k = M2v

′
k−1( mod p2)

where v′0 = v0.
Step k-(2) If vk = v0 (v′k = v0) happens, go back to Step k-(1) with vk−1 ≡ J(v0)
(v′k−1 ≡ J(v0)), respectively.
Step k-(3) Compute wk = vk ⊕ v′k = (vk,i ⊕ v′k,i)
Step k-(4) Compute

zk = Γ(wk) = γ(wk,1) · · · γ(wk,d)

Remark that the algorithm allows the case of |zk| = 0.
Step k-(5) If |z1 · · · zk| ≥ N + 4([log2 p]), the algorithm halts, and outputs

z(4[log2 p])+1 · · · z(4[log2 p])+1+N

as a result, else it goes to Step k + 1 with z1, · · · , zk, vk and v′k.
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2.3 Implementation and results of tests

In this section, we show some results of statistical tests and throughput of QP-DYN
reffering to [4]. The statistical tests were TestU01[8] package and DIEHARD[9], and
these tests were done for several times with randomly chosen initial vectors.

In order to compare effective speed of QP-DYN, we measured throuput using Open-
VPN which is the virtual private network software equipped with OpenSSL as an en-
cryption protocol.

The TestU01 contains three test suites which are SmallCrush, Cruch and BigCrush,
and the DIEHARD has 126 statistical tests. Compared PRNGs were the following four:
RC4, AES-OFB, CAMELLIA-OFB and MT19937[10]. We calculated an average number
of non-passing tests for randomly chosen initial vectors(table 1). The numbers of trials
were 100 times for SmallCrush and DIEHARD and 10 times for Crush and BigCrush.

The table 1 shows that all batteries passed SmallCrush with high accuracy, and
MT19937 was less than the others in Crush, BigCrush and DIEHARD. QP-DYN was
the best in Crush and DIEHARD, and better than AES in BigCrush.

SmallCrush Crush BigCrush DIEHARD

QP-DYN 0.04 0.2 0.2 0.22

RC4 0.02 0.7 0.1 0.28

AES 0.03 0.2 0.6 0.28

CAMELLIA 0.03 0.3 0.5 0.26

MT19937 0.01 2.2 2.2 1.17

Table 1: average number of non-passing tests for one trial

We first implemented QP-DYN into OpenSSL, then fixed OpenVPN to support
stream cipher. The experiment evironment is showen in the table 2. We provided two
PCs with a gigabit ethernet router to run OpenVPN. We measured average through-
put(Mbps) between two PCs of 12 trials excluding maximum and minimum results.
The measureing method was iperf which is the TCP/UDP bandwidth measurement
tool. The experiment was done for 12 generators: QP-DYN, RC4, AES, CAMELLIA,
CAST5, Blowfish, SEED, IDEA, DES, DESX, RC2 and 3DES. The key lengths were
56bit in DES, 120 bit in DESX, 168bit in 3DES and 128bit in the others. The block
ciphers ran in the CBC mode.

The table 3 shows the result of tests with the case of no encryption. The QP-DYN
was faster than AES, and slower than RC4.

3 QP-KEX

In public key agreement (PKA) algorithms two interlocutors a sender(A) and a receiver(B)
produce a secret shared key (SSK) by exchanging public information and combining it
with private one. Such cryptographic algorithms are called asymmetric because the
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PC1 PC2

OS Mac OS X 10.9.1 Mac OS X 10.8.5

CPU Intel Core i5 1.7GHz Intel Core i5 1.3GHz

MEM 4GB 4GB

Interface Gigabit Ethernet Gigabit Ethernet

Table 2: environment

generator throughput (Mbps)

QP-DYN 153.3

RC4 171.8

AES 150.1

CAMELLIA 147.0

CAST5 128.3

Blowfish 128.2

SEED 121.6

IDEA 117.1

DES 112.9

DESX 112.7

RC2 92.8

3DES 74.5

No encryption 217.7

Table 3: result of speed test
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private informations possessed by A and B are different and not shared. However the
operations performed by A and B, to construct the secret shared key (SSK), are quite
similar. The QP-KEX key agreement protocol is described in this framework.

In this paper a new method to construct PKA algorithms is discussed in which this
residual form of symmetry is eliminated, hence the name: strongly asymmetric PKA
algorithms. Rather than a new class of PKA algorithms, the method yields a machine
to produce PKA algorithms.

The main new features of this new class of PKA algorithms are the following:

• Recipient public keys are distinguished from sender public keys

• B has more than one public key (multiple public keys)

• The unique public key used by A depends on those of the recipient.

The splitting of the public information into multiple public keys implies levels of security,
flexibility and variety of concrete realizations which cannot be found in the standard
PKA algorithms. The construction of these algorithms does not depend on sophisticated
mathematical structures, e.g. groups associated to elliptic curves or complex theorems
of number theory. This implies a drastic decrease in implementation complexity and
increase in velocity.

3.1 Notations and Public Ingredients

Let N be the natural integers, P, a semigroup (noted multiplicatively, with 1) and
α ∈ P, an element of P which is the (commutative) semigroup generated by α: P0(α) ≡
P0(α) := {αn : n ∈ N} ⊆ P

3.2 Frameworks of the algorithm

Step (0; preparation) B constructs the following maps:

NB,1 : P → P easily invertible map

NB,3 : P → P easily invertible map

x̂B,1 , x̂B,2 , x̂B,3 , x̂B,4 : P → P

arbitrary functions satisfying the compatibility conditions

x̂B,1x̂B,2|P0 = x̂B,3x̂B,4|P0

NB,1x̂B,2|P0 is an homomorphism : P0 → P

Step (1) Using the functions constructed in Step (0), B constructs:
(i) The Secret Key of B, i.e. the function:

x̂B ≡ x̂B,3NB,3
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(ii) The Public Keys of B, i.e. the functions:

x̂B,1N
−1
B,1

N−1
B,3x̂B,4

and the element of P
NB,1x̂B,2(α)

Step (2) B sends his public keys to A
Step (3A) A chooses her Secret Key: a natural integer xA ∈ N.
Step (3B) using α, xA and the public key N−1

B,3x̂B,4 of B, A computes her public key:

yA ≡ N−1
B,3x̂B,4(α

xA)
Step (4): A sends her public key yA to B.
Step (5): Computation of the SSK: κ = xB,1xB,2(α

xA) = xB,3xB,4(α
xA)

Step (5A): A computes:

xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(α)]

xA = xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(α

xA)]

= xB,1xB,2(α
xA)

= κ

Notice that, in order to calculate κ, A uses public keys of B different from the one used
to produce yA.
Step (5B): B computes

x̂B(yA) = xB,3NB,3(yA)

= xB,3NB,3(N
−1
B,3xB,4)(α

xA)

= xB,3xB,4(α
xA)

= κ

3.3 Scalar toy model

In this section, we show a scalar toy model and its attacks. Any field F in which, for
each x ∈ F, the computation of x−1 is efficient. A typical choice is F = Zp. Step (0):
Definition of the functions
Fix x1, x2, x3, x4 ∈ F and define:

x̂B,2(y) ≡ yx2

x̂B,1(y) ≡ yx1

x̂B,3(y) ≡ yx3

x̂B,4(y) ≡ yx4

NB,1 ≡ id

NB,3 ≡ id
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1–st Compatibility condition:

x̂B,1x̂B,2(y) = x̂B,1(y
x2)

= (yx2)x1

= yx2x1

x̂B,3x̂B,4(y) = x̂B,3(y
x4)

= (yx4)x3

= yx4x3

This gives the easily satisfiable condition:

x̂B,1x̂B,2 = x̂B,3x̂B,4 ⇔
x1x2 = x3x4 =: x̄

2–d Compatibility condition:

NB,1x̂B,2(A
n) = x̂B,2(A

n)

= (An)x2

= Anx2

= (Ax2)n

= (xB,2(A))
n

= NB,1x̂B,2(A)
n

Thus NB,1x̂B,2|P0 is an homomorphism, as required.
Public Keys of B:

x̂B,1N
−1
B,1(y) = x̂B,1(y)

= yx1

N−1
B,3x̂B,4(y) = N−1

B,3(y
x4)

= yx4

NB,1x̂B,2(A) = x̂B,2(A)

= Ax2

Secret Key of B:
x̂B(y) = x̂B,3NB,3(y) = yx3

Thus to give the function x̂B is equivalent to give the number x3.
Secret Key of A:

xA ∈ N

Public Key of A:
yA = N−1

B,3x̂B,4(A
xA) = AxAx4
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A constructs the SSK:

xB,1N
−1
B,1[NB,1xB,2(A)]

xA = xB,1[xB,2(A)]
xA

= xB,1xB,2(A
xA)

= AxAx1x2

= κ

B constructs the SSK:

x̂B(yA) = x̂B(A
xAx4)

= AxAx4x3

= κ

The SSK is the same because of the compatibility condition x1x2 = x4x3.

3.4 Breaking complexity

The eavesdropper, called Eve (E) knows the public parameters and the public keys:

A ∈ F ; x1 ∈ F ; x4 ∈ F ; Ax2 ∈ F ; yA = AxAx4 ∈ F

If E can compute the logarithm in F, then she can recover xAx4 = lgAyA. Since E knows
x4, she recovers xA knowing Ax2 , x1, xA, she can compute the SSK

(Ax2)xAx1 = AxAx1x2 = κ

Thus the breaking complexity of this algorithm is equivalent to the logarithm in F. This
means that the above toy realization does not bring a real gain with respect to the
standard PKA algorithms.

3.5 A strongly asymmetric version of the Diffie–Hellman algorithm

The public keys of B are
yB,1 ≡ aαxB

yB,2 ≡ ax
−1
B α

The secret key of A is xA ∈ N, and the public key of A is yA := yxA
B,2. Finally the SSK

κ is κ := axAαxAxB . A computes the SSK using yB,1 as yxA
B,1 = (aαxB )xA = axAαxAxB ,

and B computes the SSK using yA as yxB
A = (axAx−1

B αxA)xB = axAαxAxB = κ.

3.6 The Diffie–Hellman algorithm

The Diffie–Hellman algorithm is recovered by choosing a = 1, which gives

yB,1 = yB ≡ αxB

yB,2 = α

yA = αxA

κ = αxAxB
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3.7 Beyond the discrete logarithm: a simple example

B fixes the following functions:

• A polynomial of degree n

Qn(y) =
n∑

j=0

ajy
j ; aj ∈ F , j ∈ {0, 1, . . . , n}

• A polynomial of degree 1

P2(y) := a2y + b2 ; a2, b2 ∈ F

• Two natural integers and a scalar

NB,3 , n2 ∈ N \ {0}

xB,3 ∈ F

With these ingredients B constructs:

x̂B,2(y) = P2(y
n2) = a2y

n2 + b2

x̂B,3(z) = zxB,3

x̂B,4(y) = cQn(y) = c
∑n

j=0 ajy
j

N̂B,3(z) = zNB,3

N̂B,1 = P−1
2 ⇔ N̂−1

B,1 = P2

x̂B,1(z) = c
xB,3Qn(

(
z
a2

− b2
a2

)n−1
2 )

This choice satisfies the compatibility conditions:

x̂B,3x̂B,4(y) = cxB,3Qn(y) = x̂B,1x̂B,2(y)

x̂B,1x̂B,2 = x̂B,3x̂B,4

Public Keys of B is the public parameter α and

N̂B,1x̂B,2(α) = P−1
2 P2(α

n2) = αn2

N̂−1
B,3x̂B,4(y) =

n∏
j=0

(cN
−1
B,3aj )y

j
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B sends to A the n+ 1 numbers: N̂−1
B,3x̂B,4 ≡ (cN

−1
B,3an , . . . , cN

−1
B,3a0).

x̂B,1N̂
−1
B,1(y) =

n∏
j=0

(cxB,3aj )y
jn−1

2 ⇔

x̂B,1N̂
−1
B,1 ≡ (cN

−1
B,3an , . . . , cN

−1
B,3a0 , n2)

Public Key of A is

yA = N̂−1
B,3x̂B,4(α

xA) =

n∏
j=0

(cN
−1
B,3aj )(α

xA )j

Therefore the SSK becomes

κ = x̂B,1x̂B,2(α
xA) = x̂B,3x̂B,4(α

xA) = cxB,3Qn(αxA )

Taking the following n+ 2 logarithms

logα , log cN
−1
B,3an , . . . , log cN

−1
B,3a0

E(eavesdropper) reduces the problem to the algebraic equation

log yA =

n∑
j=0

(log cN
−1
B,3aj )(αxA)j

of degree n in the unknown y = αxA . E knows:

• the coefficients of the equation

• at least one solution in the field F exists.

Therefore E has to:

• find all solutions of this equation in F

• for each of them (at most n) compute the logarithm logαxA .

From this E deduces a possible candidate for xA:

xA =
logαxA

logα

After that, she proceeds by exhaustive search.
Supposing zero cost for the logarithms and the exhaustive search, then the breaking
complexity is equivalent to find all the roots in the finite field F of the algebraic equation
of degree n with coefficients in F. No general solution method is known for n ≥ 5.
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4 Conclusions

In this study, we explained the simple version of QP-DYN and showed the results of
statistical tests and speed test. Our implementation passed the statistical tests with
high accuracy, and was faster than AES-128-CBC on OpenVPN. For PKA, many non
toy realizations of the general scheme have been constructed. They are structurally
different: not variants of each other. The emphasis of this study is on the unlimited
potentiality of realizations which are apparent already from the scalar models. The non
scalar models are much richer in structures and possibilities and for some of them the
breaking complexity is at the moment unknown.
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On the unique solvability and the reversibility

of coupling equations

岡田靖則 (千葉大) ∗

(Reinhard Schäfke 氏 (Strasbourg大), 田原秀敏 氏 (上智大) との共同研究)

1 Introduction

■田原の coupling 理論 2007年, 田原 [3] は Coupling 方程式の概念を導入し, 複素領域の非線形

偏微分方程式の変換理論について議論した. そこでは, F (t, x, u0, u1) を C4
(t,x,u0,u1)

の原点の近傍

における正則関数として, 変数 t に関して正規形の 1階偏微分方程式

∂u

∂t
= F (t, x, u,

∂u

∂x
), (F)

が扱われ, 方程式 (F) は自明な方程式
∂w

∂t
= 0,

と “couple” され, 解の延長などいくつかの応用が与えられた. さらに田原 [4], [5] においては, 次

の Briot-Bouquet 型方程式

t
∂u

∂t
= F (t, x, u,

∂u

∂x
),

が扱われた. ここで, F (t, x, u0, u1) は C4 の原点の近傍の正則関数で, さらに F (0, x, 0, 0) = 0,
∂F
∂u1

(0, x, 0, 0) = 0 をみたすものである. Briot-Bouquet 型方程式の特性指数と呼ばれる関数

λ(x) := ∂F
∂u0

(0, x, 0, 0) に関するさらなる仮定 λ(0) /∈ (−∞, 0] ∪ {1, 2, . . . } あるいは λ(0) = K ∈
{1, 2, . . . } の下で, 上記の方程式は次の形の方程式

t
∂w

∂t
= λ(x)w, または, t

∂w

∂t
= λ(x)w + γ(x)tK ,

と “couple” された.

正規形方程式の coupling 理論をもう少し詳しく振り返ろう. 複素領域の 2つの正規形偏微分方

程式
∂u

∂t
= F (t, x, u,

∂u

∂x
) (F),

∂w

∂t
= G(t, x, w,

∂w

∂x
) (G),

∗ 千葉大学大学院理学研究科, 〒263-8522 千葉市稲毛区弥生町 1-33, okada@math.s.chiba-u.ac.jp
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と, u(t, x) と w(t, x) の間の対応

Φ : u 7→ w, w(t, x) = ϕ(t, x, u(t, x),
∂u

∂x
(t, x),

∂2u

∂x2
(t, x), . . . ),

Ψ : w 7→ u, u(t, x) = ψ(t, x, w(t, x),
∂w

∂x
(t, x),

∂2w

∂x2
(t, x), . . . ),

を考える. ここで ϕ(t, x, u0, u1, . . . ) および ψ(t, x, w0, w1, . . . ) は, 形式的に “無限変数の正則関

数”とみなしている. Φ, Ψ が (F), (G) の解の間の変換を与えるためには, ϕ, ψ は関係式

∂ϕ

∂t
+

∑
m≥0

Dm[F ](t, x, u0, . . . , um+1)
∂ϕ

∂um
= G(t, x, ϕ,D[ϕ]), (Φ)

∂ψ

∂t
+

∑
m≥0

Dm[G](t, x, w0, . . . , wm+1)
∂ψ

∂wm
= F (t, x, ψ,D[ψ]). (Ψ)

をみたすべきと考えられる. ここで, D は

D :=
∂

∂x
+

∑
m≥0

um+1
∂

∂um
,

(
or D :=

∂

∂x
+

∑
m≥0

wm+1
∂

∂wm

)
.

で与えられる無限変数の形式ベクトル場である. この関係式 (Φ) と (Ψ) を coupling 方程式とい

う. これらを, 初期条件 ϕ|t=0 = u0 および ψ|t=0 = w0 の下で解きたい.

田原 [3] では, ϕ (および ψ) は,

ϕ = u0 +
∑
k≥1

ϕk(x, u0, . . . , uk)t
k ∈

∑
k≥0

OC({|x| ≤ R})[[u0, . . . , uk]]tk,

という形の形式ベキ級数として扱われた. なお, 初項が u0 であることは, 初期条件 ϕ|t=0 = u0 に

対応している. そして, G ≡ 0 の場合 (すなわち, ∂u∂t = F および ∂w
∂t = 0 の間 coupling の場合)

に,

• 方程式 (Φ) の上記の形をした形式ベキ級数解 ϕ の一意存在.

• w = ϕ(t, x, u, ∂u/∂x, . . . ) が意味を持つための ϕ の評価.

• 方程式 (Ψ) とその形式ベキ級数解 ψ に対する同様の結果.

• ϕ と ψ の “reversibility”, (すなわち, ϕ と ψ の定める変換 Φ および Ψ が互いに逆変換で

あること).

が示された. もちろん, u, w の属するいくつかの関数空間を考えて, Φ 等に意味を与える際や

reversibility の議論においては, それら関数空間毎に議論をする必要があった.

[4], [5] での Briot-Bouquet 型方程式に対する coupling 理論も, coupling 方程式の形や形式ベ

キ級数の形に若干変更があるが, 大筋は同様であった.

■動機 このように, Coupling 理論は複素領域の非線形偏微分方程式に関する変換理論であるが,

変換 Φ と Ψ の議論が非対称であることが必要かどうか, あるいはより広いクラスの方程式に適用

できないかなどの疑問も沸く. これらの疑問のいくつかには,
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(1) 登場する形式級数を無限変数の正則性の観点から見直す.

(2) Coupling 方程式をより関数解析的な視点から議論する.

ことで答えられそうに思える.

以下, 無限変数の正則性について 2 節で準備した後, coupling 方程式の一意可解性について 3 節

で, また変換の合成と reversibility について 4 節で述べる.

2 数列空間における正則性, admissibility, 連鎖葎

元の coupling 理論では ϕ や ψ は変数 (t, x, u0, u1, . . . ) あるいは (t, x, w0, w1, . . . ) を持つ関数

(実際には級数) であった. ここでは, どちらも (t, x, z), ただし z = (z0, z1, . . . ) という変数を持つ

関数とみなし, とくに本節では主として z 変数に関する正則性等について議論する.

■数列空間と位相 複素数列のなす空間

CN := {z = (zi)i∈N = (z0, z1, . . . ) | zi ∈ C},

に直積位相を入れ, その部分空間

C(N) := {z = (zi)i∈N ∈ CN |有限個の i を除いて zi = 0},

には Cn (n ∈ N) たちの帰納極限としての位相を入れると, どちらも局所凸位相になることが

知られている. Coupling 理論に登場する “無限変数の関数” ϕ(t, x, z) = ϕ(t, x, z0, z1, . . . ) を

Ct × Cx × CN
z のある部分集合上の関数として扱うため, C(N)

z ↪→ X ↪→ CN
z のように連続に埋め込

まれる局所凸空間 X を考える. 実際には局所凸空間 X への線形写像 C(N)
z → X は常に連続であ

るから, 右側の包含写像 X ↪→ CN
z の連続性のみが問題となる.

このような X の例として, 重み付きの ℓ1 空間が挙げられる.

例 2.1 (weighted ℓ1 spaces). 正数列 c = (ci)i∈N を重み列と呼び, 重み c の ℓ1 空間を

ℓ1(c) := {z = (zi)i∈N ∈ CN | ∥z∥ℓ1(c) :=
∑
i∈N

ci|zi| < +∞},

で定める. ℓ1(c) は Banach 空間になり, C(N) ↪→ ℓ1(c) ↪→ CN と連続に埋め込まれる.

特に, 重み列 σ(r) := (ri/i!)i∈N, (r > 0) を考え, 対応する重み付き ℓ1 空間 ℓ1(σ(r)) の r に関

する帰納極限をとると, 収束ベキ級数のなす空間が得られる.

例 2.2 (spaces of convergent power series). 対応 (zi)i 7→
∑
i zix

i/i! によって, 次の同型が得ら

れる.
X[η] := lim−→

r>η

ℓ1(σ(r))
∼−→ OC({|x| ≤ η}), for η ≥ 0,

なお, OC({|x| ≤ η}) は C の閉円板 {|x| ≤ η} の近傍で正則な関数の空間である. X[η] は, DFS

空間と呼ばれる種類の局所凸空間で, C(N) ↪→ X[η] ↪→ CN と連続に埋め込まれる.
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■Admissibility と正則性

定義 2.3 (locally admissible functions). C(N) ↪→ X ↪→ CN を局所凸空間の連続埋め込み,W ⊂ X

を開集合, f :W → C を W 上の複素数値関数とする.

(1) f が W 上 admissible であるとは, ある有限変数の正則関数の列の大域的一様極限であるこ

とを言う. 詳しくは, 各 k ∈ N について, 自然数 nk ∈ N と, 標準射影 X ↪→ CN → Cnk (開

写像) による W の像の上で正則な関数 fk(z0, z1, . . . , znk−1) が存在して, 次をみたすこと

と定める.
f(z) = lim

k→∞
fk(z0, z1, . . . , znk−1), uniformly on W.

(2) f が W 上局所 admissible であるとは, 任意の点 ż ∈ W に対して, 近傍 U ⊂ W が存在し

て, f が U 上 admissible になることを言う.

局所 admissible な関数 f(z) は変数毎正則である. すなわち, 各 i ∈ N について, zi 以外の変数

(zj)j ̸=i を固定すると, 1 変数関数 zi 7→ f(. . . , zi, . . . ) は正則になる. また, (局所) admissibility

の概念は通常の有限変数の正則性に近いので, 微積分や複素解析の様々な公式がそのまま使えると

期待できる. 例えば, admissible な関数と正則関数たちの合成は, well-defined ならば正則になる.

補題 2.4 (composition). C(N) ↪→ X ↪→ CN を局所凸空間の連続埋め込み, W ⊂ X を開集合とす

る. f : W → C を admissible な関数, ui(t) (i ∈ N) を Ω ⊂ C 上の正則関数で, すべての t ∈ Ω

に対して u(t) := (ui(t))i ∈W をみたすとすると,

g(t) := f(u(t)) = f(u0(t), u1(t), u2(t), . . . )

は Ω 上で正則になる.

しかし, admissibility の概念には欠点もある.

• Admissibility は偏微分で安定でない.

• ベクトル値関数の (局所) admissibility を定義したとして, それが合成で安定かどうかはわ

からない.

一方, 無限変数の正則性としては, 局所凸空間上の正則性の概念がよく知られている. (例えば

Dineen [1] を参照のこと.)

X, Y を局所凸空間, W ⊂ X を開集合とする.

定義 2.5 (Gâteaux holomorphy). 写像 f : W → Y が Gâteaux 正則あるいは G-正則であると

は, 任意の x0 ∈W , x1 ∈ X, η ∈ Y ′ に対して, t = 0 の近傍で定義された 1変数の複素数値関数

t 7→ η(f(x0 + x1t)) ∈ C

が正則であることと定める.

-90-



なお, Gâteaux 正則性の概念は X の位相とは無関係に定まり, また定義域 W が X の開集合で

ある必要もないが, ここでは詳細は省く.

定義 2.6 (holomorphy). 写像 f :W → Y が正則とは, G-正則かつ連続であることと定める.

このとき,

• 正則性は X の位相に関して局所的な概念である.

• 正則性は合成に関して安定である. (Gâteaux 正則性はそうでない.)

これらいくつかの正則性の間には, 次のような関係がある.

admissibility 局所 admissibility 変数毎正則性

正則性 G-正則性

• 局所 admissible な関数は正則である.

• ℓ1(c) 上では, 正則だが局所 admissible でない関数が存在する.

一方,

定理 2.7. X[η] 上では, 正則性から局所 admissibility が従う. したがって, 局所 admissibility と

正則性は同値になる.

一意接続性に関しては次の点に注意が必要である.

定理 2.8 (unique continuation). X を局所凸空間, W ⊂ X を連結開集合, f を W 上の正則関

数, U ⊂W を空でない開部分集合とする. このとき, f |U ≡ 0 ならば W 上 f ≡ 0.

事実. C(N) ↪→ X ↪→ CN を局所凸空間の連続埋め込み, W ⊂ X を原点の連結な開近傍とする.

(1) 一般に, W 上の正則関数 f について,

∀k ∈ N, ∀(α0, . . . , αk) ∈ Nk+1, ∂α0
z0 · · · ∂αk

zk
f(0) = 0 ⇏ f ≡ 0.

(2) W 上の局所 admissible な関数 f について,

∀k ∈ N, ∀(α0, . . . , αk) ∈ Nk+1, ∂α0
z0 · · · ∂αk

zk
f(0) = 0 ⇒ f ≡ 0.

■連鎖律とベクトル場 D

定義 2.9 (vector field D). 無限個の変数 (x, z) = (x, z0, z1, . . . ) に関する形式ベクトル場 D を

D = ∂x +
∑
i∈N

zi+1∂zi

で定める.
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C(N)
z ↪→ X ↪→ CN

z を局所凸空間の連続埋め込みとする. 開集合 U ⊂ Cx × X 上の正則関数

f(x, z) に対して形式和

D[f ](x, z) = ∂xf(x, z) +
∑
i∈N

zi+1∂zif(x, z)

を考え, もし級数が収束すれば D[f ] を U 上の関数とみなす.

まず, 有限変数の場合を考えよう. つまり, U ⊂ Cx × Ck+1
(z0,...,zk)

上の正則関数 f(x, z0, . . . , zk)

に対しては,

D[f ] = (∂xf +

k∑
i=0

zi+1∂zi)f

は有限和で, U × Czk+1
⊂ Cx × Ck+2

(z0,...,zk+1)
上で定義された正則関数を定める. このとき,

事実 (chain rule for f(x, z0, . . . , zk)). u(x) は Ω ⊂ Cx 上 (x, u(x), ∂xu(x), . . . , ∂
k
xu(x)) ∈ U を

みたす正則関数とする. すると合成 g(x) := f(x, u(x), ∂xu(x), . . . , ∂
k
xu(x)) も Ω 上正則で,

∂xg(x) = D[f ](x, u(x), ∂xu(x), . . . , ∂
k+1
x u(x)),

をみたす. 繰り返せば,

∂mx g(x) = Dm[f ](x, u(x), ∂xu(x), . . . , ∂
k+m
x u(x)), m ∈ N.

となる.

無限変数の場合でも, Cx ×X[η] 上では, D[f ] の定義の適切性と連鎖律が成り立つ.

定理 2.10 (chain rule on Cx ×X[η]). f(x, z) を開集合 U ⊂ Cx ×X[η] 上の正則関数とする.

(1) D[f ](x, z) は局所一様に絶対収束して U 上の正則関数を定める.

(2) u(x) は Ω ⊂ Cx 上で (x, (∂ixu(x))i∈N) ∈ U をみたす正則関数とすると, 合成

g(x) := f(x, (∂ixu(x))i∈N)

も Ω 上正則で, その導関数は

∂mx g(x) = Dm[f ](x, (∂ixu(x))i∈N), m ∈ N, x ∈ Ω

と書ける.

定理 2.11 (chain rule on Cx × X[η], II). f(x, z) は開集合 U ⊂ Cx × X[η] 上の正則関数

とする. ϕ0(x, z) を開集合 V ⊂ Cx × X[η′] 上の正則関数で, 任意の (x, z) ∈ V に対して

ϕ(x, z) := (x, (Diϕ0(x, z))i∈N) ∈ U をみたし, ϕ は V から Cx ×X[η] への写像として局所有界

であるとする. このとき, 合成

g(x, z) := f ◦ ϕ(x, z) = f(x, (Diϕ0(x, z))i∈N)

も V 上正則で, 次をみたす.

Dmg(x, z) = (Dmf) ◦ ϕ(x, z), m ∈ N, (x, z) ∈ V.
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3 Coupling 方程式の可解性

オリジナルの coupling 理論において, 元の偏微分方程式や coupling 方程式の変数 t は複素変数

であった. ここでは, 変数 t は, 実の 0 の近傍を動く場合, 実で非負の値をとる場合, 複素の 0 の近

傍を動く場合, 複素の角領域を動く場合とが並行して議論できる. 本講演では実の非負の値をとる

場合を中心に考える.

■正規形方程式の coupling 方程式 対応 Φ : u 7→ w, w = ϕ(t, x, u, ∂xu, . . . ) が, 方程式

∂tu = F (t, x, u, ∂xu) (F), ∂tw = G(t, x, u, ∂xw) (G).

の解 u から解 w への変換を与えるための, 未知関数 ϕ(t, x, z) に関する coupling 方程式の初期値

問題 {
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[F ](t, x, z0, z1, . . . , zm+1)∂zmϕ = G(t, x, ϕ,D[ϕ]),
ϕ(0, x, z) = z0,

を解きたいのであった. なお, t が実の非負の値を取る場合は, ϕ(0, x, z) は ϕ(+0, x, z) と解釈する.

正定数 r0, R0, ρ0 をとり, コンパクト集合 K0 ⊂ C3, K̂+
0 ⊂ R× C3 を

K0 := {(x, z0, z1) ∈ C3 | |x| ≤ R0, |z0| ≤ ρ0, |z1| ≤ ρ0},

K̂+
0 := [0, r0]×K0,

で定め, 関数

F (t, x, z0, z1), G(t, x, z0, z1) ∈ C0O(K̂+
0 ) := C0([0, r0];O(K0))

をとる.

■領域と重み関数 F と G に応じて, 正定数 r (< r0), ρ (< ρ0/2) と Cx 上の 1-Lipschitz 連続

関数 d(x) を
0 < dmax := supx∈C d(x) ≤ 1, d(x) > 0 ⇒ |x| < R0,

のようにとり, 集合 Ωd,c,+0 ⊂ Rt ×Cx ×CN
z と重み関数 ωd,c,0(t, x, z), (c ≥ 1) を下記のように定

義する.

ξj(z, y) :=
∑
i≥0

zj+i · yi/i!, j ∈ N,

µ(z, y) := ρ−1
∑

0≤j≤2

ξj(|z|, y), |z| = (|zi|)i∈N.

ωd,c,ε(t, x, z) := d(x)− (ct/r + ε)− µ(z, ct/r + ε),(
ωd,c,0(t, x, z) = d(x)− ct/r − µ(z, ct/r)

)
,

Ωd,c,ε := {(t, x, z) ∈ R≥0 × C× CN | ωd,c,ε(t, x, z) > 0},

Ωd,c,+0 :=
∪
ε>0

Ωd,c,ε

(
⊊ Ωd,c,0

)
.
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事実. Rt × Cx × CN
z の部分集合 Ωd,c,+0 は

Ωd,c,+0 =
∪

0<s≤r

[0, s)× Vd,cs/r+0

と表される. ここで Vd,cs/r+0 := {(x, z) | (s, x, z) ∈ Ωd,c,+0} は Cx ×X[cs/r] の開集合である.

Ωd,c,+0 上の関数に対する連続性と (x, z) 変数に関する正則性の概念が, 各 [0, s)× Vd,cs/r+0 上

への制限に対する対応する概念 (位相は Rt × Cx ×X[cs/r] からの誘導位相による) を用いて定義

される.

定義 3.1. Ωd,c,+0 上の (x, z)-正則な連続関数全体の空間を C0O(Ωd,c,+0) と書く.

さらに, 重み関数 ωd,c,0(t, x, z) を用いて, Ωd,c,+0 上の関数の空間 Zd,c を導入しよう. 関数

ϕ(t, x, z) ∈ C0O(Ωd,c,+0) が Zd,c に属するとは, 定数 C が存在して, (t, x, z) ∈ Ωd,c,+0 and

m ∈ N について以下の不等式

|ϕ| ≤ Cρ, |D[ϕ]| ≤ Cρ, |D2[ϕ]| ≤ Cρ

ω
1/2
d,c,0

,

|∂zmϕ| ≤
C

ω
1/2
d,c,0

· (c|t|/r)
m

m!
, |∂zmD[ϕ]| ≤ C

ω
1/2
d,c,0

min{m,1}∑
i=0

(c|t|/r)m−i

(m− i)!
.

をみたすことと定める. これら 5 つの不等式は 5 つのセミノルム ∥ϕ∥d,c,1, ∥ϕ∥d,c,2, . . . , ∥ϕ∥d,c,5
を定め, Zd,c は

∥ϕ∥d,c,A := max{∥ϕ∥d,c,1, ∥ϕ∥d,c,2, ∥ϕ∥d,c,3, ∥ϕ∥d,c,4, ∥ϕ∥d,c,5}

について Banach 空間となる. さらに,

∥ϕ∥d,c,1-3 := max{∥ϕ∥d,c,1, ∥ϕ∥d,c,2, ∥ϕ∥d,c,3},
∥ϕ∥d,c,45 := max{∥ϕ∥d,c,4, ∥ϕ∥d,c,5},

とし, 正定数 α, β について

Zd,c(α, β) := {ϕ ∈ Zd,c | ∥ϕ∥d,c,1-3 ≤ α, ∥ϕ∥d,c,45 ≤ β}

と定めると, Zd,c(α, β) は Banach空間の閉部分集合として完備距離空間となる. なお, 3番目, 4

番目, 5番目の不等式に現れる因子 ωd,c,0(t, x, z)
−1/2 は, Z C

d,c の関数の偏導関数の南雲型評価の際

に用いられる. このタイプの評価に関しては, 南雲 [2] およびWalter [6] を参照されたい.

■coupling方程式の一意可解性 α, β を適切に選ぶと, ϕ ∈ Zd,c(α, β) に対する初期値問題

∂tϕ+
∑
m∈N

Dm[F ] · ∂zmϕ = G(t, x, ϕ,D[ϕ]), ϕ|t=0 = z0,

と積分方程式
ϕ = T [ϕ] := z0 −RF [ϕ] + SG[ϕ],
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が同値になることが示せる. ただし, RF および SG は

RF [ϕ] :=

∫ t

0

∑
m∈N

Dm[F ] · ∂zmϕ
∣∣∣
t=τ

dτ, SG[ϕ] :=

∫ t

0

G(t, x, ϕ,D[ϕ])
∣∣∣
t=τ

dτ,

で与えられる. そして, 縮小写像の原理により, 次の一意可解性定理を示すことができる.

定理 3.2 (unique solvability). F , G に応じて定数 A が定まり, 以下が成立する: α, β, c ≥ 1 を

dmax < α ≤ 2, β ≥ 2, c >
rAβ

α− dmax
,

のようにとると, T は Zd,c(α, β) から自分自身への, 距離関数 dist(ϕ, ϕ′) := ∥ϕ−ϕ′∥d,c,A に関す
る縮小写像になる. 結果として, coupling方程式の初期値問題は Zd,c(α, β) に一意解を持つ. その

解は C1O(Ωd,c,+0) に属する.

ただし, C1O(Ωd,c,+0) は

C1O(Ωd,c,+0) = {ϕ ∈ C0O(Ωd,c,+0) | ∂tϕ ∈ C0O(Ωd,c,+0)}

で定義される空間である.

4 coupling の合成と可逆性

■合成とは Coupling による変換の合成を考えるため, 発見的な形式計算を行なってみよう.

ϕ(t, x, z) に付随する変換 Φ : u(t, x) 7→ v(t, x) とは, 形式的に

v(t, x) = Φ[u](t, x) = ϕ(t, x, (∂ixu(t, x))i∈N) = ϕ ◦ u⃗(t, x),

と書ける. ここで, u⃗(t, x) := (t, x, (∂ixu(t, x))i∈N) という記法を用いた. 連鎖葎によれば,

∂ixv(t, x) = ∂ix
{
ϕ(t, x, (∂jxu(t, x))j∈N)

}
= Di[ϕ](t, x, (∂jxu(t, x))j∈N) = Di[ϕ] ◦ u⃗(t, x),

あるいは, ϕ⃗(t, x, z) := (t, x, (Di[ϕ](t, x, z))i∈N) も用いて

v⃗ =
−−→
Φ[u] = ϕ⃗ ◦ u⃗

となる.

ψ(t, x, z) に付随する変換 Ψ : v 7→ w も考えると,

w = Ψ[Φ[u]] = ψ ◦ ϕ⃗ ◦ u⃗, あるいは w⃗ =
−−−−→
Ψ[Φ[u]] = ψ⃗ ◦ ϕ⃗ ◦ u⃗,

と表すことができ, 図式

u v = Φ[u] w = Ψ ◦ Φ[u]

u⃗ v⃗ = ϕ⃗ ◦ u⃗ w⃗ = ψ⃗ ◦ ϕ⃗ ◦ u⃗

Φ

−→•

Ψ

−→• −→•

ϕ⃗◦• ψ⃗◦•
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における 1行目を議論するために, 2行目を考えることが有効であろうと思われる.

問題. “写像” ϕ⃗, ψ⃗ の合成の可能性を調べよ. 言い換えると, ϕ⃗ を評価し, ϕ⃗ がある Ωd,c,+0 を別の

Ωd1,c1,+0 の中に写すか確認せよ.

■coupling写像の合成 Diϕ と ω ◦ ϕ の評価については, 以下を示すことができる.

命題 4.1. dj(x), d(x) は値が 1 以下の 1-Lipschitz 関数, cj, c, δj, α2 は下をみたす正定数とす

る (j = 1, 2):

d(x) + δj ≤ dj(x), c > c1 + c2, δ1 ≥ c− c2
c− c1 − c2

· α2(2 + δ
−1/2
2 ).

Ωd2,c2,+0 上の (x, z)-正則な関数 ϕ(t, x, z) が ∥ϕ∥d2,c2,1-3 ≤ α2 をみたせば, ϕ⃗ = (t, x, (Diϕ)i∈N)

は次をみたす.

ϕ⃗(Ωd,c,+0) ⊂ Ωd1,c1,+0,

ωd1,c1,0 ◦ ϕ⃗(t, x, z) ≥ ωd,c,0(t, x, z) on Ωd,c,+0.

この評価より, 以下の定理を得る.

定理 4.2 (compositions of coupling maps). dj(x), d(x), cj, c, δj, α2 は前の通りとする (j =

1, 2). ψ ∈ Zd1,c1 , ϕ ∈ Zd2,c2 (ただし ∥ϕ∥d2,c2,1-3 ≤ α2) に対して, 合成 ψ ◦ ϕ⃗ が Ωd,c,+0 上の関

数として well-defined で Zd,c に属し, 以下をみたす.

∥ψ ◦ ϕ⃗∥d,c,1-3 ≤ ∥ψ∥d1,c1,1-3,

∥ψ ◦ ϕ⃗∥d,c,4 ≤ (c− c2)δ
−1/2
2

c− c1 − c2
· ∥ψ∥d1,c1,4 · ∥ϕ∥d2,c2,4,

∥ψ ◦ ϕ⃗∥d,c,5 ≤ c(c− c2)δ
−1/2
2

(c− c1 − c2)2
· ∥ψ∥d1,c1,4(∥ϕ∥d2,c2,4 + ∥ϕ∥d2,c2,5).

ここで, 次の問題を考えてみよう.

問題. d1(x) (d1(0) > 0) と c1 が与えられているとする. ϕ, ψ ∈ Zd1,c1 を合成して, 別の d(x)

(d(0) > 0) と c について ψ ◦ ϕ⃗ ∈ Zd,c とできるか?

直前の定理によれば次の解答が考えられる.

d(x) を d1(x) より小さく, c を十分大きく, α2 を十分小さくとる. すると ∥ϕ∥d1,c1,1-3 ≤ α2

という仮定の下で, 合成 ψ ◦ ϕ⃗ ∈ Zd,c が適切に定義され, ある定数 C について

∥ψ ◦ ϕ⃗∥d,c,1-3 ≤ ∥ψ∥d1,c1,1-3,

∥ψ ◦ ϕ⃗∥d,c,45 ≤ C∥ψ∥d1,c1,45∥ϕ∥d1,c1,45

が成立する.
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Coupling方程式の解 ϕ, ψ を合成したいときは, ∥ϕ∥d1,c1,1-3 ≤ α2 がみたされるかどうかわから

ないので, この解答にはあまり満足できない.

そこで, まず, ϕ をより小さな領域 Ωd2,c2,+0 に制限し, 次に, coupling方程式の初期値問題の解

の一意性を用いて評価 ∥ϕ∥d2,c2,1-3 ≤ α2 を示し, 最後に, さらに小さな領域 Ωd,c,+0 上での合成

ψ ◦ ϕ⃗ を作る, という方針で, この困難を回避できる.

■coupling方程式の合成と reversibility ここでは,{
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[F ] · ∂zmϕ = G ◦ ϕ⃗,
ϕ|t=0 = z0,

を 初期値問題 (F,G) と言い, (F,G) と (G,H) の組を composable pair, (F,H) をその composed

problem という. また, (G,F ) を (F,G) の reversed problem という.

Composable pair (F,G), (G,H) の合成を考えよう.{
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[F ] · ∂zmϕ = G ◦ ϕ⃗,
ϕ|t=0 = z0,

(F,G){
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[G] · ∂zmϕ = H ◦ ϕ⃗,
ϕ|t=0 = z0.

(G,H)

1-Lipschitz 関数 d1(x) をとると, 一意可解性定理より定数 c1, α1, β1 があって, (F,G) と (G,H)

の解 ϕ, ψ ∈ Zd1,c1(α1, β1) が一意に得られる. このとき,

定理 4.3 (composition of solutions). 1-Lipschitz 関数 d(x) と定数 c, α, β が存在し, 解 ϕ と ψ

の合成は composed problem (F,H) の一意解 ψ ◦ ϕ⃗ ∈ Zd,c(α, β) になる.

(F,G) とその reversed problem (G,F ) の reversibility を考えよう.{
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[F ] · ∂zmϕ = G ◦ ϕ⃗,
ϕ|t=0 = z0,

(F,G){
∂tϕ+

∑
m∈ND

m[G] · ∂zmϕ = F ◦ ϕ⃗,
ϕ|t=0 = z0,

(G,F )

1-Lipschitz 関数 d1(x) に対して正定数 c1, α1, β1 があって, (F,G), (G,F ) それぞれの一意解

ϕ, ψ ∈ Zd1,c1(α1, β1) が存在する. このとき,

系 4.4. 1-Lipschitz 関数 d(x) と正定数 c, α, β をうまく選ぶと, 合成 ψ ◦ ϕ⃗, ϕ ◦ ψ⃗ が Zd,c(α, β)

内で well-defined で,

ψ ◦ ϕ⃗(t, x, z) = ϕ ◦ ψ⃗(t, x, z) = z0

をみたす. すなわち ψ⃗ ◦ ϕ⃗ = ϕ⃗ ◦ ψ⃗ = id となる.
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波束変換による波面集合の特徴付けについて∗

伊藤真吾（北里大学一般教育部）†

1 序
本講演では, 波束変換を用いた波面集合の特徴付けおよびその応用を紹介する．

関数 u(x)が x0 ∈ RnでC∞級であるための必要十分条件は，x0の近傍で 1であるC∞
0 級関

数 χ(x)が存在し，χuのフーリエ変換の絶対値が ξのどんな負の冪よりも早く減衰することで
あるという事実はよく知られている．より正確に述べれば，任意のN ∈ Nに対して，ある定
数 CN > 0が存在して，

|F [χu](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N (1.1)

が成り立つことである．ここで，F [u](ξ)は uのフーリエ変換を表し，

F [u](ξ) = (2π)−n/2

∫
Rn

f(x)e−ix·ξdx

である．波面集合はこのことを方向別に精密化したもので，特異性がある点と，(フーリエ像の
空間内での)特異性の要因となる方向 (つまり，(1.1)が成立しない方向)をペアにした集合であ
る．このようなアイディアは，1970年頃M. Sato, J. Bros, D. IagolnitzerらやL. Hörmanderに
よって，それぞれ独立に紹介されたもので超局所解析の基本的なアイディアとなっている (Sato-
Kawai-Kashiwara [10], Hörmander[5], [6], Trèves [11]などを参照). ここでは, Hörmanderに
従って波面集合を導入する．以下において，S(Rn)はシュワルツの急減少関数空間，つまり

S(Rn) =
{

φ ∈ C∞(Rn)
∣∣∣任意のα, βに対して sup

x∈Rn
|xβ∂α

x φ(x)| < ∞
}

とする (α, βは多重指数を表す)．また，S ′(Rn)はRn上の緩増加超関数の空間，つまり，S(Rn)
の双対空間を表す．

定義 1.1. (波面集合WF (u)) (x0, ξ0) ∈ Rn× (Rn \{0}), u ∈ S ′(Rn)とするとき, uが (x0, ξ0)
で超局所的にC∞級であるとは，x0の近傍で χ ≡ 1を満たす関数 χ ∈ C∞

0 (Rn)と ξ0の錐近傍
Γが存在し, 任意のN ∈ Nに対し，ある定数 CN > 0が存在して

|F [χu](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N (ξ ∈ Γ) (1.2)

∗本講演は東京理科大学の加藤圭一氏, 北海道大学の小林政晴氏との共同研究に基づく．
†singoito@kitasato-u.ac.jp
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が成り立つことである．この条件が成り立たない点 (x0, ξ0)の集合を波面集合と呼びWF (u)
と表す．(ここで Γ ⊂ Rnが錐集合であるとは, 「ξ ∈ Γ =⇒ λξ ∈ Γ (λ > 0)」が成り立つとき
をいい，ある点の近傍が錐集合となるとき，その集合を錐近傍と呼ぶ．)

定義 1.1の波面集合を特にC∞型波面集合と呼びWFC∞(u)と書くこともある．また，考え
る滑らかさの尺度を C∞から，解析的，ソボレフのHs級，ジェヴレイのGs級などに変えた
波面集合WFA(u), WFHs(u), WFGs(u)も同様に定義される．

注意 1.1. 定義からWF (u)は閉集合であって，ξについては錐集合となる．

注意 1.2. u ∈ S ′(Rn)の特異台 sing suppu = {x ∈ Rn |uは xのある近傍で C∞級 }と波面集
合の関係は

sing supp u = {x ∈ Rn |ある ξについて (x, ξ) ∈ WF (u)}

で与えられる．つまり，uが xでC∞級であるとは，その点において全ての方向に超局所的に
滑らかであるということである．

一方, 波束変換とは Córdoba-Fefferman [1] によって導入された変換で, f ∈ S ′(Rn), φ ∈
S(Rn)\{0}とするとき, f の波束変換Wφf(x, ξ)を

Wφf(x, ξ) =
∫

Rn

φ(y − x)f(y)e−iy·ξdy.

と定義する．ここで φを窓関数と呼ぶ．波束変換は，短時間フーリエ変換や窓フーリエ変換な
どと呼ばれることもある．また，Rn × Rn上の関数 F に対して，

W ∗
φF (x) = (2π)−n

∫∫
R2n

F (y, ξ)φ(x − y)eix·ξdydξ

とすると，〈ψ, φ〉 6= 0なる φ, ψ ∈ S(Rn) に対して，
1

〈ψ, φ〉
W ∗

ψWφf = f, f ∈ S ′(Rn))

が成り立つことが知られている [4, Corollary 11.2.7] (この変換の詳しい性質などは [4]を参照)．

波束変換を用いて波面集合を特徴付ける試みは，C∞型波面集合の枠組みにおいて，G. B.
Folland [2]によって始められた．[2] で与えられた特徴づけにおいては，窓関数φ ∈ S(Rn)\{0}
が偶関数のときのみに限定されていたが，T. Ōkaji [9, Theorem 2.2]によってその条件は取り
除かれ，ある多重指数αについて

∫
xαφdx 6= 0を満たしてさえいればよいことが示された．そ

の特徴付けとは次で与えられる．

定理 1.3. (G. B. Folland [2, Theorem 3.22], T. Ōkaji [9, Theorem 2.2]).
(x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), u ∈ S ′(Rn)とする．また，φ ∈ S(Rn)はある多重指数 αに対し
て

∫
Rn xαφ(x)dx 6= 0を満たすとし，λ ≥ 1に対して φλ(x) = λn/4φ(λ1/2x)とおく. このとき，

(x0, ξ0) /∈ WF (u)であるための必要十分条件は，ある x0の近傍K とある ξ0の錐近傍 Γが存
在して，任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1に対して CN,a > 0があって

|Wφλ
u(x, λξ)| ≤ CN,aλ

−N (λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γ ∩ {ξ ∈ Rn | a−1 ≤ |ξ| ≤ a})

を満たすことである．
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次に，Hs型波面集合の定義を与える　．よく知られているように，u(x) ∈ S ′(Rn)がx0 ∈ Rn

でソボレフ Hs 級であるための必要十分条件は，x0 の近傍で 1である C∞
0 級関数 χ(x)が存

在し，

‖〈ξ〉sF [χu](ξ)‖L2(Rn) =
(∫

Rn

|〈ξ〉sF [χu](ξ)|2
) 1

2

< ∞ (1.3)

が成り立つことである．ここで，〈ξ〉 =
√

1 + |ξ|2である．これを方向別に考えたものが，Hs

型波面集合である．

定義 1.2. (Hs型波面集合) s ∈ R, (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), u ∈ S ′(Rn)とするとき，uが
(x0, ξ0)で超局所的にHs級であるとは，x0の近傍で χ ≡ 1を満たす関数 χ ∈ C∞

0 (Rn)と ξ0の
錐近傍 Γが存在して

‖〈ξ〉sF [χu](ξ)‖L2(Γ) < ∞ (1.4)

が成り立つことである．この条件が成り立たない点 (x0, ξ0)の集合を Hs 型波面集合といい
WFHs(u)と表す．

T. Ōkaji [9]ではHs型波面集合についても扱っており，波束変換を用いて (x0, ξ0)がHs型
波面集合に属するための必要条件および十分条件を与えている．

定理 1.4. (T. Ōkaji [9, Theorem 2.4]) s ∈ R, (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), u ∈ S ′(Rn)とする．
また，φ ∈ S(Rn)は

∫
Rn φ(x)dx 6= 0を満たすとし，λ ≥ 1に対して φλ(x) = λn/4φ(λ1/2x)と

おく．このとき, ある x0の近傍K と ξ0の近傍 V が存在して，∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞ (1.5)

を満たすならば (x0, ξ0) /∈ WFHs(u)である. 逆に (x0, ξ0) /∈ WFHs(u)ならば，ある x0の近傍
K と ξ0の近傍 V があって，任意の ε > 0に対して∫ ∞

1
λn−1+2s−ε

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞ (1.6)

が成立する．

注意 1.5. (1.5)と (1.6)では λのオーダーが εだけずれているが，P. Gérard [3, Proposition
1.1]において，φ(x)がガウス関数ならば ε = 0でも (1.6)が成立することが示されている．

本講演での主定理は以下の 2つである．

定理 1.6. (WFC∞(u)の特徴付け) u ∈ S ′(Rn)に対して，次の (i), (ii), (iii)は同値．

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (u)
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(ii) ある φ ∈ S(Rn)\{0}, x0の近傍K, ξ0の錐近傍 Γがあって, 任意のN ∈ N, a ≥ 1に対
し, ある定数 CN,aがあって，

|Wφλ
u(x, λξ)| ≤ CN,aλ

−N (λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γ ∩ {ξ ∈ Rn | a−1 ≤ |ξ| ≤ a}).

(iii) ある x0の近傍K, ξ0の錐近傍 Γがあって, 任意のN ∈ N, a ≥ 1, φ ∈ S(Rn)\{0}に対
し, ある定数 CN,a,φがあって,

|Wφλ
u(x, λξ)| ≤ CN,a,φλ−N (λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γ ∩ {ξ ∈ Rn | a−1 ≤ |ξ| ≤ a}).

注意 1.7. 定理 1.3における φの条件，「ある多重指数 αに対して
∫

Rn xαφ(x)dx 6= 0」を取り除
いている．

定理 1.8. (WFHs(u)の特徴付け) s ∈ R, u ∈ S ′(Rn)に対して，次の (i), (ii), (iii)は同値．

(i) (x0, ξ0) /∈ WFHs(u)

(ii) ある φ ∈ S(Rn)\{0}, x0の近傍K, ξ0の近傍 V があって,∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞. (1.7)

(iii) ある x0の近傍K, ξ0の近傍 V があって, 任意の φ ∈ S(Rn)\{0}に対して∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞. (1.8)

注意 1.9. 定理 1.4における φの条件「
∫

Rn φ(x)dx 6= 0」および εのずれを取り除いている．

2 主定理の証明のための準備
2.1 記号

x ∈ Rn, r > 0に対して, B(x, r) = {y ∈ Rn | |y − x| < r}とする．A ⊂ Rnに対して, Acは
Aの補集合, A◦はAの内点全体の集合, AはAの閉包を表すとする．また, 1AはAの特性関
数, つまり x ∈ Aのときは, 1A(x) = 1, x ∈ Acのときは 1A(x) = 0であるとする．以下では,
C, Ci, C ′, C ′

i (i = 1, 2, 3, . . .)などは正の定数を表すものとする．また, Cφなどと書いたとき
は, φに依存する正の定数を表すこととする．
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2.2 Key Proposition and Lemmas

まずは, 主定理の証明に必要となる命題・補題を準備する.　命題 2.1は第 4節で定理 1.6を
示す際に用いる. 命題 2.2と補題 2.3～補題 2.6は第 3節で定理 1.8を示す際に用いる. 命題 2.1,
命題 2.2と補題 2.3は, 標準的な方法で容易に証明できるので, 本節では証明を省略する．

命題 2.1. (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), u ∈ S ′(Rn)とし, χ ∈ C∞
0 (Rn)は x0の近傍で χ ≡ 1 を

満たすとする．このとき, 次の (i), (ii)は同値．

(i) ξ0の錐近傍 Γで, 次を満たすものがある：
任意のN ∈ Nに対し, ある CN > 0が存在し,

|F [χu](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N (ξ ∈ Γ).

(ii) ξ0の近傍 V で, 次を満たすものがある：
任意のN ∈ Nに対し, ある CN > 0が存在し,

|F [χu](λξ)| ≤ CN (1 + λ|ξ|)−N (ξ ∈ V, λ ≥ 1).

命題 2.2. s ∈ R, (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), u ∈ S ′(Rn)とする．χ ∈ C∞
0 (Rn)は x0の近傍で

χ ≡ 1を満たすとする．このとき, 次の (i), (ii)は同値である．

(i) ξ0の錐近傍で, 次を満たすものがある：

‖〈ξ〉sF [χu](ξ)‖L2(Γ) < ∞. (2.1)

(ii) ξ0の近傍 V で, 次を満たすものがある:∫ ∞

1
λn−1+2s‖F [χu](λξ)‖2

L2(V )dλ < ∞. (2.2)

補題 2.3. u ∈ S ′(Rn), (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), χ ∈ C∞
0 (Rn)は x0の近傍で χ ≡ 1を満た

すとする．また, V と V ′は ξ0の近傍で, V ′ ⊂ V かつ λ ≥ 1に対して ‖F [χu](λξ)‖L2(V ) < ∞
を満たすとする．このとき, 任意の ζ ∈ S(Rn)と任意のN ∈ Nに対して, ある CN,ζ > 0が存
在して, ∫

V ′
|F [ζχu](λξ)|2dξ ≤ CN,ζ

(∫
V
|F [χu](λξ)|2dξ + λ−N

)
. (2.3)

を満たす．

補題 2.4. (x0, ξ0) ∈ Rn × Rn \ {0}, u ∈ S ′(Rn), φ ∈ S(Rn)\{0} とし, λ ≥ 1に対して
φλ(x) = λn/4φ(λ1/2x)とおく．また，χ ∈ C∞

0 (Rn)は x0の近傍で χ ≡ 1を満たすとし，K は
x0の近傍でK ⊂ {x ∈ Rn|χ(x) = 1}◦を満たすとする．このとき, ある定数m ∈ Nがあって
次を満たす：
　　任意の µ ∈ Rに対して, ある定数 Cµ > 0があって,

1K(x) |Wφλ
[(1 − χ)u](x, λξ)| ≤ Cµλ−µ〈ξ〉m (2.4)

　を満たす．
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証明. u ∈ S ′(Rn)なので, S ′ の構造定理により (例えば [8, Theorem 2.14]を参照) ある定数
l,m ∈ Nと関数 fα ∈ L2(Rn)があって，

u(y) = 〈y〉l
∑

|α|≤m

∂αfα(y)

と書ける．g(x, y) = φλ(y − x){1 − χ(y)}〈y〉lとおき, 4N ≥ 2m + n + 1を満たすN ∈ Nをと
る． シュワルツの不等式と (1 − ∆y)Ne−iy·(λξ−η) = 〈λξ − η〉2Ne−iy·(λξ−η) を用いて部分積分
することにより,∣∣∣Wφλ

[(1 − χ)u](x, λξ)
∣∣∣

≤
∑

|α|≤m

‖F [fα]‖L2

(∫
Rn

∣∣∣∣ηα

∫
Rn

g(x, y)e−iy·(λξ−η)dy

∣∣∣∣2dη

) 1
2

≤
∑

|α|≤m

‖fα‖L2

{∫
Rn

|η|2|α|
(∫

Rn

|(1 − ∆y)Ng(x, y)|
〈λξ − η〉2N

dy

)2

dη

} 1
2

≤
∑

|α|≤m

‖fα‖L2

( ∫
Rn

|η|2|α|

〈λξ − η〉4N
dη

) 1
2
∫

Rn

|(1 − ∆y)Ng(x, y)|dy (2.5)

を得る．いま, |η| ≤ |η − λξ| + |λξ|であるから, 少なくとも |η|
2 ≤ |η − λξ|, |η|

2 ≤ |λξ|のどちら
かは必ず成立ので,∫

Rn

|η|2|α|

〈λξ − η〉4N
dη ≤

∫
Rn

〈λξ〉2m |η|2m

〈λξ〉2m〈λξ − η〉4N
dη ≤ C1λ

2m〈ξ〉2m. (2.6)

一方，∫
Rn

|(1 − ∆y)Ng(x, y)|dy

≤
∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

Cβ1,β2,β3

∫
Rn

|∂β1
y φλ(y − x) · ∂β2

y {1 − χ(y)} · ∂β3
y 〈y〉l|dy (2.7)

と書ける. x ∈ K, y ∈ supp{∂β2
y (1− χ(y))}のとき |y − x| ≥ C2により |y − x| ≥ C ′

2〈y − x〉が
成立．これによりM ≥ l に対して

|∂β3
y 〈y〉l| ≤ C3〈y〉l ≤ C ′

3〈y − x〉M 〈x〉l = CM |y − x|M 〈x〉l

が成立．よって,

1K(x)
∫

Rn

|∂β1
y φλ(y − x) · ∂β2

y {1 − χ(y)} · ∂β3
y 〈y〉l|dy

≤ C ′
M 1K(x)λ

1
2
(n+|β1|−M)

∫
Rn

|(∂β1
y φ)(λ

1
2 (y − x))| (λ

1
2 |y − x|)M 〈x〉ldy

≤ C ′′
MλN−M

2 . (2.8)
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したがって, (2.5), (2.6), (2.7), (2.8)により

1K(x) |Wφλ
[(1 − χ)u](x, λξ)| ≤ C ′′′

Mλm+N−M
2 〈ξ〉m. (2.9)

となるので, M を十分大きくとれば (2.4)を得る．

補題 2.5. φ ∈ S(Rn), λ ≥ 1, δ > 0, k > 0とし, A = {η ∈ Rn | |η| ≥ δλ3/4}とおく．このと
き, 任意の q > 0に対しある定数 C > 0があって,∫

A

∣∣∣〈λη〉kF [φ](λ− 1
2 η)

∣∣∣2 dη ≤ Cλ−q (λ ≥ 1) (2.10)

が成り立つ．

証明. η ∈ Aとすると, |λ− 1
2 η| ≥ δλ

1
4 なので

|F [φ](λ−1/2η)| ≤ |λ− 1
2 η|p|F [φ](λ− 1

2 η)|
δpλ

p
4

(p > 0)

が成り立つ．〈λη〉2 ≤ λ3〈λ− 1
2 η〉2 であるから, 変数変換により∫

A

∣∣∣〈λη〉kF [φ](λ− 1
2 η)

∣∣∣2 dη ≤
∫

A
λ3k〈λ− 1

2 η〉2k |λ− 1
2 η|2p|F [φ](λ− 1

2 η)|2

δ2pλ
p
2

dη

= λ3k− p
2
+ n

2 δ−2p‖〈·〉2k| · |2pF [φ]‖L2(Rn).

よって, pを十分大きくすれば (2.10)を得る．

補題 2.6. k ∈ N, χ ∈ C∞
0 (Rn), ψ ∈ S(Rn) \ {0} f ∈ C∞(R2n)とし, f の全ての偏導関数は

有界であるとする．また, ψλ(x) = λn/4ψ(λ1/2x)とおき, 多重指数 α, βに対して

Fα,β(η, ξ) =
∫∫

R2n

χ(y)∂α
x f(x, y)∂β

x (ψλ(y − x))e−ix·η−iy·ξdxdy (2.11)

とおく．このとき,

‖〈ξ′〉kFα,β(η, λξ − ξ′)‖2
L2

ξ′ (R
n) ≤ Cλ

5n
2

+6k+|β|+3〈ξ〉2k+n+1 (2.12)

が成り立つ．
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証明. N = 2k + n + 1とする．(1−∆y)Ne−iy·(λξ−ξ′) = 〈λξ − ξ′〉2Ne−iy·(λξ−ξ′)であるから, 部
分積分により

|Fα,β(η, λξ − ξ′)|

≤ 1
〈λξ − ξ′〉2N

∫∫
R2n

∣∣∣(1 − ∆y)N{χ(y)∂α
x f(x, y)∂β

x (ψλ(y − x))}
∣∣∣dxdy

≤ C

〈λξ − ξ′〉2N

∑
|γ1|+|γ2|+|γ3|≤2N

∫∫
R2n

∣∣∣∂γ1
y χ(y) · ∂γ2

y ∂α
x f(x, y) · ∂γ3

y ∂β
x (ψλ(y − x))

∣∣∣dxdy

≤ C ′

〈λξ − ξ′〉2N

∑
|γ1|+|γ3|≤2N

λ
n
4
+

|γ3|
2

+
|β|
2

∫∫
R2n

|∂γ1
y χ(y) · (∂γ3+βψ)(λ

1
2 (y − x))|dxdy

=
C ′

〈λξ − ξ′〉2N

∑
|γ1|+|γ3|≤2N

λ−n
4
+

|γ3|
2

+
|β|
2

∫
Rn

|∂γ1
y χ(y)|dy

∫
Rn

|∂γ3+βψ(x)|dx

≤ C ′′

〈λξ − ξ′〉2N
λ−n

4
+N+

|β|
2 .

したがって,

‖〈ξ′〉kFα,β(η, λξ − ξ′)‖2
L2

ξ′ (R
n) =

∫
Rn

〈ξ′〉2k|Fα,β(η, λξ − ξ′)|2dξ′

≤ Cλ−n
2
+2N+|β|〈λξ〉N

∫
Rn

〈ξ′〉2k

〈λξ − ξ′〉4N 〈λξ〉N
dξ′

となるが, λ ≥ 1に対して 〈ξ′〉2k〈λξ − ξ′〉−4N 〈λξ〉−N ≤ C〈ξ′〉−n−1 かつ 〈λξ〉N ≤ λN 〈ξ〉N なの
で, (2.12)を得る．

3 定理1.8の証明
(iii) =⇒ (ii)は明らかなので, (i) =⇒ (iii), (ii) =⇒ (i)を示せばよい．

命題 3.1. 定理 1.8と同じ仮定のもとで, (i) =⇒ (iii).

証明. (i)と命題 2.2により, ある ξ0の近傍 V1と x0の近傍で χ ≡ 1を満たすある χ ∈ C∞
0 (Rn)

があって, ∫ ∞

1
λn−1+2s‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1)dλ < ∞

が成立．補題 2.3により, B(ξ0, 2d) ⊂ V1なる d > 0で, 任意のN ∈ Nと任意の ζ ∈ S(Rn)に
対し,

‖F [ζχu](λξ)‖2
L2(B(ξ0,2d)) ≤ CN,ζ

(
‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1) + λ−N
)

(3.1)

を満たすものが存在する．φ ∈ S(Rn) \ {0}, V = B(ξ0, d)とし, K は x0の近傍でK ⊂ {x ∈
Rn |χ(x) = 1}◦を満たすとする．このとき, 任意の N ∈ Nに対して, ある CN > 0があって,∫

V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ ≤ CN

(
‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1) + λ−N
)

(λ ≥ 1) (3.2)
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を示せばよい．実際, N = n + [2s] + 1とすれば,∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ

≤ C

∫ ∞

1
λn−1+2s

(
‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1) + λ−n−[2s]−1
)
dλ < ∞

となるからである．(3.2)を示すために, Wφλ
u(x, λξ) を 2つに分ける:

Wφλ
u(x, λξ) = Wφλ

[χ2u](x, λξ) + Wφλ
[(1 − χ2)u](x, λξ).

補題 2.4により, 任意のN ∈ Nに対し, ある CN > 0があって∫
V

∫
K
|Wφλ

[(1 − χ2)u](x, λξ)|2dxdξ ≤ CNλ−N (3.3)

が成立．
χ̃ ∈ C∞

0 (Rn)はK 上で χ̃ ≡ 1を満たし, かつ, supp χ̃ ⊂ {x ∈ Rn |χ(x) = 1}◦ を満たすとす
る．χ̃(x)にテイラーの定理を適用して,

χ̃(x) = χ̃(y) +
∑

1≤|α|≤L

∂α
x χ̃(y)
α!

(x − y)α +
∑

|α|=L+1

(x − y)αRα(x, y). (3.4)

ただし,

Rα(x, y) =
L + 1

α!

∫ 1

0
∂α

x χ̃(y + θ(x − y))(1 − θ)Ldθ

である．プランシュレルの定理と (3.4)により,∫
V

∫
K
|Wφλ

[χ2u](x, λξ)|2dxdξ ≤
∫

V

∫
Rn

|χ̃(x)Wφλ
[χ2u](x, λξ)|2dxdξ

=
∫

V

∫
Rn

∣∣∣Fx→η

[
χ̃(x)Wφλ

[χ2u](x, λξ)
]
(η)

∣∣∣2dηdξ

≤ C

3∑
j=1

∫
V

∫
Rn

|Ij |2dηdξ.

ここで,

I1 =
∫∫

R2n

χ̃(y)φλ(y − x){χ(y)}2u(y)e−iλy·ξ−ix·ηdydx, (3.5)

I2 =
∑

1≤|α|≤L

∫∫
R2n

∂α
x χ̃(y)
α!

(x − y)αφλ(y − x){χ(y)}2u(y)e−iλy·ξ−ix·ηdydx, (3.6)

I3 =
∑

|α|=L+1

∫∫
R2n

Rα(x, y)(x − y)αφλ(y − x){χ(y)}2u(y)e−iλy·ξ−ix·ηdydx (3.7)

である．
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まず I1を考える．フビニの定理と変数変換により,

I1 = λ−n
4 F [φ](λ− 1

2 η)F [χ̃χ2u](η + λξ)

と書ける．η ∈ B = B(0, dλ3/4), ξ ∈ V , η + λξ = λξ′とするとき, ξ′ ∈ B(ξ0, 2d)となるので,
(3.1)より, ∫

V

∫
B
|I1|2dηdξ =

∫
B

∫
V
|λ−n

4 F [φ](λ− 1
2 η)|2|F [χ̃χ2u](η + λξ)|2dξdη

≤
∫

B
|λ−n

4 F [φ](λ− 1
2 η)|2dη

∫
B(ξ0,2d)

|F [χ̃χ2u](λξ′)|2dξ′

≤ CN‖φ‖2
L2(Rn)(‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1) + λ−N ) (3.8)

が任意のN ∈ Nについて成立．一方，η ∈ Bc, ξ ∈ V とするとき, 〈η + λξ〉 ≤ C〈λη〉であり，また
u ∈ S ′(Rn)なので,あるk ∈ Nがあって任意の ψ ∈ C∞

0 (Rn)に対して, 〈ξ〉−kF [ψu](ξ) ∈ L2(Rn)
が成り立つ．したがって, 補題 2.5より, 任意のN ∈ Nに対して, ある CN > 0があって,∫

V

∫
Bc

|I1|2dηdξ ≤ C

∫
Bc

∫
V

〈λη〉2k

〈η + λξ〉2k

∣∣∣λ−n
4 F [φ](λ− 1

2 η)F [χ̃χ2u](η + λξ)
∣∣∣2dξdη

≤ Cλ− 3n
2

∫
Bc

|〈λη〉kF [φ](λ− 1
2 η)|2dη

∫
Rn

∣∣∣∣F [χ̃χ2u](ξ)
〈ξ〉k

∣∣∣∣2 dξ

≤ CNλ−N (3.9)

である．
次に, I2を考える．フビニの定理と変数変換により,

I2 =
∑

1≤|α|≤L

λ− |α|
2
−n

4

α!
F [(−y)αφ(y)](λ− 1

2 η)F [(∂αχ̃)χ2u](η + λξ)

が成り立つ．したがって,上と同様の計算により,任意のN ∈ Nに対して,あるCN > 0, C ′
N > 0

があって, ∫
V

∫
Rn

|I2|2dηdξ

≤ CN

∑
1≤|α|≤L

λ− |α|
2

α!

{
‖F [(∂αχ̃)χ2u](λξ)‖2

L2(B(ξ0,2d)) + λ−N
}

(3.10)

≤ C ′
N (‖F [χu](λξ)‖2

L2(V1) + λ−N ) (3.11)

が成立する．
最後に I3を考える．4M > n + 1を満たすM ∈ Nをとる．(1 − ∆x)Me−ix·η = 〈η〉2Me−ix·η
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であるから, 部分積分とシュワルツの不等式により,

|I3| ≤
∑

|α|=L+1

∣∣∣∣ ∫∫
R2n

(1 − ∆x)M{Rα(x, y)(x − y)αφλ(y − x)}
〈η〉2M

{χ(y)}2u(y)e−ix·η−iλy·ξdydx

∣∣∣∣
≤ 1

〈η〉2M

∑
|α|=L+1

∫
Rn

|Gα(η, λξ − ξ′)F [χu](ξ′)|dξ′

≤ 1
〈η〉2M

∥∥∥∥F [χu]
〈·〉k

∥∥∥∥
L2(Rn)

∑
|α|=L+1

‖〈ξ′〉kGα(η, λξ − ξ′)‖L2
ξ′ (R

n). (3.12)

ただし,

Gα(η, ξ) =
∫∫

R2n

χ(y)(1 − ∆x)M{Rα(x, y)(x − y)αφλ(y − x)}e−ix·η−iy·ξdxdy

である．g(x) = (−x)αφ(x), gλ(x) = λ
n
4 g(λ

1
2 x)とおく．

|Gα(η, ξ)| = λ− |α|
2

∣∣∣∣ ∫∫
R2n

χ(y)(1 − ∆x)M{Rα(x, y)gλ(y − x)}e−ix·η−iy·ξdxdy

∣∣∣∣
≤ λ−L+1

2

∑
|β|+|γ|≤2M

Cβ,γ

∣∣∣∣ ∫∫
R2n

χ(y)∂β
xRα(x, y)∂γ

x(gλ(y − x))e−ix·η−iy·ξdxdy

∣∣∣∣
であるから, 補題 2.6より

‖〈ξ′〉kGα(η, λξ − ξ′)‖2
L2

ξ′ (R
n) ≤ C〈ξ〉2k+n+1λ−(L+1)+ 5n

2
+6k+2M+3. (3.13)

Lは任意にとれるので, (3.12)と (3.13)から任意のN ∈ Nに対して, ある CN > 0があって∫
V

∫
Rn

|I3|2dηdξ ≤ CNλ−N (3.14)

が成立．よって, (3.3), (3.8), (3.9), (3.11), (3.14)を合わせて, (3.2)を得る.

命題 3.2. 定理 1.8と同じ仮定のもとで, (ii) =⇒ (i).

証明. (ii)より, φ ∈ S(Rn) \ {0}, x0の近傍K, ξ0の近傍 V1で∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V1

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞ (3.15)

を満たすものが存在する．また, u ∈ S ′(Rn)であるから, ある k ∈ Nがあって, 任意の ψ ∈
C∞

0 (Rn)に対し ‖〈ξ〉−kF [ψu](ξ)‖L2(Rn) < ∞ が成り立つ．これにより, ξ0の近傍 V2で,

λn−2k

∫
V2

|F [ψu](λξ)|2dξ < ∞ (3.16)

を満たすものが存在することがわかる．χ ∈ C∞
0 (Rn)はK 上で χ ≡ 1を満たすとする．また,

χ̃ ∈ C∞
0 (Rn)は x0の近傍で χ̃ ≡ 1, supp χ̃ ⊂ K◦, 0 ≤ χ̃ ≤ 1を満たすとする．さらに, d > 0
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はB(ξ0, d) ⊂ V1 ∩ V2を満たすとする．命題 2.2 と (3.15)により, ある λ0 ≥ 1と ξ0の近傍 V

があって, λ ≥ λ0とM > n + 2sに対して,∫
V
|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ ≤ C

∫
B(ξ0,d)

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ + C ′λ−M (3.17)

を示せば十分である．V ′ = B(ξ0,
d
2)とおく．A1, A2, A3, A4 ∈ Rに対して, (A1 + A2 + A3 +

A4)2 ≤ 4(A2
1 + A2

2 + A2
3 + A2

4)であるから, (3.4)とプランシュレルの定理より,∫
V ′

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ

≥
∫

V ′

∫
Rn

|χ̃(x)Wφλ
u(x, λξ)|2dxdξ

=
∫

V ′

∫
Rn

∣∣∣Fx→η

[
χ̃(x)Wφλ

[χ2u](x, λξ) + χ̃(x)Wφλ
[(1 − χ2)u](x, λξ)

]
(η)

∣∣∣2dηdξ

=
∫

V ′

∫
Rn

|I1 + I2 + I3 + I4|2dηdξ

≥
∫

V ′

∫
Rn

(
1
4
|I1|2 − |I2|2 − |I3|2 − |I4|2

)
dηdξ

を得る．ここで, I1, I2, I3はそれぞれ (3.5), (3.6), (3.7)であり,

I4 = Fx→η

[
χ̃(x)Wφλ

[(1 − χ2)u](x, λξ)
]
(η)

である．したがって,

1
4

∫
V ′

∫
Rn

|I1|2dηdξ ≤
∫

V ′

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ +
∫

V ′

∫
Rn

|I2|2dηdξ

+
∫

V ′

∫
Rn

|I3|2dηdξ +
∫

V ′

∫
Rn

|I4|2dηdξ (3.18)

と書ける．N ∈ NはN > 4s + 4kを満たすとし, δ = d
2(2N−1) とする．

I1 = F [φλ](η)F [χ̃χ2u](η + λξ)

であるから, 変数変換とフビニの定理により,∫
V ′

∫
Rn

|I1|2dηdξ ≥
∫

V ′

∫
B(0,δλ3/4)

|I1|2dηdξ

=
∫

B(0,δλ3/4)
|F [φλ](η)|2

∫
V ′

|F [χ̃χ2u](η + λξ)|2dξdη

=
∫

B(0,δλ3/4)
|F [φλ](η)|2

∫
Ωλ,η,ξ

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξdη

≥
∫

B(0,δλ3/4)
|F [φλ](η)|2

∫
B(ξ0, d

2
−δ)

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ
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が成立．ただし, Ωλ,η,ξ = {ξ + η
λ | ξ ∈ V ′} である．ここで, ξ ∈ V ′, η ∈ B(0, δλ3/4), λ ≥ 1 な

らば B(ξ0,
d
2 − δ) ⊂ Ωλ,η であることに注意しておく．いま, λ → ∞とするとき∫

B(0,δλ3/4)
|F [φλ](η)|2dη −→ ‖φ‖2

L2

であるから, ある λ0 ≥ 1があって,∫
B(0,δλ3/4)

|F [φλ](η)|2dη ≥ 1
2
‖φ‖2

L2 > 0 (λ ≥ λ0)

が成り立つ．したがって, λ ≥ λ0に対し

1
2
‖φ‖2

L2

∫
B(ξ0, d

2
−δ)

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ ≤
∫

V ′

∫
Rn

|I1|2dηdξ (3.19)

を得る．M > n + 2sとする．(3.10), (3.3)と同様の計算により∫
V ′

∫
Rn

|I2|2dηdξ ≤ C

(
λ− 1

2

∑
1≤|α|≤L

‖F [(∂αχ̃)χ2u](λξ)‖2
L2(B(ξ0, d

2
+δ))

+ λ−M

)
, (3.20)

∫
V ′

∫
Rn

|I4|2dηdξ ≤ Cλ−M (3.21)

を得る．また, Lを十分大きく取れば, (3.14)と同様の計算により,∫
V ′

∫
Rn

|I3|2dηdξ ≤ Cλ−M (3.22)

を得る．したがって, (3.18), (3.19), (3.20), (3.21), (3.22) により,∫
B(ξ0, d

2
−δ)

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ ≤ C

( ∫
B(ξ0, d

2
)

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ

+ λ− 1
2

∑
1≤|α|≤L

∫
B(ξ0, d

2
+δ)

|F [(∂αχ̃)χ2u](λξ)|2dξ + λ−M

)
. (3.23)

この不等式の左辺において, |F [(∂αχ̃)χ2u](λξ)| ,B(ξ0,
d
2+δ)をそれぞれ |F [χ̃χ2u](λξ)| , B(ξ0,

d
2−

δ)に変えれば∫
B(ξ0, d

2
+δ)

|F [(∂αχ̃)χ2u](λξ)|2dξ ≤ C

( ∫
B(ξ0, d

2
+2δ)

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ

+ λ− 1
2

∑
1≤|α2|≤L

∫
B(ξ0, d

2
+3δ)

|F [(∂α+α2χ̃)χ2u](λξ)|2dξ + λ−M

)
(3.24)
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となる. ここで, (3.23)と (3.24)を組み合わせることで,

∫
B(ξ0, d

2
−δ)

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ ≤ C

( ∫
B(ξ0, d

2
+2δ)

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ

+ λ−1
∑

1≤|α1|≤L
1≤|α2|≤L

∫
B(ξ0, d

2
+3δ)

|F [(∂α1+α2χ̃)χ2u](λξ)|2dξ + λ−M

)
(3.25)

を得る. この手順を繰り返すことにより,∫
B(ξ0, d

2
−δ)

|F [χ̃χ2u](λξ)|2dξ

≤ C

(∫
B(ξ0, d

2
+Nδ)

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ

+ λ−N
2

∑
1≤|αj |≤L
1≤j≤N

∫
B(ξ0, d

2
+(2N−1)δ)

|F [(∂α1+···+αN χ̃)χ2u](λξ)|2dξ + λ−M

)

を得る. いま, B(ξ0,
d
2 + Nδ) ⊂ B(ξ0,

d
2 + (2N − 1)δ) ⊂ B(ξ0, d), M > n + 2s, N > 4s + 4k

であるから, (3.16)で V = B(ξ0,
d
2 − δ) として, (3.17)を得る.

4 定理1.6の証明
(iii) =⇒ (ii)は明らかなので, (i) =⇒ (iii), (ii) =⇒ (i) を示せば良い．

命題 4.1. 定理 1.6と同じ仮定のもとで, (i) =⇒ (iii).

証明. (i)より, x0の近傍で χ ≡ 1なる χ ∈ C∞
0 (Rn) と ξ0の錐近傍 Γで

　　任意のN ∈ Nに対し, CN > 0があって

|F [χu](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N (ξ ∈ Γ) (4.1)

を満たすものが存在する．したがって, 任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1 に対して, CN,a > 0が
あって

|F [χu](λξ)| ≤ CN (1 + λ|ξ|)−N ≤ CN,aλ
−N (λ ≥ 1, ξ ∈ V = {ξ ∈ Γ | 1

3a
≤ |ξ| ≤ 3a}) (4.2)

が成り立つ．K1, K2は x0の近傍でK1 ⊂ {x ∈ Rn|χ(x) = 1}◦, K2 ⊂ K1を満たすとし, Γ1, Γ2

は ξ0の錐近傍で Γ1 ⊂ Γ, Γ2 ⊂ Γ1を満たすとする．また, V1 = {ξ ∈ Γ1 | (2a)−1 ≤ |ξ| ≤ 2a},
V2 = {ξ ∈ Γ2 | a−1 ≤ |ξ| ≤ a}とおき, χ1 ∈ C∞

0 (K1)はK2上でχ1 ≡ 1を満たし, χ2 ∈ C∞
0 (V1)
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は V2上で χ2 ≡ 1を満たすとする．このとき, 微分積分学の基本定理により

|1K2(x)1V2(ξ)Wφλ
u(x, λξ)|

≤
∣∣∣∣∫ ξn

−∞
· · ·

∫ ξ1

−∞

∫ xn

−∞
· · ·

∫ x1

−∞
∂τ

ξ ∂τ
x

{
χ1(x)χ2(ξ)Wφλ

u(x, λξ)
}

dx1 · · · dxndξ1 · · · dξn

∣∣∣∣
≤

∫∫
R2n

∣∣∣∂τ
ξ ∂τ

x

{
χ1(x)χ2(ξ)Wφλ

u(x, λξ)
}∣∣∣dxdξ

≤
∑

0≤α≤τ

∑
0≤β≤τ

Cα,β

∫
V1

∫
K1

|∂α
x ∂β

ξ [Wφλ
u(x, λξ)]|dxdξ

を得る．ただし, τ = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rnである．したがって,

∂xj (Wφλ
u(x, λξ)) = λ

1
2 W(∂xj φ)λ

u(x, λξ), ∂ξj
(Wφλ

u(x, λξ)) = −iλWφλ
[yju](x, λξ)

とシュワルツの不等式により,

|1K2(x)1V2(ξ)Wφλ
u(x, λξ)|

≤
∑

0≤α≤τ

∑
0≤β≤τ

Cα,βλ
|α|
2

+|β|
(∫

V1

∫
K1

|W(∂α
x φ)λ

[yβu](x, λξ)|2dxdξ

) 1
2

(4.3)

を得る．(3.2)の導出と同様の計算により, 任意のN ∈ Nに対して CN > 0があって∫
V1

∫
K1

|W(∂α
x φ)λ

[yβu](x, λξ)|2dxdξ ≤ CN

(∫
V
|F [χu](λξ)|2dξ + λ−N

)
(4.4)

が成立．(4.2), (4.3), (4.4)により結論を得る．

命題 4.2. 定理 1.6と同じ仮定のもとで, (ii) =⇒ (i).

証明. (ii)より, φ ∈ S(Rn) \ {0}, x0の近傍K, ξ0の錐近傍 Γで
　　任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1に対し CN,a > 0があって

|Wφλ
u(x, λξ)| ≤ CN,aλ

−N (λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γ ∩ {ξ ∈ Rn | a−1 ≤ |ξ| ≤ a}) (4.5)

を満たすものが存在する．ξ0 ∈ {ξ ∈ Γ | b−1 ≤ |ξ| ≤ b}を満たす b > 1 をとり, V1 = {ξ ∈
Γ | b−1 ≤ |ξ| ≤ b}とおく．(3.17)の導出と同様の計算により, ある ξ0の近傍 V2と suppχ ⊂ K◦

かつ x0の近傍で χ ≡ 1を満たす χ ∈ C∞
0 (Rn)があって, 任意のN ∈ Nに対し∫

V2

|F [χu](λξ)|2dξ ≤ CN

(∫
V1

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξ + λ−N

)
. (4.6)

を満たすことが言える．したがって, (4.5)より∫
V2

|F [χu](λξ)|2dξ ≤ CNλ−N (4.7)
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が成立．V3 と V4 は ξ0 の近傍で V3 ⊂ V2, V4 ⊂ V3 を満たすとし, V4 上で χ1 ≡ 1を満たす
χ1 ∈ C∞

0 (V3) をとる．このとき, 微分積分学の基本定理とシュワルツの不等式より

|1V4(ξ)F [χ2u](λξ)| ≤
∣∣∣∣∫ ξn

−∞
· · ·

∫ ξ1

−∞
∂τ

ξ

{
χ1(ξ)F [χ2u](λξ)

}
dξ1 · · · dξn

∣∣∣∣
≤

∫
Rn

∣∣∣∂τ
ξ

{
χ1(ξ)F [χ2u](λξ)

}∣∣∣dξ

≤
∑

0≤α≤τ

Cα

∫
V3

|∂α
ξ {F [χ2u](λξ)}|dξ

≤
∑

0≤α≤τ

C ′
α

(∫
V3

|∂α
ξ {F [χ2u](λξ)}|2dξ

) 1
2

を得る．ただし, τ = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rnである．∂ξj
{F [χ2u](λξ)} = −iλF [yjχ

2u](λξ)である
から補題 2.3と (4.7)より, 任意のN ∈ Nに対し

|1V4(ξ)F [χ2u](λξ)| ≤
∑

0≤α≤τ

Cαλ|α|
(∫

V3

|F [yαχ2u](λξ)|2dξ

) 1
2

≤
∑

0≤α≤τ

C ′
α,Nλ|α|

(∫
V2

|F [χu](λξ)|2dξ + λ−N

) 1
2

≤ CNλn−N
2 .

ξ ∈ V4, λ ≥ 1のとき λ−N ≤ CN (1 + λ|ξ|)−N が成り立つので,

|F [χ2u](λξ)| ≤ CN (1 + λ|ξ|)−N (ξ ∈ V4)

が言える．したがって, 命題 2.1より結論を得る．

5 応用
本節では，波束変換を用いた波面集合の特徴付けの応用を紹介する．(詳しくはK.Kato and

S.Ito [7]を参照). 次のような，ポテンシャルV (t, x)がついたシュレディンガー方程式を考える．i∂tu + 1
24u − V (t, x)u = 0, (t, x) ∈ R × Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,
(5.1)

ここで，i =
√
−1, u : R × Rn → C, 4 =

∑n
j=1

∂2

∂x2
j
である. V (t, x)は C∞(R × Rn)の実数値

関数で，0 ≤ ρ < 2を満たすある ρに対して，次を満たすとする：
　　任意の多重指数 αに対して，ある Cαが存在して，

|∂α
x V (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|, ((t, x) ∈ R × Rn).
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ϕ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}とし，ϕ(t, x) = U(t)ϕ0(x) = F−1
ξ→x[e−it|ξ|2/2Fϕ0(ξ)](x) とおく．このと

き，部分積分により

Wϕ(t,·)

[
i∂tu(t, ·) +

1
2
4u(t, ·)

]
(x, ξ) =

(
i∂t + iξ · ∇x − 1

2
|ξ|2

)
Wϕ(t,·)[u(t, ·)](x, ξ)

+ Wi∂tϕ(t,·)+ 1
2
4ϕ(t,·)[u(t, ·)](x, ξ) (5.2)

となるが，i∂tϕ(t, x) + 1
24ϕ(t, x) = 0であることにより，(5.1)は次のような 1階の偏微分方

程式に変換される．
(
i∂t + iξ · ∇x − i∇xV (t, x) · ∇ξ − 1

2 |ξ|
2 − Ṽ (t, x)

)
× Wϕ(t,·)[u(t, ·)](x, ξ) = R[ϕ, u](t, x, ξ),

Wϕ(0,·)[u(0, ·)](x, ξ) = Wϕ0u0(x, ξ),

(5.3)

ただし，Ṽ (t, x) = V (t, x) −∇xV (t, x) · xかつ

R[ϕ, u](t, x, ξ) =
∑
|α|=2

1
α!

∫
ϕ(t, y − x)

×
(∫ 1

0
∂αV (t, x + θ(y − x))(1 − θ)dθ

)
(y − x)αu(t, y)e−iξydy

である．(5.3)に特性曲線の方法を用いることにより次の表示を得る．

Wϕ(t,·)[u(t, ·)](x, ξ) = e−iA(t,x,ξ)Wϕ0u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))

− i

∫ t

0
e−iB(t,x,ξ)R[ϕ, u](s, x(s; t, x, ξ), ξ(s; t, x, ξ))|ds. (5.4)

ここで，
A(t, x, ξ) =

∫ t

0
{1
2
|ξ(s; t, x, ξ)|2 + Ṽ (s, x(s; t, x, ξ))}ds,

B(t, x, ξ) =
∫ t

s
{1
2
|ξ(τ ; t, x, ξ)|2 + Ṽ (τ, x(τ ; t, x, ξ))}dτ

であり，x(s; t, x, ξ), ξ(s; t, x, ξ)は常微分方程式系ẋ(s) = ξ(s), x(t) = x,

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s)), ξ(t) = ξ.

の解である．(5.4)と定理 1.6より, (x0, ξ0) /∈ WF (u(t, ·))であることは適当な領域内の (x, ξ)
に対して∣∣∣e−iA(t,x,λξ)Wϕ0u0(x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ))

− i

∫ t

0
e−iB(t,x,ξ)R[ϕλ, u](s, x(s; t, x, λξ), ξ(s; t, x, λξ))ds

∣∣∣
≤ CN,a,ϕ0λ

−N , (λ ≥ 1)

が成り立つことと同値であることがわかる．このことにより，以下の定理を示すことができる．
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定理 5.1. (K. Kato and S. Ito [7, Theorem 1.2]) b = (2 − ρ)/4とする. u0(x) ∈ L2(Rn)と
し，u(t, x)は (5.1)の解で C(R; L2(Rn))に属するとする．このとき，(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x))
ならば，ある x0の近傍K と ξ0の近傍 V が存在して次を満たす：　　任意のN ∈ N, a ≥ 1,
ϕ0(x) ∈ S(Rn)\{0}に対して，CN,a,ϕ0 > 0が存在して

|Wϕλ(−t,·)u0(x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ))| ≤ CN,a,ϕ0λ
−N

(λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ V ∩ {ξ ∈ Rn | a−1 ≤ |ξ| ≤ a}

を満たす．ただし ϕλ(t, x) = U(t)(λbn/2ϕ0(λbx))とする. また，逆も成り立つ．
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球多様体への可視的作用とその応用について

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所　田中 雄一郎∗

2015年 9月 4日

概要

連結複素簡約代数群 Gの作用する複素球多様体に対し、Gのコンパクト実形が強
可視的に作用することについて述べます。また、リーマン弱対称空間上の調和解析に

対する応用にも少し触れます。

0 導入

群Gの表現G ↷ V（複素線型空間V への線型な作用）は、V 上のG絡作用素の環EndG(V )
（Gの作用と互換性のある線型作用素のなす環）が可換であるとき、無重複であると言われ
ます。リー群の無重複な表現を統一的に扱うことを目的として、小林俊行氏は複素多様体

への可視的な作用の理論を導入しました。

定義 0.1 ([Ko05]). 連結複素多様体Xにリー群Gが正則に作用しているとする。次の 2つ
の条件が満たされるならば、作用は強可視的であると言う。

• X の実部分多様体 S が存在して、S と交わるような全ての G軌道の和集合 X ′ :=
G · S =

∪
s∈S G · sがXの空でない開集合となる。

• X ′上に反正則な微分同相写像σ : X ′ → X ′が存在して、σ|S = idSかつσ(G·x) = G·x
（x ∈ X ′）が成り立つ。

実際、次の定理を用いることによって、可視的作用から無重複表現を得ることができ

ます。

定理 0.2 ([Ko13]). Gをリー群、W → Xを連結複素多様体X上のG同変な正則エルミー
トベクトル束とする。また、V をGのユニタリ表現とする。以下に挙げる条件が満たされ
るならば、V は無重複である。

• 正則ベクトル束Wの大域切断の空間O(X,W)へのG同変な埋め込みV ↪→ O(X,W)
が存在する。

• 底空間XへのGの作用は強可視的である（定義 0.1の記号に則る）。

• ファイバーWs（s ∈ S）への固定化部分群Gsの作用は無重複である。

（加えて、σに関するいくつかの整合性条件を仮定する。詳しくは [Ko13]。）

∗本研究は日本学術振興会特別研究員奨励費（15J05410）からの助成を受けています。
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特にW が線束であるときを考えると、ファイバーWsの無重複性は自明になります。

よっておおまかには、可視的ならば無重複である、ということができます。そこで、その

逆は成り立つか？ということを考えます。この記事では、この問題を複素球多様体に対し

て考えることにします。

定義 0.3 (c.f. [Wo, Chapter 12]). 連結複素簡約代数群Gが連結複素代数多様体Xに代数
的に作用しているとする。Gのボレル部分群BがX 上に開軌道を持つとき、X は複素球
多様体であるという。

連結複素簡約代数群 Gの複素対称空間 G/H は複素球多様体の例になります（岩澤分
解）。複素球多様体は無重複空間とも呼ばれます。

定理 0.4 ([VK]). 連結複素簡約代数群Gの複素等質空間G/Hに対し、G/Hが複素球多様
体であることと、任意のG-線束L → G/Hの大域切断の空間C[G/H,L]が無重複であるこ
ととは同値である。

定理 0.4において、Hも複素簡約代数群であるような場合には多項式の空間C[G/H]だ
けを考えれば十分です。この定理の言うように、無重複であることと球多様体であること

とは同値でありますので、無重複ならば可視的か？と問うことは、球多様体には可視的作

用があるか？と問うことと同じです。この問題に対し、コンパクトリー群の作用について

は以下のような肯定的な結果があります。

定理 0.5 (T-). Gを連結複素簡約代数群、X をGの複素球多様体とし、また U をGのコ
ンパクト実形とする。このとき U のXへの作用は強可視的である。

次節では可視的作用に関する先行結果の紹介をします。次々節では定理 0.5の証明につ
いて、最後の節では調和解析への応用について述べます。

1 可視的作用に関する先行結果の紹介

この節では複素対称空間、エルミート対称空間、複素線型空間、複素旗多様体、いくつかの

複素簡約型等質球多様体並びに、複素冪零軌道への可視的作用に関する結果を紹介します。

定理 1.1 ([Ko05]). Gを連結複素簡約代数群、G/Hを複素対称空間とする。また、U をG
のコンパクト実形とする。このとき U のG/Hへの作用は強可視的である。

この定理の設定においては一般化カルタン分解 [Fl, La]を用いてスライスを具体的に構
成することができ、また、反正則な微分同相写像もカルタン対合とHに対応する対合とか
ら得ることができます。

定理 1.2 ([Ko07b]). Gをエルミート型実単純リー群、G/Kをエルミート対称空間とする。
また、HをGの対称部分群（即ちGのある対合 τ についてGτ

0 ⊂ H ⊂ Gτ）とする。この

ときHのG/Kへの作用は強可視的である。

この定理の設定においてもやはり一般化カルタン分解 [Fl]を用いて具体的にスライスを
構成することができます。難しいのは適当な反正則微分同相写像を構成することですが、

ほとんどの場合に対称対の分類とイプシロン族を用いて作ることができます。また、興味

深いのがエルミート対称空間G/KにおいてKを定める対合とHを定める対合とが可換に
取れない場合でありまして、具体的な計算によって性質の良い部分群を見つけることが鍵

となります。
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定理 1.3 ([Sa09, Sa11a]). Gを連結複素簡約代数群、V をGの有限次元表現とする。また、
U をGのコンパクト実形とする。もし V がGの複素球多様体であるならば、U の V への
作用は強可視的である。

この定理は V の分類 [BR, Ka, Le]を用いていくつかの系列に分けた上で、系列ごとに
具体的な計算による証明がなされています。それゆえ、スライスの具体的な形を知ること

ができます。また、反正則微分同相写像としては（V の複素構造に関する）複素共役写像
を取ることができます。

定理 1.4 ([Ko07a, Ta]). Gを連結複素簡約代数群、P を放物型部分群とし、またHをGの
レビ部分群とする。もしG/P がHの複素球多様体であるならば、Hのコンパクト実形は
G/P に強可視的に作用する。

この定理においては、小林氏によって導入された編み上げの手法を用い、レビ部分群

に関する両側剰余分解を対称部分群に関するそれ [HPTT, Ho, Ma97]へと帰着することに
よってスライスが構成されています（各論によりますが、次節で説明する方法でより抽象

的な証明も可能です）。また、反正則微分同相写像としては、Gの正規実形を定める反正
則対合を取ることができます。

定理 1.5 ([Sa10a, Sa10b, Sa11b]). G/Hを、以下に挙げる複素簡約型等質球多様体の内の
1つとする。

SL(m+ n,C)/(SL(m,C)× SL(n,C)) (m ̸= n),

SO(4n+ 2,C)/SL(2n+ 1,C),
SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C),

E6(C)/SO(10,C),
SO(8,C)/G2(C)

このとき、Gのコンパクト実形のG/Hへの作用は強可視的である。

SO(8,C)/G2(C)に対しては、八元数を用いた具体的な実現に基づいた証明が与えられ
ています。それ以外については、編み上げの手法によって対称部分群に関する両側剰余分

解 [Fl, La]へと帰着することでスライスを構成することができます。また、反正則微分同
相写像としてGの正規実形に対応する反正則対合を取ることができます。

定理 1.6 ([Ko05, Sa]). Gを連結複素簡約代数群、XをGの複素冪零軌道、U をGのコン
パクト実形とする。XがGの複素球多様体ならば、U のXへの作用は強可視的である。

この定理は、U のレビ部分群による複素線型空間に対する可視的作用を、U の複素冪
零軌道に対するそれへと誘導することによって証明されます（可視的作用の誘導法）。

2 複素球多様体への可視的作用

Gを連結複素簡約代数群とし、X をGの複素球多様体、U をGのコンパクト実形としま
す。目標は、U のXへの作用の強可視性を示すことです。まず、

Xが等質空間のときに示せば十分である

ことに注意します。これは、次の 2点から従います。
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• 可視的作用の定義 0.1より、Xを、U作用で閉じているような空でない開部分集合で
置き換えることができる。

• 複素球多様体の定義 0.3より、Gのボレル部分群はX 上に開軌道を持つ。よって特
に、G自身もX上に開軌道（即ちGの等質空間）を持つ。

よって以降では、Xを複素等質球多様体G/Hに置き換えて考えます。
複素代数多様体が等質空間に置き換わってかなり簡単になりました。ところが一般に等

質空間G/H のH は、たとえG/H が複素球多様体であるという仮定の下であっても、簡
約群でもなければ冪零群でも可解群でもないよく分からない群となります。ここで、次の

定理が役に立ちます。

定理 2.1 ([Mo]). Gの複素代数部分群H に対し、H を含むような放物型部分群 P が存在
する。

つまり、極大な部分群は放物型部分群である、ということです。この定理によって次の

表示を得ます。

G/H ≃G G×P P/H

ただし、≃KでK-多様体としての同型を表すこととします。ここで 2点大切なことがあり
ます。1つ目は、このファイバー束としての表示における底空間であるところの複素旗多
様体G/P に対しては豊富な研究があり、よく分かるということです。2つ目は、

ファイバー P/Hがシュタイン多様体となるように P を取ることができる

ということです。これは、上の P をRadu(P )がRadu(H)を含むように取ることができる
ためです。ただし、Radu(K)で複素代数群Kの冪単根基を表すこととします。このような
取り方で P/Hがシュタイン多様体になることは次の定理に依ります。

定理 2.2 ([MM]). 正則主ファイバー束 (E,B,G)に対して、全空間Eがシュタインであり、
かつ構造群Gが連結複素簡約代数群であるならば、底空間Bもまたシュタインである。

ここで、複素旗多様体G/P にはコンパクト実形U が推移的に作用する（岩澤分解）こ
とを用いると、次を得ます。

G/H ≃G G×P P/H ≃U U ×UL
P/H

ただし、UL = U ∩ P と置いています。即ちULは P のレビ部分（極大簡約部分群）Lのコ
ンパクト実形であり、U のレビ部分群です。ここで大切なことが、

G/Hへの U の作用の可視性が、レビ部分群 ULの P/Hへの作用の可視性に帰着された

ということです。これで、群 U はより小さな群 ULに、よく分からない等質空間G/H は
シュタイン多様体 P/Hに置き換わりました。さらに、P/Hは単にシュタインであるだけ
でなく実はアファイン代数多様体でありますので [Na]、P/H を L-多様体と見ると、次の
定理を適用することができます。ここで、G/HがGの複素球多様体であるならば、P/H
は Lの複素球多様体であることに注意します。

定理 2.3 ([Ak]). Kを連結複素簡約代数群、ZをKの複素球多様体であって、滑らかかつ
アファインなものとする。また、νをKの正規実形を定める反正則対合とする。このとき
反正則対合 σ : Z → Zが存在して σ(kz) = ν(k)σ(z)を満たす（k ∈ K, z ∈ Z）。また、Z
の σ固定点集合Zσは空でない。
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この定理 2.3と次の定理とを合わせることで、ULのP/Hへの作用が強可視的であるこ
とが分かります。

定理 2.4 (T-). Kを連結複素簡約代数群、ZをKの複素球多様体とする。また、νをKの正
規実形を定める反正則対合とする。もし反正則対合σ : Z → Zが存在してσ(kz) = ν(k)σ(z)
（k ∈ K, z ∈ Z）を満たし、かつZσが空でないならば、Kのコンパクト実形はZに強可視
的に作用する。

このように、滑らかなアファイン代数的球多様体へのレビ部分群の可視的作用からの

誘導という形で、一般の複素球多様体へのコンパクト実形の可視的作用を得ることができ

ます。

3 調和解析への応用

この節ではGは実簡約群、Hは等質空間G/Hが連結となるような（コンパクトな）ゲル
ファンド部分群、即ちG/H がリーマン弱対称空間となることを仮定します。前節におい
て、一般の複素球多様体への作用の可視性が、滑らかなアファイン代数的球多様体への作

用のそれへと帰着されることを見ました。滑らかなアファイン代数的球多様体への作用の

可視性の証明と同じ手法によって、次を示すことができます。

G = HAMHを満たすようなレビ部分群AM が存在する。

さらに、「ほとんどの場合」に次のことも分かります：あるGのコンパクト対称部分群K
が存在して、K = MHが成り立つ。また、これが成り立たない場合は、G/Hが既約とい
う仮定の下においてHは非対称ポーラー部分群となります。
ここで大切なことは、AMは元のGよりも次元の小さな実簡約群であって、さらに、H

を通してリーマン対称対 (G,K)とつながっている、という点です。即ち、より低い次元の
群に関する結果とリーマン対称空間に対する結果とを合わせて、リーマン弱対称空間に対

する結果が得られると期待できる、ということです。例えば、リーマン対称空間上の帯球

関数とより低い次元のリーマン弱対称空間上のそれとを、積分を用いて組み合わせること

により、より大きな次元のリーマン弱対称空間上の帯球関数を構成することができます。
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等質錐の基本相対不変式に付随する

一般化された b-関数

九州大学大学院・数理学研究院 中島 秀斗*1 (Hideto NAKASHIMA)

Faculty of Mathematics,

Kyushu University

概要

簡約な概均質ベクトル空間の理論において b-関数は重要な役割を果たす．本稿で

は等質錐に単純推移的に作用する分裂可解 Lie 群から得られる概均質ベクトル空間

上へ，b-関数を一般化する．そして，等質錐上の Laplace変換を利用してその具体的

表示を与える．

序文．

簡約な概均質ベクトル空間 (G, ρ, V )の相対不変式 f(x) (x ∈ V )は b-関数と呼ばれる

多項式を持つ．この b-関数は概均質ベクトル空間のゼータ関数あるいは局所ゼータ関数の

極の位置や関数等式に現れるガンマ因子の形を統制しており，概均質ベクトル空間の研究

において重要な役割を果たしている．一方で等質錐は分裂可解 Lie群が推移的に作用して

おり，その複素化を考えることにより自然に (簡約でない)可解な概均質ベクトル空間を

構成できる．本稿ではこの概均質ベクトル空間上において一般化された b-関数を定義し，

その具体的表示を与える．

V を有限次元実ベクトル空間とし，Ω ⊂ V を階数 r の正則な開凸錐とする．Ωが等質

であるとは，Ω を不変にする GL(V ) の部分群 G(Ω) が Ω に推移的に作用することであ

り，本稿では Ωは常に等質であることを仮定する．等質錐 Ωは基本相対不変式と呼ばれ

る既約多項式 ∆1(x), . . . ,∆r(x) (x ∈ V ) を持ち，Ωはそれらの正値集合

Ω = {x ∈ V ; ∆1(x) > 0, . . . ,∆r(x) > 0}

として記述される (cf. Ishi–Nomura [6])．また G(Ω) の部分群であり，Ω に単純推移的

*1 h-nakashima@math.kyushu-u.ac.jp
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に作用する分裂可解 Lie 群 H が存在する．H は分裂可解であるので，その対角成分を

t1, . . . , tr とすれば，H の有理指標 χ : H → Rは ν = (ν1, . . . , νr) ∈ Rr を用いて

χ(h) = χν(h) = eν1t1+···+νrtr (h ∈ H)

と表せる．ここで Ω 上の関数 f に対して，H のある有理指標 χ = χν が存在して

f(ρ(h)x) = χ(h)f(x) (h ∈ H, x ∈ Ω)が成り立つとき，f は H-相対不変であるという．

このとき ν ∈ Rr を f の指数と呼び，指数 ν ∈ Rr を持つ相対不変関数を ∆ν(x)で表す．

基本相対不変式 ∆j(x) は H-相対不変であり，その指数を σj = (σj1, . . . , σjr) としたと

き，それらを並べた行列 σ を等質錐 Ωの指数行列と呼ぶ：

σ =

σ1
...
σr

 = (σjk)1≤j,k≤r.

[8]により，指数行列を求めるアルゴリズムが与えられている. また,基本相対不変式の冪

積を ∆ν(x) = ∆1(x)
ν1 · · ·∆r(x)

νr (x ∈ Ω) とすれば，∆ν(x) = ∆νσ(x)が成り立つ．

V の内積を ⟨ · | · ⟩とし，この内積に関する Ωの双対錐を Ω∗ と書く．Ω∗ の基本相対不

変式を∆∗
1(y), . . . ,∆

∗
r(y)とし，その指数行列を σ∗ とする．ここで双対錐 Ω∗ 上の多項式

p(y) に対して，微分作用素 p(Dx) を p(Dx)e
⟨x |y ⟩ = p(y)e⟨x |y ⟩ を満たすものと定義す

る．さらに ∆
ν∗

∗ (y) = ∆∗
1(y)

ν∗
1 · · ·∆∗

r(y)
ν∗
r とおき，Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)が

ν′ := νσσ−1
∗ ∈ Zr

≥0 であるとき，f の一般化された b-関数 b(s)を以下により定義する：

∆ν′

∗ (Dx)∆
ν(x)s+1 = b(s)∆ν(x)s (x ∈ Ω).

この b-関数を計算するため，双対錐 Ω∗ 上の相対不変関数 ∆
ν∗

∗ (y) の Laplace 変換

L[∆ν∗

∗ ](x)を定義する (cf. §3)．この Laplace変換は以下を満たす (cf. 式 (3.4))：

L[∆ν∗

∗ ](x) =
1

∆ν̃∗
(x)

(x ∈ Ω; ただし ν̃∗ = ν∗σ∗σ
−1 とおいた).

さて γ := νσ とおき，また V の “非対角成分” の空間 Vkj の次元を用いて，m̃j :=

1+(1/2)
∑

k>j dimVkj とおく (cf. 式 (2.1))．このとき Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)

の一般化された b-関数 b(s)は

b(s) =
r∏

j=1

γj−1∏
k=0

(γjs+ m̃j + k)

と計算される (定理 4.3)．既約な簡約概均質ベクトル空間の b-関数の導出は統一的ではな

く難しい場合もあるが，本稿で扱った可解な概均質ベクトル空間の b-関数の導出は統一的
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であり，興味深い結果となった．一方で既約な等質錐 Ω上では ∆ν(x)および ∆
ν′

∗ (y) が

共に定数でない多項式になることができるのは Ωが対称錐のとき，そしてそのときに限

る (cf. 定理 4.4) ので，Ωが対称でなければ，∆ν(x)と ∆
ν′

∗ (y)がともに一般化された b-

関数を持つことはない．さらに簡約な概均質ベクトル空間の持つ “相対不変式 f(x)の b-

関数とそれに対応する f∗(y)の b-関数が一致する” という性質は一般には持たないなど，

簡約なものとは異なった様相を見せている点も興味深い．

謝辞. 本研究のきっかけを与えてくださった城西大学の小木曽岳義先生に，心より感謝申

し上げます．

1 概均質ベクトル空間

G を複素数体上の群とし，n-次元複素ベクトル空間 V における有理表現を ρ : G →
GL(V )と書く．このとき三つ組 (G, ρ, V )が概均質ベクトル空間であるとは，ρが Zariski

位相で稠密な G-軌道を持つとき，すなわち V のある点 v について ρ(G)v = V (ただし

は Zariski 閉包を表す) となることである．ここで群 G が簡約な代数群であるとき，

(G, ρ, V )を簡約な概均質ベクトル空間という．概均質ベクトル空間の特異集合 S を

S :=
{
v ∈ V ; ρ(G)v ̸= V

}
により定義する．V 上の恒等的に零ではない有理関数 f が相対不変式であるとは，Gのあ

る有理指標 χが存在して f(ρ(g)x) = χ(g)f(x) (g ∈ G, x ∈ V \ S)が成り立つことであ
る．V の双対ベクトル空間 V ∗ = {f : V → C; 線型写像 }に対し，f(v)を ⟨f |v ⟩と表す
ことにする．このとき ⟨ρ(g)v |ρ∗(g)f ⟩ = ⟨v |f ⟩ なる関係式により G の V ∗ における反

傾表現 ρ∗ : G → GL(V ∗) が得られる．三つ組 (G, ρ∗, V ∗) は一般には概均質ベクトル空

間になるとは限らないが，これが概均質ベクトル空間となるとき，これを (G, ρ, V )と双対

な概均質ベクトル空間と呼ぶ．(G, ρ, V )の相対不変式 f に対して，関数 φf : V \S → V ∗

を φf = grad log f により定義する．Imφf = V ∗ となる相対不変式 f を非退化な相対不

変式と呼び，非退化な相対不変式を持つ概均質ベクトル空間を正則な概均質ベクトル空間

と呼ぶ．

V の基底を一つ取り固定し，この基底に関して x ∈ V を x = (x1, . . . , xn)のように表

す．ベクトル α = (α1, . . . , αn)に対して xα := xα1
1 · · ·xαn

n を多重指数とし，V 上の多項

式関数 pを p(x) =
∑

α aαx
α (x ∈ V ) のように表したとき，微分作用素 p(Dx)を

p(Dx) =
∑
α

aα

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xr

)αr

=
∑
α

aα

(
∂

∂x

)α
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により定義する．この微分作用素は p(Dx)e
⟨x |y ⟩ = p(y)e⟨x |y ⟩ を満たす微分作用素とし

て特徴付けられる．このとき概均質ベクトル空間における相対不変式 f の b-関数は以下

の定理より導入される．

定理 1.1 (cf. Kimura [7]). (G, ρ, V ) が簡約な概均質ベクトル空間とすると，その双対

(G, ρ∗, V ∗)も概均質ベクトル空間である．また f(x)を (G, ρ, V )の有理指標 χに対応す

る d次の相対不変多項式ならば，(G, ρ∗, V ∗)には χ−1 に対応する d次の相対不変多項式

f∗(y)が存在し，次の関係式を満たす多項式関数 b(s)が存在する:

f∗(Dx)f(x)
s+1 = b(s)f(x)s (x ∈ V \ S). (1.1)

この多項式関数 b(s)を相対不変式 f の b-関数と呼ぶ．b-関数は概均質ベクトル空間の

ゼータ関数や局所ゼータ関数の極の位置，関数等式に現れるガンマ因子の形を統制してお

り，概均質ベクトル空間の研究において重要な役割を果たしている．また b-関数は次のよ

うな関数等式を満たしている：

b(s) = (−1)d · b
(
−s− n

d
− 1

)
. (1.2)

例 1.2. G = GL(n,C)，V = Sym(n,C) とし，G の V 上の作用を ρ(g)x := gx tg

(g ∈ G, x ∈ V ) により定義すると，この三つ組 (G, ρ, V )は概均質ベクトル空間となる．

また f(x) = detxとするとこれは既約な相対不変式となり，特に f の b-関数は

b(s) =

n∏
j=1

(
s+

j + 1

2

)
= (s+ 1)

(
s+

3

2

)
· · ·

(
s+

n+ 1

2

)

で与えられる．このとき b-関数の関数等式 b(s) = (−1)n · b(−s − n+3
2 ) が成り立つこと

を確認するのは容易い．

2 等質錐

V を有限次元実ベクトル空間とし，その開部分集合 Ω ⊂ V が，任意の正数 λ, µ およ

び x, y ∈ Ω に対して λx + µy ∈ Ω となるとき，開凸錐と呼ぶ．また開凸錐 Ω が直線を

含まないとき，正則であるという．V 上の一般線型群 GL(V ) の部分群で，Ω を不変に

する部分群を G(Ω) = {g ∈ GL(V ); g(Ω) = Ω}とおけば G(Ω)は GL(V )の閉部分群と

なり，したがって線型 Lie 群となる．ここで x, y ∈ Ω に対してある g ∈ G(Ω) が存在し

x = gy となるとき，すなわち G(Ω)が Ωに推移的に作用するとき，開凸錐 Ωは等質であ
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るという．本稿では Ωは常に正則な等質開凸錐であると仮定し，以後単に等質錐と呼ぶ．

Vinberg [11] にあるように，Ω に単純推移的に作用する分裂可解 Lie 部分群 H ⊂ G(Ω)

が存在する．

等質錐の例を挙げよう．SN := Sym(N,R)とおきその中で正定値なもの全体のなす集
合を S+

N で表すと，S+
N は開凸錐となる．ここで g ∈ GL(N,R)に対して ρ(g)x := gx tg

(x ∈ S+
N ) により S+

N 上の作用を定義すると，この作用により S+
N は等質錐となる．さら

に HN を GL(N,R)の部分群で対角成分が正である下三角行列とすれば，HN は ρによ

り S+
N に単純推移的に作用する (cf. Cholesky分解)．

Ishi [5]に従い，SN の部分空間の中で等質錐を構成することを考えよう．自然数 N を

N = n1 + · · ·+ nr と分割する．そして Vlk ⊂ Mat(nl, nk; R) (k ≤ l) を次の条件を満た

す行列空間の族とする：

(V0) Vkk = RInk
(k = 1, . . . , r),

(V1) A ∈ Vlk, B ∈ Vkj ⇒ AB ∈ Vlj (j < k < l),

(V2) A ∈ Vlj , B ∈ Vkj ⇒ A tB ∈ Vlk (j < k < l),

(V3) A ∈ Vkj ⇒ A tA ∈ Vkk (j < k).

これらを用いて SN の部分空間 ZV を

ZV :=

x =


X11

tX21 · · · tXr1

X21 X22
. . . tXr2

...
. . .

Xr1 Xr2 · · · Xrr

 ;
Xkk = xkkInk

,
(xkk ∈ R)
Xlk ∈ Vlk

 ⊂ SN (2.1)

により定義すると，ZV の中で正定値なもののなす集合 PV := ZV ∩ S+
N は等質錐となる．

実際，

HV :=

h =


T11

T21 T22

...
. . .

Tr1 Tr2 · · · Trr

 ;
Tkk = e

1
2 tkInk

(tk ∈ R)
Tlk ∈ Vlk

 ⊂ HN

とおけば，ρ(h)x = hx th (h ∈ HV , x ∈ PV) により HV は PV に単純推移的に作用して

いる．実は Ishi [5]にあるように，任意の等質錐 Ωはこのように構成されたある PV と線

型同型になり，Ωに単純推移的に作用する分裂可解 Lie群 H は対応する HV と同型にな

ることが知られている．本稿で扱う等質錐はすべてこのような形で実現されているとす

る．また，ここで現れる分割の個数 r を等質錐の階数という．
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等質錐上の相対不変関数を定義しよう．H は三角行列で表されているので，H 上の任

意の有理指標 χはある ν = (ν1, . . . , νr) ∈ Rr を用いて

χ(h) = χν(h) = eν1t1+···+νrtr (h ∈ H)

と表せる．Ω上の関数 f がH に関して相対不変であるとは，H 上のある有理指標 χ = χν

(ν ∈ Rr)が存在して f(ρ(h)x) = χ(h)f(x) (h ∈ H, x ∈ Ω)が成り立つこととし，ν を相

対不変関数 f の指数という．以後単に相対不変といえば H に関して相対不変のこととす

る．等質錐 Ω上の相対不変な既約多項式は丁度 r 個存在し，任意の相対不変な多項式は

それらのべき積で表される (cf. Ishi [4])．すなわちその既約多項式を ∆1(x), . . . ,∆r(x)

とかけば，任意の相対不変多項式 p(x)は

p(x) = (const.)∆1(x)
m1 · · ·∆r(x)

mr (x ∈ V ;m1, . . . ,mr ∈ Z≥0)

となる．さらに Ωはそれらの正値集合として表されることが知られている (cf. [6]):

Ω = {x ∈ V ; ∆1(x) > 0, . . . ,∆r(x) > 0} .

この既約多項式∆1(x), . . . ,∆r(x) を等質錐 Ωの基本相対不変式と呼ぶ．∆j(x)の指数を

σj = (σj1, . . . , σjr)とするとき，それらを並べて得られる r 次の正方行列

σ =

σ1
...
σr

 = (σjk)1≤j,k≤r

を等質錐 Ωの指数行列と呼ぶ．Ishi [4]で与えられているその構成法から，基本相対不変

式の順番を適当にとれば，σ は下三角行列でその対角成分はすべて 1となるので，以後 Ω

の基本相対不変式はこの順番で並んでいるとする．また [8]により，指数行列の計算アル

ゴリズムが与えられている．

さて V の内積 ⟨ · | · ⟩は ⟨x |y ⟩ := Tr(xy)により与えられているとする．このとき V の

部分集合 Ω∗ を
Ω∗ :=

{
x ∈ V ; ⟨x |y ⟩ > 0 for all y ∈ Ω \ {0}

}
により定義すると Ω∗ は開凸錐になるが，さらに Ω∗ は反傾表現 ρ∗ により等質となる．こ

こで ρの反傾表現 ρ∗とは ⟨ρ(h)x |ρ∗(h)y ⟩ = ⟨x |y ⟩ (h ∈ H, x, y ∈ V ) を満たすH の V

における有理表現である．よってΩ∗は階数 rの等質錐となり，これをΩの双対錐と呼ぶ．

作用が反傾であることを踏まえ Ω∗ 上の関数 f が H-相対不変であるということを，H の

ある有理表現 χν∗ (ν∗ ∈ Rr) が存在して任意の h ∈ H に対して f(ρ∗(h)y) = χ−1
ν∗ (h)f(y)
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(y ∈ Ω∗) を満たすことと定義し，この ν∗ を Ω∗ の相対不変関数 f の指数と呼ぶ．さて

Ωと同様に，Ω∗ の基本相対不変式∆∗
1(y), . . . ,∆

∗
r(y) の指数を σ∗

j = (σ∗
j1, . . . , σ

∗
jr) とし，

それらを並べ指数行列

σ∗ =

σ∗
1
...
σ∗
r

 = (σ∗
jk)1≤j,k≤r

を構成する．ここで H が反傾で作用しているので，∆∗
1(y), . . . ,∆

∗
r(y)の順番を適当に並

び替えることにより σ∗ を上三角行列にすることができるので，以後∆∗
1(y), . . . ,∆

∗
r(y)は

この順番で並んでいるとする．

例 2.1. V を以下のような 5次元の実ベクトル空間とし，Ω := V ∩ S+
5 とおく：

V =

x =


x1 0 x2 0
0 x1 0 x4

x2 0 x3 0
0 x4 0 x5

 ; x1, . . . , x5 ∈ R

 .

この Ωは非対称な等質錐としては最低次元のものであり，Vinberg錐と呼ばれる．Ωの

基本相対不変式 ∆1(x),∆2(x),∆3(x)は x ∈ V の左上からの小行列式の既約因子

∆1(x) = x1, ∆2(x) = x1x3 − x2
2, ∆3(x) = x1x5 − x2

4 (x ∈ V ) (2.2)

である．また V ∗ を次のような 5次元の実ベクトル空間とし，Ω∗ := V ∗ ∩ S+
3 とおく：

V ∗ =

y =

y1 y2 y4
y2 y3 0
y4 0 y5

 ; y1, . . . , y5 ∈ R

．
ここで V と V ∗ との双対ペア ⟨x |y ⟩を

⟨x |y ⟩ = x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + 2x4y4 + x5y5 (x ∈ V, y ∈ V ∗)

とすれば，Ω∗ は ⟨ · | · ⟩に関する Ωの双対錐となる．その基本相対不変式は y ∈ V ∗ の右

下からの小行列式

∆∗
1(y) = y1y3y5 − y3y

2
4 − y5y

2
2 , ∆∗

2(y) = y3, ∆∗
3(y) = y5 (y ∈ V ∗) (2.3)

で与えられるので，Ωおよび Ω∗ の指数行列 σ, σ∗ はそれぞれ以下のようになる:

σ =

1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , σ∗ =

1 1 1
0 1 0
0 0 1

 .
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VC, HC をそれぞれ V , H の複素化とし，基本相対不変式 ∆1, . . . ,∆r や有理表現 ρ

を複素正則に拡張する．すると，三つ組 (VC, ρ,HC) は正則な概均質ベクトル空間とな

り，特に HC は簡約でなく可解 Lie 群である．この概均質ベクトル空間の特異集合は

S := {w ∈ VC; ∆j(w) = 0 for some j} である．本稿ではこのタイプの概均質ベクトル
空間において相対不変式の b-関数を考察するが，b-関数は概均質ベクトル空間の実構造に

は依らないので，以降ではすべて実数体上で考察する．

3 Laplace変換

前節の記号を引き続き用いる．指数 s∗ ∈ Rr を持つ Ω∗ の相対不変関数を ∆∗
s∗(y)で表

し，次の積分を考える:

ΓΩ∗(s∗) :=

∫
Ω∗

e−⟨y |e⟩∆∗
s∗(y) dµ(y). (3.1)

ここで dµは Ω∗ 上の Haar測度である．mj :=
∑

k>j dimVkj とおく．

定理 3.1 (Gindikin [3]). 積分 (3.1) は s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
r) ∈ Rr が任意の j に対して

s∗j > 1
2mj を満たすとき収束し，そのとき ΓΩ∗(s∗)は以下で与えられる：

ΓΩ∗(s∗) =
π(dimV−r)/2

2r

r∏
j=1

Γ
(
s∗j −

mj

2

)
.

ただし Γは通常のガンマ関数である：

Γ(s) :=

∫ ∞

0

e−xxs−1 dx (s > 0).

この関数 ΓΩ∗ を双対錐 Ω∗ のガンマ関数と呼び，これを用いて相対不変関数の Laplace

変換 Lを
L[∆∗

s∗ ](x) :=
1

ΓΩ∗(s∗)

∫
Ω∗

e−⟨x |y ⟩∆∗
s∗(y) dµ(y) (x ∈ Ω) (3.2)

により定義する．∆s(x)を指数 s ∈ Rr をもつ Ωの相対不変関数とすると，次が成り立つ

ことが知られている．

定理 3.2 (Gindikin [3]). 積分 (3.2) は，s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
r) ∈ Rr が任意の j に対して

s∗j > 1
2mj を満たすとき，そしてそのときに限り収束する．そのとき L[∆∗

s∗ ](x)は Ω上

の相対不変関数となり，以下で与えられる：

L[∆∗
s∗ ](x) = ∆−s∗(x) (x ∈ Ω).
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整数ベクトル ν, ν∗ ∈ Zr に対して，Ωおよび Ω∗ それぞれの基本相対不変式の冪積を

∆ν(x) := ∆1(x)
ν1 · · ·∆r(x)

νr (x ∈ Ω),

∆
ν∗

∗ (y) := ∆∗
1(y)

ν∗
1 · · ·∆∗

r(y)
ν∗
r (y ∈ Ω∗)

のように表す．このとき指数行列の定義より

∆ν(x) = ∆νσ(x), ∆ν∗

∗ (y) = ∆∗
ν∗σ∗

(y) (x ∈ Ω, y ∈ Ω∗) (3.3)

が成り立つことに注意し，式 (3.3)と定理 3.2を合わせると次を得る：

L[∆ν∗

∗ ](x) =
1

∆ν̃∗
(x)

(x ∈ Ω; ただし ν̃∗ := ν∗σ∗σ
−1 とおいた). (3.4)

例 3.3. Ωを Vinberg錐とし，Ω∗ をその双対錐とする (例 2.1を参照)．Ωの基本相対不

変式 ∆1(x),∆2(x),∆3(x) および Ω∗ の基本相対不変式 ∆∗
1(y),∆

∗
2(y),∆

∗
3(y) はそれぞれ

式 (2.2)および式 (2.3)で与えられる．このとき

σ∗σ
−1 =

1 1 1
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 =

−1 1 1
−1 1 0
−1 0 1


であるので，∆

ν∗

∗ (y) (ν∗ = (ν∗1 , ν
∗
2 , ν

∗
3 ) ∈ Z3

≥0)の Laplace変換は次で与えられる:

L[∆ν∗

∗ ](x) =
∆1(x)

ν∗
1+ν∗

2+ν∗
3

∆2(x)ν
∗
1+ν∗

2∆3(x)ν
∗
1+ν∗

3
(x ∈ Ω).

4 一般化された b-関数

本節では b-関数を等質錐の相対不変関数に拡張する．引き続き前節までの記号を踏襲す

る．Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)の指数は νσであり，これと同じ指数 νσを持つ Ω∗

の相対不変関数 f∗ は，ν′ := νσσ−1
∗ とおけば

f∗(y) = ∆ν′

∗ (y) (y ∈ Ω∗)

となる．等質錐の相対不変式において式 (1.1)の類似を考えるためには f∗(y)が多項式で

ある必要があるが，次は明らかであろう．

補題 4.1. f(x) = ∆ν(x)とする．f∗(y)が多項式ならば，ν′ = νσσ−1
∗ ∈ Zr

≥0.

以降では Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)は ν′ ∈ Zr
≥0 を満たすと仮定する．
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命題 4.2 (cf. Kimura [7]). 相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)が ν′ ∈ Zr
≥0 を満たすとき，

f∗(Dx)f(x)
s+1 = b(s)f(x)s (x ∈ Ω) (4.1)

を満たす sの関数 b(s)が存在する．

証明. ν′ ∈ Zr
≥0 なので f∗(Dx)は意味を持つ．χ = χν′σ∗ とおく．ここで h ∈ H に対し

て y = ρ(h)xならば Dy = ρ∗(h)Dx であるので，

f∗(Dρ(h)x) = f∗(ρ∗(h)Dx) = χ−1(h)f∗(Dx).

また，ϕ(x) = f∗(Dx)f(x)
s+1 とおけば ϕ(ρ(h)x) = χ(h)sϕ(x) であるが，その一方で

f(ρ(h)x)s = χ(h)sf(x)s であるので，

f∗(Dx)f(x)
s+1

f(x)s

は xに依らず sのみに依存する．従ってこれを b(s)とおけば，式 (4.1)を得る．

式 (4.1)に現れる関数 b(s)を，Ωの相対不変関数 f の一般化された b-関数と定義する．

Faraut–Koranyi [2]の Proposition VII.1.4 の証明を参考にして，この一般化された b-関

数 b(s)を計算しよう．s = (s1, . . . , sr) ∈ Rr に対して |s| := s1 + · · ·+ sr とする．また

mj =
∑

k>j dimVkj に対して，m̃j := 1 +mj/2とおく．

定理 4.3. Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)は νσσ−1
∗ ∈ Zr

≥0 のとき一般化された b-関数

b(s)を持ち，γ = νσ とおけば，f の一般化された b-関数 b(s)は次で与えられる：

b(s) =
r∏

j=1

γj−1∏
k=0

(γjs+ m̃j + k) .

証明. まず γj < − 1
2mj を仮定する．式 (3.4)および式 (3.3)より

∆ν(x)s+1 = ∆(s+1)ν(x) = L[∆−(s+1)νσσ−1
∗

∗ ](x) = L[∆∗
−(s+1)γ ](x)

が成り立つ．同じく式 (3.3) より ∆
ν′

∗ (Dx) = ∆∗
γ(Dx) が成り立つことに注意すれば，

∆
ν′

∗ (Dx)∆
ν(x)s+1 は次のように計算される：

∆ν′

∗ (Dx)∆
ν(x)s+1 =

1

ΓΩ∗(−(s+ 1)γ)
·∆∗

γ(Dx)

∫
Ω∗

e−⟨x |y ⟩∆∗
−(s+1)γ(y) dµ(y)

=
(−1)|γ|

ΓΩ∗(−(s+ 1)γ)
·
∫
Ω∗

e−⟨x |y ⟩∆∗
γ(y) ·∆∗

−(s+1)γ(y) dµ(y)

= (−1)|γ| ·
ΓΩ∗(−sγ)

ΓΩ∗(−(s+ 1)γ)
· L[∆∗

−sγ ](x)．
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ここで L[∆∗
−sγ ](x) = ∆ν(x)s であり，定理 3.1およびガンマ関数の等式 Γ(s+1) = sΓ(s)

より，

ΓΩ∗(−sγ)

ΓΩ∗(−(s+ 1)γ)
= (−1)|γ|

r∏
j=1

(
γjs+

mj

2
+ 1

)
· · ·

(
γjs+

mj

2
+ γj

)
であるので γj < − 1

2mj において定理を得るが，式 (4.1)の両辺は ν に関して整関数であ

るので，結局任意の ν に対して成立する．

ここで求めた b(s)の性質を調べよう．b(s) = b0
∏

j,k(s+ αjk)とすれば，

b0 =
∏
j

(γj)
γj , αjk =

m̃j + k

γj

であり，特に αjk は正の有理数である．これは簡約な概均質ベクトル空間の b-関数が一

般に持つ性質である．その一方で下記の定理 4.4 にもあるように，既約な等質錐 Ω 上

の定数でない相対不変関数 f(x) = ∆ν(x) が一般化された b-関数を持つとき，すなわち

ν′ = νσσ−1
∗ ∈ Zr

≥0 となるとき，Ωが対称錐でなければ f は多項式になれない．よって特

に，Ωが対称でなければ，f(x)と f∗(y)がともに本稿で定義した一般化された b-関数を

持つことはなく，従って簡約な概均質ベクトル空間の持つ “相対不変式 f(x)の b-関数と

それに対応する f∗(y)の b-関数が一致する” という性質は一般には持たないことになる．

定理 4.4 (論文準備中). Ωは既約な等質錐とする．∆ν(x)および∆
ν′

∗ (x)がともに定数で

ない多項式となることができるのは Ωが対称錐のとき，そしてそのときに限る．

最後に Vinberg錐 (例 2.1を参照)において，指数 (1, 1, 1)を持つ相対不変関数の一般

化された b-関数を紹介して本稿を終わろう．

例 4.5. Ωを Vinberg錐とし，その双対錐を Ω∗ とする．それぞれの基本相対不変式たち

は式 (2.2)および式 (2.3) で与えられている．ここで Ωの相対不変関数 f(x) = ∆ν(x)は

指数 (1, 1, 1)を持つとする．このとき，ν = (−1, 1, 1)および ν′ = (1, 0, 0)であるので，

f の b-関数 b(s)は次を満たすものとして定義される：

∆∗
1 (Dx)

(
∆2(x)∆3(x)

∆1(x)

)s+1

= b(s)

(
∆2(x)∆3(x)

∆1(x)

)s

.

Vinberg錐 Ωにおいてはm1 = 2, m2 = 0, m3 = 0であるので，b(s)は

b(s) = (s+ 2)(s+ 1)2
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となる．一方で ν∗ = (1, 0, 0)とすれば，f∗(y) = ∆
ν∗

∗ (y)は指数 (1, 1, 1)を持つ Ω∗ 上の

相対不変関数であるが，このとき ν̃∗ = ν∗σ∗σ
−1 = (−1, 1, 1) である．従って ∆ν̃∗

(Dy)

が定義されず，f∗(y)は b-関数を持たない．
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