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1. はじめに

ホイン (Heun)の微分方程式とは、二階線形常微分方程式
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f̃(z) = 0,

で、係数の間に

(2) γ + δ + ϵ = α + β + 1,

という関係式があるものとして与えられる。この微分方程式は、フックス型であ
る。つまり、微分方程式の特異点 {0, 1, t,∞}は、すべて確定特異点というワイル
ドではない特異点となっている。また、リーマン球面C∪{∞}上で４点に確定特
異点のみをもつ二階常微分方程式は、簡単な変換によりホインの微分方程式に変
換できることが知られている。この事実により、ホインの微分方程式は４点に確
定特異点のみをもつ微分方程式の標準型であると言われている。
ちなみに、リーマン球面上で３点に確定特異点のみをもつ二階常微分方程式の

標準型は、以下の式で記述される超幾何微分方程式である。
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f̃(z) = 0.

この式の両辺を z(1 − z)で割ることにより、(1)と似た形が得られる。
超幾何微分方程式やこれの特異点を合流されることで得られる合流型超幾何微

分方程式は数学においても物理においても頻繁に現れるとても重要な微分方程式
である。ホインの微分方程式やこれの特異点を合流させて作られる微分方程式も、
ブラックホールの解析や結晶転移 ([6])・流体力学 ([1])などさまざまな物理の模型
で現れており、数学においても別の話題から現れることがある。これらの微分方
程式の具体形や特殊化により現れる微分方程式、特異点合流のようすは次ページ
の図を参照のこと。
超幾何微分方程式は昔からよく研究されており、解の積分表示や、確定特異点

のまわりの局所解をむすぶ接続行列がガンマ関数を用いて表示されることなどの
大域的なモノドロミーのようすなどがわかっている。一方、ホインの微分方程式
は、超幾何微分方程式にさらに一点確定特異点を付加しただけのものであるが、
これの解の大域的なようすを調べることはとても困難なことであった。この一つ
の理由として、(1)に qというアクセサリーパラメーターと呼ばれるものが入り
込んでいるということがある。アクセサリーパラメーター qは局所モノドロミー
とは関係しないパラメーターであり、これがあるためにホインの微分方程式を調
べることが難しくて興味深くなっていると考えられる。
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Heun equation (HE) (γ + δ + ϵ = α + β + 1)

y′′ +
(

γ
z

+ δ
z−1

+ ϵ
z−t

)
y′ + αβz−q

z(z−1)(z−t)
y = 0.

0, 1, t,∞: regular sing.

?

t → ∞, q = −σt

ϵ = −4pt, β = −4pt + δ + ϵ − α − 1

¾
½

»
¼
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Confluent Heun equation (CHE)
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⊃ Mathieu equation
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Doubly confluent Heun equation
(DCHE)
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Biconfluent Heun equation
(BHE)
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dz

.
0: regular sing., ∞: irreg. sing.
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Triconfluent Heun equation
(THE)
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i)y = 0.
∞: irreg. sing.

Hypergeometric equation (Gauss, Euler)
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(⊃) Legendre function
Associated Legendre function

Confluent Hypergeometric equation
(Kummer)
zy′′ + (γ − z) y′ − αy = 0.

0: regular sing., ∞: irreg. sing.
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(⊃) Whittaker function
Bessel function

Biconfluent hypergeometric equation
(Weber)
y′′ + (A0 + A1z + A2z

2)y = 0.
∞: irreg. sing.

⊃
Airy equation
y′′ − zy = 0.
∞: irreg. sing.

特異点合流の図



ホインの微分方程式の解について、次のことたちが知られている。
１．α, β, γ, δ, ϵが（(2)とは別の）関係式をみたし、かつ qが特別の値ならば、

Heun polynomialと呼ばれる本質的に多項式の解をもつ。([5])

２．α, β, γ, δ, ϵ, q, tがいくつかの関係式をみたすとき、適当な変数変換により
超幾何微分方程式によって表示できる解や代数的な解をもつ。([4])

３．α, β, γ, δ, ϵ, tを固定したとき、特別な qに対してHeun functionと呼ばれる
z = 0, 1でともに正則になる解が存在する。そのような qの満たすべき条件とし
て、無限連分数を用いたものがある。([5])

４．t → ∞として合流させない極限をとったときホインの微分方程式が超幾
何微分方程式に移行することから、摂動によってホインの微分方程式の解を調べ
る。([9])

５．γ, δ, ϵ, β −α ∈ Z + 1/2が成立するとき、有限帯ポテンシャルの話と関連す
る形ですべての qについて解のある種の積分表示やモノドロミーの表示式が得ら
れる。
本稿では５．のアプローチによる結果を紹介する。

2. ホインの微分方程式の楕円関数による表示

℘(x)をWeierstrassの二重周期関数、つまり

℘(x) = ℘(x|2ω1, 2ω3) =(4)

1

x2
+

∑
(m,n)∈Z×Z\{(0,0)}

(
1

(x − 2mω1 − 2nω3)2
− 1

(2mω1 + 2nω3)2

)
,

とする。このとき ℘(x)は基本周期が (2ω1, 2ω3)の二重周期関数（つまり ℘(x +

2ω1) = ℘(x + 2ω3) = ℘(x)）である。二重周期性より℘(x)をトーラスC/(2ω1Z +

2ω3Z)からリーマン球面C∪{∞}への写像とみなすことができるが、この写像は
分岐点が{ω0, ω1, ω2, ω3}の二重被覆となっている。ここで、ω0 = 0, ω2 = −ω1−ω3

である。また、

(5) ei = ℘(ωi) (i = 1, 2, 3), t =
e3 − e1

e2 − e1

, z =
℘(x) − e1

e2 − e1

,

とおく。すると、xからzへの変換は、トーラスからリーマン球面への二重被覆であ
り分岐点の像は{0, 1, t,∞}となっている。また、t = (e3−e1)/(e2−e1)という変換
により二重周期関数から tという値が決まるが、逆に、t ∈ C\{0, 1}から、ある基本
周期の比ω3/ω1が存在し、その基本周期 (2ω1, 2ω3)に対して t = (e3−e1)/(e2−e1)

が成立するようにできる。
変換 (5)を用いてホインの微分方程式を変換する。Φ̃(z) = z

−l0
2 (z − 1)

−l1
2 (z −

t)
−l2
2 , f̃(z)Φ̃(z) = f(x)とおくことにより、ホインの微分方程式 (1)は次の式に変

換される。

(6)

(
− d2

dx2
+

3∑
i=0

li(li + 1)℘(x + ωi) − E

)
f(x) = 0.



ここでパラメーターの対応は以下のようになっている。

l0 = β − α − 1/2, l1 = −γ + 1/2, l2 = −δ + 1/2, l3 = −ϵ + 1/2,

(7)

E = (e2 − e1)(−4q + (−(α − β)2 + 2γ2 + 6γϵ + 2ϵ2 − 4γ − 4ϵ − δ2 + 2δ + 1)/3

+ (−(α − β)2 + 2γ2 + 6γδ + 2δ2 − 4γ − 4δ − ϵ2 + 2ϵ + 1)t/3).

また、二つの微分方程式 (1)と (6)を対応させる変換の選び方には別のものもあ
ることに注意しておく。
ところで、l1 = l2 = l3 = 0のとき（γ = δ = ϵ = 1/2のとき）微分方程式 (6)

（または微分方程式 (1)）はラメ (Lamé)の微分方程式と呼ばれる。
これから、微分方程式 (6)を、l0, l1, l2, l3がすべて整数の場合（γ, δ, ϵ, β − α ∈

Z + 1/2の場合）について考察する。li ↔ −li − 1などと置き換えても (6)は不変
であるので、以後、l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0の場合のみを考える。

3. 二重周期関数と積分表示

l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0のとき、微分方程式 (6)に付随して決まる二重周期関数Ξ(x,E)

と、これを用いることで得られる微分方程式の解の不定積分による表示式を求め
る。以後、u(x)を次のように定める。

(8) u(x) =
3∑

i=0

li(li + 1)℘(x + ωi).

h(x)を微分方程式 (6)の二つの解の積とすると、これは以下の三階の微分方程
式を満たすことがわかる。(

d3

dx3
− 4 (u(x) − E)

d

dx
− 2u′(x)

)
h(x) = 0.(9)

この微分方程式 (9)に関連して、以下の命題が成り立つ。

命題 1. [8, Proposition 3.5]

l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0ならば、微分方程式 (9)は以下のような二重周期関数Ξ(x,E)を
解にもつ。

(10) Ξ(x,E) = c0(E) +
3∑

i=0

li−1∑
j=0

b
(i)
j (E)℘(x + ωi)

li−j,

ここで、係数たち c0(E), b
(i)
j (E)はEについての多項式ととれる。さらに、これ

らの係数は共通因子をもたなくて c0(E)をモニックと仮定すると、関数 Ξ(x,E)

は一意に定まる。

この命題自体はモノドロミーに関する議論により証明されるが、後で述べる有
限帯ポテンシャルと深い関係があることを注意しておく。また、ラメの微分方程
式 (l1 = l2 = l3 = 0)で l0 ∈ Z≥1のときには [14]にて類似の命題が記されている。



g = degE c0(E)とおき、Q(E)を次の式で定める。

Q(E) = Ξ(x,E)2 (E − u(x)) +
1

2
Ξ(x,E)

d2Ξ(x,E)

dx2
− 1

4

(
dΞ(x,E)

dx

)2

.(11)

この式の右辺を xで微分すると 0になることが (9)から示され、Q(E)は xに依存
しないことがわかる。さらに、Q(E)は次数が 2g + 1のモニックな多項式となる。
ここで、例を挙げておく。l0 = 2, l1 = l2 = l3 = 0のとき、Ξ(x,E)とQ(E)は、

Ξ(x,E) = E2 + 3E℘(x) + 9℘(x)2 − 9
4
g2,(12)

Q(E) = (E2 − 3g2)
3∏

i=1

(E − 3ei),(13)

と計算される。ここで g2 = −4(e1e2 + e2e3 + e3e1)である。
さて、l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0のとき、微分方程式 (6)の解の積分表示が、Ξ(x,E)と

Q(E)を用いることでなされる。（ラメの微分方程式の場合は [14]にて書かれて
いる。）

命題 2. [8, Proposition 3.7]　
Ξ(x,E)を命題 1で決められている関数、Q(E)を (11)で定義されている多項式
とする。すると、関数

(14) Λ(x,E) =
√

Ξ(x,E) exp

∫ √
−Q(E)dx

Ξ(x,E)

は微分方程式 (6)の解となる。

微分方程式 (6)は x → −xという変換で不変なことより、Λ(−x,E)も微分方程
式の解となる。特殊でないEに対し Λ(x,E), Λ(−x,E)は微分方程式 (6)の解の
基底となるが、この基底でのモノドロミーを調べる。
微分方程式 (6)は二重周期的であるので、周期分ずらした関数 Λ(x + 2ωk, E),

Λ(−(x+2ωk), E) (k = 1, 3)も同じ微分方程式の解となる。もし、Λ(x+2ωk, E) =

B(E)Λ(x,E)と書けるならば、Λ(−(x + 2ωk), E) = B(E)−1Λ(−x,E)が成立し、
変換 x → x + 2ωk におけるモノドロミー行列が対角行列として書けることとな
る。ここで変換 x → x + 2ωkは、ホインの微分方程式 (1)の変数 zでは、確定特
異点４点のうちの２点をかこむサイクルに沿う解析接続となっており、B(E)が
求まれば２点をかこむサイクルでのモノドロミーという大域的なモノドロミーが
求まることとなる。

4. 超楕円積分によるモノドロミーの表示式

これから、Λ(x + 2ωk, E) = B(E)Λ(x,E) (k = 1, 3)と書け、B(E)は超楕円積
分で表されることを紹介する。a(E), c(E)を、Ξ(x,E)を書き換えることで次の
ように定義する。

(15) Ξ(x,E) = c(E) +
3∑

i=0

li−1∑
j=0

a
(i)
j (E)

(
d

dx

)2j

℘(x + ωi), a(E) =
3∑

i=0

a
(i)
0 (E).



定理 3. [10, Theorem 3.7]

(i) li ∈ Z≥0 (i = 0, 1, 2, 3)を仮定し、E0をQ(E) = 0の解（つまりQ(E0) = 0）と
する。すると、Λ(x,E0) =

√
Ξ(x,E0)と表示でき、k = 1, 3に対して qk ∈ {0, 1}

をΛ(x + 2ωk, E0) = (−1)qkΛ(x,E0)が成立するようにとれる。
(ii) (i)での設定のもと、任意のEに対して

(16) Λ(x + 2ωk, E) = (−1)qkΛ(x, E) exp

−1

2

∫ E

E0

−2ηka(Ẽ) + 2ωkc(Ẽ)√
−Q(Ẽ)

dẼ

 ,

が成立する。ここで、ηkはWeierstrassのゼータ関数の半周期ωkでの値（つまり
ηk = ζ(ωk)）である。

定理において、(16)の右辺は

(17)

∫ 2ωk

0

Ξ(x, Ẽ)dx = −2ηka(Ẽ) + 2ωkc(Ẽ),

から導出されることを注意しておく。
l0 = 2, l1 = l2 = l3 = 0の場合、E0 =

√
3g2とおく。するとQ(E0) = 0が成立

し、q1 = q3 = 0となる。関数 a(E)と c(E)は

c(E) = E2 − 3
2
g2, a0(E) = 3E,(18)

と定まるので、この場合のモノドロミーの表示式は、k = 1, 3に対し次のように
なる。
(19)

Λ(x + 2ωk, E) = Λ(x, E) exp

−1

2

∫ E

√
3g2

−6Ẽηk + (2Ẽ2 − 3g2)ωk√
−(Ẽ2 − 3g2)

∏3
i=1(Ẽ − 3ei)

dẼ

 .

5. Hermite-Krichever仮設法

準備として、次の関数を定義する。

(20) Φi(x, α) =
σ(x + ωi − α)

σ(x + ωi)
exp(ζ(α)x), (i = 0, 1, 2, 3).

ここで、ζ(x)はWeierstrassのゼータ関数、σ(x)はWeierstrassのシグマ関数を表
すものとする。

Hermite-Krichever仮設法とは、ここでは、微分方程式 (6)の解を

(21) f(x) = exp (κx)

(
3∑

i=0

li−1∑
j=0

b̃
(i)
j

(
d

dx

)j

Φi(x, α)

)
,

のような形で表せるという仮設をおき、αや κを調べることによって解を調べて
いく手法であるとする。もし (21)の形で解が書けるならば、その関数の周期性は

f(x + 2ωk) = exp(−2ηkα + 2ωkζ(α) + 2κωk)f(x),(22)

という形で表示できる。よって、モノドロミーを求める問題は α, κを調べる問
題に置きかわる。ラメの微分方程式に対応する場合 (l1 = l2 = l3 = 0)で l0 ∈



{1, 2, 3, 4, 5}の場合はHermite, Halphenたちによって、l0 = 2, l1 = 1, l2 = 0, l3 = 0

の場合と l0 = 2, l1 = 1, l2 = 1, l3 = 0の場合は Belokolos, Eilbeck, Enolskii,

Kostov, Smirnovたちによって調べられている。
以下の定理は、l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0のときにHermite-Krichever仮設法の妥当性を

示したものである。

定理 4. [11]

ある多項式たちP1(E), . . . , P4(E)が存在し、もしP2(E) ̸= 0ならば、積分表示に
よる解 Λ(x,E)をHermite-Krichever仮設法の形（(21)の右辺の形）に表示する
ことができ、αと κは次のように表される。

(23) ℘(α) =
P1(E)

P2(E)
, κ =

P3(E)

P4(E)

√
−Q(E).

℘(α)は楕円積分の逆関数なので、(23)の形により αはEについての有理式と
楕円積分を用いて表示される。κはEの代数関数として表示される。そして、こ
れらを用いて、モノドロミーは (22)によって求まるのである。
例として、l0 = 2, l1 = l2 = l3 = 0の場合には、αと κは以下のように表示さ

れる。

℘(α) = e1 −
(E − 3e1)(E + 6e1)

2

9(E2 − 3g2)
, κ =

2

3(E2 − 3g2)

√
−Q(E).(24)

6. 超楕円積分と楕円積分をむすぶ式

ここまでで、ホインの微分方程式の大域的モノドロミーを二通りの方法で求め
た。一つは、定理 3による超楕円積分を用いた表示である。もう一つは、定理 4

でのHermite-Krichever仮設法によるものであり、これは楕円関数によるものと
みなされる。この二つの式を比べることにより、超楕円積分を楕円積分に帰着す
る関係式が組織的に得られる。例を用いて示そう。

l0 = 2, l1 = l2 = l3 = 0の場合を扱う。(24)での表示から

(25) ξ = e1 −
(E − 3e1)(E + 6e1)

2

9(E2 − 3g2)

という変換を考える。この変換により、種数２の第一種超楕円積分を第一種楕円
積分に帰着する式として、

(26) −1

2

∫
3E√
−Q(E)

dE =

∫
dξ√

4(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3)
,

が、種数２の第二種超楕円積分を第二種楕円積分に帰着する式として、

(27)
1

2

∫
E2 − 3

2
g2√

−Q(E)
dE + κ =

∫
ξdξ√

4(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3)
,

が得られる。ここでQ(E), κは次のように定まっている。

Q(E) = (E2 − 3g2)
3∏

i=1

(E − 3ei), κ =
2

3(E2 − 3g2)

√
−Q(E).(28)



7. 有限帯ポテンシャル

これまでの話は二重周期関数 Ξ(x,E)を基にして展開されていたが、これと有
限帯ポテンシャルの話を関係付けよう。
まず、有限帯ポテンシャルと代数幾何的有限帯ポテンシャルの定義を与える。
q(x)を周期的で滑らかな実関数とし、H = −d2/dx2 + q(x)とおく。σb(H)と

いう実数の部分集合を以下の性質をみたすものとして定義する。

E ∈ σb(H) ⇔ (H − E)f(x) = 0 のすべての解は x ∈ Rにおいて有界である。

集合 σb(H)の閉包が

(29) σb(H) = [E0, E1] ∪ [E2, E3] ∪ · · · ∪ [E2g,∞),

と表示できるとき、q(x)を有限帯ポテンシャルと呼ぶ。
また、H = −d2/dx2 + q(x)に対して、

(30) A =

(
d

dx

)2g+1

+

2g−1∑
j=0

bj(x)

(
d

dx

)2g−1−j

という奇数階の微分作用素でHと可換 ([A,H] = 0)になるものが存在するとき、
q(x)を代数幾何的有限帯ポテンシャルと呼ぶ。この可換性での q(x)の満たすべき
方程式は高階定常KdV方程式と等価になることが知られている。

q(x)が周期的で滑らかな実関数であるという仮定のもと、q(x)が有限帯ポテン
シャルであることと q(x)が代数幾何的有限帯ポテンシャルであることが同値なこ
とは 1970年代にNovikovらによって示されている。

l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0ならば、
∑3

i=0 li(li + 1)℘(x + ωi)u(x)は代数幾何的有限帯ポテ
ンシャルであることを、命題 1で定義されている関数 Ξ(x,E)から導出しよう。

Ξ(x,E)を次のように表示する。

(31) Ξ(x, E) =

g∑
i=0

ag−i(x)Ei

すると、a0(x) = 1が成立する。次の定理は、(31)が微分方程式 (9)をみたすこと
から証明される。

定理 5. ([10, Theorem 3.1] など )

l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0を仮定する。u(x) =
∑3

i=0 li(li+1)℘(x+ωi)とし、(31)でのaj(x)

を用いて (2g + 1)次の微分作用素Aを

(32) A =

g∑
j=0

{
aj(x)

d

dx
− 1

2

(
d

dx
aj(x)

)}(
− d2

dx2
+ u(x)

)g−j

,

で定義する。すると、作用素Aはシュレディンガー作用素H = − d2

dx2 + u(x)と可
換になる。つまり u(x)は代数幾何的有限帯ポテンシャルである。



命題 6. ([10, Proposition 3.2]など )

Q(E)を (11)で定義された多項式とすると、次の関係式が成立する。

(33) A2 = −Q(H).

ラメの微分方程式に対応する関数 l3(l3 +1)℘(x+ω3)が l3 ∈ Z≥0のときに有限帯
ポテンシャルであることは、1940年に Ince([3])が発表している。l0, l1, l2, l3 ∈ Z≥0

のときに関数
∑3

i=0 li(li + 1)℘(x + ωi)が代数幾何的有限帯ポテンシャルであるこ
と自体は、TreibichとVerdier([13])により 1990年頃に示されており、Gesztesyと
Weikard([2]), A. O. Smirnov([7])らによってさらに研究がなされてきた。今日で
はこの関数はTreibich-Verdierポテンシャルと呼ばれている。だが、モノドロミー
の具体的な式などについては、従来はあまり研究がされていなかったと思われる。
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