
退化型������������系の解の性質について

杉山由恵 �津田塾大学・数学科�

� 序
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ここで 
 � �は空間次元であり� � � �� � � �� � � �� � � �は定数である� 初期デー
タ ��は非負値関数であり� 条件 �� � � � �	�� 
 かつ ��� � ��	�� 
を満たすもの
とする� 	��
�は ������������系と呼ばれ� 走化性をもつ細胞性粘菌のライフサイクルの
一部を記述する方程式である� ここで � � �	�� �
は場所 �� 時刻 �での細胞性粘菌の細胞
密度を表し � � � �	�� �
は走化性物質 	細胞性粘菌が飢餓時に放出する化学物質で� 集合
体形成に寄与する
の濃度を表す� 例えば ������������ ���� ������������ �� �!"����を参
照のこと� ������������系は� 右辺は解 � の �階導関数を含み� 強い非線形性を有してい
る� 更にいまひとつの未知関数 � を含む連立微分方程式であり� 放物型方程式を解析す
る際の強力な手法である最大値原理や比較定理が適用不可能である� それ故� 	��
� は�
� � � の場合でさえも� 解の先験（�#�"��"）評価式を得ることは困難である� 更に� 一般
の � � � においては� 基本解による解の積分表示式さえも存在しないため� 	��
� の解
法は困難を極める�

��� 半線形���������	��系

������������系は� その中に含まれる幾つかのパラメーターの選び方によって� 半線
形型� 準線形退化型� さらに放物�放物型� 放物�楕円型など様々なタイプの偏微分方程式が
出現する� 特に 	��
�の第 �式� 第 �式で� � �� � � �� � � �としたとき� 方程式は永
井モデルと呼ばれている� 永井モデルに対しては� これまでに多くの研究成果が報告され
ており� 時間大域的な解の存在・非存在定理について� 以下の事実が証明されている�

	"
 
 � �の場合には初期データの大きさによらず� 時間大域的に解 ��� ��が存在する�
	""
 
 � �の場合には 	��	�� � $�を臨界値とし � 解 ��� ��が時間大域的に存在するか�
�が有限時間で爆発するかが決定される� 	永井 ����他� 永井�仙葉�吉田 ��%�


�&$�年に提唱された '("�)�����*��+�����の時間大域的な解の存在・非存在に関する
予想は� 永井モデルの場合� 空間次元
 � �� �に関しては� 上記 	"
,	""
により肯定的に解
決されているといえる� 
 � �については� '("�)�����*��+��は以下のように予想した�

予想 空間 �次元以上のとき� 	��	��が小さくとも爆発解 �が存在する�

近年� 空間次元 �次以上の場合についても解析が進み� 
 � �では 	��	��ではなく�
	��	

�
�
�
が解 ��� ��の時間大域的存在� または有限時間爆発の指標となることが� 部分的

ではあるが明らかにされてきた� 	時間大域解の存在については�杉山�国井 ��-�� 小薗�杉



山 �.�,�$�� 有限時間爆発については杉山 ����
 実際� � � �� � � �の場合に以下が成り立
つ�

成果 � 	��-�� �.�,�$�� 時間大域解の存在
 
 � �� � � �とする� � � �� � � �� かつ � � �

とする� このとき� ある正定数 Æ � Æ	

が存在して� 	��� ���
 � 
�
�
� 	�� 
 ����かつ

	��	
�
�
�

� �	��	��	 
 Æ

なる初期データ 	��� ���
に対して� 	��
�は時間大域解 ��� ��を有する�

成果 � 	����� 解の有限時間爆発
 
 � �� � � �とする� � � �� � � �� かつ � � �とする�

このとき� 任意の � � �� �� � � � に対して� ��
� � 
� � 

�
� 	�� 
 かつ

	��
�	�� 

�

�
� 	��
�	

�
�
�
� Æ� � � �� �� � � �

なる非負値初期データの列 ���
��
�
���と� ��	�� �
 � ��
�	�
 なる ��� ��
� 	�� ��
上の

	��
�の強解の列 ���	�
� ��	�
�
�
���が存在して�

�"� ��#
����

	��	�
	�� ��� � � �� �� � � �	���


が成り立つ�

注意 �� 成果 �は� 初期データの 
�
� �ノルムが時間大域解の存在・非存在を分ける指標

となり得ることを示唆している� 同時に� 初期データの ��ノルムはその指標となり得な
いことを主張している� これは� 前述の '("�)�����*��+��の予想が正しいことを示してい
る�

前述のように� 現象論の立場からは� 第 �方程式に現れる係数 �は� 微小正定値とし
て取り扱われるべきである� しかしながら既存の結果では� � � �もしくは � � �として
取り扱われている� そこで� 空間次元
 � �の場合に� 	��
� の解の爆発と係数 � � � の
関係を調べた� 	
 � �については杉山 ����� 
 � �については小薗�杉山 �$�
 実際� 我々
は次の結果を得た�

成果 � 	����� �$�� 解の爆発における初期データの �次モーメントと ���ノルムの相関
 
 � �
とする� �� 
 �� のとき ��	�
 
 ��	�
なる� � � �を ��パラメーターとする � � �に関
して単調増加関数の族 ��	�
��� が存在して� 非負値初期データ �� が条件�

���
������	�
�� 
 �		��	��


を満たせば� 	��
� の古典解 �は有限時間で必ず爆発する� すなわち� ある �� ��が存
在して

�"� ��#
����

	�	�
	�� ��	���


が成り立つ�

注意 �� 
 � �の解 �の爆発に関しては� 先行する成果として� 解の 
 次モーメントに
着目した永井 ���� 他がある� 一方で� 方程式の最高階が �階であることに起因して� いか
なる空間次元であっても解 �の �次モーメントの時間的変化が� 爆発解の存在証明におい
て重要な役割を演じる� この事実を有効に利用することによって� 上述の成果 ���が得ら
れる�



空間 �次元における爆発解の形状決定問題は� �&-�年 /��0��)"�(の予想 ����以来
の重要な問題である� ����� ���においては�デルタ関数のように� 一点に質量が凝集する特
異性を有する爆発解 �の存在が予想されている� � � �� � � �� � � �であって� 空間 �
次元のとき� この予想が正しいことが接合漸近展開の手法で ��������1��� 2�� ���他に
より明らかにされた� 更に� 永井�仙葉�鈴木 ��.� により� 	��
�の爆発解を ��� ��とする
とき� 孤立爆発点では解 �はデルタ関数的な特異性をもつことが示されている� ��.�では�
除去可能特異点に対する ��正則性を利用した方法が用いられる� また解の特異性に関す
る更なる成果として� 仙葉�鈴木 ���������他がある�

��
 準線形退化型���������	��系

次に� 	��
�の第 �式� 第 �式で� � �� � � �� � � �とした� 一般化された退化型
������������系 	��
�を考える� 拡散の影響（次数�）が非線形項（次数 �）に比べて大
きい� � � � �

� のときは� 初期データの大きさによらず時間大域的弱解が存在すること
が知られている� 	杉山 ��.��杉山�国井 ��-�
 実際� 	��
�が発散系（)"3�����+� 4���）で
あることから生じる解の積分量の保存則を基礎に� 適切な 56�#���3 関数の導入と部分積
分法を駆使した手法で以下の結果を得た�

成果 � 	��.����-�� 拡散効果が強い場合の時間大域的弱解の存在
 
 � �とする� � � �� � �
�� �

�
�かつ � � �とする� このとき� 任意の非負値初期データ �� � ���	�� 
� ��� �

��	�� 
 に対して� 	���
 上で定義された 	��
� の弱解 ��� �� が存在する�

これに対して� 非線形性が拡散に比べて強い � � � � �
�
のときは� 小さな初期デー

タに対して時間大域解の存在とその漸近公式を得ることが出来る� 	��-�� 5�+!(����杉山
�&�,����）

成果 � 	��-���&�,����� 時間無限大での小さい解の漸近公式
 
 � �� � � �とする� � � ��
� 
 � 
 � � �

�
に対して� ある正定数 Æ	�� ��

 が存在して� 非負値初期データ �� �

���	�� 
� ��� � ��	�� 
が条件 	��	
�
������

�

 Æを満たすならば � 	��
� の 	���


上の弱解 ��� �� が存在して�

�"�
���

������ �
�
�	�	�� �
 � � 	�� �7 	��	��
	�������� � �� � � � ��	���


が成り立つ� ここで� �� � �
������	� � ��
� � �� � �� 7 ��� � ��

	�
� �であり� � 	�� �7�


は
�
��� � 	�� �7�
�� � � � � � � なる関数で� � � �のときには� 次の多孔質媒質方程

式（*8）に対する 9����:����の自己相似解である�

	*8

��

��
� ���	

また� � � �のときは � 	�� �7 	��	��
 � 	��	�� �	�
 となる� ただし �  �	�
 � 	���
�
�
�

�;#	� ����


� 
は <����核である�

注意 �� 	"
 特に半線形������������系� すなわち� � �の場合� 解の漸近公式に関する
先行結果として永井��6�!�"���梅迫 ��-�がある� 彼らの手法では解の積分表示式が本質
的である� 一方� 準線形退化型 ������������系では解の積分表示式は存在せず� その漸近
形の決定には� 弱解を構成する際に得られる先験評価式と� スケール変換則が重要な役割
を演じる�

	""
 初期データの関数空間 
������

� 	�� 
は 	��
� のスケール変換に関して不変なノル
ムを定義している� 従って� 成果 .の 	���
における� ���の解の漸近レートをスケール



変換則を用いて導出する通常の方法は� 臨界指数 � � �� �
� の場合は適用できない� そ

こで� 第 �方程式の解 � の表示式 � � 	��� �
���に現れる係数 � を� ラプラス作用素
のレゾルベントパラメーターと見なし � そのレゾルベント評価式を �のスケール変換関数
に適用することにより� 臨界指数をもつ場合にも所望の漸近レートを得ることができる�

非線形性が拡散に比べて強い � � �� �
�
のとき� 大きな初期データに対して� 解の

有限時間における爆発現象が証明できる� 実際� 対称性を考慮するため � � � のときに限
られるが� 次の主張が成り立つ� 	杉山 ��%�）

成果 � 	��%�� 解の爆発
 
 � �とする� � � �� � � � 
 �� �
�
� かつ � � �とする�

	�
 非負値初期データ �� � � � �	�� 
� ��� � ��	�� 
� ������ � 
�	�� 
が条件�

���
��� 	�
�� �

�� �

�

�
���
��	�
 � 	��� �
����	�
��

満たせば� 	��
� の弱解 ��� �� に対して� ある �� ��が存在して

�"� ��#
����

	�	�
	�� ��	���


が成り立つ�

	�
 任意の � � �� �� � � � に対して�

!	

 � 	��
�	
�
������

�
� 	��
�	

�
������

�
� � � �

なる初期データの列 ���
��
�
��� � 

���	�� 
と� ��	�� �
 � ��
�	�
なる ��� ��
� 	�� �
�
上の 	��
�の弱解の列 ���	�
� ��	�
�

�
���が存在して� 	���
が成り立つ�

注意 �� 上記の成果 �� .� %は準線形退化放物型方程式の拡散の強さ� と非線形項の指
数 � が関係式 � � �� �

�
をボーダーラインとして� 解の時間大域存在と有限時間爆発が

起こることを示している� これは� 半線形放物型方程式

	=

��

��
� ��� ��

においてよく知られている藤田指数 � � � � �
�
の一般化と見なせる�

特に�臨界指数 � � � � �
�
であるとき� 対称性を考慮するため � � � のときに

限られるが� 前述の成果 .における時間大域解の存在を保証する臨界正定数 Æ	��

は
	�
��


�
� >	�� 
">	

 
 Æ なる下からの評価に従う� 実際�このとき ������

� � �となり�
以下の結果が成り立つ� 	杉山 ��&�


成果 	 	��&�� 臨界指数における時間大域解の存在を保証する初期データの ���ノルムの大きさ



 � �とする� � � �� �
�
� � � �とする� Æ�	

 � Æ�	

を次のように定める�

Æ�	

 � 	�
��

�
� �

>	�� 


>	


� Æ�	

 �
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�
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� �

�
������
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このとき� 次の 	�
�	�
が成り立つ�

	�
 非負値初期データ �� � � � �	�� 
� ��� � ��	�� 
が次の条件

	��	�� � Æ�	





を満たすならば � 	��
�は時間大域的弱解 ��� �� を有する�

	�
 任意の � � �� �� � � � に対して� ��
� � 
� � �	�� 
かつ

Æ�	

 � 	��
�	�� � 	��
�	�� � � � �

なる非負値初期データの列 ���
��
�
���と� ��	�� �
 � ��
�	�
 なる ��� ��
� 	�� ��
上の

	��
�の弱解の列 ���	�
� ��	�
�
�
���が存在して� 	���
が成り立つ�

注意 �� 上記の結果は� 
 � �のとき成立するものであるが� 形式的に 
 � �を代入す
れば � Æ�	�
 � Æ�	�
 � $�を得る� この結果は� � � � における半線形放物型方程式系
	��
� の �次元におけるよく知られた事実の一般化と見なすことができる� 実際� ���節
	""
参照のこと�

� �次元準線形退化型���������	��系の解の有限伝播性と界面


�� 有限伝播性

前章では� 	��
�� � � �� � � �の弱解の時間大域的存在と非存在に関する臨界指
数が � � �� �

�
であることを述べた� 更に� 劣臨界指数 � � �� �

�
における初期データ

の大きさによらない解の時間大域的存在と� 優臨界指数 � � �� �
�
における小さい解の

漸近公式� 大きい解の有限時間爆発が明らかにされた� 更に� 臨界指数においては� 時間
大域解の存在を保証する初期データの大きさに対する� 最良定数についてある種の評価を
得た�

ところで� 多孔質媒質方程式 	*8
と熱方程式 �� � ��の解の性質で顕著に異なる
ものとして有限伝播性が知られている� 実際� 	*8
 の非負値初期データがコンパクトな
台をもてば�その解 �	�� �
もすべての時刻 � � �においてコンパクトな台をもつ� 一方�よ
く知られているように� 熱方程式の解は無限伝播性を有する� すなわち� 非負値初期デー
タがコンパクトな台を持っていても� 解 � は �	�� �
 � �がすべての � � �� � � � �に対
して成り立つ�

半線形 ������������系� すなわち� � �の場合� 澤田 ����により 	��
�の解 �は無
限伝播性を示すことが証明されている� これに対して� 準線形退化型 	��
�� � � �にお
いては� 解 �は有限伝播性を有する� 	杉山 ����
 解が有限伝播性をもつ方程式の典型例
としては� 線形波動方程式がある� このように準線形退化型方程式である 	��
�� � � �
が� 時間に関して平滑化効果といった拡散現象を示すと同時に� ホイヘンスの原理に象徴
される波動の性質をもつことは興味深い�

本章では 
 � �� � � �� すなわち� �次元準線形退化型 	��
�について考察する�
より詳しくは� 	��
�� � � �の解のもつ有限伝播性とその界面の決定について� 最近得
られた結果を報告する�

まず最初に 	��
�の弱解 �を構成し � その解について以下の性質 	"
�	""
を示す�

	"
 ����	�� �
 は �に関して 5"#�+("� 連続である7

	""
 任意の Æ � �に対して ����	Æ	�� �
は �に関して !��級の関数である�

	��
�に対して� 速度ポテンシャルと呼ばれる ����は多くの場所に登場する� 例えば �
の冪乗�� �は正則性に関する臨界指数である� 実際� 	"
�	""
が示すように� 冪乗�� �
を境に� 微分可能性に変化が生じる� 特に ����の 5"#�+("� 連続性が解の有限伝播性を
保証する�

	��
�と同じ主要項をもつ方程式としては 	*8
がある� よく知られているように�



	*8
に対しては� 特解である 9����:����解の存在と� 比較定理がある� 与えられた初期
データがコンパクトな台をもつとき� パラメーターを適当にとることにより� 9����:����
解の台が初期データの台を含むようにできる� 比較定理により� 時間発展後も 	*8
の
解はその 9����:����解を超えることがないことが容易に従う� 故に� 退化放物型方程式
	*8
の解の有限伝播性の証明には� 特解の存在及び比較定理が本質的である� 残念なが
ら� 	��
�に対しては� これらの特解の存在も比較定理も知られていない�
一方� 波動方程式においては� 比較定理が成り立たないにも関わらず� 解の有限伝播性

を示すことができる� 実際� 光錐 !�

!� ?�
�
	�� �
7 �#�� $ 
 � 
 #�� %� � 
 � � �

	
� $ � %� # � �

に沿う解の積分が重要な役割を果たす� ここで #は光速� すなわち� 波動の伝播速度
である� 実際� 光速 #をもつ線形波動方程式の解 �	�� �
は� 初期データ ��	�
が条件
��	�
 � �� $ 
 � 
 %を満たすとき� �	�� �
 � �� 	�� �
 � !� であることが容易に示せる�
我々は� この線形波動方程式の光錐に沿う解の積分の方法にヒントを得て� 退化放物型方
程式系 	��
�に対して� 次のような時空間における非柱状領域&� を導入する�

&� ?�
�
	�� �
7 '	�
 
 � 
 @	�
� � 
 � � �

	
		���


ここで '	�
� @	�
は次の常微分方程式の初期値問題の解である���
�
'
�

	�
 � � �
��



�

����
���

�
	'	�
� �
 � ���� � ��

��
	'	�
� �
� '	�
 � $�

@
�

	�
 � � �
��



�

����
���

�
	@	�
� �
 � ���� � ��

��
	@	�
� �
� @	�
 � %	

	A


実際� 以下に示されるように� 	��
�の初期データ ��が条件 ��	�
 � �� $ 
 � 
 %を満
たすならば � 解 �	�� �
は �	�� �
 � �� 	�� �
 � &� であることが従う�

定理の主張を述べる前に� まず 	��
�の弱解を以下で定義する�

定義 � � � �� � � �� � � �とする� 初期データ ��は � � �	�
かつ ��� � ��	�

である非負値関数であるとする� �� ��� � 
上で定義される非負値関数 ��� ��は� 以下を
満たすとき ��� � 
上の 	��
�の弱解と呼ばれる�

"
 � � �	�� � 7� � �	�

� �� � �	�� � 7��	�

 � !		�� � 
7����	�

7

""
 � � �	�� � 7��	�

7

"""
 ��� �� は超関数の意味で 	��
�を満たす� すなわち

� �

�

�
��

�
���

� � ��(� �
������ � ��(� � � ��(

�
���� �

�
��
��	�
 � (	�� �
 ��

がすべての ( � !�� 	�� � ��� � 

 に対して成立する�

����� � �� � � � �

が �� 	�� � 
のほとんど至るところで成立する�

	��
�の弱解の時間局所存在については� ��%� B(����� ���� により以下の結果が得
られている�



命題 ��� 	��%�� 弱解の時間局所存在と一様有界性
 � � �� � � �� かつ � � �とする� 初期
データ ��は非負値関数であるとする� このとき� 	��
�は弱解 ��� ��を ��� ��
上もつ�

ここで� �� �


	��	�� � �

���
ととれる� 更に� �	�
は次の先験評価に従う� すなわち�

	�	�
	�� 
 	��	�� � �	���


がすべての � � � � ��に対して成り立つ�

前述のように� 我々は� 	A
の解 '	�
�@	�
により定義される非柱状領域&� を構成
しなければならない� そのためには� 速度ポテンシャルと呼ばれる ����の正則性が重要
な役割を演ずる�

定理 ��� 	����� 弱解の �������	
連続性
 � � �� � � ��� かつ � � �とする� ��は定義
�と同様な仮定に加えて� ����� は �����	�
�連続とする� このとき� 命題 ���で得られた
��� ��
上の弱解 �は次の 	"
,	"""
を満たす�

	"
 ����	�� �
はすべての � 
 � � ��に対して� �の関数として �上 �����	�
�連続であ
る
	""
 従って� ����	�� �
は �上ほとんど至るところ微分可能であり� 更に� �に対して一
様な評価式

��#
������

	���
���	�
	�� 
 !	���


が成り立つ� ここで ! � !	�� �� �� ��
である

	"""
 各 � � � � ��に対して� ����	Æ	�� �
� Æ � �は �に関して!��級の関数である� 更に
次の性質をもつ� �	�� �
 � �となる点 	�� �
 � �� 	�� ��
で� ���

���	Æ	�� �
 � �である�

特に � � � � �のときには� �	�� �
 � �となる点 	�� �
 � �� 	�� ��
で� ���	�� �
 � �で
ある�

注意 �� 	"
 次の不等式は容易に確かめられる�

��	�� �
 � �	)� �
� 


�
#�	�	

���
����
�

���
���	�� �
� ����	)� �
�� � � � � ��

�����	�� �
� ����	)� �
�
�

��� � � � �	
	���


ここで �� ) � �� � � � � ��� #� � ������

��� � 従って� 定理 ��� 	"
�	""
より �	�� �
は �につ
いて� 指数 * � �"���� �

����をもつ �上�C��)��連続な関数であることがわかる�

	""
 	*8
については� ���
���	�� �
は十分に時間が経つと �上不連続関数となる� 一

方� 定理 ���は次のことを保証する� ���
�	�� �
は � � � � �をもつとき� すべての時刻

� � � � ��で �について �上連続な関数となる� 	*8
のように� ���
���	�� �
が �上不

連続関数となるかどうかは興味深い問題である�

定理 ���の帰結として� 我々は次の主定理を得る�

定理 ��� 	����� �����の解の有限伝播性
 � � �� � � ��� かつ � � �とする� 初期デー
タ ��は定義 �と同様な関数であって� ����� は �����	�
�連続とする� 更に

��	�
 � �� $ 
 � 
 %

であるとする� このとき� 命題 ���で得られた 	��
�の弱解 ��� ��に対して� ��� ��
上の
連続関数の組 �'	�
�@	�
�が存在して� 以下の性質 	"
�	""
を満たす�

	"
 '�@ �+ �
�	�� ��
 かつ '	�
 � $� @	�
 � %

	""
 �	�� �
 � � がすべての '	�
 
 � 
 @	�
� � 
 � � �� で成立する�



注意	� 	"
 定理 ���の証明で最も困難な点は�定理 ���においては ����は 5"#�+("� 連続
性しか保証されておらず� 	A
に対しては�通常の常微分方程式の局所存在定理は適用でき
ないことにある� しかしながら�定理 ���の主張である������の時空間 	�� �
 � ����� ��

における一様有界性 	���
は� 幸い� 定理 ���の関数の組 	'	�
�@	�

の存在を保証する� 勿
論� ����が滑らかな関数であれば � 	A
の解 	'	�
�@	�

の局所存在は明らかであるが�
注意 %�	""
の事実や界面曲線のもつ性質から� 	*8
と主要項を同じくする退化放物型方
程式 	��
�に対しては� 初期データがたとえ十分に滑らかであっても� ����は有限時間
で !�正則性が崩壊することが予想できる�

	""
 定理 ���の関数の組 	'	�
�@	�

は 	A
の解とは限らない� 一方� 前述の 	*8
におい
ては� 対応する 	D'	�
� D@	�

は界面曲線 	"����4�+�
であることが知られている� すなわち�
	*8
の解 �	�� �
に対しては� すべての時刻 � � � � �について� �	�� �
 � �� D'	�
 

� 
 D@	�
かつ �	�� �
 � �� � � D'	�
� D@	�
 � �である� ここで D'	�
� D@	�
は次の常微分方
程式の初期値問題の解である���

�
D'
�

	�
 � � �"�
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�

��


 �
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�
	�� �
� D@	�
 � %	

我々の 	��
�では� 定理 ���で得られた 	'	�
�@	�

に対しては� 次の主張が成立す
るに過ぎない�

	'�	�
�@�	�

を 	��
�に対する ��� ��
上の界面曲線とする� すなわち� 	'�	�
�@�	�

は
��� ��
上の 5"#�+("� 連続関数であり� かつすべての � � � � ��について�

�	�� �
 � �� '�	�
 
 � 
 @�	�
7 �	�� �
 � �� � � '�	�
� @�	�
 � �

が成り立つとする� このとき� 定理 ���における 	'	�
�@	�

は

'�	�
 
 '	�
� @	�
 
 @�	�
� � � � � ��	��.


を満たすことが証明できる� 退化放物型方程式では� 界面曲線上において� 退化性による特
異性が最も顕著に現れる� 実際� 解の空間方向の偏導関数は時間経過後において� 界面曲
線上� 特異性を有する� 故に� 界面曲線に何らかの特徴付けを行うことは� 退化放物型方程
式を研究する上で� 最も重要な問題の一つとされる� 従って定理 ���における 	'	�
�@	�


が 	��
�の界面曲線であること� すなわち� '	�
 � '�	�
かつ @	�
 � @�	�
を示すことは
重要な研究テーマである�


�
 界面曲線の方程式

この節では� 前節の最後で述べた問題を考える� すなわち� 界面曲線 '�	�
�@�	�
の特
徴付けを行う� 我々はすでに� 定理 ���において� 解 �	�
の零点集合である 5"#�+("� 連続
曲線 	'	�
�@	�

を得ている� 式 	��.
により� '�	�
�@�	�
は各々� '	�
�@	�
の下限� 上限
と期待できる� 以下� '�	�
についてのみ考察する� @�	�
についても同様である�

関数 ,	�7 $
を以下のように定める�

,	�7 $
 ?� "�4�'	�
7 �	�� �
 � � ��� '	�
 � � � @	�
� '	�
 � $�		��%


	��
�の広義及び狭義界面曲線を以下のように定める�

定義 � � � �� � � �� かつ � � �とする� 初期データ ��は定義 �と同様な関数である



とする� ��� ��を ��� � 
上の 	��
�の弱解とする� '�	�7 $
は '�	�7 $
 � $となる ��� � 
上
の連続関数とする�

	�
 '�	�7 $
が �に関する広義の界面曲線であるとは� 次の条件を満たすものと定める�

ある �� � �が存在して� 次の 	"
,	""
が成り立つ�

	"
 '�	�7 $
 
 � � '�	�7 $
 � ��� � 
 � � � ならば �	�� �
 � �である7
	""
 任意の � � � 
 ��� � 
 � � � に対して� '�	�7 $
 � � � ��	�
 � '�	�7 $
であって�
�	��	�
� �
 � �となる ��	�
が少なくとも �つ存在する�

	�
 '�	�7 $
が �に関する狭義の界面曲線であるとは� 次の条件を満たすものと定める�

ある �� � �が存在して� 	�
�	"
に加えて� 次の 	""
�が成り立つ�

	""
� '�	�7 $
� �� � � � '�	�7 $
� � 
 � � � ならば �	�� �
 � �である�

広義および狭義の界面曲線について� 以下の主張が成り立つ�

定理 ��� 	����� 界面曲線
 � � �� � � ��� かつ � � �とする� 初期データ ��は定義 �

と同様な関数であって� ����� は �����	�
�連続とする� 更に

��	�
 � �� $ 
 � 
 %

であるとする� ��� ��は ��� � 
上の 	��
�の弱解であり� 評価式 �����に従うとする�

	�
 �����によって定められる ,	�7 $
は� 定義 ����における �の広義の界面曲線である�

	�
 �が定義 ����における狭義の界面曲線 '�	�7 $
をもつと仮定する� このとき� 上記
	�
における広義の界面曲線 ,	�7 $
は '�	�7 $
に一致し� ��� � 
上の �����	�
�連続関数と
なる� 更に� ,	�7 $
は次の常微分方程式をほとんど至るところの � � ��� � 
で満たす�

,
�

	�7 $
 � � �"�
���������

�

��


 �

�� �
����

�
	�� �
 � �"�

���������
���� �

��

��
	�� �
	

弱解 ��� ��は十分な正則性をもたないため� 定理 ���の証明には� 次の命題が重要な
役割を果たす� 実際� 定義にあらわれる ��� � 
上の 	��
�の弱解 ��� ��は� 次の意味で強
解となる�

命題 ��� 	����� 弱解の正則性
 � � �� � � �� �� かつ � � �とする� ��は定義 �と同
様な初期データとする� このとき� 定義 �で定義される ��� � 
上の 	��
�の弱解 ��� ��
は� 以下の性質 	"
,	""
を有する�

	"
 ���� �
�
��

�� ��	�
��� � ���
 � 

�	�� 	�� � 

 であり�

��� � ��	���
� � �������
� ����� � �� � � � �

が �� 	�� � 
上のほとんど至るところ成り立つ

	""
 ある � � � ��について� � � !�	��� � 
7
�	�

である�

注意 
� 我々の手法による退化型������������系の解の有限伝播性の証明は� 	*8
に適
応することができるのみならず� 比較定理に依存しないという利点から� 他の退化放物型
方程式系においても有効であると期待できる� また� 空間高次元においても適用可能な手
法であることが長所である� 実際� 評価式 	���
を空間高次元において確立することによ
り� 
 � �においても� 解 �の有限伝播性を示すことができる� 従って� 三村�永井 ����で
提唱された� 高次元空間での定式化が可能となる�
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