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流体力学の基礎方程式である ��������	
��� 方程式に対する自由境界問題について考察する。流

体粒子の作用する応力が法線成分のみを持つ流体を完全流体、接線応力も存在する流体を粘性流体

という。粘性流体の運動方程式が ��������	
��� 方程式であり、流体の運動量保存則を表す。こ

こでは、密度が圧力や温度によって変わらない非圧縮性粘性流体を考える。この場合は密度は定数

（簡単のため  とする）となり ��������	
��� 方程式は、流速ベクトル �、圧力 � に対し

��� � �� � ��� � ������� �� � � ��

で与えられる。ここで � は外力、� は応力テンソル

���� �� � ������ �	� ��������� � ���
��� � ���
����

� は正定数粘性係数である。さらに流体は連続体であり、非圧縮性粘性流体に対し質量保存則

��� � � � ���

が成り立つ ���� ��� �����。

非線形項 �� � ��� を持つ半線形方程式としての ��������	
��� 方程式の初期値問題及び初期－

境界値問題に対する数多くの研究の中で、�� 理論の立場からは初期値問題に対する ���年の加藤

���の論文が特筆すべきものである。概説すれば、�� ��! 空間での初期値問題

��� �� � � ���� ���� � � �"�

に対し、左辺の線形化部分に対する解析的半群 ��������� を用いて、�"� の解は #$!�%�& の原理

により積分方程式

���� � ������

� �

�

��������� ������ �� ���

で与えられ、線形化問題の解に対する �� 評価式

���������� � �	���
����
����� � ��� � �� � � �'�

及びこれらを補間して得られる線形化問題の解とその空間１階微分に対する ����� 評価式を利用

して、時間 � について可積分となる基礎空間における ��� の一意存在を逐次近似により示すという

手法である。加藤理論に基づき ��������	
��� 方程式のみならず、半線形偏微分方程式の初期値問

題及び初期－境界値問題に対し、�� 解の時間局所的・大域的存在を示す多くの研究がこの間なさ

れてきた。



一方、自由境界問題では、一般に自由境界を固定境界に直す変換を行うため、��������	
��� 方

程式は準線形方程式となる。非線形項として線形化問題の解の最高階である時間微分と空間２階微

分を含むが、解析的半群の立場だけでは �'� からわかるように、時刻 � について原点の近傍で ���

の特異性を持ち可積分性が得られない。この点を解消するために、近年 (%�  ���、)��� ����、

#� ��*��+���,�-$�� ��� 等によって研究が進められている ����� 最大正則性の理論を適用する。

� ����� 最大正則性

� を �� ��! 空間、 を � 上の有界な解析的半群の生成作用素として、次の抽象的初期値問題

����� ����� � ����� � � �� ���� � � ���

を考える。 が ���最大正則性を持つとは、�� 	 ������ � ���� � � � � 
 に対し ��� の 一意

解 � 	� �
� ���� � ���� � ������ � ������ が存在して、次の評価式

���������� ���� � ��������� ���� � ���������� ���� �.�

を満たすことをいう。言い換えると  が ���最大正則性を持つとは、抽象的初期値問題 ��� が

/�&&���0 �� であり同じ正則性を持つことを意味する。� � ����� ��  �
	� のとき ����� 最大

正則性という。

最大正則性には、近年ヨーロッパを中心に大きな関心が向けられているが、その理由の一つは、

準線形方程式に対する非線形問題に対し、その線形化問題の最大正則性評価式 �.� を示すことによ

り、簡潔な縮小写像の原理を適用して非線形問題の解の一意存在が示されることにある。

最大正則性を示すために、我々は )��� ���� による作用素の��有界性による特徴付けを用いる。

�� � を �� ��! 空間、����� � を � から � への有界な線形作用素全体の空間とする。

定義 ���有界性� 作用素の族 �  ����� � が ��有界であるとは、��� 	 � � ��� 	 �� � 	 �

に対し � �

�

�

	�
���

!�����������
�
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���

!�������
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を成り立たせる定数 � � �� � 	 ��
� がすべての ��� � 上独立対称な ��� ��値確率変数 �!��

に対して存在することをいう。最小の � を ��+
$ � といい���� で表す。

�!�� の例としては 1���%��!�� 関数 !���� � ��2 ��� ���"��� が挙げられる。

���の解は、�について 3�4&���変換5�、逆変換5��� を用いて求められ、�は平たく �����#�

������ �� と表される。よって  が最大正則性を持つということは、１変数 � について作用素

値 6
$�����%$&	�4&��� の定理が成り立つことに帰着できる。$ 	 �������������� �� に対し、

�� 5 ������� �� � � ���� � � を

��% � ����$� �%�� �
� ��% 	 ���� �� ���

で定義する。��������� は ������� で稠密であるので �� が定義でき、�� は ������� の

稠密な部分集合上の線形作用素となる。



定理 �)��� ���� 7!�
��% "���� �� � を 89# 空間、 � � � 
 とする。$ 	 ���� �

��������� �� が次の条件

���$�&�: & 	 � � ����� � '� �


���&$ ��&�: & 	 � � ����� � '� �


を満たすならば、���の作用素 �� は ����� �� から ����� � � への有界作用素であり、

�������������������� �� � ��'� � '��

を満たす �� �� � のみに依存する定数 � � � が存在する。

89# �$ �
 ��	�
 �& %��	� 2�&� ��;��� ���� 空間とは、�� ��! 空間 � に対し � 	 ���� ��

の *�&+��	 変換5 (���� � )* �
�� � � が ����� �� 上有界となる � のことをいう。�����

��  �
	 �  � � �
� 及びその閉部分空間や商空間は 89# 空間である。

偏微分方程式の具体的な問題に )��� の定理を適用しようとする際、確率変数で定義される ��

有界性 をどのように証明するかということが鍵となる。全空間や半空間のモデル問題に対しては、

3�4&����6
$���� 変換を用いて解を具体的に表すことができ、それは合成積の形をしている。合成

積型の積分作用素に対しては、��有界性を示すための使いやすい十分条件として次の命題が得ら

れている。

命題 �#� ��*��+���,�-$�� ��� 7!�
��% ���� 柴田�清水 ��� ,�
4
��	�
 �����  � � � 
 と

する。�+���� � � 	 � � ���� を ��������
	 � 関数 +���� の族として

,����� �

�
��

+���� -���-� �-� � 	 � � ���

とおく。次の評価式

�,�������� � � ����
����

� �
� � 	 ����

	�� � � 	 � � ����
�����

���� +����� � ������	��� �� 	 �
	 � ���� � � 	 � � ���

を満たす � 	 � � ��� に独立な定数 � � � が存在すれば、�,� � � 	 � � ���� は ������
	�� 上

��有界でその��+
$ � は �	��� 以下である。

� 非圧縮性粘性流体の自由境界問題

非圧縮性粘性流体の自由境界問題とは、適当な境界条件を課した ��������	
��� 方程式系を

満たす時刻 � に依存する領域 <�、境界 =�、及び流速 � � ���� �� と圧力 � � ���� ��、� 	 <�、

� 	 ��� � �、� � � �
 を、初期条件 <����� � <、����� � �� �
 <� の下で求める問題である。

>���?@A ��� �"�� に従い、従来の非圧縮性粘性流体に対する自由境界問題の研究を概観する。領

域 <� の形状から２つに分類できる。一つは自由境界によって囲まれた単一の気泡や液滴の動きを

表す問題でこれを問題１とよぶ。もう一つは海の波のように水平方向に無限領域で表面が自由境界

である流体の動きを表す問題でこれを問題２とよぶ。



問題１に対しては �.. 年の �
&
  ��
� ��� による *-
&��� 空間における時間局所解の一意存

在定理が先駆的結果である。その後 �
&
  ��
� �.� �� ��� ���� (&&�� ��� "�� 谷 ����により、��

の �
+
&�� 空間や *-
&��� 空間における時間局所解の一意存在定理が示されている。時間大域解

については、�
&
  ��
� により ��� �� で �� の �
+
&�� 空間、����で �� の �
+
&�� 空間にお

いて小さな初期データに対しその一意存在が示されている。

問題２に対しては ���年の ���&� �'� による �� の �
+
&�� 空間における時間局所解の一意存

在定理が先駆的結果である。その後寺本 ��.� ���� ��!/��?�� ��� により �� の �
+
&�� 空間にお

いて、���" 年に (+�&� �� により �� の �
+
&�� 空間において時間局所解の一意存在が示されて

いる。時間大域解については、���年に ���&� ��� により小さな初期データに対し �� の �
+
&��

空間においてその一意存在が示され、�@&���	�� ��"�、谷�田中 ��'� の結果が続く。また ���&��西田

�.�により流速が代数冪で � に近づくという漸近的結果が、西田�寺本�吉原 ��� により *
4�分岐

の結果が得られている。

以上の概説のように、現時点で私の知る限り、問題１に対する �
&
  ��
� ����の時間大域解と

問題２に対する (+�&� ��の時間局所解の結果を除き、これまで �� の �
+
&�� 空間や *-
&��� 空

間における結果が主であった。

昨年、柴田との共同研究 �"� �� '�において、有界な単一非圧縮性粘性流体でその自由境界に

表面張力の影響を考慮に入れない問題に対して、小さな初期データに対する時間大域解の一意存在

と任意のデータに対する時間局所解の一意存在を、時間に関して ��、空間に関して �� の �
+
&��

空間において示した。

用いた方法は以下の通りである。自由境界を固定境界に直し、固定境界における準線形方程

式を求める。この線形化問題に対して、解析的半群によるアプローチに加え、モデル問題の解

を 3�4&����6
$���� 変換・逆変換により具体的に表示し、解作用素の ��有界性を示し作用素値

6
$���� %$&	�4&��� の定理を適用することにより、モデル問題の解の ����� 最大正則性を証明す

る。この結果を局所化の方法を用いて元の領域に戻すが、剰余項として現れる低階項を指数減衰性

を用いて評価することにより、線形化問題に対する指数安定な時間大域的 ����� 最大正則性定理

と時間局所的 ����� 最大正則性定理を証明する。そして、この線形化問題の ����� 最大正則性評

価式を用いて、縮小写像の原理により準線形方程式で与えられる非線形問題の時間局所的・大域的

な解の一意存在を示す。

我々の方法の最大の長所は、線形化問題に対する時間大域的な最大正則性定理を得ることができ

るという点にある。先述の �
&
  ��
� ���� と我々の問題設定は同じであり、�
&
  ��
� は非線

形問題の時間大域解の一意存在を、時間に対する指数 � と 空間における指数 � が � � � の場合に

証明している。しかし、線形化問題に対しては、時間局所的な最大正則性をポテンシャル論に基づ

く独自の方法で証明しているが、時間大域的な最大正則性の結果を得てはいない。そのため、非線

形問題の時間大域解の一意存在証明を、線形の時間局所的な最大正則性評価式に基づき複雑な方法

で証明いる。一方、我々は、線形化問題に対する時間大域的な最大正則性定理を得ることができ、

非線形問題に対して簡便な縮小写像の原理を適用し、時間大域解の一意存在を証明することがで

きた。



我々の方法は、様々な非圧縮性粘性流体の自由境界問題に対し有効であると考えている。実際、

有界な２相媒質で界面が自由境界である非圧縮性粘性流体の運動に対して同様な方法で時間大域

解・局所解の一意存在を示すことができたので、特に時間大域的な結果について次節で述べる。

� 有界な２相媒質で界面が自由境界である非圧縮性粘性流体の運動

<  �
	 � � �� を有界領域としその境界を �< とする。<�

�  < には初期時刻 � � � で与えら

れ � � � ではその形状が変化する、粘性係数 �� � � の非圧縮性粘性流体が占めるとする。=� を

<�
� の境界とし =� と �< の距離は正とする。<�� � < � �<�

� � =�� には粘性係数 �� � � の非圧

縮性粘性流体が占めるとする。= � =�、<� � <�� とおく。= を ���� 級超曲面、�< を ���� 級

超曲面とする。<�� または <� で定義された関数 .� に対し

.��� �� �

�
.���� �� � 	 <�

� �
� <��� � � �

.���� �� � 	 <�� �
� <��� � � �

とおく。また < で定義された関数 . に対し、.� を . の <�� または <� への制限とする。

 次流速ベクトル ���� �� と圧力 ���� �� �� 	 <�� � は ��������	
��� 方程式に対する自由境界問

題を満たす：

��� � �� � ��� �#������� �� � � � <�� � � � �

��� � � � � <�� � � � �

������� ���� ������ ����/���� � �� ����� ��
���� � � �

���	 � � �
� � � �� ����� � �� � <�� ���

ここで /� は =� 上 <�
� に対する単位外法線、�

���� �� は応力テンソル

����� �� � ������� �	� �������� � ���
��� � ���
��� �

	 は  �  単位行列、� � ���� �� は外力である。���では自由界面 =� に表面張力の影響を考慮に

入れていない。自由界面 =� 上の流体粒子は常に =� 上にあり、<
�
� から =� に流体粒子が発生する

ことがないことを仮定する。問題を固定領域 <� で考えるために、B$&�� 座標で与えられた問題

��� を 3�2�� 2� 座標に変換する。��0� �� を 3�2�� 2� 座標 0 での流速ベクトル、� を B$&�� 座

標による <�� での流体粒子の位置とすれば � � 0 �
��
� ��0� �� �� � ���0� �� と関係づけられる。

�����0� ��� �� � "�0� �� とおくと、��� は次の準線形方程式に対する初期－境界値問題となる：

����#�� ������ "� � 1���� "�� � �����0� ��� �� � <�� � � �

�����2��� � ��� ��� C2���� � � � <�� � � �

������� "�� � 1����� "���/�� � ������� "�� � 1����� "���/�� � � �

���� � ���� ���	 � � �
� � � �� ����� � �� � <� ���

ここで ���0� � �����、/ は <� に対する = 上の単位外法線、1���� "�、2���、C2��� は * �
� ��� �

*���� � � を満たす
� �
� �� �� の多項式 * �

� �
� �
� �� ���、*��

� �
� �� ��� �3 � �� "� �� により次で与



えられる：

1���� "� � * �
� ������ *����"� 2��� � *
������ C2��� � *�����4

まず、線形化問題：

����#������� "� � � � <�� � � �

���� � 5 � ��� C5 � <�� � � �

������� "��� ������ "���/�� � 6� � 6���� ���� ����� � � �

���	 � �� ����� � ��� ��

に対し解析的半群を生成する。このため " を消去し � のみの問題に帰着する。

D"� � � � <�

"� � "��� � / � ��������� ��������/ � ����� � ��� ����

���"
���	 � /� � �

��D�� ������ ������	

で
�
	
" �� � �を満たす解を "� � ,����と定める。ここで /	 は �< 上単位外法線である。

�� � �#�������,���� � 	 �����

���� � �� 	� �
� �<�

	 � 7��<� � �
� 	� �

� �<
��� ���	 � ��

���� � ����� �������,������ ������,������/�� � ��

とおくと � � � � �
� は 7��<� � �� 	 ���<�
	 � ���� � � � <� /	 � ���	 � �� 上の解析的

半群を生成する。次のように関数空間を定義する。

� ���
��� �� � ��� � ����� ��

�
� ���� ���

� ��� � ������� � � < 
� <�

(���
�
��� �<� � �� � (�
�

� ��� �� �<
��� � ������

�
� �<

���

�����<� � �7��<����������
��� � � ����
��� 5 実補間関手4

前節で述べたように、�	
��� 方程式に対する ��$%�  問題に対し最大正則性を示した柴田�清

水 ��� と同じ手法を用いて、�� の指数安定な時間大域的 ����� 最大正則性定理を得る。

定理 �  � �� � �
 とする� 次を満たす !� � � が存在する：
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