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要旨

非線形 �����	��
��
�������� � 方程式は様々なモデルにおいて複雑なシステムの近似方程
式として導出されるが、その極限移行を解の収束のレベルで正当化することは、

極限方程式の解の意味付けとしても、個々の方程式の研究結果を統一的に理解す

るためにも重要なことと思われる。近年、初期値問題の適切性を中心に発展して

きた、解の分散性評価の手法を用いることで、性質の近い非線形波動方程式同士

の特異極限移行に関しては、かなり緩い仮定の下で解の収束を証明できるように

なった。非線形 ��� ����������� � 
���� 方程式 � �"!$#�% � ��� �'&(� �)!*� 方程式系 �,+-!*./��!�� ��0 方程
式から非線形 �������1
��
����	��� � 方程式への極限移行について、これまでの結果と今後
の課題について解説する。2��

非線形 3547698;:=<?>A@,BDCE@,: 方程式系
まず最も単純な古典場のモデル、非線形 ��� �?�����F��� � 
	��� 方程式の非相対論極限

を考える。以下、極限関数は G/H のように添字をつけ、極限前のパラメータ依存
性は略す。 
IKJ�LNMPORQSISTULNM)I5VXW YZIK[\ 2*]	^G H ORQ G H VXW H Y G H [`_ YZL \ a [ Y 2��b� [
ただし I"c�dfehg	i \ j �kG/H VlY G/Hg _ G/Hm [nc�dfeog	i \ j M � 近似の意味はI5Vqp?rtsZuhv G Hg TUp m rtsZuov G Hm TUw�Y � [ ���yx Y{ztO}|}_{|}~o��� e [`� Y 2���2 [
簡単のため非線形項は W,YZIK[�V���� IP� �?I � ��� j �,����� を考える。 極限非線形項W H V�YoW Hg _�W Hm [ には相互作用の共鳴成分だけが現れる。W H� Y G [PV �2$� � M��� W Y G � TUp rt� G�� [F�/�/� Y 2���� [
例えば W YZIK[ V�� I�� M I の場合 W Hg Y G [�V�YN� G g � M T 2 � G m � M [ G g で、同じ形の極限を持つ��� �?�����F��� � 
	����� +-!*./��!�� ��0 方程式系の場合 YN� G g � M T�� G m � M [ G g とは係数が異なる。��� �?�����F��� � 
	��� から �������1
��
����	��� � への収束では、特性曲面の２つの双曲面に対
応する成分への分離が基本となる。極限ではそれぞれの面が放物面へ漸近する。

G � c�V p m rtsZuov2 Y � O ] L m M$�o� J�L�¡ m eF¢ v [?YZ£¤I¦¥ ]'§ IK[`_
I¨Vqp rtsZuhv G g TUp m rtsZuhv G m Y 2��ª© [

ただし « ��¬ � ��� �f­ ¬ �b® ��¯ � ��� � を ° Yh� [PV²± m e ° Y ]h³ ['± と書く。 G の方程式は2*]�^G T 2 L`M�Y{���AJ�L?¡ m e O � [ G Tq���AJ�L?¡ m e W Y G T G/´ [�V � _G/´ Vqp m M rts u v Y G m _ G g [N� Y 2���µ [



この問題では、時間局所・大域的適切性、時空評価および散乱理論について、双

方の方程式での結果をほぼ完全に統合する所まで到達している。¶¸·k¹/º9»$¹/¼ ½D¾Z¿À¾ z ��� ~（ G/Hm V � の場合については z ��� � ��Á ~ÃÂ それ以前の結果は z 2�2 ��$Ä � � � ~ など） W YZIK[AVÅ� � I�� ��I-Â ��Æ���Æ © J�YZÇÈO 2 [�Â��É� j
は定数とする。L \ a

のとき、 Y 2��b� [ の解 YZIk_ G/H [ に対して Y 2/��© [ で G VÊY G g _ G m [ を定めると
き Â G Y � [ \ G/H Y � [ÌË;Í¨�Èe ならば、I の最大存在時間 | は G/H の最大存在時間| HÏÎ � � ­ ���	Ð sZÑ H | と評価されて、G \ G H Ë;Í x Y{z � _{| H [N��� e [�Ò さらに © JÓÇ Æ��
かつ �"Ô � ならば、G は一様に �Èe で有界であり、波動作用素およびその逆写像
は �Õe \ �Èe 写像として任意のコンパクト集合上で一様に強収束する。
時間局所問題では、G を高周波帯 � ³ �/ÖlL と低周波帯 � ³ �/×lL に分割し、それぞ

れに波動型、��������
��
�������� � 型の �/®{� � ����!��Ø®{Ù 評価を用いて、高周波に L の重みを付
けた和空間で評価する。例えば � Ô �

の場合 �-Ú VÏYZÇÛO 2 [{J Á として、以下のノ
ルムで一様評価を得る。ただし Ü v Ý Ü�Þß V Ü ehà Ýv Y Ü ehà ßÞ [ �á � G � Ü v � Ü Þ ehà M â Ü v ã Y Ü Þ M ã àoi TUL m ã Ü Þ ä ã àoi [ á _á � W,Y G [`� Ü v� ã Y Ü Þ ehà M g M � ã àoi TåL m � ã Ü Þ ehà M g ä � ã àoi [ á _ Y 2���æ [
時間大域問題では、質量エネルギーが発散するので �Èe 有界性も自明ではなく、

時空大域評価は非線形構造を尊重した次の中間近似系を経由して得られる。
ç	J�LNMèT 2*]À^ç¸ORQSç�TUW H YZç	[�V � _ç=Y � [�V G Y � [N_ ^ç=Y � [�V ] L`MÓYØ��� J�L`¡ m e O � [ G Y � [ Y 2���Ä [
未解決問題としては、��� ® � �)!*��® ����� � � �{!�% � ®{Ù 評価 z Á ~�/é�ê�ë$ì � G H Y;íN_{îK[$� ïN��íF�ðî Î x Y á G áNñ�òóPô

ê [ Y 2���Á [
が非線形 ��� ����������� � 
���� からの極限として表せるか、さらにそれを用いた時空大域
評価のオーダーの改善（多項式オーダー）や、� ��õö� � �`0 臨界指数 W YZIK[�V�� I�� ï àØ÷�i m M�ø I
での極限移行は興味深い問題である。なお、� V © J*Ç の方は個々の方程式につい
ても全て未解決である。�	�¸ùûúDüký 69474�<Nþ 8;B ú-ÿ 方程式系
次に �/®{� � ����!��Ø®{Ù 評価だけでは不十分な場合として、古典ゲージ場の �"!Ó#/% � ��� �&(� �)!*� 方程式系を考える。 � ��¬ � � ­ õ � ! ¬���� では次のように書ける：ä� ã�� � Y ]�� ã ¢ ã I O L`IAO � ã�� ã IKJ�L�[�V � _


� J�LNMPORQ � VÉO
	 � � � Ik_ ��� IK¡�_ ��
 � V � _ORQ � � V�� IP� M?�
Y �	�b� [

ただし I"c�dfehg ä \ j ï � Y � � _?�1�1� � ä [PV�Y � � _ � [(c�d ï \ d ï � Y ¢ � _1�1�1� ¢ ä [�V�Y ¢ v J�L$_N� Þ [ �� � _?�1�1� � ä は &(� �)!*� 行列で � ã ��� T ����� ã V 2 � ]���� Y � _1O � _1O � _1O � [�� � � � � ã VlY � � � ã [ ´ �



��
�_�
�¡ は j ï 内積の実部、	 VlY�O Q [ m e{��� ��� � この方程式のエネルギーは正定値
でないが、質量項を除くとその大きさは Iy�ÕL m ehà M �Õehà M T �Èe � ¢ ã � � Ü M � � � � � Ü M
に対応する。¶¸·k¹/º9»$¹/¼ �D¾Z¿À¾ z �1© ~fL \ a

のとき IèY � [ \ ° Ë;Í L m ehà M �Èehà M T �Èe で ¢ ã � Y � [ がÜ M 有界ならば � | ��� Â ��L � Æ!� L でI5V p m r#"%$'sZuov'& Tåw	Y � [�Ë;Í x YØz O}|}_{|}~o�)L m ehà MN� ehà MèTå� e [`_� � V YFO Q [ m e � & � MèTUw�Y � [�Ë;Í x Y{ztO¤|}_Ø|¤~h� ^� e â ^( ä à MM*) e [`_¢ ã � V ¢ ã �,+ TUw�Y � [�Ë;Í x YØz O}|}_{|}~h� Ü M`[
Y �	��2 [

ただし & Â �-+ は次の方程式の解：2*] ^& T � � Q & V 2 & YFO Q [ m e � & � M�_ & Y � [ V ° _
�,+ J�LNM O Q �-+ V � _ ¢ ã �,+ Y � [�V ¢ ã � Y � [N� Y �	��� [
極限の . !��Ø®{� ��� 型方程式は Ü M で時間大域的に適切だが、�y!Ó#/% � ��� �'&(� �{!�� では

時間大域解は /{­A!���� 
 !Ó®�! でしか得られていない。 z © ~ では �Èe 解の枠組みで � ��� L
オーダーの存在時間下界が得られているが、実際に爆発解があるかどうかは未解

決である。類似の方程式 �"!Ó#/% � ��� � ��� ����������� � 
���� 系はエネルギーの正値性のため�Èe において大域適切であり、上と同様の極限移行の結果も得られている。 z �?© � � ~
これらの方程式では �/®)� � ���À!*�Ø®)Ù 評価では � �?��¬ � !�� � ®10 が足りないので ��� ! ����� �Ø­ ! �/��"!���� ��
���� の双線形評価を用いる。その際、相互作用において分散性が失われな

いために非線形項に �7¬ ��� ÐÃ� �{­ の構造が必要だが、&(� �)!�� のままではそれが露わ
でない。そこで双線形項

� I を周波数帯で分解して、I の周波数が �
より高い

部分を次の等式で ��� �?�����F��� � 
	��� 方程式に変換する。� v��2 YÃíèO43$[ � � �65 Y � 5 IK[?Y�3Ó[F�73V L m e�8 YÃíØ[ � � � 5 Y � 5 IK[�Y � [T � v� 8 Y;í,O!3$[:9 � ã � 5 Y ¢ ã � 5 [�I O 2 � 
Ó� I¦T ]�� 5 � 5 � ã � ã IKJ�L<;�Y�3$[F�63�_
Y �	�ª© [

ただし 2 YÃíØ[ は &(� �)!�� ¯ � ��¯ ! � !Ó® � ��� 8 YÃíØ[¸V L m e����AJ�L�¡ m e / ��� L M ���AJ�L�¡Fí �>= V � _ 2 _ � �Ú V � _ � _ 2 _ � についての和を略した。
©��@?,úBA CDú B=@ED 方程式系

最後に、�y!Ó#/% � ��� �'&(� �{!�� 系よりも非線形性の強いシステムとしてプラズマ波動
を記述する +-!�.7�À!�� ��0 系を考える。この場合はもはや線型方程式からの摂動とし
て極限移行を制御することは不可能で、方程式の非線形構造を直接用いた非線形

共鳴成分の評価が必要となる。



©������GF�H�IKJLI »NM IPO · I »$º6Q
の亜音速極限

¾
まず最も単純な /Ø�1!���!�� +-!�.7�À!�� ��0 方程式系

から非線形 �����	��
��
�������� � 方程式への極限を考える。2*]	^G ORQ G V O¤Ç G _
ÇDJ Ú M ORQSÇyVqQ � G � M?� Y ©��b� [
ただし Y G _{ÇD[ c�d ehg ä \ j �5d � まず、R V Ç O ] Y Ú � �Õ� [ m e ^Ç とおけば１階の方程式
が得られる： ]	^G T � �Õ� M G V�O Ç G _ ÇyV £ R _] ^R T Ú � �Õ� R VÉO Ú � � ��� G � M � Y ©���2 [
G と R の特性曲面が交わる � ³ �	V Ú から生じる非線形共鳴の成分は時間振動を
持たないため Ú � �Õ� を振動に吸収させる事が出来ず、結果として線形摂動では扱
えない（任意の �TS で、逐次近似の第２近似が非有界になる z �1æ ~ ）。そこでこの
周辺の周波数を共鳴成分として分離する：G�U VWV Yh� J Ú [ G _ GYX V G O G�U _ RZU VWV Yh� J Ú [ R _ R[X V R O RZU Y ©���� [
ただし V � x H� は � ¬ ® ����\ ÐÃ¬�� ��® ����� � 解の収束として次の結果が得られる。¶¸·k¹/º9»$¹/¼ ]E¾Z¿À¾ z ��æ ~^3 � � J 2 として Ú \ a

のときG Y � [ \ ° Ë;Í5� S _ R Y � [ � S m e で有界 _ RZ_ Y � [ \ � Ë;Í � S m e Y ©��ª© [
とすると Y G _ R [ の最大存在時間 | は]	^G H O Q G H V�� G H � M G H _ G H Y � [�V ° _] ^R + T Ú � � � R + V � _ R + Y � [PV R Y � [DT � G Y � [�� M1� Y ©���µ [
の存在時間 | H で � � ­ ���	Ð ã Ñ H |XÔ�| H と評価され、G V G H Tåw	Y � [�Ë;Í x YØz � _Ø| H [`��� S [N_

R V R + OX� G H � M TUw�Y � [ÌË;Í x Y{z � _{| H [N��� S m e [`� Y ©���æ [
まだエネルギー空間 �Èe には到達してないが、以前の結果 z 2 ��� � � ��` � ` ~ に比べて� �?��¬ � !�� � ®10 は大幅に下がっている。これは非共鳴成分に分散性評価を導入したこと

が大きい。非共鳴成分の時間振動を見るために G Vqp r'a b^a uhv ± m edc �PR Vqp r ã a b^a v ± m e�e
とおくと G の方程式から] ¢ v cPY ³ [�VÉO ��éðì p r ÷ m a f:a u � ã a gha g a f m gia uoø v e-YLj�[dcPY ³ Okj�[F�lj Y ©���Ä [
ここで e-Y ³ [ の方が遠方での減衰が遅いから右辺の積が大きくなるのは � ³ OmjE��n� jk��oÏ� ³ � の時で、さらに � ³ ��po Ú とすれば ¯ �À!�/ � 部分は�$OX� ³ � ME¥ Ú � jE��T�� ³ OqjE� M���o � ³ � MET Ú � ³ � Y ©���Á [
従って、部分積分をすれば Y�� ³ � M T Ú � ³ � [ m e の減衰が得られる。R の方程式も同じ¯ �À!�/ � を持ち、 ^R の Ú � �Õ� 因子はこれらの減衰で相殺することができる。他方、



共鳴部分には次のエネルギー保存則を用いる：

r YÃíØ[PV �7é ì � � G � M T � R � M2 TåÇ � G � M �ðî¨V r Y � [ Y ©��s` [
非線形項が定符合でないのでこのままでは大きな解の有界性には使えないが、共

鳴成分 � ³ �Yo Ú は高周波なのでそこに制限すれば非線形部分は小さくなる。Ü M YÃd ä [
内積の実部を ��W � � ¡ で表して

r U YÃíØ[nc�V ��� G � � G�U ¡ET � R � RZU ¡)J 2 T 2 �hÇ U9G�U � G�X ¡kT �hÇ UöG�U � G�U ¡ Y ©��b� � [
とおくと保存誤差は^r U VÉO 2 �hÇ XnG � ^G�U ¡ET 2 �hÇ UKG�U � ^GYX ¡�O � ^Ç UöGYX � G�X ¡ Y ©��b��� [
となり右辺各項は必ず非共鳴周波数を一つは持つので、上と同様に ¯ �À!�/ � Ú � ³ ��T¨� ³ � M
の時間振動を持つ。これで

¢ v による � �?��¬ ��!�� � ®10 落ちを相殺できるが、そのとき� á R � Ü HÞ Y�� ³ �/×�t�[ á ��í Æ a Y ©��b�$2 [
が必要となる。これは線形波動に対しても �/®)� � ���À!��F®)Ù 時空評価から 3 O � � � J 2
を要請される。エネルギー空間 �Èe での収束を得るには、 � ³ �lo Ú の成分に対し
ても何らかの分散性評価を用いる必要があると思われる。©���2/� Qö¹ H�u º9»vM IwO · I »Óº7Q

の亜音速・静電極限
¾
上の場合、二つの異なる時空周波

数 Y �/������
��
	������� � と % ! 0�� [ から単一の共鳴周波数 Ú が生じた。物理的により正確
には、G は電場を表すベクトル場で、
���0Û¯ !��F® と � ¬ �Ø� ¯ !��F® で異なる伝播速度を
持つ。これを考慮すると、共鳴周波数は少なくとも２箇所に現れる。2*]	^G OR� ��
 G T!xè�y�Õ�y� G V�O Ç G _] ^R T Ú � �Õ� R V O Ú � � ��� G � M?� Y ©��b��� [
z V � Ok	 �K{ V z G9� ( V|	 G とおくと] ^{ O Q { V�O z YZÇ G [N_ G V { T ( _] ^( OkxèQ ( VÉO
	 YÃÇ G [`_ Y ©��b�1© [
Y Ú _*x,[ \ a

での極限方程式は] ^{ ORQ { V O z Y�� { � M { [`_ R V�� { � M?_ ( V � � Y ©��b�$µ [
{ についての共鳴周波数 � ³ �7V Ú � ( についての共鳴周波数 � ³ �/V Ú JYx それぞれ
の成分を { ã � ( ã à � などと表し、これらを別々に局在化したエネルギーを考える
と、保存誤差に Ú と Ú J�x の共鳴を含む非線形項 � ^Ç ã à � { ã � { ã ¡ � �ZÇ ã { ã � ^( ã à � ¡ が新
たに出てくる。他方、G�U V { ã T ( ã à � �KRZU V R ã T R ã à � とおいて、Ú JYx �	Ú を合
わせた局在化エネルギーr s Y;íØ[fc�V ��� { � � { ã ¡kT4x �o� ( � � ( ã à � ¡kTq� R � RZU ¡)J 2T 2 �hÇ UKG�X � G�U ¡ET �hÇ U9G�U � G�U ¡ Y ©��b��æ [



を考えると保存誤差に Ú と Ú JYx の共鳴は現れないが、 3 � �
なので

r s によるÚ での評価は Ú J�x より弱くなる。
この対処法は x の大きさによって２通りある。まず x が大きい場合、( の線

型方程式は xf� ³ � M の振動を持つため、�/®{� � ����!��Ø®{Ù 評価で x について減衰度を持つ。
これをエネルギー誤差項に利用すると、例えば Ú ×�x M のときには � S Y�3 � � J 2 [
での収束が得られる。ただし、エネルギーá � { á MèT á x ehà M ( á MèT á Ç á M`J 2 O � Ç � G � M���î Y ©��b�$Ä [
に対応して、次の仮定をおく：

( Y � [�V|} Y~x m ehà M [ ��� � e _ ( ã à � Y � [�V|}5YLx m ehà M [ ��� � S � Y ©��b��Á [
逆に x が余り大きくない場合、Ú J�x が Ú に近いので r s を Ú の評価に使える。

ただし、Ú での減衰のオーダーが �TS より遅くなるので、始めから 3 を高くして
おく必要がある。例えば x��¦× Ú � �"Ô 2

のとき 3 � 2 � 3i�	V�3POåY�3 O � [ØJ�� として、� ³ � Î Ú J�x�� � S _ Ú J�x Æ � ³ � Æ�Ú � Ú S~� m e � e _ � Ú � Æ � ³ �Y� � S~� Y ©��b�<` [
の空間で極限が得られる。しかしこれでは完全な解決とは言い難く、Ú J�x と Ú の
共鳴が実際に極限移行に影響を与えるかどうかは今のところ不明である。©������G��J ¹7���E�%�¨º9»Y�Eº��E�hM IPO · I »$º6Q

の高周波・亜音速極限
¾
上の場合、物理的に自

然な状況では極限に特異性は生じないが、パラメータのとり方を変えると非線形

共鳴から特異性が生じることがある。電場についてプラズマ周波数無限大の極限

をとる前の ��� ����������� � 
����/� +-!�.7�À!�� ��0 系を考える。
IKJ�L`MPO QSI¦TULNM�I¨V O¤Ç=Ik_

ÇDJ Ú MPORQ ÇyVqQ � IP� M Y ©���2 � [

ただしここでは QSI の非等方性は無視する。L M がプラズマ周波数、Ú がイオン音
速に対応するが、この形のスケールでは YZL?J Ú [ M がイオン質量：電子質量に比例す
るので L
� Ú となり、この条件の下で YZLÓ_ Ú [ \ a

の極限を考えると +-!�.7�À!*� ��0
系と同様の結果が得られる z ��æ ~ � しかし、この制約をはずして L�J Ú M \ � �RY � _ a [
となる極限をとると、非線形共鳴成分が � ³ �*V �

に集中し、極限方程式に特異性

を生じる： 2*]	^G H ORQ G H V �2 Y � T��� Y�� � ��T � [DT��� YN� � �$O � [{[�� G H � M G H Y ©���2�� [
ここで �� は . � ! 0/� / ��
��(ÐÃ¬	� ��® ����� の « ��¬ � ��� � 変換で、具体的には

�� Y�� �Õ��T � [�V � �Õ�� � ��T � _
�� Y�� �Õ�$O � [PV � � G � � � �� �Õ�1O � O ]Z�E��� Y�� �Õ�$O � [N_

Y ©���2�2 [



これらは p m M r�shuov を含む非線形項の共鳴によって生じる。 R の漸近挙動は
R V O � G � M J 2 TUp?r ã a b^a vØz R Y � [DT�� G Y � [�� M J 2 ~Tåp r ã "Nv �� Y�� �Õ�NT � [?z G M ORp r ã ÷ a b^a m " ø v G Y � [�M{~ J 2Tåp m r ã "Nv �� Y�� � �$O � [�z G M ORp r ã ÷ a b^a g " ø v G Y � [ M ~;J 2 Tåw	Y � [ ��� � S m e � Y ©���2�� [

Y ©���2�� [ は通常の非線形 �����	��
��
�������� � 方程式と異なり、非線形項によって � ³ �9V �
から Ü M ノルムが減衰する。具体的には¢ v á G Y;íØ[ á Mñ u V�O �9�2 � � YN� �Õ��O � [ G M�� G M�¡ Î � � Y ©���2*© [
上の極限移行の証明では、共鳴周波数

�
が有界なので、その帯域の有界性は線形

エネルギー法で容易に出せる。従って主な問題は特異性を持つ « ��¬ � ��� � ­ ¬ ��® ��¯ � ��� �
の評価だが、それは î 空間での評価による：

� � G � � � �� �Õ��O � V � T � �Õ�� �Õ�`T � T 8�� _
8 V � M � � / Y � � î�� [2$� � î�� T�}5Y � Jö� î��`T�� î�� M [N_
p r�vLa b a 8�� V 8 YÃíØ[ � _ 8 Y;íØ[¤× � Jö� î����

Y ©���2�µ [
極限方程式 Y ©	��2�� [ について、非線形散逸項が爆発を抑制する効果があるか、ま

た時間大域解ではどの程度解を減衰させるかは興味深い問題に思われる。
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