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１．序　次の非線形熱方程式を考える：

(1) ut = ∆u + up in RN × (0,∞),

ここで, N > 2, p > 1 とする．方程式 (1) は相似変換

u(x, t) �→ uλ(x, t) = λ2/(p−1)u(λx, λ2t), λ > 0,

に関して不変である．この相似変換に対して不変な解，すなわち

(2) u(x, t) ≡ λ2/(p−1)u(λx, λ2t) for all λ > 0

が成立する解を自己相似解 (self-similar solution) という．今, u(x, t) を RN × (0,∞)

で定義された自己相似解とし，(2) において λ =
√

t を代入すると自己相似解 u は

(3) u(x, t) = t−1/(p−1)v(x/
√

t) for t > 0

と表される．この形の解を前方自己相似解 (forward self-similar solution) という．形
状関数 v = v(x) は次の楕円型偏微分方程式を満たす：

(4) ∆v +
1

2
x · ∇v +

1

p − 1
v + vp = 0 in RN .

一方, u(x, t) を RN × (−∞, 0) で定義された自己相似解とし，(2) において λ =
√−t

を代入すると自己相似解 u は

u(x, t) = (−t)−1/(p−1)v(x/
√−t) for t < 0

と表される．この形の解を後方自己相似解 (backward self-similar solution)という．形
状関数 v は次の楕円型偏微分方程式の解となる：

(5) ∆v − 1

2
x · ∇v − 1

p − 1
v + vp = 0 in RN .

ここでは, 楕円型偏微分方程式 (4) および (5) に対して考察を行い, 前方および後方自
己相似解の構造を明らかにすると共にそれらの放物型問題における役割について考え
る．2, 3 節では前方自己相似解を扱い, 4, 5 節では後方自己相似解を扱う．4, 5 節にお
ける結果は, 鈴木貴氏（大阪大学大学院基礎工学研究科）との共同研究によるもので
ある．

２．前方自己相似解の構造　次の Cauchy 問題を考える:

(6)� ut = ∆u + up in RN × (0,∞), u(x, 0) = �|x|−2/(p−1) in RN \ {0},
ここで, � > 0 とする．等式 (2) において特に t = 0, λ = 1/|x| とおくと前方自己相似
解は初期時刻において u(x, 0) = |x|−2/(p−1)u(x/|x|, 0) を満たすことがわかる．ここで



は, Cauchy 問題 (6)� を考察することにより球対称なクラスにおける前方自己相似解
の存在を考察する．
自己相似解は、一般に Navier-Stokes 方程式や非線型 Schrödinger 方程式などのス

ケール不変性をもつ方程式で考えられる．ある特定のクラスを含む初期値問題を解く
ことにより自己相似解を構成するという手法は, Giga-Miyakawa [12] による Navier-

Stokes 方程式に関する研究から始まり, その手法は非線形 Schrödinger 方程式, 非線型
放物型方程式あるいは波動方程式などの様々な問題に適用されている．問題 (6)� に対
しては Kozono-Yamazaki [20], Cazenave-Weissler [3]により, � > 0 が十分小さい場合,

適当な関数空間において十分小さい解が一意に存在することが知られている．ここで
は, 形状関数に注目して (6)� の解の存在を考察する．前節で述べたように (1) の自己
相似解 u は形状関数 v を用いて (3) で表される．とくに u が (6)� の球対称解である
とき, v = v(r), r = |x| は次を満たす：

(7) vrr +
(

N − 1

r
+

r

2

)
vr +

1

p − 1
v + vp = 0, r > 0,

(8)� v′(0) = 0 and lim
r→∞ r2/(p−1)v(r) = �.

逆に, v = v(r), r = |x| が (7)-(8)� の解であれば (3) で与えられる u は (6)� を満たす
自己相似解となる．問題 (7)-(8)� の解の存在を議論するために, α > 0 に対して初期
条件

v′(0) = 0 and v(0) = α

を満たす (7) の解 vα を考える. パラメータ α > 0 を変化させたときの解 vα の
挙動については, Haraux-Weissler [15], Peletier-Terman-Weissler [28], Yanagida [33],

Dohmen-Hirose [5] 等により詳細に研究されている．とくに [15] により [0,∞) におい
て vα(r) > 0 であれば, ある定数 � = �(α) ≥ 0 が存在して

lim
r→∞ r2/(p−1)vα(r) = �(α)

であること, �(α) は α > 0 の関数として連続であることが知られている．
各 � > 0 に対して解集合 S� を次で定義する：

(9) S� = {v ∈ C2[0,∞) : v は (7)-(8)� の正値解 }.

ある v� ∈ S� が任意の v ∈ S� に対して [0,∞) において v� ≤ v を満たすとき, v� を S�

の最小解とよぶ．パラメータ α > 0 を変化させたときの �(α) の振る舞いを考察する
ことにより, S� の元の存在, 非存在, および元の個数について議論することができる．
次が成立する：

定理 1. ([25]) p > (N +2)/N とする．このときある α ∈ (0,∞]が存在し, α ∈ (0, α)

において vα は [0,∞) で正値であり �(α) は狭義単調増加となる．さらに, このとき vα

は S�(α) の最小解となる．また α < ∞ であれば S�(α) は vα のみからなる．



p > (N + 2)/(N − 2) の場合を考える．定数 L, 指数 pc をそれぞれ次で定義する：

L =

[
2

p − 1

(
N − 2 − 2

p − 1

)]1/(p−1)

, pc =




∞, 3 ≤ N ≤ 10,

N − 2
√

N − 1

N − 4 − 2
√

N − 1
, N ≥ 11.

U(x) = L|x|2/(p−1) とおくと, p > N/(N − 2) において U は (1) の特異定常解となる
ことに注意する．pc は Joseph-Lundgren [18] に現れる指数である. ([13, 31] も参照.)

定理 2. ([29, 25]) (i) (N +2)/(N −2) < p < pc とする．このとき α < ∞, �(α) > L.

さらに α → ∞ において �(α) は L の周りを振動し, かつ lim
α→∞ �(α) = L が成立する．

(ii) p ≥ pc とする．このとき α = ∞, lim
α→∞ �(α) = L が成立する．

定理 1, 2 および (N + 2)/N < p < (N + 2)/(N − 2) における [15] の結果より解集
合 S� の元の個数 �S� について次が得られる：

系 1．p > (N + 2)/N とするとき, ある � > 0 が存在し, 0 < � < � において S� は正
値最小解 v� を持ち, 一方 � > � において S� = ∅．さらに次が成立する：

(i) p < (N +2)/(N −2)のとき 0 < � < �であれば, �S� ≥ 2, � = �において �S� = 1.

(ii) (N + 2)/(N − 2) < p < pc のときある �0 ∈ (0, �) が存在し � ∈ (0, �0) あるいは
� = � において �S� = 1. さらにある {δk}∞k=1, δk ↓ 0 が存在し |� − L| < δk なら
ば �S� ≥ k + 1.

(iii) p ≥ pc のとき � ∈ (0, L) において �S� = 1, � ≥ L において S� = ∅.

注意. (i) 解集合 S� の構造が, Dirichlet 問題

∆u + λ(1 + u)p = 0 in B = {x ∈ RN : |x| < 1}, u = 0 on ∂B

の解構造（[18] を参照）と類似性をもつことは興味深いものと思われる．この類似性
は, Galaktionov-Vazquez [9] において予想されていた．

(ii) 自己相似解の多重存在に対する変分的アプローチについては [24] を参照．

３．Cauchy 問題における前方自己相似解の役割　次の Cauchy 問題を考える：

(10) ut = ∆u + up in RN × (0,∞), u(x, 0) = φ ∈ C(RN) ∩ L∞(RN),

ここで, φ ≥ 0, φ ≡ 0 とする．このとき解の最大存在時刻 T = T [φ] ≤ ∞ が存在し、
問題 (10) は (0, T ) で一意古典解をもち, T < ∞ ならば limt→T ‖u(·, t)‖L∞ = ∞ とな
る．T < ∞ の場合, 解 u は有限時刻で爆発するといい, T = ∞ の場合, 解 u は時間大
域的であるという．

Fujita [7]は p < (N+2)/N の場合,任意の初期関数 φ ≥ 0, φ ≡ 0,に対して T [φ] < ∞
であり, p > (N +2)/N の場合,十分小さい定数 c > 0に対してφ(x) ≤ ce−|x|2, x ∈ RN ,



であれば T [φ] = ∞ であることを示した．その後, Weissler [32] は α > 2/(p − 1), 十
分小さい定数 c > 0 に対して φ(x) ≤ c(1 + |x|)−α, x ∈ RN , であれば T [φ] = ∞ で
あることを示した．さらに Lee-Ni [21] は, 自己相似解との比較により十分小さい定数
c1 > 0 に対して

φ(x) ≤ c1(1 + |x|)−2/(p−1), x ∈ RN ,

であれば T [φ] = ∞であること, Kaplanの固有関数法によりある定数 c2 > 0が存在し

lim inf
|x|→∞

|x|2/(p−1)φ(x) > c2

であれば T [φ] < ∞ となることを示した．Wang [31], Gui-Ni-Wang [13, 14] は, 定常
問題∆u + up = 0 の解との比較によりさらに精密な結果を導いた．
ここでは, Cauchy 問題 (10) を, 変数変換 v(y, s) = (t + 1)p−1u(x, t), x = (t + 1)1/2y,

t = es − 1 を用いて


vs = ∆v +
1

2
y · ∇v +

1

p − 1
v + vp, y ∈ RN , s > 0,

v(y, 0) = φ(y), y ∈ RN ,

と変換する．初期関数 φ に対して次を仮定する:

(11) lim
|x|→∞

|x|2/(p−1)φ(x) = �,

ここで � > 0 とする．次の定常問題を考える：

∆v +
1

2
y · ∇v +

1

p − 1
v + vp = 0 in RN , lim

|y|→∞
|y|2/(p−1)v(y) = �.

この定常問題の正値球対称解全体の集合は (9) の S� で与えられる.

定理 3. ([26]) � > 0 とし (11) を仮定する．
(i) � ∈ (0, �), �S� ≥ 2 とし, v� ∈ S� は最小解, v� ∈ S� \ {v�} とする. さらに, それぞ

れ対応する自己相似解を u�, u� とする．このときある t0 > 0に対して φ(x) ≤ u�(x, t0),

x ∈ RN , であれば T [φ] = ∞ であり次が成立する：

lim
t→∞ t1/(p−1)‖u(·, t) − u�(·, t)‖L∞ = lim

t→∞ ‖t1/(p−1)u(·/√t, t) − v�(·/
√

t)‖L∞ = 0.

一方,ある t0 > 0に対してφ(x) ≥ u�(x, t0), φ(x) ≡ u�(x, t0) in RN であれば T [φ] < ∞．
(ii) � > � とする．このとき T [φ] < ∞.

注意. 有界領域 Ω ⊂ RN における初期値境界値問題

ut = ∆u + λeu in Ω × (0, T ), u|∂Ω = 0, u|t=0 = u0(x) ≥ 0

の解のダイナミクスに関しては, Fujita [8] により定常問題の解集合が重要な役割をす
ることが知られている ([30] も参照). Cauchy 問題 (10) においては, 自己相似解の解
集合がそれに代わる働きをすると考えることができる．



４．p = (N + 2)/(N − 2) における後方自己相似解の構造　この節では p = (N +

2)/(N − 2) とし, 次の Dirichlet 問題を考える：

(12) ∆v − 1

2
x · ∇v − 1

p − 1
v + vp = 0 in BR, v = 0 on ∂BR,

ここで, BR = {x ∈ RN : |x| < R}, R > 0 とする．変分法を用いて (12) の正値解の存
在を議論する．u ∈ H1

0 (BR) に対して次の汎関数を考える：

I(u) =
1

2

∫
BR

(
|∇u|2 +

1

p − 1
u2

)
σdx − 1

p + 1

∫
BR

up+1σdx,

ここで σ(x) = e−|x|2/4 とする．定数 Sσ,R を次で定める：

Sσ,R = inf
u∈H1

0 (BR)\{0}

∫
BR

|∇u|2σdx +
1

p − 1

∫
BR

u2σdx

(∫
BR

|u|2N/(N−2)σdx
)(N−2)/N

.

また，Sobolev の最良定数を S で表す．すなわち，

S = inf
u∈H1

0 (BR)\{0}

∫
BR

|∇u|2dx

(∫
BR

|u|2N/(N−2)dx
)(N−2)/N

.

定数 Sσ,R と S の値の比較において, u ∈ H1
0 (BR) に対して v(x) = e−|x|2/8u(x) とお

くと ∫
BR

|∇u|2σdx =
∫

BR

|∇v|2dx −
∫

BR

(
N

4
− |x|2

16

)
v2dx

が成立することに注意する．Brezis-Nirenberg [1] の議論および球対称性から導かれる
compactness により Sσ,R < S であれば (12) は球対称正値解をもつことが得られ, さ
らに次が得られる:

定理 4.([27]) N ≥ 4 のとき, 任意の R > 0 に対して (12) は球対称正値解をもつ．
一方 N = 3 のとき, ある R0 > 0 が存在し，R > R0 であれば (12) は球対称正値解を
もち，R ∈ (0, R0] であれば (12) は球対称正値解をもたない．

注意． R0 は, F (−1/4, 1/2; r2/4) の最初の零点として与えられる. ここで F (α, γ; s)

は, 合流型超幾何関数．R0 = 2.2325 . . . である．

５．後方自己相似解と blowup rate 　 p > 1 とし, 次の問題を考える：

(13) ut = ∆u + |u|p−1u, x ∈ Ω, t > 0, u(x, 0) = u0 ∈ L∞(Ω) ∩ C(Ω),

ここで Ω = RN あるいは Ω ⊂ RN は有界領域とする．ただし, 後者の場合 u|∂Ω = 0

を仮定する．有限時刻 T で爆発する解 u に対して, ある定数 C > 0 が存在して

(14) ‖u(·, t)‖L∞(Ω) ≤ C(T − t)−1/(p−1), 0 ≤ t < T



が成り立つとき，この爆発を I 型，そうでないとき II 型とよぶ．(14) の右辺は常微
分方程式 Ut = Up の時刻 T での爆発する解の増大度であることに注意する．
解の blowup rate に関しては, 指数 p の値に応じて状況が異なる．1 < p < (N +

2)/(N−2)の場合には，Giga-Kohn [10]により非負の初期値に対して解の爆発は I型で
あることが示されている．さらに最近，Giga-Matsui-Sasayama [11]により初期値の符
号が変化する場合についても解の爆発は I型であることが示された．(N +2)/(N−2) <

p < pc の場合には，Matano-Merle [22] により, Ω = BR の場合, u0 が球対称であれば
爆発は I 型であることが示された．しかしながら，p > pc (N ≥ 11), Ω = RN の場合，
Herrero-Velázquez [16, 17]により II型の爆発をする球対称正値解が存在することが報告
されており,最近, Mizoguchi [23]により簡明な証明が与えられた．p = (N +2)/(N−2),

Ω = BR の場合，[22] により, u0 が非負, 球対称であれば爆発は I 型であることが示さ
れている. 一方, 符号変化を伴う解については Filippas-Herrero-Velázquez [6] により，
3 ≤ N ≤ 6 において II 型の爆発をする解の存在が形式的に示されている．
ここでは, p = (N +2)/(N−2)における解の blowup rateについて考える．Dirichlet

問題 (12) の解 v = v(|x|) に対して
u(x, t) = (T − t)−1/(p−1)v(|x|/√T − t)

と定めると u は時刻 t = T で爆発する後方自己相似解となる．とくにその爆発は I 型
である．問題 (13) の解と後方自己相似解に対して, １次元熱方程式に対する零点数非
増大則 [19, 1, 4] を用いて比較することにより次が得られる:

定理 5. ([27]) p = (N +2)/(N −2)とする．uは (13)の球対称解とし (x, t) = (0, T )

で爆発するとする. さらにある関数 ρ ∈ C[0, T ], ρ > 0 on [0, T ) に対して

u > 0 in
⋃

0<t<T

Bρ(t) × {t}

が成立するとする．このとき

lim inf
t→T

(T − t)−1/2ρ(t) >




0 if N ≥ 4,

R0 if N = 3,

であれば, 爆発は I 型である．ここで, R0 > 0 は定理 4 に現れる定数．

N = 3, lim inf
t→T

(T − t)−1/2ρ(t) ∈ (0, R0] の場合について考える．R, T > 0 に対して

(15) ρ(t) = R(T − t)1/2, 0 ≤ t < T

とし, 縮退する領域 Bρ(t) において Cauchy-Dirichlet 問題を考える：

(16)




ut = ∆u + up, x ∈ Bρ(t), t ∈ (0, T ),

u = 0, x ∈ ∂Bρ(t), t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = λu0(x), x ∈ Bρ(0),

ここで λ > 0 とし u0 は Bρ(0) で連続, u0 ≥ 0, u0 ≡ 0 とする． 簡単な考察により,

ある最大存在時刻 Tmax = Tmax(λu0) ∈ (0, T ] が存在し, 問題 (16) は (0, Tmax) におい



て一意古典解をもつ．とくに Tmax < T の場合は lim
t→Tmax

‖u(·, t)‖L∞(Bρ(t)) = ∞ が成立

する．

定理 6. ([27]) p = (N + 2)/(N − 2) とする．(16) において u0 は球対称, 非増加と
する．このとき, ある λ∗ > 0 が存在し, λ = λ∗ において Tmax = T かつ

lim
t→T

‖u(·, t)‖L∞(Bρ(t)) = ∞
が成立する．とくに N = 3 とし (15) において R ∈ (0, R0] とするとき λ = λ∗ にお
いて

(17) lim
t→T

(T − t)1/(p−1)‖u(·, t)‖L∞(Bρ(t)) = ∞
が成立する．すなわち II 型の爆発となる．

注意． N ≥ 4 あるいは N = 3 かつ (15) において R > R0 の場合は, 定理 5 により
λ = λ∗ における爆発は I 型となる．
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