
時間遅れをもつ方程式の解の漸近的性質について
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時間遅れをもつ非線形方程式の平衡点の局所安定性を議論する上で, 線形化方程
式の零解の漸近安定性が不可欠であることは周知の事実である. 本研究では, 時間遅
れをもつ線形微分方程式

x′(t) = A0x(t) + A1x(t− τ) + A2

∫ t

t−σ

x(s)ds, t ≥ 0 (E)

の零解の漸近安定性を考える. ここで, A0, A1, A2 は 2 × 2 実定数行列, τ , σ > 0 と
する. 本研究の目的は, 方程式 (E) の漸近安定条件, すなわち, 方程式 (E) のすべて
の非自明解が t→ ∞ で 0 に漸近するための必要十分条件を, 行列 A0, A1, A2 およ
び時間遅れ τ , σ を用いて具体的に与えることである. 1950年代以降, 多くの研究者
がこの問題に取り組んでいるが, まだ完全解決には至っていないため, 発表では部分
的に解決されている結果を中心に紹介する. また, 時間遅れをもつ線形差分方程式に
対しても同種の問題を考察し, 最近得られた結果を報告したい.

1. 離散的な時間遅れをもつ微分方程式

この節では, 離散的な時間遅れをもつ線形微分方程式の漸近安定条件について, 従
来知られている結果および新しい結果を紹介する. まず, 1つの時間遅れをもつ次の
スカラー微分方程式

x′(t) = −bx(t− τ), (E1)

x′(t) = −ax(t) − bx(t− τ) (E2)

について考える. ここで, a, b ∈ R, τ > 0 である.

定理 1. 方程式 (E1) の漸近安定条件は

0 < bτ <
π

2
. (1)

定理 2 (Hayes [8]). 方程式 (E2) の漸近安定条件は

a > −1

τ
, a+ b > 0 かつ b < ω sinωτ − a cosωτ. (2)

ただし, ω ∈ (0, π/τ) は ω cosωτ = −a sinωτ の解である.

定理 3 (Boese [1], Freedman & Kuang [3]). 方程式 (E2) の漸近安定条件は

a+ b > 0 かつ b2 − a2 ≤ 0 (3)

または

a+ b > 0, b2 − a2 > 0 かつ τ <
1√

b2 − a2
cos−1

(
−a
b

)
. (4)

1



注意 1. 方程式 (E2) の漸近安定条件につ
いて, 定理 2で得られた条件 (2) を τ を固
定し ab 平面で図示すると右図斜線部にな
る. なお,漸近安定条件を満たす点 (a, b)の
領域 (安定領域) の境界線は, 直線 b = −a
とパラメータ曲線

a = −ω cosωτ

sinωτ
, b =

ω

sinωτ
(5)

で構成される (0 < ω < π/τ).

　一方, 定理 3では漸近安定条件を満たす
時間遅れ τ の範囲が具体的に与えられて
いる.
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Fig. 1 (E2) の安定領域 (τ = 1)

また, 方程式 (E1), (E2) をそれぞれ 2次元に拡張した微分方程式

x′(t) = −Bx(t− τ), (E3)

x′(t) = −ax(t) −Bx(t− τ) (E4)

に対しては, 次の結果が知られている. ここで, a ∈ R, B ∈ R2×2, τ > 0 である.

定理 4 (Hara & Sugie [7]). 方程式 (E3) の漸近安定条件は

2
√

detB sin
(
τ
√

detB
)
< trB <

π

2τ
+

2τ detB

π
(6)

かつ

0 < detB <
( π

2τ

)2

. (7)

系 1 (Hara & Sugie [7]). B が複素固有値 be±iθ (b ∈ R, |θ| ≤ π/2) をもつとき, 方
程式 (E3) の漸近安定条件は

0 < bτ <
π

2
− |θ|. (8)

また, B が実固有値 b1, b2 をもつとき, 方程式 (E3) の漸近安定条件は

0 < b1τ <
π

2
かつ 0 < b2τ <

π

2
. (9)

定理 5 (Sakata [18]). B が複素固有値 be±iθ (b ∈ R, |θ| ≤ π/2) をもつとき, 方程式
(E4) の漸近安定条件は a > ϕ(b). ただし, 曲線 a = ϕ(b) はパラメータ曲線

a = −ω cos(ωτ − |θ|)
sin(ωτ − |θ|) , b =

ω

sin(ωτ − |θ|) , −π − |θ|
τ

< ω <
|θ|
τ

(10)

で与えられる.

定理 5で得られた漸近安定条件を ab 平面で図示すると次のようになる.
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Fig. 2 (E4) の安定領域

(τ = 1, θ = π/10)
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Fig. 3 (E4) の安定領域

(τ = 1, θ = π/2)

ab 平面での方程式 (E4) の安定領域を与えた定理 5は定理 2の拡張になっている.

一方, 定理 3に対応する τ の範囲に関する方程式 (E4) の漸近安定条件を, 今回新た
に得ることができたので報告する (証明の概略は 2節で述べる).

定理 6. B が複素固有値 be±iθ (b ∈ R, |θ| ≤ π/2) をもつとき, 方程式 (E4) の漸近
安定条件は

a+ b cos θ > 0 かつ b2 − a2 ≤ 0 (11)

または

a+ b cos θ > 0, b2 − a2 > 0 かつ τ <
sgn (b)√
b2 − a2

{
cos−1

(
−a
b

)
− |θ|

}
. (12)

定理 7. B が実固有値 b1, b2 をもつとき, 方程式 (E4) の漸近安定条件は, 各 k = 1, 2

に対して

a+ bk > 0 かつ b2k − a2 ≤ 0 (13)

または

a + bk > 0, b2k − a2 > 0 かつ τ <
1√

b2k − a2
cos−1

(
− a

bk

)
. (14)

注意 2. A, B ∈ R2×2 とするとき, 微分方程式

x′(t) = −Ax(t) −Bx(t− τ)

の漸近安定条件はまだ得られていない.

さて, 2つの時間遅れをもつ微分方程式

x′(t) = −a{x(t− τ) + x(t− σ)}, (E5)

x′(t) = −A{x(t− τ) + x(t− σ)} (E6)

に対しては, 次の結果が知られている. ここで, a ∈ R, A ∈ R2×2, τ , σ > 0 である.
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定理 8 (Stépán [21]). 方程式 (E5) の漸近安定条件は

0 < a <
π/2

(τ + σ) cos

(
τ − σ

τ + σ

π

2

) . (15)

定理 9 (Hara, Miyazaki & Morii [6]). A が複素固有値 ae±iθ (a ∈ R, |θ| ≤ π/2) を
もつとき, 方程式 (E6) の漸近安定条件は

0 < a <
π/2 − |θ|

(τ + σ) cos

{
τ − σ

τ + σ

(π
2
− |θ|

)} . (16)

注意 3. 定理 9は連続的な時間遅れをもつ微分方程式

x′(t) = −A
∫ 0

−τ

x(t+ s)dη(s) (E7)

に対する結果に一般化されている (Miyazaki [14]).

さらに, 2つの時間遅れと 2つの係数をもつ微分方程式

x′(t) = −ax(t− τ) − bx(t− σ) (E8)

に対しては, σ = 2τ と σ = 3τ の場合についてのみ, その漸近安定条件が報告され
ている. ここで, a, b ∈ R, τ , σ > 0 である. ここでは, σ = 2τ の場合の結果を示す.

定理 10 (Sakata [19]). σ = 2τ の場合, 方程式 (E8) の漸近安定条件は

a+ b > 0 かつ a < ψ(b). (17)

ただし, 曲線 a = ψ(b) は次のパラメータ曲線で与えられる：

a = −ω cos 2ωτ

sinωτ
, b =

ω cosωτ

sinωτ
, 0 < ω <

π

τ
. (18)

定理 10と [19] で得られた漸近安定条件を ab 平面で図示すると次のようになる.
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Fig. 4 (E8) の安定領域

(τ = 1, σ = 2)
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Fig. 5 (E8) の安定領域

(τ = 1, σ = 3)
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2. 定理 6の証明

一般に, 時間遅れをもつ線形微分方程式 (E) の零解が漸近安定であるための必要
十分条件は, その特性方程式

det

(
λI − A0 − A1e

−λτ − A2

∫ 0

−σ

eλsds

)
= 0 (19)

のすべての根が負の実部をもつことである ([5]). ここで, I は 2×2 単位行列である.

いま, 適当な正則行列 P を用いて x(t) = Pu(t) とおくと, 方程式 (E4) は

u′(t) = −au(t) − P−1BPu(t− τ)

に変換されるので, 行列 B は次のジョルダン標準形を考えれば十分である：

(I) bR(θ) ≡ b

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (II)

(
b1 c
0 b2

)
.

ただし, b, θ, b1, b2, c は実数であり, |θ| ≤ π/2 とする.

以下では, 行列 B が (I) で与えられる場合を考える. 方程式 (E4) の特性方程式は

F (λ) ≡ det(λI + aI + bR(θ)e−λτ ) = 0 (20)

となる. f(λ) = λ + a + be−λτ+i|θ| とおくと, F (λ) = f(λ)f(λ̄) であるから, 求める
漸近安定条件は, f(λ) = 0 のすべての根の実部が負であるための必要十分条件に帰
着される. そこで, f(λ) = 0 の根 λ を τ の連続関数とみなし, τ の値を変化させた
ときの根 λ = λ(τ) の複素平面上での分布を調べる. 実際, 次の 3つの補題を用いて,

定理 6が証明される (定理 7の証明も同様).

補題 1 (Freedman & Kuang [3]). τ の値を変化させたとき, 複素平面の右半平面に
ある f(λ) = 0 の根の重複度の和が変化するのは, f(λ) = 0 の根が虚軸上に現れる,

または, 虚軸上を横切るときのみである.

補題 2. 0 < θ ≤ π かつ b > 0 とする.

(i) b2 − a2 ≤ 0 ならば, f(λ) = 0 は虚軸上に根をもたない.

(ii) b2 − a2 > 0 とする. λ を f(λ) = 0 の虚軸上の根とすると

λ = ±i
√
b2 − a2, (21)

τ = τ±n ≡ 1√
b2 − a2

{
2nπ + cos−1

(
−a
b

)
± θ

}
, n = 0, 1, 2, · · · . (22)

逆に, τ = τ±n ならば, λ = ±i√b2 − a2 は f(λ) = 0 の根である.

補題 3. λ = iω (ω 	= 0) を f(λ) = 0 の根とすると

Re
dλ

dτ

∣∣∣∣
λ=iω

> 0. (23)

すなわち, 虚軸上の根 λ = iω (ω 	= 0) は τ の値を増加させると右半平面に飛び出す.
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定理 6の証明の概略. τ = 0 のとき, f(λ) = 0 の根は λ = −a − b cos θ − ib sin θ.

したがって, 根 λ の τ に関する連続性により, 十分小さな任意の τ > 0 に対して
f(λ) = 0 のすべての根の実部が負であるためには, a + b cos θ > 0 が必要である.

b2 − a2 ≤ 0 の場合, f(λ) = 0 は虚軸上に根をもたないので, 任意の τ > 0 に対して
f(λ) = 0 のすべての根の実部が負である. b2 − a2 > 0 の場合, f(λ) = 0 が虚軸上に
根をもつための τ の最小値は τ−0 なので, τ < τ−0 ならば, f(λ) = 0 のすべての根の
実部が負であり, τ ≥ τ−0 ならば, 実部が非負である f(λ) = 0 の根が存在する. �

3. 連続的な時間遅れをもつ微分方程式

この節では, 連続的な時間遅れをもつスカラー微分方程式

x′(t) = −b
∫ t

t−τ

x(s)ds, (E9)

x′(t) = −ax(t) − b

∫ t

t−τ

x(s)ds (E10)

の漸近安定条件を紹介する. ここで, a, b ∈ R, τ > 0 である.

定理 11 (Oliveira & Carvalho [17]). 方程式 (E9) の漸近安定条件は

0 < b <
1

2

(π
τ

)2

. (24)

定理 12 (Funakubo, Hara & Sakata [4]). a < 0 のとき, 2b 	= a2 とする. このとき,

方程式 (E10) の漸近安定条件は

a ≥ 0, b > 0 かつ 2b− a2 ≤ 0 (25)

または

a ≥ 0, b > 0, 2b− a2 > 0 かつ τ <
1√

2b− a2

(
2π − cos−1 a

2 − b

b

)
(26)

または

a ≥ 0, b < 0 かつ τ <
∣∣∣a
b

∣∣∣ (27)

または

a < 0, 2b− a2 > 0 かつ
∣∣∣a
b

∣∣∣ < τ <
1√

2b− a2
cos−1 a

2 − b

b
. (28)

注意 4. 定理 11は連続的な時間遅れをもつ微分方程式 (E7) に対する結果に一般化
されている (Miyazaki [14]).

注意 5. 離散的な時間遅れと連続的な時間遅れをもつ微分方程式

x′(t) = −ax(t− τ) − b

∫ t

t−σ

x(s)ds (E11)

の漸近安定条件は, τ , σ を固定し ab 平面における安定領域として, σ = τ , σ = 2τ ,

σ = 4τ および τ = 0 の場合についてのみ得られている (Sakata & Hara [20]).

6



最後に, 時間遅れをもつ微分方程式および差分方程式の漸近安定条件について,

得られている結果をまとめると, 以下の表のようになる.

Equations Parameters Criteria

x′(t) = Ax(t− τ) A ∈ R −π/2τ < A < 0

A ∈ R2×2 Hara & Sugie [7]

x′(t) = A{x(t− τ) + x(t− σ)} A ∈ R Stépán [21]

A ∈ R2×2 Hara et al. [6]

x′(t) = Ax(t) +Bx(t− σ) A, B ∈ R Hayes [8], Boese [1]

A ∈ R, B ∈ R2×2 Sakata [18], 定理 6, 7

A, B ∈ R2×2 open problem

x′(t) = Ax(t− τ) +Bx(t− σ) A, B ∈ R, σ/τ ∈ Q Sakata [19]

A, B ∈ R, σ/τ /∈ Q open problem

A or B ∈ R2×2 open problem

Equations Parameters Criteria

x′(t) = A
∫ t

t−τ
x(s)ds A ∈ R Oliveira et al. [17]

x′(t) = A
∫ 0

−τ
x(t+ s)dη(s) A ∈ R2×2 Miyazaki [14]

x′(t) = Ax(t) +B
∫ t

t−σ
x(s)ds A, B ∈ R Funakubo et al. [4]

A or B ∈ R2×2 open problem

x′(t) = Ax(t− τ) +B
∫ t

t−σ
x(s)ds A, B ∈ R, σ/τ ∈ Q Sakata & Hara [20]

A, B ∈ R, σ/τ /∈ Q open problem

A or B ∈ R2×2 open problem

Equations Parameters Criteria

xn+1 − xn = Axn−k A ∈ R Levin & May [10]

A ∈ R2×2 Matsunaga & Hara [13]

xn+1 − xn = A(xn−k + xn−�) A ∈ R Ogita et al. [16]

A ∈ R2×2 Nagabuchi [15]

xn+1 − Axn +Bxn−� = 0 A, B ∈ R Kuruklis [9]

A ∈ R, B ∈ R2×2 Matsunaga [11]

A, B ∈ R2×2 open problem

xn+1 − Axn−k +Bxn−� = 0 A, B ∈ R Dannan [2]

A or B ∈ R2×2 open problem
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