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1 Introduction

　Ω ⊂ Rn を有界領域としその境界 ∂Ω は十分滑らかであるとする。Ω 上の函数 u に対
しそのグラフを Ω ×R における膜と思う。u : Ω → R を C1 級函数とするとそのグラ
フの面積は ∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx

で与えられる。Ω 上の（ノンパラメトリックな）極小曲面の方程式

div

(
∇u√

1 + |∇u|2
)

= 0(1.1)

の解は，この面積汎函数 u 7→
∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx の停留点として得られる。さらに，面積

汎函数は凸であるので，停留点であれば必ず minimizer となる。面積汎函数は勾配 ∇u
に関して一次増大度を持ち，したがって u ∈ W 1,1(Ω) に対して有限となる。しかしなが
ら L1 上の汎函数

u 7→





∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx if u ∈ W 1,1(Ω)

∞ if otherwise.

は下方半連続性を持たない。そのため relaxiation（lower semicontinuous envelope）を
考える必要が出てくる。そして面積汎函数の L1(Ω) ノルムに関する relaxed functional，
即ち，

J(u,Ω) := inf{lim inf
j→∞

∫

Ω

√
1 + |∇uj |2dx; {uj} ⊂ W 1,1(Ω), s- lim

j→∞
uj = u in L1(Ω)}

は，超函数の意味の微分が Ω 上の Rn 値ラドン測度であるような函数であれば有限と
なる。そのような函数は（Ω 上の）有界変動函数（a function of bounded variation）と
呼ばれる（例えば [2, 4, 8] 等参照）。Ω 上の有界変動函数の全体を BV (Ω) と表すが，
この空間は ‖u‖BV = ‖u‖L1(Ω) + |Du|(Ω) 1をノルムとするバナッハ空間であり，そして
W 1,1(Ω) 6= BV (Ω) である。このとき J(u,Ω) は L1(Ω) 上の下方半連続汎函数である。
このことは有界変動函数の空間が (1.1) の解を求めるクラスとして適当であることを示
している。なお有界変動函数はしばしば頭文字をとってＢＶ函数と呼ばれる。
　方程式 (1.1) に境界条件

u|∂Ω = φ, φ ∈ L1(∂Ω)(1.2)

が課せられているとする。このときは，J(u,Ω) の minimizer を {v ∈ BV (Ω); γv = φ}
（γ : BV (Ω) → L1(∂Ω) は trace operator）のクラスで求めればよさそうであるが，実は
一般には J はこのクラスで minimizer を持たない。一方，∂Ω が C1 級であれば

inf{J(v, Ω); v ∈ BV (Ω), γv = φ} = inf{J(v, Ω) + ‖γv − φ‖L1(∂Ω); v ∈ BV (Ω)}
1ベクトル値ラドン測度 µ に対し，その全変動を |µ| と表す。



が成立する。さらに，汎函数 J(v, Ω) + ‖γv − φ‖L1(∂Ω) は BV (Ω) において minimizer
を持つことが示される ([8, Theorem 14.5])。そこで，その minimizer を (1.1)，(1.2) の
（拡張された意味の）解と考えることが出来る。
　極小曲面の方程式は楕円型方程式であるが対応する放物型方程式や双曲型方程式も考
えられる。その場合でも境界条件は上にように一般化して考える必要が出てくる。対応
する放物型方程式は

ut(t, x)− div

(
∇u(t, x)√

1 + |∇u(t, x)|2
)

= 0

である。これは面積汎函数の勾配流，即ち，（ノンパラメトリックな）平均曲率流の方程
式である。この方程式を，例えば，初期条件 u(0, x) = u0，境界条件 u(t, ·)|∂Ω = 0 で解
くとする。面積汎函数は BV (Ω) 上では Gâteaux 微分不可能な 凸汎函数であるのでこ
の方程式は ut + ∂J(u,Ω) 3 0 と理解すればよさそうである。しかし実際には境界条件が
あるので，楕円型の場合と同じように J(u,Ω) ではなく J(v, Ω) + ‖γv‖L1(∂Ω) を考える
べきである。u の零拡張も同じ記号 u で表すと，u ∈ BV (Rn) であり，面積汎函数は集
合のほうを変数と考えると（即ち J(u, ·) は）Rn 上のラドン測度である。そしてその Ω
の測度が

J(u,Ω) = J(v, Ω) + ‖γv‖L1(∂Ω)

となる。したがって今考えるべき方程式は ut + ∂J(u,Ω) 3 0 である。この方程式は，面
積汎函数が凸であるので劣微分の単調性を用いることにより解が一意的に存在すること
がわかる。
　対応する双曲型方程式は

utt(t, x)− div

(
∇u(t, x)√

1 + |∇u(t, x)|2
)

= 0(1.3)

である。この方程式は u のグラフが表す Ω×R における膜の上下振動を表している。こ
の方程式は一般には時間大域的古典解を持つとは限らない。それどころか論文 [9] にお
いて星賀氏は２次元の場合には初期条件がどのように小さくても古典解は有限時間で爆
発し得るということを示した。したがって，時間大域解は必然的に弱解とならなくては
いけない。放物型方程式の場合と同様に，この方程式の初期及び境界条件

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = v0(x)(1.4)

u(t, x) = 0 (x ∈ ∂Ω)(1.5)

の下での弱解は発展方程式 utt + ∂J(u, Ω) 3 0 の弱解として定式化すべきである。u0 ∈
L2(Ω) ∩BV (Ω)，v0 ∈ L2(Ω) とし

X = {φ ∈ L∞((0, T );L2(Ω) ∩BV (Ω));φt ∈ L2((0, T )× Ω)},

とおく。

定義 1 u が (0, T )×Ω における (1.3)–(1.5) の弱解であるとは次の i)，ii)，iii)が成立す
ることである：

i) u ∈ L∞((0, T );BV (Ω)), ut ∈ L2((0, T )× Ω)

ii) s-lim
t↘0

u(t) = u0 in L2(Ω)



iii) for any φ ∈ C0
0 ([0, T );L2(Ω)) ∩ X ,

∫ T

0
{J(u + φ,Ω)− J(u,Ω)}dt ≥

∫ T

0

∫

Ω
utφt(t, x)dxdt +

∫

Ω
v0(x)φ(0, x)dx.

　藤原大輔，高桑昇一郎両氏は論文 [6] でこの方程式の時間大域弱解について研究した。
そして以下の結果を得ている。　

定理 1.1 (Fujiwara-Takakuwa [6])
　 {um} を Ritz-Galerkin 法による (1.3)–(1.5) の近似解とする。このとき {um} の部
分列（これも {um} と表す）と u ∈ L∞loc((−∞,∞);L2(Ω) ∩ BV (Ω)) が存在し，任意の
t に対し，um(t, ·) → u(t, ·) strongly in Lp(Ω) （1 ≤ p < n

n−1），Dum(t, ·) ⇀ Du(t, ·)
(Radon 測度の意味で），ut ∈ L∞((−∞,∞);L2(Ω)) が成立する。
　さらに u0 ∈ W 2+n

2
,2(Ω)，v0 ∈ L2(Ω) のとき，u が W 1,1 函数であってエネルギー保

存則
1
2

∫

Ω
|ut(t, x)|2dx + J(u(t, ·), Ω) =

1
2

∫

Ω
|v0(x)|2dx + J(u0,Ω)

(for L1-a.e. t ∈ (0, T )) を満たすならば u は (1.3) の弱解である2。

　 [6]では (1.3)–(1.5)の近似解の列をヴァリフォルドの位相で収束させ，その極限ヴァリ
フォルドの構造を解析するという非常に興味深い手法が用いられている。ここで Rn×R
におけるヴァリフォルドとは Rn ×R × G 上のラドン測度のことである。但し，G は
Rn+1 の n 次元部分ベクトル空間の全体を表す。
　しかしながら上記の定理では，初期条件の regularity が高い，境界条件についてコメ
ントしていない，など改善の余地が残されていた。そこで [10, 11] においてこれらの改
良が試みられた。[10, 11] では解の近似解の構成方法を Rothe の方法に切り替えること
で初期条件の regularity を下げることに成功した。またヴァリフォルドに向きを導入す
ることにより極限 u に対する仮定を単純化した。

定理 1.2 T > 0 とし u0 ∈ L2(Ω) ∩ BV (Ω)，v0 ∈ L2(Ω) とする。u を Rothe の方法に
よる近似解の極限（補題 2 参照）のものとし，さらに u が

1
2

∫

Ω
|ut(t, x)|2dx + J(u(t, ·), Ω) =

1
2

∫

Ω
|v0(x)|2dx + J(u0,Ω)

(L1-a.e. t ∈ (0, T )) を満たすならば，u は (1.3)–(1.5) の (0, T ) × Ω におけるＢＶ解で
ある。

　なお [10]では境界条件については本質的な議論はされていなかったが，その考察は [11]
において付け加えられた。
　 [10, 11] で用いられた Rothe の方法というのは時間を差分化し空間変数に関する楕円
型方程式を解くというものである。ところで有界変動函数の空間での楕円型方程式の解
法でもっとも有効であると思われる方法は汎函数の minimizer を求めるという直接変分
法であろう。実際 [10, 11] では近似解法中の楕円型方程式はこの方法で解かれている。
Rothe はこの方法を放物型方程式を解くことに用いた（[20]）。そして Rektorys はこの
方法を汎函数最小化の方法と組み合わせた（[19]）。Rektorys のアイデアは後に菊池紀夫
氏（[14]）により再発見され，その後この手法は双曲型方程式を含む様々な非線形偏微分
方程式に応用された（例えば [3, 18, 22]）。一方，[1] では時間差分化の方法と汎函数最小

2[6] では極限 u に対する仮定はもう少し複雑であるが，少なくとも上記の結果は含まれている。



化の方法を組み合わせて平均曲率により発展する修正可能カレントを構成した。[1] に触
発されて E. De Giorgi はミニマイジング・ムーブメントの理論を提唱した（[7]）。この
理論の言葉を用いると [10, 11] の結果は次のように言い換えられる：(1.3) に対する一般
化ミニマイジング・ムーブメントがエネルギー保存則をみたせばそれは (1.3) の有界変
動函数の空間における弱解である。
　 [10, 11] の結果は [12] において方程式系（準凸汎函数）の場合に一般化された。また
[13] では方程式 (1.3) の線形近似が論じられている。これらの研究においても [10, 11] に
おける解析が基礎となっている。そこで，本稿では [10, 11] について解説する。

2 近似解の構成

　近似解は Rothe の方法で構成する。まず u0 ∈ L2(Ω) ∩BV (Ω), v0 ∈ L2(Ω) を初期条
件のものとし，h を正の数とする。まず函数列 {ul}∞l=−1 をつぎのように構成する： u0

は上のもの，u−1 = u0 − hv0，l ≥ 1 に対しては ul は楕円型方程式

u− 2ul−1 + ul−2

h2
− div

(
∇u√

1 + |∇u|2
)

= 0

の解とする。この方程式の解は L2(Ω) ∩BV (Ω) 上の汎函数

Fl(v) =
1
2

∫

Ω

|v − 2ul−1 + ul−2|2
h2

dx + J(v, Ω)(2.1)

の minimizer として求める。すなわち

ul = the minimizer of Fl

と定義する。
　次に近似解 uh(t, x)，uh(t, x)，(t, x) ∈ (−h,∞)×Ω，を次のように定義する: (l−1)h <
t ≤ lh のとき 




uh(t, x) = t− (l − 1)h
h ul(x) + lh− t

h ul−1(x)

uh(t, x) = ul(x).

　 J(v, Ω) の凸性より次の補題を得る：

命題 1 (エネルギー不等式) L1-a.e. t に対し

1
2

∫

Ω
|uh

t (t, x)|2dx + J(uh(t, ·), Ω) ≤ 1
2

∫

Ω
|v0|2dx + J(u0, Ω).

　さらに近似解 uh，uh に対して次のことがらが成立する：

命題 2 部分列（簡単のため {uh} のまま表す）と函数 u が存在して以下のことが成立
する：
1) 任意の T > 0 に対し uh ⇀∗ u in L∞((0, T );L2(Ω))
2) uh

t ⇀ ut weakly in L∞((0,∞);L2(Ω))
3) 任意の T > 0 に対し uh → u strongly in Lp((0, T )× Ω)，1 ≤ p < n

n−1

4) 任意の T > 0 に対し uh → u strongly in Lp((0, T )× Ω)，1 ≤ p < n
n−1

5) u ∈ L∞((0,∞);BV (Ω))
6) L1-a.e. t ∈ (0,∞) に対しラドン測度の意味で Duh(t, ·) ⇀ Du(t, ·)
7) s-lim

t↘0
u(t) = u0 in L2(Ω)



　（命題 1 及び命題 2 の証明については例えば [10], [17] を参照のこと。）

　命題 2 で求めた u は De Giogi の用語を用いると (1.3) の一般化ミニマイジング・
ムーブメントである。次節では u の性質を向き付けられたヴァリフォルドを用いて調べ
てみる。

3 ヴァリフォルド

　G0 を Rn+1 の向き付けられた n 次元部分ベクトル空間の全体とする。そして，Rn×
R×G0 上のラドン測度のことを Rn ×R の向き付けられたヴァリフォルドと呼ぶ。
　以下ではすべての有界変動函数 v ∈ BV (Ω) は全空間に零拡張されているものとし，そ
れも同じ記号 v であらわす。v ∈ BV (Rn) に対し，Ev ⊂ Rn+1 を

Ev = {(x, y);x ∈ Rn, y > v(x)}

と定める。これは Rn+1 で locally finite perimeter を持つ。したがって，その reduced
boundary ∂∗Ev は可算 n-修正可能集合となる（例えば [8] 参照）。したがって Hn-a.e.
z ∈ ∂∗Ev において ∂∗Ev の単位内法線ベクトルが存在する。それを νEv(z) と表す。こ
の記号を用いると (1.3)–(1.5) の弱解の定義は次のように言い換えられる。

命題 3 u0 ∈ L2(Ω) ∩BV (Ω)，v0 ∈ L2(Ω) とする。さらに u は (0, T )×Ω において i)，
ii) を満たすとする。このとき iii) は次の条件と同値である：

iii)1’ ∀ϕ ∈ C1
0 ([0, T )× Ω×R) に対し,

∫ T

0
{−

∫

Ω
ut(ϕt(t, x, u) + ϕy(t, x, u)ut)dx +

∫

∂∗Eu(t,·)∩(Ω×RR)
[−(∇xϕ · ν ′Eu(t,·))ν

n+1
Eu(t,·)

+|ν ′Eu(t,·) |2ϕy]dHn}dt =
∫

Ω
v0(x)ϕ(0, x, u0(x))dx

iii)2’ ∀ψ ∈ C1
0 ([0, T )) に対し,

∫ T

0
{−

∫

Ω
ut(ψ′(t)u + ψ(t)ut)dx + ψ(t)

∫

∂∗Eu(t,·)∩(Ω×RR)
|ν ′Eu(t,·) |2dHn

+ ψ(t)
∫

∂Ω
|γu|dHn−1}dt = ψ(0)

∫

Ω
v0(x)u0(x)dx

　つぎに各有界変動函数 v に対して向き付けられたヴァリフォルド V を次のように対
応させる。まず ξ(z) を ∂∗Ev の orientation で νEv(z) と合致するものとする。すなわ
ち，ξ(z) は ∂∗Ev 上定義された n-ベクトル値 Hn-可測函数で，Hn-a.e. z ∈ ∂∗Ev に対
し ξ(z) = τ1 ∧ · · · ∧ τn および ξ(z)∧ νEv(z) = e1 ∧ · · · ∧ en+1 が成立するものとする。但
し，{τ1, · · · , τn} は概接空間 Tz(∂∗Ev) の正規直交基底であり {e1, . . . , en+1} は Rn+1 の
標準基底である。G0 の各元は ξ = τ1 ∧ · · · ∧ τn という n-ベクトル ξ で特徴付けられる。
ここで，{τ1, · · · , τn} はこの元の正規直交基底である。したがって G0 はしばしば unit
norm をもつ simple n-vectors の全体と同一視される（[5, 1.6.2]）。
C0

0 (Rn+1 ×G0) 上の連続線形汎函数 L を次のように定義する：

L(β) =
∫

∂∗Ev

β(z, ξ(z))dHn (β ∈ C0
0 (Rn+1 ×G0)).



Riesz の表現定理（例えば [21, Theorem 4.1]）により Rn+1×G0 上のラドン測度 V（つ
まり向き付けられたヴァリフォルド V）で次をみたすものが存在する：

L(β) =
∫

RRn+1×G0

β(z, ξ)dV (z, ξ).

本稿ではこれを
V = v+(v).

と表すことにする。以上により各有界変動函数 v に対し向き付けられたヴァリフォルド
v+(v) を対応させることが出来た。
　以上より，L1-a.e. t に対して，uh(t, ·) に向き付けられたヴァリフォルドが対応する。
それを V h

t = v+(uh(t, ·)) と表す。命題 1 より [6, Proposition 4.3]と同様に次の命題を
得る。

命題 4 {V h
t } の部分列（これも同じ記号 {V h

t } であらわす）と Rn×R 上の向き付けられ
たヴァリフォルドの one parameter family Vt（t ∈ (0,∞)）が存在し，各 ψ(t) ∈ L1(0,∞)
と β ∈ C0

0 (Rn ×R×G0) に対して

lim
h→0

∫ ∞

0
ψ(t)

∫

RRn×RR×G0

β(z, ξ)dV h
t (z, ξ)dt =

∫ ∞

0
ψ(t)

∫

RRn×RR×G0

β(z, ξ)dVt(z, ξ)dt

が成立する。

　各 ξ ∈ G0 に対して ξ∧ν = e1∧· · ·∧en+1 を満たすベクトル ν が一意的に決まる（この写
像 ξ 7→ ν = ν(ξ)は G0 から n次元球面 Sn への同相写像である）。ν(ξ)は ξ に対応するベ
クトル空間の単位法線ベクトルである。特に spt v+(v) ⊂ Rn+1×{ξ ∈ G0; νn+1(ξ) ≥ 0}
がわかる。
　各 v ∈ BV (Ω) に対し v+(v) の定義より

∫

U×G0

β(z, ξ)dv+(v) =
∫

∂∗Ev

β(z, ν−1(νEv(z)))dHn(3.1)

を得る。但し β ∈ C0
0 (U ×G0) は任意の函数である。

命題 5 ut が左概連続であるような T について
1) 各 φ ∈ C1

0 ([0, T ]× Ω) に対し

∫ T

0
{−

∫

Ω
utφt(t, x)dx +

∫

Ω×RR×G0

[−(∇xφ · ν ′(ξ))νn+1(ξ)]dVt}dt

=
∫

Ω
v0(x)φ(0, x)dx−

∫

Ω
ut(T, x)φ(T, x)dx

2)
∫ T

0

∫

Ω×RR×G0

|ν ′(ξ)|2dVtdt ≥
∫ T

0

∫

Ω
u2

t dxdt +
∫

Ω
v0(x)u0(x)dx−

∫

Ω
ut(T, x)u(T, x)dx

　証明　 ul は Fl(v) の minimizer なので任意の ϕ に対し

0 =
d

dε
Fl(ul + εϕ(x, ul))|ε=0

=
∫

Ω

ul(x)− 2ul−1(x) + ul−2(x)
h2

ϕ(x, ul)dx +
d

dε
J(ul + εϕ(x, ul),Ω)|ε=0.



ここで，(l− 1)h < t < lh のとき uh
t (t, x) =

ul − ul−1

h
(x) であることに注意すると，[10]

の定理 2.2 より任意の T > 0 と任意の ϕ ∈ C1
0 ([0, T )× Ω×R) に対し

∫ T

0
[
∫

Ω

uh
t (t, x)− uh

t (t− h, x)
h

ϕ(t, x, uh(t, x))dx(3.2)

+
∫

∂∗Eh
t

[−(∇xϕ · ν ′
Eh

t
)νn+1

Eh
t

+ |ν ′
Eh

t
|2ϕy]dHn}dt = 0.

但し Eh
t = Euh(t,·) である。(3.1)の v を uh，β(z, ξ)を −(∇xϕ·ν ′(ξ))νn+1(ξ)+|ν ′(ξ)|2ϕy

として適用すると
∫

∂∗Eh
t

[−(∇xϕ · ν ′Eh
t
)νn+1

Eh
t

+ |ν ′Eh
t
|2ϕy]dHn(3.3)

=
∫

RRn+1×G0

[−(∇xϕ · ν ′(ξ))νn+1(ξ) + |ν ′(ξ)|2ϕy]dV h
t (z, ξ)

を得る。(3.2) に於いて h → 0 とすると (3.3) を ϕ(t, x, y) = φ(t, x) あるいは ϕ = u に
用いることにより結論を得る。 Q.E.D.

　定理 1.2 の証明　L2 ノルムと面積汎函数の下方半連続性を用いると命題 1，2 および
エネルギー保存則の仮定から

lim
h↘0

∫

Ω
|uh

t (t, x)|2dx =
∫

Ω
|ut(t, x)|2dx(3.4)

および
lim
h↘0

J(uh(t, ·), Ω) = J(u(t, ·), Ω))(3.5)

が L1-a.e. t ∈ (0, T ) に対して成立することがわかる。(3.4) を用いると命題 5 2) におい
て等号が成立することがわかる。したがって，Vt = v+(u) が得られれば命題 5 および命
題 3 より定理の結論を得るが，この事実は (3.5) と Reshetnyak continuity theorem（例
えば [2, Theorem 2.39]）から従う。 Q.E.D.
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