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1. はじめに

次の非線形双曲型方程式系の初期値問題を考える:
(¤ci

+ m2
i )ui = Fi(u, ∂u), (t, x) ∈ (0,∞) × R3

(i = 1, 2, . . . , N),

u(0, x) = εf(x), (∂tu)(0, x) = εg(x), x ∈ R3.

(1.1)

ここで c > 0 に対して, ¤c = ∂2
t − c2∆x, ∆x =

∑3
k=1 ∂2

k , u = (uj)1≤j≤N , ∂u =

(∂auj)0≤a≤3,1≤j≤N である. ただし

∂0 = ∂t = ∂/∂t, ∂k = ∂/∂xk (k = 1, 2, 3)

という記号を用いた. また, ci > 0, mi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ N) とする.

簡単のため f = (fj)1≤j≤N , g = (gj)1≤j≤N ∈ C∞
0 (R3; RN) と仮定する. ε は正の

パラメータである. 以下では, 十分小さい ε のみを考える.

非線形項 F = (Fj)1≤j≤N は滑らかであって, (u, ∂u) = (0, 0) の近くでは 2 次の
オーダーとする.

(1.1) に対して small data global existence (SDGE) が成り立つといえば,「任
意の f, g ∈ C∞

0 (R3; RN)に対して,ある ε0 > 0が取れて, 0 < ε ≤ ε0 ならば, (1.1)

は大域解 u ∈ C∞(
[0,∞) × R3; RN

)
を持つ」という意味とする.

2. 存在定理

2.1. 非線形波動方程式系 (すなわち m1 = · · · = mN = 0) の場合:

まず c1 = c2 = · · · = cN = 1 の場合を考える. 表記を簡単にするため¤(= ¤1) =

∂2
t − ∆x という記号を用いる.

どんなに初期値が小さくても有限時間で解が爆発するような 2 次の非線形項の
例が知られている ([12], [13]) ので, (SDGE) が成り立つには 2 次の項になんらか
の制限が必要になる. 以下, 一般に z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd の関数 G(z) に対して,

そのマクローリン展開の 2 次の部分を G(2) と書く. すなわち

(2.1) G(2)(z) =
∑
|β|=2

(∂β
z G)(0)

β!
zβ, z ∈ Rd.

定義 2.1 (null 条件) 各 Fi (1 ≤ i ≤ N) に対して

(2.2) F
(2)
i

(
(λj)1≤j≤N , (ωaµj)0≤a≤3,1≤j≤N

)
= 0

が, 任意の λ = (λj)1≤j≤N , µ = (µj)1≤j≤N ∈ RN と, 任意の ω = (ω1, ω2, ω3) ∈ S2

に対して成立するとき, F = (Fi)1≤i≤N は null 条件を満たすという. ここで
ω0 = −1 である (なお, (2.2) の左辺は λj を uj に対応する変数に, ωaµj を ∂auj

に対応する変数に代入したという意味である).



null 形式を

Q0(φ, ψ) = (∂tφ)(∂tψ) −
3∑

k=1

(∂kφ)(∂kψ),(2.3)

Qab(φ, ψ) = (∂aφ)(∂bψ) − (∂bφ)(∂aψ), 0 ≤ a < b ≤ 3,(2.4)

と定義すると, F = (Fi)1≤i≤N が null 条件を満たすならば, 各 F
(2)
i は Q0(uj, uk)

と Qab(uj, uk) (ここで 1 ≤ j, k ≤ N , 0 ≤ a, b ≤ 3) の一次結合になることが分
かる.

定理 2.2 (Klainerman [22], Christodoulou [4]) m1 = · · · = mN = 0, c1 =

· · · = cN = 1 とする. F が null 条件を満たすならば (SDGE) が成立.

Klainerman の手法は後述するベクトル場の方法と呼ばれるものである.

伝播速度 cj が必ずしも一致しない場合にも適用できるようにベクトル場の方
法は様々に改良され, null 条件に対応する条件も広く研究されてきた ([25], [26],

[24], [1], [10], [34], [27], [32], [33], [11], [14], [15], [16], [28], [19], [17], . . . ).

(2.5) Q0(φ, ψ; c) = (∂tφ)(∂tψ) − c2

3∑
k=1

(∂kφ)(∂kψ)

とおくと, 定理 2.2 は次の形に拡張される:

定理 2.3 ([15]) m1 = · · · = mN = 0 とする. 各 i = 1, 2, · · · , N に対して, F
(2)
i

が次のような項の一次結合で書けていると仮定:

(2.6)


Q0(uj, uk; ci), Qab(uj, uk) (ただし cj = ck = ci),

(∂auj)(∂buk) (ただし cj = ck ̸= ci ),

(∂auj)(∂buk) (ただし cj ̸= ck. )

このとき (SDGE) が成立.

定理 2.3はDirichlet境界条件の下での外部問題の場合にも拡張されている(Metcalfe–

Nakamura–Sogge [28]).

ここまでの存在定理では 2 次の項は実際には未知関数の導関数のみに依存して
いる. そうではないような結果としては次のものがある.

定理 2.4 (K.–Yokoyama [19]) m1 = · · · = mN = 0 とする. 各 i = 1, 2, · · · , N

に対して, F
(2)
i が次のような項の一次結合で書けていると仮定:

(2.7)


Q0(uj, uk; ci), Qab(uj, uk) (ただし cj = ck = ci ),

Q0(uj, uk; cj), Qab(uj, uk), ∂c(ujuk) (ただし cj = ck ̸= ci ),

(∂auj)(∂buk), uj(∂cuk) (ただし cj ̸= ck )

このとき (SDGE) が成立.



定理 2.3と定理 2.4を単純に統合した結果は正しくないことが分かっている (Ohta

[29]).

2.2. 非線形 Klein–Gordon 方程式 (すなわちmi > 0, i = 1, 2, . . . , N) の場合:

c1 = c2 = · · · = cN = 1 の場合を考える. 解の挙動は波動方程式の場合とは大き
く異なり, (SDGE) のために特別な付加条件は必要ない.

定理 2.5 (Klainerman [21], Shatah [30]) mi > 0 (1 ≤ i ≤ N), c1 = · · · =

cN = 1 とする. このとき (SDGE) が成立.

Klainerman が用いたのはやはりベクトル場の方法である (その後, 手法は改良さ
れている; [3], [9], [31], [6], [7] 等を参照). 筆者の知る限りでは, 伝播速度 ci が必
ずしも一致しないような場合を扱った研究はないようである.

2.3. 非線形波動方程式と Klein–Gordon 方程式の連立系 (すなわち, ある K

がとれてmi > 0 (1 ≤ i ≤ K), mi = 0 (K + 1 ≤ i ≤ N)) の場合:

c1 = c2 = · · · = cN = 1 の場合のみ考える.

定理 2.6 (Georgiev [5]) c1 = · · · = cN = 1 とする. このとき F が強 null 条件
を満たせば, (SDGE) が成立.

なお, (2.2) が任意の λ, µ ∈ RN と, 任意の ω ∈ R3 に対して成り立つ場合に, F

は強 null 条件を満たすという. 強 null 条件を満たすとき, 各 F
(2)
i はQab(uj, uk)

(1 ≤ j, k ≤ N , 0 ≤ a, b ≤ 3) の一次結合の形であることが分かる.

定理 2.6 は, 定理 2.2 も定理 2.5 も自然な形では含んでいない. 最近になって,

筆者はより自然な形の結果を得た:

mi > 0 (1 ≤ i ≤ K), mi = 0 (K + 1 ≤ i ≤ N) と仮定し,

u = (u1, . . . , uK , uK+1, . . . , uN) = (v1, . . . , vK , w1, . . . , wL) = (v, w)

とする. 1 ≤ i ≤ N に対して,

FW
i (w, ∂w) =F

(2)
i

(
(0, w), (0, ∂w)

)
, FK

i (v, ∂v) = F
(2)
i

(
(v, 0), (∂v, 0)

)
,

FKW
i (u, ∂u) =F

(2)
i (u, ∂u) − FW

i (w, ∂w) − FK
i (v, ∂v)

と定義する.

定理 2.7 c1 = · · · = cN = 1 とする. 次の 2 条件を仮定する:

• FW = (FW
i )1≤i≤N が ((w, ∂w) の関数として) null 条件を満たす.

• 任意の u = (v, w) ∈ C1 に対して, FKW (u, ∂u) = FKW
(
(v, 0), (∂v, ∂w)

)
.

このとき, (SDGE) が成立.



3. ベクトル場の方法

∇x = (∂1, ∂2, ∂3), ∂ = (∂t,∇x) = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) とする. 次のベクトル場を導入
する:

(3.1) S = t∂t +x ·∇x, L = (L1, L2, L3) = x∂t + t∇x, Ω = (Ω1, Ω2, Ω3) = x×∇x.

(3.2) Γ = (S, L, Ω, ∂), Γ̃ = (S, Ω, ∂), Z = (L, Ω, ∂), Z̃ = (Ω, ∂)

と定義する. 例えば Γ = (Γ1, · · · , Γ11)のように名前をつけて, Γαφ = Γα1
1 · · ·Γα11

11 φ

のように多重指標の記号を用いることにする. X = Γ, Γ̃, Z, Z̃, と自然数 k に対
して

(3.3) |φ(t, x)|X,k =
∑
|α|≤k

|Xαφ(t, x)|, ∥φ(t)∥X,k =
∣∣|φ(t, ·)|X,k

∥∥
L2(R3)

とおく. [A,B] = AB − BA とすると

[S, ¤] = −2¤, [Lj, ¤] = [Ωj, ¤] = [∂a,¤] = 0

が分かる.

例えば ∥∂u(t)∥Γ,k,2 を評価しようとすれば方程式に Γ を k 個まで作用させて,

通常のエネルギー評価を適用すればよい. 既存の評価式が利用できるのに加え, 強
力な減衰評価を得られることがこの手法の利点である. 以下では, ⟨a⟩ =

√
1 + |a|2

とする.

補題 3.1 (Klainerman [20], [23]) 十分早く遠方で減衰している φ = φ(t, x),

ψ = ψ(x) に対して

⟨t + |x|⟩ ⟨t − |x|⟩1/2 |φ(t, x)| ≤ C∥φ(t, ·)∥Γ,2,

⟨x⟩ |ψ(x)| ≤ C∥ψ∥
eZ,2.

以下では, c > 0 として非斉次波動方程式

(3.4) ¤cu(t, x) = F (t, x) ((t, x) ∈ (0,∞) × R3), u(0, x) = ∂tu(0, x) = 0(x ∈ R3)

の解の減衰評価式をいくつか紹介する (斉次の場合の評価式は例えば [2] 等を参
照のこと).

補題 3.2 (Klainerman [22], Hörmander [8]) 0 ≤ κ ≤ 1 とする. (3.4) の解
u に対して,

⟨t + |x|⟩ ⟨t − |x|⟩κ |u(t, x)| ≤ Cκ

∫ t

0

∫
R3

|F (τ, y)|Γ,2

⟨τ + |y|⟩1−κ dydτ.



異なる伝播速度を含む系の場合, L を用いることはできない (実際, [Lj,¤c] = 0

となるのは c = 1 の場合に限る). したがって, Γ̃ のみを用いた評価式を得る必要
がある. ここでは, より狭く Z̃ のみを用いた評価式を紹介する. このタイプの u

の評価は John [12] に端を発し, ∂u の評価は Kovalyov [25] が最初であるようで
ある. c1, . . . , cN を与えられた正定数, c0 = 0 とおき,

W(t, x) = min
0≤j≤N

{⟨cjt − |x|⟩}, Wc(t, x) = min
0≤j≤N,cj ̸=c

{⟨cjt − |x|⟩}

Lκ(t, x) =

{{
log(2 + ⟨t + |x|⟩ ⟨t − |x|⟩−1)

}−1
(κ = 0),

⟨t − |x|⟩κ (κ > 0)

と定義する. また Λc(t, x) = {(τ, y) ∈ [0, t] × R3; |y − x| ≤ c(t − τ)} とする.

補題 3.3 (Kubota–Yokoyama [27], K.-Yokoyama [19]) uを (3.4)の解とす
る.

(ρ + ν = κ + 1 かつ ρ > κ ≥ 1), あるいは ( ρ = κ ≥ 1 かつ ν > 1 ) ならば

(3.5) ⟨t + |x|⟩ Lκ−1(ct, x)|u(t, x)| ≤ C sup
(τ,y)∈Λc(t,x)

|y| ⟨τ + |y|⟩ρ W(τ, y)ν |F (τ, y)|.

κ > 0 とする. (ρ + ν = κ + 1 かつ ρ > max{1, κ}), あるいは ( ρ = κ > 1 かつ
ν > 1 ) ならば

(3.6) ⟨x⟩ ⟨ct − |x|⟩κ |∂u(t, x)| ≤ C sup
(τ,y)∈Λc(t,x)

|y| ⟨τ + |y|⟩ρ W(τ, y)ν |F (τ, y)|
eZ,1.

κ > 0, ν > 1 に対し

(3.7) ⟨x⟩ ⟨ct − |x|⟩κ |∂u(t, x)| ≤ C sup
(τ,y)∈Λc(t,x)

|y| ⟨τ + |y|⟩κ Wc(τ, y)ν |F (τ, y)|
eZ,1.

最後に Klein–Gordon 方程式に対する評価を紹介しておく. この場合は S を用
いることができないことに注意. χj (j ≥ 0) を C∞

0 (R) に属する非負の関数で
∞∑

j=0

χj(s) = 1 (s ≥ 0), supp χj = [2j−1, 2j+1] (j ≥ 1), supp χ0 ∩ [0,∞) = [0, 2]

を満たすものとする.

補題 3.4 (Hörmander [9], Georgiev [6]) m > 0 とし, v は

(3.8) (¤ + m2)v(t, x) = Φ(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × R3

を満たすものとする. このとき

⟨t + |x|⟩3/2 |v(t, x)| ≤C
∞∑

j=0

sup
τ∈(0,t)

∥χj(τ) ⟨τ + | · |⟩ |Φ(τ, ·)|Z,4∥L2(R3)

+ C
∞∑

j=0

∥ ⟨·⟩3/2 χj(| · |)|v(0, ·)|Z,5∥L2(R3).



4. Null 形式の評価

ここでは Q0 のみを扱うが, 他も同様である. r = |x|, ω = x/r, ∂r = ω · ∇x とお
く. また ∂± = ∂t ± ∂r, Lr = ω · L = t∂r + r∂t とする. S = t∂t + r∂r であること
に注意. ∇x = ω∂r −

ω

r
× Ω であるから

(∇xφ) · (∇xψ) = (∂rφ)(∂rψ) +
(ω

r
× Ωφ

)
·
(ω

r
× Ωψ

)
.

ω

r
× Ω =

ω

r
× (x ×∇x) =

ω

tr
× (x × (x∂t + t∇x)) =

ω

t
× (ω × L)

に注意すると, |(∇xφ) · (∇xψ) − (∂rφ)(∂rψ)| は ⟨t + r⟩−1 |Zφ| |∂ψ|, あるいは
⟨r⟩−1 |Z̃φ| |∂ψ| で評価できる. Q0 の残った部分は

(∂tφ)(∂tψ) − (∂rφ)(∂rψ) =
1

2
{(∂+φ)(∂−ψ) + (∂−φ)(∂+ψ)}

である. Klainerman [22] においては ∂+ = (t + r)−1(S + Lr) という書き換えによ
り最終的に

(4.1) |Q0(φ, ψ)| ≤ C ⟨t + r⟩−1 (|Γφ| |∂ψ| + |∂φ| |Γψ|)

を得た. 波動と Klein-Gordon の連立系では, S を用いることができないため, こ
の評価式が利用できない. これが [5] で 強 null 条件が導入された理由である.

伝播速度の異なる系では L を用いることができない.

そこで ∂+ = r−1(S − (t − r)∂t) と書き換えることにより,

(4.2) |Q0(φ, ψ)| ≤ C ⟨r⟩−1 (|Γ̃φ| |∂ψ| + |∂φ| |Γ̃ψ| + ⟨t − r⟩ |∂φ| |∂ψ|)

という評価式が用いられた (Hoshiga–Kubo [10]). 実際に一般の 2 次の項で減衰
が不足するのは light cone t = |x| の近傍である. light cone の近傍では ⟨r⟩−1 は
⟨t + r⟩−1 と同値なので上の評価式は十分に役立つ.

∂+ を書き換えずに直接評価するという方針もある:

定理 4.1 (K.–Kubo [17]) u を (3.4) の解, 1 ≤ κ ≤ 2, ν > 1 とする. このとき

⟨x⟩ ⟨t + |x|⟩ ⟨ct − |x|⟩κ−1 |(∂t + c∂r)u(t, x)|
≤ C log(2 + t + |x|) sup

(τ,y)∈Λc(t,x)

|y| ⟨τ + |y|⟩κ W(t, x)ν |F (τ, y)|
eZ,2.

これにより, 定理 2.3 をベクトル場 Z̃ のみを用いて示すのに成功した. また, S

を用いないことで, 外部問題版の証明も楽になった ([18]).

なお, この評価式を用いて, 定理 2.7 を示すこともできるが, (4.2) と同様の発
想で ∂+ = (t + r)−1(2Lr + (t − r)∂−) と書き直すことにより得られる

(4.3) |Q0(φ, ψ)| ≤ C ⟨t + r⟩−1 (|Zφ| |∂ψ| + |∂φ| |Zψ| + ⟨t − r⟩ |∂φ| |∂ψ|)

を用いた方が, null 形式の評価を場所によって変える必要がないので証明がやや
簡単になる.
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Ann. Inst. Henri Poincaré 48 (1988), 387–422.
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