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1 Introduction

本講演では Schrödinger方程式の解の特異性について，中村周教授（東京大学）
との共同研究 [7]及びそれに続く共同研究で得られた結果を紹介する．この問題は
既にCraig-Kappeler-Strauss [1], Doi [2], Wunsch [18], Robbiano-Zuily [15, 16, 17],

Hassell-Wunsch [3, 4], Nakamura [12, 13, 14], Martinez-Nakamura-Sordoni [8, 9],

I. [6]等で，それぞれの設定，視点の下研究されているが，ここでは本研究結果に
直接つながるNakamura [12]のみをやや詳細に引用し，その他の結果との関連は
その都度最小限言及するにとどめる．
まず波面集合の半古典的な特徴付けから始めよう．u ∈ S ′(Rn), (x0, ξ

0) ∈ Rn ×
(Rn \ 0)とする．uが x0において ξ0方向に滑らかであるとは，ある a ∈ C∞

0 (R2n)

に対して，a(x0, ξ
0) 6= 0かつ

‖aw(x, hDx)u‖L2 = O(hN) (h ↓ 0, ∀N > 0)

が成り立つこととする．ただしここで一般に a ∈ C∞
0 (R2n)に対して，

aw(x,Dx)u(x) = (2π)−n

∫
ei(x−y)ξa

(x + y

2
, ξ

)
u(y) dydξ （Weyl量子化） (1)

である．このような (x0, ξ
0)からなる集合の補集合を uの波面集合と言いWF (u)

であらわす．(1)の作用素 aw(x,Dx)はFourier変換と逆Fourier変換の間にシンボ
ル a(x, ξ)を掛けることを意味し，関数 uを仮想的に (x, ξ)-相空間上の関数と見た
ときの掛算作用素と解釈される．したがって，物理的には，量子状態 uの波面集
合WF (u)とは空間各点における運動量無限大の成分（が急減少していない方向）
に対応する．周知のように量子力学においては位置と運動量を同時に測定するこ
とはできないため，このような言い回しは奇異に感じられるかもしれないが，こ
の逆説は正当化することができ，しかも本研究結果の直観的解釈にも非常に有用
である．より一般に，多様体M 上でもWF (u) ⊂ T ∗M \ 0として波面集合を定
義できることに注意しておく．
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ではHを Schrödinger作用素とする Schrödinger方程式

i
∂

∂t
ut = Hut, u0 = u

の解を ut = e−itHuとしたとき，波面集合WF (e−iTHu)はどのように特徴付けら
れるだろうか．自由 Schrödinger作用素Hfr：

Hfr = −4 = −
[( ∂

∂x1

)2

+ · · · +
( ∂

∂xn

)2]
に対してならば，具体的な計算により，

‖aw(x, hDx)e
−iTHfru‖ = ‖[eiTHfraw(x, hDx)e

−iTHfr ]u‖
= ‖aw(x + 2TDx, hDx)u‖

(2)

となることが知られており，(x0, ξ
0) ∈ WF (e−iTHfru)の判定のためには，相空

間において，初期状態 uの supp a(x + 2Tξ, hξ)（h ↓ 0）方向への減衰度を測れ
ばよいことが分かる．ここで注意するべきことは，対応する古典的時間発展が
(x, ξ) → (x + 2tξ, ξ)で与えられることである．すなわち量子的時間発展は相空間
においては古典的時間発展となっているのである．（ここでは誤差を含まないが，
一般には低階項の誤差が現れる．）
この問題を一般化し，摂動として非捕捉的漸近的 Euclid計量 gと sublinearポ
テンシャル V ∈ C∞(Rn, R)を考える．すなわち，ある µ > 0に対して

|∂α
x (gjk(x) − δjk)| . 〈x〉−1−µ−|α|, |∂α

x V (x)| . 〈x〉1−µ−|α|, 〈x〉 = (1 + x2)1/2

が成り立つことを仮定して，Schrödinger作用素

H = −4g + V =
1√
G

∂jg
jk
√

G∂k + V, (gjk) = (gjk)
−1, G = det(gjk)

を考える．上で述べたことによれば，K(x, ξ) = gjk(x)ξjξkを対応する古典系のハ
ミルトニアン，exp tHK をそのハミルトンフローとして

‖aw(x, hDx)e
−iTHu‖ = ‖[eiTHaw(x, hDx)e

−iTH ]u‖
∼ ‖(a ◦ exp(T/h)HK)w(x, hDx)u‖

となることが期待できる．これは実際に正しいのであるが，このままでは超局所
解析の議論に乗らないため，ここでは変換された作用素 [eiTHaw(x, hDx)e

−iTH ]を
さらに自由 Schrödinger作用素で引き戻す．つまり，

‖aw(x, hDx)e
−iTHu‖ = ‖[e−iT (−4)eiTHaw(x, hDx)e

−iTHeiT (−4)]e−iT (−4)u‖

と書きかえる．すると超局所解析的手法が適用できて

e−iT (−4)eiTHaw(x, hDx)e
−iTHeiT (−4)

= (a ◦ exp(T/h)HK ◦ exp(−T/h)HKfr
)w(x, hDx) + (error terms)

(3)



が示される．ここでKfr(x, ξ) = ξ2は自由系の古典的ハミルトニアンである．シ
ンボル aが点 (x0, ξ

0) ∈ T ∗Rnの近くに台を持つとすると，(3)の作用素の主要項
のシンボルは h → 0の極限において，±T > 0に応じて，

(x∓, ξ∓) = lim
h↓0

exp(−T/h)HKfr
◦ exp(T/h)HK(x0, ξ

0)

の近くに台を持つ．よって次の定理が得られる．

定理 1 (Nakamura [12]) (Rn, g)を非捕捉的短距離型漸近的Euclid空間，V を滑
らかで sublinearなポテンシャルとし，H = −4g+V とする．このときu ∈ L2(Rn)

と±T > 0に対して

(x0, ξ
0) ∈ WF (e−iTHu) ⇐⇒ (x∓, ξ∓) ∈ WF (e−iT (−4)u) (4)

が成り立つ．あるいは言い換えると，u ∈ L2(Rn)と±T > 0に対して

(x0, ξ
0) ∈ WF (eiTHe−iT (−4)u) ⇐⇒ (x±, ξ±) ∈ WF (u) (5)

が成り立つ．

注意 1. (4)の右辺は (2)により初期状態 uから計算できるため，この定理が波動
関数 e−iTHuの波面集合の特徴付けを与えることに注意する．
2. 関係 (5)から有限時間に対する波動作用素 eiTHe−iT (−4)が Fourier積分作用素
となることが予想される．
次節以降で我々はこの問題を多様体上に拡張し，さらに強い結果を紹介する．

2 散乱多様体
散乱多様体とはMelrose [10]により導入された境界付きコンパクト多様体の一
クラスであり，境界上で特定の次数で減少するベクトル場に注目することで，境
界付近に漸近的Euclid空間の無限遠方の構造が与えられたものと解釈される．こ
こでは散乱多様体を極座標の一般化と捉えなおし，[10]とは異なる定式化を採用
する．

M を n次元多様体として，次の分解M = M0 ∪ M∞を仮定する：

M0 b M, M∞ ∼= (0,∞) × ∂M, (0, 1) × ∂M ↪→ M0. (6)

∂M は任意の閉多様体であり，M の位相的境界ではないが，区間 (0,∞)の無限
遠方をコンパクト化すればM の無限遠方における位相的境界として意味を持つ．
特に局所座標系

(r, θ) : M∞
∼=→ (0,∞) × ∂M, x 7→ (r(x), θ(x)),

を考えることで，散乱多様体が極座標の自然な一般化であることがわかる．



定義 M を分解 (6)を持つ多様体とする．M 上の Riemann計量 gcnが錐型であ
るとは ∂M 上のRiemann計量 g∂が存在して，

gcn = dr2 + r2g∂
jk(θ)dθjdθk for (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M.

と書けることである．またM 上の Riemann計量 gscが散乱計量であるとは錐型
計量 gcn存在して，m = gsc − gcnがある µ > 0に対して

m = m0(r, θ)dr2 + rm1
j(r, θ)(drdθj + dθjdr) + r2m2

jk(r, θ)dθjdθk,

|∂j
r∂

α
θ ml(r, θ)| . r−µ−j, (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M, l = 0, 1, 2.

を満たすことである．Riemann多様体 (M, gsc)を散乱多様体と呼ぶ．

散乱計量 (gsc
jk)の逆行列 (gjk

sc )を

(gjk
sc ) =

(
1 + a0 r−1ta1

r−1a1 r−2g∂ + r−2a2

)
, (gjk

∂ ) = (g∂
jk)

−1

とすると，計算により，

|∂j
r∂

α
θ al(r, θ)| . r−µ−j, l = 0, 1, 2.

が従う．さらに alが次の条件を満たすときそれぞれ gscは (i)動径方向に短距離
型，(ii)動径方向に強短距離型，(iii)短距離型であるという：

(i) |∂j
r∂

α
θ a0(r, θ)| . r−1−µ−j,

(ii) |∂j
r∂

α
θ a0(r, θ)| . r−3/2−µ−j, |∂j

r∂
α
θ a1(r, θ)| . r−1/2−µ−j,

(iii) |∂j
r∂

α
θ al(r, θ)| . r−1−µ−j, l = 0, 1, 2.

条件 (i), (ii)はMorawetz評価式に現れる作用素の形に関連しているが，ここでは，
短距離型条件の亜種として，定理の主張を精密化するための技巧的な条件と考え
てもよい．計量に対応する Laplace-Beltrami作用素4scを用いて Schrödinger作
用素

H = −4sc + V on H = L2(M,
√

Gscdx),

を考えよう．局所座標を用いて表示すれば

4sc =
1√
Gsc

n∑
j,k=1

∂jg
jk
sc

√
Gsc∂k, Gsc = det (gsc

jk).

である．ポテンシャル V は実数値で滑らかであるとし，ある ν > 0に対して，

|∂j
r∂

α
θ V (r, θ)| . r2−ν−j.

を満たすとする．(i) ν = µ > 0, (ii) ν = 1 + µ > 1, (iii) ν = 3 + µ > 3に応じて
それぞれ (i) subquadratic, (ii) sublinear, (iii) subcoulomb ということにする．



3 波動作用素

3.1 量子的波動作用素

第 1節で述べたNakamura [12]のアイデアにしたがって e−itH を自由系におけ
る時間発展 e−itHfrと比較しよう．散乱多様体上の場合，最も自然な非摂動系は錐
型計量 gcnに関する Laplace-Beltrami作用素Hcn = −4cnである．が，しかし，
我々はこの系を自由系として採用しない．実際 gcnは一般的な計量 g∂を含んでお
り，後に見るようにある領域の上において古典波動作用素の計算は可能であるが，
それでもなお，簡単な系ではない．またM0上での gcnの選び方も一意的には定
まらない．ここで我々が採用する自由系は多様体Mfr = R × ∂M 上の作用素

Hfr = −∂2
r on Hfr = L2(Mfr,

√
G∂drdθ), G∂ = det (g∂

jk)

である．Mfrには散乱多様体としての構造を考えないことに注意する．Schwartz

空間を

S(Mfr) = {u ∈ C∞(Mfr); ∀j ∈ Z+, ∀α ∈ Zn
+ sup

(r,θ)∈Mfr

〈r〉j|∂α
(r,θ)u(r, θ)| < ∞},

S(M) = {u ∈ C∞(M); ∀j ∈ Z+, ∀α ∈ Zn
+ sup

(r,θ)∈M∞

〈r〉j|∂α
(r,θ)u(r, θ)| < ∞},

で定義する．次の二つの定理は Euclid空間上の場合と同様に示される．

定理 2 1. 自由 Schrödinger作用素Hfr = −∂2
r は S(Mfr)上本質的自己共役で

ある．その閉包を同じ記号で表せば

σess(Hfr) = σac(Hfr) = [0,∞), σdisc(Hfr) = σpp(Hfr) = σsc(Hfr) = ∅

である．

2. 動径方向に短距離型な散乱多様体 (M, gsc)と滑らかで subquadraticなポテ
ンシャル V に対してH = −4sc + V は S(M)上本質的自己共役である．そ
の閉包を同じ記号で表す．もしさらにポテンシャルが subcoulombであれば，

σess(H) = [0,∞), σdisc(H) ⊂ [inf
M

V, 0) (= ∅ if inf
M

V ≥ 0),

σac(H) = [0,∞), σpp(H) ⊂ [inf
M

V,∞), σsc(H) = ∅,

であり，σpp(H)は重複度も込めて 0にしか集積し得ない．

関数 j ∈ C∞((0,∞))を

j(r) =

{
1, if r ≥ 2,

0, if r ≤ 1,



のようにとって J : Hfr → Hを

(Ju)(x) =

{
j(r(x))[G∂(θ(x))/Gsc(x)]1/4u(r(x), θ(x)), if x ∈ M∞,

0, if x /∈ M∞

で定義する．密度の変換のために因子 [G∂(θ(x))/Gsc(x)]1/4が入っているが，そ
れ以外は単なる cutoffと同一視M∞ = (0, 1)× ∂M の合成であることに注意する．
また，動径方向の Fourier変換を

Fr : S ′(Mfr) → S ′(M̂fr), (Fru)(ρ, θ) =

∫
e−irρu(r, θ) dr for u ∈ S ′(Mfr),

により定義する．ただし，M̂fr = Rρ × ∂M である．

定理 3 (M, gsc)を動径方向に短距離型な散乱多様体，V を滑らかで subcoulomb

なポテンシャルとする．このとき波動作用素

W± = s-lim
t→±∞

eitHJe−itHfr : Hfr → H,

が存在して，これらは

Hfr,± = {u ∈ Hfr; suppFru ⊂ R± × ∂M}, R± = {ρ ∈ R; ±ρ ≥ 0},

を始空間とする部分等長作用素である．さらに Ran W± = Hac(H)が成り立つ．
すなわちW±は完全である．

摂動に当たる部分HJ − JHfrはHfrに対して相対コンパクトではないが，この困
難は適当な方法を用いて回避することができる．

3.2 古典的波動作用素

第1節に従って古典的波動作用についても定式化しておく必要がある．K(x, ξ) =∑n
j,k=1 gjk

sc (x)ξjξkとする．(M, gsc)上の自由Hamilton方程式

ẋ =
∂K

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −∂K

∂x
(x, ξ), (x(0), ξ(0)) = (x0, ξ

0) ∈ T ∗M

の解を exp tHK(x0, ξ
0) = (x(t; x0, ξ

0), ξ(t; x0, ξ
0))であらわす．(x0, ξ

0) ∈ T ∗M が
前，後ろに非捕捉的であるとは，それぞれ時間 t → ±∞の極限においてx(t; x0, ξ0)

がM の任意のコンパクト集合の外に出ることとし，前，後ろに捕捉的な点の集
合を T±であらわす．同一視

Jcl : T ∗Mfr ⊃ T ∗((0,∞) × ∂M)
∼=→ T ∗M∞, J∗

cl = (Jcl)
−1,



の下，古典的逆散乱作用素が存在して微分同相となる：

w∗
± = lim

t→±∞
exp(−tHKfr

) ◦ J∗
cl ◦ exp tHK : T ∗M \ T±

∼=→ T ∗Mfr \ Tfr,±.

ここで，Kfr(r, ρ, θ, ω) = ρ2であり，

(r, ρ, θ, ω) = (r, ρ; θ, ω) ∈ T ∗Mfr
∼= T ∗R × T ∗∂M

は (r, θ) ∈ Mfr = R × ∂M から誘導される T ∗Mfrの局所座標系である．さらに

Tfr,± = {(r, ρ, θ, ω) ∈ T ∗Mfr; ±ρ ≤ 0}

と置いた．

4 波動作用素の超局所的構造
シンボルクラス Sm

ρ = Sm
ρ,1−ρ, 1/2 < ρ ≤ 1をHörmander [5]の意味で用いる：

a ∈ Sm
ρ ⇐⇒ |∂α

x ∂β
ξ a(x, ξ)| . 〈ξ〉m+(1−ρ)|α|−ρ|β|.

定理 4 (M, gsc)を動径方向に短距離型な散乱多様体，V を滑らかで sublinearな
ポテンシャルとし，任意の u ∈ Hfrをとる．このとき±T > 0に対して，

WF (WT u) \ T± = (w∗
±)−1[WF (u) \ Tfr,±], (7)

が成り立つ．さらに gscが非捕捉的であると仮定すると，すなわち, T+ = T− = 0

とすると，有限波動作用素WT : Hfr → H, T 6= 0は Fourier積分作用素であり，
その振幅関数は S0

1 に属し，正準関係は

CT = {(x, ξ; r, ρ, θ, ω) ∈ (T ∗M \ 0) × (T ∗Mfr \ 0); (r, ρ, θ, ω) = w∗
T (x, ξ)}.

で与えられる．

注意 定理 4はHassell-Wunsch [4]に類似しているが，設定は異なる．また証明に
用いる道具立ても異なる．

定理 4の前半の主張と超局所平滑化作用と合わせることにより，次の系が従う．

系 5 (M, gsc)は動径方向に短距離型であり，V は滑らかで sublinearであるとし，
任意の u ∈ Hをとる．このとき任意の (x0, ξ

0) ∈ T ∗M \ T∓, ±T > 0に対して，

(x0, ξ
0) ∈ WF(e−iTHu) ⇐⇒ w∗

∓(x0, ξ
0) ∈ WF(e−iTHfrJ∗u),

が成り立つ．



注意 第 1節で紹介した結果とは本質的に異なる比較系を用いているため，Naka-

mura [12]の結果は系 5の特別な場合ではない．

正準関係CTは錐型ではないが，ファイバー方向無限遠方では錐型な正準関係C± =

C±∞に近付く．したがって振幅関数のクラスが悪くなることを許せば，定理 4の
Fourier積分作用素は斉次な相関数を用いて表示できる．

系 6 (M, gsc)は非捕捉的で動径方向に強短距離型であり，V は滑らかで sublinear

であるとする．有限波動作用素WT : Hfr → H, ±T > 0は Fourier積分作用素で
あり，その振幅関数は S0

1/2+µに属し，正準関係は

C± = {(x, ξ; r, ρ, θ, ω) ∈ (T ∗M \ 0) × (T ∗Mfr \ 0); (r, ρ, θ, ω) = w∗
±(x, ξ)},

で与えられる．

さらに定理 4の主張はそのまま T = ±∞の場合にまで拡張される．

定理 7 (M, gsc)を動径方向に短距離型な散乱多様体，V を滑らかなで subcoulomb

なポテンシャルとする．u ∈ Hfrに対して

WF(W±u) \ T± = (w∗
±)−1[WF(u) \ Tfr,±], (8)

が成立する．さらにgscが非捕捉的であると仮定すると，波動作用素W±はFourier

積分作用素であり，その振幅関数は S0
1 に属し，正準関係は C±で与えられる．

5 散乱作用素と散乱波面集合
前節までの議論は散乱作用素 S = W ∗

+W− : Hfr,− → Hfr,+に対する散乱波面集
合の解析にも応用することができる．ここで散乱波面集合とは次で定義される集
合である．(cf. Melrose [10], Melrose-Zworski [11])

定義 u ∈ S ′(Mfr)と (r0, ρ
0, θ0, ω

0) ∈ T ∗Mfrに対し，ある a ∈ C∞
0 (T ∗Mfr)が存在

し，a(r0, ρ
0, θ0, ω

0) 6= 0かつ

‖aw(hr,Dr, θ, hDθ)u‖Hfr
= O(h∞), h ↓ 0.

が満たされるとき，(r0, ρ
0, θ0, ω

0)は uの散乱波面集合に属さないと言い，

(r0, ρ
0, θ0, ω

0) /∈ WFsc,fr (u)

であらわす．散乱波面集合WFsc,fr (u)(⊂ T ∗Mfr)はこのような (r0, ρ
0, θ0, ω

0)全体
の集合の補集合として定義される．



通常の波面集合が古典的には運動量無限大の粒子に対応していたのに対し，散乱
波面集合は無限遠方を動く粒子に対応している．無限遠方では散乱計量が完全に
錐型となることから，散乱波面集合の解析にはKcn(x, ξ) =

∑n
j,k=1 gjk

cn(x)ξjξk を
ハミルトニアンとする自由Hamilton方程式

ẋ =
∂Kcn

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −∂Kcn

∂x
(x, ξ)

を調べる必要がある．第 3節と同様に，錐型計量に関する古典波動作用素

wcn,± = lim
t→±∞

exp(−tHKcn) ◦ Jcl ◦ exp tHKfr
: Ufr,±

∼=→ U0,

Ufr,± = {(r, ρ, θ, ω) ∈ T ∗Mfr; ±ρ > 0, ω 6= 0},
U0 = {(r, ρ, θ, ω) ∈ T ∗M∞; r > 0, ω 6= 0}

が存在する．さらにこれは具体的に書き下すことができ，特に古典散乱作用素
scn = w∗

cn,+ ◦ wcn,− : Ufr,−
∼=→ Ufr,+ (w∗

cn,+ = w−1
cn,+)が次の式によって与えられる．

scn(r, ρ, θ, ω) = (−r,−ρ, exp πH√
K∂

(θ, ω)), K∂(θ, ω) =
n−1∑
j,k=1

gjk
∂ (θ)ωjωk.

定理 8 (M, gsc)を動径方向に短距離型な散乱多様体，V を滑らかで subcoulomb

なポテンシャルとする．S : Hfr,− → Hfr,+を散乱作用素，scn : Ufr,− → Ufr,+を錐
型計量に関する古典散乱作用素とすると，このとき u ∈ Hfrに対して

WFsc,fr (Su) ∩ Ufr,+ = scn(WFsc,fr (u) ∩ Ufr,−) (9)

が成り立つ．さらに (M, gsc)が短距離型であると仮定する．

Ŝ = FrSF∗
r : Ĥfr,− → Ĥfr,+, M̂fr,± = {ρ ∈ Rρ; ±ρ > 0} × ∂M

とおくと，原点の近くで 1をとる χ ∈ C∞
0 (R)に対して，作用素

Ŝ
[
1 − χ

( |Dθ|
〈Dρ〉

)]
,

[
1 − χ

( |Dθ|
〈Dρ〉

)]
Ŝ : C∞

0 (M̂fr,−) → C∞(M̂fr,+)

は Fourier積分作用素であり，その振幅関数は S0
1 に属し，正準関係は

Ccn = {(ρ, r, θ, ω; ρ′, r′, θ′, ω′) ∈ (T ∗M̂fr,+ \ 0) × (T ∗M̂fr,− \ 0);

(r, ρ, θ, ω) = scn(r
′, ρ′, θ′, ω′), ω 6= 0, ω′ 6= 0}.

で与えられる．

Melrose-Zworski [11]によれば，絶対散乱行列A(ρ)は Fourier積分作用素であり，
その振幅関数は S0

1 に属し，正準関係は

C∂ = {(θ, ω; θ′, ω′) ∈ (T ∗∂M \ 0) × (T ∗∂M \ 0); (θ, ω) = exp πH√
K∂

(θ′, ω′)}

で与えられる．定理 8は定性的にはこの主張と同じ内容を示唆している．
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