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概要

2 階楕円型システムの境界値問題に付随して現れる行列係数 2 階常微分方
程式に対して, 2 つの解法を提案する. 1 つは弾性体解析で頻繁に用いられる
Stroh formalismの新しい解釈, もう 1つは行列 2次多項式の因数分解を用い
る方法である. 更に, それを弾性ガイド波 (表面波, 板波)の解析に利用する.

1 Introduction

3次元弾性体の 2次元変形を記述する強力な道具として, Stroh [13, 14]の開発し
た Stroh formalismは有名である. この理論の立役者である Barnett & Lotheは, 3

つの重要な行列 (Barnett-Lothe行列)に積分表示を与えることで Stroh formalism

の理論的基盤を固め, 異方性弾性体の Rayleigh 波の問題に満足できる解答を与え
た. Stroh formalismに文献は膨大であるが, 主な文献としては, Barnett & Lothe

[1, 11, 2], Chadwick & Smith [4], Nakamura [12], Ting [16], Tanuma [15] など.

一方, Gohberg, Lancaster & Rodman [5, 6, 7]らによって, 行列係数の多項式の
理論が整備され, 楕円型システムの境界値問題にも利用されている (Wloka, Rowley

& Lawruk [17]). 筆者も行列 2次多項式の因数分解定理の構成的な別証明を与えた
が (Ito [8]), これを微分方程式に応用すると, ‘解’ が簡潔に表現でき, ‘楕円性’ が退
化する ‘縁’まで込めて解析できるという利点がある.

さて, 本講演の目的は, これらの方法を行列係数 2階常微分方程式の解法という視
点で整理し, それを弾性ガイド波 (表面波=Rayleigh波, 板波= Lamb波)の解析に
応用することである. 具体的な内容を説明するために, まず, 空間次元 2, ベクトル次
元m ě 1として, 密度 ρ ą 0, 弾性係数 C “

´

C11 C12

C21 C22

¯

(2m次実対称)の “弾性体”

を考える. この弾性体を支配する偏微分作用素 tLpBxq,N pBxquをシンボル

Lpξq “ C11ξ2
1 ` pC12 ` C21qξ1ξ2 ` C22ξ2

2 , N pξq “ C21ξ1 ` C22ξ2 (1.1)

により定め, Lpζq “ Lp1, ζq, Npζq “ N p1, ζq とおく.

第 2, 3節では, Barnett-Lothe行列の (数学的には originalより簡潔な) 新しい導
出法, および行列 2次多項式の因数分解定理を紹介し, それを次の常微分方程式の境
界値問題に応用する (境界条件は (D), (N) の一方または両方):

(E) LpDzqfpzq “ 0 pz ą 0q かつ fp`8q “ 0;
(D) fp0q “ a, (N) NpDzqfp0q “ b.

(1.2)



第 4節では ‘半空間’ R2
` におけるガイド波である Rayleigh波を扱う. まず, 波数

k ą 0, 位相速度 v ą 0で R2
` 内を境界に沿って x1 軸方向に伝播する波

upx, tq “ eikpx1´vtqfpkx2q (波の ‘基本モード’) (1.3)

を考えよう. 但し, fpzq ı 0, fp`8q “ 0 と仮定する. この形の uが

pLpBxq ´ ρB2
t qu “ 0 in R2

` ˆ Rt, N pBxqu “ 0 on BR2
` ˆ Rt, (1.4)

の解となるとき, uを Rayleigh波と呼ぶ. 更に, v, tv, fuを Rayleigh速度, Rayleigh

対と呼ぼう. z “ kx2 とおいて (1.3)を (1.4)に代入すれば, (1.3)の uが Rayleigh

波であることと tv, fuが次の方程式 (固有値 ρv2 の固有値問題):

pLpDzq ´ ρv2Iqfpzq “ 0 pz ą 0q, pNpDzqfqp0q “ fp`8q “ 0. (1.5)

を満たすこととが同値となる. ここでは, Rayleigh波の構成法と ‘個数’を考察する.

最後に, 第 5節で ‘板’ E “ R ˆ p0, dqのガイド波を扱う. (1.3)の形の uが

pLpBxq ´ ρB2
t qu “ 0 in E ˆ Rt, (1.6)

$

&

%

(D-D) u|x2“0 “ u|x2“d “ 0,
(D-N) u|x2“0 “ N pBxqu|x2“d “ 0,
(N-N) N pBxqu|x2“0 “ N pBxqu|x2“d “ 0

(1.7)

を満たすとき uをガイド波 (Lamb波)と呼ぶ (境界条件はいずれか 1つ). z “ x2,

ω “ kv とおいて (1.3)を (1.6), (1.7)に代入することにより, 考えている問題は, 次
の固有値問題 (固有値 ρω2, パラメータ k)に変換される:

Lpk,Dzqfpzq “ ρω2fpzq p0 ă z ă dq, (1.8)
$

&

%

(D-D) fp0q “ fpdq “ 0,
(D-N) fp0q “ pN pk,Dzqfqpdq “ 0,
(N-N) pN pk,Dzqfqp0q “ pN pk,Dzqfqpdq “ 0.

(1.9)

ガイド波の存在条件は, k と ω, または k と v “ ω{k の関係 (一般に複数本の分散曲
線)で表される. ここでは分散曲線 v “ vpkqの k Ñ 8での挙動を調べる.

2 Barnett-Lothe行列 (詳細は Ito [9])

この節では, (1.1)の Lpξqに対して, (強楕円型とは限らない)楕円性

detLpξq ‰ 0 @ξ P R2zt0u pô det C22 ‰ 0 かつ det Lpζq ‰ 0 @ζ P Rq

を仮定する. Stroh formalismの何たるかには触れずに, Barnett-Lotheの扱った行
列の積分表示を紹介する. (1.1)の Lpξq,N pξq以外に, シンボル

Mpξq “ ´C21ξ2
1 ` pC11 ´ C22qξ1ξ2 ` C12ξ2
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を導入したとき, 次の 3つの行列を Barnett-Lothe行列と呼ぶ:

S “ ´
1
π

ż π
2

´ π
2

L̊pθq´1M̊pθqT dθ, Q “
1
π

ż π
2

´ π
2

L̊pθq´1 dθ,

B “
1
π

ż π
2

´ π
2

`

M̊pθqL̊pθq´1M̊pθqT ´ L̊pθ ` π
2 q

˘

dθ.

ここで, L̊pθq “ Lpcos θ, sin θq, M̊pθq “ Mpcos θ, sin θq とおいた. C “

´

C11 C12

C21 C22

¯

が実対称であるから, Q,B は実対称行列となる.

次に, 境界値問題 (1.2)を解くために方程式の 1階化を行う:

LpDzqfpzq “ 0 ô pDz ´ Lq gpzq “ 0.

但し, L “

ˆ

C22 O
C12 I

˙´1ˆ
´C21 I
´C11 O

˙

, gpzq “

ˆ

fpzq

NpDzqfpzq

˙

.

定理 2.1. Barnett-Lothe行列 S,Q,B および行列 Lに対して,

P̆ :“
1

2πi

ż

γ˘

pζI ´ Lq´1 dζ “
1
2

!

I ˘ i

ˆ

S Q
B ST

˙

) ´

γ˘ は σpLq X C˘ を
囲む C˘ の積分路

¯

が成り立つ (σpLqは L のスペクトル=固有値全体). 更に, S,Q,B は次を満たす:

(1) SQ ` QST “ BS ` ST B “ O, S2 ` QB “ pST q2 ` BQ “ ´I.

(2) dim pI ˘ iST q kerQ “ 1
2 dimkerQ, dim pI ˘ iSq kerB “ 1

2 dimkerB.

ここで, P̆ は, 微分方程式 pDz ´ Lq gpzq “ 0 のそれぞれ z Ñ ˘8で減衰する解
を与える初期データの空間への射影になっている. この事実に注意して, 次を得る.

定理 2.2. 境界値問題 (1.2)に関して次が成り立つ

(0) (E)-(D)-(N) が解をもつ ô c “ pa, bqT P ker Ṕ . その解は一意的で,

fpzq “ pI OqeizLc “
1

2πi

ż

γ`

eizζLpζq´1pNpζqT a ` bq dζ.

(1) (E)-(D) が @a P Cm に対して (一意)解をもつ ô Q が正則.

(2) (E)-(N) が @b P Cm に対して (一意)解をもつ ô B が正則.

(3) (E)-(D)-(N) が a “ 0 のとき解をもつ ô b P pI ´ iST q kerQ.

(4) (E)-(D)-(N) が b “ 0 のとき解をもつ ô a P pI ´ iSq kerB.

注意 2.3. Barnett-Lothe行列Q, Bはそれぞれ LpBxqのDirichlet問題, Neumann

問題に対する Lopatinski行列に対応する. また, 次の行列も重要である:

(1) Qが正則のとき, impedance行列 Z :“ Q´1pI ` iSq “ pI ´ iST qQ´1.

(2) B が正則のとき, admittance行列 Y :“ B´1pI ` iST q “ pI ´ iSqB´1.



3 行列 2次多項式の因数分解 (詳細は Ito [8])

まず, 行列 2次多項式の空間 X , X0, X1 を

X “ tLpζq “ A2ζ
2 ` A1ζ ` A0 : A2, A1, A0 P MmpCq はエルミート行列 u,

X0 presp. X1q “ tLpζq P X : A2 ą O かつ Lpζq ě O presp. ą Oq @ζ P Ru.

で定める. Lpζq “ A2ζ
2 ` A1ζ ` A0 P X をエルミート行列の三つ組 tA2, A1, A0u

に対応させ, X を位相空間として
`

Rm ˆ Cmpm´1q{2
˘3

– R3m2 と同一視する.

定理 3.1. L “ Lpζq “ A2ζ
2 ` A1ζ ` A0 P X0 (エルミート行列係数)とする.

(1) σpΛq Ă C` および Lpζq “ pIζ ´ Λ˚qA2pIζ ´ Λq を満たす Λ P MmpCq が
一意に存在する. 特に L P X1 ならば, この Λ は σpΛq Ă C` を満たし,

Λ “

ˆ
ż

γ`

ζLpζq´1dζ

˙ˆ
ż

γ`

Lpζq´1dζ

˙´1
´

γ` は σpLq X C` を
囲む C` の積分路

¯

で与えられる. 更に, λrLs “ Λで定まる写像 λr¨s : X0 Ñ MmpCq はX0 に
おいて連続, X1 において実解析的である.

(2) V1rLs :“
À

αPσpLqXC`

ker pλrLs ´ αIqm, V0rLs :“
À

αPσpLqXR
ker pλrLs ´ αIqm

は, V1rLs ‘ V0rLs “ Cm, V1rLs X V0rLs “ t0u を満たす.

(3) Ľpζq :“ Lp´ζq も X0 に属し, hrLs :“ p2iq´1A2pλrLs ` λrĽsq により写像
hr¨s : X0 Ñ MmpCq を定めれば, hrLs ě O, ker hrLs “ V0rLs が成り立つ.

(4) Lが実行列係数ならば, λrĽs “ ´λrLs, 故に hrLs “ A2 Im λrLs が成り立つ.

次に, L P X0 に対する Λ “ λrLs の構成法を述べよう.

Step 1. 行列多項式の基本変形により, Lpζqは次の形に変形できる:

P pζq Lpζq Qpζq “

¨

˚

˚

˝

d1pζq

d2pζq
O

O
. . .

dmpζq

˛

‹

‹

‚

ˆ

P pζq, Qpζqは
可逆な行列多項式

˙

.

ここで, djpζqは最高次の係数が 1で, dj´1pζqは djpζqの約数. P pζq, Qpζqの選び
方には任意性があるが, d1pζq, d2pζq, . . . , dmpζq は一意に決まる. Lpζqに対して, 右
辺の対角行列を Smith標準形, d1pζq, d2pζq, . . . , dmpζq を不変多項式と呼ぶ.

Step 2. 仮定より各不変多項式 djpζqは実係数. 実既約多項式の積に分解して,
$

’

’

&

’

’

%

d1pζq “ φ1pζqp11φ2pζqp12 ¨ ¨ ¨ φspζqp1s ,
d2pζq “ φ1pζqp21φ2pζqp22 ¨ ¨ ¨ φspζqp2s ,

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

dmpζq “ φ1pζqpm1φ2pζqpm2 ¨ ¨ ¨ φspζqpms

ˆ

0 ď p1j ď p2j ď ¨ ¨ ¨ ď pmj

1 ď j ď s

˙

.



ここで, φ1pζq, φ2pζq, . . . , φspζq は相異なる実既約多項式. このとき, pij ě 1 なる
φipζqpij 達を Lpζqの実単因子と呼ぶ. これらを次の形に表しておく (Im αℓ ě 0):

tpζ ´ αℓqpζ ´ αℓqupℓ p1 ď ℓ ď ℓ˚q.

Step 3. 各 1 ď ℓ ď ℓ˚ に対して, ℓ番目の実単因子 tpζ ´ αℓqpζ ´ αℓqupℓ を因数と
して含む不変多項式を dιpℓqpζq と表し, 行列 Rを次で定義する:

r
pℓq

k :“ 1
pk´1q!Q

pk´1qpαℓqeιpℓq P Cm p1 ď k ď pℓq,

Rpℓq :“
`

r
pℓq
1 r

pℓq
2 ¨ ¨ ¨ rpℓq

pℓ

˘

P Mm,pℓ
pCq p1 ď ℓ ď ℓ˚q,

R :“
`

Rp1q Rp2q ¨ ¨ ¨ Rpℓ˚q
˘

P MmpCq.

このとき, Rは正則で, Λは次式で与えられる:

Λ “ R

¨

˚

˚

˚

˝

Jpα1, p1q

Jpα2, p2q
O

O
. . .

Jpαℓ˚ , pℓ˚ q

˛

‹

‹

‹

‚

R´1

ˆ

Jpα, pq は固有値 αの
p次 Jordanブロック

˙

.

最後に, 因数分解定理を境界値問題 (1.2)に応用する. (1.1)の直後の Lpζq, Npζq

を考え (従って, Lpζqは実対称行列係数), L P X0 であること, すなわち

C22 ą O かつ Lpζq ě O @ζ P R

を仮定する. このとき, Λ “ λrLs, V1 “ V1rLs, V0 “ V0rLs とおいて, 行列 Z を

Z “ i´1pC22Λ ` C21q
`

“ i´1
`

NpDzqeizΛ
˘

z“0

˘

で定める. これはエルミート行列であり, L P X1 ならば注意 2.3 (1)の Z と一致し,

Re Z ą O を満たす. また, L P X0zX1 なら Re Z ě O, ker ReZ “ V0 を満たす.

定理 3.2. 境界値問題 (1.2)に関して次が成り立つ.

• L P X1 の場合:

(1) (E)-(D) は @a P Cm に対して一意解 fpzq “ eizΛa をもつ.

(2) (E)-(N) が @b P Cm に対して (一意)解をもつ ô Z が正則.

(3) (E)-(D)-(N) が b “ 0 のとき解をもつ ô a P ker Z.

• L P X0zX1 の場合:

(4) (E)-(D)が解をもつ ô a P V1. このとき, 解は fpzq “ eizΛaで与えられる.

(5) (E)-(D)-(N) が b “ 0 のとき解をもつ ô a P ker Z X V1.



4 Rayleigh波 (‘半空間’におけるガイド波) (詳細は Ito [10])

Rayleigh波の問題は常微分方程式の固有値問題 (1.5)の解析に他ならない. ここ
では, LpBxq が強楕円型で, tLpBxq,N pBxqu (in R2

`) が ‘強補完条件’を満たす (i.e.,

対応する H1 エネルギーが正値)であることを仮定する. これはシンボルの言葉で

C22 ą O, Lpζq ą O @ζ P R, Z ą O (4.1)

と表される. (4.1)の前 2つの条件の下で,

cL “ suptv : Lpζq ´ ρv2I ą O @ζ P Ru (x1方向の限界速度)

と定めれば, 0 ď v ď cL のとき, 定理 3.1により次を満たす Λpvqが一意に定まる:

Lpζq ´ ρv2I “ pζI ´ Λpvq
˚

qC22pζI ´ Λpvqq, σpΛpvqq Ă C`.

Λpvqは v について連続で, v ă cL なら σpΛpvqq Ă C`. これを用いて

Zpvq “ i´1pC22Λpvq ` C21q ((4.1)の Z は Zp0q のこと)

とおけば, Zpvq (0 ď v ď cL)はエルミート行列, v について単調減少で, Re Zpvq ą

O (0 ď v ă cL), Re ZpcLq ě O, kerRe ZpcLq “ V0L を満たす. ここで,

VL1 :“
à

αPσpΛpcLqqXC`

ker pΛpcLq ´ αIqm, VL0 :“
à

αPσpΛpcLqqXR
ker pΛpcLq ´ αIqm.

また, 線型空間 tαf : tv, fuが Rayleigh対, α P Cu の次元を dRpvq と表し (v が
Rayleigh速度でないなら dRpvq “ 0), この量で Rayleigh波の個数を数える.

定理 3.2と上述の Zpvqの性質を用いて次の定理を得る.

定理 4.1. Ṽ “ Cm (if 0 ă v ă cL (亜音速)), “ VL1 (if v “ cL (遷音速)) とおく.

(1) v が Rayleigh速度 ô ker Zpvq X Ṽ が非自明.

(2) v が Rayleigh速度であるとき, tv, fuが Rayleigh対となるような f は

fpzq “ eizΛpvqa, a P pkerZpvq X Ṽ qzt0u,

の形で与えられる. 従って, dRpvq “ dimpkerZpvq X Ṽ q が成り立つ.

(3) 0 ă v ă cL (亜音速)における Rayleigh波の総数は ZpcLqの負の固有値の個
数に等しい. また, 0 ă v ď cL における Rayleigh波の総数は次を満たす:

ÿ

0ăvďcL

dRpvq ď
1
2

rankpIm ZpcLqq ď

Ym

2

]

.



5 ‘板’におけるガイド波
解析すべき問題はパラメータ k ą 0を含む固有値問題 (1.8)-(1.9)である.

5.1 境界条件 (D-D)の場合
LpBxqの強楕円性, すなわち (4.1)の前 2つを仮定する. このとき, 前節と同様に,

cL および Λpvq (0 ď v ď cL) が定まる. また, Lpζq ´ ρc2
LI pě Oq の実単因子が

tpζ ´ αjqpζ ´ αj qupj p1 ď j ď j˚q, pζ ´ βkq2qk p1 ď k ď k˚q (5.1)

の形で与えられる (αj P C`, βk P R). ここで, q “ max
1ďkďk˚

qk とおく.

定理 5.1. 小さい方から n番目の分散曲線の枝 v “ vnpkq は次を満たす.

(1) 任意の n1 P N に対して, 定数 C ą 0 を十分大きくとれば,

0 ă vnpkq ´ cL ă Ck´2q p1 ď n ď n1, k ą 0q.

(2) 特に, k˚ “ 1, q1 “ 1 ならば, 下で与えられる定数 C0 を用いて,

vnpkq “ cL `
C0 n2π2

2ρcL d2k2
` O

´ 1
k3

¯

pk Ñ 8q.

C0 の計算法: kerpLpα1q ´ ρc2
LIq “ xr1y となる r1 ‰ 0を選び, ΛpcLq “ RJR´1

(J は Jordan行列), R “
`

r1
DR2

˘

と表す. このとき, C0 “
detpR˚C22Rq

|r1|2 detpR˚
2 C22R2q

.

5.2 境界条件 (D-N), (N-N)の場合
ここでは, (4.1)に加えて, ZpcLqが負の固有値をもつと仮定し, 亜音速 Rayleigh

速度 (存在する!)の 1つを cR とする. Lpζq ´ ρc2
RI pą Oq の実単因子を

tpζ ´ αℓqpζ ´ αℓ qupℓ , αℓ P C`, pℓ P N p1 ď ℓ ď ℓ˚q

と表し, Im αℓの最小値を γR, Im αℓ “ γRなる ℓの中での pℓの最大値を pRとする.

定理 5.2. 境界条件 (D-N), (N-N) に対応して, k Ñ 8 のとき,

(D-N) vRpkq “ cR ` O
`

k2ppR´1qe´2γRdk
˘

を満たす分散曲線が 1本存在する.

(N-N) vRpkq “ cR ` O
`

kpR´1e´γRdk
˘

を満たす分散曲線が 2本存在する.

5.3 2次元等方性弾性体の場合 (すべての分散曲線が決定できる例)

Lpξq “

ˆ

pλ ` 2µqξ2
1 ` µξ2

2 pλ ` µqξ1ξ2

pλ ` µqξ1ξ2 µξ2
1 ` pλ ` 2µqξ2

2

˙

, N pξq “

ˆ

µξ2 µξ1

λξ1 pλ ` 2µqξ2

˙

.

µ ą 0 かつ λ ` µ ą 0 (ô (4.1)) を仮定し, cP “
a

ρ´1pλ`2µq (P波の速度), cS “
a

ρ´1µ (S波の速度), cR は Rayleigh速度 (κ “ pcR{cSq2 が 3次方程式 κ3 ´ 8κ2 ` 8p3 ´



2pvS{vP q2qκ ´ 16p1 ´ pvS{vP q2q “ 0 の 0 ă κ ă 1 における一意解) とおく. このとき,

cL “ cS で, ZpcSq “ µ
´?

1´pcS{cP q2 ´i

i 0

¯

(正負の固有値). ここでは (D-N)の場合だけを
考える.すべての分散曲線は次で尽くされる (Bouhennache [3]の結果の精密化):

vnpkq “ cS `
n2π2

2d2k2

´

1 `
10

a

1 ´ pcS{cP q2

d k

¯

` O
´ 1

k4

¯

pn “ 1, 2, . . .q,

vRpkq “ cR `
DKpcS , cRq e´2

?
1´pcR{cSq2 dk

` o
´

e´2
?

1´pcR{cSq2 dk
¯

pk Ñ 8q.
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