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この講演では非線形 Schrödinger 方程式の解の時空大域的挙動に関して、最近の研
究から幾つか話題を選んで紹介する。具体的には

(1) エネルギー解の爆発と散乱
(2) 平面波解の漸近安定性
(3) 調和写像の漸近安定性

1. Introduction

この講演で方程式は主に

iut + ∆u = λ|u|pu, u(t, x) : R1+d → C, (λ ∈ R, p > 0) (1.1)

および類似のものを考える。これ以外にも例えば空間定義域が双曲空間の場合 [29, 3],

Z の場合 [34, 13], 非線形項が散逸性の場合 [25, 37] などについても、解の時間漸近
挙動について興味深い研究がなされている。
上の方程式は非線形波動の時空挙動を記述する非線形分散方程式の代表例であり、

解の挙動は波の分散性と非線形相互作用の競合によって決定される。そのバランス
から生じる典型的な状態としては、

(1) 分散性が支配的で波の振幅が時間減衰する場合、特に線形化方程式の解で近
似できる時間漸近挙動…散乱（状態）。

(2) 分散性と非線形相互作用が釣り合って波の振幅が一定の空間形状を保持する
場合…進行波、定在波、定常解など。

(3) 非線形相互作用が分散性に打ち勝ち解に特異性を生じる場合…爆発。

技術的には、分散性は線形ＰＤＥ、相互作用は非線形ＯＤＥによって良く近似され
るが、それらの相互関係を如何にして解析するかが主要な問題である。特に大域的
問題では、時空全体で解を制御するために様々な挙動の有限性・可積分性や減衰評
価が重要であり、その為に解の時空振動をうまく利用する事が鍵となる。
解の基本的性質として、L2 とエネルギーは保存される：

∥u(0)∥L2
x

= ∥u(t)∥L2
x
, E(u(0)) = E(u(t)) =

∫
Rd

|∇u|2 +
2λ

p + 2
|u|p+2dx, (1.2)

また解集合は時空平行移動、空間回転、値域 C の回転、時間反転 u(t) 7→ u(−t)、等
速度変換 u(t, x) 7→ u(t, x − vt)ei|v|2t/4+ivx/2、およびスケール変換

u(t, x) 7→ µ2/pu(µ2t, µx) (1.3)

に対し不変である。これから特に、斉次性を持つ問題設定では非線形項と線形項の
バランスを調べる事ができ、線形項が支配する場合を subcritical, 釣り合う場合を

1



2

critical, 非線形が強い場合を supercritical と呼ぶ。例えば各時刻で斉次 Sobolev 空
間 Ḣs (∥φ∥Ḣs = ∥|ξ|sFφ∥L2) に属する解を考えれば初期ノルムのスケール変化は

∥u(0)∥Ḣs 7→ ∥µ2/pu(0, µx)∥Ḣs = λ2/p+s−d/2∥u(0)∥Ḣs , (1.4)

となる一方、存在時間は [0, T ) 7→ [0, λ−2T ) だから初期値問題は s > 2/p − d/2

(p < 4/(d− 2s)) のとき subcritical となる。逆に t = ∞ 近傍を考えると存在時間は
(T,∞) 7→ (λ−2T,∞) だから終値問題では supercritical となる。また、critical case

で問題設定が完全にスケール不変の場合、時間区間の長短は意味を持たなくなるの
で、時間大域的な問題は時間局所的な問題と同値になる。
現状では、非線形分散方程式についてある程度精密（解が一意など）な結果は全

て subcritical か critical の場合に限られており、時空大域的な問題では t → 0,∞
の両方で (sub)critical, つまり log λ → ±∞ の双方向で漸近的にノルムが非減少で
なければならない。
これ以上の基礎事項について詳しくは [9] などを参照されたい。以下の３節では

それぞれ具体的な問題とその解析について述べる。

2. エネルギー解の爆発と散乱

L2 とエネルギーの保存則から最も自然な線形関数空間は H1 = H1
2 である。この

エネルギー空間において (1.1) が上の意味で t → 0,∞ の両方で (sub)critical とな
るのは、4/d ≤ p ≤ 4/(d− 2) の場合であり、非線形分散方程式について、ＰＤＥの
観点からは最も解析の進んでいるケースである。非線形項が集約性 (λ < 0) の場合、

(1) 散乱解（H1 ノルムが小さい場合、Strichartz 評価での縮小写像による）
(2) 孤立波解（制限付き変分法による。H1 ノルムに下限がある）
(3) 爆発解（例えばエネルギーが負の場合、積分不等式による背理法）

が全て H1 に存在する事は以前から知られているが、それらの関係や一般解の挙動
については良く分かっていない。

Kenig-Merle [31] は、p = 4/(d− 2), d = 3, 4, 5, かつ解が球対称の場合に、基底状
態（最小エネルギー定常解）よりエネルギーが下の解全体が、変分的不等式により
散乱解と爆発解の領域へ分割される事を示した。この結果で本質的に新しいのは散
乱部分である。以前は上の小さな解の他、非線形項が反発性 (λ > 0) の場合（全て
の H1 解が散乱）[17, 39, 11]、p = 4/d で重み付き空間 ⟨x⟩−1H1 の場合（L2 が基底
状態より小さい [45] か λ > 0 [16] なら散乱）については知られていたが、このよう
に関数空間を綺麗に二分する結果は初めてであろう。[1] により一般化された形で結
果を述べると以下のようになる。なお [26, 14] では（特に p = 3, d = 3 の場合に）
同値な分割条件を Gagliardo-Nirenberg 型不等式で与えているが、以下に述べる形
は方程式が斉次で無くても有効である。まず基底状態を定めるエネルギー汎関数を

S(φ) =

∫
Rd

1

2
(|∇φ|2 + |φ|2) +

λ

p + 2
|φ|p+2dx (2.1)
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とおき、これを用いて K,m を次で定める：

K(φ) = ∂µ|µ=1S(µd/2φ(µx)) =

∫
Rd

|∇φ|2 +
dλp

2(p + 2)
|φ|p+2dx,

m = inf{S(φ) | φ ∈ H1, φ ̸= 0, K(φ) = 0}
(2.2)

Theorem 1. 4/d < p ≤ 4/(d − 2), λ < 0 のとき、m > 0. さらに (1.1) の初期値
u(0) ∈ H1 が球対称で S(u(0)) < m のとき、

(1) K(u(0)) < 0 なら解は ±t > 0 の両方向で爆発する。
(2) K(u(0)) > 0 なら解は大域的で ∃1φ± ∈ H1, limt→±∞ ∥u(t)− eit∆φ±∥H1 = 0.

球対称性は subcritical p < 4/(d−2)の散乱部分については外すことができる。爆
発部分は [6, 41] の議論により実質的に既知であった。また p = 4/d の場合も同様
の議論で L2 の初期値へ拡張されている [35, 36]。
散乱部分の論法は、concentration compactness の波動方程式に対する精密化であ

る Bahouri-Gérard の profile decomposition を用いて背理法のターゲットを critical

element と呼ぶ理想的な解に絞り、その性質（コンパクトかつ分散性）から矛盾を
得るというものである。これは分散性を得る部分以外は方程式にあまり依存しない
一般的な議論であり、非線形波動方程式や Yang-Mills 方程式など様々な場合へ応用
されている [32, 33, 12]。またこれらの結果でスケール不変性は本質的ではなく、非
線形 Klein-Gordon 方程式や単純冪でない非線形項へも適用できる [28]。

3. 平面波解の漸近安定性

波動方程式の最も基本的な解は平面波解だが、非線形 Schrödinger方程式 (1.1)も
具体的な平面波解の族を持つ。実際、|u| = a 定数とおくと方程式は簡単に解ける。
以下 p = 2, λ = 1 とすると、平面波解は

u(t, x) = ae−i(a2+|b|2)t+ibx+ic (a > 0, b ∈ Rd, c ∈ R) (3.1)

で全て与えられる。これらが単独で小さな摂動に対して安定か？というのは自然な
疑問である。ただし集約性 (λ < 0) の場合は線形化方程式が低周波全体で指数増大
の解を持つため直ちに除外され、反発性の場合のみが問題となる。
このような解は空間遠方で減衰しないため、上の L2 やエネルギー積分は有限で

なく、通常の解のクラスに入らないが、超流動や非線形光学など物理的にも自然な
境界条件である。しかし空間遠方で減衰しない解では空間大域的な相互作用が量も
種類も増えるため、時間大域解析は遥かに難しくなる。
平面波 (3.1) は方程式の不変変換で互いに移りあうので、e−it のみ考えれば十分

である。さらに u = e−itψ とおけば平面波は定常解 ψ = 1, 方程式は

iψ + ∆ψ = (|ψ|2 − 1)ψ, ψ : R1+d → C. (3.2)

ψ = 1 に近い解では発散部分を除いたエネルギーを保存量として考えられる：

E(ψ(0)) = E(ψ(t)) =

∫
Rd

|∇ψ|2 +
(|ψ|2 − 1)2

2
dx < ∞ (3.3)
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このクラスでの時間大域的適切性は d ≤ 3 のとき [15] で得られた。また空間３
次元での平面波の漸近安定性は最近 [22] で得られた。U =

√
−∆/(2 − ∆), H =√

−∆(2 − ∆) とおく。

Theorem 2. d = 3. ∃δ > 0, (3.2) の解 ψ の初期値が次式を満たすとき∫
R3

⟨x⟩2(|∇ψ(0)|2 + |Re ψ(0) − 1|2)dx ≤ δ (3.4)

∃v+ ∈ H1(R3) s.t. xv+ ∈ H1(R3), v = Re ψ − 1 + iU Im ψ とおくと

∥v(t) − e−itHv+∥H1
x

. |t|−1/2, ∥x[eitHv(t) − v+]∥H1
x
→ 0, (t → ∞) (3.5)

またこれらから |ψ− 1| . |t|−9/10 が得られる。|ψ− 1| が小さいという仮定は、進
行波解 ψ(t, x) = w(t− cx) が存在するため必要である。進行波解の安定性は重要な
問題だが、一意性など定常問題のレベルでも分かっていない事が多い。これに関連
して空間１次元での kink 解の軌道安定性は最近 [7] により得られている。また特異
渦糸の安定性解析において [4] では d = 1 で (3.2) の非線形項が時間係数 1/t をも
つ場合の漸近挙動が調べられている。更に漸近安定性では、進行波の空間遠方での
収束が遅いという問題も生じるが、これについては次節で扱う。他方、t → ∞ での
漸近形を先に与えると非分散性の解は排除されるので、解の存在は易しくなる。実
際 [22] において次が得られた。

Theorem 3. d = 3, ∀z+ ∈ H1(R3), ∃ψ: (3.2) の解 s.t.

∥Re ψ − 1 + iU Im ψ + (2 − ∆)−1|ψ − 1|2 − e−itHz+∥H1 → 0, (t → ∞) (3.6)

前の定理に比べ、漸近形は２次の修正項を含んでいるが、実際この項は一部の漸
近データ z+ ∈ H1 に対して L∞

t (L2
x) で非有界になるため除去は必要である。ちなみ

に空間２次元では分散性が弱いため更に修正が必要であり、漸近データも十分小さ
く局在化していないと扱えない [21]. なお通常の解のクラス H1(Rd) での (1.1) につ
いては、t → ∞ で supercritical 2/d < p < 4/d, かつ d ≥ 3 の場合に、[40] で漸近的
自由解の存在が示されている。上の結果もそれと同様、コンパクト性の議論による
ので一意性は得られない。ただし、単純に評価すると t−1 の時間減衰が現れるため、
非線形項の非共鳴性構造を用いた精密な評価も必要となる。これに関連して、通常
のクラス [40] の結果は最近 [27] により d = 2 へ拡張された。そこでは同様に問題
となる t−1 の減衰度に対して、最近得られた低次元での平行移動不変な Morawetz

型先験評価 [42, 10]を用いている。しかし、(3.2) に対して分散性の非線形先験評価
は知られていない。

(3.6) の解に対する２次変換は、方程式を ψ = 1 周りで展開したときに現れる、
周波数 ξ = 0 での特異性を除去するために必要で、この節の散乱結果の全てで鍵と
なる。このような減衰の悪い項を部分的に除去する２次変換は [24, 44] など２次非
線形項の非線形 Schrödinger 方程式の散乱理論で既に有用性が知られていた。特に
上の方程式での変換による方程式の改善は劇的で、さらにエネルギーでも強い相殺
作用があり、それはコンパクト性の議論の中では本質的役割を果たす。
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初期値問題の方では更なる障害として、周波数 ξ → 0 において H(ξ) →
√

2|ξ|
と波動方程式に近づくために群速度平行な分散波同士の非線形共鳴が強くなるとい
う問題がある。これは実際、低周波極限の非線形波動方程式においてはどんな小さ
な初期値からでも爆発する [30] 原因となるため深刻である。技術的には、非線形項
を振動部分で部分積分した際に Coifman-Meyer の条件を満たさない特異な双線形
Fourier multiplier として現れる。上の結果ではこの問題を multiplier に対する微分
を減らした双線形評価によって解決する。
ところで進行波の存在に関して、最近 [8] において３次元ではエネルギーに下限

値 E0 > 0 がある事が示された。すると上の定理より、次の予想が立てられる

Conjecture 1. d = 3, E(ψ) < E0 =⇒ ∃z+ ∈ H1(R3) s.t. (3.6).

これは t → ∞ で主要項（２次非線形項）が supercritical な問題なので現状では
たとえ E(ψ) ≪ 1 としても技術的に不可能に近い。しかし、d = 4 では t → 0,∞ と
もに critical なので小さな解の場合は容易になる [20]。

Theorem 4. d = 4. ∃δ > 0, 任意の初期データ E(ψ(0)) < δ に対し ∃1z+ ∈ H1(R4),

逆に任意の漸近データ ∥z+∥2
H1(R4) < δ に対し ∃1ψ(0), s.t. v = Re ψ − 1 + iU Im ψ,

∥v − e−itHz+∥H1 → 0.

この δ を E0 とするのは、前節の方法と合わせれば技術的には可能と思われる。

4. 調和写像の漸近安定性と永久振動集約

上の問題と同じく、空間遠方での非自明な挙動が時間大域挙動に影響を与える場
合として、２次元平面 R2 から球面 S2 ⊂ R3 への Schrödinger flow を考える：

ut = u × ∆u, u(t, x) : R1+2 → S2 = {x ∈ R3 | |x| = 1} (4.1)

以下の議論はより一般に Landau-Lifschitz-Gilbert 方程式

ut = (−a1u × +a2)u × ∆u, (a1 ≥ 0, a2 ∈ R) (4.2)

にも適用できる (a2 = 0 の場合は heat flow)。これらの方程式は局所座標系では非
線形項に微分を含む非線形 Schrödinger 方程式となるが、以下で仮定する対称性の
下では、適当な orthonormal frame において (1.1) p = 2 と類似の方程式を得る（積
分型の非局所非線形項を含む）。
ここで解のクラスとしては、回転数 m の回転共変対称で、境界条件を

u(t, x) = emθRv(t, r) (x1 + ix2 = reiθ, R = (0, 0, 1)×),

v(t, 0) = (0, 0,−1), v(t,∞) = (0, 0, 1)
(4.3)

とすれば、これは上の発展方程式で保存され、この中でエネルギーは、stereograhic

projection で zm の形の調和写像によって最小化される：

E(u) =

∫
R2

|∇u|2dx ≥ 8πm = E(h), h =
1

rm + r−m
(2, 0, rm − r−m). (4.4)
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スケール・回転不変性より s > 0, α ∈ Rをパラメータとする基底状態の族 eiαRh(r/s)

が生成され、上のクラスでエネルギーが最小値に近い写像はエネルギーおよび各点
の意味で基底状態のどれかに近く、ゆえに保存則から基底状態の軌道安定性は（大
域解が存在すれば）自明である。なお、値域が１点近傍の場合の大域可解性は最近
[5] によりエネルギーが小さい場合に示されたが、critical case のため上の設定との
漸近挙動の違いは本質的である。
しかし、時刻大での漸近挙動、例えばパラメータ (s, α) は収束するか（つまり解

は一つの調和写像へ収束するか）？と考えると、指数減衰な孤立波の場合と異なり、
m が小さいほど調和写像の空間無限遠での収束が遅いため、分散性の摂動部分との
長時間相互作用が大きくなり漸近挙動の制御が難しくなる。
この問題は m ≥ 4 の場合は [19] で漸近安定性が得られているが、 m ≤ 3 となる

と、解の調和写像と摂動部への直交分解と、線形化作用素の分散性評価の非整合と
いう問題として現れる。一般に、非線形分散方程式に対するパラメータ自由度を持
つ解集合（非分散性の基底状態）の漸近安定性解析では、近傍の解を、時間依存パ
ラメータを持つ主要部分と残りに分解して、摂動部分の分散性とパラメータの収束
を同時に得る。その際、摂動部分に対する線形化作用素はパラメータ微分に対応す
る 0 固有値を持つが、非線形相互作用の固有空間成分を主要部分のパラメータ変化
へ組み込む事で、摂動部分から除去する事ができる。これは摂動部分の条件で言え
ば固有空間との直交性であり、これによって連続スペクトル空間へ制限されて分散
性を得る事が期待できる。
ところが、分散性評価はエネルギー評価に比べてデータの空間減衰に敏感なので、

上の h のように (パラメータ微分で現れるのは第１成分 h1) 空間減衰が遅い場合、
直交射影が L2 では意味を持っても分散性評価は破壊してしまうという事が起こる。
今の場合、非線形処理のため L2

t (L
∞
x ) のスケールでの Strichartz 型評価が必要にな

るが、これが直交射影で保存されるための条件が m > 3 である。
そこで我々は直交条件を分散性評価を保つよう局在化されたものに換え、その代

わりに非線形項で生じる固有空間成分を方程式を用いた空間・時間の部分積分で直
接処理するという方法で m = 3 の場合にも漸近完全性の結果を得た [23]。

Theorem 5. m = 3. ∃δ > 0, 初期値 u(0) が (4.3) のクラスで E(u) ≤ 8πm + δ な
ら解 u は時間大域的で ∃s > 0, ∃α ∈ R,

∥u(t, x) − emθReαRh(r/s)∥L∞
x
→ 0 (t → ∞) (4.5)

さらに heat flow (a2 = 0) で回転摂動が無い場合 (v2 = 0, α = 0) は、m = 2 でも
漸近安定性を示せる (m = 1 では有限時間爆発する [18])。ただし m ≥ 3 ではパラ
メータが収束するのに対し、m = 2 では必ずしも収束せず、

(A) 一つの調和写像へ収束 limt→∞ s(t) ∈ (0,∞)

(B) 空間原点へ集約 limt→∞ s(t) = 0

(C) 空間無限遠へ集約 limt→∞ s(t) = ∞
(D) そのような二つの時間列が混在 lim inft→∞ s(t) = 0, lim supt→∞ s(t) = ∞
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などの場合が存在する。実際、s の漸近挙動の主要項は初期値 u(0) から具体的な積
分で表せるので、上記の挙動を引き起こす初期値は具体的に与えられる。さらにこ
れら全ての漸近挙動は、エネルギーの意味で可積分より僅かに局在的な摂動に対し
て安定である。
特に (Ｄ) のように集約・離散を無限に繰り返す現象は、一般に critical case の

大域解析において最も問題となるシナリオで、これまでその排除に成功した例はい
くつもあるが、実際に起こる場合は知られておらず、その点からも興味深い。なお、
関連した結果として、波動方程式の場合 (wave map) では、m = 1 と m ≥ 4 でそれ
ぞれ異なるタイプの爆発解が得られている [38, 43]。
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