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1 Delay Feedback方程式とその性質

自励微分方程式系 x′(t) = f(x(t))の周期解 x = φ(t), φ(t+ω) = φ(t), ω > 0,が不安定である場合，Delay
Feedback で制御した方程式 x′(t) = f(x(t)) + K(x(t− ω)− x(t)) の周期解として，x = φ(t) が安定化
できるという発想 [1]があり，ここではその数学的基礎を考え, 数値計算による実例を与える．

A(t) = Df(φ(t)) とおき，制御前方程式の x = φ(t) の周りの変分方程式

x′(t) = A(t)x(t), (1)

の解作用素を T (t, s)とする．制御した方程式の x = φ(t) の周りの変分方程式は

y′(t) = A(t)y(t) + K(y(t− ω)− y(t)) (2)

であり，相空間C([−ω, 0],Cn)で定義されるその解作用素をU(t, s), (t ≥ s)とすると，周期作用素U(ω, 0)
は固有値 1 をもつ．U(ω, 0) の他の固有値の絶対値がすべて 1 より小さいとき，Feedback gain K によ
り安定化が成功したと考える．

特性乗数の集合 σ(T (ω, 0)), σ(U(ω, 0)) の関係を見る．容易に ν ∈ σ(U(ω, 0)) ⇐⇒ y(t + ω) = νy(t)
を満たす (2) の非自明解 y(t)が存在する．
方程式 (2) に付随して遅れのない方程式

y′(t) = A(t)y(t) + (ν−1 − 1)Ky(t) (3)

をとると，次の条件が成り立つことがが容易に分かる：y(t) 6= 0 は，
y(t + ω) = νy(t) を満たす (2) の解である⇐⇒ y(ω) = νy(0) を満たす (3) の解である．

A(t) と K の可換条件 A(t)K = KA(t) (∀t) を仮定すると，(3) の解作用素 V (t, s) は V (t, s) =
T (t, s)e(t−s)(ν−1−1)K のように与えられる．このとき y(ω) = νy(0) を満たす (3) の非自明解が存在する
条件は 0 ∈ σ(νE − T (ω, 0)eω(ν−1−1)K) であり，∆(ν) = νeω(1−ν−1)K − T (ω, 0) とおくと，0 ∈ σ(∆(ν))
と書き換えられる．A(t) とK の可換条件があるとき，∆(ν) は可換行列の差であり，そのスペクトルは
二つの行列のスペクトルの差で表される．またスペクトル写像定理により，gκ(ν) = νeω(1−ν−1)κ とおく

と，σ(νeω(1−ν−1)K) = {gκ(ν) : κ ∈ σ(K)}．以上の考察を精密化して次の結果を得る．正方行列 H の
固有値 λに対応する固有空間をWH(λ)と表し，一般固有空間を GH(λ) と表す．

定理 1. ν ∈ Pσ(U(ω, 0)) ⇐⇒ ∃µ ∈ σ(T (ω, 0)),∃κ ∈ σ(K), s.t.gκ(ν) = µ,WK(κ) ∩WT (ω,0)(µ) 6= {0}
定理 2. µ ∈ σ(T (ω, 0)) =⇒ ∃ν ∈ Pσ(U(ω, 0)),∃κ ∈ σ(K), s.t.gκ(ν) = µ,WK(κ) ∩WT (ω,0)(µ) 6= {0}
方程式 (1)の特性乗数を次のように分類する．

σU = {µ ∈ σ(T (ω, 0)) | |µ| > 1}; σN = {µ ∈ σ(T (ω, 0)) | |µ| = 1}.
定理 3. 次の命題が成り立つ :

1) µ > 1を満たす µ ∈ σU および κ ∈ σ(K) ∩ Rが存在し，WK(κ) ∩WT (0)(µ) 6= {0}が成り立つな
らば，ν > 1を満たす ν ∈ Pσ(U(, ω, 0))が存在する．

2) σN ⊂ {1,−1}かつ σU ⊂ (−e2,−1)とする．このとき，任意の κ ∈ σ(K)に対して，

1
2ω

max
µ∈σU

log |µ| < κ ≤ 1
ω

(4)

が成り立つならば，任意の ν ∈ Pσ(U(ω, 0))に対して |ν| < 1または ν = 1が成り立つ．

方程式 (1)において 1が特性乗数で, dim GT (ω,0)(1) = dimWT (ω,0)(1) = 1 であるとき方程式 (1)は
非退化であるという. 方程式 (2)に対しても同様に非退化性を定義する．

定理 4. 正方行列K がWT (ω,0)(1) ∩WK(−1/ω) = {0} を満たすと仮定する. このとき方程式 (1)が非
退化ならば, 方程式 (2)も非退化である.
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2 レスラー方程式への応用

レスラー方程式に Delay Feedback制御を施した次の方程式を考える．




x′(t) = −y(t)− z(t) + k(x(t− ω)− x(t))
y′(t) = x(t) + 0.2y(t) + k(y(t− ω)− y(t)))
z′(t) = 0.2 + z(t)(x(t)− 5.7) + k(z(t− ω)− z(t))

(5)

ここで，kは実定数とし k = 0のときが制御前のレスラー方程式である．制御前のレスラー方程式の周
期 ωの不安定周期解を (x∗(t), y∗(t), z∗(t))とする．これは，(5)の解でもある．この解のまわりでの制
御前のレスラー方程式および制御後のレスラー方程式 (5)の変分方程式は，それぞれ方程式 (1)および
方程式 (2)で与えられる．ただし，

A(t) :=




0 −1 −1
1 0.2 0

z∗(t) 0 x∗(t)− 5.7


 , K = kE.

このとき，前節の仮定 A(t)K = KA(t), t ∈ Rはみたされている．
制御前のレスラー方程式の変分方程式 (1)が非退化であると仮定する．このとき，変分方程式 (1)の

1を除く特性乗数が 2個存在し，これを µ1, µ2 (|µ1| ≤ |µ2|)とおくと，Delay Feedback の成否に関する
次の結果が得られる．

定理 5. 方程式 (5)の周期解 (x∗(t), y∗(t), z∗(t))について，次の命題が成り立つ :
1) µ2 > 1であれば，任意の kに対して不安定である．
2) −e2 < µ2 < −1であれば，log |µ2|/(2ω) < k ≤ 1/ωのとき，安定である．

注意 6. 本稿では方程式 (5)の周期解 (x∗(t), y∗(t), z∗(t))の安定性を以下のように定義している：変分
方程式の特性乗数の絶対値が 1より大きなものが含まれるとき不安定；変分方程式が非退化でかつ 1を
除く特性乗数の絶対値が全て 1より小さいとき安定という．

最後に, Pyragas[1] がレスラー方程式に対して方程式 (5)とは異なる Feedback gain K により提示し
た，Ddeay Fddeback制御の成功例（ω = 5.8, 11.75）について検証する．

(I) ω = 5.8の例．不安定周期軌道の周期の近似値としてω = 5.88109を採用する．数値的に作った変分
方程式 1の特性乗数を求めると，−2.40399, 0.999986,−8.40037×10−7となる．よって，µ2 = −2.40399
であり定理の条件を満たしている．そして，安定化できる k の範囲は 0.074572 < k ≤ 0.170037と求
まる．

(II) ω = 11.75の例．不安定周期軌道の周期の近似値としてω = 11.7584を採用する．数値的に作った変
分方程式 1の特性乗数を求めると，−3.51137, 0.998547,−1.28262×10−7となる．よって，µ2 = −3.51137
であり定理の条件をみたしている．そして，安定化できる k の範囲は 0.053409 < k ≤ 0.0850457と求
まる．
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ω = 11.7584としたときの方程式 (5)のアトラクター．
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