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粘菌の凝縮を記述する単純化走化性方程式または物

質輸送の基礎方程式（Smoluchowski方程式）は

ut = ∇ · (∇u − u∇v)

−∆v = u − 1
|Ω|

∫
Ω
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v = 0, u|t=0 = u0(x) in Ω (1)

で表される。ここで Ω ⊂ Rn は有界領域, ∂Ωは滑ら
か, νは外向き単位法ベクトルである。有限時間で δ関

数が発生することが古くから予想されてきたが, 最近
次のような形で「量子化する爆発機構」としてまとめ

られた. ただし解の存在時間を T = Tmax ∈ (0,+∞]
とする.

定理 n = 2, T < +∞ ⇒ t ↑ T でM(Ω)において

u(x, t)dx ⇀
∑

x0∈S
m∗(x0)δx0(dx) + f(x)dx.

ただし S は爆発集合, m∗(x0) は量子化した質量で,
x0 ∈ Ωで 8π, x0 ∈ ∂Ωで 4πである.

本講演では, この定理の数理科学的な意味やその証
明方法の数理解析的背景, またその後の進展と関連す
る話題, 特に腫瘍形成に関する研究を紹介する.

[自由エネルギー減衰と質量保存] (1)はマクロには
拡散と走化性との競合と粒子による場の形成を記述

し, 等遷移確率や平均場階層を用いたミクロな導出も
知られている.一方メゾスコピックにはHelmholtzの
自由エネルギーによるモデルB方程式で, 結果として
自由エネルギー減衰と質量保存
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が実現される:
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∫

Ω

u(log u − 1) − 1
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.

定常状態を vで書いたものは自己双対ゲージ理論, 定
常乱流平均場理論で現れる非線形固有値問題で, その
解の性質から量子化する爆発機構が示唆される一方,
質量保存を局所化することによって弱形式がえられ,
対称化の方法によって Green関数の特異性が消去さ
れていくつかの重要な性質が導出される.

[スケーリング] collapse形成のための次元 2は次元
解析によってえられる.(1)のもつスケーリング則は,
この方程式が組み込まれている平均場階層に由来し,
定常解はスケールされた世界でも方程式を支配して非

定常状態の爆発機構の量子化と創発性を促す

[双対性] (1)は場と粒子の自己相互作用を粒子の立
場から記述したものである. 定常状態においては両
者は Legendre変換で移りあう．Lagrange関数は両者
を包括するものでこれを用いて, 場についてモデルA
を採用したのが Keller-Segel系である.粒子に reduc-
tion したのが (1) であるので, もう一方の特性は場
に reductionした方程式として現れる.これがWolan-
sky(1997)の非局所項をもつ放物型方程式で, 最近量
子化しない爆発機構が内在していることが証明された.
Ricci flow, 血管新生方程式はこうした側面がさまざ
まな方向に特化しているものと見なすことができる.

[自己組織化] 生命系は再帰的な自己形式を有するシ
ステムであり, 非平衡再帰構造と情報という 2つの組
織化の原理を持つ．このうちで生命の物理的基礎は,
自己触媒反応系によって駆動される非平衡性再帰構造

によって与えられ, 生体内に発生したエントロピーは
この構造によって冷たい宇宙空間に捨てられる．一方

モデルBやその類似の方程式が記述する, 熱的にも物
質的にも閉じた系で生命体を待っているのは「死」以

外にはありえない．しかしこの状況は爆発と消滅の 2
種類にわかれ, 前者が量子化することによって自由エ
ネルギーが局所的な時空に閉じ込められる.
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