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量子力学にしたがう粒子の運動に磁場ポテンシャル自身が関与する現象は、アハラノフ・
ボーム (Aharonov–Bohm) 効果 (AB 効果) とよばれている。２つのソレノイド磁場による
散乱において AB 効果がどの様に現れるかを考える。複数個のソレノイド磁場による散乱に
おいては磁場の中心間で振動する古典軌道が存在し、trapping 現象が生じる。目的は、散
乱振幅や散乱断面積の準古典極限における漸近公式を通して、量子力学からの AB 効果と
古典力学からの trapping 効果がいかに関係し合うかを解析することにある。時間が許せば、
散乱位相（time delay) や resonance などの問題についても言及したい。

1. 結果は、単一ソレノイド磁場による散乱振幅を用いて記述される。この系は、散乱
に関係する量が具体的に計算できる可解系モデルのひとつとして知られている ([1–3])。磁
場ポテンシャル

Λ(x) =
(
−x2/|x|2, x1/|x|2) = (−∂2 log |x|, ∂1 log |x|

)
: R2 → R2, ∂j = ∂/∂xj ,

は原点に中心をもつソレノイド磁場

∇× Λ(x) =
(
∂2

1 + ∂2
2

)
log |x| = Δ log |x| = 2πδ(x)

を定義する。このポテンシャルは、その台を全平面に有し、無限遠で緩やかに減衰する長距
離型摂動である。ポテンシャルとして αΛ(x)（α ∈ R をフラックスという）をもつハミル
トニアン

K = (−i∇− αΛ)2 , α ∈ R,

はソレノイド磁場 2παδ(x) 中の粒子の運動を記述し、部分波展開される :

K �
∑
l∈Z

⊕ kl, kl = −∂2
r + (ν2 − 1/4)r−2, ν = |l − α|.

作用素 K の L2 = L2(R2) での自己共役拡張は、ポテンシャル Λ(x) が原点で強い特異性を
もつため、境界条件

lim
|x|→0

|u(x)| < ∞

を課すことによって実現される。このとき、入射方向 ω− ∈ S1 に対して、エネルギー E > 0
（固定する）を固有値とする (outgoing) 固有関数 ϕ+(x;ω−) (K ϕ+ = E ϕ+) は次式によっ
て与えられる：

ϕ+(x;ω−) =
∑
l∈Z

exp(−iνπ/2) exp (ilθ(x̂;−ω−)) Jν

(√
E|x|

)
, x̂ = x/|x|,

ϕ+(x;ω−) −→ exp
(
i
√

Ex · ω−
)

, x = −|x|ω−, |x| → ∞.

ただし、θ(x̂;ω) は ω から x̂ への方位角を表わす。固有関数は入射波 ϕin(x;ω−) と散乱波
ϕsc(x;ω−) との和 (ϕ+ = ϕin + ϕsc) に分解され、入射波は次の形をとる：

ϕin(x;ω−) = exp (iα(θ(x̂;ω−) − π)) exp
(
i
√

Ex · ω−
)

, x̂ 	= ω−.
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一方、散乱波はその無限遠での漸近挙動によってエネルギー E > 0 における入射方向 ω−
に対する散乱振幅 f(ω− → ω) (ω 	= ω−) を定義する：

ϕsc(x;ω−) = f(ω− → x̂) exp(i
√

E|x|)|x|−1/2 + o(|x|−1/2), x̂ 	= ω−, |x| → ∞,

f(ω− → ω) = (2i/π)1/2 E−1/4 sin απ exp (i[α](ω − ω−)) F0(ω − ω−).

ただし、単位ベクトル ω, ω− ∈ S1 は x1 正軸からの角度と同一視し、F0(σ) は

F0(σ) = eiσ/
(
1 − eiσ

)
, σ 	= 0,

として定義される関数である。関数 θ(x;ω) = θ(x̂;ω) : R2 → R は、関係式

Λ(x) = ∇θ(x;ω)

をみたす。入射波に含まれる補正項 α(θ(x̂;ω−) − π) は、Λ(x) の長距離型摂動によるもの
であるが、線積分によって

α

∫
γ
Λ(y) · dy = α

∫
γ
∇θ(y;ω−) · dy = α (θ(x̂;ω−) − π)

と表わせる。ただし、γ = {y = x + tω−; t ≤ 0} とする。それゆえ、補正項をソレノイド磁
場 2απδ(x) によって生成されるポテンシャルが ω− 方向に直線運動する粒子に及ぼす位相
変位として理解することができる。

ソレノイド磁場 2παδ(x) を有する準古典シュレディンガー作用素

Kh = (−ih∇− αΛ)2 , 0 < h � 1,

を考える。エネルギー E > 0 における入射方向 ω− に対する散乱振幅 fh(ω− → ω;α)
(ω 	= ω−) は、E と α をそれぞれ E/h2 と α/h に置き換えることによって得られる：

fh(ω− → ω;α) = (2i/π)1/2 E−1/4h1/2 sin(α/h)π exp (i[α/h](ω − ω−)) F0(ω − ω−) ∼ h1/2.

さらに、点 p ∈ R2 に中心が位置する磁場 2παδ(x − p) による散乱振幅は

fh(ω− → ω;α, p) = exp
(
−ih−1

√
Ep · (ω − ω−)

)
fh(ω− → ω;α)

として計算できる。

2. その中心が e± に位置し、フラックスとして ±α をもつ２つのソレノイド磁場によ
る散乱を考える（したがって、フラックスの総和は消える）。ハミルトニアン

Hh = (−ih∇− Λ0)
2 , Λ0(x) = αΛ(x − e+) − αΛ(x − e−),

がこのような磁場中の粒子の運動を記述し、境界条件

lim
|x−e±|→0

|u(x)| < ∞

のもとで自己共役作用素となる。エネルギー E > 0 における入射方向 ω− に対する散乱振
幅 fh(ω− → ω) は、固有関数 ϕh(x;ω−) (Hh ϕh = E ϕh) の無限遠での漸近挙動を通して定
義される：

ϕh = exp
(
ih−1

√
Ex · ω−

)
+fh(ω− → x̂) exp

(
ih−1

√
E|x|

)
|x|−1/2 +o(|x|−1/2), |x| → ∞.
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散乱振幅は ω = ω− に対しても定義することができる。

得られた結果を述べる。次の記号を用いる：

τ(ω; ξ, η) = θ(ω; ξ) − θ(ω;−η), ω, ξ, η ∈ S1.

もし ω = ξ あるいは ω = −η ならば、θ(ω;ω) = (0 + 2π) /2 = π として τ(ω; ξ, η) を定義
する。例えば、ατ(p̂;ω−, ω+) をソレノイド磁場 2παδ(x) によって生成されるポテンシャル
が点 p で ω− 方向から ω+ 方向に散乱する粒子に及ぼす位相変位として解釈できる：

α

(∫
l−

∇θ(y;ω−) · dy +
∫

l+
∇θ(y;−ω+) · dy

)
= α (θ(p̂;ω−) − π) + α (π − θ(p̂;−ω+)) .

ただし、l± = {y = p + tω±;±t ≥ 0} とする。

Theorem 1 ([4]) e = e+ − e− 	= 0, ê = e/|e| とおく。入射方向 ω− と散乱方向 ω+ は

ω− 	= ω+, ω− 	= ±ê, ω+ 	= ±ê

をみたすものとする。次式によって g±(ξ → η) を定める：

g± = γ∓(ξ, η)fh(ξ → η;±α, e±) ∼ h1/2, γ∓ = exp (±i(α/h)τ(∓ê; ξ, η)) .

このとき、散乱振幅 fh = fh(ω− → ω+) は次の漸近公式に従う：

fh = g−(ω− → ω+) + g+(ω− → ω+)
+ |e|−1/2 (g−(ω− → ê)g+(ê → ω+) + g+(ω− → −ê)g−(−ê → ω+))
+ |e|−1g−(ω− → ê)g+(ê → −ê)g−(−ê → ω+)
+ |e|−1g+(ω− → −ê)g−(−ê → ê)g+(ê → ω+) + o(h3/2), h → 0.

Theorem 2 ([5]) 入射方向 ω− 	= ê に対して、次式で定義される散乱断面積

σh(ω−) =
∫

|fh(ω− → ω)|2 dω

は次の漸近公式に従う：

σh = 4
(
|e(ω−)| − 2 (α/h − [α/h] − 1/2)E−1/2h

)
sin2(α/h)π

− 2(2π)1/2|e|−1/2E−1/4h1/2Re
[
eiπ/4g+(ω− → −ê)g−(−ê → ω−)

]
− 2(2π)1/2|e|−1/2E−1/4h1/2Re

[
eiπ/4g−(ω− → ê)g+(ê → ω−)

]
+ o(h3/2).

ただし、e(ω−) = e − (e · ω−) ω− 	= 0 は、ベクトル e の ω− に直交する成分を表わす。
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