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1. 初めに
本講演では，空間一次元での粘性保存則系と呼ばれる双曲-放物型の非線形微分方程式系の時間

大域解の存在とその漸近挙動について, 最近までの結果の概説や未解決問題の紹介させて頂きた
いと思います.ただ，粘性保存則系と言っても, もっぱらその典型的な例であるBurgers 方程式や，
粘性と熱伝導性を持つ気体の一次元運動を記述する方程式系を中心にお話しさせて頂きたいと思
います.

2. 粘性保存則系
空間一次元における粘性保存則系は次のような形の非線形偏微分方程式です：

(1) ut + f(u)x = (B(u)ux)x (x ∈ R, t > 0),

ここに, u, f はベクトル値関数 u : R+ × R → Rm, f : Rm → Rm であり,それぞれ保存量, 流
束と呼ばれます.また, B : Rm×m → Rm×m は非負定値な行列値関数で粘性項の係数行列を表し
ます. 粘性項がない系 (B = 0)を単に保存則系と呼びますが, このとき系が双曲型となるために,
流束 f のヤコビ行列 df(u)は状態空間Rmのある領域Ω上で一様に相異なる実固有値 (特性速度)
λ1(u) < λ2(u) < · · · < λm(u) を持つと仮定します.また, λi(u)に対応する右固有ベクトルを ri(u)
としたとき, 各 iについて Ω上で一様に (ri · ∇uλi)(u) ̸= 0 であるか, (ri · ∇uλi)(u) = 0 であるこ
とを仮定します.前者のとき第 i特性場は “真に非線形”, 後者のとき第 i特性場は “線形退化”であ
ると云います. 次にB(u)に関してですが, 正値でなくとも系全体ではエネルギー消散的な構造が
あることを仮定します.このための十分条件として次の条件が特に有用です (Kawashima[12])：

(2) B(u)ri(u) ̸= 0 (u ∈ Ω, i = 1, , ,m).

この条件は多次元の場合も込めたもの（uでの線形化方程式系の双曲型部分の定在波ベクトルが
B(u)の核に属しないこと）を一次元の場合に簡略化し書いたものですが, “Kawashima condition”
として知られ, 双曲-放物型方程式系を一般的状況で考えるときの標準となっています．以上のよ
うな諸条件を満たす典型であり, また粘性保存則系の研究の動機付けとなっている例として次の 3
例を上げておきます.

Burgers 方程式：

(3) ut + (
1
2
u2)x = µuxx.

ここに, µは粘性係数 (正定数)です.

粘性気体の等エントロピーモデル：

(4)

{
ρt + (ρw)x = 0,

(ρw)t + (ρw2 + p)x = µwxx.
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ここに, ρは質量密度, w は流速, µは粘性係数 (正定数), pは圧力で, 気体が等温的や等エントロ
ピー的なとき p は状態方程式

p = aργ

で与えられ, γは比熱比 (≥ 1なる定数), a はある正定数です.

粘性及び熱伝導を考慮した理想気体モデル系：

(5)


ρt + (ρw)x = 0,

(ρw)t + (ρw2 + p)x = µwxx,

(ρ(e + w2

2 ))t + ((ρ(e + w2

2 ) + p)w)x = (κθx + µwwx)x.

ここに, θは絶対温度, κは熱伝導係数 (正定数), eは単位質量あたりの内部エネルギーで, 気体が
理想的でポリトロピックのとき p, e は状態方程式

p = Rρθ, e =
R

γ − 1
θ

で与えられます (Rは気体定数）.

3. 初期値問題
講演の前半では主に初期値問題についてお話しします. 粘性保存則系 (1)に次の初期条件と空間

遠方での状態 u± ∈ Ω を与えた初期値問題を考えます：

(6) u(0, x) = u0(x) (x ∈ R), lim
x→±

u(t, x) = u± (t ≥ 0).

このとき, 私たちの興味は初期値問題 (1)(6)の時間大域解の存在と, 特に空間遠方での状態 u±に
応じて解がどのような漸近挙動を見せるかにあります.理想的には, 有界で適当に滑らかな任意の
初期値に対し時間大域解が先に求められ, 改めてその大域解に対する漸近挙動をゆっくり考えるこ
とが出来ればよいのですが, そうは上手く行きません.単独方程式の場合は最大値原理によりアプ
リオリ評価が得られ, これが可能ですが, 系の場合は単純なものを除けば, Itaya [10](1976) による
粘性気体の等温度モデル ((4)で γ = 1)の場合にのみ時間大域解が構成されており, 他の場合は全
く未解決な問題です.そこで, 作戦を変更し, なんらかの考察で解の漸近形が近似的にも構成でき,
これが漸近安定であろうと期待すると, この漸近形の小近傍に解を制限することでアプリオリ評価
が得られ, 少なくともその小近傍では時間大域解の存在とその漸近形への漸近も同時に得られるの
ではないかと考えます. では, どの様に漸近形を予想するのでしょうか.一番簡単に予想できるの
は, u− = u+ = ū のときで, u = ū が定数自明解であることから, 解は ūに漸近すると予想する
のが自然です. 実際, 一般にエントロピー関数を持つ系が, Kawashima condition を満たすときに
は u = ūのある Sobolev空間での小近傍に時間大域解が構成され, 減衰評価も込めて解の ūへの
漸近が示されています (Kawashima [12],1987). 論文 [12]では, さらには解の漸近形の次のレベル
として, 解はm個の各特性場に応じた拡散波の重ね合わせに漸近することが示されています. 拡
散波への漸近の議論は, Burgers方程式に対する Hopf [3](1950) に始まり, 後 Nishida [27](1986),
Kawashima [12], Liu [18](1985) 等により系の場合に発展がなされ, 後述する粘性衝撃波の漸近安
定性の議論に重要な役割を果たすことになります（最近, 単独方程式について, Kato [11](2007)に
より最善の減衰評価が得られています). では, 一般の u±の場合ですが, 実は波の伝播の様相は双
曲型方程式系部分の解, それも次の Riemann 問題と呼ばれる初期値問題の弱解 (Riemann 解)に
より特徴付けられるのです：

(7)


ut + f(u)x = 0 (x ∈ R, t > 0),

u(0, x) =

{
u−, x < 0,

u+, x > 0.
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この問題は Riemannが 1860年の論文 [29] において, 気体中を伝播する非線形音響波の考察 (系
(4)で µ = 0とした 2× 2の Euler方程式系を考察) のために提唱したもので, 解のミクロ的および
マクロ的構造に深く関わる基本的な問題です. Riemann はこの論文中で, 後に Lax [17](1957)で大
きく発展する非線形保存則系の数学理論における多くの基礎的概念や線形双曲型方程式のリーマ
ン関数の概念などを導入しています. Lax は論文 [17]の中で, 保存則系が前述の条件を満たしてい
るとき, Reimann 問題は基本的な単純波として, 真に非線形の特性場に対応しては “衝撃波”また
は “希薄波”を持ち, 線形に退化した特性場に対応しては “接触不連続波”を持つことを示し, さらに
は一般のRiemannデータに対しては, いわゆる “Laxの衝撃波条件”(真に非線形である場において
の不連続面は対応する左右の特性曲線がぶつかり合うときのみ起こるとする条件)の下, |u+ − u−|
が小であれば Riemann解はm個の各特性場に応じた単純波の重ね合わせで一意的に構成される
ことを示しました. 衝撃波は波が圧縮されて不連続面が定速度で進行する波で, 希薄波は波が引き
伸ばされ生じる波, 接触不連続波は不連続面が周辺ごと定速度で進行する波です.単独で真に非線
形な粘性保存則について, この Riemann解と対応する粘性保存則の解の漸近挙動との関係を本格
的に論じた最初の論文が Il’in-Oleinik [9](1960)です.この中で彼らは粘性保存則の解は, Riemann
解が希薄波のときは, 粘性効果があまり働かずこの希薄波自体に, Riemann解が衝撃波のときは,
粘性効果により衝撃波が平滑化された進行波（これを粘性衝撃波という)に漸近して行くことを最
大値原理を用い示しました. この事と, 系の場合の各単純波は異なる特性速度で伝播し互いに離れ
て行くことから, 系の場合でも Riemann解の構造に応じて, 粘性保存則系の解の漸近形は希薄波,
粘性衝撃波, 粘性接触波（接触不連続波が粘性効果で緩和されたもの）の重ね合わせとなること
が予想されるのです. これらの波の漸近安定性については, 系の場合への最大値原理の適用が困難
なことから, 長い間未解決問題でしたが, Nishihara-M [23](1985), [24](1986), Goodman [1](1986)
の論文を切っ掛けに, エネルギー法を用いて単一の衝撃波や希薄波の近傍での取り扱いが条件付な
がら可能となり, 以後多くの結果が得られることとなりました.しかしながら, 特性場に線形退化
なものを含み, Riemann解に接触不連続波を含む場合の結果は殆どありませんでした. 最近になっ
て, 特性場に線形退化なものを含む典型例である粘性気体の 3 × 3の系 (4) について, Riemann解
に接触不連続波を含む場合についても結果が得られるようになって来ました．講演ではこれまで
の流れの概要と, 粘性気体の系 (4)の初期値問題についての最近の結果を紹介したいと思います.

4. 理想気体モデルの初期値問題
粘性と熱伝導を考慮した理想気体モデル系 (4)の初期値問題に対する最近までの結果を簡単に纏

めておきます．天下りですが, 初期値問題では, Euler 座標系で記述された系 (4)は質量 Lagrange
座標系を用いると, v = 1/ρを比体積として, 次の系と同等となることが知られていますので, ここ
ではこちらを使わせて貰います：

(8)


vt − wx = 0,

wt + px = µ(wx
v )x, (x ∈ R1, t > 0).

(e + u2

2 )t + (pw)x = (κ θx
v + µwwx

v )x,

ここに, p と e についての状態方程式は

p =
Rθ

v
, e =

R

γ − 1
θ

となります. 方程式系 (8)を初期条件

(9) (v, w, θ)(x, 0) = (v0, w0, θ0)(x) (x ∈ R),

および, 空間遠方での条件

(10) lim
x→±∞

(v, w, θ)(t, x) = (v±, w±, θ±) (t > 0)
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の下に考察することとなります. ここに, v± (> 0), w±, θ± (> 0) は与えられた定数で, 初期値は適
合性条件

lim
x→±∞

(v0, w0, θ0)(x) = (v±, w±, θ±),

および
inf

x∈R1
v0(x) > 0, inf

x∈R1
θ0(x) > 0

を満たすとします. このとき, 対応するRiemann 問題は次で与えられます：

(11)



vt − wx = 0,

wt + px = 0,

(e + w2

2 )t + (pw)x = 0, (x ∈ R, t > 0),

(v, w, θ)(x, 0) = (vR
0 , wR

0 , θR
0 )(x) :=

{
(v−, w−, θ−), x < 0,

(v+, w+, θ+), x > 0.

Riemann 問題 (11)における保存則系は, 正の v と θに対し, 3個の相異なる固有値（特性速度）

λ1 = −
√

γp/v < 0, λ2 = 0, λ3 = −λ1 > 0

を持ち,第1特性場と第3特性場は真に非線形であり,第2特性場は線形退化していることが分かりま
す. このことから, Riemann解は第1，第3特性場の希薄波または衝撃波と第2特性場の接触不連続波
の 18通りの組み合わせとして与えられます. 以下簡単のために, z = (v, w, θ), z± = (v±, w±, θ±), , ,
と略記し, また左方の定数状態 z−を任意に与えたとき, 右方の定数状態 z+ は必要に応じ z−のR3

での適当な小近傍にあるとします.

1) Riemann解が, 第 i特性場 (i = 1, 3)に対応した単一の希薄波 zr
i (x/t) で構成される場合,

Kawashima-Nishihara-M [14] (1986)において, この希薄波の小近傍に初期値問題 (8)-(10)の時間
大域解が存在し,時間と共にこの双曲型部分の波である希薄波 zr

i (x/t) に漸近することが示されて
います. Riemann解が二つの希薄波 zr

1(x/t) と zr
3(x/t)で構成される場合も, 同様に取り扱うこと

が可能で, この場合, 時間大域解は二つの希薄波の線形結合 zr
1(x/t) + zr

3(x/t) − zmに漸近するこ
とが示されます. ここに, zm は z±から一意的に決まる中継的な定数状態であり, zr

1(x/t) が z−を
zmに繋ぎ, zr

3(x/t) が zmを z+に繋ぐものです. 何れの場合も, 証明は希薄波の単調性を利用した
エネルギー法でなされます.

2) Riemann解が, 線形退化した第 2特性場に対応した単一の接触不連続波で構成される場合は,
Huang-Xin-M [7](2006) において, 粘性系 (8)を高レベルで近似する “粘性接触波” zvc

2 (x/
√

t) が
構成され, この粘性接触波の小近傍において, 積分平均が零の初期擾乱に対し初期値問題 (8)-(10)
の時間大域解が存在し, 時間と共にこの粘性接触波 zvc

2 (x/
√

t) に漸近することが示されています.
証明は, 初期擾乱の積分平均零を用い, 一度積分した系を考え, これにエネルギー法を工夫してな
されます. その後, Huang-Xin-Yang [8] で, 初期擾乱の積分平均零を仮定しない場合への拡張がな
されています. ここでは, 積分した系に問題を持ち込むために, 第 1及び第 3特性場に対応した拡
散波も利用しています. さらに最近, 積分した系を用いないですむエネルギー法が工夫され, これ
までの証明を簡単にするばかりでなく, Riemann解が接触不連続解と希薄波で構成される場合の
取り扱いが可能となりました (Huang-Li-M [4]).

3) Riemann解が, 第 i特性場 (i = 1, 3)に対応した単一の衝撃波 zs
i (x − sit) (si:衝撃波速度,

s1 < 0 < s3)で構成される場合は, これに対応して粘性系 (8)は z−を z+に繋ぐ “粘性衝撃波” と
呼ばれる進行波 zvs

i (x− sit)を持ち, またこの進行波は空間方向のシフトに関して自由度を持つこ
とが知られています. このとき, この粘性衝撃波の小近傍に, 初期値問題 (8)-(10)の時間大域解が
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存在し, 解はある αiだけ空間シフトした粘性衝撃波 zvs
i (x − sit + αi)に漸近することが予想され

ます. この漸近性は, Kawashima-M [13](1985) により始めて, 積分平均零の初期擾乱に対し示さ
れました (シフト αi = 0の場合に対応). 証明は, 初期擾乱の積分平均ゼロを用い, 問題を一度積
分した系に付いての問題に再定式化した後, 粘性衝撃波の単調性を利用したエネルギー法を工夫
することで与えられます. 一般の積分平均零を仮定しない場合には, シフト αiを決めることが難
しい問題となるのですが, Liu [18](1985) は, 第 i番目以外の特性場に対応する “拡散波” (真に非
線形な場ではBurgers 方程式, 線形退化な場では熱方程式の自己相似解を用いる）を定義し, 初期
擾乱から一意にシフト αiと各拡散波の強度を決める規範を提唱しました. Liu の議論を発展させ,
Szepessy-Xin [28](1993)は, 粘性項を人工粘性項 εuxxに置き換えた系に対して, 積分平均零を仮
定しない初期擾乱に対する漸近安定性を示しました. しかしながら, 系 (4)のような退化した物理
的粘性項に対しては, Liu [19]での近似的基本解による詳細な各点評価を用いた手法や, Zumbrun
[30],[31]などによる一般論 (Evans 関数を用いた線形化方程式のスペクトル解析とエネルギー法の
組み合わせ)からの壮大な試みに拘わらず, 未だに明快なものとはなっていません (2× 2 の粘性気
体の系についてはMascia-Zumbrun [20] を参照). より簡明な手法が望まれるところです.

3.2. Riemann解が, 衝撃波と希薄波とで構成されている場合は, 2× 2 の粘性気体の系について
さえ, 全くの未解決な問題です. 粘性衝撃波と希薄波の扱いの手法が違うことと, 伝播速度が違う
とは言え両者の相互作用が他の場合より強いことが問題を困難なものにしています．軌道安定性
の議論も視野に入れた新たな手法が必要と思われます.

3.3. Riemann解が, 二つの衝撃波 zs
1(x − s1t) と zs

3(x − s3t) で構成される場合も最近まで未解
決の問題の一つでした. この場合解は, 対応する二つの粘性衝撃波の線形結合

zα1,α3(x, t) := zvs
1 (x − s1t + α1) + zvs

3 (x − s3t + α3) − zm

に漸近することが予想されます. ここに, α1 と α3はそれぞれの粘性衝撃波のシフトを表します.
また zm は z±から一意に決まる中継的な定数状態で, zs

1(x− s1t) が z− を zm に, zs
3(x− s3t) が zm

を z+に繋ぎます. 最近, Huang-M [5]により z0,0(x, 0)の小近傍に初期値問題 (8)-(10)の時間大域
解が存在すると共に, 初期擾乱からシフト α1, α3が一意に決まり, 解は zα1,α3(x, t)に漸近すること
が示されました. 証明は, 定数状態 zmの周りでの第 2特性場に対応する線形退化な拡散波を系 (4)
固有の構造を上手く利用して構成し, 上でも述べた Liu [18]によるシフト α1, α3と拡散波の強度の
決まり方の議論と Kawashima-M [13]のエネルギー法の議論を組み合わせてなされます. さらに,
これに上述した粘性接触波についての新たなエネルギー法を組み合わせることで, Riemann 解が
接触不連続波と二つの衝撃波で構成される場合にも取り扱えるようになりました (Huang-Xin-M
[7]). しかしながら, Riemann解が接触不連続解と一つだけの衝撃波で構成される場合には, 残り
の特性場に対応する非線形拡散波の性質が上記の線形退化拡散波より性質が悪いことから, 同じ手
法が使えず未解決な問題となっています.

5.半空間上の初期値境界値問題
講演の後半部分では, 前半の初期値問題の結果を頭において, 半空間上の初期値境界値問題を取

り上げ, 境界の影響が解の漸近挙動にどのように影響を与えるかを紹介します. 特に，粘性気体の
2 × 2の系 (3)に対する, 境界の上で流体の流入や流出がある問題 (それぞれ Inflow問題, Outflow
問題という)を考えます．この場合，解の漸近挙動は，境界上での条件と遠方での状態に依存し，
これまで以上に多彩になることが予想されます．実際, 粘性の効果と境界条件との相互作用で形成
される境界層解と呼ばれる定常解が現れることがあり，解の漸近挙動は，単に境界から離れて行
く粘性衝撃波や希薄波ばかりではなく, これらと境界層解の重ね合せに漸近することが一般に起こ
るのです (3 × 3にもなるとこれに粘性接触波までありますからもう大変です).この Inflow問題と
Outflow問題については, 論文 [21] において, 境界層解がいつ現れるのかの規範が, 境界条件と対
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応する Riemann問題の解の境界上の値との整合性として提唱されており, これを用い漸近挙動の
分類がなされています．改めて方程式系を書いておきますと

(12)


ρt + (ρw)x = 0,

(ρw)t + (ρw2 + p)x = µwxx, (x > 0, t > 0),

p = aργ .

いま，方程式系 (12)に初期条件

(13) (ρ,w)(0, x) = (ρ0, w0)(x), (x > 0), inf
x>0

ρ0(x) > 0,

遠方 x = +∞ での状態を与える条件

(14) lim
x→∞

(ρ,w)(t, x) = (ρ+, w+) (t > 0),

および，境界 x = 0上で次の３種類の境界条件のうちの一つを課して考えます：

Case 1 (境界上，流速零):

(15)1 w(t, 0) = 0, t > 0.

Case 2 (境界上，流速負):

(15)2 w(t, 0) = w− < 0, t > 0.

Case 3 (境界上，流速正):

(15)3 w(t, 0) = w− > 0, ρ(t, 0) = ρ− > 0, t > 0.

ここに， ρ± とw± は与えらた定数であり，無論初期条件は境界条件 (14)と対応する (15)の中の
一つを整合条件として満たすことを仮定します. 上記三つの場合のうち，Case 1 は境界が通常の
不透過な壁の場合で, この場合は密度 ρを偶関数で, 流速wを奇関数で全空間に拡張することで初
期値問題に帰着でき, 従って特別な境界層解は出現しないことが予想できます. Case 2 (resp. Case
3) は固定境界上で流体の一定の流出 (outflow)量（resp. 流入 (inflow)量) が与えられている場合
で, 対応する初期値境界値問題をOutflow (resp. Inflow)問題と呼びます. また，Cases 1，2 では，
境界の上で質量密度については境界条件が与えられておらず，一方 Case 3 では，与えられている
ことに注意します．これは，方程式系 (8)の主要部を考えたとき，第１方程式を質量密度 ρ につ
いての双曲型方程式，第２方程式を速度 w について放物型方程式と見たとき，初期値境界値問題
が適切 (well posed)であるために必要だからです．この双曲-放物型方程式系としての初期値境界
値問題の適切性と, 波の伝播を支配する系全体の双曲型方程式系の波の伝播の性質との関係が, 後
に大きく漸近挙動に影響することなります．方程式系 (8)に対する初期値問題については，講演の
前半で述べたように空間遠方 x = ±∞ での条件

lim
x→±∞

(ρ,w)(t, x) = (ρ±, w±) (t > 0)

の下に，解の漸近挙動は基本的に対応するEuler方程式に対するRiemann 問題の解と同様な挙動
となりました（無論，不連続面を持つ衝撃波については対応する粘性衝撃波に置き代える）．そ
のため，解の漸近形としては，希薄波と粘性衝撃波の組合わせとして，全部で 9種類に分類され
ます．一方，半空間上の初期値境界値問題の場合，粘性の影響は不連続衝撃波が平滑化され滑ら
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かな粘性衝撃波になることにばかりではなく，境界条件によっては “境界層解”と呼ばれる定常解
が形成されることにも現れます (単独方程式系で簡単にこの例を見ることができます)．それでは，
いつ境界層解が現れるかですが, 次のような規範が有効です. まず，Euler 方程式に対する x0 > 0
を中心とするRiemann 問題を考え，Riemannデータの右側のデータとして，(14)の (ρ+, w+)を
与え, 左側のデータとしては (15)を満たす全ての (ρ−, w−) を考えて見ます. そのとき, もし左側
のRiemannデータが唯一に定まって，Riemann問題の解の境界 (x = 0)上での値が境界条件 (15)
を満たせば（つまり，全ての非線形波は境界から離れて行くとき），境界層解は現れないと予想
します．一方，左側の Riemannデータをどのようにとっても Riemann問題の解の境界 (x = 0)
上での値が境界条件 (15) を満たさない場合（つまり，境界に入ってくるか定在する非線形波があ
るとき）境界層解が現れると予想するのです．粗く言うと，Euler方程式での波の伝播の性質と双
曲-放物型方程式系としての境界条件が不整合なとき, この不整合を粘性項の性質で埋め合わせる
ように定常な境界層解が立ち現れると見るわけです．従って，Euler方程式に対する特性速度は
w ± c(ρ) （ここに c(ρ)は音速）ですから，解の漸近挙動は境界条件や遠方での条件が亜音速，遷
音速，超音速であるかによって大きく影響されることが予想されます．また，この規範でみると,
境界層解が現れない Case 1の結果は改めてよく理解できます．この場合，境界条件 (15)では未
定であった (ρ−, 0)が唯一に定まり，Euler方程式の Riemann問題の解が，w+ > 0の場合は境界
から逃げる希薄波のみ，w+ < 0 の場合は境界から逃げる衝撃波のみで与えられることから，境
界層解は現れず, (12)の解はそれぞれ境界から逃げてゆく希薄波と粘性衝撃波へ漸近していくと
いう訳です. この様に Case 1 の場合は，初期値問題と大きく異なり，ただ 2種類だけに漸近挙動
が分類され，境界の影響により漸近挙動の分類は大きく単純化されることが分かります．実際, こ
の予想が正しいことが w+ > 0の場合には Nishihara-M [25](2000), w+ < 0 の場合については条
件付ながらMei-M [22](1999) で示されました. 一方，Inflow 問題やOutflow問題では，一般に境
界層解が現れるために遥かに漸近挙動は複雑に（それゆえに面白くも）なりますが, これについて
もこれまで多くの結果が得られています. 講演では, 単独方程式での境界層解の例を示した後 (cf.
Hashimoto-M [2]), 粘性気体の 2× 2の系 (8)を中心に, 上記の規範に従って漸近安定性が示されて
いる幾つかの場合や減衰評価まで込めて得られている場合 (cf. [20]とその参考文献,Nishihara-M
[25], Kawashima-Nishibata-Nishikawa [15], Nakamura-Nishibata-Yuge [26]) などの結果を紹介し
ます. 最後に, 粘性気体の 3 × 3の系 (4)に対する初期値境界値問題に若干の注意を与え, また全
般についての今後の問題を上げて締めくくりにしたいと思います. いま, 半空間上で系 (8)を初期
条件

(16) (v, w, θ)(0, x) = (v0, w0, θ0)(x) (x > 0)

と, 空間遠方での条件

(17) lim
x→∞

(v, w, θ)(t, x) = (v+, w+, θ+) (t > 0)

および, 境界 x = 0上での境界条件 (流速についてディリクレ零, 絶対温度についてノイマン零条件)

(18) w(t, 0) = 0, θx(t, 0) = 0, (t > 0)

を課す初期値境界値問題を考えます. ここに, 初期条件は

lim
x→∞

(v0, w0, θ0)(x) = (v+, w+, θ+), inf
x>0

v0(x) > 0, inf
x>0

θ0(x) > 0

を満たすとします. この問題では, 上記の 2 × 2の系についての Case 1 のように, vと θを偶関数
として, wを奇関数として全空間に拡張することで, z+ = (v+, w+, θ+) and z− = (v+,−w+, θ+).
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としたときの, 初期値問題 (8)-(10)に帰着されます. このとき, 遠方の流速 w+ が負であれば, 対
応する Euler 方程式に対する Riemann解は衝撃波速度が s1 = −s3 であるような二つの衝撃波
zs
1(x − s1t)と zs

3(x − s3t)から構成され, また中継的な定数状態 zm は zm = (vm, 0, θm) の形に与
えられることが分かります. このようにして, w+ が負なら, zvs

3 (x) の小近傍において, 初期値境界
値問題 (16)-(18)の時間大域解が存在すると共に, あるシフト α3が定まり, 解は境界から離れて行
く粘性衝撃波 zvs

3 (x− s3t + α3)に漸近して行くことが示されます. 同様にして, 遠方の流速w+ が
正のときは, 解が境界から離れて行くある希薄波に漸近することを示すことが出来ます. これらの
結果は, 粘性気体の 2× 2 の系に対する前述の [22]や [25]の結果の自然な拡張となっています. い
ま, 境界条件 (18)を絶対温度についてはディリクレ型である

(19) w(t, 0) = 0, θ(t, 0) = θ−, (t > 0), θ− > 0

に変更すると, 対応する Riemann解には特別な場合を除き接触不連続を必ず含むことが示されま
すので, 少なくとも単一の粘性接触波の漸近安定性を境界条件 (19)の下で考察できなくてはなり
ません. しかしながら, この境界条件を満たす粘性接触波のうまい近似解の構成自体に困難があり,
未解決な問題となっています. 流速の境界条件が零でない, Inflow 問題やOutflow問題では, 事態
はより複雑となり, 単一の希薄波が境界から離れて行く場合のように, いかにも出来ても不思議で
ない場合を除けば, 殆どの場合が未解決です.

6. 終わりに
終わりに, 今後の問題として

• 上で述べた既存の未解決問題をどんないじましい方法でも試みること

• 粘性気体の系で個別に得られた面白そうな結果を, 可能な限り分かりやすい手法で一般系に
拡張すること

• 粘性気体系の半空間の問題で, 境界条件を物理的に興味ある場合に拡張すること（特に, ス
テファン問題との関連で境界上で化学反応や相転移がある場合や, ガス星との関連で真空と
接する場合などの自由境界値問題等）

• 粘性気体系で, 状態に真空を含む場合の弱解の漸近挙動を考えること

• 上で述べた全ての波の漸近安定性を多次元の中で考えること (もともと, 一次元の解は多次
元モデルでの平面波解）

を上げておきます．無論, これらについても一部の結果が最近得られていますが (文献に上げてな
いことご容赦ください), 殆どの場合がこれからの問題です.

以上, 本講演で, 粘性保存則の漸近挙動の世界に少しでも理解を持っていただける方が増えまし
たら幸いに思います.

終わりの終わりにですが, 興味を持って頂けるようでしたら全般にわたる入門書として, 早稲田
大学西原健二氏との共著「非線形微分方程式の大域解, — 圧縮性粘性流の数学解析 —」(日本評論
社, 2004)をお買い求め頂ければ幸いです（まだ沢山売れ残っているそうです）．

（平成 19年 11月 22日, 締切日を大幅に過ぎて）
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