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Let A be the class of functions f(z) which are analytic in the open unit disk
U = {z ∈ C : |z| < 1} and normalized by f(0) = 0 and f ′(0) = 1. If f(z) ∈ A
satisfies

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α (z ∈ U)

for some real α (0 ! α < 1), then f(z) is said to be starlike of order α in U.
Similarly, we say that f(z) is convex of order α in U if it satisfies

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α (z ∈ U)

for some real α (0 ! α < 1).

It is well known that the Koebe function f(z) given by

f(z) =
z

(1 − z)2
= z +

∞∑

n=2

nzn

is starlike (of order 0) in U and that a function f(z) given by

f(z) =
z

1 − z
= z +

∞∑

n=2

zn

is convex (of order 0) in U.

Taking the principal value for
√

z, we consider a function f(z) given by

f(z) =
z

(1 −
√

z)
2 = z +

∞∑

n=1

(n + 1)z1+n
2 (z ∈ U).

Then we have that

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
= Re

(
1

1 −
√

z

)
>

1

2
(z ∈ U),

 1
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that is, that f(z) is starlike of order
1

2
in U. Furthermore, we note that a function

f(z) =
z

1 −
√

z
= z +

∞∑

n=1

z1+n
2 (z ∈ U)

satisfies the following inequalities

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
= Re

(
2 −

√
z

2 (1 −
√

z)

)
>

3

4
(z ∈ U)

and

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
= Re

(
4 − 3

√
z + z

2 (2 −
√

z) (1 −
√

z)

)
> 0 (z ∈ U),

that is, that f(z) is starlike of order
3

4
in U and convex (of order 0) in U.

In view of the above, we introduce general classes Ak as follows.

Let Ak denote the class of functions f(z) of the form

f(z) = z +
∞∑

n=1

a1+n
k
z1+n

k (k = 1, 2, 3, · · · )

which are analytic in the punctured open unit disk U0 = {z ∈ C : 0 < |z| < 1},
where we take the principal value for z

1
k . If f(z) ∈ Ak satisfies the condition

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α (z ∈ U)

or

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α (z ∈ U)

for some real α (0 ! α < 1), then we write f(z) ∈ S∗
k (α) or f(z) ∈ Kk(α), respec-

tively.

With above definitions, we see that f(z) ∈ Kk(α) if and only if zf ′(z) ∈ S∗
k(α),

and that f(z) ∈ S∗
k(α) if and only if

∫ z

0

f(t)

t
dt ∈ Kk(α).

In the present talk, we discuss the coefficient inequalities for S∗
k(α) and Kk(α).

Moreover, we approach to properties and problems for these general classes.
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THE DEFECTS OF HADAMARD GAP
SERIES IN THE UNIT DISK WHICH IS OF

SMALL ORDER

NARUFUMI TSUBOI

Let

f(z) = 1 +
1X

k=1

ckz
nk (1)

be a power series convergent in the unit disk D = {|z| < 1} with Hadamard
gaps, i.e.

nk+1/nk ∏ q

for some q > 1. T. Murai (1980) proved that if an analytic function f(z) in
D given by (1) satisfies

lim sup
k!1

|ck| > 0, (2)

then the Nevanlinna defect ±(0, f) of f(z) at 0 vanishes. More precisely he
showed that if (and only if)

1X

k=1

|ck|2 = +1, (3)

then the Nevanlinna characteristic function T (r, f) diverges as r ! 1 and
if we assume (2), then the proximity function m(r, 0) is bounded as r !
1 through a suitable sequence of r. Remark that these results yield that
f(z) given by (1) satisfying (2) has no finite defective value, that is, ±(a, f)
vanishes for arbitrary a 2 C.

Now we turn to consider the case where

lim
k!1

ck = 0. (4)

1
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It was recently shown that the coefficients {ck} of f(z) satisfy (4) and

log K/ log
KX

k=1

|ck|2 = O(1),

then f(z) has no finite defective value.
In this talk, we shall discuss the defects of Hadamard gap series (1) in D

which is more small order.

2
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Solutions of Tikhonov Functional
Equations and Applications to

Multiplication Operators
on Szegö Spaces
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A. Yamada, Tokyo Gakugei University
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We consider a natural representation of solutions for the Tikhonov func-
tional equation. This will be done by applying the theory of reproducing
kernels to the approximate solutions of general bounded linear operator
equations (when defined from reproducing kernel Hilbert spaces into general
Hilbert spaces), by using the Hilbert-Schmidt property and tensor product
of Hilbert spaces. As a concrete case, we shall consider generalized fractional
functions formed by the quotient of Bergman functions by Szegö functions
considered from the multiplication operators on the Szegö spaces.
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Division by Zero z/0 = 0 in Complex
Analysis
(draft)

Saburou Saitoh and Masako Takagi
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In this talk, we will show and examine the values of analytic functions at
isolated singular points in the sense of the division by zero z/0 = 0 with the
general situation of the division by zero:

Introduction, fundamental theorem, applications to solutions with ana-
lytic parameter, linear fractional functions, examples of values at singular
points, basic meanings of hidden values of analytic functions, hidden values
of domain functions, conclusion and others.

Key Words: Division by zero, 1/0 = 0, hidden values of analytic func-
tion, Laurent expansion, field, Y-field, reflection with respect to circle, point
at infinity, infinity, analytic parameter, Sato hyperfunction, differential equa-
tion, derivative, parallel line, Euclidean space.
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Composition operators on the weighted Bloch space,
the weighted Dirichlet spaces, and BMOA with closed range

ถాɹྗੜɹʢ Rikio Yoneda ʣ

ۚେֶ ʢ Kanazawa university ʣ

For ϕ holomorphic self-map of the open unit disk D, the composition operator Cϕ is defined

by Cϕ(f) = f ◦ϕ. For z, w ∈ D, 0 < r < 1, let ϕz(w) =
z − w

1− zw
and dA(z) denote the area measure

on D.
The space Bα of D is defined to be the space of analytic functions f on D such that

∥ f ∥βα= |f(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)α
∣∣f ′(z)

∣∣ < +∞ .

Note that B1 = B is the Bloch space .
The space BMOA is defined to be the space of analytic functions f on D such that

sup
a∈D

∫

D
(1− |ϕa(z)|2)|f ′(z)|2dA(z) < +∞.

For α > −1, the weighted Dirichret space Dα is defined to be the space of analytic functions
f on D such that ∫

D
|f ′(z)|2dAα(z) < +∞,

where dAα(z) = (α+ 1)(1− |z|2)αdA(z).
Let X be Banach spaces and let T be a linear operator from X into X. Then T is called to

be bounded below on X if there exists a positive constant C > 0 such that ∥ Tf ∥≥ C ∥ f ∥ for all
f ∈ X.
By Schwarz-Pick lemma, the operator Cϕ is bounded on the Bloch space B. And Cϕ is also
bounded on the space BMOA. In [8] Nina Zorboska study the closed range composition operators
on the Bergman spaces. H.Chen and P.Gauthier study the boundedness from below of composition
operators on Bloch space in [6]. In this paper we study when the composition operators are
bounded below on the the weighted Dirichlet space Dα, the weighted Bloch spaces Bα and BMOA.
In particular we study the relationship of Cϕ with the closed range on Bα and Cϕ with the closed
range on Dα.

In [1] J.R.Akeroyd and P.G.Ghatage proved the following result:

Theorem G. ([1]) Let ϕ be a univalent, analytic self -map of the disk. Then Cϕ is
closed range on L2

a if and only if ϕ is an automorphism of the disk.

In [8] N.Zorboska proved the following result:

Theorem D.([8]) Suppose ϕ is univalent self -map of the open unit disk D. Suppose
ϕ is a univalent self -map of D. Then the following are equivalent.
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(1) Cϕ : L2
a → L2

a is bounded below.
(2) Cϕ : H2 → H2 is bounded below.
(3) Cϕ : Dα → Dα is bounded below for some α, α > 1.
(4) Cϕ : Dα → Dα is bounded below for all α, α > 1.

We proved the following result:

Theorem. Let α > 1. Suppose ϕ is a univalent self -map of D. Then the following
are equivalent.

(1) Cϕ : Bα → Bα is bounded below.
(2) Cϕ : Dα → Dα is bounded below..
(3) Cϕ : L2

a → L2
a is bounded below.

(4) Cϕ : H2 → H2 is bounded below.
(5) ϕ is an automorphism of the open unit disk D.

Moreover, let 0 < α < 1, and suppose that Cϕ : Bα → Bα is bounded

(i.e. sup
z∈D

(
1− |z|2

1− |ϕ(z)|2

)α

|ϕ′(z)| < +∞).

Then the following are equivalent.
(1) Cϕ : Bα → Bα is bounded below for some 0 < α < 1.
(2) Cϕ : Bα → Bα is bounded below for all 0 < α < 1.
(3) Cϕ : Bγ → Bγ is bounded below for some γ > 1.
(4) Cϕ : Bγ → Bγ is bounded below for all γ > 1.
(5) Cϕ : L2

a → L2
a is bounded below.

(6) Cϕ : H2 → H2 is bounded below.
(7) Cϕ : Dγ → Dγ is bounded below for some γ > 1.
(8) Cϕ : Dγ → Dγ is bounded below for all γ > 1.
(9) Cϕ : D → D is bounded below.
(10) Cϕ : BMOA → BMOA is bounded below.
(11) Cϕ : B → B is bounded below.
(12) ϕ is an automorphism of the open unit disk D.
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Sobolev’s inequalities on non-homogeneous central
Herz-Morrey-Musielak-Orlicz spaces

લా จ೭ (तڭౡେֶ໊༪)

ਫా ߂ٛ (तڭౡେֶ໊༪)

େ ༤و (େେֶɾڭҭֶ෦)

Լଜɹ (ҭֶ෦ڭౡେֶɾ)

ຊߨԋͰɼඇ੪࣍த৺Herz-Morrey-Musielak-Orliczۭؒʹଐ͢ΔؔͷϦʔεϙ
ςϯγϟϧ IαfͷSobolevͷෆࣜʹ͍ͭͯհ͢Δɽ
ؔΦ(x, t) = tφ(x, t) : RN × [0,∞) → [0,∞)࣍Λຬͨ͢ͷΛ͑ߟΔɿ

(Φ1) φ( · , t)RN্ՄଌؔͰφ(x, · ) [0,∞)্࿈ଓؔͰ͋Δ;

(Φ2) ఆA1 ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼA−1
1 ≤ φ(x, 1) ≤ A1 (x ∈ RN);

(Φ3) φ(x, t) [0,∞)্Ұ༷ʹԾࣅ୯ௐ૿ՃͰ͋Δɼͭ·ΓɼఆA2 ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼ

φ(x, t) ≤ A2φ(x, s) (x ∈ RN , 0 ≤ t < s);

(Φ4) φ(x, t)Ұ༷ʹ2ഒ݅Λຬͨ͢ɼͭ·ΓɼఆA3 ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼ

A−1
3 φ(x, t) ≤ φ(x, 2t) ≤ A3φ(x, t) (x ∈ RN , t > 0).

φ̄(x, t) = sup0≤s≤t φ(x, s)ͱ͠ɼ

Φ(x, t) =
∫ t

0
φ̄(x, r) dr (x ∈ RN , t > 0)

ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ։ू߹Ω ⊂ RNʹରͯ͠ɼ

∥f∥LΦ(Ω) = inf
{
λ > 0 :

∫

Ω
Φ(y, |f(y)|/λ) dy ≤ 1

}
.

ؔω(r) : (0,∞) → (0,∞)࣍Λຬͨ͢ͷΛ͑ߟΔɿ

(ω1) ω(r)·ͨω(r)−1 (0,∞)্Ծࣅ୯ௐ૿ՃͰ͋Δʀ

(ω2) ω(r)2ഒ݅Λຬͨ͢ɽ

0 < q < ∞ͱ͢ΔɽA(0, r) = B(0, 2r) \B(0, r)ʹରͯ͠ɼ

∥f∥HΦ,q,ω(RN ) = ∥f∥LΦ(B(0,2)) +

(∫ ∞

1

(
ω(r)∥f∥LΦ(A(0,r))

)q dr

r

)1/q

< ∞

Λຬͨ͢RN্ͷՄଌؔf͔ΒͳΔۭؔؒΛHΦ,q,ω(RN)ͱ͠ɼHΦ,q,ω(RN)Λඇ੪
த৺Herz-Morrey-Musielak-OrliczۭؒͱΑͿ࣍ ([1])ɽ
ૉ༺࡞େۃ

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
|f(y)| dy
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ͱα(0 < α < N)࣍ͷϦʔεϙςϯγϟϧ

Iαf(x) =
∫

RN
|x− y|α−Nf(y) dy

Λ͑ߟΔɽ
ؔΦ∞(t) = tφ∞(t) : [0,∞) → [0,∞)࣍Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɿ

(Φ∞0) φ∞(t) [0,∞)্୯ௐ૿Ճ͔ؔͭ2ഒ݅Λຬͨ͠ɼφ∞(t) > 0 (t > 0);

(Φ∞1) ఆQ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼQ−1Φ(x, t) ≤ Φ∞(t) ≤ QΦ(x, t) (g(x) ≤ t ≤ 1)ʀ

(Φ∞2) ఆQ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼg∗(x) = max {g(x), Mg(x)}ʹରͯ͠ɼ

Φ∞(g∗(x)) ≤ Q(1 + |x|)−Nɹ (x ∈ RN);

(Φ∞ω1;−α) ఆε > 0͕ଘͯ͠ࡏɼt '→ tε+αω(t)−1Φ−1
∞ (t−N) [1,∞)্Ծࣅ୯ௐݮগͰ͋Δʀ

(Φ∞ω2;−N) ఆ ε > 0͕ଘͯ͠ࡏɼt '→ t−ε+Nω(t)−1Φ−1
∞ (t−N)  [1,∞)্Ծࣅ୯ௐ૿ՃͰ

͋Δɽ

͞ΒʹɼΦ(x, t)࣍Λຬͨ͢ͱ͢Δɿ

(Φ3∗) ఆ ε > 0͕ଘͯ͠ࡏɼt '→ t−εφ(x, t) (0,∞)্Ұ༷ʹԾࣅ୯ௐ૿ՃͰ͋Δʀ

(Φ5) ҙͷγ > 0ʹରͯ͠ɼ͋ΔఆBγ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼ

φ(x, t) ≤ Bγφ(y, t) (|x− y| ≤ γt−1/N , t ≥ 1);

(Φ6) ؔ g ∈ L1(RN)ͱఆB∞ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼ0 ≤ g(x) < 1 (x ∈ RN)͔ͭ

B−1
∞ Φ(x, t) ≤ Φ(x′, t) ≤ B∞Φ(x, t) (|x′| ≥ |x|, g(x) ≤ t ≤ 1);

(Φα) ఆ ε > 0͕ଘͯ͠ࡏɼt '→ tε+αΦ
−1
(x, t−N)  (0,∞)্Ұ༷ʹԾࣅ୯ௐݮগͰ

͋Δɽ

ؔΨ(x, t) = tψ(x, t) : RN × [0,∞) → [0,∞) ࣍Λຬͨ͢ͷΛ͑ߟΔɿ

(Ψ0) ψ(x, t) (Φ1) – (Φ4)Λຬͨ͢ʀ

(ΨΦα) ఆQ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼΨ
(
x, tΦ(x, t)−α/N

)
≤ QΦ(x, t) (x ∈ RN , t > 0).

ؔΨ∞(t) = tψ∞(t) : [0,∞) → [0,∞)࣍Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɿ

(Ψ∞0) ψ∞(t) [0,∞)্୯ௐ૿Ճ͔ؔͭ2ഒ݅Λຬͨ͠ɼψ∞(t) > 0 (t > 0);

(Ψ∞1) ఆQ ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏɼQ−1Ψ(x, t) ≤ Ψ∞(t) ≤ QΨ(x, t) (g(x) ≤ t ≤ 1).

ఆཧ ([1]). ఆC > 0͕ଘͯ͠ࡏɼ

∥Iαf∥HΨ,q,ω(RN ) ≤ C∥f∥HΦ,q,ω(RN ) (f ∈ HΦ,q,ω(RN)).

ݙจߟࢀ
[1] F-Y. Maeda, Y. Mizuta, T. Ohno and T. Shimomura, Boundedness of maximal operator,

Hardy operator and Sobolev’s inequalities on non-homogeneous central Herz-Morrey-
Musielak-Orlicz spaces, preprint.
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Optimal estimates for the fractional Hardy operator

ਫా ߂ٛ तڭౡେֶ໊༪
Aleš Nekvinda Czech technical University
Լଜ  ҭֶ෦ڭౡେֶɾ

Let Rn denote the n-dimensional Euclidean space and Ω be an open subset
of Rn. For an integrable function u on a measurable set E ⊂ Rn of positive
measure, we define the integral mean over E by

−
∫

E

u(x) dx =
1

|E|

∫

E

u(x) dx,

where |E| denotes the Lebesgue measure of E. We denote by B(x, r) the
open ball with center x and of radius r > 0, and by |B(x, r)| its Lebesgue
measure, i.e. |B(x, r)| = σnrn, where σn is the volume of the unit ball in
Rn. For a locally integrable function f on Ω and 0 < α ! n we consider the
fractional Hardy operator Aα, defined by

Aαf(x) =
1

|B(0, |x|)|α/n

∫

B(0,|x|)
f(t) dt,

the Hardy averaging operator A, defined by

Af(x) = −
∫

B(0,|x|)
f(t) dt

and the centered Hardy-Littlewood maximal operator M , defined by

Mf(x) = sup
r>0

−
∫

B(x,r)

|f(y)| dy

by setting f = 0 outside Ω (for the fundamental properties of maximal
functions, see Stein [5]). In the case α = n, Aαf(x) = Af(x).
Let 1 < p < ∞, 1/p+ 1/p′ = 1 and

pα =
np′

αp′ − n
=

np

αp− np+ n
.

We know that Aα is bounded from Lp to Lpα provided n(1− 1/p) < α ! n.
Clearly, pα " p > 1.
In this talk we improve the result of the second author and Pick [4] in

the case when α = n = 1 and Ω is a bounded interval, and that of the
authors [2] within the framework of generalized Banach function spaces.
Let ↪→ denote a continuous embedding and → denote a boundedness of an
operator. Under the assumption Aα : X → Y and M : Y → Y follow, we
find the ‘source’ space Sα,Y and the ‘target’ space TY such that
(i) the fractional Hardy operator Aα satisfies

Aα : Sα,Y → TY ;
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(ii) this result improves the classical estimate

Aα : X → Y

in the sense that
X ↪→ Sα,Y , TY ↪→ Y ;

(iii) this result cannot be improved any further, at least not within the en-
vironment of generalized Banach function spaces in the sense that whenever
Z is a generalized Banach function space strictly larger than Sα,Y , then

Aα : Z ̸→ TY

and, likewise, when Z is a generalized Banach function space strictly smaller
than TY , then

Aα : Sα,Y ̸→ Z.
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Polyharmonic Bergman spaces on half spaces

Masaharu Nishio (Osaka City University)∗1

Katsunori Shimomura (Ibaraki University)∗2

Originally, Bergman spaces are introduced as the Hilbert space of holomorphic
functions. Since holomorphic functions are also harmonic, many researches are also
made on harmonic Bergman spaces. Recently, we introduced parabolic Bergman spaces
and revealed the relations between harmonic Bergman spaces and parabolic Bergman
spaces. In this talk, we generalize this relation to the case between polyharmonic
Bergman spaces and polyparabolic Bergman spaces.

LetH be the upper half space of the (n+1)-dimensional euclidean space. We denote
by X = (x, t) = (x1, · · · , xn, t) a point in H = Rn × (0,∞) and |x|2 = x2

1 + · · · + x2
n.

Laplacian on H is

∆ :=
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

+
∂2

∂t2
.

For 1 ≤ p ≤ ∞ and an integer m ≥ 1, the polyharmonic Bergman space is

bm,p = bm,p(H) := {u ∈ C∞(H)|∆mu = 0, u ∈ Lp(H)}.

Our main results are the following.

Theorem 1. Let m ≥ 1 be an integer and 1 ≤ p ≤ ∞. Then bm,p is a Banach
space. Especially, bm,2 is a Hilbert space with reproducing kernel.

Moreover, the reproducing kernel of bm,2 is given explicitly as follows. Let pj (j =
0, 1, 2, . . . ) be the orthonormal Laguerre polynomial of degree j with respect to the
weight e−tdt. Let P be the Poisson kernel on the upper half space

P (x, t) :=
Γ(n+1

2 )

π
n+1
2

t
(
|x|2 + t2

)n+1
2

.

For X1 = (x1, t1), Y1 = (y1, s1) ∈ H , we define

Km(X1, Y1) :=
m−1∑

k=0

pk(−2t1∂t)pk(−2s1∂s)(−2∂tP )(x− y, t+ s)
∣∣∣
X=X1,Y=Y1

.

Here pk(−2t1∂t) and pk(−2s1∂s) stand for differential operators with constant coeffi-
cients. This kernel Km is the reproducing kernel of bm,2. More precisely

Theorem 2. Let m ≥ 1 be an integer. The integral operator by the kernel Km

gives the orthogonal projection of L2(H) onto bm,2.

This work is supported in part by JSPS KAKENHI Grant Number K15K04934.
2010 Mathematics Subject Classification: 31B30, 35K25, 46E22.
Keywords: mean value property, parabolic operators of fractional order, reproducing kernels, Laguerre
polynomials, Bergman spaces, polyharmonic functions.
∗1 e-mail: nishio@sci.osaka-cu.ac.jp
∗2 e-mail: katsunori.shimomura.sci@vc.ibaraki.ac.jp
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We consider parabolic operators

L(α) :=
∂

∂t
+ (−∆x)

α

for 0 < α ≤ 1, where

∆x :=
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

is the Laplacian in the x-space. For 1 ≤ p ≤ ∞ and an integer m ≥ 1, we put

bm,p
α = bm,p

α (H) := {u ∈ C∞(H)|(L(α))mu = 0, tk(L(α))ku ∈ Lp(H) for 0 ≤ k ≤ m},

and call it polyparabolic Bergman space. Then we can prove the following equality
between polyharmonic Bergman spaces and polyparabolic Bergman spaces.

Theorem 3. Let m ≥ 1 be an integer and 1 ≤ p ≤ ∞. Then

bm,p(H) = bm,p
1/2 (H).
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Uniform convergence of Fourier series
for weighted orthogonal polynomials

ҏ౻ ݈ଠ (໊େཧ)∗1

ञҪ ྑೋ (໊େཧ)∗2

ླ ໌ل (໊େཧ)∗3

1. ಋೖ
R্ͷଟ߲ࣜۙ͢ߟ͍ͯͭʹࣅΔࡍʹ, ଟ߲ࣜ |x| → ∞ͷͱ͖ʹൃ͢ࢄΔͨΊ,

దͳʮॏΈʯΛͤͯ͑ߟΔඞཁ͕͋Δ. ͜͜ͰॏΈwF(C2+)ͱݺΕΔΒ
͔ͳΫϥεʹଐ͢ΔͷΛѻ͏.

w(x)ʹؔ͢ΔॏΈ͖ަଟ߲ࣜܥΛ {pn(x)}ͱ͢Δ. fw ∈ Lp(R)ͳΔؔ fʹର
͠, fͷFourierڃ (Fourier series)ͷୈm− 1෦Λ

sm(f)(x) :=
m−1∑

k=0

ck(f)pk(x)

ͱఆٛ͢Δ. ୠ͠,

ck(f)ɿ=

∫

R
f(t)pk(t)w

2(t)dt

Ͱ͋Δ.

F(C2+)ʹଐ͢ΔॏΈΛw(x) = exp(−Q(x))ͷܗͰද͢. ؔ

T (x) :=
xQ′(x)

Q(x)
, x ̸= 0ɹ

ͷڍಈʹΑͬͯF(C2+)ͷॏΈ2छྨʹྨ͞Ε, T͕༗քͷͱ͖wΛFreudܕͱݺ
ͼ, .ͿݺͱܕT͕༗քͰͳ͍ͱ͖wΛErdősʹٯ

2. ओ݁Ռ
w͕ Freudܕͷ߹ʹ, R্࿈ଓ͔ͭRͷҙͷ༗քด্۠ؒͰ༗քมಈͳؔ

f͕ ∫

R
w(x)|df(x)| < ∞

͔ͭ
lim

|x|→∞
f(x)w(x) = 0

ΛΈͨ͢ͱ͖,

lim
n→∞

∥(sn(f)− f)w∥L∞(R) = 0 (2.1)

2010 Mathematics Subject Classification: 41A17, 41A10
ΩʔϫʔυɿॏΈ͖ଟ߲ࣜۙࣅ, Fourier෦, ErdősܕॏΈ, Dirichlet-Jordanͷఆ๏
∗1 e-mail: 133451501@ccalumni.meijo-u.ac.jp
∗2 e-mail: ryozi@crest.ocn.ne.jp
∗3 e-mail: suzukin@meijo-u.ac.jp
web: http://ccmath.meijo-u.ac.jp/~suzukin/
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͕Γཱͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([2]).

զʑ, (2.1)ΛErdősܕॏΈ֦ுͨ࣍͠ͷఆཧΛࣔͨ͠: w ∈ F(C2+)ͱ͢Δ. R
্࿈ଓ͔ͭRͷҙͷ༗քด্۠ؒͰ༗քมಈͳؔf͕

∫

R
w(x)|df(x)| < ∞

͔ͭ
lim

|x|→∞
f(x)w(x) = 0

ΛΈͨ͢ͱ͖,

lim
n→∞

∥∥∥(sn(f)− f)
w

T 1/2

∥∥∥
L∞(R)

= 0. (2.2)

͕Γཱͭ.

PnΛ͕࣍n࣍ҎԼͷଟ߲ࣜશମͱ͠.

Ep,n(w; f) := inf
P∈Pn

∥w(f − P )∥Lp(R)

ͱ͓͘. ఆཧͷূ໌ʹ͓͍ͯ, :ͷෆ͕ࣜॏཁͳׂΛՌͨ࣍͢ q < pͷͱ͖, ͋Δఆ
C = C(w, p, q) ≥ 1͕ଘͯ͠ࡏ, ҙͷP ∈ Pnʹରͯ͠

∥∥∥∥P
w√
T

∥∥∥∥
Lp(R)

≤ C

(
n

an

)(1/q)−(1/p)

∥Pw∥Lq(R).

͕Γཱͭ. ͜͜Ͱanͱࣜ

n =
2

π

∫ 1

0

antQ′(ant)√
1− t2

dt

ΑΓఆ·Δn࣍ͷMRSͰ͋Δ. ͜ΕʹՃ͑ͯ, fʹؔ͢Δfʹؔ͢Δde la Vallée-

Poussinฏۉ

vn(f)(x) :=
1

n

2n∑

j=n+1

sj(f)(x)

ʹؔͯ͠ ∥∥∥(f − vn(f))
w

T 1/4

∥∥∥
L∞(R)

≤ CE∞,n(w; f)

͕Γཱͭ͜ͱ ([1, Corollary 10]), ʹߋ

∥(f − sn(f))w∥L2(R) = E2,n(w; f)

Ͱ͋Δ͜ͱΛ༻͍ͯఆཧಋ͔ΕΔ.

ݙจߟࢀ
[1] K. Itoh, R. Sakai and N. Suzuki, The de la Vallée Poussin mean and polynomial approxi-

mation for exponential weight, International Journal of Analysis. 2015, Article ID 706930,
8 pages, (2015).

[2] H. N. Mhaskar, Extensions of the Dirichlet-Jordan criterion to a general class of orthog-
onal polynomial expansions, J. Approx. Theory 42 (1984), 138-148.
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ଟॏௐϕϧάϚϯۭؒʹ͍ͭͯ

ాத ਗ਼ت (େಉେ)∗

BΛNݩ࣍ϢʔΫϦουۭؒͷ։୯Ґٿͱ͠ɺSΛ୯Ґٿ໘ͱ͢Δɻࣗવmʹର
ͯ͠ɺpolyharmonic Bergman space bm,2(B)Λ

bm,2(B) := Hm(B) ∩ L2(B, dx)

ͱఆٛ͢Δɻ͜͜ͰHm(B) := {f ∈ C∞(B) : ∆mf = 0}ͱ͢Δɻ͞Βʹ true polyhar-

monic Bergman space b(m),2(B) Λ

b(1),2(B) = b1,2(B), b(m),2(B) := bm,2(B)⊖ bm−1,2(B) (m ≥ 2)

ͱఆٛ͢Δɻಛʹɺ

bm,2(B) = b(1),2(B)⊕ b(2),2(B)⊕ · · ·⊕ b(m),2(B)

ͱͳΔ͜ͱʹҙ͓ͯ͘͠ɻ͜ΕΒͷۭؔؒ࠶ੜ֩ώϧϕϧτۭؒͰ͋Γɺͦͷ
,ੜ֩ΛͦΕͧΕRm(x࠶ y), R(m)(x, y)ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ
ຊֶձ2015ळق૯߹ՊձͰm = 2ͷ߹ͷ࠶ੜ֩ͷදࣔɺධՁʹ͍ͭ
ͯͷ݁ՌΛใͨ͠ࠂɻ·ͨPessoa[6]ʹΑͬͯɺݩ࣍ N = 2 ͷͱ͖ Beuling-Ahlfors

ม͕analytic Bergman space͔Β true poly-analytic Bergman spaceͷ unitary࡞
༻ૉͷׂΛՌͨ͢͜ͱ͔Β polyharmonic Bergman space ͷߏɺ֩ͷදࣔ༩͑
ΒΕ͍ͯΔɻ
ຊߨԋͰɺm ≥ 2, N ≥ 2 ͷ߹ʹ͓͚Δ polyharmonic Bergman space ͷߏɺ
ੜ֩ͷදࣔɺධՁʹؔ͢Δ݁ՌΛ༩͑Δɻ࠶

ఆཧ 1.
{√

2(k + N
2 + 2m− 2)

|S|
Γ(k + N

2 +m− 1)

Γ(k + N
2 )Γ(m)

Gm−1(k+
N

2
, k+

N

2
; |x|2)ekj (x)

}

j=1,··· ,hk,k=0,1,···

 b(m),2(B) ͷਖ਼نަجఈͰ͋Δɻ͜͜Ͱ {ekj}j=1,··· ,hk
ɺS্ͷ k࣍ಉ࣍ௐଟ߲

ࣜͷਖ਼نަجఈΛB্ʹಉ֦࣍ுͨؔ͠Ͱ͋ΓɺGl(α, β; t)Jacobiଟ߲ࣜ

Gl(α, β; t) :=
Γ(β)t1−β(1− t)β−α

Γ(β + l)

dl

dtl

[
tβ+l−1(1− t)α−β+l

]

Ͱ͋Δɻ

·ͨɺSmf(x) := ∆m−1
[
(1− |x|2)2(m−1)f(x)

]
ͱ͢Δͱ͕࣍Γཱͭɻ

ఆཧ 2.

Sm : b1,2(B) → b(m),2(B)

༗ք͔ͭશ୯ࣹͰ͋Δɻ

2010 Mathematics Subject Classification: 31B30, 32A25
Ωʔϫʔυɿpolyharmonic function, Bergman space
∗˟ 457-8530 ೆ۠ୌय़ொࢢݹ໊ 10൪ 3
e-mail: ktanaka@daido-it.ac.jp
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͜ΕΒͷ͜ͱ͔Βɺb(m),2(B) ( bm,2(B) ) ͷ࠶ੜ֩ͷධՁΛಘΔɻ

ఆཧ 3. ͋ΔఆC > 0 ͕ଘͯ͠ࡏɺҙͷ x, y ∈ B ʹରͯ͠

R(m)(x, y) ≤
C

[x, y]
N
2

͕Γཱͭɻ͜͜Ͱɺ[x, y] = 1− 2x · y + |x|2|y|2 Ͱ͋Δɻ
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[5] M. Pavlović, Decompositions of Lp and Hardy spaces of polyharmonic functions, J. Math.
Anal. Appl. 216 (1997), 499–509.

[6] L.V. Pessoa, On the structure of polyharmonic Bergman type spaces over the unit disk,
Complex variables and elliptic equations 60 (2015), 1668–1684.

[7] A. K. Ramazanov, On the structure of spaces of polyanalytic functions, Math. Notes 72
(2002), 692–704.

[8] K. Tanaka, Biharmonic Bergman space and its reproducing kernel, submitted.

[9] K. Tanaka, On the structure of the polyharmonic Bergman space on the unit ball, sub-
mitted.

[10] N. L. Vasilevski, Commutative algebras of Toeplitz operators on the Bergman space,
Operator Theory: Advances and Applications, 185 (2008).

-20-



Finding Roots of Any Polynomials

by Random Relaxed Newton’s Methods

֯ େً (Sumi, Hiroki) େࡕେֶେֶӃཧֶڀݚՊֶઐ߈

E-mail: sumi@math.sci.osaka-u.ac.jp

http://www.math.sci.osaka-u.ac.jp/˜sumi/

In this talk, we develop the theory of random holomorphic dynamics. Applying it to finding roots

of polynomials by random relaxed Newton’s methods, we show that for any polynomial g, for any

initial value z ∈ C which is not a root of g′, the random orbit starting with z tends to a root of g

almost surely, which is the virtue of the effect of the randomness.

Definition 1. (1) We denote by Ĉ := C ∪ {∞} ∼= S2 the Riemann sphere endowed with the

spherical distance.

(2) We set P := {h : C → C | h is a polynomial, deg(h) ≥ 2}.
(3) We set Λ := {λ ∈ C | |λ − 1| < 1}. Also, let M1,c(Λ) be the space of all Borel probability

measure τ on Λ whose topological support supp τ is a compact subset of Λ. For each τ ∈
M1,c(Λ), let τ̃ = ⊗∞

n=1τ. This is a Borel probability measure on ΛN.

(4) For each g ∈ P and for each λ ∈ Λ, let Ng,λ : Ĉ → Ĉ be the rational map defined by

Ng,λ(z) = z − λ g(z)
g′(z) for each z ∈ Ĉ.

(5) For each g ∈ P , let Qg := {x ∈ C | g(x) = 0} and Ωg := C \ {z0 ∈ C | g′(z0) = 0, g(z0) ̸= 0}.

Remark 2. Note that ♯(C \ Ωg) ≤ deg(g)− 1.

Theorem 3. Let g ∈ P. Let τ ∈ M1,c(Λ) such that int(supp τ) ⊃ {λ ∈ C | |λ − 1| ≤ 1
2}, where

int(supp τ) denotes the set of interior points of supp τ with respect to the topology in Λ. Suppose

that τ is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on Λ. (e.g. suppose that τ is

the normalized 2-dimensional Lebesgue measure on {λ ∈ C | |λ− 1| ≤ r} where 1
2 < r < 1.) Then

we have the following.

(1) For each z ∈ Ωg, there exists a Borel subset Cg,τ,z of ΛN with τ̃(Cg,τ,z) = 1 satisfying that

for each γ = (γ1, γ2, . . .) ∈ Cg,τ,z, there exists an element x = x(g, τ, z, γ) ∈ Qg such that

Ng,γn ◦ · · · ◦Ng,γ1(z) → x as n → ∞ (exponentially fast).

(2) For τ -a.e. γ = (γ1, γ2, . . .) ∈ ΛN, we have Leb2(Jg,γ) = 0. Here, Leb2 denotes the 2-

dimensional Lebesgue measure on Ĉ and Jg,γ denotes the Julia set of the sequence {Ng,γn ◦
· · · ◦ Ng,γ1}∞n=1 (i.e., the set of points z0 ∈ Ĉ such that for each neighborhood U of z0, the

sequence {Ng,γn ◦ · · · ◦Ng,γ1 : U → Ĉ}∞n=1 is not equicontinuous on U).

Also, for τ -a.e. γ = (γ1, γ2, . . .) ∈ ΛN, setting Fg,γ = Ĉ \Jg,γ , for each z ∈ Fg,γ , there exists

an element x = x(g, τ, γ, z) ∈ Qg such that

Ng,γn ◦ · · · ◦Ng,γ1(z) → x as n → ∞ (exponentially fast).

(3) For each x ∈ Qg and for each z ∈ Ĉ, let Tx,τ (z) be the probability of tending to x regarding

the random orbit starting with z, i.e.,

1
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Tx,τ (z) := τ̃({γ = (γ1, γ2, . . .) ∈ ΛN | Ng,γn ◦ · · · ◦Ng,γ1(z) → x as n → ∞}).

Then, for each x ∈ Qg, the function Tx,τ : Ωg → [0, 1] is continuous on Ωg.

We say that a non-constant polynomial g is normalized if {z0 ∈ C | g(z0) = 0} ⊂ D := {z ∈ C |
|z| < 1}. For a given polynomial g, sometimes it is not difficult for us to find an element a ∈ R\{0}
such that g(az) is a normalized polynomial of z. It is well-known that if g ∈ P is a normalized

polynomial, then so is g′. Thus, we obtain the following corollary.

Corollary 4. Let g ∈ P be a normalized polynomial. Suppose that we know the exact coefficients

of g. Let τ ∈ M1,c(Λ) such that int(supp τ) ⊃ {λ ∈ C | |λ− 1| ≤ 1
2}. Suppose that τ is absolutely

continuous with respect to the Lebesgue measure on Λ. Let z0 ∈ C \ D. Then by the following

algorhythm in which we consider d-random orbits of z0 under d-different random iterations of

{Ng1,λ}λ, . . . , {Ngd,λ}λ for some polynomials g1, . . . , gd, we can find all roots of g almost surely

with arbitrarily small errors.

(1) Let g1 = g. By Theorem 3, for τ̃ -a.e. γ = (γ1, γ2, . . .) ∈ ΛN, the orbit {Ng1,γn ◦ · · · ◦
Ng1,γ1(z0)}∞n=1 tends to a root x = x(g1, τ, γ) of g1 = g. Let x1 be one of such x(g, τ, γ) (with

aribitrarily small error).

(2) Let g2(z) = g1(z)/(z − x1). By using synthetic devision, we regard g2 as a polynomial which

devides g1 (with arbitrarily small error). Note that g2 is a normalized polynomial. By

Theorem 3, for τ̃ -a.e.γ = (γ1, γ2 . . .) ∈ ΛN, the orbit {Ng2,γn ◦ · · · ◦Ng2,γ1(z0)}∞n=1 tends to

a root x = x(g2, τ, γ) of g2, which is also a root of g (with arbitrarily small error). Let x2

be one of such x(g2, τ, γ) (with arbitrarily small error).

(3) Let g3(z) = g2(z)/(z − x2) and as in the above, we find a root of x3 of g3, which is also a

root of g (with arbitrarily small error). Continue this method.

Remark 5. M. Hurley showed that for any k ≥ 2, there exists a non-empty open subset Ak of

Pk := {g ∈ P | deg(g) = k} such that for each g ∈ Ak, there exists a non-empty open subset Ug

of Ĉ such that for any z ∈ Ug, the orbit {Nn
g,1(z)}∞n=1 cannot converge to any root of g. (II) C.

McMullen showed (Ann. of Math., 1987) that for any k ∈ N, k ≥ 4 and for any l ∈ N, there exists

no rational map Ñ : Pk → Ratl := {f ∈ Rat | deg(f) = l} such that for any g in an open dense

subset of Pk, for any z in an open dense subset of Ĉ, Ñ(g)n(z) tends to a root of g as n → ∞. (III)

Thus Theorem 3 and Corollary 4 deal with randomness-induced phenomena (new phenomena

in random dynamics which cannot hold in deterministic dynamics). In Theorem 3 and Corollary 4,

the size of the noise is big which enables the system to make the minimal set with

period greater than 1 collapse. However, since the size of the noise is big, we have to develop

the theory of random holomorphic dynamical systems with noise or randomness of any size. Note

also that we need to deal with the random systems whose kernel Julia sets are not empty.

Reference:

[1] H. Sumi, Random complex dynamics and semigroups of holomorphic maps, Proc. London Math. Soc.

(2011) 102(1), pp 50–112.

[2] H. Sumi, Cooperation principle, stability and bifurcation in random complex dynamics, Adv. Math., 245

(2013) pp 137–181.
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Stretching rays for cubic polynomials

தࠜɹ੩உ (౦ܳژେֶ)∗

Stretching raysͱɺBöttcher coordinateʹ͓͍ͯɺٖ֯ࣸ૾ fs(z) = z|z|s−1, s >

0ʹΑΓٖ֯มܗΛͯ͠ࢪಘΒΕΔ parameterۭؒͷ escape locus্ͷ raysͰ͋Δɻ
fs ͷ͔ܗΒɺಈํܘʹ৳ॖͤ͞Δ͕ɺภ֯อଘ͢Δ͜ͱʹҙ͢ΔɻStretching

rays  s > 0 Ͱ parametrize ͞ΕΔ͕ɺs → 0 ͷ࣌ʹ̍ Q ʹऩଋ͢Δͱ͖ɺQ ʹ
ண͢Δͱ͍͏ɻKomori-Nakane [KN] ɺ࣮ ଟ߲ࣜࣸ૾ͷ࣍3 stretching rays ͷ
parabolic locus ͷணੑʹ͍ͭͯ͠ߟɺৼಈͯ͠ண͠ͳ͍ rays ͕ଘ͢ࡏΔ͜
ͱΛࣔͨ͠ɻ͜͜Ͱɺͦͷ݁ՌΛ࣮Ͱͳ͍ ڀݚଟ߲ࣜͷ߹ʹ֦ு͢Δɻຊ࣍3
Pascale Roesch ͱͷڞಉڀݚͰ͋Δɻ
Shift locus ʹଐ͢Δ ଟ߲ࣜ࣍3 P ͷ critical points c1, c2 ͷ֤ʑʹ 2ຊͷ external

rays ͕ୡ͢Δͱ͖ɺͦͷ angles ͷू߹Λ֤ʑ Θ1,Θ2 ͱ͢ΔɻΘ = {Θ1,Θ2} Λ P ͷ
critical portrait ͱ͍͏ɻ༩͑ΒΕͨ critical portrait Θ Λͭ࣋Α͏ͳ3࣍ଟ߲ࣜͷશମ
Λ SΘ ͱॻ͘ɻSΘ  stretching deformation ͰෆมͰ͋Δɻ
ҎԼͰ͢ߟΔͷ࣍ͷ߹Ͱ͋Δɻ

Θ1 = {0, 1
3
}, Θ2 = {θ + 1

3
, θ +

2

3
}, 0 < θ <

1

3
, 3kθ ≡ 0, k ≥ 2.

͜͜Ͱɺθ  c2 ͷ co-critical point c̃2 ͷ angle Ͱ͋ΔɻैͬͯɺP ∈ SΘ ͱ͢ΔͱɺP

ͷ critical point c1 ͱ P k(c2) angle 0 ͷ external ray RP (0) ͷ্ʹΔɻ
gP (z) = limn→∞ 3−n log+ |P n(z)| (P ͷ escape rate function) ͱ͓͘ɻKiwi [K] 

SΘ ͕ (gP (c1), gP (c2)) Ͱ parametrize ͞ΕΔ ղੳతଟ༷ମͰ͋Δ͜ͱΛ࣮ࣔ͠ݩ࣍2
ͨɻ[KN] Ͱఆٛͨ͠ Böttcher vector :

η(P ) =
1

log 3
(log gP (c2)− log gP (c1))

 stretching ͰอͨΕΔͷͰɺSΘ ্ η ͷ level curves ͕ stretching rays Λ༩͑Δɻ
SΘ ্ stretching ray Λ S(η) = {P ∈ SΘ; η(P ) = η}ɺͦͷूੵू߹Λ Acc(S(η))

ͱ͓͘ͱ͏ै͕࣍ɻ

Acc(S(η)) ⊂ Per1(1) := {Q;Qݻ༗ 1 ͷ์తෆಈΛͭ࣋}
= {Qb(z) = z3 + bz2 + z; b ∈ C}.

Q ∈ Per1(1) ͷ์తෆಈ 0 ͷٵҾുΛ BQ, ͦͷ attracting Fatou coordinate Λ
φQ,− ͱ͓͘ɻτ(Q) = φQ,−(c2)− φQ,−(c1) Λ Fatou vector ͱ͍͏ɻ

ิ 1. Acc(S(η)) ͕ Q0(z) = z3 + z Λؚ·ͳ͚Εɺ
Acc(S(η)) ⊂ A := {Q ∈ Per1(1); c1, c2 ∈ BQ}.

ͦ͜Ͱ A ͷணੑΛ͑ߟΔɻ
P ∈ SΘ ͕ critical orbit relation P k(c2) = P j(c1)Λຬͨͤ η(P ) = j − k ∈ Z Ͱ͋

Δɻ͜ͷͱ͖ S(j − k)  A ্ τ(Q) = j − k Λຬͨ͢ Q ʹண͢Δɻ

ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:16K05213)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
∗ e-mail: nakane@gen.t-kougei.ac.jp
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ఆཧ 1. (1) η ∈ Z ͳΒɺS(η)  A ্ τ(Q) = η Λຬͨ͢ Q ʹண͢Δɻ
(2) η /∈ Z ͱ͢ΔͱɺAcc(S(η))  Q0 Λؚ·ͳ͚ΕɺA ͷඇࣗ໌ͳ࿈݁ดू߹Ͱ

͋Δɻ

ҙ 1. θ ͕
∃m < k such that 3mθ ∈ (θ + 1/3, θ + 2/3)

Λຬͨͤ Acc(S(η)) ̸∋ Q0 ͕ࣔ͞ΕΔɻ͜ͷͱ͖ S(η)  capture component ʹूੵ
͢Δɻ

ɺSΘ࣍ ͷڥքΛಛ͚ΔͷͰ͋Δɻ

ิ 2. η → +∞ ͷͱ͖ɺS(η)  Per1(1) ͷ connectedness locus M ͷ parameter

ray RM(θ) ʹۙͮ͘ɻ

͜͜ͰɺΦ(b) := ϕQb
(c̃2)  conformal isomorphism :

Φ : C \M → C \ D3/ 3√4

Λ༩͑ΔͷͰɺparameter ray RM(θ) := Φ−1({r2πiθ; r > 3/ 3
√
4}) ͕ఆٛ͞ΕΔɻ

ਤ 1: Per1(1) ͷ connectedness locus M

ݙจߟࢀ
[K] J. Kiwi: Combinatorial continuity in complex polynomial dynamics. Proc. London Math.

Soc. 91 (2005), pp. 215–248.

[KN] Y. Komori and S. Nakane: Landing property of stretching rays for real cubic polyno-
mials. Conformal Geometry and Dynamics 8 (2004), pp. 87–114.

[W] P. Willumsen: On accumulation of stretching rays. PhD thesis, Technical University of
Denmark, 1997.
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新座標を用いたタイヒミュラー距離の評価
天野 政紀 (東京工業大学)∗

タイヒミュラー空間に，リーマン面の平坦構造を利用した大域的座標を入れること
が出来る ([Ama16])．この座標を用いてタイヒミュラー距離の評価を行う．

1. 定義
　Σ = Σg,nを種数g，n点穴あきの解析的有限型リーマン面で，かつ3g − 3 + n > 0を
満たすものとする．T = T (Σ)をそのTeichmüller空間とし，[S∗, f ∗] ∈ T を一点固定す
る．Γ = {γ1, . . . , γk}をΣ上の単純閉曲線で，互いに交わらず，ホモトピックでもなく，
それぞれが一点やΣの穴ともホモトピックでないものとする．Sk−1

+ を (k − 1)次元球
で，全成分が正の部分集合とする．m = (m1, . . . , mk) ∈ Sk−1

+ を一つ固定すると，ある
α∗ > 0が存在し，Jenkins-Strebel測地線 rで，[S∗, f ∗]を始点とし，向きは f ∗(Γ)に対
応するシリンダーのモジュラスがα∗m = (α∗m1, . . . , α∗mk)で表せるJenkins-Strebel微
分で与えられるものが存在する ([Str84])．rの終点はS∗上の閉曲線f ∗(Γ)を一点につぶ
したノード付きリーマン面Scに対応する．∂ΓT = {[X, g]| g : Sc → X は擬等角写像 }
と定め，これをΣの拡大タイヒミュラー空間 T̂ の境界 T̂ − T の部分集合とみなす．
次に集合∂ΓT ×Sk−1

+ ×Rk×Rからタイヒミュラー空間T への同相写像を構成する．まず
[X, g] ∈ ∂ΓT のノード付きリーマン面Xはk個のノードを持つ．a = (a1, . . . , ak) ∈ Sk−1

+

に対し，各ノードで 1/z2の係数がa2
jとなるような，ノードで 2位の極を持つ 2次微分

ϕを作る ([Str84])．ϕから定まるcritical graphによって，Xを各ノードを中心とした円
板に分解できる．この円板の中から同じ中心で半径を短くした小円板を切り抜き，貼
り合わせることで普通のリーマン面が作れる．このリーマン面は，[X, g]に収束する
Jenkins-Strebel測地線上の点に対応する．各ノードでの貼り合わせの際のねじりの角
度を t = (t1, . . . , tk) ∈ Rkとし，最後のs ∈ Rは小円板の半径，つまりJ-S測地線の時間
パラメーターに対応させる．この定理は [MM75]の結果からヒントを得たものである．

定理 1. 次の条件を満たす同相写像Φm : ∂ΓT × Sk−1
+ × Rk × R → T が存在する；

1. Φm([X, g], a1, . . . , ak, t1, . . . , tk, s) = [R, h]とすると，任意の j = 1, . . . , kに対し次
の等式が成立する．

Φm([X, g], a1, . . . , ak, t1, . . . , tj + 2π, . . . , tk, s) = τj([R, h]),

ここで，τjはγjでの位数 1のDehn twistである (向きはリーマン面から定まる自
然なものを使用している)．

2. [X, g] ∈ ∂ΓT を一つ固定する．任意のa ∈ Sk−1
+ と t ∈ Rkに対し，集合

ra,t = {Φm([X, g], a, t, s)| s ∈ R} ⊂ T

は一つのJenkins-Strebel測地線で，Γから定まる曲線族に対応するシリンダー分
解のモジュラスはそれぞれmの正の実数倍となり，s → +∞とすることで [X, g]

に収束する．さらに，{ra,t}a,tは互いに漸近的となる ([Ama14])．
∗〒 152-8551 東京都目黒区大岡山 2-12-1 東京工業大学大学院理工学研究科数学専攻
e-mail: amano.m.ab@m.titech.ac.jp
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Φmはモジュラスの比であるmを決めると定まる写像である．mの代わりにシリン
ダーの周長 (あるいは 2次微分の係数)の情報である aを固定すると，逆にmが動く T
上の大域的座標が定まる．

Φa : Sk−1
+ × ∂ΓT × Rk × R → T

(m, [X, g], t, s) #→ Φa(m, [X, g], t, s) := Φm([X, g], a, t, s)

系 2. 任意のa ∈ Sk−1
+ に対して，Φaは同相写像．

また，Φmの場合と同様に，任意のm ∈ Sk−1
+ , [X, g] ∈ ∂ΓT , t ∈ Rkを固定するたびに，

集合 {Φa(m, [X, g], t, s)| s ∈ R}は s → +∞で [X, g]に収束する Jenkins-Strebel測地線
となる．この測地線を，Φa-測地線と呼ぶことにする．また，この測地線から作られる
Teichmüller円板を，Φa-円板と呼ぶことにする．

2. 主結果
　 Γの曲線の数が最大の場合，つまり k = 3g − 3 + nの場合，これらは Σのパンツ
分解を与える曲線族となり，∂ΓT は一点集合となる．a ∈ Sk−1

+ を一つ固定すると，同
相写像Φa : Sk−1

+ × Rk × R → T ができる．これはリーマン面の双曲構造に依存する
Fenchel-Nielsen座標に対する，平坦構造に依存する新座標とも言える．これを利用す
ると，T 上の二点p = Φa(m, t, s), p′ = Φa(m′, t′, s′)に対し，次の不等式が成り立つ．
定理 3.

(0 ≤)
1

2
log max

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k∑

j=1

a2
jm

′
je

2s′

k∑

j=1

a2
jmje

2s

,

k∑

j=1

a2
jmje

2s

k∑

j=1

a2
jm

′
je

2s′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

≤
(1)

dT (p, p′)

≤
(2)

max
j=1,...,k

dH

(
tj
2π

+ imje
2s,

t′j
2π

+ im′
je

2s′
)

.

ここで，dHは上半平面H = {Imz > 0}上のPoincaré計量ρH = |dz|/(2Imz)に対する双
曲距離である．p, p′が一つのΦa-測地線上にあることが，(1)の不等式の等号が成立す
るための必要十分条件である．p, p′が一つのΦa-円板上にあるとき，(2)の不等式の等
号が成立する．

参考文献
[Ama14] Masanori Amano. On behavior of pairs of Teichmüller geodesic rays. Conform.

Geom. Dyn., 18:8–30, 2014.
[Ama16] Masanori Amano. A global coordinate of the Teichmüller space related to asymp-

totic Jenkins-Strebel rays. in preparation, 2016.
[MM75] Albert Marden and Howard Masur. A foliation of Teichmüller space by twist

invariant disks. Math. Scand., 36(2):211–228, 1975.
[Str84] Kurt Strebel. Quadratic differentials, volume 5 of Ergebnisse der Mathematik und

ihrer Grenzgebiete (3) [Results in Mathematics and Related Areas (3)]. Springer-
Verlag, Berlin, 1984.
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Extremal length and the period matrices of branched
covering spaces for associated quadratic differentials

宮地 秀樹 (大阪大学大学院理学研究科)∗

1. 動機
(g,m)型の解析的有限なリーマン面のタイヒミュラー空間を Tg,mと書く．タイヒミュ
ラー距離をdTは，

dT (x, y) =
1

2
log sup

F∈MF−{0}

Extx(F )

Exty(F )

のようにタイヒミュラー距離が極値的長さにより表示される（Kerckhoff）．一方で，タ
イヒミュラー距離はタイヒミュラー空間上の自然な複素構造の下で小林距離と一致す
る（Royden, Gardiner）．これらのことから，タイヒミュラー空間上の複素解析を展開
する上で極値的長さの複素解析的性質を研究することは重要である．一方で，極値的
長さを用いることにより，交点数関数を通して理想境界の情報を得ることができるこ
とから，極値的長さの複素解析的性質を調べることにより，理想境界の周りの複素解
析を展開されることが期待される．

2. 座標
x0 = (X0, f0) ∈ Tg,mとしてqx0 = qF,x0を測度付き葉層構造Fに関するx0上のHubbard-

Masur微分とする（つまり qx0の垂直葉層構造がFである）．ここで qx0がgeneric，つ
まり，q0の各零点は 1位であり，各 punctureでは 1位の極を持つとする．このときx0

の近傍U0内の点 x = (X, f) ∈ U0において qx = qF,xは genericである．π : X̃ → Xを
√
qxに関する被覆とする．ωxを

√
qxのリフトにより定義される X̃上のAbel微分とす

る．X̃の種数は g̃ + gである．ただし g̃ = 3g − 3 +mである．
H1(X̃0)−を被覆 π : X̃0 → X0の被覆変換 σ0 のH1(X̃0,R)への作用における固有値

−1の固有空間とする．H1(X̃0)−の階数は 2g̃である．H1(X̃0)−のシンプレクテック基
底{Ak, Bk}g̃k=1をとる．このとき

Φ : U0 ∋ x &→
(
Im

∫

A1

ωx, · · · , Im
∫

Ag̃

ωx, Im

∫

B1

ωx, · · · , Im
∫

Bg̃

ωx

)
∈ Rg̃ × Rg̃ (1)

は像V0への実解析同相写像であり，

(aA
F , a

B
F ) =

(
Re

∫

A1

ωx, · · · ,Re
∫

Ag̃

ωx,Re

∫

B1

ωx, · · · ,Re
∫

Bg̃

ωx

)

はU0上定値である（Hubbard-Masur）．

本研究は科研費 (課題番号:16K05202)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 32G15, 30F45, 31C10
キーワード：タイヒミュラー空間，タイヒミュラー距離，極値的長さ, 正則 2次微分
∗〒 560-0043　大阪府豊中市待兼山町１-１ 大阪大学大学院理学研究科　数学専攻
e-mail: miyachi@math.sci.osaka-u.ac.jp
web: http://www.math.sci.osaka-u.ac.jp/~miyachi/
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3. 接枠と余接枠，そして主定理
y ∈ V0と 1 ≤ j, k ≤ g̃に対して，x = Φ−1(y)を表現するRiemann面上のAbel微分ϕj

y

とπjk(y)を
∫
Ak

ϕj
y = δjk及び

∫
Bk

ϕj
y = πjk(y)により定める．さらに周期行列を

Π = Π(y) = (πjk(y)) = (π1, · · · ,πg̃)

と定義する．
(∂A, ∂B)を写像 (1)像領域の座標 (yA,yB)に関する接空間の標準基底とする．このと

きV0上の接束の枠を

(V1, · · · , Vg̃, V1, · · · , Vg̃) = (∂A, ∂B)

(
Ig̃ 0

ReΠ ImΠ

)

とする．そして，V0上の概複素構造J を

J (Vj) = Vg̃+j, J (Vg̃+j) = −Vj (j = 1, · · · , g̃)

とする．このとき次が成立する．

定理 1 (J is integrable) 写像Φ : U0 → (V0,J )は双正則写像である．

ここで (1, 0)，(0, 1)接ベクトルを

Zj =
1

2
(Vj −

√
−1Vg̃+j), Zj =

1

2
(Vj +

√
−1Vg̃+j)

とし，それぞれの双対となる余接ベクトルをΩjとΩjとする．このとき次が成立する．

定理 2 (Derivatives of extremal length functions) 次が成立する．

∂Ext·(F ) = −
√
−1

8

g̃∑

k=1

(aA
F +

√
−1yA) · Im(πk)Ω

k (2)

∂Ext·(F ) =

√
−1

8

g̃∑

k=1

(aA
F −

√
−1yA) · Im(πk)Ω

k
(3)

∂∂Ext·(F ) =
1

8

g̃∑

k,l=1

Im(πkl)Ω
k ∧ Ω

l

このことから極値的長さが Teichmüller空間上で多重劣調和関数であることがわかる
([1], [2])．

参考文献
[1] L. Liu and W. Su, Variation of extremal length functions on Teichmüller space, Preprint

http://arxiv.org/abs/1210.0743.

[2] H. Miyachi, Extremal length functions are log-plurisubharmonic, To appear in Contem-
porary math.
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2ՄੵλΠώϛϡϥʔ্ۭؒͷ Weil-Petersson
͍ͯͭʹۂͷྔܭ

༄Լɹ߶ ∗(ՊڀݚେֶՊֶޱࢁ)

ϦʔϚϯ໘ R ͷ2ՄੵλΠώϛϡϥʔۭؒ T 2(R) ͱ, R ͷλΠώϛϡϥʔۭ
ؒ T (R) ͷ͋Δ෦ڑۭؒͰ, R ͷ2ͯؔ͠ʹྔܭۂՄੵͳٖ֯ࣸ૾ΛؚΉ
λΠώϛϡϥʔಉྨ͔ΒͳΔͷͷ͜ͱͰ͋Δ.

·ͣ, R͕छ g > 1ͷίϯύΫτϦʔϚϯ໘ͷ߹ʹ,λΠώϛϡϥʔۭؒ T (R)

ʹෳૉ 3g − 3 .͕ೖΔߏͷෳૉώϧϕϧτݩ࣍ Ahlfors [1] ֤࠲ඪۙʹඪ४త
ʹಋೖ͞ΕΔΤϧϛʔτੵ͔Β T (R) ্ʹWeil-Pertersson ܭͱ͍͏Τϧϛʔτྔܭ
ྔ͕ఆٛͰ͖, ͦͷ͕ྔܭέʔϥʔͰ͋Δ͜ͱ, ͓Αͼ֤छۂ͕ͯ͢ෛͱͳΔ͜ͱ
Λࣔͨ͠. ҰൠͷϦʔϚϯ໘ R ʹରͯ͠ T (R) ʹඪ४తͳෳૉόφοϋߏ͕ೖ
Γ, ແݩ࣍ݶෳૉଟ༷ମͱͳΔ. ͱ͜Ζ͕, ͦͷߏ͔ΒͰҰൠʹ Weil-Petersson ܭ
ྔ͕ఆ·Βͳ͍ͱ͍͏͕ੜ͡Δ.

Cui [2] , ීวλΠώϛϡϥʔۭؒ T ͷ 2ՄੵλΠώϛϡϥʔۭؒ T 2 ʹ͓͍
ͯෳૉώϧϕϧτߏΛಋೖ͠, Weil-Petersson ,ಉ༷ʹఆٛͰ͖Δ͜ͱ͕ྔܭ ͓Αͼ
ͦͷ͔ྔܭΒ༠ಋ͞ΕΔڑ͕උͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠. Ұํ, Takhtajan, Teo [3] Β
 T ্ʹඇՃݸࢉͷ࿈͔݁ΒͳΔෳૉώϧϕϧτߏΛಋೖ͠, Ahlfors ͷ݁Ռ͕
T ্ͰΓཱͭ͜ͱΛࣔͨ͠. ͜͜Ͱ, T ͷجΛؚΉ࿈݁ T 2 ͱҰக͢Δ.

͜ΕΒͷ݁Ռʹ͖ͮج, ԋऀߨ [4]  R ͕ Lehner ݅ʢR ্ͷͯ͢ͷ୯७ดଌઢ
ͷ͞ͷԼ͕ݶਖ਼ʣΛΈͨ͢ͱ͖, T 2(R) ্ʹෳૉώϧϕϧτߏ͕ಋೖͰ͖Δ͜ͱ
Λࣔͨ͠. Lehner ݅ίϯύΫτϦʔϚϯ໘্ฏ໘ΛؚΉ֓೦Ͱ͋Δ͜ͱ, ͓
Αͼ R ͕ղੳత༗ݶʢ༗ݸݶͷछ, punctureͷΈΛͭʣͷͱ͖, T 2(R) = T (R) ͱ
ͳΔ͜ͱ͔Β, ຊڀݚ Ahlfors, Cui ͷڀݚͷղੳతແܕݶϦʔϚϯ໘ͷ֦ுʹ૬
͢Δ.

ຊߨԋͰ Lehner ݅ΛΈͨ͢ϦʔϚϯ໘ R ͷ 2ՄੵλΠώϛϡϥʔۭؒ
T 2(R) ্ʹ Weil-Petersson ,Λఆٛ͠ྔܭ ͦͷྔܭͷਖ਼ଇஅ໘ۂ͓ΑͼϦονۂ
͕ෛͱͳΔ͜ͱͷূ໌Λ, Ahlfors ͷূ໌๏ʹ͍ͯͮج͡Δ.

ݙจߟࢀ
[1] L. V. Ahlfors, Curvature properties of Teichmüller’s space, J. Analyse Math. 9

(1961/1962), 161–176.

[2] G. Cui, Integrably asymptotic affine homeomorphisms of the circle and Teichmüller
spaces, Sci. China Ser. A 43 (2000), 267–279.

[3] L. A. Takhtajan and L.-P. Teo, Weil-Petersson Metric on the Universal Teichmüller
Space, Memoirs of the Amer. Math. Soc. 861, Amer. Math. Soc., 2006.

[4] M. Yanagishita, Introduction of a complex structure on the p-integrable Teichmüller
space, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math., to appear.
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Quasisymmetric embedding of the integer set and its
quasiconformal extension

藤野 弘基 (名古屋大学, 日本学術振興会特別研究員DC)∗

1. 擬対称写像
　部分集合A ⊂ Rn上で定義された単射写像 f : A → Rnが擬対称であるとは, ある同
相写像η : [0,+∞) → [0,+∞) が存在して, 任意の三点x, y, z ∈ A (x ̸= y)に対して

∣∣∣∣
f(x)− f(z)

f(x)− f(y)

∣∣∣∣ ≤ η

(∣∣∣∣
x− z

x− y

∣∣∣∣

)

が成り立つことを言う. 特に同相写像 ηが与えられている場合には, η−擬対称である
と言う. 大域的な向きを保つ同相写像 f : Rn → Rnに対しては擬対称性と擬等角性が
同値となることが知られている.

2. 擬対称写像の擬等角拡張
　擬対称性は 1956年にBeurling–Ahlforsによって, 上半平面の自己擬等角写像の境界
値対応を特徴づける概念として導入された. その後擬対称性は第1節の形に高次元化さ
れ, 同様に上半空間の自己擬等角写像の境界値対応を特徴づけている (擬対称性は, よ
り一般に距離空間の間の概念に拡張されている).

擬対称性と擬等角性の関係について, J. VäisäläはF. W. Gehringの記念研究集会に
おいて次の問題を挙げている [2].

Problem (Väisäläの第8問題) η−擬対称埋め込みf : A → Rnは, ηとnにのみ依存
する定数K ≥ 1に対して, K−擬等角写像F : R2n → R2nに拡張できるか？

例えば, f : A → Rnが中へのM−双リプシッツ写像であるときは常に
√
7M−双リプ

シッツ拡張F : R2n → R2nを持つことが知られている. 一方で擬対称写像の場合には,

Trotsenko–Väisäläの定理により擬等角拡張を持たないような擬対称写像 f : A → Rn

の存在が示されている. つまり, Väisäläの第8問題は一般の部分集合A ⊂ Rn に対して
肯定的に解くことができないのである.

3. 主結果
　Väisäläの第 8問題に対しては, 定義域Aが連結集合である場合が主に研究されてき
た. 本研究 [1]では, 離散集合である整数点集合 Z ⊂ R に対し, Väisäläの第 8問題が
n = 1の時に肯定的に解けるということを明らかにした.

Theorem A η−擬対称埋め込みf : Z → R は, K−擬等角拡張F : C → Cを持つ. こ
こでK ≥ 1はηにのみ依存する定数である.

2010 Mathematics Subject Classification: Primary 51M04, Secondary 51M05
キーワード：quasisymmetric mapping, quasiconformal mapping
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大域的な擬等角写像は擬対称であるから (第 1節参照), 定理Aの逆も正しい (すなわ
ち, 擬等角拡張を持てばfは擬対称である). 本研究では定理Aを証明する過程で, いく
つかのより詳しい観察を得ている.

Theorem B 全単射写像f : Z → Zに対して, 以下の条件は量的に同値である:

1. fはη−擬対称である.

2. ある定数λ ≥ 1が存在して, 任意の三点n,m, k ∈ Z (n < m < k)に対して以下
が成り立つ; ∣∣∣∣

f(n)− f(m)

f(n)− f(k)

∣∣∣∣ ≤ λ.

3. fはK−擬等角拡張F : C → Cを持つ.

ここで “量的に同値”であるとは, 各条件が持つそれぞれのデータ (この場合ηやλ, K)

が他の条件のデータにのみ依存して決まるという意味である. 擬対称性はその定義か
ら, 与えられた写像が擬対称であるかどうか確かめることが難しい. そこで, 擬対称性
をより簡単な条件によって特徴づけることは古くからの重要な問題の一つとなってい
る. 定理Bは全単射f : Z → Zに対して, 擬対称性をより簡単な幾何学的条件 (2)によっ
て特徴づけている.

さらに次の定理は, 擬対称埋め込み f : Z → R の像を幾何学的条件によって特徴づ
ける. 定理Bと定理Cから定理Aが直ちに従う.

Theorem C 部分集合A ⊂ Rに対して, 以下の条件は量的に同値である:

1. 上へのη−擬対称写像f : Z → Aが存在する.

2. Aは狭義単調増加列 {an}n∈Zでan → ±∞ (n → ±∞)となるもので表され, あ
る定数M ≥ 1が存在して任意のn ∈ Z, k ∈ Nに対して以下が成り立つ;

1

M
≤

∣∣∣∣
an+k − an
an − an−k

∣∣∣∣ ≤ M.

3. K−擬等角写像F : C → CでF (Z) = A となるものが存在する.

参考文献
[1] H. Fujino, Quasisymmetric embedding of the integer set and its quasiconformal extension, 2016.

arXiv:1605.08855 [math.MG].

[2] J. Väisälä, Questions on quasiconformal maps in space, Quasiconformal mappings and analysis
(Ann Arbor, MI, 1995). MR1488460
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局所コホモロジーを用いたµ∗列の計算法について
鍋島克輔 (徳島大学)∗1

田島慎一 (筑波大学)∗2

超曲面の孤立特異点の複素解析的不変量の１つであるµ∗列を, パラメータ付き代数
的局所コホモロジーを用いて計算する方法について報告する．µ∗はWhitney equisin-

gularityと係わる重要な量であるが，公式が使えるよう特別な場合を除くと、一般の場
合の計算方法は今まで知られていなかった．

1. 基本概念
　原点に孤立特異点を持つ正則関数f(x)が与えられたとする．Cnの i次元線形部分空
間Lに対し，fのLへの制限をf |Lで表し, µ(i)(f) = min

L
(µ(i)(f |L) とおく. このとき, f

のµ∗列は
µ∗(f) = (µ(n)(f), µ(n−1)(f), . . . , µ(1)(f), µ(0)(f))

により定義される．ただし，µ(n)(f) およびµ(i)(f |L) はそれぞれ, fおよび f |Lの原点
でのミルナー数を表す. また, µ(0)(f) = 1 と定めてある.

　ゼロでないベクトル p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Cnに対し, p に対応する射影空間Pn−1

の点を [p]で表し, 原点を通る超平面Hp = {x ∈ Cn |p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn = 0} と同
一視する．(ただし, x = (x1, . . . , xn))．
このとき，µ(n−1)(f)はµ(n−1)(f) = min

[p]∈Pn−1
µn−1)(f |Hp) と表せる

原点に孤立特異点を持つ正則関数f(x)に対し, Uを次で定める．

U = {[p] ∈ Pn−1 |µ(n−1)(f |Hp) = µ(n−1)(f)}

定理 1 ([2]). UはPn−1の open dense subset である．
µ∗列について次のことが知られている．

定理 2 ([2]). H ∈ U に対し，µ∗(f) = (µ(n)(f), µ∗(f |H))．すなわち，

µ∗(f) = (µ∗(f), µ(n−1)(f |H), µ(n−2)(f |H), . . . , µ(1)(f |H), µ(0)(f |H))

が成り立つ.

2. 計算概要と例
　f ∈ C[x]は原点に孤立特異点を持つとする．µ∗(f)を求めるには，f |Hのミルナー数
が最小になるような超平面Hを求め, 超曲面をHでカットする必要がある．そのため
には, t1, t2, . . . , tn−1をパラメータとし，次の形の超平面

xn = t1x1 + t2x2 + · · ·+ tn−1xn−1

本研究は科学研究補助金 課題番号 15K17513 と課題番号 15K04891の助成を受けております．
2010 Mathematics Subject Classification: 32S05
キーワード：Tessier µ∗, 局所コホモロジー
∗1〒 770-8506　徳島市南常三島町 2-1 徳島大学大学院理工学研究部
e-mail: nabeshima@tokushima-u.ac.jp
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の族でカットしたときのミルナー数を計算すればよい.

論文 [1]において，パラメータ付き代数的局所コホモロジーの計算アルゴリズムを与
えた. (アルゴリズムは計算機に実装済)．また，[1, 3]において代数的局所コホモロジー
を使ったミルナー数の計算法を与えてある. これらの結果に基づくことで, パラメータ
を含む問題に対してもミルナー数を求めることが可能である．このミルナー数の計算
で得られる open dense な stratum に属するような超平面 Hによるカットは求めるミ
ルナー数 µ(n−1)(f)を与える. このような超平面を 1つ選び，同じ操作を繰り返すこと
でµ∗列を得ることができる．

f(x, y, z) = x4 + y5 + z6 + xyz ∈ C[x, y, z]のµ∗(f)を求める．原点でのミルナー数は
µ(3)(f) = 14である．

1. z = ax+ byをf(x, y, z)に代入する．ただし，a, bはパラメータである．h(x, y) =

f(x, y, ax+ by)とし，⟨∂h∂x ,
∂h
∂y ⟩に付随するパラメータ付き代数的局所コホモロジー

を計算しミルナー数を求めることで次を得る．
stratum ミルナー数　
a = b = 0 12

a = 0, b ̸= 0 5

b = 0, a ̸= 0 6

ab ̸= 0 4

　ここで，stratum ab ̸= 0は open denseなので，µ(2)(f) = 4を得る．(a, b) = (1, 1)

のとき，ミルナー数が 4となる超平面カットなので，f2(x, y) = f(x, y, x + y)と
し，定理 2よりf2のµ∗列を求める．

2. y = axを f2(x, y)に代入する．ただし，aはパラメータである．h(x) = f2(x, ax)

とし，⟨∂h∂x⟩に付随するパラメータ付き代数的局所コホモロジーを計算しミルナー
数を求めることで次を得る．

stratum ミルナー数　
a+ 1 = 0 3

a = 0 3

a2 + a ̸= 0 2

　ここで，a2 + a ̸= 0は open dense なので，ミルナー数 2のときが最小となる．
したがって，µ(1)(f) = 2を得る．

以上の計算により，µ∗(f) = (14, 4, 2, 1)を得る. パラメータ付き代数的局所コホモロ
ジーを利用することでµ∗(f)列を求めるアルゴリズムを構成できる.

参考文献
[1] K. Nabeshima and S. Tajima, Algebraic local cohomology with parameters and parametric

standard bases for zero-dimensional ideals, arXiv:1508.06724v1, (2015)

[2] B. Teissier, Variété polaire I, Inventiones math. 40, pp. 267–292, (1977)

[3] S. Tajima, Y. Nakamura and K. Nabeshima, Standard bases and algebraic local coho-
mology for zero-dimensional ideals, Advanced Studies in Pure Mathematics, Vol. 6, pp.
341–361, (2009)
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ύϥϝʔλ͖ϗϩϊϛʔDՃ܈ͱ̱-ؔ

– µ-cosntant deformationͷ߹ –

ುౡีࠀ (ಙౡେֶ)∗1

ాౡ৻Ұ (ஜେֶ)∗2

1. ং
ɹଟ߲ࣜ F (u, x) , ͭ࣋ಛҟͱཱͯ͠ݽΛݪ weighted homogeneous ͳଟ߲ࣜ
f0(x)ʹʢΛมܗύϥϝʔλ uͱ͢Δʣ upper monomialsΛՃ͑Δ͜ͱͰಘΒΕΔ
semi-quasihomogeneous polynomial ͱ͢Δ. ݪ x = 0 ʹԙ͚Δ fu(x) = F (u, x) ͷ
ϛϧφʔ, f0(x) ͷͦΕͱ͍͜͠ͱ͔Β, F (u, x) , µ-constant deformation ͱ
.၏ͤΔݟ ͍· f0(x) ͷ reduced b-function Λ b̃f0(λ), fu(x) ͷݪʹ͓͚Δ reduced

b-function Λ b̃fu(λ) Ͱද͢. ͜ͷͱ͖, Ұൠʹ b̃fu(λ) มܗύϥϝʔλ u ʹґଘ͠
b̃f0(λ) ͱҟͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

ຊߨԋͰ, ಛҟͷཱݽ µ-constant deformation ʹਵ͢Δ b-͓ؔΑͼมܗύ
ϥϝʔλ͖ϗϩϊϛʔD-Ճ܈ͷࢉܭ๏ʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ.

2. มܗύϥϝʔλ͖D-Ճ܈
ɹX = Cn, U = Cm, K = Q ͱ͓͘ɽx = (x1, x2, . . . , xn) Λมͱ͠, ύϥϝʔλ
u = (u1, u2, . . . , um) ∈ Cm Λͭ Weyl K[u]⟨x, ∂

∂x⟩ ʹ͞Βʹ, s, ∂
∂t Λ

∂
∂ts− s ∂

∂t =
∂
∂t Λຬͨ͢ͱͯ͠ఴՃͨ͠ (มܗύϥϝʔλ͖Poincaré-Birkhoff-Witt)Λ
K[u]⟨s, ∂

∂t , x,
∂
∂x⟩ Ͱද͢ɽ͜ͷภඍ࡞༻ૉʹ͓͍ͯ,

T =

{
F

∂

∂t
+ s,

∂F

∂x1

∂

∂t
+

∂

∂x1
,
∂F

∂x2

∂

∂t
+

∂

∂x2
, . . . ,

∂F

∂xn

∂

∂t
+

∂

∂xn

}

ͱ͓͖,ม ∂
∂t Λফ͢ڈΔΑ͏ͳ߲ॱংʹରͯ͠ΠσΞϧ⟨T ⟩ͷύϥϝʔλ͖แׅత

άϨϒφجఈ GΛٻΊΔ.͜ͷG ͔Βม ∂
∂t ΛͭࣜΛআ͍ͯಘΒΕΔू߹Λ Aͱ͓

͘. A , ύϥϝʔλ͖ภඍ࡞༻ૉK[u]⟨s, x, ∂
∂x⟩ ʹ͓͚Δ fu(x)s ͷ annihilator

ͷੜܥͰ͋Δɽ
,ૉK[u]⟨s༺࡞ύϥϝʔλ͖ภඍ,ʹ࣍ x, ∂

∂x⟩ʹ͓͍ͯू߹A͓Αͼ ∂F
∂x1

, ∂F
∂x2

, . . . ,
∂F
∂xn

, F ʹΑΓੜ͞ΕΔΠσΞϧΛ͑ߟ, แׅతάϨϒφجఈࢉܭΛ͏ߦ. ͜ͷํ๏ʹ
ΑΓ, fu(x) ͷ b-ؔ, b-ؔͷ֤ࠜʹର͢Δ, ύϥϝʔλ͖ϗϩϊϛʔD-Ճ܈Λߏ
͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

͜ΕΒͷࢉܭ๏ʹ͍ͭͯ, จ [5], [4], [7] Λࢀর͞Ε͍ͨ.

ຊڀݚՊֶิڀݚॿۚ ՝൪߸ 15K17513 ͱ՝൪߸ 15K04891ͷॿΛड͚͓ͯΓ·͢ɽ
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3. Levantovskyy-Mart́ın ͷख๏
ɹ Semi-quasihomogeneous ͳཱݽಛҟͷ b-ؔʹؔ͢ΔGuimarães-Hefez([1])Βͷ
݁ՌΛ༻͍Δ͜ͱͰ, b-ؔͷࠜͷީิΛܾఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. b-ؔσϦέʔτ
ͳෳૉղੳతෆมྔͰ͋Δ͕, ૉ༺࡞ํఔࣜͱ͍͑Δύϥϝʔλ͖ภඍࢧ
K[u]⟨s, x, ∂

∂x⟩ʹ͓͚Δ fu(x)s ͷ annihilatorͷੜܥ Aʹର͠, Levantovskyy-Mart́ın

ͷख๏ͱแׅతϗϩϊϛʔD-Ճ܈ͷࢉܭΛΈ߹ΘͤΔ͜ͱͰ, fu(x) ͷ b-ؔΛޮ
తʹٻΊΔࢉܭ๏Λಋग़Ͱ͖Δ.
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多変数留数の計算アルゴリズム
(シェイプ基底をもつ場合)

小原功任 (金沢大学)

田島慎一 (筑波大学)

本稿では，ある条件のもとで多変数留数を exact に計算するアルゴリズムを与える．
領域 U ⊂ Cn 上の正則関数の組 F = {f1(x), . . . , fn(x)} が完全交叉であり，また，U

における f1(x), . . . , fn(x) の共通零点は一点 β ∈ U だけであるとする．このとき U 上
で正則な関数 ϕ(x) に対し，積分

Resβ

(
ϕ

f1 · · · fn
dx

)
=

(
1

2π
√
−1

)n ∫

Γ(β)

ϕ(x)

f1(x) · · · fn(x)
dx

を多変数留数 (Grothendieck local residue) という ([1])．ここで Γ(β) = {x ∈ U |
∥f1(x)∥ = ε, . . . , ∥fn(x)∥ = ε} は，十分小さな ε > 0 で定まる実 n次元サイクルで
ある．多変数留数 Resβ は，F から定まる偏微分作用素 TF =

∑
α cα(x)

∂α

∂xα により，
Resβ

(
ϕ

f1···fndx
)

= (TFϕ)|x=β と表すことができることが知られている．したがって，
ネーター作用素 TF を求めることは多変数留数を求めることに等しい．
われわれの目標は，計算機に実装可能な，多変数留数の exact な計算アルゴリズム

を与えることである．本稿では，次の条件のもとで，exact に TF を構成するアルゴリ
ズムについて考える．

仮定 f1(x), . . . , fn(x)は x = (x1, . . . , xn)の多項式で与えられているとし，{f1(x), . . . , fn(x)}
の生成する C[x]-イデアル I が，0次元イデアルであって，その準素イデアル分解

I = Q1 ∩ · · · ∩QN , (各
√

Qk は素イデアル)

の各成分 Qk がシェイプ基底をもつと仮定する．つまり，準素イデアル Qk は，適当に
変数の番号を変えることで {gk1(x1)mk , x2 − gk2(x1), . . . , xn − gkn(x1)} で生成される．

以下，具体的なアルゴリズムを述べる．最初に，VC(I) に台をもつ代数的局所コホ
モロジー類σ =

[
1

f1···fn
]
のみたす微分方程式系，つまり零化イデアル AnnDn(σ) (の部

分左イデアル)を求めたい．ワイル代数Dn = C⟨x, ∂⟩ におけるグレブナー基底を用い
て計算することもできるが，計算量の観点から，われわれはDn におけるグレブナー基
底計算を回避し，多項式環 C[x] における問題へと帰着させる．まず DnI ⊂ AnnDn(σ)

が分かる．次に一階作用素 ℓ =
∑n

i=1 ai(x)∂i + c(x) ∈ Dn を考えると，ℓ ∈ AnnDn(σ)

の必要十分条件は，“任意の fk について
∑n

i=1 ai(x)
∂fk
∂xi

∈ I”である．この連立方程式
を C[x]-加群のシチジーの問題とみなして解くことにより，すべての a1(x), . . . , an(x)

が得られる．これら一階作用素と I で生成される，AnnDn(σ) の部分左イデアルを A
とする．
零点集合 VC(I) の既約成分 Zk = VC(Qk) に台をもつデルタ関数 δZk

を考える．こ
のとき σ は Zk に台をもつコホモロジー類 σk の和に分解され，しかもヤコビ行列式
J = det

(
∂(f1,...,fn)
∂(x1,...,xn)

)
について，Jσk = mkδZk

をみたす (mk は Qk の重複度)．また，
σk = TkδZk

となる Tk ∈ Dn が存在し，これが既約成分ごとに定まるネーター作用素で
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ある．よって準素イデアル分解を求めた後に，準素イデアル Qk ごとに，以下に述べ
る手順でネーター作用素 Tk を求めることになる．
仮定より，根基

√
Qkは{gk1(x1), x2 − gk2(x1), . . . , xn − gkn(x1)} で生成される．した

がって変数変換 (u1, u2, . . . , un) = (x1, x2 − gk2(x1), . . . , xn − gkn(xn)) を用いて，重複
方向を表す微分作用素

Rk = − ∂

∂u1
= −∂1 −

n∑

i=2

∂i
∂gki
∂x1

∈ Dn

が定まる．AnnDn(σ) · TkδZk
= 0 であったから，まずはAnnDn(σ) ·SkδZk

= 0 をみたす
微分作用素で，次の形となるものを決定したい (最高次の係数が 1)：

Sk = Rmk−1
k +Rmk−2

k smk−2(x) + · · ·+Rks1(x) + s0(x) ∈ Dn, (si(x) ∈ C[x])

デルタ関数の零化イデアルが AnnDn(δZk
) = Dn

√
Qk であることに注意すると，ASk ⊂

Dn

√
Qk となるので，係数 s0(x), . . . , smk−2(x) は C[x]/

√
Qk の元としてよい．仮定よ

り，剰余環 C[x]/
√
Qk はベクトル空間として有限次元であるから，未定係数を用いて

各 si(x) を表すと，条件 ASk ⊂ Dn

√
Qk は，多項式イデアル

√
Qk に対するイデアル

メンバーシップ問題に他ならない．シェイプ基底はグレブナー基底の一種であるので，
イデアルメンバーシップ問題は除算を用いて容易に解くことができる．したがって，多
項式 s0(x), . . . , smk−2(x) が求まり，Sk も決まる．
次に最高次の係数，すなわち Tk = Skhk(x) となる多項式 hk(x) を求めたい．この

とき，Jσk = mkδZk
および σk = TkδZk

に注意すると，JSkhk(x)δZk
= mkδZk

である
から，

JSkhk(x)−mk ∈ AnnDn(δZk
) = Dn

√
Qk

でなければならない．やはり hk(x) ∈ C[x]/
√
Qk とみなしてもよいので，同様に未定係

数法を用いて hk(x) を決定できる．よって，Zk におけるネーター作用素 Tk = Skhk(x)

が定まる．
すべての既約成分に対して，この手順を繰り返すことで，既約成分ごとに分解され

たネーター作用素の組 {T1, . . . , TN} が得られる．

以上より，{f1(x), . . . , fn(x)} の生成するイデアルがシェイプ基底をもつ準素イデア
ルで表される場合に適用可能な，多変数留数の計算アルゴリズムが与えられた．われ
われはまた，この計算アルゴリズムを計算機代数システム Risa/Asir に実装した．

参考文献
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໘ͷΨεࣸ૾ͷۂখۃඋ
తੑ࣭ͷزԿֶతղऍʹ͍ͭͯ

্ɹ༟ (Yu KAWAKAMIɼۚେֶཧڀݚҬՊֶܥ)∗

1. ং
ෳૉղੳֶۃখۂ໘ͷڀݚͷൃలʹେ͖͘د༩͍ͯ͠Δɽݦஶͳ݁Ռͱͯ͠ɼ1863

ʹA. EnneperͱK. WeierstrassʹΑΓൃ͞ݟΕͨɼEuclidۭؒͷۃখۂ໘Λෳૉ
ղੳతσʔλʹΑͬͯߏ͢Δ ‘Enneper-Weierstrassͷද͛ڍ͕’ࣜެݱΒΕΔɽ·ͨɼ
໘ͷੑ࣭͕ௐΒΕ͍ͯΔɽྫۂখۃ͔Βͷࢹͳ͓ɼෳૉղੳతࠓͳͬͨʹل21ੈ
͑ɼA. Alarcónࢯ, F. Forstneričࢯ, F. J. Lopezࢯͷۙ࠷ͷڀݚ [3]ɼ[4]ඇৗʹڵຯ
ਂ͍ɽۃখۂ໘ͱෳૉղੳֶͱͷؔʹΑͬͯಘΒΕͨ༗໊ͳڀݚͱͯ͠ɼ‘Euclid

ۭؒͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷ૾ͷେ͖͞ͷܾఆ’͕͋Δɽ͜Εɼ3ݩ࣍
EuclidۭؒR3ͷฏ໘Ͱͳ͍උۃখۂ໘ʹରͯ͠ɼGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶ
Λ͏ͷͰɼ1988ʹ౻ຊୱࢯͷจ [8]ʹΑΓɼ্ݶ ‘4’Ͱ͋Γɼ͜ͷ݁Ռ
จࢯͷͷͰ͋Δ͜ͱ͕ূ໌͞Εͨɽ·ͨɼ౻ຊྑ࠷ [8]Ͱɼ4ݩ࣍EuclidۭؒR4

ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷධՁʹؔͯ͠ྑ࠷ͷ݁ՌΛ༩͍͑ͯΔɽ
͔͠͠ɼ౻ຊࢯͷ͜ΕΒͷ݁ՌͷزԿֶతղऍ͋·Γਂ͘ΒΕ͍ͯͳ͔ͬͨɽ
ͦ͜ͰຊߘͰɼ౻ຊࢯͷ݁ՌͷزԿֶతղऍΛ໌Β͔ʹ͢ΔͨΊɼEuclidۭ͔ؒ

Βͷ༠ಋྔܭΛҰൠԽͨ֯͠ྔܭΛ͑ߟɼͦͷݱʹྔܭΕΔ༗ཧؔܕɼ·ͨਖ਼
ଇࣸ૾ͷ૾ͷେ͖͞ʹؔ͢ΔධՁΛ༩͑ɼઌʹड़ͨۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎
ͷ্ݶʹɼඍزԿֶతͳྔͰ͋ΔྔܭͷΦʔμʔ͕ݱΕΔ͜ͱΛղઆ͢Δɽୈ
2ষͰɼจ [16]Ͱࣔͨ͠ɼ։Riemann໘Σ͕֯ྔܭds2 = (1 + |g|2)m|ω|2ʢͨͩ
͠ɼgΣ্ͷ༗ཧؔܕɼωΣ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗɼmਖ਼ͷʣΛͭͱ͖ɼ
ͦͷྔܭʹؔ͢ΔGaussۂͷධՁʢఆཧ 2.2ʣΛ༩͑Δɽ͜ͷ݁Ռ͔ΒɼR3ͷฏ
໘Ͱͳ͍උۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶ ‘4’ͷزԿֶతղऍɼ‘2ʢ=R3

ͷ༠ಋݱʹྔܭΕΔΦʔμʔʣ+ 2ʢ=Gaussࣸ૾ͷҬͰ͋ΔRiemannٿ໘ͷEuler

ඪʣ’Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽͳ͓ɼຊ݁Ռͷۃখۂ໘Ҏ֎ͷଞͷΫϥεͷۂ໘ͷԠ
༻ͦͷଞͷGaussࣸ૾ͷతੑ࣭ʹ͍ͭͯ [17]ɼ[18]ΛࢀরͤΑɽୈ3ষͰ
ɼߨԋऀ͕૬ࢯࢠྰࢁɼև༤ࢯɼࠓࢯޛͱͷڞಉڀݚ [2]ͰಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɼ
R4ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ݁Ռʹؔ͢ΔزԿֶతղऍʢఆཧ3.2ʣ
Λ༩͑Δɽୈ 4ষͰɼඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷͷڀݚͷ՝ͱలʹ
͍ͭͯड़Δɽ

2. ໘ͷGaussࣸ૾ۂখۃඋEuclidۭؒͷݩ࣍3
·ͣɼ3ݩ࣍EuclidۭؒR3ͷۃখۂ໘ͷجຊత࣮ࣄΛ෮श͢Δɽৄࡉ [10]ɼ[15]ɼ
[21]ͳͲΛࢀরͤΑɽX = (x1, x2, x3) : Σ → R3Λ͖͚ΒΕͨۃখۂ໘ͱ͢Δɽ͜
ͷۂ໘ͰԹ࠲ඪܥ (u, v)ΛͱΔ͜ͱʹΑΓɼΣΛR3͔Βͷ༠ಋྔܭΛ֯ྔܭͱ͢
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ΔRiemann໘ͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

△ds2X = 0, (2.1)

͕Γཱͭɽͭ·Γɼۃখۂ໘ͷ֤ؔ xi͕ Σ্ͷௐؔͱͳΔɽෳૉ࠲ඪ
z = u+

√
−1vΛ༻͍Δͱɼʢ2.1ʣ͔Β

∂̄∂X = 0 (2.2)

ͱͳΔɽ͜͜Ͱɼ∂ = (∂/∂u−
√
−1∂/∂v)/2ɼ∂̄ = (∂/∂u+

√
−1∂/∂v)/2ͱ͢ΔɽΑͬ

ͯɼ֤φi := (∂xi/∂z)dz (i = 1, 2, 3)Σ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗΛͳΔɽͦ͜Ͱɼ

g =
φ3

φ1 −
√
−1φ2

, ω = φ1 −
√
−1φ2 (2.3)

ͱ͓͘ͱɼgΣ্ͷ༗ཧؔܕɼωΣ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗͱͳΔɽ͜ͷ༗ཧؔܕ
ͱਖ਼ଇ ͷରࣜܗඍ࣍1 (g,ω)Λۃখۂ໘X(Σ)ͷWeierstrassσʔλͱݺͿɽ͞Β
ʹɼg : Σ → C := C ∪ {∞} ≃ S2͜ͷۂ໘ͷGaussࣸ૾ͱͳΓɼR3͔Βͷ༠ಋྔܭ
ds2

ds2 = (1 + |g|2)2|ω|2 (2.4)

ͱදͤΔɽR3ͷۃখۂ໘X(Σ)͕උͰ͋Δͱɼۂ໘্ͷͯ͢ͷൃࢄ࿏͕ྔܭ
ds2ʹؔͯ͠ແݶେͷ͞Λͭͱ͖Λ͍͏ɽ
R3ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶʹؔͯ͠౻ຊୱࢯʹΑΓ࣍

ͷ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 2.1 ([8]). X : Σ → R3Λ͖͚ΒΕͨۃখۂ໘ͱ͢ΔɽGaussࣸ૾g : Σ → C

͕গͳ͘ͱ૬ҟͳΔ5ͭҎ্ͷআ֎α1, . . . ,αq (q ≥ 5)Λͭͱ͖ɼআ֎α1, . . . ,αq

ʹΑΔ͕ɼۂ໘ͱແؔͳਖ਼ͷఆC͕ଘ͠ࡏɼΣͷ֤pʹରͯ͠ɼ

|Kds2(p)|1/2 ≤
C

d(p)
(2.5)

͕Γཱͭɽ͜͜ͰɼKds2(p)pʹ͓͚Δྔܭds2ʹؔ͢ΔGaussۂɼd(p)Λp

͔ΒΣͷڥք·Ͱͷଌతڑͱ͢ΔɽಛʹɼR3ͷฏ໘Ͱͳ͍උۃখۂ໘ͷGauss

ࣸ૾ͷআ֎ߴʑ4Ͱ͋Δɽ

զʑ͜ͷ݁ՌͷزԿֶతղऍΛ༩͑ΔͨΊɼR3ͷ༠ಋྔܭ (2.4)ΛҰൠԽͨ͠
ͷ݁ՌΛಘͨɽ࣍ɼ͑ߟ͍ͯͭʹؔܕΕΔ༗ཧݱʹɼͦͷத͑ߟΛྔܭ֯

ఆཧ 2.2 ([16]). ΣΛ֯ྔܭ

ds2 = (1 + |g|2)m|ω|2 (2.6)

Λͭ։Riemann໘ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼgΛΣ্ͷ༗ཧؔܕɼωΛΣ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍ
g͕૬ҟͳΔؔܕɼmΛਖ਼ͷͱ͢Δɽ༗ཧࣜܗ q ≥ m+3ݸͷআ֎Λͭͱ͢
Δɽ͜ͷͱ͖ɼmͱআ֎ू߹ʹΑΔ͕ɼۂ໘Σͱແؔͳਖ਼ͷఆC͕ଘ͠ࡏɼ
Σͷ֤pʹ͍ͭͯۂධՁ (2.5)͕Γཱͭɽಛʹɼྔܭds2͕උͰg͕ඇఆͳΒ
ɼgͷআ֎ߴʑm+ 2Ͱ͋Δɽ
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උͳͱ͖ɼఆཧds2͕ྔܭ 2.2ʹ͋Δ gͷআ֎ͷ্ݶྑ࠷Ͱ͋Δɽ࣮࣍ʹࡍ
ͷྫ͕ଘ͢ࡏΔɽ

໋ 2.3 ([16]). ։ Riemann໘ Σͱͯ͠ɼෳૉฏ໘ C͔Β q − ͷ૬ҟͳΔݸ1
α1, . . . ,αq−1(∈ C)Λআ͍ͨͷɼ·ͨɼͦͷීวඃ෴໘Λ͑ߟΔɽΣ্ͷ༗ཧؔܕ
 gɼਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗωΛͦΕͧΕ

g = z, ω =
dz

∏q−1
i=1 (z − αi)

(2.7)

ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼgͷআ֎ qͰ͋Δɽ·ͨɼྔܭ ds2͕උͰ͋ΔͨΊʹ
q ≤ m+2͕ඞཁेͰ͋Δɽಛʹɼds2͕උͰgͷআ֎͕m+2ͷྫ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ূ໌. Ծఆ͔Βɼg͕ qݸͷ૬ҟͳΔα1, . . . ,αq−1,∞Λআ֎͍ͯ͠Δ͜ͱ༰қʹΘ
͔ΔɽΣ্ͷൃࢄ࿏Γα1, . . . ,αq−1,∞ͷ͍ͣΕ͔ͷʹ͏͔ɽ͜ͷͱ͖ɼແݶԕ
∞ʹ͏͔Γͷྔܭds2ʹؔ͢Δ͞Λ͑ߟΔͱɼ

∫

Γ

ds =

∫

Γ

(1 + |g|2)m/2|ω| =
∫

Γ

(1 + |z|2)m/2

∏q−1
i=1 |z − αi|

|dz| = ∞

Ͱ͋ΔͨΊʹ q ≤ m+ 2͕ඞཁेͰ͋Δɽ

ҙ 2.4. ఆཧ2.2Ͱड़ͨɼྔܭds2͕උͳ߹ͷgͷআ֎ͷ্ݶ ‘m+2’ͷ ‘2’

Riemannٿ໘ͷEulerඪΛҙຯ͢Δɽ࣮ࡍɼm = 0ͷ߹Λ͑ߟΔͱɼds2 = |ω|2

ͱͳΓɼ͜ΕΣ্ͷඋͳฏୱྔܭΛ༩͑Δ͜ͱ͔Βɼෳૉฏ໘C͔ΒΣͷීว
ඃ෴ࣸ૾ π͕ଘ͢ࡏΔɽͦ͜ͰɼgͷΘΓʹ g ◦ πΛ͑ߟΔ͜ͱͰɼgΛC্ͷ༗ཧ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽҰํɼAhlfors͑ߟͱؔܕ [1]Chern [5]ͷ݁Ռ͔ΒɼC্ͷඇఆ
༗ཧؔܕͷআ֎ͷ্ݶͷ ‘2’Riemannٿ໘ͷEulerඪͱҰக͢Δ͜ͱ͕Θ
͔Δɽ

Ҏ্ͷ͜ͱ͔ΒɼR3ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶ ‘4’ͷزԿֶ
తղऍɼ‘2ʢ=R3͔Βͷ༠ಋݱʹྔܭΕΔΦʔμʔʣ+ 2ʢGaussࣸ૾ͷҬͰ͋Δ
Riemannٿ໘ͷEulerඪʣ’Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɽ
ఆཧ 2.2ͷূ໌Λհ͢ΔɽཱମࣹӨ π : S2 → CʹΑͬͯS2ͱRiemannٿ໘CΛ

ಉҰͯ͠ࢹɼC্ͷαͱβͷڑݭͷ1/2Λ |α, β|Ͱද͢ɽ͜ͷͱ͖ɼα, β ∈ Cʹର
ͯ͠ɼ

|α, β| = |α− β|√
1 + |α|2

√
1 + |β|2

, |α,∞| = 1√
1 + |α|2

ͱͳΔɽఆཧ2.2ͷূ໌ʹɼ࣍ͷ2ͭͷิΛ༻͍Δɽ

ิ 2.5. [11, 136ϖʔδͷ (8.12)] gΛqݸͷ૬ҟͳΔআ֎α1, . . . ,αqΛͭ△R :=

{z ∈ C ; |z| < R} (0 < R ≤ +∞) ্ͷඇఆ༗ཧؔܕͱ͢Δɽ͠ q > 2ͳΒɼ
η < (q − 2)/qͱͳΔਖ਼ͷ࣮ ηʹରͯ͠ɼqͱL = mini<j |αi,αj|ʹͷΈґଘ͢Δਖ਼ͷ
࣮C ′͕ଘͯ͠ࡏ

|g′z|
(1 + |g|2)

∏q
j=1 |g,αj|1−η

≤ C ′ R

R2 − |z|2 (2.8)

͕Γཱͭɽ
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͜ͷิෛۂʹؔ͢ΔAhlfors-Schwarzͷิ͔Βಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜ͷิ
ͷূ໌ͷҰ෦ɼ౻ຊࢯͷॻͷຊ [12]ʹ͋Δɽ

ิ 2.6. [10, Lemma 1.6.7] dσ2Λ։Riemann໘Σ্ͷฏୱͳ֯ྔܭͱ͢Δɽ͜
ͷͱ͖ɼΣͷҙͷpʹରͯ͠ɼ͋Δ։ԁ൘△R := {z ∈ C | |z| < R} (0 < R ≤ +∞)

͔Β pͷ։ۙͷඍಉ૬ࣸ૾Φ͕ଘ͠ࡏɼΦ(0) = p͕ΓཱͪɼΦ∗(dσ2)͕△R

্ͷEuclidྔܭ ds2EͱతͱͳΓɼ|a0| = 1ΛΈͨ͢ҙͷ a0ʹରͯ͠ɼLa0 =

{w := a0s | 0 < s < R}ͷΦʹΑΔ૾Γa0͕Σ্ͷൃࢄ࿏ͱͳΔɽ

ఆཧ2.2ͷূ໌ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽg͕૬ҟͳΔqݸͷআ֎α1, . . . ,αqΛ͍ͬͯ
ͨͱ͢ΔɽඞཁͳΒదͳMöbiusมΛ͜͢ࢪͱͰɼαq = ∞ͱԾఆ͢Δɽࠓɼਖ਼
ͷ࣮ηͱͯ͠

q − 2(m+ 1)

q
< η <

q − (m+ 2)

q

ΛΈͨ͢ͷΛऔΓɼλ := m/(q − 2 − qη)ͱ͢Δɽq ≥ m + 3ͱԾఆ͍ͯ͠ΔͷͰɼ
1/2 < λ < 1ͱͳΔɽͦ͜ͰɼΣ′ := {p ∈ Σ ; g′z(p) ̸= 0}ʢͨͩ͠ɼg′z = dg/dzʣ্ͷܭ
ྔͱͯ͠

dσ2 = |ω̂z|2/(1−λ)

(
1

|g′z|
∏q−1

j=1

(
|g − αj|√
1 + |αj|2

)1−η)2λ/(1−λ)

|dz|2 (2.9)

Λ͑ߟΔɽͨͩ͠ɼω = ω̂zdzͱ͢ΔɽΣ′ͷҙͷ pΛऔΔɽ͜ͷྔܭdσ2ฏୱͳ
ͷͰɼิ 2.6ΑΓɼ͋Δ։ԁ൘∆R = {z ∈ C; |z| < R} (0 < R ≤ +∞)͔Β pͷ։ۙ
ͷඍಉ૬ࣸ૾Φ͕ଘ͠ࡏɼΦ(0) = pͰɼΦ∗(dσ2)͕∆R্ͷEuclidྔܭds2Eͱ
తͱͳΓɼ|a0| = 1ΛΈͨ͢ҙͷa0ʹରͯ͠La0 = {w := a0s ; 0 < s < R}ͷΦ

ʹΑΔ૾Γa0͕Σ′্ͷൃࢄ࿏ͱͳΔɽه߸Λ؆ܿʹ͢ΔͨΊɼ∆R্ͷ g ◦ ΦΛ gͱද
͢͜ͱͱ͢Δɽิ2.5ΑΓɼ

R ≤ C ′1 + |g(0)|2

|g′z(0)|

q∏

j=1

|g(0),αj|1−η < +∞ (2.10)

͕ΓཱͭͷͰɼR༗ݶͰ͋ΔɽΑͬͯɼྔܭdσ2ʹؔ͢ΔΓa0ͷ͞ΛLdσ(Γa0)ͱ
͢Δͱ

Ldσ(Γa0) =

∫

Γa0

dσ = R < +∞

͕Γཱͭɽ͜ͷͱ͖ɼΓa0Σ্ͷൃࢄ࿏ͱͳΔɽ࣮ࡍͦ͠͏Ͱͳ͍ͱ͢ΔͱɼΓa0

g′(p0) = 0ͱͳΔp0ʹ͜͏͔ͱʹͳΔɽͦ͜Ͱɼζ(p0) = 0ΛΈͨ͢p0ͷۙ
ʹ͓͚Δہॴෳૉ࠲ඪ ζΛదʹऔΔ͜ͱͰɼྔܭdσ2Λɼ͋Δਖ਼ͷΛऔΔͳΊΒ͔
ͳؔwΛ༻͍ͯ

dσ2 = |ζ|−2λ/(1−λ)w|dζ|2

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽλ/(1− λ) > 1ΑΓ

R =

∫

Γa0

dσ ≥ C̃

∫

Γa0

|dζ|
|ζ|λ/(1−λ)

= +∞

ͱͳΓɼࣜ (2.10)ʹໃ६͢Δɽ
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Φ∗(dσ2) = |dz|2ͱͳΔͷͰɼࣜ (2.9)ΑΓ

|ω̂z| =
(
|g′z|

q−1∏

j=1

(√
1 + |αj|2
|g − αj|

)1−η)λ

(2.11)

ͱͳΔɽΑͬͯɼิ2.5ΑΓ

Φ∗ds = |ω̂z|(1 + |g|2)m/2|dz|

=

(
|g′z|(1 + |g|2)m/2λ

q−1∏

j=1

(√
1 + |αj|2
|g − αj|

)1−η)λ

|dz|

=

(
|g′z|

(1 + |g|2)
∏q

j=1 |g,αj|1−η

)λ

|dz|

≤ (C ′)λ
(

R

R2 − |z|2

)λ

|dz|

ͱͳΔɽ1/2 < λ < 1ΑΓ

d(p) ≤
∫

Γa0

ds =

∫

La0

Φ∗ds ≤ (C ′)λ
∫

La0

(
R

R2 − |z|2

)λ

|dz| ≤ (C ′)λ
R1−λ

1− λ
(< +∞)

ΛಘΔɽ͞Βʹɼࣜ (2.10)ΑΓ

d(p) ≤ C ′

1− λ

(
1 + |g(0)|2

|g′z(0)|

q∏

j=1

|g(0),αj|1−η

)1−λ

ΛಘΔɽҰํɼ֯ྔܭds2 = (1 + |g|2)m|dz|2ʹؔ͢ΔGaussۂ

Kds2 = − 2m|g′z|2

(1 + |g|2)m+2|ω̂z|2

ͱͳΔɽΏ͑ʹɼࣜ (2.11)ΑΓ

|Kds2|1/2 =
√
2m

(
|g′z|

1 + |g|2

)1−λ( q∏

j=1

|g,αj|(1−η)

)λ

ಘΔɽ֤ jʹରͯ͠ |g,αj| ≤ 1ΑΓ

|Kds2(p)|1/2d(p) ≤
√
2mC ′

1− λ
=: C

ΛಘΔɽC ′ͱλͷఆٛΑΓɼCਖ਼ͷ࣮ͰɼmɼqͱL := mini<j|αi,αj|ʹґଘ͢Δɽ

3. ໘ͷGaussࣸ૾ۂখۃඋEuclidۭؒͷݩ࣍4
ݩ࣍4 Euclidۭؒ R4 ͷۃখۂ໘ͷجຊత࣮ࣄΛ෮श͢ΔɽR4 ͷۃখۂ໘ͷ
Ҏ֎ʹɼྫ͑ݙจͨ͛ڍɼલষͰࡉৄ [6]ɼ[14]ͳͲΛࢀর͢ΔͱΑ͍ɽX =

(x1, x2, x3, x4) : Σ → R4ΛR4ͷਖ਼ଇͳۃܗڞখΊࠐΈͱ͢Δɽ͜͜ͰɼΣ͖
͚ΒΕͨ2ݩ࣍C∞ڃଟ༷ମͱ͢Δɽ͜ͷۂ໘ʹରͯ͠Թ࠲ඪܥz = u+

√
−1vΛऔ
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Δ͜ͱͰɼΣΛRiemann໘ͱݟͳ͢ɽ͜ͷͱ͖ɼXͷۃখੑ͔ΒɼΣඞͣ։Riemann

໘ͱͳΔɽΑ͘ΒΕ͍ͯΔΑ͏ʹɼR4ͷ͖͚ΒΕͨ2ݩ࣍ઢܗ෦ۭؒશମ
ͷू߹ʢGrassmannଟ༷ମGr(2,R4)ͷ͜ͱʣɼ3ݩ࣍ෳૉࣹӨۭؒP3(C)ͷ2࣍
ۂ໘

Q2(C) := {(w1 : w2 : w3 : w4) ∈ P3(C) | (w1)2 + (w2)2 + (w3)2 + (w4)2 = 0}

ͱಉҰ͢ࢹΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽΑͬͯɼ͜ͷۂ໘X(Σ)ͷGaussࣸ૾GɼΣͷ֤p͔
ΒX(p)Ͱͷ͖͚ΒΕͨฏ໘ͷରԠͱ͑ߟΔ͜ͱͰɼΣ͔ΒQ2(C)ͷࣸ૾
G : Σ → Q2(C)ͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͞Βʹɼۃখۂ໘ͷ߹ɼGਖ਼ଇࣸ૾ͱͳ
ΔɽҰํɼ2࣍ۂ໘Q2(C)C×Cͱਖ਼ଇಉͳͷͰɼGΣ্ͷ༗ཧؔܕͷ
ର (g1, g2)ͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ֤ i (1 ≤ i ≤ 4)ʹରͯ͠ɼφi = (∂xi/∂z)dzͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ͜ͱ͕Γཱͭɿ

(C) ݅ɿܗڞ Σφ2
i = 0,

(R) ਖ਼ଇ݅ɿ Σ |φi|2 > 0,

(P) पظ݅ɿ ֤ iͱ֤αΠΫϧγ ∈ H1(Σ,Z)ʹରͯ͠ɼRe

∫

γ

φi = 0.

͍·

ω = ω̂zdz := φ1 −
√
−1φ2, g1 :=

φ3 +
√
−1φ4

φ1 −
√
−1φ2

, g2 :=
−φ3 +

√
−1φ4

φ1 −
√
−1φ2

ͱ͢ΔͱɼωΣ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗɼg1ɼg2ͱʹΣ্ͷ༗ཧؔܕͱͳΔɽ͞
ΒʹɼG = (g1, g2) : Σ → C×Cઌʹड़ͨۂ໘X(Σ)ͷGaussࣸ૾ͱҰக͢Δɽ·
֤ͨφiΛ

φ1 =
1

2
(1 + g1g2)ω, φ2 =

√
−1

2
(1− g1g2)ω, φ3 =

1

2
(g1 − g2)ω, φ4 = −

√
−1

2
(g1 + g2)ω

(3.1)

ͱ͓͘ͱɼ

X(z) = Re

∫ z

z0

2(φ1,φ2,φ3,φ4) (3.2)

ͱͳΔɽ͜ΕΛR4ͷۃখۂ໘ʹର͢ΔEnneper-Weierstrassͷදࣜެݱͱ͍͏ɽٯ
ʹɼ։Riemann໘Σ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗωͱ2ͭͷ༗ཧؔܕ g1ͱ g2ʹରͯ͠ɼ֤
φiΛ (3.1)ͰఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ఆΊํ͔Βɼ݅ (C)ࣗಈతʹΓཱͪɼ݅ (R)
ʮωͷkҐͷྵͰͷΈɼg1ɼg2ͦΕͧΕkҐͷۃΛͭʯͱ༁Ͱ͖Δɽ࣮ࡍɼX(Σ)

ͷR4͔Βͷ༠ಋྔܭds2

ds2 = (1 + |g1|2)(1 + |g2|2)|ω|2 (3.3)

ͱදͤΔɽ·ͨ͜ͷྔܭʹؔ͢ΔGaussۂKds2

Kds2 = − 2

|ω̂z|2(1 + |g1|2)(1 + |g2|2)

(
|g′1|2

(1 + |g1|2)2
+

|g′2|2

(1 + |g2|2)2

)

ͱͳΔɽ
R4ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶʹ͍ͭͯɼ౻ຊୱࢯʹΑΓ࣍

ͷ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽ
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ఆཧ 3.1. [8, Theorem II] X : Σ → R4Λඋۃখۂ໘ͱ͠ɼG = (g1, g2) : Σ → C×C

ΛͦͷGaussࣸ૾ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ͜ͱ͕Γཱͭɿ

(1) g1ɼg2͕ͱʹඇఆࣸ૾Ͱɼg1ͷআ֎Λ q1ɼg2ͷআ֎Λ q2ͱ͢Δͱɼ
q1 ≤ 2͔ q2 ≤ 2ɼ·ͨ࣍ͷࣜͷ͍ͣΕ͔͕Γཱͭɿ

1

q1 − 2
+

1

q2 − 2
≥ 1. (3.4)

(2) g1ɼg2ͷ͍ͣΕ͔͕ఆࣸ૾ͷͱ͖ʢઆ໌Λ؆୯ʹ͢ΔͨΊɼ͜͜Ͱg1Λఆ
ࣸ૾ͱ͢Δʣɼg2ͷআ֎ߴʑ3Ͱ͋Δɽ

͜ͷ݁Ռྑ࠷Ͱ͋Δɽ࣮ࡍɼ͜ͷ݁Ռͷੑྑ࠷Λࣔ͢ྫ͕ [25, Examples 4.4, 4.5]

Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
զʑ͜ͷ݁ՌͷزԿֶతղऍΛ༩͑ΔͨΊɼྔܭ (3.3)ΛҰൠԽͨ͠උ֯ྔܭ

ͰߟΛ͍ߦɼ࣍ͷ݁ՌΛಘͨɽ

ఆཧ 3.2 ([2]). ΣΛ֯ྔܭ

ds2 =
n∏

i=1

(1 + |gi|2)mi |ω|2 (3.5)

Λͭ։Riemann໘ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼG = (g1, . . . , gn)Σ͔Β (C)n := C× · · ·×C︸ ︷︷ ︸
n

ͷਖ਼ଇࣸ૾ɼωΛΣ্ͷਖ਼ଇ1࣍ඍࣜܗɼ֤miʢi = 1, · · · , nʣΛਖ਼ͷͱ͢Δɽ
Gͷؔgi1 , . . . , gik (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n)͕ඇఆͰɼͦͷଞ͕ఆͰ͋Δͱ͢
Δɽ͠ྔܭds2͕උͰɼ֤gil (l = 1, · · · , k)͕૬ҟͳΔ qil > Ҏ্ͷআ֎Λݸ2
ͭͱ͢Δͱɼ

k∑

l=1

mil

qil − 2
≥ 1 (3.6)

͕Γཱͭɽ

ఆཧ3.2ɼm1, . . . ,mnͷগͳ͘ͱ1͕ͭਖ਼Ͱɼଞ͕0ͷ߹ͰΓཱͭɽྫ͑
ɼg := gi1ඇఆؔͰଞ͕ఆؔͰ͋ͬͨͱ͢Δɽ͠m := mi1͕ਖ਼ͷ
Ͱɼଞ͕ͯ͢0Ͱ͋ͬͨͱ͢Δͱɼࣜ (3.6)

m

q − 2
≥ 1 ⇐⇒ q ≤ m+ 2

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼq := qi1ͱ͢Δɽ͜Εલষͷఆཧ 2.3ͷ݁ՌʹରԠ͢Δɽ·ͨɼ͢
ͯͷmi͕ 0ͷͱ͖ɼds2 = |ω|2ͱͳΓΣ্ͷඋฏୱྔܭͱͳΔͷͰɼGͷ֤
ؔC্ͷ༗ཧؔܕͱͯ͠Α͍ɽ
ࣜ (3.6)ྑ࠷Ͱ͋Δɽ࣮ࡍɼ໋ 2.3ͱಉ༷ͷٞͰɼ࣍ͷྫ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ࣔ

ͤΔɽ

໋ 3.3 ([2]). ։ Riemann໘ Σͱͯ͠ɼෳૉฏ໘ C͔Β p − ͷ૬ҟͳΔݸ1
α1, . . . ,αp−1(∈ C)Λআ͍ͨͷɼ·ͨɼͦͷීวඃ෴໘Λ͑ߟΔɽΣ্ͷਖ਼ଇ ࣍1
ඍࣜܗωΛͦΕͧΕ

ω =
dz

∏p−1
i=1 (z − αi)
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ͱ͠ɼΣ্ͷਖ਼ଇࣸ૾G = (g1, . . . , gn)Λ

gi1 = · · · = gik = z (1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n)

ͱ͠ɼଞͷؔఆͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼͯ͢ͷgil (l = 1, · · · , k)pݸ
ͷ૬ҟͳΔআ֎α1, . . . ,αp−1,∞Λͪɼྔܭ උͰ͋ΔͨΊʹɼ͕(3.5)

p ≤ 2 +
k∑

l=1

mil

͕ඞཁेͰ͋Δɽಛʹɼࣜ (3.6)ͷ߸ΛΈͨ͢ྫ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ఆཧ3.2ͷূ໌ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽࠓɼgil (l = 1, · · · , k)͕૬ҟͳΔ qilݸͷআ֎
αl
1, . . . ,α

l
qil
Λ͍ͬͯͨͱ͢ΔɽඞཁͳΒ֤ gilʹదͳMöbiusมΛ͜͢ࢪͱͰɼ

α1
qi1

= · · · = αk
qik

= ∞ͱԾఆ͢Δɽഎཧ๏Ͱࣔ͢ͷͰɼqil > 2 (l = 1, · · · , k) Ͱɼ͔ͭ

k∑

l=1

mil

qil − 2
< 1 (3.7)

͕Γཱͭͱ͢Δɽࣜ (3.7)͔Βɼ֤ il (l = 1, · · · , k)ʹରͯ͠ɼqil > mil + 2͕Γ
ཱ͍ͬͯΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽࠓɼਖ਼ͷ࣮ ηͱͯ͠ɼ֤ il (l = 1, · · · , k)ʹରͯ͠ɼ

0 < η <
qil − 2−mil

qil
(3.8)

͕ΓཱͭͷΛऔΓɼ

λil :=
mil

qil − 2− qilη
(l = 1, · · · , k)

ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼेখ͍͞ਖ਼ͷ࣮ ηʹରͯ͠ɼ

Λ :=
k∑

l=1

λil =
k∑

l=1

mil

qil − 2− qilη
< 1 (3.9)

ͱͳΓɼ͞Βʹ
λil

1− Λ
> 1 (l = 1, · · · , k) (3.10)

͕Γཱͭɽͦ͜ͰɼΣ′ := {p ∈ Σ ; g′il(p) ̸= 0 (l = 1, · · · , k)}ʢͨͩ͠ɼg′il = dgil/dzʣ
্ͷྔܭͱͯ͠

dσ2 = |ω̂z|
2

1−Λ

k∏

l=1

(
1

|g′il |

qil−1∏

j=1

( |gil − αl
j|√

1 + |αl
j|2

)1−η
) 2λil

1−Λ

|dz|2 (3.11)

Λ͑ߟΔɽΣ′ͷҙͷpΛऔΔɽ͜ͷྔܭdσ2ฏୱͳͷͰɼิ2.6ΑΓɼ͋Δ։
ԁ൘∆R = {z ∈ C ; |z| < R} (0 < R ≤ +∞)͔Β pͷ։ۙͷඍಉ૬ࣸ૾Φ͕ଘ
ɼΦ(0)͠ࡏ = pͰɼΦ∗(dσ2)͕∆R্ͷEuclidྔܭ ds2EͱతͱͳΓɼ|a0| = 1ΛΈ
ͨ͢ҙͷ a0ʹରͯ͠La0 = {w := a0s ; 0 < s < R}ͷΦʹΑΔ૾Γa0͕Σ′্ͷൃ
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Λ؆ܿʹ͢ΔͨΊɼຊষͰ∆R্ͷgil߸ه࿏ͱͳΔɽࢄ ◦ΦΛgilͱද͢͜ͱͱ͢Δɽ
ิ2.5ΑΓɼ֤ ilʹରͯ͠ɼ

R ≤ C ′
il

1 + |gil(0)|2

|g′il(0)|

qil∏

j=1

|gil(0),αl
j|1−η < +∞ (3.12)

͕ΓཱͭͷͰɼR༗ݶͰ͋ΔɽΑͬͯɼྔܭdσ2ʹؔ͢ΔΓa0ͷ͞ΛLdσ(Γa0)ͱ
͢Δͱ

Ldσ(Γa0) =

∫

Γa0

dσ = R < +∞

͕Γཱͭɽ͜ ͷͱ͖ɼఆཧ2.2ͷূ໌ͱಉ༷ʹɼΓa0Σ্ͷൃࢄ࿏ͱͳΔɽΦ∗(dσ2) =

|dz|2ͱͳΔͷͰɼࣜ (3.11)ΑΓ

|ω̂z| =
k∏

l=1

(
|g′il |

qil−1∏

j=1

(
√

1 + |αl
j|2

|gil − αl
j|

)1−η
)λil

ͱͳΔɽΑͬͯɼิ2.5ΑΓ

Φ∗ds = |ω̂z|
n∏

i=1

(1 + |gi|2)mi/2|dz|

≤ C1

(
k∏

l=1

|g′il|(1 + |gil|2)mil
/2λil

qil−1∏

j=1

(√
1 + |αl

j|2

|gil − αl
j|

)1−η)λil

|dz|

= C1

k∏

l=1

(
|g′il |

(1 + |gil|2)
∏qil

j=1 |gil ,αl
j|1−η

)λil

|dz| ≤ C2

(
R

R2 − |z|2

)Λ

|dz|

ͱͳΔɽΑͬͯɼd(p)Λp ∈ Σ͔ΒΣͷڥք·Ͱͷྔܭds2ʹؔ͢Δଌతڑͱ͢Δ
ͱɼ0 < Λ < 1ΑΓ

d(p) ≤
∫

Γa0

ds =

∫

La0

Φ∗ds ≤ C2

∫

La0

(
R

R2 − |z|2

)Λ

|dz| ≤ C2
R1−Λ

1− Λ
< +∞

ͱͳΔ͕ɼ͜Εྔܭds2ͷඋੑʹໃ६͢Δɽ

4. ͷలޙࠓ
ຊߘͰऔΓ্͛ͨɼඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷతੑ࣭ͷزԿֶతղऍʹؔ
͢Δޙࠓͷ՝ͱͯ͠ɼҰൠݩ࣍EuclidۭؒRmͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ʢ͜
ͷ߹ɼPm−1(C)ͷਖ਼ଇࣸ૾ͱͯ͑͠ߟΔʣͷআ֎ฏ໘ͷ্ݶͷزԿֶతղऍ
͕͋Δɽআ֎ฏ໘ͷ্ݶɼ౻ຊࢯ [9]Ruࢯ [28]ʹΑΓΘ͔͍ͬͯΔ͕ɼຊߘͷ
Α͏ͳࢹͰͷڀݚ·ͩଘ͠ࡏͳ͍ɽ·ͨɼRmͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷݚ
ʹؔ͢ΔZalcmanͷنরʣਖ਼ଇࣸ૾ͷਖ਼ࢀఆཧʢ[7]ɼ[13]ɼ[29]Λذۙɼڀ
,ཧͱͷରԠʢ[22]ݪ [26], [27]Λࢀরʣ͔ΒΜʹ͞ڀݚΕ͍ͯΔͷͰɼͦͷ݁Ռͱͷ
ରԠΛൺֱ͠ͳ͕ΒڀݚΛਐΊ͍͖͍ͯͨɽR3ͷඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎
ʹ͍ͭͯɼOssermanʹΑΓఏग़͞Εͨ༗ݶશۂඋۃখۂ໘ͷGaussࣸ૾
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ͷআ֎ͷ্ݶͷܾఆʢ[19]ɼ[20]ɼ[21]ʣະͩʹղܾ͞Ε͍ͯͳ͍ʢ༷ʑͳํ
໘͔Βʮղ͚ͨʯͱ͍͏એݴ͋Δ͕ʜʣɽ·ͨɼ͖͚ෆՄͳ༗ݶશۂඋۃ
খۂ໘ͷGaussࣸ૾ͷআ֎ͷ্ݶͷܾఆʢ[23], রʣͱ͍ͬͨࢀ[24]
͞Ε͍ͯΔɽ͞Βʹɼ͜Ε·ͰʹΒΕ͍ͯͳ͍తੑ࣭͕·ͩଘ͢ࡏΔՄ
ੑ͋ΔɽຊڀݚʹΑΓ͜ΕΒͷʹ͍ͭͯݟ௨͕͠Α͘ͳͬͨͱ͑ߟΒΕΔͷͰɼ
औΓΜͰ͍͖͍ͨɽ͘ڧؾࠜޙࠓ
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[3] A. Alarcón, F. Forstnerič and F. J. Lopez, New complex analytic methods in the study
of non-orientable minimal surfaces in Rn, preprint, arXiv:1603.01691.
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[23] F. J. López and F. Mart́ın, A note on the Gauss map of complete nonorientable minimal
surfaces, Pacific J. Math., 194 (2000), 129–136.

[24] F. Mart́ın, Complete minimal surafecs in R3, Global theory of minimal surfaces, 371–
380, Clay Math. Proc. 2, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2005.

[25] X. Mo and R. Osserman, On the Gauss map and total curvature of complete minimal
surfaces and an extension of Fujimoto’s theorem, J. Differential Geom., 31 (1990), 343–
355.

[26] X. Liu and X. C. Pang, Normal family theory and Gauss curvature estimate of minimal
surfaces in Rm J. Differential Geom., 103 (2016), 297–318.

[27] A. Ros, The Gauss map of minimal surfaces, in: Differential Geometry, Valencia, 2001,
World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2002, pp. 235–252.

[28] M. Ru, On the Gauss map of minimal surfaces immersed in Rn, J. Differential Geom.,
34 (1991), 411–423.

[29] M. Ru, Gauss map of minimal surfaces with ramification, Trans. Amer. Math. Soc., 339
(1993) 751–764.

[30] M. Umehara and K. Yamada, Applications of a completeness lemma in minimal sur-
face theory to various classes of surfaces, Bull. London Math. Soc. 43 (2011), 191–199,
Corrigendum, Bull. London Math. Soc. 44 (2012), 617–618.

-49-



-50-



։ϦʔϚϯ໘ͷดϦʔϚϯ໘ͷ֯తຒΊࠐΈ

पྻߦظͷҬ

ࣲɹխ 1∗(ౡେֶ)

࢙ɹതޱࢁ 2∗(լେֶ࣎)

1. Closings
1ͭͷϦʔϚϯ໘RΛ෦ྖҬͱؚͯ͠Ή͏1ͭͷϦʔϚϯ໘SΛͱͷϦʔϚϯ໘
RͷଓͱݺͿͷ͢Ͱʹݹయతͳޠ๏Ͱ͋ΔʢBochner, 1927ʣ͕ɼݱతͳදݱͱ
ͯ͠ɼR͔ΒSͷ୯ࣹਖ਼ଇࣸ૾Λซͤ༻͍Δͷ͕దͰ͋ΔɽRͷछg͕༗ݶͰ
͋ͬͯɼS͕ಉ͡छgͷดϦʔϚϯ໘Ͱ͋Δ߹͕ಛʹڵຯਂ͍ʀ୯ʹൺֱత؆୯ͳ
߹Ͱ͋Δͱ͍͏ཧ༝͔Β͚ͩͰͳ͘ɼϦʔϚϯʹ࢝·Δฏ໘ͷ֯ࣸ૾͔ΒΈ
ͯඇৗʹࣗવͳͰ͋ΔͱͷೝࣝʹҼΔɽݹయత֯ࣸ૾ ͋Δ͍୯༿ؔ
ͷࣗવͳԆઢ্ʹ৽͍݁͠ՌΛՃ͑Δ͚ͩͰͳ͘ɼಉ࣌ʹʢඇ୯༿ܕͷʣϦʔϚϯ
໘ʹݻ༗ͷ৽͍͠Λఏ͢ڙΔͱ͜Ζ͕ڵຯਂ͍ͷͰ͋Δɽ
ҎԼͰ g = 0Ͱ͋ͬͯఆٛʹ͢ځΔ͜ͱͳ͍͕ɼຊ࣭తͰͳ͍ͷͰ࠷ॳ͔

Βg > 0ͱԾఆ͢Δɽ༗ݶछg (≥ 1)ͷ։ϦʔϚϯ໘R ͱͦͷ“ཧڥքΛ๏ͱ͢Δ”

ඪ४ϗϞϩδʔجఈχR := {AR
j , B

R
j }

g
j=1 ͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͖ɼର (R,χR)ͷ closing

ͱɼRͱಉ͡छgͷดϦʔϚϯ໘Sͱͦͷʢ௨ৗͷҙຯͰͷʣඪ४ϗϞϩδʔجఈ
χS := {AS

j , B
S
j }

g
j=1ͱɼ͞ΒʹR͔ΒSͷதͷ֯ࣸ૾ ι ͔ΒͳΔ triplet (S,χS, ι)Ͱ

͋ͬͯɼ֤ j = 1, 2, . . . , gʹ͍ͭͯ݅

ι(AR
j ) ∼ AS

j , ι(BR
j ) ∼ BS

j (∼ : be homologous to)

Λຬͨ͢ͷΛ͍͏ɽͨͩ͠ɼ2ͭͷ triplets (Sk,χSk
, ιk), k = 1, 2 ʹ͍ͭͯɼS1͔Β

S2ͷ֯ࣸ૾h͕͋ͬͯh ◦ ι1 = ι2͕Γཱͭͱ͖ʹɼ͜ΕΒΛಉҰ͢ࢹΔɽ
(R,χR)ͷ closingsͷશମΛC(R,χR)ͱ͢هɽ͜ͷू߹ΛௐΔ͜ͱ͕ͪͨࢲͷओͨ

Δؔ৺ࣄͰ͋Δɽ

2. ͜Ε·Ͱͷ݁Ռ
͞·͟·ͳཧ༝ʹΑΓɼಛʹछ͕ 1ͷ։ϦʔϚϯ໘— ؆୯ʹ open torusͱݺͿͷ͕
ศརͰ͋Δ — ʹ͍ͭͯᡅ͔ৄ͍݁͠Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɽͦΕΒͷҰ෦g = 0ͷ߹
ʹ͓͚Δݹయత֯ࣸ૾ͷՌʹରԠ͢ΔͷͰ͋Δ͕ɼଞํͰɼҰ෦मਖ਼ΛՃ
͑͑͢͞Εg > 1ͷ߹ʹͦͷ··௨༻ͨ͠ɽ͜͜ͰͦΕΒͷ͏ͪɼ࣍અͰඞཁ
ͳ෦ʹ͍ͭͯͷΈઆ໌͢Δɽ
Open torus (R,χR)ͷclosing (S,χS, ι)ɼϗϞϩδʔجఈͷ༩͞Εͨී௨ͷ torus

ͱͦͷதͷ֯ࣸ૾ͷରΛઌʹड़ͨ݅ʹैͬͯྨͨ͠ͷͰ͋Δɽ(S,χS)ͷ
ਖ਼نਖ਼ଇඍψΛ༻͍ͯಘΒΕΔෳૉ

τ = τ(S,χS) :=

∫

BS

ψ

͜ͷڀݚՊݚඅ (՝൪߸: 15K04930) ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɽ
2010 Mathematics Subject Classification: 30Fxx, 30Cxx, 32G15
ΩʔϫʔυɿϦʔϚϯ໘ͷଓ, ϦʔϚϯपྻߦظ
∗1 e-mail: masaka_zu_hause@muc.biglobe.ne.jp
∗2 e-mail: h.yamaguchi@s2.dion.ne.jp

20

-51-



ʹΑΓࣸ૾
C(R,χR) ∋ (S,χS, ι) "→ τ = τ(S,χS) ∈ C

͕ఆ·Δɽ૾ू߹

M(R,χR) := {τ ∈ C | τ = τ(S,χS, ι) for some (S,χS, ι) ∈ C(R,χR)}

Λ open torus (R,χR)ͷmoduli set ͱݺͿɽ

ఆཧ ̌ɽ M(R,χR)ෳૉ্ฏ໘H ͷดԁ൘Ͱ͋Δɽ

3. ɿgࠂճͷใࠓ > 1ͷ߹
छ͕ 2Ҏ্ͷ։ϦʔϚϯ໘ (R,χR)ͷ closing (S,χS, ι)ʹର͠ɼ(S,χS)ͷਖ਼نਖ਼ଇඍ

Λψ1,ψ2, . . . ,ψg ͱ͢Δɿ
∫

AS
k

ψj = δjk (j, k = 1, 2, . . . , g). ͜ͷͱ͖ g2ݸͷෳૉ

τjk :=

∫

BS
k

ψj j, k = 1, 2, . . . , g

ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔྻߦʢϦʔϚϯͷपྻߦظʣ

T = T ( S,χS, ι) :=

⎛

⎜⎜⎜⎝

τ11 τ12 . . . . . . τ1g
τ21 τ22 . . . . . . τ2g
. . . . . . . . . . . .

τg1 τg2 . . . . . . τgg

⎞

⎟⎟⎟⎠

ʹؔ͢Δطͷ݁Ռ “֤ର֯ཁૉ τjj͋Δดԁ൘ʹؚ·ΕΔ” ΛɼR͕ίϯύΫτԑ
͖ϦʔϚϯ໘ͷ෦Ͱ͋Δͱ͖ʹɼৄͯ͘͠͠

ఆཧ ̍ɽ ֤ j (1 ≤ j ≤ g)ʹ͍ͭͯ

Mj := {τ ∈ C | τ = τjj(S,χS, ι) for some (S,χS, ι)}

্ฏ໘Hͷดԁ൘Ͱ͋Δɽ
ূ໌ߏతͰ͋Δɽ(R,χR)্ͷҙͷྲྀମྗֶతਖ਼نਖ਼ଇඍ (R,χR)ͷ͋Δ

closingΛੜΈग़͠ɼ͜ ΕΒͯ͢Mjj(R,χR)ͷप্ͷʹରԠ͢Δɽԁ൘Mjj(R,χR)

ͷҙͷ τjjΛ༩͑Δͱ͖ɼR্ͷ̍ରͷྲྀମྗֶతਖ਼نਖ਼ଇඍΛదʹબɼ
ͦΕΒͷತ݁߹ͱͯ͠ಘΒΕΔਖ਼ଇඍψ = dΨपظ τjjΛͭɽ͜ΕΒ 1ରͷྲྀମ
ྗֶతਖ਼نਖ਼ଇඍ͕Rͷ֤ contour C্Ͱͭྵͷಉ͡Ͱ͋Δ͜ͱͬͯ
͍Δɽ͜ΕΛར༻ͯ͠ΨʹΑΔCͷ૾ۂઢΓΛҐ૬తʹ͠ɼͦͷඍՄੑہ
ॴತੑͳͲΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽޙ࠷ʹɽΓΛڥքͱ͢Δฏ໘্ʹྖͨ͠ذҬΛ࡞
Γɼ͜ΕΛҾ͖ͯ͠RʹՃ͢ΕٻΊΔ closingʢͷ1ͭʣ͕ಘΒΕΔɽ

ඇର֯ཁૉΛؚΊͯѻ͏ͨΊʹɼa := (a1, a2, . . . , ag) ∈ Rg\ 0 ʹରͯ͠ɼclosing
(S,χS, ι)ͷ a -modulus

τa := τa (S,χS, ι) = aT a ′ ʢa ′ : aͷసஔʣྻߦ

Λ͑ߟΔɽ͜ͷͱ͖ɼHʹݱΕΔू߹ʢ (R,χR)ͷa -moduli set ʣ

Ma (R,χR) := {τ ∈ C | τ = τa (S,χS, ι) for some (S,χS, ι) ∈ C(R,χR)}

ʹ͍ͭͯ

ఆཧ ̎ɽ ҙͷ࣮ gϕΫτϧ a ̸= 0 ʹରͯ͠Ma (R,χR) ดԁ൘Ͱ͋Δɽ
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有限種数の開リーマン面が誘導する
モジュライ円板と擬凸領域
柴　雅和 (広島大学)

⇤1

山口　博史 (滋賀大学)

⇤2

濱野　佐知子 (大阪市立大学)

⇤3

1. 序: リーマン面の接続
有限種数 g (� 1) の開リーマン面 Rを与え, R の境界を法とする標準ホモロジー

基底 � := {Ak, Bk}gk=1 を 1つ固定する. 閉リーマン面 eR とその標準ホモロジー基底
e� := { eAk, eBk}gk=1 があり, 2つの対 (R,�), ( eR, e�) の間に等角的埋め込み

◆ : R ,! eR, ◆(Ak) ⇠ eAk, ◆(Bk) ⇠ eBk (1  k  g)

があるとき, (

eR, e�, ◆) に同値関係を入れて得られる各同値類を (R,�)のclosingと呼ぶ.

(

eR, e�) の正則な正規微分を e!j (1  j  g) とする. すなわち,

Z

eAk

e!j = �jk =

(
1　 (j = k),

0　 (j 6= k),
(1  j, k  g).

このとき, g2個の複素数

e⌧jk :=
Z

eBk

e!j (1  j, k  g)

によって作られる行列, 所謂リーマンの周期行列が定まる:

(

eR, e�, ◆) 7! eT := (e⌧jk)1j,kg.

任意に固定した実 gベクトルa := (a1, . . . , ag) 6= 0 に対し, 複素数

⌧a = ⌧a( eR, e�, ◆) := a

eT t
a (

t
aはaの転置)

を (R,�)の closing (

eR, e�, ◆) のaモジュラス と呼び, (R,�) の closingsの全体を考え, そ
の a モジュラスの全体をMa(R,�) とおく ([1]). このとき次の定理が成り立つ:

定理 1 ([2]). ある複素数 ⌧ ⇤ = ⌧ ⇤a (Im ⌧ ⇤ > 0), および, ある非負数 ⇢ = ⇢a があって,

Ma(R,�) = {⌧ 2 H | |⌧ � ⌧ ⇤|  ⇢}.

すなわち, Ma(R,�) は上半平面Hの閉円板または一点である.

この考察において, closings の中で特に際立った性質をもつ流体力学的接続が非常に
重要な働きをしている.

本研究は科研費 基盤研究 (C)15K04914および 基盤研究 (C)15K04930の助成を受けたものです.
⇤1 e-mail: masaka_zu_hause@muc.biglobe.ne.jp
⇤2 e-mail: h.yamaguchi@s2.dion.ne.jp
⇤3〒 558-8585　大阪市住吉区杉本 3-3-138 大阪市立大学大学院理学研究科
e-mail: hamano@sci.osaka-cu.ac.jp
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2. 今回の結果: Ma(R(t),�(t)) の複素多変数的性質
(

eR, ⇡,�) は次のような正則族とする:

eR は 2次元複素多様体, � = {t 2 C | |t| < r},
⇡ :

eR ! �は正則射影である. 各ファイバー eR(t) = ⇡�1
(t), t 2 � は既約かつ eRで非

特異と仮定すると,

eR(t) は開リーマン面である. (R, ⇡|R,�) を (

eR, ⇡,�) の部分正則族
であり, R ⇢ eR, @Rは eRでC!級滑らかであり, R(t) = (⇡|R)�1

(t) は eR(t)でC!級滑ら
かな境界@R(t) =

P⌫
j=1 Cj(t) をもつ有限種数 g (� 1)の開リーマン面とする. 各 t 2 �

に対し, R(t)の境界を法とする標準ホモロジー基底�(t) = {Ak(t), Bk(t)}gk=1はRで連
続に動くと仮定する.

任意の実 gベクトル a = (a1, . . . , ag) 6= 0 に対し, (R(t),�(t)), t 2 �の closings全体
が誘導するaモジュラス全体

M(t) := Ma(R(t),�(t))

は, 定理1より, 上半平面Hの閉円板の族であり, 次が成り立つ:

定理 2. (R, ⇡,�) は2次元擬凸領域と仮定する. このとき
1. M(t) のユークリッド直径 2⇢(t) > 0 は�上の劣調和関数である.

2. もし M(t) のユークリッド直径 2⇢(t) が� 上の調和関数ならば, ⇢(t)は tによら
ず一定で, M(t) は t 2 � と共に H 内を正則に動く.

証明の鍵は, M(t)の最上点 ⌧ 1a(t) および 最下点 ⌧ 0a(t) が各 R(t)の流体力学的微分
(Ls-半完全微分) �s

a(t, z) (s = 1, 0) で表現できることである. すなわち, 各R(t), t 2 �

上のLs-半完全微分 �s
a(t, z) (s = 1, 0) で

Z

Ak(t)

�s
a(t, z) = ak (1  k  g)

を満たすものが一意に存在する. これは (R(t),�(t)) の 1つの closingを定め, そのaモ
ジュラス ⌧ sa(t) (s = 1, 0) を誘導する. このとき, 次の 2階変分公式が成立する (これは
種数 g = 1の場合の変分公式 ([3])の拡張である).

補題 3. R(t)の局所座標を�s
a(t, z) = f s

a(t, z)dz (s = 1, 0) とすると,

@2
Im ⌧ 1a(t)

@t@t
=

1

2

Z

@R(t)

k2(t, z)|f 1
a(t, z)|2|dz|+

����
@�1

a(t, z)

@t

����
2

R(t)

,

@2
Im ⌧ 0a(t)

@t@t
= �

 
1

2

Z

@R(t)

k2(t, z)|f 0
a(t, z)|2|dz|+

����
@�0

a(t, z)

@t

����
2

R(t)

!
.

ここで, k2(t, z)は eR 内の@R のC2級定義関数'(t, z)に対し

k2(t, z) =

 
@2'

@t@ t̄

����
@'

@z

����
2

� 2Re

⇢
@2'

@ t̄@z

@'

@t

@'

@z̄

�
+

����
@'

@t

����
2 @2'

@z@z̄

!����
@'

@z

����
�3

on @R.
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2014年度秋季総合分科会.

[2] 柴雅和-山口博史, 開リーマン面の閉リーマン面への等角的埋め込み 周期行列の値域, 2016
年度秋季総合分科会.
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Jacobi inversion formulae for a trigonal curve
y3 = x2k(x)

দ୩ໜथ 1∗(ߍઐֶߴۀอੈࠤ)

ถాೋྑ (ਆಸՊେֶ)∗2

Emma Previato (Bostonେֶ)∗3

1. ಛҟۂઢͱਖ਼نԽ
C্ఆٛ͞ΕͨۂઢͷΞʔϕϧؔΛཧݱɼزԿֶݱʹద༻͢Δ͜ͱΛߟ
͑Δɽྫ͑ɼ͜ͷͱ͖ඇಛҟͳฏ໘ۂઢyp = x(x− b0)(x− b1)(x− b2) · · · (x− bℓ)ʹ
͓͍ͯύϥϝʔλͷऔΓํʹΑΓ b0 → 0ͱͳΔ߹͕͋ΓɼۂઢಛҟͱͳΔɽຊ
ใࠂͰɼp = 3ͱͯ͠ɼͦͷࡍͷϠίϏͷࣜެٯʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ [4, 1, 2]ɽ
ҎԼͰ࠷؆୯Ͱඇࣗ໌ͳWeierstrass normal formͰ y3 = f(x), f(x) = x2(x −

b1)(x− b2)ͱͳΔۂઢΛ͑ߟΔɽ͜ΕΒ (3, p, q)ͷ߹ʹҰൠԽͰ͖͓ͯΓɼใࠂͰ
Ұൠͷ߹ʹ৮ΕΔɽ
͜͜ͰରԠ͢ΔՄ R = C[x, y]/(y3 − f(x)) Λਖ਼نԽ͢Δ͜ͱʹΑΓɼR̂ =

C[x, y, w]/(y2−xw,wy−x(x− b1)(x− b2), w2− (x− b1)(x− b2)y) ͕ಘΒΕΔɽͭ·Γ

X = {(x, y, w) | y2 = xw,wy = x(x− b1)(x− b2), w
2 = (x− b1)(x− b2)y} ∪ {∞}

Λຬۭͨؒ͢ۂઢΛ͢ߟΔ͜ͱͱͳΔɽ֤ذΛB0, B1, B2ͱ͢Δɽ
ͷΑ͏ͳφiʹΑͬͯಘΒΕɼCϕΫτϧۭؒ࣍ԕͰͷWeierstrassྻݶઢͷແۂ

ͱͯ͠ͷղ R̂ = ⊕i=0CφiΛ༩͑ΔɽදͷࣈແݶԕͰͷہॴύϥϝʔλʹΑΔ

wt 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

φi 1 - - x y w x2 xy xw yw x2y x2w x4 x3y x3w

φ̂i - - - - y w - xy xw yw x2y x2w y3 x3y x3w

ͷҐʹΑΔॏΈwtΛࣔ͢ɽۃ
Xͷछg = 2Ͱ͋Δ͕2g− 1 = 3͕gapʹ૬͠ͳ͍͜ͱͰɼຊۂઢඇରশͳ

܈Λۂͭ࣋ઢͰ͋Δ͜ͱ͕Δɽඇରশͳ܈Λͭ࣋ۂઢͷRiemann

ఆपظͱͳΒͳ͍ͨΊɼϠίϏͷࣜެٯΛෳࡶʹ͢Δ͜ͱ͕͜ͱΒΕ͍ͯΔɽ
ͦ͜ͰɼͦΕΒΛγϑτ͢Δ͜ͱͰ໌ࣔతͳϠίϏͷࣜެٯΛಘΔ͜ͱΛ͢ࢦɽ

2. Shift͞ΕͨRiemannఆͱshift͞ΕͨAbelࣸ૾
͜ͷܥΛಛ͚Δͷͱͯ͠CϕΫτϧۭؒͱͯ͠R̂B := {h ∈ R | ∃ℓ, such that (h)−
(B0 + B1 + B2) + ℓ∞ > 0}Λಋೖ͢Δɽ͜Ε R̂B = ⊕i=0Cφ̂iͱ͢ΔղΛͭ࣋ɽφ̂i

This work was supported by KAKENHI (15K04830ɼ16K05187).
2000 Mathematics Subject Classification: 14H55, 14H50, 14K25, 14H40
ΩʔϫʔυɿJacobi inversion formula, space curve, Weierstrass normal form
∗1 e-mail: smatsu@sasebo.ac.jp
web: http://www.sasebo.ac.jp/~smatsu/

∗2 e-mail: komeda@gen.kanagawa-it.ac.jp
∗3 e-mail: ep@bu.edu
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දʹఏࣔͨ͠ɽ͜ͷͱ͖ɼਖ਼ଇҰࣜܗ νi = φ̂i−1dx/(3yw) (i = 1, 2)ͱͰ͖ɼୈೋ
छඍ R̂BͰఆ·Δɽ
·ͨɼAbelࣸ૾Λ v(P ) =

∫ P

∞ νͱ͠ɼv(P1, . . . , Pk) =
∑k

i=1 v(Pi)ͱ͢ΔɽXͷϗϞ
ϩδʔجఈαi, βiʹΑΔपੵظʢୈҰछશੵʣΛω′,ω′′ͱ͠ɼͦΕʹΑΔ֨ࢠΛ
Γͱ͢Δɽ͜ΕΑΓɼϠίϏଟ༷ମκ : Cg → J := Cg/ΓΛಘΔɽ·ͨୈೋछશੵ
Λη′, η′′ͱ͢Δɽ

Theorem 2.1 [2] Riemannఆ ξʹରͯ͠ɼshift͞ΕͨRiemannఆ ξsٴͼ shift͞
ΕͨAbelࣸ૾ vsΛ, P1, . . . , Pk ∈ Xʹରͯ͠

ξs = ξ − ω′−1v(B0), vs(P1, . . . , Pk) = v(P1, . . . , Pk) + v(B0)

ͱఆٛ͢Δͱɼ
2ω′ξs ∈ Γ, Θ = ω′−1vs(S

g−1X) + ξs

͜͜ͰɼΘВҼࢠͰ͋Δɽͭ·Γɼθ(ω′−1vs(P1, . . . , Pg−1) + ξs) = 0 ͱͳΔɽ

͜ͷξsͷରԠ͢Δ֨ࢠΛ

[
δ′′

δ′

]
∈ (Z/2)2g ͱ͢هͱCg্ͷؔͰ͋ΔМؔΛ

σ(u) = ce−
1
2

tuη′ω′−1 u
∑

n∈Z2

e
[
π
√
−1
{

t(n+δ′′)ω′−1ω′′(n+δ′′)+ t(n+δ′′)(ω′−1u+δ′)
}]

ͱఆٛͰ͖ΔɽcదͳඇྵͷఆͰ͋ΔɽPi = (xi, yi, wi) ∈ X (i = 1, . . . , n)ʹର
ͯ͠ φ̂i ∈ R̂BʹΑΓɼ

ψn(P1, P2, . . . , Pn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ̂0(P1) φ̂1(P1) · · · φ̂n−1(P1)

φ̂0(P2) φ̂1(P2) · · · φ̂n−1(P2)
...

...
. . .

...

φ̂0(Pn) φ̂1(Pn) · · · φ̂n−1(Pn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ͱɼµn(P ;P1, . . . , Pn) = ψn+1(P1, . . . , Pn, P )/ψn(P1, . . . , Pn) Λಋೖɼఆٛ͢ΔͱɼҎ
ԼͷϠίϏͷࣜެٯΛಘΔɽʢ͜ΕΒͷެࣜ (3, p, q)ͷ߹ʹ֦ுͰ͖Δ [3]ɽ)

Theorem 2.2 (ϠίϏͷࣜެٯ) ℘ij(u) := − ∂2

∂ui∂uj
log σ(u)ʹରͯ͠ɼ

µg(P ;P1, . . . , Pg) = φ̂g(P ) +
g∑

i=1

(−1)g−i+1℘gi(vs(P1, . . . , Pg))φ̂i−1(P ).

ݙจߟࢀ
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semigroup ⟨3, 7, 8⟩ and ⟨6, 13, 14, 15, 16⟩, Int. J. Math., 24 (2013) 1350085.

[2] J. Komeda, S. Matsutani and E. Previato, The Riemann constant for a non-
symmetric Weierstrass semigroup, arXiv1604.02627v1.

[3] J. Komeda, S. Matsutani and E. Previato, Relating algebraic and Abelian functions
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[4] S. Matsutani and J. Komeda, Sigma functions for a space curve of type (3, 4, 5),
J. Geom. Symm. Phys., 30 (2013) 75-91.
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数論的トロイダル群の二つの例
梅野 高司 (九州産業大学工学部)∗

1. トロイダル群
Definition 1.1 トロイダル群 Cn/Γが quasi-Abelian varietyとは次の条件を満たす
Hermitian form H on Cn が存在することである.

(1) H |CΓ × CΓ > 0 かつ

(2) E := ImH |Γ× Γ は Z-valued skew-symmetric form である.

H をample Riemann form と呼ぶ.

Theorem 1.2 Cn/Γ を周期行列をP = [λ1, . . . ,λn+q] = [In, V ]とする type qのトロイ
ダル群とする.

(1) Cn/Γ を ample Riemann form H によって定義された quasi-Abelian variety とす
ると E := ImH|Γ× Γ は次を満たす Z-valued skew-symmetric form である.

(PI) : tV E1V + tE2V − tV E2 + E3 = 0 かつ

(PII) :

√
−1

2
(tV E1V + tE2V − tV E2 + E3) > 0,

ここに E =

[
E1 E2

−tE2 E3

]
, E1 ∈ Zn×n, and E3 ∈ Zq×q.

(2) 逆に (PI) と (PII) を満たすZ-valued skew-symmetric matrix E = [Eij; 1 ≤ i, j ≤
n+ q] ∈ Z(n+q)×(n+q) があれば Cn/Γ は ImH|Γ×Γ = Eを満たすample Riemann form

Hをもつ quasi-Abelian varietyである.

次の exact sequence がある.

→ H1(X,O∗)
c1→ H2(X,Z) ι→ H2(X,O) →

Definition 1.3 NS (X) := c1H1(X,O∗) は Néron-Severi group と呼ばれている.

Theorem 1.4 X = Cn/Γ を周期行列 P = [In, V ] をもつ type q のトロイダル群と
すると次が成立する.

E ∈ H2(X,Z) が NS(X) に属する ⇐⇒ E は Theorm1.2の中の条件 (PI) を満たす
Z-valued skew-symmetric (n+ q, n+ q) 行列である.

さらに次の定理 ([3])を得る.

Theorem 1.5 X = Cn/Γ をトロイダル群とする.

Néron-Severi group NS (X) = 0 ならば X上に非定数有理形関数は存在しない.

2010 Mathematics Subject Classification: 32M05, 14K99
キーワード：Toroidal groups;Algebraic number fields
∗〒 813-8503 福岡市東区松香台 2-3-1
e-mail: umeno@ip.kyusan-u.ac.jp
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2. 数論的トロイダル群
K を n + q次の非総実代数体で 2q complex embeddings ϕi, ϕi : K −→ C (i =

1, . . . , q) と n− q real embeddings ψj : K −→ R (j = 1, . . . , n− q) をもつとする.

x ∈ K に対しΨ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕq(x),ψ1(x), . . . , ψn−q(x)) とおくと数体の標準的埋
め込み Ψ : K −→ Cq × Rn−q ⊂ Cn を得る. ZK をK の整数環とすると Γ = Ψ(ZK) は
Cnの rankΓ = n+ qのdiscrete subgroup でX = Cn/Γ は複素Lie群である. Andreotti

and Gherardelli [2],とAbe [1] は次の定理を示した.

Theorem 2.1 代数体Kで定義された複素Lie群はトロイダル群である.

この代数体で定義されたトロイダル群が quasi-Abelian varietyかどうかを検証したい.

そのためにK = Q( 5
√
2) の場合とK = Q( 6

√
2)の場合を調べる.

2.1. Q( 5
√
2)によって定義されたトロイダル群

α = 5
√
2,K = Q(α)とするとZK は integral power basis Z{1, α, α2, α3, α4}をもつ.

Proposition 2.2 Q(α)によって定義されたトロイダル群 X = C3/Γ 上には非定数有
理形関数が存在しない.

Proof. Theorem 1.4 を使ってNS(X) = 0 を示す.

2.2. Q( 6
√
2)によって定義されたトロイダル群

α = 6
√
2,K = Q(α)とするとZK は integral power basis Z{1, α, α2, α3, α4, α5}をもつ.

Proposition 2.3 Q(α)によって定義されたトロイダル群 X = C4/Γ は quasi-Abelian

variety である.

Proof. Theorem 1.2 を使ってXがquasi-Abelian varietyであることを示す.

参考文献
[1] Y. Abe , oK0-quasi abelian varieties with complex multiplication, Forum Math. 25

(2013), 677–702

[2] A. Andreotti and F. Gherardelli, Seminario di Geometria, Anno 1972–73, II, Pubbli-
cazioni del Centro di Analisi Globale, Firenze, 1973.

[3] H. Kazama and T. Umeno, Toroidal groups without nonconstant meromorphic functions,
to appear in Kyushu J. Math.

[4] T. Umeno, Period matrices for quasi-Abelian varieties, Japan.J.Math. 29(2003), 117–133

[5] T. Umeno, On arithmetic toroidal groups, to appear in a special issue of Filomat.
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Ueda theory for compact curves with nodes

খ ೭و ∗(େཧژ)

XΛΒ͔ͳෳૉۂ໘, C ⊂ XΛίϯύΫτͳ෦ۂઢͱ͢Δ. ຊߨԋͰ, ๏ઢଇ
NC/X := j∗OX(C)͕Ґ૬తʹࣗ໌Ͱ͋Δ߹ʹ, Cͷۙʹ͍ͭͯٞ͢Δ. ͜͜Ͱแ
ؚࣹC ↪→ XΛ, ߸ه jͰද͍ͯ͠Δ. ·ͨҎԼͰ, C্ͷҐ૬తʹࣗ໌ͳઢଋશମ
ͷू߹ΛP(C)Ͱ, ·ͨC্ͷHermitian flatͳ (ͭ·Γม͕ؔU(1)ہॴఆؔ
ͱͯ͠ͱΕΔΑ͏ͳ) ઢଋશମͷू߹ΛP0(C)Ͱද͢.

C͕Β͔Ͱ͋Δ߹ʹ, ্ాʹΑΔ݁Ռ͕͋Δ [4]. ͜ͷ߹ʹP(C) = P0(C)

Ͱ͋Δ. ͜ͷͱ্͖ా, XதͰͷCͷۙͱNC/XதͰͷ0அͷۙͱΛν-jetͰൺ
ֱ͢Δ͜ͱͰ, োྨuν(C,X) ∈ H1(C,OC(N

−ν
C/X))Λఆٛͨ͠. ͦͯ͠,  (C,X)Λ,

͋Δn ≥ 1ʹ͍ͭͯuν(C,X) ̸= 0ͳΔ߹ (༗ܕݶ) ͱҙͷnʹ͍ͭͯuν(C,X) = 0

ͳΔ߹ (ແܕݶ) ͷೋͭͷ߹ʹྨͨ͠. [3]Ͱ, C͕ϊʔυΛͭ࣋߹ʹ͜Ε
ΒͷఆٛΛࣗવʹ֦ு্ͨ͠Ͱ,༗ܕݶ,ແܕݶͷͦΕͧΕͷ߹Ͱͷ্ాͷఆཧͷ (͋
Δఔͷٕज़తͳԾఆͷԼͰͷ) ,ͱͯ͠ࣅྨ ҎԼΛࣔͨ͠ (ҎԼͰCͷରάϥϑΛ
G(C)Ͱද͢):

ఆཧ 1 (C ͕ϊʔυΛͭ࣋߹ͷ [4, Theorem 1, 2]ͷྨࣅ). C ࣋ʑϊʔυΛߴ͕
ͭίϯύΫτۂઢͰ, G(C)͕ treeͰ͋Γ, ͔ͭ NC/X ͕ਖ਼ଇʹࣗ໌ͳͷͰ͋ͱ͢
Δ. un(C,X) ̸= 0Ͱ͋Γ, ͞Βʹ, Cͷ֤طCνʹԙ͍ͯ un(C,X)|Cν ̸= 0 ∈
H1(Cν ,OCν )ͳΔ͜ͱΛԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖ҎԼཱ͕͢Δ:

(i) ֤ λ > 1ʹ͍ͭͯ, ͋ΔCͷۙ V ڧ͍ͯͭʹ্ pshؔΦλ : V \ C → Rͱͯ͠,

Φλ(p) → ∞͔ͭΦλ(p) = O(d(p, C)−λn) (p → C) ͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ.

(ii) C ͷ֤ۙ V ʹ͍ͭͯ, V \ C ্ͷ pshؔ Ψ͕, ͋Δ 0 < λ < 1ʹ͍ͭͯ
Ψ(p) = O(d(p, C)−λn) (p → C) Ͱ͋ͬͨͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ͋Δ C ۙ V0্Ͱ
Ψ|V0\CఆؔͰ͋Δ.

ఆཧ 2 (C͕ϊʔυΛͭ࣋߹ͷ [4, Theorem 3]ͷྨࣅ). C͕ߴʑϊʔυΛͭ࣋ί
ϯύΫτۂઢͰ, NC/X ∈ E0(C) ∪ E1(C)ͳΔͷΛ͑ߟΔ. ਖ਼نԽ i : C̃ → Cʹ͍ͭͯ
i∗NC/X ∈ E0(C̃)ͷཱ, ͼH1(C,C(N−nٴ

C/X)) = 0ΛԾఆ͢Δ (n ∈ Z>0). ͜ͷͱ͖,

(C,X)͕ແܕݶͰ͋Ε, ͋ΔCۙV ্ͰOV (C)Hermitian flatͰ͋Δ.

͜͜Ͱ, E0(C)P0(C)ͷ೧͡Εݩશମͷू߹Ͱ͋Γ, E1(C), L ∈ P0(C)ͱͯ͠,

σΟΦϑΝϯτε݅ “log d(OC , Ln) = O(log n) (n → ∞)” Λຬͨ͢ͷશମͷू߹
Ͱ͋Δ (d invariant distance, ࡉৄ [4, .(রࢀ[4.1§

·ͨ, [5]Ͱ, C͕nodeΛҰͭ͢ڐ༗ཧۂઢͰ͋Γ, NC/X ∈ P(C) \ P0(C)ͳΔ߹
.Ε͍ͯΔ͞ߟ͕ [3]Ͱ, ͜ͷҰൠԽͱͯ͠, ҎԼΛࣔͨ͠:

ఆཧ 3 ([5, Theorem 1, 2]ͷҰൠԽ). C͕ߴʑϊʔυΛͭ࣋ίϯύΫτۂઢͰ, G(C)

͕ cycle graphͰ͋Γ, ͔ͭNC/X ∈ P(C) \ P0(C)ͳΔͷͱ͢Δ. (NC/Xͷฏୱଓ
ΛదʹબͿ͜ͱͰ) n = 1, 2, 3ʹ͍ͭͯun(C,X) = 0ΛԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖ҎԼ͕
ཱ͢Δ:

(i) ֤ λ > 1ʹ͍ͭͯ, ͋ΔCͷۙ V ڧ͍ͯͭʹ্ pshؔΦλ : V \ C → Rͱͯ͠,

Φλ(p) → ∞͔ͭΦ(p) = O((− log d(p, C))2λ)ͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ.

∗ e-mail: tkoike@math.kyoto-u.ac.jp
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(ii) C ͷ֤ۙ V ʹ͍ͭͯ, V \ C ্ͷ pshؔ Ψ͕, ͋Δ 0 < λ < 1ʹ͍ͭͯ
Ψ(p) = O((− log d(p, C))2λ) (p → C) Ͱ͋ͬͨͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ͋ΔCۙ V0্Ͱ
Ψ|V0\CఆؔͰ͋Δ.

Ҏ্ͷ݁Ռ, ྫ͑ҎԼͷΑ͏ʹ, ωϑ (తਖ਼) ઢଋ্ͷਖ਼ۂΛͭ࣋
ΤϧϛʔτྔܭͷଘࡏʹԠ༻Ͱ͖Δ [3]:

ఆཧ 4. XΛΒ͔ͳෳૉۂ໘, C ⊂ XΛ༗ཧۂઢͷ cycleͰ͋ͬͯ, Ґ૬తʹࣗ໌
ͳ๏ઢଋΛͭ࣋ͷͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ҎԼཱ͕͢Δ:

(i) NC/X ∈ E1(C)Ͱ͋Ε, OX(C)ਖ਼Ͱ͋Δ. ͭ·Γ, C͕ఆΊΔઢଋʹ, C∞

Τϧϛʔτྔܭͱͯ͠ਖ਼ۂΛͭ࣋ͷ͕ଘ͢ࡏΔ.

(ii) NC/X ̸∈ P0(C)Ͱ͋Ε, OX(C)ਖ਼Ͱͳ͍. ΑΓৄ͘͠, OX(C)ͷඪ४அ f

ʹର͠, |f |h ≡ 1Ͱఆ·ΔΑ͏ͳಛҟྔܭh͕, ਖ਼ۂΛͭ࣋ಛҟΤϧϛʔτྔܭͷ
தͰ࠷খ͍͞ಛҟੑΛͭ࣋ͷͰ͋Δ.

Theorem 4, ࣹӨฏ໘ͷ 9രൃX ͷඪ४ଋK−1
X ʹԠ༻Ͱ͖Δ. C0 ⊂ P2Λ

degree 3ͷۂઢͰ͋ͬͯ, 9ΛؚΉͷͱ͢Δ. C Λ C0ͷڧมͱ͢Δ. C0͕
Β͔ͳ߹ʹΒΕ͍ͯΔK−1

X ͕ਖ਼ͳΔͨΊͷे݅ʹؔ͢Δ݁Ռ ([1], [2], [4,

Theorem 3]) Λ, Theorem 4 (i)Λ༻͍Δ͜ͱͰ, C0͕Ұൠͷ߹ʹ֦ுͰ͖Δ. ·ͨ,

Theorem 4 (ii)͔Β, ҎԼ͕͔Δ:

Corollary 5. 9ͷஔ {pj}9j=1 ⊂ P2ͱͯ͠, ͷK−1ه্
X ͕ਖ਼Ͱͳ͍Α͏ͳ

ͷ͕ଘ͢ࡏΔ.

ݙจߟࢀ
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default function ͱ Liouvilleܕఆཧ

ް ३ ∗(Ԡٛक़େֶܚ)

default function ͱɺ֬ͰہॴϚϧνϯήʔϧͱਅͷϚϧνϯήʔϧͱͷࠩҟ
Λ͑ߟΔͱ͖ʹݱΕΔͷͰ͋Δɻಛʹɺdefault function ͕ফ͑Δͱ͖ɺہॴϚϧν
ϯήʔϧਅͷϯϚϧνϯήʔϧʹͳΔɻϦʔϚϯଟ༷ମ M ্ͷϒϥϯӡಈ Xt ͱ
M ্ͷྼௐؔ u ʹରͯ͠ u(Xt) Λ͑ߟɺ͜Εʹ default function ͕ফ͑Δ݅Λ
Δͱɺ͋ΔΫϥεͷ͑ߟ u ʹରͯ͠ɺࣗવʹ ҎԼͷΑ͏ͳ Liouvilleܕఆཧ͕ಘΒ
ΕΔ͜ͱΛใ͢ࠂΔɻ

ҎԼͰɺM ϦʔϚϯଟ༷ମɺdv(x) ମੵཁૉ͔Βܾ·Δଌɺr(x) Λ M ্
ͷ͋Δࢀর͔Β x ͷڑɺB(r) := {x ∈ M |r(x) < r}, R−(x) Λ M ͷϦονۂ
ͷ x ʹ͓͚ΔԼݶ R(x) ͷෛͷ෦ͱ͢Δɻ

I. L1-Liouvlle ఆཧ. ҎԼͰɺu  M ্ͷΒ͔ͳྼௐؔͰ͋Δɻ

Theorem 1. ͋Δ C > 0 ʹର͠ɺR−(x) ≥ −Cr(x)2 − C ͱ͢Δɻ
i)

lim inf
r→∞

1

r2(1−p)
log vol(B(r)) < ∞ (0 ≤ p < 1)

ͱ͢Δ. ∫

M

u(x)

(1 + r(x))2p
dv(x) < ∞,

ͳΒɺu ఆɻ
ii)

lim inf
r→∞

1

(log r)2
log vol(B(r)) < ∞

ͱ͢Δ. ∫

M

u(x)

1 + r(x)2
dv(x) < ∞,

ͳΒɺu ఆɻ
. ্ͷ i) Ͱ p = 0 ͷ࣌ɺP.Li ʹΑΔ L1-LiouvilleఆཧʹͳΔɻ
−ͷΑ͏ʹ͢ΔͱɺR࣍ ͷ݅Λ֎͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

Theorem 2. M ্ʹਖ਼ͷάϦʔϯ͕ؔଘ͢ࡏΔͱ͢Δɻ
i)

lim inf
r→∞

1

r2(1−p)
log{vol(B(r))

∫

B(r)

u(x)2dv(x)} < ∞ (0 ≤ p < 1)

ͱ͢Δ. ∫

M

u(x)

(1 + r(x))2p
dv(x) < ∞,

∗˟ 223-8522 ਆಸݝԣߓࢢ۠٢ 3-14-1ɹܚԠٛक़େֶ
e-mail: atsuji@keio.jp
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ͳΒɺu = 0.

ii)

lim inf
r→∞

1

(log r)2
log{vol(B(r))

∫

B(r)

u(x)2dv(x)} < ∞

ͱ͢Δ. ∫

M

u(x)

1 + r(x)2
dv(x) < ∞,

ͳΒɺu = 0.

II. ਖ਼ଇࣸ૾ͷ Liouvilleܕఆཧ.

ಉ༷ͳٞΛਖ਼ଇࣸ૾ͷΤωϧΪʔີʹద༻͢Δ͜ͱʹΑΓɺҎԼͷΑ͏ͳਖ਼ଇ
ࣸ૾ͷLiouvlleܕఆཧ͕ಘΒΕΔ.

M Λέʔϥʔଟ༷ମɺN Λ Τϧϛʔτଟ༷ମͱ͠ɺf : M → N Λਖ਼ଇࣸ૾ͱ͢
Δ. R−(x) Λ લͱಉ༷ʹ M ͷϦονۂͷԼݶ R(x) ͷෛͷ෦ɺB(r) := {x ∈
M |r(x) < r}, K(y) Λ N ͷਖ਼ଇஅ໘ۂͱ͢Δ.

Theorem 3. M ্ʹਖ਼ͷάϦʔϯ͕ؔଘ͢ࡏΔͱ͢Δ. ͋Δ c0 > 0 ʹର͠ɺ
K(f(x)) ≤ −c0 Ͱ͋Γɺ

∫
M R−(x)dv(x) < ∞ ͔ͭ

lim inf
r→∞

1

r2
log{vol(B(r))

∫

B(r)

R−(x)
2dv(x)} < ∞

ͳΒɺf ఆͰ͋Δ.

. R−(x) ≥ −Cr(x)2 − C ͳΒɺޙ࠷ͷۂͱମੵͷ૿େʹؔ͢Δ݅ຬͨ
͞ΕΔ.

M ͕ਖ਼ͷάϦʔϯؔΛͨ࣋ͳ͍ͱ͖ɺۂͷ݅Λ՝͢ͱ͕࣍ಘΒΕΔ.

Theorem 4. ͋Δ C > 0 ʹର͠ɺR−(x) ≥ −Cr(x)2 −C ͱ͠ɺM ਖ਼ͷάϦʔϯ
ؔΛͨ࣋ͳ͍ͱ͢Δ. ͋Δ c0 > 0 ʹର͠ɺK(f(x)) ≤ −c0 Ͱ͋Γɺ

∫

M

|R(x)|dv(x) < ∞, ͔ͭ
∫

M

R(x)dv(x) ≥ 0

ͳΒɺf ఆͰ͋Δ.
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τʔϦοΫଟॏྼௐؔͷؒͷଌઢʹԊ͏ऩଋ

ʹ͍ͭͯ

ؾݩɹࡉ (౦ژେֶ)∗

1. എܠ
͜ͷઅͰ༻ޠͷఆٛলུ͠ɺओఆཧΛड़ΔͨΊʹඞཁͳఆٛ࣍ͷઅͰઆ໌͢Δɻ

[M]ʹ͓͍ͯɺίϯύΫτෳૉଟ༷ମͷKählerϙςϯγϟϧͷۭؒʹ͕ྔܭఆٛ͞

ΕͯҎདྷɺͦͷྔܭʹؔ͢Δଌઢͷߦ͕ڀݚΘΕ͖ͯͨɻ[Don]ɺ[S]ʹΑΓɺଌઢ

ෳૉMonge-Ampèreํఔࣜͷղͱͯ͠هड़͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻଌઢͷݚ

Ͱ͋ΔऑଌઢݶΊʹɺҰछͷऑղͱͯ͠ɺಛఆͷ݅Λຬͨؔ͢ͷ্ͨ͏ߦΛڀ

͕ఆٛ͞Εͨ (Kählerϙςϯγϟϧͷۭؒͷଌઢʹؔͯ͠ɺ[Dar]ͷղઆΛࢀর)ɻ

Ұํɺ[R]ͰɺٖತྖҬ্ͷଟॏྼௐؔͷۭؒʹ͓͚Δऑଌઢ͕͞ߟΕͨɻ

ऑଌઢͷఆٛଟॏϙςϯγϟϧཧͱ૬ੑ͕ྑ͍ͨΊɺٖತྖҬ্ͰऑଌઢΛ

͍͓ͯʹͿɻ[R]ݺΔ͜ͱࣗવͰ͋ΔɻҎԼɺऑଌઢͷ͜ͱΛ୯ʹଌઢͱ͢ߟ

ɺओʹ࣍ͷೋ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɿ

• ༗ݶΤωϧΪʔΛͭଟॏྼௐؔͷΫϥεF1্ͰɺଌઢʹԊͬͯؔ

͕ (capacityʹؔͯ͠)ऩଋ͢Δɻ

• Lelong͕ਖ਼ͷۃΛͭଟॏྼௐؔΛͱ͢Δ߹ɺଌઢʹԊͬͯؔ

͕ऩଋ͠ͳ͍߹͕͋Δɻ

F1ʹଐ͢Δଟॏྼௐؔʹରͯ͠ɺLelong͕0ʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻͦ

͜ͰɺLelongৗʹ0͕ͩɺΤωϧΪʔൃ͢ࢄΔΑ͏ͳଟॏྼௐؔʹରͯ͠ɺ

ଌઢʹԊ͏ऩଋΛ͢ߟΔ͜ͱ͕ڵຯͷରͰ͋ΔɻࠓճɺτʔϦοΫଟॏྼௐؔ

ͱݺΕΔؔʹରͯ͠ɺҰํͷͰଌઢʹԊ͕ͬͯؔ (Capacityʹؔͯ͠)

ऩଋ͢ΔͨΊͷ݅ΛɺLelon (Kiselman)Λ༻͍ͯ༩͑ͨɻ͜ͷ݁ՌʹΑΓɺΤ

ωϧΪʔͷൃࢄʹ͔͔ΘΒͣऩଋੑΛఆͰ͖Δ͜ͱʹͳΔɻ

2. ओఆཧ
ΩΛٖತྖҬɺu0,u1ΛΩ্ͷଟॏྼௐؔͱ͢ΔɻS = {1 < |z| < e} ⊂ Cͱ͓͘ɻ
Ω× S্ͷଟॏྼௐؔ ûΛɺҎԼͷࣜͰఆΊΔɿ

û := sup

{
v̂ ∈ PSH(Ω× S) : v̂ ≤ 0, lim sup

log |ζ|→j

}

͜ΕΛ༻͍ͯɺut := û(·, et)ͱ͓͘ɻ{ut}Λɺu0ͱu1Λ݁ͿଌઢͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɻ

ఆཧ1ɹBΛCnͷ୯Ґٿɺu0, u1ΛB্ͷଟॏྼௐؔͱ͢Δɻu0, u1τʔϦο

Ϋɺ͢ ͳΘͪ |z1|, . . . , |zn|ͷΈʹґଘ͢ΔΑ͏ͳؔͰ͋Δͱ͢Δɻ∂B্Ͱu0 = u1 = 0

ຊڀݚՊݚඅ (15J08115)ͱɺจ෦ՊֶলϦʔσΟϯάେֶӃϓϩάϥϜͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
2010 Mathematics Subject Classification: 32U05, 32U25
Ωʔϫʔυɿऑଌઢ, τʔϦοΫଟॏྼௐؔ
∗˟ 153-8914ɹ౦ژۨ۠ࠇ 3-8-1ɹ౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊ
e-mail: genkih@ms.u-tokyo.ac.jp
web: http://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~genkih/
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Ͱ͋Γɺu0, u1ͷۃݪ͚ͩͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ࣍ͷ (1)ͱ (2)ಉͰ͋Δɿ

(1) capacityʹؔͯ͠ɺut → u0 (t → 0)ɻ

(2)ҙͷෳૉۂઢφ : ζ "→ (a1ζb1 , . . . , anζbn), ai ∈ C∗, bi ∈ Z>0ʹରͯ͠ɺν(u0◦φ, 0) ≥
ν(u1 ◦ φ, 0)͕Γཱͭɻ
͜͜ͰɺٖತྖҬΩ্ͷؔྻunʹର͠ɺcapacityʹؔͯ͠un → uͰ͋Δͱɺ

ҙͷ ϵ > 0ʹର͠ɺCap({|un − u| > ϵ}) → 0 (n → ∞)͕Γཱͭ͜ͱΛ͍͏ɻͨͩ͠ɺ

Borelू߹Eʹର͠ɺ

Cap(E) := sup

{∫

E

(ddcu)n : u ∈ PSH(Ω),−1 ≤ u ≤ 0

}

ͱఆΊΔɻ

3. ओఆཧͷূ໌ʹ͍ͭͯ
·ͣɺʮଟॏྼௐแʯʹΑΔऩଋੑͷಛ͚ͮ ([Dar])Λհ͢Δɻ[Dar]Ͱίϯύ

ΫτKählerଟ༷ମʹ͍ͭͯূ໌͍͕ͯͨ͠ɺಉ͡ূ໌ΛٖತྖҬʹద༻Ͱ͖Δɻ

ఆཧ2ɹ([Dar, Theorem 5.2]) u0, u1ΛΩ্ͷଟॏྼௐؔͱ͢Δɻu0, u1 ̸≡ −∞
Ͱ͋Δͱ͢Δɻ͞Βʹɺ∂Ωʹ͓͍ͯ u0, u1 = 0Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δɻ{ut}t Λɺu0 ͱ

u1ͷؒͷଌઢͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺcapacityʹؔͯ͠ limt→0 ut = u0Ͱ͋Δ͜ͱͱɺ

P[u1](u0) = u0ಉͰ͋Δɻͨͩ͠ɺP[u1](u0) := (limc→+∞ P (u0, u1 + c))∗Ͱ͋Γɺ

P (u, v)w ≤ min(u, v)Λຬͨ͢࠷େͷྼௐؔwΛද͢ɻ

͜ͷఆཧΛ༻͍Δͱɺ݁ہɺఆཧ1ͷ݅ (1)ΛௐΔʹɺP (u0, u1 + c)ͱ͍͏ؔ

ͷڍಈΛௐΕΑ͍͜ͱʹͳΔɻҰํɺτʔϦοΫଟॏྼௐؔuʹରͯ͠ɺ

ͷΑ͏ʹRnͷྖҬ্ͷತؔ࣍ fΛରԠͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ ([G])ɿ

f(t1, . . . , tn) := u(et1, . . . , e
t
n)

͜ͷରԠΛ༻͍Δͱɺఆཧ1ͷ݅ (2)ɺ2ͭͷತؔʹ͍ͭͯɺRnͷҙͷ
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擬凸ケーラー多様体上のルンゲの定理
大沢健夫（名古屋大学　多元数理）

平成 28 年 6 月 22 日

(X,ϕ)をn次元の擬凸多様体とする。すなわちXはn次元複素多様体で、皆既的
なC∞級多重劣調和関数ϕを持つものとする。ただしϕが皆既的であるとは、ここ
では任意の c < supϕに対しXc := {x ∈ X;ϕ(x) < c}が相対コンパクトであるこ
とをいう。(E, h)をX上の正則なエルミートベクトル束とする。また、Hp,q(X,E)

でX の E 係数の (p, q)型ドルボーコホモロジー群 (=∂ コホモロジー群)を表す。
Θhで hの曲率形式を表す。中野茂男と頼東昇 [N-R]は次を示した。

定理 1. ΘhがX \Xc上で (中野の意味で)正ならば
(1) ∀q ≥ 1に対し、dimHn,q(X,E) < ∞ ;

(2) ∀q ≥ 1に対し、制限準同型Hn,q(X,E) → Hn,q(Xc, E)は同型 ;

(3) 制限写像Hn,0(X,E) → Hn,0(Xc, E)の像は稠密．

(3)はルンゲの近似定理の多変数版である岡 ·ヴェイユの近似定理の一般化になっ
ている。そこで定理１の一般化を (3)に限って考察し、次を得た。

定理 2. Xがケーラー計量を持ちΘhが (X上で)半正ならば、∀cに対し制限写像
Hn,0(X,E) → Hn,0(Xc, E)の像は稠密．

参考文献
[N-R] Nakano, S. and Rhai, T.-S., Vector bundle version of Ohsawa’s finiteness theorems, Math.
Japon. 24 (1979/80), no. 6, 657-664.
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超越的な手法を用いた
小平型のコホモロジー消滅定理の一般化について

松村 慎一 (東北大理)∗

Abstract

超越的な手法を用いたKodairaの消滅定理の一般化について概説する. 具体
的には, 乗数イデアル層付きの単射性定理を中心に, 対数的標準特異点への
一般化や関連する話題や応用について複素幾何の視点から説明する. 証明で
は, 適切な意味で “semi-positive”な直線束や特異計量を調和積分論, ∂-方程
式, L2-理論で調べる技術が鍵となる.

1. はじめに
代数幾何や複素幾何においてコホモロジーの消滅定理は重要な役割を果たす. それ故に,
状況や目的に応じて,様々な消滅定理やその一般化が研究されてきた. 本稿では, Kodaira
の消滅定理の超越的な手法を用いた一般化, 特に “semi-positive”な直線束や特異計量へ
の一般化, についての著者の最近の研究成果について概説する. 近年, [BCHM10]によ
り標準束が適切な意味で “positive”の場合に極小モデル理論が完成し, “semi-positive”
性の研究は重要性を増してきていると思われる. 本稿では,

• 第３節で,特異計量や乗数イデアル層を用いたKollárの単射性定理の擬正な (pseudo-
effective)直線束への一般化 ([Mat13])

• 第４節で, Nadel型の消滅定理や高次順像への応用 ([FM16], [Mat15a], [Mat16a])
• 第５節で, 単射性定理の対数的標準特異点へのさらなる一般化 ([Mat16b])

を紹介する. 正確な議論についてはそれぞれの論文を読んで頂きたい.
本稿における主な考察対象は, 複素多様体上の (正則)直線束や連接層の高次コホモ

ロジーである. 複素多様体X 上の直線束 Lの 0次コホモロジーH0(X,L)は Lの正則
切断の空間であり, Xの幾何学の研究に重要な役割を果たす. 正則切断は正則関数の一
般化なので, 0次コホモロジーH0(X,L)の意味は比較的捉えやすい. その一方で, 高次
コホモロジーHq(X,L)(q > 0)の意味は捉えにくいが, ひとつの見方として局所的な現
象を大域化する際の “障害”であると解釈できる. 以下の正則切断の拡張問題を通して,
高次コホモロジーの意味と消滅定理の意義を説明する.

問題 1 (正則切断の拡張問題). Xの複素部分多様体 S上のL|Sの正則切断をX上の正
則切断に拡張できるか. ここで, L|Sは直線束 Lの Sへの制限である.

この問題は素朴な意味で興味深いだけでなく, 様々な局面で出現し幾何学への応用
をもたらす奥の深い問題である. 層の短完全列

0 → OX(L)⊗ IS → OX(L) → OS(L|S) → 0

から誘導されるコホモロジー間の完全列
0 →H0(X,OX(L)⊗ IS) → H0(X,OX(L))

r−→ H0(S,OS(L|S)) →

H1(X,OX(L)⊗ IS)
j−→ H1(X,OX(L)) → H1(S,OS(L|S)) → · · ·

This work was supported by the Grant-in-Aid for Young Scientists (B) #25800051 from JSPS.
2000 Mathematics Subject Classification: 32J25, 32L20, 14E30.
Keywords: 消滅定理, 単射性定理, 正則切断の拡張定理, L2-理論, ∂-方程式, 調和積分論, 特異計量, 乗数
イデアル層, 対数的標準特異点.
∗ e-mail: mshinichi@m.tohoku.ac.jp, mshinichi0@gmail.com

特別講演
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を考えよう. ここで, OX(L)は Lから定まる可逆層, IS は部分多様体 Sを定義するイ
デアル層である. 上の写像 rはX 上の正則切断を Sに制限する制限写像なので, 上記
の問題は rの全射性を問題にしてることがわかる. もしH1(X,OX(L) ⊗ IS)が消滅す
る (即ち, 零ベクトル空間になる)ならば, rは全射となり, 任意の S上の正則切断が拡
張できる. この考察から, 1次コホモロジーH1(X,OX(L)⊗ IS)は上記の拡張問題の障
害と見なせる. 次に, 上の写像 jが単射であるという条件を考えよう. この消滅よりも
弱い条件からも, rの全射性が従い, 任意の S上の正則切断が拡張できることがわかる.
以上の考察から, 高次コホモロジーの消滅や適当な射の単射性に関する定理の大切さが
窺い知れるだろう. 以下で, この種の定理とその証明の概略を紹介していく.
以後, 本稿を通して, X で n次元のコンパクトケーラー多様体, F でX 上の (正則)

直線束を表す. また, 可逆層と直線束は同一視し, OX(F )などは単に F と書く.

2. Kodairaの消滅定理
この節では, Kodairaの消滅定理に対する２通りの証明 (調和積分論を用いた証明と ∂-
方程式の L2-理論を用いた証明) について復習する. 調和積分論と L2-理論のそれぞれ
の長所を組み合わせることで, 第３節, 第４節, 第５節で紹介される結果が得られてい
くことになる. まずはKodairaの消滅定理の主張から復習しよう.

定理 2 (Kodairaの消滅定理). 直線束F が positive(即ち, チャーン曲率が positiveにな
るエルミート計量を許す)ならば, 以下が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ) = 0.

ここで, KX はXの標準束 (即ち, 正則 n-形式のなす直線束)である.

Kodairaの埋め込み定理によれば直線束の ample性と positive性は同値なので, X
を非特異射影多様体とし “positive”を “ample”と読み替えれば, これは純粋な代数幾何
の主張とみなせる. この視点からはDeligne-Illusie-Raynaudによる正標数還元を用いた
証明が知られている (例えば [EV92]を参照). ホッジ理論的な視点からの証明は [KM98],
[Fn08]でも学べる.
さて, Kodairaの消滅定理の超越的な手法を用いた証明について復習しよう.

調和積分論を用いた証明
Dolbeaultの定理を用いると, コホモロジーHq(X,KX ⊗ F )は以下のように ∂-コホ

モロジーを用いて記述できる :

Hq(X,KX ⊗ F ) ∼=
Ker ∂ : Cn,q

∞ (X,F ) → Cn,q+1
∞ (X,F )

Im ∂ : Cn,q−1
∞ (X,F ) → Cn,q

∞ (X,F )
.

ここで, Cn,•
∞ (X,F )は C∞-級の F に値をとる (n, •)-形式の集合で, ∂ は外微分作用素

d = ∂+∂の (0, 1)-部分である. 簡単のために, しばしばF に値をとる (n, •)-形式を単に
微分形式と呼ぶ. この同型により, コホモロジー類A ∈ Hq(X,KX ⊗ F ) を ∂-閉な微分
形式 uで代表できる. もちろん, その代表元の取り方は ∂-完全な微分形式 ∂v分の任意
性がある. では, 与えられたコホモロジー類の最も “自然”な代表元は何であろうか. ひ
とつの答えは, 最小のL2-ノルム ∥u∥h,ωを持つ代表元である. ここで, L2-ノルム ∥u∥h,ω
は, F の (そのチャーン曲率が positiveになる)エルミート計量 hとX上のケーラー形
式 ωを用いて

∥u∥2h,ω :=

∫

X

|u|2h,ω
ωn

n!

で定義される. 最小の L2-ノルムを持つ代表元 uは微分方程式∆∂u = 0を満たし, 楕円
型微分作用素の解に対する正則性の議論 (Sobolev, Rellich, G̊ardingの定理)より C∞-

-68-



級であることがわかる. ここで, ∆∂は ∂の随伴作用素 ∂
∗を用いて∆∂ := ∂∂

∗
+ ∂

∗
∂ で

定義される ∂-ラプラシアンである. uが調和形式であること (即ち, ∆∂u = 0を満たす
こと)は ∂u = 0かつ ∂

∗
u = 0と同値であることに注意する. この調和形式 uに対して,

Bochner-Kodaira-Nakanoの等式を用いると

0 = ∥∂u∥2h,ω + ∥∂∗u∥2h,ω = ∥D′∗
h u∥2h,ω + ⟨⟨

√
−1Θh(F )Λωu, u⟩⟩h,ω

がわかる. ここで, D′
hはチャーン接続Dh = D′

h+∂の (1, 0)-部分で, Λωはウェッジ積ω∧•
の随伴作用素である. 一方で, 曲率が positiveであることから ⟨⟨

√
−1Θh(F )Λωu, u⟩⟩h,ω ≥

c∥u∥2h,ωがわかる. 以上の議論から, uが恒等的に零になることがわかり, そのコホモロ
ジー類A = {u}が零であることが従う. !

∂-方程式に対する L2-理論を用いた証明
局所的には∂-方程式がL2-ノルム付きで解けることを用いると,コホモロジーHq(X,KX⊗

F ) を L2-空間の ∂-コホモロジーで記述できる :

Hq(X,KX ⊗ F ) ∼=
Ker ∂ : Ln,q

(2)(X,F )h,ω → Ln,q+1
(2) (X,F )h,ω

Im ∂ : Ln,q−1
(2) (X,F )h,ω → Ln,q

(2)(X,F )h,ω
.

ここで, Ln,•
(2) (X,F )h,ωは L2-可積分な F に値をとる (n, •)-形式の集合である. ここでは

∂を閉作用素と見ていることに注意する. この同型により, 高次コホモロジーが消える
かという問題は, 任意の ∂-閉な微分形式 uが ∂-完全である (即ち, 偏微分方程式 ∂v = u
が解 vを持つ)かという問題に置き換わる.
曲率が positiveの場合は, 関数解析的な手法を用いることで, ∂-方程式 ∂v = uを解

くことができる. 実際に, Bochner-Kodaira-Nakanoの等式を用いると,

|⟨⟨α, u⟩⟩h,ω|
2 ≤ C∥u∥2h,ω(∥∂α∥2h,ω + ∥∂∗α∥2h,ω)

がわかり,これをうまく用いるとg(∂
∗
α) := ⟨⟨α, u⟩⟩h,ω で定義される線形写像g : Im ∂

∗ →
Cが (well-definedな)有界作用素になることがわかる. このとき, Hahn-Banachの定理
と Rieszの表現定理から, ∂v = uと L2-評価 ∥v∥2h,ω ≤ C∥u∥2h,ω を満たす vの存在がわ
かる. !

この議論の利点は解の存在だけでなく, そのL2-ノルムまで評価できる点にある. こ
のような量的な評価が出来るのは解析の利点のひとつであり, 様々な応用を与えてくれ
る. もちろん, 調和積分論が劣っている訳ではなく一長一短である. 後述するように, 単
射性定理の証明では調和積分論が有効に働く. また, 乗数イデアル層を用いた単射性定
理の一般化を考える際には, 調和積分論と ∂-方程式のL2-理論を組み合わせる技術が重
要となる.

3. 乗数イデアル層付きの単射性定理
この節では, 消滅定理の “semi-positive”な直線束への一般化 (単射性定理)について説
明する. まずは, Tankeevの先駆的な結果 ([Tan71])の後に得られたKollárの単射性定
理とEnokiの単射性定理を復習しよう. 単射性定理と Serreの消滅定理からKodairaの
消滅定理が直ちに導かれることに注意する.

定理 3 (Kollárの単射性定理 (Enokiの単射性定理), [Kol86a], [Eno90]). Xを非特異射
影多様体 (コンパクトケーラー多様体), F を semi-ample(semi-positive)な直線束とする.
このとき, Fmの正則切断 s( ̸= 0)から誘導される以下の写像は単射である.

Φs : H
q(X,KX ⊗ F )

⊗s−→ Hq(X,KX ⊗ Fm+1).
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直線束の semi-ample性と semi-positive性は以下で定義される. semi-ampleは代数
幾何的な半正値性の条件, semi-positiveは微分幾何的な半正値性の条件である.

定義 4.
(1) テンソル冪 Fmが共通零点のない切断を許すとき, F は semi-ampleであるという.
(2) F が曲率が semi-positiveになるC∞-級計量を許すとき, semi-positiveであるという.
(3) F が, 任意の ε > 0に対して,

√
−1Θhε(F ) ≥ −εω を満たすC∞-級計量 hε を許すと

き, 数値的に半正 (numerically effective, 単にネフと書く ) であるという.

semi-ampleならば semi-positiveで, semi-positiveならばネフであるが, 逆はいずれ
も成り立たない. Enokiの結果はKollárの結果の一般化であることに注意する. その証
明はKollárのホッジ理論に基づいた証明と異なり, 調和積分論に基づいている. 調和積
分論を用いた研究は [Ohs04], [Fn12], [Mat14] でも行われている.
上述のネフという概念はある種の数値的な半正値性の条件である. Xが射影多様体

のとき, ネフの定義は任意の曲線Cとの交点数 (F ·C)が非負であることと同値になる.
(代数幾何ではこの条件がネフの定義となる.) 従って, ネフ直線束に対して単射性定理
を期待するのは自然であるが, これに対しては反例が存在する.
適切に ε→ 0での極限を取ることで, ネフ直線束F は曲率が semi-positiveな “特異”

計量を持つことがわかる. つまり, ネフ直線束は擬正な直線束 (定義は以下を参照)であ
ることがわかる.

定義 5 (直線束の擬正性, 巨大性).
(1) F が曲率が semi-positiveな特異計量を許すとき, 擬正 (pseudo-effective)という.
(2) F が曲率が positiveな特異計量を許すとき, 巨大 (big)であるという.

では, より一般に, 擬正な直線束に対して単射性定理はどのように定式化されるのだ
ろうか. [Fn12]ではザリスキー開集合上で C∞-級の特異計量に対する単射性定理が与
えられている. 定理 7はこの問いに対する答えのひとつであり, [Fn12]の任意の特異計
量への一般化である. 定理 7と今までの定理との関係を図で表すと以下のようになる.

Kodairaの消滅定理
F の仮定

{
複素幾何: C∞-級計量で曲率が正

代数幾何: 豊富 (ample)

単射性定理−−−−−−→
への一般化

Kollár, Enokiの単射性定理{
複素幾何: C∞-級計量で曲率が半正
代数幾何: 半豊富 (semi-ample)

特異計量への
⏐⏐#一般化 特異計量への

⏐⏐#一般化

Nadel, Kawamata-Viehwegの消滅定理{
複素幾何: 特異計量で曲率が正

代数幾何: 巨大 (big)

単射性定理−−−−−−→
への一般化

定理 7の単射性定理{
複素幾何: 特異計量で曲率が半正
代数幾何: 擬正 (pseudo-effective)

定理 7を述べる前に, 特異計量, その曲率, 乗数イデアル層の定義を復習する. 簡単
のため, 直線束 F のC∞-級エルミート計量 gを固定する. ここで, C∞-級エルミート計
量とは, x ∈ Xでのファイバー Fxのエルミート内積 gxの族 {gx}x∈X であり, x ∈ Xに
ついてC∞-級になるものである. 雑に言えば, 特異計量とはこのC∞-級という条件を弱
めたエルミート計量のことである. X上の L1

loc-関数 ϕに対して

h := ge−2ϕ

の形のエルミート計量 hを特異計量といい, ϕを (gに関する)hのウェイトという. 特異
計量 hの曲率はウェイト ϕを用いて

√
−1Θh(F ) :=

√
−1Θg(F ) + 2

√
−1∂∂ϕ で定義さ

れる. 関数 ϕが C∞-級のとき, hは (通常の)C∞-級エルミート計量であり, そのチャー
ン曲率は上式で与えられるので, 上式は特異計量への自然な一般化になっている. 微分√
−1∂∂ϕはSchwartzの超関数の意味での微分なので,特異計量の曲率はC∞-級の (1, 1)-
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形式でなく, 一般には (1, 1)-カレントとなる. (ここでの微分を定義するために関数ϕに
L1
loc-性を要請している.) 特異計量の曲率は, (1, 1)-カレントの意味で

√
−1Θh(F ) ≥ 0を

満たすとき, semi-positiveであるという. この条件は (局所的に)
√
−1Θh(F ) =

√
−1∂∂ψ

を満たす関数 ψ が多重劣調和であることと同値である. また, この ψが強多重列調和
であるとき, その曲率は positiveであるという.
乗数イデアル層 I(h)は開集合 U ⊂ Xに対して

I(h)(U) := I(ϕ)(U) := {f ∈ OX(U) | |f |e−ϕ ∈ L2
loc(U)}

とおくことで定義される. 特異計量hがあるC∞-級の (1, 1)-形式γに対して
√
−1Θh(F ) ≥

γを満たすとき, ϕは局所的にC∞-級関数と多重劣調和関数の和の形でかける. このと
き hの乗数イデアル層は連接層になることが知られている.
特異計量の具体例を見てみよう.

例 6. テンソル冪 Fmの正則切断の族 {si}Ni=1に対して

ϕ :=
1

2m
log

( N∑

i=1

|si|2gm
)

とおくと, h := ge−2ϕは (gの取り方によらない)特異計量になる. その曲率は
√
−1Θh(F ) =

(1/m)
√
−1∂∂ log

∑N
i=1 |si|2となり, semi-positiveであることもわかる. (|si|は siを局

所的に正則関数と見なしたときの絶対値である.) この hの “特異性”は多重劣調和関数
(1/m) log

∑N
i=1 |si|2 から定まっている. このような特異計量は代数的特異性 (algebraic

singularities)を持つという. また, {si}Ni=1の定めるイデアル層が正規交差因子Dの定
めるイデアル層OX̃(−D) になるような双有理写像 π : X̃ → Xを取ると, 乗数イデアル
層 I(h)は

I(h) = π∗(KX̃/X − ⌊ 1
m
D⌋)

と記述できる. ここで, ⌊(1/m)D⌋は係数の切り捨てで出来る因子である. 右辺は代数
幾何における乗数イデアル層の定義となる (例えば [Laz04]を参照).

擬正な直線束に対する単射性定理を紹介する.

定理 7 ([Mat13]). hを曲率が semi-positiveなFの特異計量とする. このとき, supX |s|hm <
∞を満たす Fmの正則切断 s( ̸= 0)から誘導される以下の写像は単射である.

Φs : H
q(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) ⊗s−→ Hq(X,KX ⊗ Fm+1 ⊗ I(hm+1)).

注意 8. (1) 正則切断 sのノルムの関する条件はΦsをwell-definedにするための仮定で
ある. また, F の最小特異計量 hminはこの条件を全ての正則切断に対して満たすので,
F が擬正ならばいつでもこの定理を応用することができる. (最小特異計量 hminについ
ては第４節を参照.)

(2) 定理の定式化のポイントは乗数イデアル層を用いる点にある. たとえ直線束がネフ
でも (ネフ直線束は常に擬正だが), 乗数イデアル層なしでは単射性定理は成立しない.

定理 7の証明の概略
Enokiの単射性定理の証明と同様に調和積分論を使いたい. しかし, 特異計量 hはザ

リスキー開集合上でもC∞-級とは限らない. そこで, ベルグマン核を用いた多重列調和
関数の近似定理 ([DPS01])を用いて, 特異計量 hを以下を満たす特異計量の族 {hε}ε>0

で近似する.
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• hεはザリスキー開集合 Yε上でC∞-級である.

• 0 < ε1 < ε2に対して hε2 ≤ hε1 ≤ hが成立する.

• I(h) = I(hε)が成立する
•
√
−1Θhε(F ) ≥ −εωが成立する.

条件 supX |s|hm < ∞から Yεは εによらないとして良いことがわかる. hεは Y = Yε上
C∞-級なので, この Y 上では調和積分論が応用できることになる. Y が非コンパクトで
ある点に難しさが表れるが, 以下を満たす Y 上の完備ケーラー計量 ω̃を取ることで解
決できる (構成法は [Fn12]を参照).

• ω̃ ≥ ω.

• 任意の x ∈ Xのある近傍上で ω̃ =
√
−1∂∂Φを満たす有界関数Φが存在する.

有界ポテンシャルを持つという条件から, 以下の同型が得られる.

Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) ∼=
Ker ∂ : Ln,q

(2)(Y, F )hε,ω̃ → Ln,q+1
(2) (Y, F )hε,ω̃

Im ∂ : Ln,q−1
(2) (Y, F )hε,ω̃ → Ln,q

(2)(Y, F )hε,ω̃

∼= Hn,q
hε,ω̃

(F ).

ここで, Hn,q
hε,ω̃

(F )は hεと ω̃に関する調和形式の集合である. この同型により, コホモロ
ジー類Aを hεと ω̃に関する調和形式 uεで代表できる.

Enokiの単射性定理の証明では,曲率が semi-positiveなので, suεが再び調和形式にな
る (即ち, ∂

∗
suε = 0が成立する). 我々の状況では, hεの曲率は semi-positiveでないもの

の negativityが εで抑えられている. 一方で, KX ⊗F ではなく乗数イデアル付きの連接
層KX⊗F ⊗I(h)を考えていることから, L2-ノルム ∥uε∥hε,ω̃ が (εに関して)有界である
ことがわかる. これらの評価から, Enokiの証明を一般化して limε→0 ∥∂

∗
suε∥hm+1

ε ,ω̃ = 0
を示すことができる. 即ち, suεは “漸近的には調和形式”だということがわかる.
我々の目的は単射を示すことなので, sAはコホモロジー類として零だと仮定してよ

い. この仮定から ∂-方程式 ∂vε = suεが解 vε を持つことがわかる. この解 vεの L2-ノ
ルム ∥vε∥hm+1

ε ,ω̃が問題となる. 今の状況で ∥vε∥hm+1
ε ,ω̃が (εに関して)有界になるような

vεを構成できれば証明は完成する. 実際,

∥suε∥2hm+1
ε ,ω̃

= ⟨⟨suε, ∂vε⟩⟩hm+1
ε ,ω̃ ≤ ∥∂∗suε∥hm+1

ε ,ω̃∥vε∥hm+1
ε ,ω̃ → 0

から uεが適切な意味で 0に収束することが確認でき, そこからA = 0が示される.
定理 7の証明の鍵は, ∂vε = suεの解 vεをうまく構成し, L2-ノルム ∥vε∥hm+1

ε ,ω̃を評
価する点にある. もし考えている計量の曲率が positiveならば, 解 vεを ∥vε∥hm+1

ε ,ω̃ ≤
C∥suε∥hm+1

ε ,ω̃ を満たすように取れ, 右辺の有界性から問題は解決する. しかし, 今の状
況では, hεの曲率は positiveどころか semi-positiveでもない. ここが証明の難しさの
ひとつである. 雰囲気として vεのノルムを suεのノルムで抑えたいので, ∂-作用素が開
写像になるというような主張をしたい. しかし, ∂-作用素は閉作用素であるし, 考えて
いる L2-空間は εに依存して変化するので, このままでは定式化もうまく出来ない. そ
こで, ∂-方程式 ∂vε = suεをコバウンダリー作用素 δを用いた方程式 δWε = Sεに変換
することを考える. 実はコチェインの空間は εに依らず, δも開写像であることがわか
る. この方程式 δWε = Sεを先に解いて良い解Wεを構成し, それから vεを得ることが
出来る. vεのL2-ノルムは, 極限W0の取り方や単位の分割に依存し, 良い評価は出来な
い. しかし, (εに関して)有界であるという我々の目的だけは達成できるという仕組み
になっている. ここの議論はかなり技術的だが, 解の L2-ノルムを評価するひとつの方
法を与えてくれる. !
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4. 消滅定理や高次順像への応用
この節では定理 7に関連する結果や応用について紹介する. まずは, 定理 7の議論の応
用として得られる最小特異計量 hminに対するNadel型の消滅定理を紹介する.

定理 9 ([Mat14], [Mat15a]). hminを巨大な直線束 F の最小特異計量とする. このとき,
以下が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) = 0.

最小特異計量hminとは,曲率が semi-positiveな計量の内で,最も特異性がマイルドな
計量である. hの曲率が positiveのときには, q > 0に対してHq(X,KX ⊗F ⊗I(h)) = 0
が成立する. これが元々の Nadel, Kawamata-Viehwegの消滅定理であった ([Dem82],
[Nad89], [Nad90], [Kaw82], [Vie82]). しかしながら,最小特異計量hminの曲率はpositive
には成り得ない. また, 非代数的な特異性を持つ可能性がある. これらの困難を単射
性定理のアイデアで解決する点が証明の鍵となる. 近年, Guan-Zhouにより, 多重劣調
和関数の乗数イデアル層に関する (strong) openness conjectureが解決された ([GZ15]).
Hiêpや Lempertにより別証明も与えられている ([Hie14], [Lem14]). この結果を用いる
と上の結果は既存の結果から従うことに注意する.
次に [FM16]の結果 (の一部)を紹介する. [FM16]内では, より応用を見据えた乗数

イデアル層付きの単射性定理を与えた. その証明では, 定理 7の証明に現れるザリス
キー開集合 Yεが εに依存する場合を扱う必要は生じる. この場合には, Yε上の完備ケー
ラー形式 ωε,δ := ω + δω̃ε を考え, これに関する調和形式 uε,δ の δ → 0, ε → 0での
極限を注意深く調べていくことが必要となる. この定理と後述の定理 11を組み合わせ
ることで以下の応用を得る. 以下の応用は, それぞれ, Kollárの捻れ不在定理 (torsion
free theorem), Kollárの消滅定理 ([Kol86a]), Höringの結果 ([Hör10])の擬正な直線束へ
の一般化である. なお, Kollárの消滅定理とOhsawaの消滅定理 ([Ohs84])の一般化が
[Mat15b]で研究されている (関連する導来圏内での分解定理について [Fs15], [Kol86b],
[Tke95]を参照).

定理 10 ([FM16]). f : X → Y をコンパクトケーラー多様体Xから射影多様体 Y への
全射正則写像, hを F の曲率が semi-positiveな特異計量とする.

(1) 高次順像Rqf∗(KX ⊗ F ⊗ I(h))には捻れがない (torsion freeである).

(2) Aを Y 上の ampleな直線束とすると, 以下が成立する:

任意の p > 0と qに対して, Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ F ⊗ I(h))⊗ A) = 0.

(3) さらにAが基点を持たないとすると, 任意の q ≥ 0とm ≥ dimY + 1に対して,
Rqf∗(KX ⊗ F ⊗ I(h))⊗ A⊗mは大域切断で生成される.

以下の定理のお陰で, 乗数イデアルに関する命題 (例えば定理 10)を多様体の次元に
関する数学的帰納法で証明することが可能になる. この定理はいくつかの論文では証
明なしに使われているが, 繊細な問題を含んだ非自明な定理だと思われる. 実際, (少な
くとも [FM16]の)証明は非常に技術的であり繊細な側面がある. 例えば, Λ \ Gが測度
零になることなども期待されるが, (我々の証明では)そこまでは示せていない.

定理 11 ([FM16]). Λを基点を持たない線形系 (ただし dimΛ ≥ 1), hを F の特異計量
とする. このとき, 以下で定義される GはΛ内で稠密である.

G := {H ∈ Λ |H は非特異で I(h|H) = I(h)|Hが成立 }.

以下の結果は定理 7のケーラー多様体の変形族への相対化である. ある種の非コン
パクト多様体への一般化とも見なせる.
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定理 12 ([Mat16a]). 写像 π : X → Y を複素多様体X から解析空間 Y への固有な全射
ケーラー射とする. EをX 上の直線束で, hを曲率が semi-positiveなEの特異計量と
する. 任意の相対コンパクトなK ! Xに対して supK |s|hm < ∞ を満たすEm(m ≥ 0)
の正則切断 s( ̸= 0)を考える. このとき, sから誘導される以下の写像は (well-definedで)
単射である.

Φs : R
qπ∗(KX ⊗ E ⊗ I(h)) ⊗s−→ Rqπ∗(KX ⊗ Em+1 ⊗ I(hm+1))

この定理は, Eが semi-ampleのときは既に示されており, Eが semi-positiveのとき
はTakegoshiの結果 ([Tke95])である. また, ザリスキー開集合上C∞-級の特異計量に対
しては [Fn13]で既に示されている. 定理12の証明は, [Tke95]の議論と [Mat13]の議論と
の組み合わせであり, かなり複雑となる. 応用として, 以下のNadel-Kawamata-Vieweg
型の消滅定理を得ることができる. これは [Cao14]の結果の射影多様体の変形族への相
対化である.

定理 13. 写像 π : X → Y を複素多様体X から解析空間 Y への固有な全射射影射とす
る. EをX 上の直線束で, hを曲率が semi-positiveなEの特異計量とする. このとき,
以下が成立する:

任意の q > f − max
t 上でπは滑らか

nd(F |Xt , h|Xt)に対して, Rqπ∗(KX ⊗ E ⊗ I(h)) = 0.

ここで f はファイバーの次元, nd(F |Xt , h|Xt)は tに沿った数値的小平次元を意味する.

5. 対数的標準特異点への一般化
この節では, 単射性定理の対数的標準特異点 (log canonical singularities, LC特異点と
書く)への一般化を問う以下の予想を考える. この予想は, 代数的な状況 (即ち, Xが非
特異射影多様体でF が semi-ampleの状況)で既に得られている結果 ([EV92], [Amb03],
[Fn09]を参照)の複素幾何的な状況への一般化を問題にしている.

予想 14 ([Fn15, Conjecture 2.21], [Fn13, Problem 1.8]). DをX 上の単純正規交叉な
因子, F をX上の semi-positiveな直線束とする. 零点 s−1(0)が組 (X,D)の対数標準的
階層 (LC strate) を含まない正則切断 s ∈ H0(X,Fm)を考える. このとき, 正則切断 s
から誘導される以下の写像は単射であろう.

Hq(X,KX ⊗D ⊗ F )
⊗s−→ Hq(X,KX ⊗D ⊗ Fm+1).

以後, LC(log canonical), DLT(divisorial log terminal), PLT(purely log terminal),
KLT(kawamata log terminal)などの専門用語が出てくるが, これら全て, 多様体X と
Q-因子Dの組 (X,D)の特異点に関するクラスである (詳しくは [KM98]を参照). LC,
DLT, PLT, KLTの順に悪い特異点を持つことに注意する.
この予想の難しさ (面白さ)を説明しよう. 組 (X,D)がKLTであることと (X,D)の

(代数的に定義される)乗数イデアル J (X,D)が自明になることは同値である. この意
味で, 乗数イデアル層は非KLT的な情報を抽出するイデアルであり, 定理 7はKLT特
異点に対する結果だと見なせる. その証明では, 乗数イデアル (=非KLTイデアル)の
L2-可積分性を用いた解析的表示が有効に働いていた. 一方で, 非LC的な情報を抽出す
るイデアル ([FST11]を参照)を解析的にどう扱うべきかはよくわかっていない. L2-理
論がうまく機能しない世界 (=LCの世界)で, どのように予想 14を解析的に扱うかがこ
の問題の難しさ (面白さ)である. [Mat16a]では, (X,D)がPLTの場合にこの予想を解
決した.

定理 15 ([Mat16a]). 予想 14と同じ状況の下で, (X,D)が PLT(即ち, Dの既約分解の
D =

∑
Diの既約因子Diが互いに交わらない)と仮定する. このとき,予想 14は正しい.
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証明では (X,D)をKLTの組 (X, (1 − ε)D)で近似し, LCへの収束の速度 (KLTか
らの離れ具合)を具体的に評価する点が鍵となる. その際には [Tke97]の技術と以下の
強レフシェッツ定理 ([DPS01])の精密化が使われる.

定理 16 ([Mat16a]). ωをX上のケーラー形式, hをF の曲率が semi-positiveな特異計
量とする. hがザリスキー開集合上でC∞-級であると仮定する. このとき, 任意の調和
形式 u ∈ Hn,q

h,ω(F )に対して以下が成立する.

∗u ∈ H0(X,Ωn−q
X ⊗ F ⊗ I(h)).

ここで, Ωn−q
X は正則 (n− q)-形式のなすベクトル束で, ∗は ωに関するホッジ作用素で

ある.

6. おわりに
定理 7の証明は一般の特異計量を扱うためかなり技術的だが, 調和形式の漸近的な挙動
を調べたり, ∂-方程式の解のL2-ノルムを評価したりなど, ここで確立された技術は, 他
の局面でも役立つのではないかと期待している. また, 応用上は最小特異計量や極限で
得られる特異計量を扱うことが多い. これらの計量の特異性を調べることは困難なの
で, 一般の特異計量に対して定式化しておく価値はあると思われる.
単射性定理は代数幾何的にはホッジ理論を用いて証明される. 本稿の議論はホッジ

理論の複素幾何的な側面の研究とも見なせる. 今後, この研究を継続して,

• ホッジ理論の複素幾何・解析的な側面の研究
• 対数的標準特異点 (LC特異点)に対する解析的な理論の構築

を目指したい. また,第１節で述べた通り,消滅定理や単射性定理の正則切断の拡張問題
への応用を考えるのは自然である. この方向での今後の (とても)大きな目標は, 多重種
数の不変性に関連する正則切断の拡張問題 ([Siu98], [Siu02], [Tka97], [Pău07])やDLT
対に対する正則切断の拡張予想 ([DHP13], [FG14]) への貢献である. 双有理幾何の最重
要問題のひとつであるアバンダンス予想は, 非消滅予想 (non-vanishing conjecture)と
DLT拡張予想 (DLT extension conjecture) に分解できる. もちろん, どちらも極めて難
しい予想である. 本稿では詳しく述べられなかったが, [FM16]の結果は [Dem15]の拡張
定理 (の特別な場合)の一般化を与えている. また, [GM14]でDLT拡張予想への応用が
研究されている. [GM14]の結果により, 標準束に “良い”特異計量が存在すれば, DLT
拡張予想が解決されることがわかる. “良い”特異計量が存在すれば, χ(X,OX) ̸= 0なる
Xに対しては非消滅予想も解決される ([LP16]). 問題は “良い”特異計量の構成である.
PLTの場合には [DHP13]で “良い”特異計量が構成され, PLTの仮定の下でDLT拡張
予想は解決されている. その構成には, Ohsawa-Takegoshiの L2-拡張定理 ([OT87])を
用いて, 適切な正則切断の L2-ノルムを制御する技術が重要な役割を果たしていた. 今
後は “良い”特異計量を構成するために,

• Ohsawa-Takegoshiの L2-拡張定理の研究
も行っていきたい.
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dimensional algebraic geometry, RIMS Kôkyûroku Bessatsu, 24, Res. Inst. Math. Sci.
(RIMS), Kyoto, (2011), 1–46.

[Fs15] T. Fujisawa, A remark on the decomposition theorem for direct images of canonical
sheaves tensorized with semipositive vector bundles, Preprint, arXiv:1512.03887v1.

[GM14] Y. Gongyo and S. Matsumura, Versions of injectivity and extension theorems, to
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[Pău07] M. Păun, Siu’s invariance of plurigenera: a one-tower proof, J. Differential Geom.
76 (2007), no. 3, 485–493.

[Siu98] Y.-T. Siu, Invariance of plurigenera, Invent. Math. 134 (1998), no. 3, 661–673.

[Siu02] Y.-T. Siu, Extension of twisted pluricanonical sections with plurisubharmonic weight
and invariance of semipositively twisted plurigenera for manifolds not necessarily of gen-
eral type, Complex geometry (Göttingen, 2000), 223–277, Springer, Berlin, (2002).

[Sko78] H. Skoda, Morphismes surjectifs de fibrés vectoriels semi-positifs, Ann. Sci. École
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