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分岐理論と ℓ進層の特性サイクル
谷田川友里 (東京科学大学理学院)

1 はじめに
kを標数 pの代数閉体とし、X を k上のなめらかな代数多様体とする。このとき、X 上

の ℓ進層のオイラー数を層の分岐の不変量で計算するという問題を考える。Xが曲線の場合
には、X 上の ℓ進層のオイラー数はGrothendieck-Ogg-Shafarevich公式 ([SGA5]) により、
層の分岐の不変量を用いて計算される。そこでX の次元がより高次元の場合に、層の分岐
の不変量を用いたオイラー数の計算について考える。
本稿ではそのアプローチの 1つとして、構成可能層の特性サイクル ([Sa3])の層の分岐の

普遍量を用いた計算について考える。以下、ℓを pとは異なる素数とし、Λを有限局所Zℓ代
数とする。X 上の自由 Λ加群の構成可能層 F の特性サイクル CC(F)は複素多様体の場合
の特性サイクル ([KSc, 9.4]) の類似として、余接束 T ∗X = SpecS•Ω1∨

X 上の代数的サイク
ル (=T ∗X の閉部分多様体の Z上の線形結合)として定義され T ∗X の零切断 T ∗

XX との交
点数によりオイラー数を計算する。

定理 1 ([Sa3, Theorem 7.13]). X が k上射影的なとき、X 上の自由 Λ加群の構成可能層F
のオイラー数

χ(X,F) =
∑
i

(−1)i dimH i(X,F)

はX の余接束 T ∗X の零切断 T ∗
XX と特性サイクル CC(F)との交点数 (CC(F), T ∗

XX)T ∗X

として
χ(X,F) = (CC(F), T ∗

XX)T ∗X

と計算できる。

この指数公式を介して、特性サイクルを層の分岐の不変量で計算することにより、オイ
ラー数の層の分岐の不変量による計算を与えることができる。一方、この特性サイクルは消
失輪体を用いて構成されており、複素多様体の場合のものに比べて構成が複雑であるため、
直接的に具体的な計算をすることは一般的には難しい。そこで本稿では、層の分岐の不変量
を用いて T ∗X 上の代数的サイクルを構成し、特性サイクルと比較する。
X 上の構成可能層 F のオイラー数の計算は強型の特異点解消を認めることによって次の

場合に帰着することができる。

(*) F はX 上の単純正規交叉因子Dの補集合 U = X −D上の自由 Λ加群の局所定数構
成可能層 Gの零延長 j!Gである。ただし、j : U → X は自然な開埋め込みを表す。

具体的には、Xのなめらかな局所閉部分代数多様体のからなる stratificationを取ることで、
層が局所定数構成可能層のコンパクト化への開埋め込みによる零延長である場合に帰着でき
る。オイラー数は境界上のブローアップによって不変であることから、ここでさらに強型の
特異点解消を用いることで境界を単純正規交叉因子にすればよい。(ちなみに、特性サイク
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ルの計算も、特性サイクルの distinguished triangleとの可換性 ([Sa3, Lemma 5.13.1]) およ
び閉埋め込みによる押し出しとの可換性 ([Sa3, Lemma 5.13.2]) により、層が局所定数構成
可能層の零延長の場合までは帰着することができる。)

本稿では、講演内容に基づき、層の分岐について考えるのに適した設定である (*)のもと
で、局所定数構成可能層 Gの階数を 1に制限した場合に、層 GのDに沿った分岐の不変量
を用いた特性サイクルの計算を考える。そのために特性サイクル比較するための代数的サイ
クルを分岐の不変量を用いて構成し、特性サイクルと比較する。さらに、構成した代数的サ
イクルが余接束の零切断との交点数によりオイラー数を計算するかどうかも考える。簡単の
ため、本稿を通して kは代数閉体を表し、k上の代数多様体とは k上有限型であるような連
結スキームを表すことにする。

2 特性サイクル
講演では特性サイクル ([Sa3])の構成にはほとんど触れることはできなかったが、ここで

は簡単に特性サイクルの定義と性質を確認する。X を代数閉体 k上なめらかな代数多様体
とする。kの標数を pとし、ℓを pと異なる素数、Λを有限局所 Zℓ代数とする。
X 上のベクトル束 E とその閉部分集合 C に対して、Gmの E への作用によって C が不

変であるとき、C は錐的であるという。

定義 2. Cを余接束T ∗X = SpecS•Ω1∨
X の錐的な閉部分集合とし、dh : T ∗X×X W → T ∗W ,

df : T ∗Y ×Y W → T ∗W を k上なめらかな代数多様体の間の射 h : W → X, f : W → Y か
ら定まるW 上のベクトル束の間の標準的な射とする。

(1) k上のなめらかな代数多様体の間の射の組 (h, f)が 2つの条件

(a) dh−1(T ∗
WW ) ∩ h∗C ⊂ T ∗

XX ×X W (i.e. hは C-横断的)

(b) df−1(dh(h∗C)) ⊂ T ∗
Y Y ×Y W

をともにみたすとき、組 (h, f)は C-横断的であるという。ただし、h∗C = C ×X W

とする。

(2) wをWの閉点とし、j : W−{w} → Wを自然な開埋め込みとする。組 (h, f)のW−{w}
への制限 (h ◦ j, f ◦ j) がC-横断的であるとき、wは f の高々C-特性点であるという。

C-横断的であることの定義から、C ′ ⊂ Cをみたす 2つの錐的な閉部分集合C,C ′ ⊂ T ∗X

に対して、C-横断的な射は C ′-横断的でもあることがわかる。
すべてのコホモロジー層が構成可能層であり、有限個を除いて 0であるようなX 上の Λ

加群の複体を構成可能複体という。ここではさらに、Λ加群の構成可能複体というときは、
すべて Tor次元が有限であるものを指すことにする。X 上の Λ加群の構成可能複体 F に
対して、次の条件 (S)をみたすような最小の錐的な閉部分集合 C ⊂ T ∗X が存在する ([Be,

Theorem 1.3 (i)])。

(S) k上なめらかな代数多様体の間の射の組 (h : W → X, f : W → Y )が C-横断的である
とき、f は h∗F に関して局所非輪状 ([SGA41

2 , Definition 2.12]) である。

定義 3 ([Be, 1.3]). 錐的な閉部分集合 C ⊂ T ∗X が条件 (S)をみたすとき、F は C にマイ
クロ台をもつといい、F が C にマイクロ台をもつような T ∗X の最小の錐的な閉部分集合
C ⊂ T ∗X を SS(F)と表し、F の特異台と呼ぶ。
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X 上の構成可能複体 F の特異台 SS(F)の任意の既約成分の次元はX の次元に等しくな
る ([Be, Theorem 1.3 (ii)])。このとき、F の特性サイクル CC(F)は特異台 SS(F)の既約
成分たちのZ上の線型結合 (i.e. T ∗X上の dimX次元の代数的サイクル) Aで次のミルナー
公式で特徴づけられるようなものをいう。

定理 4 ([Sa3, Theorems 5.9, 5.18]). SS(F)の既約成分の Z上の線型結合 Aで、任意のエ
タール射 h : W → Xと任意の k上なめらかな曲線への射 f : W → Y の組 (h, f)および f の
高々SS(F)-特性点であるような任意の閉点 w ∈ W に対して、

dimtotϕw(h
∗F , f) = (A, df)T ∗W,w

が成り立つようなものがただ 1つ存在する。ここで、左辺の dimtotは全次元を、ϕwは消失輪
体複体のwでの茎を表す。右辺の df は T ∗Y の基底から定まる T ∗W の切断を、(−,−)T ∗W,w

は T ∗W の wでのファイバーでの交点数を表す。

3 先行研究
ここでは特性サイクルの計算に関する先行研究を紹介する。まず、X が曲線の場合には、

斎藤 [Sa3]により、X上のΛ加群の構成可能層F の特性サイクルは、U ⊂ XをF|U が局所
定数層となるようなXの稠密な開部分多様体、ax(F)を閉点 x ∈ X −U でのF のアルティ
ン導手、T ∗

xX を閉点 x ∈ X − U でのファイバーとして、

CC(F) = (−1)(rankF · [T ∗
XX] +

∑
x∈X−U

ax(F)[T ∗
xX])

と計算できることが知られている ([Sa3, Lemma 5.11.3])。
次に、層の分岐の不変量を用いて構成された代数的サイクルと零切断との交点数としての

オイラー数の計算については、(*)の設定のもとで Gの階数を 1とした場合に、加藤 [K2]に
よる対数的な特性サイクルCC log

D (F)の指数公式が知られている ([Sa1, Corollary 3.8])。こ
の対数的な特性サイクルCC log

D (F)は層 GのDに沿った分岐が clean (6章を参照) という仮
定のもとで、Dに沿って対数的な極をもつXの対数的余接束 T ∗X = SpecS•Ω1

X/k(logD
′)∨

上の dimX次元の代数的サイクルとして、4, 5章で紹介する層 GのDにDに沿った対数的
な分岐の不変量を用いて定義される。X が曲面の場合には、D上の (閉)点に沿ったブロー
アップを考えることで、層 GのDに沿った分岐が cleanという条件を仮定しなくても対数的
な特性サイクル CC log

D (F)が T ∗X(logD)上の 2次元の代数的サイクルとして定義できる。
Xの次元が一般で、層Gの階数も一般の場合に、対数的な特性サイクルの非対数版CC log

∅ (F)

が特性サイクルCC(F)の計算を与えることも斎藤 [Sa3]によって示されている ([Sa3, The-

orem 7.14])。具体的には、層 GのDに沿った分岐が強非退化 (6章を参照) な場合に、対数
的な特性サイクルの非対数類似として、4, 5章で紹介する層 GのDに沿った非対数的な分岐
の不変量 (5章を参照) を用いて、余接束 T ∗X上に dimX次元の代数的サイクルCC log

∅ (F)

が構成でき、特性サイクルCC(F)に一致する。さらに、GのDに沿った分岐が順分岐 (e.g.

kの標数が 0) であるとき、特性サイクル CC(F)は

CC(F) = (−1)d
∑
I′∈I

[T ∗
DI′

X]

と計算できる ([Sa3, Theorem 7.14])。ただし、I ′ ⊂ I に対して、DI′ =
∩

i∈I′ Di (I
′ = ∅な

らDI′ = X)とし、T ∗
DI′

X = SpecS•NDI′/X
でDI′ ⊂ X の余正規束を表す。
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層 G のDに沿った分岐が cleanあるいは強非退化という条件は、X から適切な余次元 2

以上の閉部分多様体を取り除くことで実現できる。X が曲面かつ層 G の階数が 1の場合に
は、対数的な特性サイクル CC log

D (F)の T ∗X への自然な持ち上げを、X から適切な余次元
2以上の閉部分多様体を除いたところで CC log

∅ (F)に等しくなるように適切に構成すると、
それが閉点でのファイバーの重複度も含めて特性サイクルに等しくなることもわかっている
([Y2, Theorem 6.1])。すなわち、Xが曲面の場合には、(*)の設定のもとで Gの階数が 1の
場合の特性サイクル CC(F) = CC(j!G)の層 G の分岐の不変量による計算がすでに得られ
ている。本稿で説明する特性サイクルの計算 (定理 12) は、最終的にX が 2次元の場合の
特性サイクルの計算に帰着することで得られる、X が一般次元の場合の特性サイクルの計
算である。その過程で特性サイクルと比較する代数的サイクルは、層 GのDに沿った分岐
が cleanあるいは強非退化という仮定よりも少しだけ弱い仮定のもとで構成される。そのた
め、この代数的サイクルの指数公式 (定理 9) は上記の対数的な特性サイクルCC log

D (F)およ
びその非対数版CC log

∅ (F)の指数公式よりも少しだけ弱い仮定のもとでF = j!Gのオイラー
数の計算を与えるものになる。

4 完備離散付値体の分岐理論
次に特性サイクルの計算や特性サイクルと比較する代数的サイクルの構成に用いる分岐に

関する不変量を導入する。
完備離散付値体 K に対して、OK で K の付値環、mK ⊂ OK で極大イデアル、FK =

OK/mK で剰余体を表す。
GK = Gal(Ksep/K)をK の絶対ガロア群とする。FK が完全体のときには、[Se]によっ

てK の有限次分離拡大の分岐を測る分岐群 {Gr
K,cl}r∈Q≥−1

が定義されている。この分岐群
は、Gr+

K を
∪

s>r G
s
K の閉包とするとき、次をみたす。

(1) {Gr
K,cl}r∈Q≥−1

はGKの正規部分群からなる減少フィルトレーションである。すなわち、
任意の r ∈ Q≥−1に対してGr

K,clはGKの正規部分群であり、r < sならGr
K,cl ⊃ Gs

K,cl

が成り立つ。

(2) KurをK の最大不分岐拡大とするとき、GK/G0
K,cl = Gal(Kur/K)が成り立つ。

(3) KtrをK の最大順分岐拡大とするとき、GK/G0+
K,cl = Gal(Ktr/K)が成り立つ。

(4) K ′/Kを分岐指数が eの有限次順分岐拡大とするとき、各 r ∈ Q≥0に対してGer
K′,cl =

Gr
K,clが成り立つ。

FKが完全体とは限らないときには、GKに対して、[Se]における分岐群の一般化であるよ
うな 2種類の分岐群がAbbes-斎藤 [AS1]により一般に定義されている。{Gr

K}r∈Q≥1
をその

うちの非対数的な分岐群、{Gr
K,log}r∈Q≥0

を対数的な分岐群とする。r ∈ Q≥1に対してGr+
K

を∪
s>r G

s
K の閉包とし、r ∈ Q≥0に対してGr+

K,logを
∪

s>r G
s
K,logの閉包とすると、これら

の 2種類の分岐群は次をみたす ([AS1, Propositions 3.7 (1), 3.7 (3), 3.15 (1), 3.15 (2), 3.15

(4)])。

(a) 任意の r ∈ Q≥1に対してGr ⊃ Gr
log ⊃ Gr+1が成り立つ。

(b) KurをK の最大不分岐拡大とするとき、GK/G1
K = Gal(Kur/K)が成り立つ。
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(c) KtrをK の最大順分岐拡大とするとき、GK/G1+
K = GK/G0+

K,log = Gal(Ktr/K)が成
り立つ。

(d) K ′/K を有限次不分岐拡大とするとき、任意の r ∈ Q≥1に対して Gr
K′ = Gr

K が成り
立つ。

(e) K ′/K を分岐指数が eの有限次順分岐拡大とするとき、r ∈ Q≥0 に対して Ger
K′,log =

Gr
K,logが成り立つ。

(f) FK が完全体のとき、任意の r ∈ Q≥0に対してGr+1
K = Gr

K,log = Gr
K,cl が成り立つ。

この分岐群に対しても [Se]における分岐群と同様に次のHasse-Arfの定理が成り立つ。
定理 5 ([AS2, Corollaire 9.12], [KS, Theorem 1.3], [Y1, Theorem 3.1], [Sa4, Theorem

4.3.1.2]). L/Kを有限次アーベル拡大とし、r ∈ Qとする。r ≥ 1のとき、任意の s > rに対
してGr

K/(GL ∩Gr
K) 6= Gs

K/(GL ∩Gs
K)が成り立つならば rは整数である。同様に、r ≥ 0

のとき、任意の s > rに対してGr
K,log/(GL ∩Gr

K,log) 6= Gs
K,log/(GL ∩Gs

K,log)が成り立つな
らば rは整数である。
次にGK の連続表現に対する不変量を定義する。本稿では階数 1の層しか考えないので、

1次表現のみを考える。χ : GK → Λ×をGK の指標とする。このとき、χの全次元 dt(χ)と
スワン導手 sw(χ)をそれぞれ

dt(χ) = min{r | χ(Gr+
K ) = 1}

sw(χ) = min{r | χ(Gr+
K,log) = 1}

として定義する。このとき、上記の定理 5より、χの全次元 dt(χ)とスワン導手 sw(χ)はそれ
ぞれ 1以上、0以上の整数になる。また、上で述べた分岐群の性質 (a), (c)により、dt(χ) = 1

であることと sw(χ) = 0であることが同値であるということや、dt(χ)が sw(χ)あるいは
sw(χ) + 1のいずれかに等しいことがわかる。
次に代数的サイクルを構成する際に余接束の閉部分多様体を構成するために使用する、全

次元 dt(χ)およびスワン導手 sw(χ)の精密化にあたる不変量について紹介する。本稿で考え
る完備離散付値体は代数多様体の余次元 1の点での局所環の完備化から定まるものであるこ
とから、K が等標数 (i.e. K と FK の標数が等しい) の場合のみを考える。簡単のため、K

の標数は p 6= 2であると仮定する。このとき、m ∈ Z>1と n ∈ Z>0に対して、Gm
K/Gm+1

K ,

Gn
K,log/G

n+1
K,logは p乗が単位群となるようなアーベル群であり ([Sa2, Corollary 2.28.1], [Sa1,

Theorem 1.24])、単射群準同型

rsw: Hom(Gm
K/Gm+1

K ,Fp) → Hom(mm
K/mm+1

K ,Ω1
OK

⊗OK
FK)

char : Hom(Gn
K,log/G

n+1
K,log,Fp) → Hom(mn

K/mn+1
K ,Ω1

OK
(log)⊗OK

FK)

が存在する ([Sa2, Corollary 2.28.2], [Sa1, Corollary 1.25])。χがdt(χ) = m, sw(χ) = nをみ
たすとき、χはHom(Gm/Gm+1,Fp)およびHom(Gn

log/G
n+1
log ,Fp)の元 χ̄を定める。このと

き、(m−m
K Ω1

OK
)⊗OK

FKおよび (m−n
K Ω1

OK
(log))⊗OK

FK に属する微分形式 char(χ), rsw(χ)

で、上の単射準同型 rsw, charによる χ̄の像がそれぞれ char(χ), rsw(χ)との積で定まる準
同型となるようなものを取ることができる。この微分形式 char(χ) ∈ (m−m

K Ω1
OK

)⊗OK
FK ,

rsw(χ) ∈ (m−n
K Ω1

OK
(log))⊗OK

FK をそれぞれ χの特性形式および精密化されたスワン導手
という。
これらの不変量はK の標数が p > 0である場合には次のようにK のヴィット環を用いて

計算することができる。
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例 6 ([AS2, Corollaire 9.12], [Y1, Theorem 3.1], cf. [Br, §1], [K1, §2, §3], [M, §3]). Kの標
数が p > 0であるとする。χ : G → Λ×をGの指標とし、χの p部分の位数を psとする。F

でヴィット環Ws(K)上のフロベニウス写像

F : Ws(K) → Ws(K) ; (as−1, as−2, . . . , a0) 7→ (aps−1, a
p
s−2, . . . , a

p
0)

を表す。アルティン・シュライヤー・ヴィット理論による同型

Ws(K)/(F − 1)Ws(K)
≃−→ H1(K,Z/psZ)

と標準的な全射Ws(K) → Ws(K)/(F − 1)Ws(K)の合成による像が χの p部分になるよう
な a = (as−1, as−2, . . . , a0) ∈ Ws(K)のうち、

ordK(a) = min
i
{pi ordK(ai)}

が最大であるようなものを取る。ここで、ai ∈ K に対する ordK(ai)はK の正規付値によ
る aiの付値を表す。このように a ∈ Ws(K)を取ると、

sw(χ) = ordK(a)

が成り立つ。sw(χ) = 0のときには分岐群の性質 (c)によりdt(χ) = 1が成り立つ。sw(χ) > 0

のときには、π ∈ OK を素元とし、

F s−1d : Ws(K) → Ω1
K ; (as−1, as−2, . . . , a0) 7→

s−1∑
i=0

ap
i−1

i dai

とするとき、

dt(χ) =

sw(χ) (F s−1da /∈ m
ordK(a)−1
K Ω1

OK
)

sw(χ) + 1 (F s−1da ∈ m
ordK(a)−1
K Ω1

OK
)

が成り立つ。さらに、char(χ), rsw(χ) はそれぞれ F s−1d ∈ Ω1
K の (m−m

K Ω1
OK

) ⊗OK
FK ,

(m−n
K Ω1

OK
(log))⊗OK

FK における像と等しくなる。

5 局所定数構成可能層の分岐理論
Xを標数 pの代数閉体 k上なめらかな代数多様体とし、D ⊂ XをX上の単純正規交叉因

子とする。Dの補集合 U = X −Dの、X への自然な開埋め込みを j : U → X で表す。ℓを
pと異なる素数とし、Λを有限局所Zℓ代数、F を U 上自由 Λ加群の局所定数構成可能層と
する。η̄ = Spec k(U)sep → U を U の幾何的生成点とすると、F の η̄での茎Fη̄は U の数論
的基本群 π1(U, η̄)の Λ上連続表現を定める。本稿の目的から、F の階数 rankFη̄ は 1であ
るとし、連続表現 Fη̄ に対応する π1(U, η̄)の指標を χ : π1(U, η̄) → Λ×とする。
{Di}i∈I をDの既約成分全体のなす族とし、piをDiの生成点として、局所環OX,pi の完

備化をOKi、OKi の商体をKiと表す。このとき、KiはOKi を付値環とする完備離散付値
体になる。スキームの間の標準的な射

SpecKi → U

が定める数論的基本群の間の射

GKi = Gal(K̄i/Ki) → π1(U, η̄)
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によって Fη̄ から定まる絶対ガロア群GKi の指標を χi : GKi → Λ×と表す。
Dの既約成分の添字集合 I の部分集合 I ′ ⊂ I を取り、D′ =

∪
i∈I′ Diとする。i ∈ I に対

して

swD′
i (χ) =

sw(χi) (i ∈ I ′)

dt(χi) (i ∈ I − I ′)

とおき、F の分岐因子RD′
F を

RD′
F =

∑
i∈I

swD′
i (χ)Di

と定める。簡単のため、任意の i ∈ I に対して dt(χi) > 1であること、あるいは同値な条件
である sw(χi) > 0を仮定する。このとき、RD′

F の台はDに等しくなる。
3章で述べた先行研究により、p = 0のときには特性サイクルの計算がわかっているので、

p > 0を仮定する。さらに、簡単のため、p 6= 2を仮定する。このとき、4章で導入した特性
形式 char(χi)、精密化されたスワン導手 rsw(χi)は貼り合せによってΩ1

X(logD′)(RD′
F )|D =

Ω1
X(logD′)(RD′

F )⊗OX
ODの大域切断

charD
′
(χ) ∈ Γ(D,Ω1

X(logD′)(RD′
F )|D)

を定める。Dの既約成分Diの生成点 piでのΩ1
X(logD′)(RD′

F )|Dの茎Ω1
X(logD′)(RD′

F )|D,pi

は、i ∈ I ′のときには (m
− sw(χi)
Ki

Ω1
OKi

(log))⊗OKi
FKi と等しくなり、i ∈ I − I ′のときには

(m
− dt(χi)
Ki

Ω1
OKi

)⊗OKi
FKi と等しくなっていることに注意する。すなわち、charD

′
(χ)はD

の既約成分Diの生成点 piでの芽が i ∈ I ′のときには rsw(χi)と等しくなり、i ∈ I − I ′のと
きには char(χi)と等しくなるようなただ 1つの Ω1

X(logD′)(RD′
F )|D の大域切断である。こ

の大域切断 charD
′
(χ)を F のD′に関して対数的な特性形式とよぶ。この特性形式はヴィッ

ト環の層を考えることで例 6での特性形式、精密化されたスワン導手の計算と同じようにし
て大域的に構成することができる ([Y3, 1.2])。

6 部分的に対数的な特性サイクルの構成
5章で構成した分岐の不変量を用いて、特性サイクルと比較するための代数的サイクルを

構成する。記号は 5章のままとし、X の次元を dとする。また、F の階数は引き続き 1 (す
なわち dimFη̄ = 1)であるとする。
特性サイクルと比較するための代数的サイクルの構成のアイデアは、対数的な極をDと ∅

の間に部分的に取ることで、3章で述べた加藤 [K2]における対数的な特性サイクルと、[Sa3]

における対数的な特性サイクルの非対数版の類似でありかつ、2つのサイクルのもつ長所を
あわせもったものを構成し、X の余接束 T ∗X への引き戻しを考えることである。このアイ
デアにおいて、結果的に本質的な対数的な極となるものは、Dの部分因子

Dmix =
∪

i∈Imix

Di, Imix = {i ∈ I | dt(χi) = sw(χi) + 1}

である。この対数的な極は、松田 [M]によって、加藤 [K2]による対数的な特性サイクルの
指数公式と Deligne[D]によって提唱された曲面上の層のオイラー数の公式との比較の際に
考えられたものである。
構成について、まず、代数的サイクルを構成する際の仮定となる条件を定義する。以下で

も、簡単のため p 6= 2であることと、任意の i ∈ I に対して dt(χi) > 1であることを仮定
する。
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定義 7. 5章で定義した特性形式 charD
′
(χ)が任意の x ∈ Dに対して

charD
′
(χ)x /∈ mxΩ

1
X(logD′)(RD′

F )|D,x

をみたすとき、層 F のDに沿った分岐はD′に関して対数的に cleanであるという。

定義 7で定めた条件はD′ = Dなら、3章での加藤 [K2]による対数的な特性サイクルを定
義する際の仮定である、層 F のDに沿った分岐が cleanであるという条件と同じ条件であ
る。D′ = ∅なら、3章での斎藤 [Sa3]による対数的な特性サイクルの非対数版を構成する際
の仮定である、層F のDに沿った分岐が強非退化であるという条件と同値になる。任意の
D′ ⊂ Dに対して、層 F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanなら層 F のDに
沿った分岐はDmixに関して対数的に cleanになる ([Y3, Lemma 1.35])。この意味で、層F
のDに沿った分岐がDmixに関して対数的に cleanになるという条件は、層 F のDに沿っ
た分岐がD′に関して対数的に cleanになるという条件の中で最も弱い条件になる。
層 F の Dに沿った分岐が D′ に関して対数的に cleanであるとき、各 i ∈ I に対して部

分層
Ω1
X(−RD′

F )|Di · charD
′
(χ) ⊂ Ω1

X/k(logD
′)|Di = Ω1

X/k(logD
′)⊗OX

ODi

は、Ω1
X/k(logD

′)|Di の局所直和成分となり、D′ に沿って対数的な極をもつ X の対数的な
余接束 T ∗X(logD′)のDi上への制限 T ∗X(logD′)×X Diの部分線束 LD′

i,F を定める。この
LD′
i,F を用いて、特性サイクルの計算の候補を与える代数的サイクルを次のように定義する。

定義 8. 層 F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanであるとき、j!F のD′に関
して対数的な特性サイクルCharlogD′ (j!F)を、D′に沿って対数的な極をもつXの対数的余接
束 T ∗X(logD′)上の d次元の代数的サイクルとして

CC log
D′ (j!F) = (−1)d([T ∗

XX(logD′)] +
∑
i∈I

swD′
i (χ)[LD′

i,F ])

と定義する。ただし、T ∗
XX(logD′)は T ∗X(logD′)の零切断を表す。

この部分的に対数的な特性サイクルCC log
D′ (j!F)は、D′ = Dのときには、3章で述べた加

藤 [K2]による対数的な特性サイクルに等しい。D′ = ∅のときには、3章で述べた斎藤 [Sa3]

による対数的な特性サイクルの非対数版 CC log
∅ (j!F)に一致する。さらに、この代数的サイ

クル CC log
D′ (j!F)は加藤 [K2]による対数的な特性サイクルや斎藤 [Sa3]による特性サイクル

CC(j!F)と同様に次の指数公式をみたす。

定理 9 ([Y4, Theorem 4.4], cf. [Sa1, Corollary 3.8], [Sa3, Theorem 7.14]). p 6= 2とする。
X が k上固有的であり、層F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanであるとき、
j!F のオイラー数 χ(X, j!F)は CC log

D′ (j!F)と T ∗X(logD′)の零切断 T ∗
XX(logD′)との交点

数 (CC log
D′ (j!F), T ∗

XX(logD′))T ∗X(logD′)として

χ(X, j!F) = (CC log
D′ (j!F), T ∗

XX(logD′))T ∗X(logD′)

と計算できる。

SSlog
D′ (j!F)でCC log

D′ (j!F)の台を表す。CC log
D′ (j!F)がCC log

D (j!F)とCC log
∅ (j!F)の長所を

あわせもっているということについて説明する。まず、D′ = ∅の場合には、CC log
∅ (j!F)と

特性サイクル CC(j!F)はどちらも T ∗X 上の代数的サイクルなので、T ∗X 上の 2つの代数
的サイクルとして比較ができる。一方、CC log

∅ (j!F)が定義される条件である、層F のDに
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沿った分岐が ∅に関して対数的に cleanであるという条件はあまり一般的な条件ではない。
実際、層 F のDに沿った分岐がDに関して対数的に cleanであるという条件がX の次元
が、X が曲面の場合には、D上の (閉)点に沿ったブローアップを繰り返すことにより実現
可能な条件である ([K2, Theorem 4.1])であることに対し、層 F のDに沿った分岐が ∅に
関して対数的に cleanであるという条件はこれをみたさない。
D′ = Dの場合には、CC log

D (j!F)は T ∗X(logD)上の代数的サイクルで、その T ∗X への
引き戻し (i.e. X上のベクトル束の標準的な射 τ : T ∗X → T ∗X(logD′)が定めるGysin準同
型 ([F, 6.6]) による像) が T ∗X上の d次元の代数的サイクルを定めれば、T ∗X上の 2つの代
数的サイクルとして、特性サイクル CC(j!F)との比較が可能になるが、これもいつでも成
り立つことではない。実際、上記のDmixがDと異なる場合には、τ : T ∗X → T ∗X(logD)

による SSlog
D (j!F)の逆像の次元はXの次元 dよりも真に大きくなる。一方で、Xが曲面の

場合に成り立つと述べた、層F のDに沿った分岐がDに関して対数的に cleanであるとい
う条件がD上の閉部分多様体に沿ったブローアップを繰り返すことで実現できるという主
張はX の次元がより高次元の場合においてもまだ反例は見つかっていない。
D上の閉部分多様体に沿ったブローアップはオイラー数

χc(U,F) =
∑
i

(−1)i dimH i
c(U,F)

を変えないため、オイラー数の計算を目的とした特性サイクルの計算において、D上の閉部
分多様体に沿ったブローアップを許すことはまあまあ合理的である。上述のように、層F の
Dに沿った分岐がDに関して対数的に cleanであるならば層 F のDに沿った分岐はDmix

に関しても対数的に cleanであるということから、D上の閉部分多様体に沿ったブローアッ
プを繰り返すことで層F のDに沿った分岐がDに関して対数的に cleanであるという条件
が実現できれば、層F のDに沿った分岐がDmixに関して対数的に cleanであるという条件
も実現される。さらに、X上のベクトル束の標準的な射 T ∗X → T ∗X(logD′)による引き戻
しに関して以下が成り立つ。

命題 10 ([Y3, Corollary 4.32]). F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanである
とする。このとき、D上の閉部分スキームに沿ったブローアップを有限回繰り返すことによ
り、次の条件をすべてみたすような固有的かつ双有理的な射 f : X ′ → X が得られる。

(1) f は同型 f−1(U)
≃−→ U を誘導する。(以下の条件ではこの同型により f−1(U)と U を

同一視する。)

(2) F の f∗Dに沿った分岐は (f∗D)mixに関して対数的に cleanである。

(3) j′ : U → X ′を自然な開埋め込みとする。このとき、X ′上のベクトル束の標準的な射

τ(f∗D)mix
: T ∗X ′ → T ∗X ′(log(f∗D)mix)

による台 SSlog

(f∗D)logF
(j′!F)の逆像 τ−1

(f∗D)mix
(SSlog

(f∗D)logF
(j′!F))の任意の既約成分の次元

はX の次元 dに等しい。

以下、
τD′ : T ∗X → T ∗X(logD′)

でX上のベクトル束 T ∗Xから T ∗X(logD′)の標準的な射を表すことにする。以下では、F
のDに沿った分岐がD′ = Dmixに関して対数的に cleanであるという仮定のもとで、層の
オイラー数の計算を目的とした特性サイクルの計算を考える。命題 10により、D上の閉部
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分多様体に沿ったブローアップを許すことで、F のDに沿った分岐がD′ = Dmixに関して
対数的に cleanであるという仮定に加えて命題 10においてブローアップを取ることで達成
される条件である、τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))の任意の既約成分の次元がXの次元 dであることを認

めてよい。このとき、対数的な特性サイクル CC log
D′ (j!F)の τD′ が定めるGysin準同型によ

る像 τ !D′CC log
D′ (j!F)が T ∗X 上の代数的サイクルとして定まる。そのため、この代数的サイ

クルと特性サイクル CC(j!F)を T ∗X 上の 2つの代数的サイクルとして比較する。

予想 11 ([Y3, Conjecture 4.35]). F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanである
とする。さらに、τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))の任意の既約成分の次元はX の次元 dに等しいとする。

このとき、等号
CC(j!F) = τ !D′(CC log

D′ (j!F))

が成立する。

7 特性サイクルの計算
最後に、前章の最後に述べた予想 11に関する結果とその証明の概略について説明する。

記号や仮定については前章と同じとする。すなわち、簡単のため、p 6= 2であることと任意
の i ∈ I に対して dt(χi) > 1であることを仮定する。

定理 12 ([Y3, Theorem 5.6]). F のDに沿った分岐はD′に関して対数的に cleanであると
し、τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))の任意の既約成分の次元はXの次元 dに等しいとする。このとき、X

の閉部分集合 τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))∩T ∗

XXの余次元が 2以下であれば、予想 11が成立する。すな
わち、特性サイクルCC(j!F)は 5章で導入した層F の分岐の不変量を用いて、CC log

D′ (j!F)

の構成と T ∗X への引き戻しの計算により計算することができる。

この定理と τ !D′CC log
D′ (j!F)の台が τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))であること、および自由Λ加群の局所

定数構成可能層のアフィン開埋め込みによる零延長の特性サイクルの台が特異台に一致する
こと ([BBD, Examples 4.0, Corollaire 4.1.10 (i)], [Sa3, Proposition 5.14.2])により、特異
台 SS(j!F)の層の分岐の不変量による計算に関しても次のことがわかる。

系 13 ([Y3, Corollary 5.12]). 定理 12の仮定の下で、等号

SS(j!F) = τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))

が成り立つ。

定理 12の証明の概略を説明する。d = 1の場合には、FのDに沿った分岐はDに関して対
数的に cleanであることがわかるので、斎藤 [Sa3]による特性サイクルの計算 [Sa3, Theorem

7.14]と τ !D′CC log
D′ (j!F)の計算とを比較することにより定理 12が証明できる。

d > 1の場合には、3章で述べた斎藤 [Sa3]による余次元 2以上の閉部分集合を除いたとこ
ろでの特性サイクルの計算と τ !D′CC log

D′ (j!F)の計算により、SS(j!F) ∪ τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))の

既約成分 CaのうちX の閉部分集合 Ca ∩ T ∗
XX のX での余次元が 2であるようなものに対

して、CC(j!F)および τ !D′CC log
D′ (j!F)における重複度が等しいことを示せばよいことがわ

かる。このCaの重複度が等しいことを示すために、2つの代数的サイクルをXの 2次元の
なめらかな閉部分多様体の余接束上に引き戻し、その引き戻しを比較する。
引き戻しを考えるために、まず、CC(j!F)および τ !D′CC log

D′ (j!F)の台について考える。
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命題 14 ([Y3, Theorem 4.21]). F のDに沿った分岐はD′に関して対数的に cleanである
とする。このとき、

SS(j!F) ⊂ τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F)) ∪

∪
i∈I−I′

T ∗
Di
X (7.1)

が成り立つ。

命題 14における包含関係 (7.1)の右辺の集合を SD′(j!F)とおく。命題 14は、後ほど定理
12の証明をX の次元がより低い場合に帰着する際に必要になる。定理 12の証明の概略と
いう本題からは少しずれるが、この命題 14の証明では、5, 6章の議論をDがXの正規単純
交叉因子という仮定のもとからDの任意の既約成分がなめらかであるという仮定のもとへ
拡張する必要がある。その拡張された設定のもとで、任意の分離的かつ SD′(j!F)-横断的な
射 h : W → X に対して、h∗D = D ×X W はなめらかな因子 h∗Di = Di ×X W を既約成分
とするW の因子であり、層 F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に cleanなら、層の
引き戻し h∗F も h∗Dに沿った分岐が h∗D′に関して対数的に cleanになるということが成
り立つ ([Y3, Propositions 4.6, 4.7 (1)])。これに加えて、次の 2つの命題を用いることで命
題 14が得られる。Dの任意の既約成分がなめらかであるという仮定のもとへの 5, 6章の議
論の拡張は、命題 16の (2)の条件を命題 15を用いて確かめるために必要になる。

命題 15 ([Y3, Proposition 2.9 (2)]). 層 F のDに沿った分岐がD′に関して対数的に clean

であるとき、標準的な射 j!F → Rj∗F は同型になる。

命題 16 ([Sa3, Propositions 8.8.1, 8.13]). C ⊂ T ∗X を錐的な閉部分集合とし、標準的な射
j!F → Rj∗F が同型であるとする。このとき次は同値である。

(1) SS(j!F) ⊂ C.

(2) 任意の k上なめらかな代数多様体の間の分離的かつ C-横断的な射 h : W → X と自然
な開埋め込み j′ : h∗U = U ×X W → X に対して、標準的な射 j′!h

∗F → Rj′∗h
∗F は同

型である。

定理 12の証明の概略に戻り、次に、CC(j!F)および τ !D′CC log
D′ (j!F)を曲面の余接束上に

整合的に引き戻す射について考える。このとき、特性サイクルの射の存在と引き戻しとの整
合性に関して次の 2つの命題が成り立つ。ここで、任意の既約成分の次元がそれぞれ eと d

であるような k上なめらかな代数多様体W , Y と任意の既約成分の次元が Y の次元 dに等
しいような錐的な閉部分集合C ⊂ T ∗Y に対して、k上の代数多様体の間の射 h : W → Y が
C-横断的でありかつ h∗C = C ×Y W の任意の既約成分の次元が eであることを hは正しく
C-横断的であるという ([Sa3, Definition 7.1.2])。

命題 17 ([Sa3, Theorem 7.6]). X の任意の既約成分の次元は dであるとし、Y を任意の既
約成分の次元が eであるような k上なめらかな代数多様体とする。pr1 : T

∗X ×X Y → T ∗X

を第一射影とするとき、pr1は正則閉埋め込みである。dh : T ∗X ×X Y → T ∗Y を hから定
まる Y 上のベクトル束の標準的な射として h! = (−1)d−edh∗ ◦ pr!1とすると、h : Y → X が
正しく SS(j!F)-横断的なら、T ∗X 上の代数的サイクルとして等式

h!CC(j!F) = CC(h∗j!F)

が成り立つ。
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命題 18 ([Y3, Corollary 5.10]). X は k 上準射影的かつ X の任意の既約成分の次元は d

であるとする。加えて、F の D に沿った分岐は D′ に関して対数的に clean であるとし、
τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))の任意の既約成分の次元はX の次元 dに等しいとする。eを d以下の正の

整数とするとき、任意の既約成分が e次元であるような k上なめらかなある代数多様体 Y

からの正しく τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))-横断的な正則閉埋め込み h : Y → X で、各 i ∈ I に対して

h∗Di = Di ×X Y が Y の因子になり、h∗D = D×X Y が Y の単純正規交叉因子になるよう
なものが存在する。

特性サイクルCC(j!F)はエタール局所的に定義されており、τ !D′CC log
D′ (j!F)も分岐の不変量

を使ったその構成からザリスキ局所的に定義されているため、CC(j!F)と τ !D′CC log
D′ (j!F)の間

の等号を示すにあたっては、Xの適当なアフィン開被覆を取ることによりXはk上準射影的か
つ任意の既約成分が d次元であるとしてよい。d以下であるような正の整数 eを取る。命題 18

で取った、正しく τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))-横断的な正則閉埋め込みh : Y → Xは、各 i ∈ Iに対して

h∗DiがX上のなめらかな因子であるということから、正しく τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))∪

∪
i∈I′ T

∗
Di
X-

横断的でもある ([Sa3, Lemma 3.4.5])。このとき、引き戻し h!τ !D′CC log
D′ (j!F)が T ∗X 上の

代数的サイクルとして定義でき、j′ : h∗U = U ×X Y → Y を自然な開埋め込みとすると、計
算により、

h!τ !D′CC log
D′ (j!F) = CC log

h∗D′(j
′
!h

∗F)

が成り立つことがわかる ([Y3, Proposition 4.10 (2)])。さらに、命題 14より、hは正しく
SS(j!F)-横断的でもあるので、命題 17より、

h!CC(j!F) = CC(j′!h
∗F)

が成り立つ。
(7.1)の右辺 SD′(j!F)の既約成分Caのうち、Ca ∩ T ∗

XX のX での余次元が 2であるもの
について、CC(j!F)および τ !D′CC log

D′ (j!F)における重複度が等しくなることを確かめよう
としていた。そこで、τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))について調べると、τ−1

D′ (SS
log
D′ (j!F))の既約成分 Ca

のうちでXの閉部分集合Ca ∩ T ∗
XXのXでの余次元が eであるようなものは互いに異なる

X の閉部分集合Ca ∩ T ∗
XX をもつことがわかる。そのため、さらにX の適当なアフィン開

被覆を取ることにより、SD′(j!F)の既約成分Caで、Ca ∩T ∗
XXのXでの余次元が 2である

ものは高々1つであるとしてよい。このとき、上記の T ∗Xへの引き戻しとの整合性により、
Caの CC(j!F)および τ !D′CC log

D′ (j!F)における重複度はそれぞれ、h![Ca]の CC(j′!h
∗F)お

よび CC log
h∗D′(j′!h

∗F)における重複度に等しくなる。よって、等号

CC(j′!h
∗F) = CC log

h∗D′(j
′
!h

∗F)

が示せれば Ca の CC(j!F)および τ !D′CC log
D′ (j!F)における重複度は等しくなることがわか

る。今考えているのはCa ∩ T ∗
XXのXでの余次元が 2であるようなCaなので、e = 2とし

て良い。すなわち、X の次元 dが 2である場合に定理 12を示せば良い。d = 2である場合
には、3章で述べた曲面の場合の特性サイクルの計算 [Y2, Theorem 6.1]と τ !D′CC log

D′ (j!F)

の計算を比較することによって定理 12を示すことができ、これによって定理 12の証明が
完了する。

補足 19. 上述した定理 12の証明より、定理 12の「Xの閉部分集合 τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F))∩T ∗

XX

のXでの余次元が 2以下であれば」という仮定は、特性サイクルCC(j!F)の計算がXの次
元が 2以下のときにしかわかっていないことによっている。すなわち、特性サイクルCC(j!F)

の計算をX が e次元の場合に与えることができれば、上記の証明と同じ議論により、定理

12



12の仮定を「X の閉部分集合 τ−1
D′ (SS

log
D′ (j!F)) ∩ T ∗

XX のX での余次元が e以下であれば」
とした上で定理 12が成り立つかどうかを確かめることができる。
最後に定理 12を用いた特性サイクル CC(j!F)の計算の例を与える。

例 20. X = A3
k = Spec k[x1, x2, x3]とする。i = 1, 2に対してDi = (xi = 0)、D = D1∪D2

として、D′ = D1 とおく。また、nを pと互いに素な正の整数とする。F に対応する指標
χ : π1(U, η̄) → Λ×の p部分χ′の位数は pであるとして、χ′ ∈ H1

ét(U,Fp)がアルティン・シュ
ライヤー理論によって定まる射

Γ(U,OU ) = k[x±1
1 , x±1

2 , x3] → H1
ét(U,Fp)

による x3
xn1x

p
2

∈ k[x±1
1 , x±1

2 , x3]の像であるとする。このとき、

−da = −d

(
x3

xn1x
p
2

)
=

nx3d log x1 − dx3
xn1x

p
2

∈ Ω1
U

であることと例 6より、χ1に対して
dt(χ1) = n+ 1, sw(χ1) = n

および

−da =


nx3d log x1 − dx3

xn1x
p
2

= rsw(χ1) ∈ x−n
1 Ω1

K1
(log)⊗OK1

FK1 ,

nx3dx1 − x1dx3

xn+1
1 xp2

= char(χ1) ∈ x
−(n+1)
1 Ω1

K1
⊗OK1

FK1

が得られる。χ2についても
dt(χ2) = p, sw(χ2) = p

および

−da =


nx3dx1 + 0 · d log x2 − x1dx3

xn+1
1 xp2

= rsw(χ2) ∈ x−p
2 Ω1

K2
(log)⊗OK2

FK2 ,

nx3dx1 + 0 · dx2 − x1dx3

xn+1
1 xp2

= char(χ2) ∈ x−p
2 Ω1

K2
⊗OK2

FK2

が得られる。
D′ = D1なので、

RD′
χ = RD1

χ = sw(χ1)D1 + dt(χ2)D2 = nD1 + pD2,

rswD′
(χ) =

nx3d log x1 − dx3
xn1x

p
2

∈ Γ(D,Ω1
X(logD′)(RD′

χ )|D),

CC log
D′ (j!F) = −([T ∗

XX(logD′)] + n[〈nx3d log x1 − dx3/D1〉]
p[〈nx3d log x1 − dx3/D2〉])

であり、D3 = (x3 = 0)とするとき、定理 12より
CC(j!F) = τ !D′CC log

D′ (j!F)

= −([T ∗
XX] + n([T ∗

D1
X] + [T ∗

D1∩D3
X]) + p[〈nx3dx1 − x1dx3/D◦

2〉])

が成り立つ。ただし、D◦
2 = D2 −D1として、[〈nx3dx1 − x1dx3/D◦

2〉]で直和成分
OD◦

2
· (nx3dx1 − x1dx3) ⊂ Ω1

X |D◦
2

が定める T ∗X ×X D◦
2 の部分線束の T ∗X における閉包を表す。
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The Borel-type presentation of the equivariant quantum

and classical K-theory of the flag manifold in type C

早稲田大学 基幹理工学部応用数理学科
河野 隆史

概要
本稿では，C 型旗多様体の同変量子 K 環を，ある Laurent多項式環の明示的な剰余環とし
て表示する．また，同変量子K 環の Borel型表示において，Schubert類と対応する Laurent

多項式を求めるためのアルゴリズムを与える．この計算を応用して，同変 K 環の Borel 表示
において，Schubert類を表す Laurent多項式を明示する．本稿は，「第 69回代数学シンポジ
ウム」における筆者の講演のまとめである．本稿は，内藤聡氏 (東工大理学院) との共同研究
に基づく．また，本稿の一部は，論文 [KN]に基づくものである．

1 一般旗多様体の量子K 理論
Gを連結かつ単連結な複素単純代数群とし，T ⊂ Gをその極大トーラス，R(T )を T の表現環
とする．Gの Borel部分群 B (T ⊂ B ⊂ G) をとるとき，多様体 G/B を旗多様体という．旗多様
体 G/B の T -同変 K 環を KT (G/B)とするとき，G/B の T -同変量子 K 環 QKT (G/B) ([Giv],

[Lee]) は，R(T )-加群として

QKT (G/B) := KT (G/B)⊗R(T ) R(T )[[Q1, . . . , Qn]]

で定義される．また，量子 K 環 QKT (G/B) における積は K 理論的 Gromov–Witten 不変量を
用いて定義される．
W をGのWeyl群とし，B− ⊂ GをGの opposite Borel部分群とするとき，各 w ∈ W に対し
て，旗多様体G/Bの Schubert部分多様体XwがXw := B−wB/Bで定義される．Xwの構造層
を Ow と書くとき，各 w ∈ W に対応する Schubert類 [Ow] ∈ KT (G/B) ⊂ QKT (G/B)が定ま
る．このとき，集合 {[Ow] | w ∈ W}は，量子K 環QKT (G/B)のR(T )[[Q1, . . . , Qn]]-加群として
の基底をなす．そこで，Schubert calculusにおいては，各 v, w, u ∈ W，i = (i1, . . . , in) ∈ (Z≥0)

n

に対して，展開式
[Ov] · [Ow] =

∑
u∈W

i=(i1,...,in)∈(Z≥0)
n

cu,iv,wQ
i1
1 · · ·Qin

n [Ou]

で定まる Schubert構造定数 cu,iv,w ∈ R(T )を組合せ論的に記述することが 1つの主問題となる．
本研究では，この問題にアプローチするために，次の手順で考察をする．
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[Step 1] 量子K 環 QKT (G/B)を，比較的簡単な環として表示する．
[Step 2] 求めた環において，Schubert類に対応する元を計算する．

この [Step 1]における表示が Borel型表示である．R(T )W ⊂ R(T )を，R(T )の元であって，W

の作用で不変なものの全体からなる部分環とする．このとき，(通常の) T -同変K 環KT (G/B)の
Borel表示は，環同型

KT (G/B) ≃ R(T )⊗R(T )W R(T ) (1.1)

として記述される (例えば [PR] 参照)．ここでは，とくに Gが Cn 型の単純代数群 Sp2n(C)のと
きに，Borel表示をより詳しく記述する．Gのウェイト格子 P およびその標準基底 {ε1, . . . , εn}を
とり，T の表現環 R(T )の標準的な基底 {eλ | λ ∈ P} (ただし，λ, µ ∈ P に対して eλ ·eµ = eλ+µ)

をとる．このとき，T の表現環 R(T )は，n変数 Laurent多項式環と環同型である．実際

R(T ) = Z[e±ε1 , . . . , e±εn ] ≃ Z[z±1
1 , . . . , z±1

n ]

が成り立つ．そこで，1 ≤ k ≤ n に対して，ek(x1, . . . , x2n) を (2n)-変数 k 次基本対称多項式と
し，n変数 Laurent多項式環 R(T )[z±1

1 , . . . , z±1
n ]の

{ek(z1, . . . , zn, z−1
n , . . . , z−1

1 )− ek(e
ε1 , . . . , eεn , e−εn , . . . , e−ε1) | 1 ≤ k ≤ n}

で生成されるイデアルを I と定めると，Borel表示 (1.1)は，環同型

KT (Sp2n(C)/B) ≃ R(T )[z±1
1 , . . . , z±1

n ]/I (1.2)

で記述される．
本研究の目的は，Gが Cn 型の場合に，この Borel表示の “量子版”を記述することである．す
なわち，次の 2つの問題を考察する．

1. Laurent多項式 R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]のイデアル IQ であって，環同型

QKT (Sp2n(C)/B) ≃ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]/IQ (1.3)

が成り立つものを明示する．
2. 各 w ∈ W に対して，Laurent多項式 Gw ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z

±1
1 , . . . , z±1

n ]であって，環
同型 (1.3)において Schubert類 [Ow]と剰余類Gw+ IQが 1対 1に対応するものを求める．

問題 1について，Gが A型の場合は，Lenart–前野 ([LM]) によって (非同変版) Borel型表示の記
述が予想されていたが，前野–内藤–佐垣 ([MNS1]) によって解決された．また，問題 2について，
Gが A型の場合は，同じく前野–内藤–佐垣 ([MNS2]) によって，量子二重 Grothendieck 多項式
が Schubert類と対応することが証明された．本研究では，C 型の場合にこの問題を考察し，Borel
型表示の明示的な記述や，Schubert類に対応する Laurent多項式の記述を得ることを目標とする．
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2 Borel型表示
G が Cn 型のときの量子 K 環 QKT (G/B) の Borel 型表示を明示的に与える．以下，G =

Sp2n(C)とする．また，[1, 1] := {1 < 2 < · · · < n < n < · · · < 2 < 1}とする．まずは，主定理
の Borel型表示を述べるために，記号の準備をする．

定義 2.1 ([KN, Definition 3.1]). I ⊂ [1, 1]とする．

(1) 1 ≤ j ≤ nに対して，ζI(j) ∈ Z[[Q1, . . . , Qn]]を

ζI(j) :=

{
1−Qj j ∈ I かつ j + 1 /∈ I のとき
1 その他

で定める．ただし，n+ 1 := nと約束する．
(2) 2 ≤ j ≤ nに対して，ζI(j) ∈ Z[[Q1, . . . , Qn]]を

ζI(j) :=


1 +

Qj−1 · · ·Qn

1−Qj−1
I = {· · · < j − 1 < j − 1 < · · · }のとき

1−Qj−1 j ∈ I かつ j − 1 /∈ I のとき
1 その他

で定める．
(3) ζI(1) ∈ Z[[Q1, . . . , Qn]]を ζI(1) := 1で定める．

例 2.2. n = 3とする．ζ{1,2}(j) (1 ≤ j ≤ 1) は以下の通りに計算される．

j 1 2 3 3 2 1

ζ{1,2}(j) 1−Q1 1 1 1 1−Q1 1

表 1 ζ{1,2}(j)の計算結果

また，ζ{2,2}(j) (1 ≤ j ≤ 1) は以下の通りに計算される．

j 1 2 3 3 2 1

ζ{2,2}(j) 1 1−Q2 1 1 +
Q2Q3

1−Q2
1−Q1 1

表 2 ζ{2,2}(j)の計算結果

以下，1 ≤ j ≤ nに対して，zj := z−1
j と定める．
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定義 2.3 ([KN, Definition 3.3]). 1 ≤ k ≤ nに対して，Fk ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]を

Fk :=
∑

I⊂[1,1]
|I|=k

 ∏
1≤j≤1

ζI(j)

∏
j∈I

zj


で定める．

例 2.4. n = 3とする．例 2.2をもとに，Fk の定義に現れる項をいくつか計算する．

(1) I = {1, 2}のとき  ∏
1≤j≤1

ζI(j)

∏
j∈I

zj

 = (1−Q1)
2z1z

−1
2

となる．
(2) I = {2, 2}のとき ∏

1≤j≤1

ζI(j)

∏
j∈I

zj

 =

(
(1−Q2) ·

(
1 +

Q2Q3

1−Q2

)
· (1−Q1)

)
· (z2 · z−1

2 )

= (1−Q2 +Q2Q3)(1−Q1)

となる．

定義 2.5 ([KN, Definition 3.5]). R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]のイデアルであって

{Fk − ek(e
ε1 , . . . , eεn , e−εn , . . . , e−ε1) | 1 ≤ k ≤ n}

で生成されるものを IQ と書く．

以上の準備をもとに，本稿の主定理を述べる．各 λ ∈ P に対して，Sp2n(C)/B 上の λ に対応
する直線束の類を [OSp2n(C)/B(λ)] ∈ QKT (G/B)と書く．また，以下の定理では Q0 := 0と約束
する．

定理 2.6 (K.–内藤, [KN, Theorem 3.6, Corollary 6.10]). 環同型

ΨQ : R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]/IQ
∼−→ QKT (Sp2n(C)/B)

であって

ΨQ(zj) =
1

1−Qj
[OSp2n(C)/B(−εj)],

ΨQ(z−1
j ) =

1

1−Qj−1
[OSp2n(C)/B(εj)]

を満たすものが存在する．
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この環同型を Borel 型表示と呼ぶ．定理 2.6 の証明では，半無限旗多様体の K 群における逆
Chevalley公式が鍵となる．次節では，この逆 Chevalley公式を用いた証明のアイディアについ
て述べる．
本節の最後に，量子 K 環の Borel型表示と，通常の K 環の Borel表示の関係について述べる．
定理 2.6において，Q1 = · · · = Qn = 0と特殊化する．この特殊化によって，IQ の生成系は

{ek(z1, . . . , zn, z−1
n , . . . , z−1

1 )− ek(e
ε1 , . . . , eεn , e−εn , . . . , e−ε1) | 1 ≤ k ≤ n}

となるから，環同型 ΨQ は環同型

Ψ : R(T )[z±1
1 , . . . , z±1

n ]/I
∼−→ KT (Sp2n(C)/B)

を誘導する．これは，Borel表示 (1.2)と一致する．

3 半無限旗多様体
定理 2.6の証明では，半無限旗多様体のK 群における逆 Chevalley公式を用いる．本節では，こ
れらについて簡単に説明し，証明の流れについて述べる．半無限旗多様体に関する詳細は [MNS1,

§3.1] (cf. [Kat, §1.4 and §1.5]) を参照すること．しばらくの間，Gを Cn 型とは限らない一般の
連結かつ単連結な複素単純代数群とする．
N を Borel部分群 B のべき単根基とする．このとき，半無限旗多様体 Qrat

G は，C-値点全体の
集合が G(C((z)))/(T ·N(C((z))))である無限型 ind-スキームである．
次に，旗多様体の T -同変 K 群を導入する．これは，本来であれば G(C[[z]]) の岩堀部分群の作
用および C∗ = C \ {0} の loop rotation 作用に関する同変 K 群から作られるものであるが，本
稿ではその過程を省略し，議論に必要な部分だけを述べる．Q∨ を G の余ルート格子とし，α∨

i

(1 ≤ i ≤ n) を単純余ルートとする．このとき，GのアフィンWeyl群Waf は

Waf = {wtξ | w ∈ W, ξ ∈ Q∨} ≃ W ⋉Q∨

と表される．各 x ∈ Waf に対して，通常の旗多様体の Schubert 部分多様体と同様に，半無限
Schubert部分多様体QG(x) ⊂ Qrat

G が定義される．そこで，その構造層をOQG(x) と書く．とく
に，xがWaf の単位元 eであるとき，QG(e)を単にQG と書く．いま，Waf の非負部分W≥0

af を

W≥0
af :=

{
wtξ

∣∣∣∣∣ w ∈ W, ξ ∈ Q∨,+ =
∑
i∈I

Z≥0α
∨
i

}
≃ W ×Q∨,+

で定めると，QG の T -同変K 群KT (QG)は

KT (QG) =


∑

x∈W
≥0
af

cx[OQG(x)]

︸ ︷︷ ︸
無限和

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
各 x ∈ W≥0

af に対して cx ∈ R(T )


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で表される．
この T -同変 K 群は，旗多様体の量子 K 環と密接に関係する．以下，各 ξ =

∑
i∈I ciα

∨
i に対し

て Qξ :=
∏

i∈I Q
ci
i とおく．

定理 3.1 ([Kat, Theorems 3.11 and 4.17]). 加群の同型

Φ : KT (QG)
∼−→ QKT (G/B)

であって，Φ(eµ[OQG(wtξ)]) = e−µQξ[Ow] (µ ∈ P , w ∈ W , ξ ∈ Q∨,+) を満たすものが存在する．

イデアル IQ の生成元を得るために，QKT (G/B)内で成り立つ関係式を十分多く求める必要が
ある．そこで，定理 3.1を利用して，以下の手順で QKT (G/B)における関係式を求める．

1. KT (QG)において成立する関係式を十分多く求める．
2. 同型 Φを用いて，1.の関係式を QKT (G/B)内の関係式に読み替える．

この 1.の手順で用いるものが，次に導入する逆 Chevalley公式である．QG 上の，ν ∈ P に対応
する直線束をOQG

(ν)で表し，半無限 Schubert多様体の構造層 OQG(x) と直線束OQG
(ν)のテン

ソル積 OQG(x) ⊗OQG
(ν)を OQG(x)(ν)で表す．このとき，明示的な展開式

eµ[OQG(x)] =
∑

y∈W
≥0
af , ν∈P

dy,νx,µ[OQG(y)(ν)]

を逆 Chevalley 公式という．G が A, D, E 型のときは，河野–内藤–Orr–佐垣 ([KNOS]) や
Lenart–内藤–Orr–佐垣 ([LNOS]) によって，右辺の組合せ論的な表示が得られている．また，G

が C 型のときは，河野–内藤–Orr ([KNO]) によって，一部の場合に組合せ論的な表示が得られ
ている．ここでは，Borel 型表示に必要な形の逆 Chevalley 公式を紹介する．これ以降，再び
G = Sp2n(C)とする．s1, . . . , sn ∈ W を単純鏡映とする．

定理 3.2 (K.–内藤, [KN, Theorems 4.3, 4.4]). (1) 1 ≤ k ≤ nとする．KT (QG)において，以下
の展開式が成り立つ：

eε1 [OQG(s1s2···sk)] = [OQG(s1s2···sk)(εk+1)]− [OQG(s1s2···sk+1)(εk+1)]

+

k∑
j=1

[
O

QG

(
s1s2···sj−1tα∨

j
+α∨

j+1
+···+α∨

k

)(εj)
]

−
k∑

j=1

[
O

QG

(
s1s2···sjtα∨

j
+α∨

j+1
+···+α∨

k

)(εj)
]
.
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(2) 1 ≤ k ≤ nとする．KT (QG)において，以下の展開式が成り立つ：
eε1 [OQG(s1···sn−1snsn−1···sk)]

= [OQG(s1···sn−1snsn−1···sk)(−εk)]− [OQG(s1···sn−1snsn−1···sk−1)(−εk)]

+

n∑
j=k+1

[
O

QG

(
s1···sn−1snsn−1···sjtα∨

k
+α∨

k+1
+···+α∨

j−1

)(−εj)

]

−
n∑

j=k+1

[
O

QG

(
s1···sn−1snsn−1···sj−1tα∨

k
+α∨

k+1
+···+α∨

j−1

)(−εj)

]

+

k∑
j=1

[
O

QG

(
s1s2···sj−1tα∨

j
+α∨

j+1
+···+α∨

n

)(εj)
]

−
k∑

j=1

[
O

QG

(
s1s2···sjtα∨

j
+α∨

j+1
+···+α∨

n

)(εj)
]
.

これらの式を用いると，半無限 Schubert 類 [OQG(s1···sk)] (1 ≤ k ≤ n)，[OQG(s1···sn···sk)]

(1 ≤ k ≤ n) を直線束の和として表すことができる．こうして得られた式を出発点として，
KT (QG)内の関係式を構成することができる．詳細は [KN, §5]を参照していただきたい．

4 nil-DAHA作用と Schubert類
続いて，各 w ∈ W に対して，量子 K 環における Schubert類 [Ow]に Borel型表示のもと対応

する Laurent多項式 Gw ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]を計算する方法を考察する．すなわ
ち，Gw ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z

±1
1 , . . . , z±1

n ]であって，ΨQ(Gw + IQ) = [Ow]を満たすものを求
める方法を述べる．
半無限旗多様体Qrat

G に対しても，T -同変K群KT (Q
rat
G )を定義できる．すると，旗多様体の量子

K 環 QKT (G/B)の適切な局所化 QKT (G/B)loc との間に加群同型 QKT (G/B)loc ≃ KT (Q
rat
G )

が成り立つ ([Kat])．KT (Q
rat
G )へは，べき零二重アフィンヘッケ環 (nil-DAHA) という代数が作

用する ([KNS], [O])．この作用を用いると，同型 QKT (G/B)loc ≃ KT (Q
rat
G )を通して，量子 K

環 QKT (G/B)の Schubert類を計算することができる．ここでは，nil-DAHAに関する詳細は省
略し，Schubert類の計算に必要な作用について述べる．
Schubert類の計算では，nil-DAHAに含まれる Demazure作用素 Di (0 ≤ i ≤ n) を用いる．

αi (1 ≤ i ≤ n) を Gの単純ルートとし，θ を Gの最高ルートとする．このとき，Demazure作用
素 Di (0 ≤ i ≤ n)は，Schubert類に以下のように作用することが知られている ([KNS], [O])：

Di[OQG(x)] =

{
[OQG(six)] if six <∞

2
x,

[OQG(x)] if six >∞
2
x,

Di(e
µ[OQG

(ν)]) =
eµ − eαiesi(µ)

1− eαi
[OQG

(ν)] (i ̸= 0),

D0(e
µ[OQG

(ν)]) =
eµ − esθ(µ)

1− e−θ
[OQG

(ν)] + esθ(µ)[OQG(sθt−θ∨ )(ν)]
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ただし，<∞
2
は半無限 Bruhat順序と呼ばれるWaf 上の半順序である．

Waf の部分集合W 0
af を

W 0
af := {x ∈ Waf | xsk > x (k ̸= 0)}

で定める．すべての x ∈ W 0
af に対して，その最短表示 x = sirsir−1

· · · si1 をとると

• i1 = 0,

• e >∞
2
si1 >∞

2
si2si1 >∞

2
· · · >∞

2
sirsir−1 · · · si1 = x

である．また，すべての w ∈ W に対して，ある ξ ∈ Q∨ が存在して wtξ ∈ W 0
af となる．よって，

次の手順で半無限 Schubert類 [OQG(w)] (w ∈ W ) を直線束の式で記述することができる：

1. ξ ∈ Q∨ であって，wtξ ∈ W 0
af となるものを 1つ求める．

2. wtξ の最短表示 wtξ = sirsir−1 · · · si1 を 1つ求める．
3. t−ξ(DirDir−1

· · ·Di1 [OQG
])を計算する．ただし，t−ξ は t−ξ[OQG(x)] := [OQG(xt−ξ)] (x ∈

Waf) で定義される作用素である．

定理 2.6 より，Borel 型表示における未知数 z±1
j は直線束 [OSp2n(C)/B(∓εj)] の定数倍と対

応していた．よって，以上のように半無限 Schubert 類を直線束の式で記述する方法を，同型
QKT (G/B)loc ≃ KT (Q

rat
G )を通してQKT (G/B)loc 内の計算に読み替えることで，多項式Gw を

計算することができる．
Demazure作用素をQKT (G/B)loc上の作用素と読み替える際に，半無限 Schubert類 [OQG(sθ)]

に対応する多項式 Gsθ をあらかじめ 1つ固定する必要がある．しかし，実は逆 Chevalley公式を
用いて Borel型表示を得る途中で，この Gsθ を得ることができる．

定義 4.1 ([KN, Definition 5.5]). 1 ≤ k ≤ 2n−1に対して，F 1
k ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z

±1
1 , . . . , z±1

n ]

を

F 1
k :=

∑
I⊂[1,2]
|I|=k

 ∏
1≤j≤1

ζI(j)

∏
j∈I

zj


で定める．

定義 4.2. Gsθ ∈ R(T )[[Q1, . . . , Qn]][z
±1
1 , . . . , z±1

n ]を

Gsθ :=

2n−1∑
k=0

(−1)kF 1
k e

kε1

で定める．

定理 4.3 (K.–内藤, [KN, Corollary 6.15]). 等式 ΨQ(Gsθ + IQ) = [Osθ ]が成り立つ．

この Gsθ を用いて，以下のように R(T )((Q1, . . . , Qn))[z
±1
1 , . . . , z±1

n ] 上に Demazure 作用素を
定義する．
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定義 4.4. R(T )((Q1, . . . , Qn))[z
±1
1 , . . . , z±1

n ]上のDemazure作用素 Di (0 ≤ i ≤ n)を

Di(e
µQξzc11 · · · zcnn ) :=

eµ − e−αiesi(µ)

1− e−αi
Qξzc11 · · · zcnn (i ̸= 0),

D0(e
µQξzc11 · · · zcnn ) :=

eµ − esθ(µ)

1− eθ
Qξzc11 · · · zcnn + esθ(µ)QξQ−1

1 · · ·Q−1
n zc11 · · · zcnn Gsθ

で定める．

この Demazure 作用素を用いて，Laurent 多項式 Gw ∈ R(T )((Q1, . . . , Qn))[z
±1
1 , . . . , z±1

n ]

(w ∈ W ) を次の手順で定義する．

1. ξ ∈ Q∨ であって，wtξ ∈ W 0
af となるものを 1つ求める．

2. wtξ の最短表示 wtξ = sirsir−1 · · · si1 を 1つ求める．
3. Gw = Gw

(ir,...,i1)
:= (DirDir−1

· · ·Di11)Q
−ξ と定める．

この Gw は，最短表示 sirsir−1
· · · si1 のとり方に依存することに注意する．ただし，剰余類

Gw + IQ は最短表示のとり方によらない．

定理 4.5 (K.–内藤). 各 w ∈ W に対して，ΨQ(Gw + IQ) = [Ow]が成り立つ．

ここまでの考え方を応用すると，T -同変K 環KT (Sp2n(C)/B)の Borel表示において Schubert

類と対応する Laurent多項式を計算することができる．

定義 4.6. (1) Gw◦
cl ∈ R(T )[z±1

1 , . . . , z±1
n ]を

Gw◦
cl := (−1)n(n+1)/2e−

∑n
k=1 εk

n∏
m=2

z−m+1
m

∏
1≤p<q≤n

(zq − eεp)

×
∏

1≤r<s≤n

(zs − e−εr )

n∏
l=1

(
l∏

i=1

zi − e−
∑l−1

j=1 εj+εl

)

で定める．
(2) 各 w ∈ W および最短表示 ww◦ = sir · · · si1 に対して，Gw

cl ∈ R(T )[z±1
1 , . . . , z±1

n ]を

Gw
cl := Dir · · ·Di1G

w◦
cl

で定める．

このとき，実はGw
cl は最短表示 sir · · · si1 のとり方によらずに決まることがわかる．このGw

cl が，
Borel表示において Schubert類と対応する Laurent多項式である．

定理 4.7 (K.–内藤). Borel表示

Ψ(= Ψ|Q=0) : R(T )[z±1
1 , . . . , z±1

n ]/I
∼−→ KT (Sp2n(C)/B)

において，Ψ(Gw
cl + I) = [Ow]が成り立つ．
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多重ゼータ値代数のモジュラー現象
田坂 浩二 (近畿大学 理工学部)

1 はじめに
多重ゼータ値のなす Q代数の深さフィルトレーション構造の記述に，

SL2(Z)の楕円モジュラー形式が現れる現象をモジュラー現象1という。講
演2では，モジュラー現象に関わる研究の進捗を自身の結果とともに紹介
した。あらすじは以下である。前半は，重さ k深さ 2の多重ゼータ値 (2

重ゼータ値)で生成されるQベクトル空間の次元と，重さ kの SL2(Z)の
楕円モジュラー形式の空間の次元との関係を記述したZagier [28, 29]によ
る次元予想を出発点とした。この次元予想については，複シャッフル関係
式およびモジュラー形式の周期多項式から構成される 2重ゼータ値の関
係式 (モジュラー関係式)により “肯定的な”解決が得られている ([8]の仕
事)。講演では，2重 Eisenstein級数を用いる方法でモジュラー関係式の
説明を与えた。今の所，3重以上の場合にモジュラー関係式の拡張は得ら
れていない。深さ一般の場合のモジュラー現象は，Broadhurst-Kreimer

予想 [3]と呼ばれる次元予想 (Zagierの次元予想の深さ次数化)から示唆
される。モジュラー形式の次元が随所に現れる予想であり，その大部分
は依然として未解決なままである。講演の後半では，Brown [6]によるモ
チビック Lie代数を使ったBroadhurst-Kreimer予想の別の定式化を紹介
し，関連する話題として，Brownによる純希多重ゼータ値の次元予想に
関する著者の結果に触れた。モジュラー関係式の一般化を狙うものであ
るが，満足のゆく結果は得られていない。
本稿は，上述の講演内容に基づく構成となっている。まず，§2で多重

ゼータ値に関する基本的な用語をまとめる。§3では，Broadhurst-Kreimer

[3]による次元予想をいくつかの具体例とともに説明し，その進展を紹介
する。§4では，深さ 2の場合のモジュラー現象である「モジュラー関係
式」に関する既知の結果を概観する。これについて，尖点形式由来のモ

1モジュラー現象 (modular phenomena)という言葉は，少なくとも F. Brownによ
る arXiv論文 [5]の第 1版 (2014年)の冒頭に現れる。これがこの言葉の初出かは不明
だが，その後の改訂版では削除されていることも考えると，あまり共通言語ではないの
かもしれない。単に，筆者の好みで使い続けている。

22024 年に開催された第 69 回代数学シンポジウムの報告集である。
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ジュラー関係式の特徴付けに関する著者の結果を §5で述べる。§6では，
Brown [6]によるモチビック Lie代数を用いた Broadhurst-Kreimer予想
の別の定式化を与える。これはモチーフ論を用いたBroadhurst-Kreimer

予想の見通しの良い説明を与えるだけでなく，§7において導入される純
奇多重ゼータ値の研究動機にもなり得る。純奇多重ゼータ値については，
Brown [6]による次元予想に関する自身の関連結果を §7にまとめた。純
奇多重ゼータ値の研究の一つのゴールは，モジュラー関係式の一般化で
あるが，その野望はいまだ成し遂げられていない。これについて，最後の
§8において，これまでの共同研究で得られたいくつかの観察を述べる。

2 基本用語
自然数 k1, . . . , kd (ただし，収束のため kd ≥ 2)に対し，多重級数

ζ(k1, . . . , kd) =
∑

0<n1<···<nd

1

nk1
1 · · ·nkd

d

により定義される実数を多重ゼータ値 (multiple zeta values)という。多
重ゼータ値は，3点抜き射影直線 P1 \ {0, 1,∞}上の反復積分による表示
をもつ。たとえば，ζ(1, 2) =

∫
0<t1<t2<t3<1

dt1
1−t1

dt2
1−t2

dt3
t3
などである ( 1

1−t
=∑

n≥0 t
nとして項別積分)。この二つの表示を通して，多重ゼータ値は数

学や物理の様々な局面に現れる。
我々の研究対象である多重ゼータ値代数 Z を定義する。kd ≥ 2に対
し，自然数の組み k = (k1, . . . , kd)を収束インデックスという。wt(k) =

k1+ · · ·+kdを重さ，dep(k) = dを深さという。重さ kの (収束インデック
スを持つ)多重ゼータ値で生成されるQベクトル空間Zkの形式直和空間
Z :=

⊕
k≥0 Zを多重ゼータ値代数という3。ただし，Z0 = Qとする。二

つの多重ゼータ値の積は多重ゼータ値の Z係数一次結合で表すことがで
きるため，ベクトル空間ZはQ代数となる。積構造は，級数表示におい
て和の領域を分割することから得られる調和積と，二つの積分領域を全
順序に分割することにより得られるシャッフル積がある。たとえば，調和
積は ζ(r)ζ(s) =

∑
m,n>0

1
mrns =

(∑
0<n<m +

∑
0<m<n +

∑
0<n=m

)
1

mrns =

ζ(r, s) + ζ(s, r) + ζ(r+ s)と計算される。調和積による一次結合による表

3異なる重さの多重ゼータ値の間には線形関係式がないことを仮定している。実際に
そういった関係式がないことは証明されていない (Goncharov予想)。
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示を ζ(k)ζ(k′) = ζ(k∗k′)と書く。もう一方のシャッフル積は ζ(k)ζ(k′) =

ζ(k� k′)と書く。たとえば，ζ((2)� (2)) = 4ζ(1, 3) + 2ζ(2, 2)である。

3 深さ次数化多重ゼータ値
多重ゼータ値代数Zの部分空間

DdZ :=
⊕
k≥0

〈ζ(k) | wt(k) = k, dep(k) ≤ d〉Q, d ≥ 0

の列から定まるフィルトレーションを深さフィルトレーション (depth fil-

tration) とよぶ。ただし，D0Z := Qとする。調和積およびシャッフル積
によりDdZ ·Dd′Z ⊂ Dd+d′Zとなる。Broadhurst-Kreimer [3]により，Q
代数Zの深さ次数化代数の次元に関する予想が提唱されており，そこに
モジュラー形式の次元が現れる。
ここでは簡単のため，ζ(2)で生成されるイデアルで割った商代数Z :=

Z/ζ(2)Zにおける深さ次数化

grDZ :=
⊕
d≥0

DdZ
/
Dd−1Z

における重さ k深さ r斉次部分空間についての次元予想を述べる。ただ
し，D−1Z = {0}とする。やや記号が重たいが，grDZ における ζ(k)を
代表とする同値類を ζD(k) ∈ grDZと表記し，これを深さ次数化多重ゼー
タ値 (depth-graded multiple zeta value)と呼ぶことにする (cf. [6])。バー
はmodulo ζ(2)Z による商代数の元であることを意味し，添字のDは低
い深さをmoduloした商空間にいることを意味する。たとえば，Eulerの
公式により，ζ(2n) = 0となる。また，k = k1 + k2 ≥ 3が奇数のとき，2

重ゼータ値 ζ(k1, k2)に関する Zagierの明示公式 [30]

ζ(k1, k2) =
∑

l1+l2=k
l1≥3:odd

l2≥2

c
(
l1,l2
k1,k2

)
ζ(l1)ζ(l2) + τ(k1, k2)ζ(k) (3.1)

から ζ(k1, k2) = τ(k1, k2)ζ(k)および ζD(k1, k2) = 0がわかる。ただし，
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c
(
l1,l2
k1,k2

)は (8.1)で定義される整数であり，

τ(k1, k2) =
(−1)k1+1

2

(
(−1)k1 +

(
k − 1

k1 − 1

)
+

(
k − 1

k2 − 1

))
である。一般に，wt(k) 6≡ dep(k) mod 2ならば，いわゆる parity result

[25]によって，ζD(k) = 0が成り立つ。
さて，Broadhurst-Kreimer予想を述べ，モジュラー形式との関係を
説明しよう。重さ k深さ dの深さ次数化多重ゼータ値で生成される grDZ
の部分空間を (grDZ)

k,d
とおく。

(
grDZ

)
k,d

:= 〈ζD(k) | wt(k) = k, dep(k) = d〉Q ∼= DdZk/D
d−1Zk.

parity resultより，k 6≡ d mod 2ならば (grDZ)
k,d

= 0である。� �
予想 3.1 (Broadhurst-Kreimer予想 [3]).∑

k,d≥0

dimQ
(
grDZ

)
k,d

xkyd
?
=

1

1−O(x)y + S(x)y2 − S(x)y4
.

ただし，O(x) = x3

1−x2 および S(x) = x12

(1−x4)(1−x6)
である。� �

母関数 S(x)は，群 SL2(Z)に関する重さ kの尖点形式 (cusp form)のな
すCベクトル空間 Sk(SL2(Z))の次元の母関数と一致する。

S(x) =
∑
k≥0

dimC Sk(SL2(Z))xk

ゆえに，予想 3.1によって，深さ次数化多重ゼータ値と尖点形式との関係
が示唆されるのである。ちなみに y = 1とすると，重さ kの多重ゼータ値
で生成される空間の次元予想，いわゆる，Zagier予想 [28] (modulo ζ(2)Z
した場合)と同値な主張になる。
予想 3.1の両辺の係数比較 (右辺は x = y = 0で展開する)から各深さ
ごとの次元予想が得られる。たとえば，y1, y2, y3の係数はそれぞれ

O(x), O(x)2 − S(x), O(x)3 − 2O(x)S(x)

となっている。母関数O(x)d =
∑

k≥0 |Ik,d|xkの xkの係数は，重さ k深さ
dのインデックスであって，各成分が 3以上の奇数であるようなものの個
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数である。
Ik,d = {k ∈ (2N+ 1)d | wt(k) = k}

したがって，係数比較から

dimQ
(
grDZ

)
k,1

?
= |Ik,1| =

1 k : odd,

0 k : even,

dimQ
(
grDZ

)
k,2

?
=

0 k : odd,

|Ik,2| − dimC Sk(SL2(Z)) k : even,

dimQ
(
grDZ

)
k,3

?
=

|Ik,3| − 2
∑k−3

ℓ=12 dimC Sℓ(SL2(Z)) k : odd,

0 k : even

(3.2)

が得られる。最初の等式は ζ(2n + 1) 6= 0，すなわち，ζ(2n+ 1)が π2と
重さ 2n− 1の多重ゼータ値の積では表せないことと同値である (どうやっ
たら示せるだろうか)。二つ目の等式は Zagierによる 2重ゼータ値の次元
予想 [12, 28, 29]

dimQ D2Zk
?
=

[
k + 1

2

]
− 1− dimC Sk(SL2(Z)), ∀k ≥ 3

と同値な主張である。実際，kが偶数なら，|Ik,2| = k
2
− 2であり，kが奇

数なら (3.1)より，D2Zk = D1Zkである。
次元予想 (3.2)の d = 2, 3の場合については，Goncharov [9]や井原-金
子-Zagier [10]，井原-落合 [11]などの仕事により，右辺が次元の上限を与
えることがわかっている。深さ 4以上については未解決で，予想の信憑
性そのものを疑う声もある (ただし，深さ 4の場合が正しいことは多くの
研究者が信じていると思われる)。

4 深さ2の場合
ここでは，k ≥ 6 を偶数とし，Gangl-金子-Zagier [8] による不等式

dimQ
(
grDZ

)
k,2

≤ |Ik,2| − dimC Sk(SL2(Z))の証明方針を概観する。説明
を簡単にするために省いた結果や本稿の記号に合わせて微修正した部分
もあるが，おおむね論文 [8]と同じ証明方針であることを申し添えておく。
まず，3以上の奇数を成分に持つインデックスの集合 Ik,2 をから得ら
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れる深さ次数化 2重ゼータ値たち {ζD(k) | k ∈ Ik,2}がベクトル空間(
grDZ

)
k,2
を生成することを示す。使うのは (正規化)複シャッフル関係式

ζ((k1) ∗ (k2)) = ζ((k1)� (k2))である (cf. [10])。深さ 2の場合は，自然数
k1, k2 ≥ 1 (k1 + k2 ≥ 3)に対し，

ζD(k1, k2) + ζD(k2, k1) =
∑

l1+l2=k1+k2
l1,l2≥1

((
l2 − 1

k1 − 1

)
+

(
l2 − 1

k2 − 1

))
ζD(l1, l2)

となる。ただし，ζD(k, 1) (k ≥ 2)は任意の定数としておく (左辺から
右辺を引くと打ち消され，実際の寄与はない)。この関係式は，母関数
Zk(x1, x2) =

∑
k1+k2=k ζD(k1, k2)x

k1−1
1 xk2−1

2 を使って，

Zk(x1, x2) + Zk(x2, x1) = Zk(x2, x1 + x2) + Zk(x1, x1 + x2)

と表すことができる (以降，和∑k1+k2=kは k1, k2 ≥ 1をわたるものとす
る)。すると，多項式H(x1, x2) ∈

⊕k/2−1
l=0 Q(xl

1x
k−2−l
2 + xk−2−l

1 xl
2)に対し，

H(x2, x1 + x2)−H(x1, x2) =
∑

k1+k2=k

(
k−2
k1−1

)
ak1,k2x

k1−1
1 xk2−1

2 により有理
数たち {ak1,k2} ⊂ Qを定めると，∑k1+k2=k ak1,k2ζD(k1, k2) = 0が成り立
つことが確かめられる。これにより，H(x1, x2)をうまく選ぶことで，偶
数や 1を成分にもつ深さ次数化 2重ゼータ値が {ζD(k) | k ∈ Ik,2}の一次
結合であることが示せる (そのようなHの取り方は [8, §4]を参照せよ)。
生成系{ζD(k) | k ∈ Ik,2}のおかげで，ひとまず不等式dimQ

(
grDZ

)
k,2

≤
|Ik,2|が従う。次元予想によれば，生成系 {ζD(k) | k ∈ Ik,2}の間には
Sk(SL2(Z))の次元分だけQ線形関係式が存在するはずである。これを尖点
形式，より正確には，偶周期多項式と結びつけて構成したのがGangl-金子-

Zagierによるモジュラー関係式である。多項式P (x1, x2) ∈ Q[x1, x2]が偶
周期多項式 (even period polynomial)であるとは，P (x1, x2) = P (−x1, x2)

かつ
P (x1, x2)− P (x1 + x2, x2) + P (x1 + x2, x1) = 0

をみたすことをいう。偶数w ≥ 0に対し，斉次w次の偶周期多項式から
なるQベクトル空間をW ev

w とおく。P ∈ W ev
w とすると，一つ目の条件

から P ∈
⊕w/2

l=0 Qx2l
1 x

w−2l
2 である。また，二つ目の条件から P (x1, x2) =

−P (x2, x1)がすぐにわかるので，P ∈
⊕[w/4]

l=0 Q(x2l
1 x

w−2l
2 − xw−2l

2 x2l
1 )と

なっている。偶周期多項式の例として，xw
1 − xw

2 ∈ W ev
w がある。また，

W ev,0
w = {P ∈ W ev

w | P (x1, 0) = 0}とおくと，W ev
w = Q(xw

1 − xw
2 )⊕W ev,0

w
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が示せる。たとえば，W ev
10 の基底の1組として，{x10

1 −x10
2 , x2

1x
2
2(x

2
1−x2

2)
3}

がとれる。
Gangl-金子-Zagier [8]によるモジュラー関係式を復習しよう。この証明
も，先に述べたH(x1, x2)の取り方に帰着することでなされる (つまり，複
シャッフル関係式の組合せで証明される)。� �
定理 4.1. k ≥ 4を偶数とする。偶周期多項式 P ∈ W ev

k−2 に対し，
{qk1,k2} ⊂ Qを∑k1+k2=k

(
k−2
k1−1

)
qk1,k2x

k1−1
1 xk2−1

2 = P (x1 + x2, x1)で定
める。このとき，q2l,k−2l = qk−2l,2l (1 ≤ l ≤ [k/4])および

3
∑

k1+k2=k
k1≥1,k2≥3:odd

qk1,k2ζ(k1, k2)

=

k/2−1∑
l=1

q2l,k−2lζ(2l, k − 2l) +

( ∑
k1+k2=k

(−1)k1qk1,k2

)
ζ(k)

が成り立つ。� �
定理 4.1の右辺は，調和積 ζ(2l, k−2l)+ ζ(k−2l, 2l) = ζ(k−2l)ζ(2l)−

ζ(k)により，modulo ζ(2)Zで 0となっている。したがって，偶周期多項
式 P ∈ W ev

k−2ごとに，Q線形関係式∑
k1+k2=k

k1≥1,k2≥3:odd

qk1,k2ζD(k1, k2) = 0

が得られる。たとえば，P = xk−2
1 −xk−2

2 ∈ W ev
k−2とすると，ζD(1, k−1)+

ζD(3, k− 3)+ · · ·+ ζD(k− 3, 3) = 0である (制限和公式といったりする)。
P ∈ W ev,0

k−2 ならば q1,k−1 = 0であることに注意すると，定理 4.1の重要な
帰結として，W ev,0

k−2 の次元分だけ {ζD(k) | k ∈ Ik,2}の間の一次独立な線形
関係式が得られることがわかる。たとえば，P = x2

1x
2
2(x

2
1 − x2

2)
3 ∈ W ev,0

10

から
14ζD(3, 9) + 75ζD(5, 7) + 84ζD(7, 5) = 0 (4.1)

が得られる。
以上のことから，不等式 dimQ

(
grDZ

)
k,2

≤ |Ik,2|−dimQ W ev,0
k−2 が証明さ

れたわけだが，偶周期多項式と尖点形式の対応の説明がまだである。も

7



ちろん，不変式という見方から

dimQ W ev,0
k−2 = dimC Sk(SL2(Z))

を示すこともできるが，あとで尖点形式とモジュラー関係式の対応を述
べるときにも使うため，Eichler-志村理論の帰結 (cf. [15, 16])を思い出
しておこう。それは，尖点形式 f ∈ Sk(SL2(Z))に対し，その L関数の
critical value L∗

f (s) :=
∫∞
0

f(it)ts−1dt (s = 1, 2, . . . , k−1)の母関数である
周期多項式 rf (x1, x2) :=

∫ i∞
0

f(τ)(x1 − x2τ)
k−2dτ の偶部分 revf (x1, x2) =

1
2
(rf (x1, x2)+rf (−x1, x2))を対応させる写像 rev : Sk(SL2(Z)) → C[x1, x2]

の像が，W ev
k−2 ⊗ Cに余次元 1で埋め込まれることを主張する (この主張

に適したW ev
w を定める自然な定義関係式がある)。

rev : Sk(SL2(Z)) −→ W ev
k−2 ⊗ C, f 7−→ revf (x1, x2).

したがって，dimQ W ev
k−2 = dimC Sk(SL2(Z)) + 1である。

尖点形式から得られる定理 4.1の例も一つ与えておこう。最初の非自
明な尖点形式として知られる判別式関数 ∆(τ) = q

∏
n≥1(1 − qn)24 ∈

S12(SL2(Z))について4，その偶周期多項式 rev∆ は

− 36

691
(x10

1 − x10
2 ) + x2

1x
2
2(x

2
1 − x2

2)
3 ∈ W ev

10

と定数倍の違いを除いて一致する。これを定理 4.1に適用すると，

22680ζ(1, 11) + 13006ζ(3, 9)− 29145ζ(5, 7)− 35364ζ(7, 5) + 22680ζ(9, 3)

= 7560ζ(2, 10)− 2114ζ(4, 8)− 42965

3
ζ(6, 6)− 2114ζ(8, 4) + 7560ζ(10, 2)

− 1382ζ(12).

5 2重Eisenstein級数
定理 4.1において，W ev

k−2 ⊗ Cの部分空間 rev
(
Sk(SL2(Z))

)から得られ
る関係式 (適当な補正でQ上の関係式にすることも可能)は，ある意味で
尖点形式由来のモジュラー関係式といえるものである。ここでは，尖点
形式から得られるモジュラー関係式の 2重 Eisenstein級数を用いた特徴
付けに関する著者の論文 [22]の結果を述べる。

4以降，q = e2πiτ とする。
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複素上半平面上の正則関数である Eisenstein級数の級数表示の多重化
である多重 Eisenstein級数を定義する。アイデアは，多重ゼータ値の定
義において n1, . . . , nr が走る領域 Zを，格子 Zτ + Z ⊂ Cに置き換え
るという素朴なものになっている (以降，τ は複素上半平面の元とする)。
これには格子点の間の順序関係が必要になるが，それは以下のようにす
る。mτ + n ∈ Zτ + Zに対し，m > 0またはm = 0ならば n > 0を
みたすとき，mτ + nは正であるといい，mτ + n > 0と書く。さらに
(m − m′)τ + (n − n′) > 0を満たすとき，mτ + n > m′τ + n′と定義す
ると，格子点の集合Zτ +Zに全順序関係が定まる。これを使って，多重
Eisenstein級数を自然数 k1, . . . , kdに対し，

Gk1,...,kd(τ) :=
∑

0<λ1<···<λd
λ1,...,λd∈Zτ+Z

1

λk1
1 · · ·λkd

d

により定義する。2重の場合にGangl-金子-Zagier [8]によって最初に導入
されたものである。
基本的な事実として，関数Gk1,...,kd(τ)は，k1, . . . , kd−1 ≥ 2, kd ≥ 3の
ときに絶対収束し，複素上半平面上の正則関数となる。また，この関数
のFourier展開 (q展開) Gk(τ) = ζ(k) +

∑
n≥1 an,kq

nの定数項は多重ゼー
タ値となる。多重 Eisenstein級数の関係式から多重ゼータ値の関係式が
得られるだけでなく，多重ゼータ値の関係式の多重 Eisenstein級数への
持ち上げが，定数項のない q級数になっているという視点が尖点形式と
の関係を彷彿する (尖点形式の q展開も定数項は 0である)。q展開の計算
方法は [1, 8]を参照されたい。定義級数の適切な分解と，部分分数分解お
よび Lipschitz公式∑n∈Z(τ + n)−k = (−2πi)k

(k−1)!

∑
n≥1 q

n (k ≥ 2)の組合せに
より計算される。
若干脱線するが，多重Eisenstein級数の正規化について触れておく。ま
ず，多重 Eisenstein級数の定義級数を有界な領域における格子点での和
に置き換え，その後，領域を広げるという極限操作により定義し直すこ
とで，多重Eisenstein級数は kd ≥ 2においても正則関数として定義でき，
Gk(τ) = ζ(k) +

∑
n≥1 an,kq

nなる q展開をもつ。この定義をもってして，
すべての成分が 2以上のインデックスk, lについて，多重Eisenstein級数
が調和積Gk(τ)Gl(τ) = Gk∗l(τ)を満たすことが確かめられる。一方，(q

展開の定数項が満たす)シャッフル積については，積の展開に 1をもつイン
デックスが出てくるため，素朴には成り立たない。これに対し，1を含む

9



一般のインデックスk, lについても，適切な q級数をあてがうことにより，
シャッフル積G�k (τ)G

�

l (τ) = G�k�l(τ)をみたす q級数，シャッフル正規化
多重 Eisenstein級数G�k (τ)が構成されている (cf. [1, 8])。この構成には，
金子昌信および Stephanie Belcherが独立に指摘していたGoncharov余積
∆と多重Eisenstein級数の Fourier展開の対応 [1, Theorem 1.1]が重要な
役割を果たす (この対応に深い意味があるのかはまだわかっていない)。q

級数G�k (τ)は，インデックスの成分がすべて 2以上であれば，Gk(τ)と
等しいことも知られており，そこから (制限された)複シャッフル関係式
が得られる [1, Theorem 1.2]。なお，2重の場合のG�k1,k2(τ)は，金子 [12]

による正規化 (q展開で再定義する方法)と (偶然にも)同じものとなる。
尖点形式から得られるモジュラー関係式の特徴付けに関する結果に戻
ろう。ここでは，k1 + k2 ≥ 3となる k1, k2 ≥ 1に対し，G(k1)∗(k2)(τ) =

G(k1)�(k2)(τ)をみたす 2重Eisenstein級数の正規化 (Gangl-金子-Zagier [8]

によるもの)を使う。モジュラー関係式は複シャッフル関係式のみで示せ
るので，定理 4.1は彼らの意味での 2重Eisenstein級数についても成り立
つことがわかる。この関係式と，Kohnen-Zagier [15]による尖点形式のL

関数の critical valueに関する特別な関係式および Popa [18]による 2つ
の Eisenstein級数の積和の公式を組み合わせることで，次の結果が得ら
れる。� �
定理 5.1. [22, Theorem 1] Hecke固有形式 f ∈ Sk(SL2(Z))に対し，∑

k1+k2=k

(
k−2
k1−1

)
qfk1,k2x

k1−1
1 xk2−1

2 = revf (x1 + x2, x1)により {qfk1,k2} ⊂ C
を定める。このとき，

∑
k1+k2=k

k1≥1,k2≥3:odd

qfk1,k2

(
Gk1,k2(τ) +

1

2
Gk(τ)

)
=

L∗
f (1)

4(k − 2)!
f(τ)

が成り立つ。ただし，L∗
f (s) :=

∫∞
0

f(it)ts−1dtである。� �
定理 5.1を判別式関数∆(τ)の場合に適用すると，適当な定数倍によって

1

680
∆(τ) = 22680G

1
2
9,3(τ)− 35364G

1
2
7,5(τ)− 29145G

1
2
5,7(τ)

+ 13006G
1
2
3,9(τ) + 22680G

1
2
1,11(τ)

を得る。ただし，G
1
2
k1,k2

(τ) = Gk1,k2(τ)+
1
2
Gk(τ)とおいた5。ここからもわ

5山本 [26]による t補間多重ゼータ値から記号を採用している。
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かるように，定理 5.1はHecke固有形式の新しいタイプの明示公式を与え
ている。なお，Vandermonde行列式を使う方法 [12]により，{G

1
2
ℓ,k−ℓ(τ) |

1 ≤ ℓ ≤ k − 3 : odd}は一次独立であることが示せる。これとGangl-金
子-Zagierの結果をあわせると，この集合が重さ kの 2重 Eisenstein級数
で生成されるCベクトル空間DEkの基底の 1組であることがわかる。さ
らに，重さ kのモジュラー形式の空間はDEkの部分空間であるため，重
さ kの尖点形式はこの基底の一次結合として一意的に表示できる。それゆ
え，定理 5.1は，fがHecke固有形式の場合に，一意的に決まる係数 qfk1,k2
を critical valueの一次結合を使って表示した公式となっている。
定理 5.1の右辺は f について ‘2次式’であるため，Hecke固有形式であ

るという仮定をはずすことはできない (実際に，Popa [18]の結果を適用
する際に必要な仮定となる)。一方，定理 5.1の定数項の比較から生じる
2重ゼータ値の関係式については，線形性により，Hecke固有形式である
必要はない6。� �
系 5.2. [17, Theorem 3.1] 尖点形式 f ∈ Sk(SL2(Z)) に対し，∑

k1+k2=k

(
k−2
k1−1

)
qfk1,k2x

k1−1
1 xk2−1

2 = revf (x1 + x2, x1)により {qfk1,k2} ⊂ C
を定める。このとき，∑

k1+k2=k
k1≥1,k2≥3:odd

qfk1,k2ζ
1
2 (k1, k2) = 0.

ただし，ζ
1
2 (k1, k2) = ζ(k1, k2) +

1
2
ζ(k1 + k2)である。� �

たとえば，判別式関数の場合の公式から22680ζ
1
2 (9, 3)−35364ζ

1
2 (7, 5)−

29145ζ
1
2 (5, 7) + 13006ζ

1
2 (3, 9) + 22680ζ

1
2 (1, 11) = 0が得られる。

ちなみにEisenstein級数に対応するモジュラー関係式は，すでに述べた
制限和公式である。Eisenstein級数に付随する周期多項式 ∫ i∞

0
Gk(τ)(x1−

x2τ)
k−2dτは素朴には定義できていない (発散する)のだが，Zagier [27]に

よる Laurent多項式を用いた設定や，Brown [5]によるDeligneの接基点
理論を使った反復積分の正規化 (したがって，1重はごく特別な場合だが)

の 2通りの構成があって，いずれの場合も，Eisenstein級数に付随する周
期多項式の偶部分は xk−2

1 − xk−2
2 の定数倍となるからである。

6系 5.2は文字通り，定理 5.1 ([22])の結果から得られるが，この公式を最初に示した
のは論文 [17]においてである。モチビック 2重ゼータ値を使う証明となっている。
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6 モチビックLie代数
予想 3.1の Brown [6]による Lie代数を使った別の定式化を外観する。

Brownは線形化複シャッフルLie代数 lsと深さ次数化モチビックLie代数
dmの各々について，“同値”7な主張を与えているが，ここでは後者につい
てのみ言及する。以下，紙面節約のため，Lie代数 dmをモチビック多重
ゼータ値から構成するが，これは [6]とは異なる設定であることに注意し
ておく。
自然数の組み k = (k1, . . . , kd)に対し，Brownの論文 [4]で用いられた
モチビック多重ゼータ値を ζm(k1, . . . , kd)と表記し，すべてのモチビック
多重ゼータ値で生成されるQベクトル空間をZmとおく ([4]ではHと表
記)。定義の詳細は [4]に譲り，基本的な事実をまとめよう。まず，モチ
ビック多重ゼータ値 ζm に多重ゼータ値 ζ を対応させる写像 (周期写像)

per : Zm → Zは全射な代数射となる。この写像 perは同型写像であると
予想されており，すなわち，多重ゼータ値とモチビック多重ゼータ値は
まったく同じ関係式を満たすと期待されている。また，我々の研究対象
である商代数Zm

:= Zm/ζ(2)mZmには ([4]ではAと表記)，シャッフル積
とGoncharov余積∆により，Hopf代数の構造が入る。さらに，重さに関
する次数付き環となっている。これらは，数である多重ゼータ値では (今
の所)証明できないことで，モチビックを使う大きなメリットと言える。
さて，モチビック版の深さ次数化多重ゼータ値代数 grDZm を考えよ
う。これは，シャッフル積に関する 2重次数付き代数であるだけでなく，
Goncharov余積∆が誘導する余積 grD∆により，再びHopf代数となる。
余積∆が深さを保つことがポイントである。Hopf代数 grDZmを座標環と
するQ上のアファイン群スキームをU = Spec(grDZm

)とおき，そのLie代
数Lie(U)を dgmと書いて，深さ次数化モチビックLie代数 (depth-graded

motivic Lie algebra)とよぶ8。重さと深さによる 2重次数付き Lie代数と
なる。一方，U は副冪単代数群なので，U の座標環と dgmの完備化普遍
崩落環の双対空間は同型である:

grDZm ∼= Û(dgm)∨. (6.1)

7dm ⊂ lsである。“等号成立”が予想されている。
8論文 [6] では，Z 上の混合 Tate モチーフのなす淡中圏の淡中基本群 (モチビック

Galois群)の冪単部分の Lie代数として定義されるモチビック Lie代数 gmに，深さフィ
ルトレーションの双対から誘導されるフィルトレーションで次数化したものとして dgm

を定義している。確かめたわけではないが，Brownによる Lie代数と我々の深さ次数化
モチビック Lie代数は同型であると思われる。
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もしくは，L :=
(
grDZm

>0

)
/
(
grDZm

>0

)2とおくと，dgm ∼= L∨である。同型
(6.1)により，Lie代数 dgmの生成系やそれらの関係式などが全て記述で
きれば，あとは Lie代数の一般論から (grDZm)

k,d
の次元を計算すること

ができる。これがBrownによるBroadhurst-Kreimer予想の別の定式化の
出発点となる。
まず，Lie代数 dgmの多項式を使った表示方法を説明する (cf. [6])。多
項式環Q[x1, . . . , xd]の斉次 w次多項式からなる部分空間を Vw,dとおく。
Brown [6]の結果より，dgm =

⊕
k,d dg

m
k,dから多項式空間V =

⊕
w,d Vw,dへ

の埋め込みが存在する。重さk深さdの斉次部分空間dgmk,dのこの埋め込み
によるの像は Vk−d,dに属する。この像も dgmk,dと書いて，dgmk,d ⊂ Vk−d,dと
みなすことにする。dgmk,dの計算方法は以下である。いま，dgmk,dと双対同
型であるLk,dの基底{ξ1, . . . , ξa}を一つ決める。ただし，Lにおける ζ

m

D(k)

が属する類を ζ lD(k)とかくと， Lk,d = {ζ lD(k) | wt(k) = k, dep(k) = d}
である。次に，基底を使って∑k1+···+kd=k ζ

l
D(k1, . . . , kd)x

k1−1
1 · · · xkd−1

d =

ξ1F1(x1, . . . , xd)+ · · ·+ ξaFa(x1, . . . , xd)と書き直す。すると，この表示に
現れる多項式たち {F1, . . . , Fa} ⊂ Vk−d,dは部分空間 dgmk,dの基底の 1組と
なる。以上の方法で，重さが 20ぐらいまでならモチビック多重ゼータ値
が満たす具体的な関係式族を使って，ベクトル空間 dgmk,dの基底を明示的
に与えることもできる (が，一般には難しい)。
Lie代数dgmの構造を記述するために，多項式表示におけるLie括弧積の
明示公式を一つ与える。f(x1, . . . , xr) ∈ Vw1,rおよび g(x1, . . . , xs) ∈ Vw2,s

に対し，斉次多項式 (f ◦ g)(x1, . . . , xr+s) ∈ Vw1+w2,r+sを次で定める。

(f ◦ g)(x1, . . . , xr+s)

=
s∑

i=0

f(xi+1 − xi, . . . , xi+r − xi)g(x1, . . . , xi, xi+r+1, . . . , xr+s)

+ (−1)w1+r

s∑
i=1

f(xi+r−1 − xi+r, . . . , xi − xi+r)g(x1, . . . , xi−1, xi+r, . . . , xr+s)

ただし，x0 = 0とする。たとえば，xw1
1 ◦xw2

1 = xw1
1 xw2

2 +(x2−x1)
w1xw2

1 +

(−1)w1+1(x1 − x2)
w1xw2

2 である。この記号のもと，{f, g} := f ◦ g − g ◦ f
で定義されるQ双線形写像 {, }を伊原括弧積という。伊原括弧積は dgmの
Lie代数構造を定める。すなわち，(f, g) ∈ dgmk1,d1 ×dgmk2,d2ならば {f, g} ∈
dgmk1+k2,d1+d2

が成り立つ。
以上の記号のもと，Lie代数 dgmの生成元や関係式ついて知られている
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ことをまとめる。まず，深さ 1について，

dimQ dgmk,1 =

1 k ≥ 3 : odd,

0 otherwise,

である。これは，Q上のアファイン群スキーム Spec(Zm)の Lie代数 gm

が，重さ 2n + 1 (n ≥ 1)の元 σ2n+1 で生成される自由 Lie代数と同型
であることから従う。奇数 k ≥ 3に対し，深さ 1の空間の基底として
Bk,1 = {xk−1

1 } ⊂ dgmk,1をとる。このとき，dgmは 2重次数付き Lie代数な
ので，Bk,2 = {{xk1−1

1 , xk2−1
1 } | k1, k2 ≥ 3 : odd, k1 + k2 = k}は dgmk,2の

部分集合となる。同様に，深さ 1の基底に伊原括弧積を d− 1回施すこと
により作られる dgmk,dの部分集合をBk,dとおく。このとき，d = 2, 3に対
し，Bk,dは dgmk,dを生成していることが知られている。基底ではないこと
も知られている。それは，伊原-高尾関係式と呼ばれる次の 2次関係式が
存在するためである (cf. [19]): 有理数 {ak1,k2} ⊂ Qに対し，∑

k1+k2=k
k1>k2≥3:odd

ak1,k2{xk1−1
1 , xk2−1

2 } = 0

⇐⇒
∑

k1+k2=k
k1>k2≥3:odd

ak1,k2(x
k1−1
1 xk2−1

2 − xk2−1
1 xk1−1

2 ) ∈ W ev
k−2.

深さ 2および 3については，伊原-高尾関係式以外の関係式は存在せず，

dimQ dgmk,2 =

0 k : odd,[
k−2
6

]
k : even,

dimQ dgmk,3 =


[
(k−3)2−1

48

]
k : odd,

0 k : even

であることが知られている。以上から d ≤ 3に対する (grDZm)
k,d
の次元

公式が得られるが，それらは (3.2)の右辺と一致する。
深さ 4のとき，Bk,4で生成される dgmk,4の部分空間の次元 (伊原-高尾関
係式以外の関係式は存在しないという仮定のもとで計算)，Broadhurst-

Kreimer予想の深さ 4の場合から得られる次元と異なり，ちょうどS(x)に
相当する次元のずれが生じる。示唆されることは，dgmk,4の生成系はBk,4以
外にdimSk(SL2(Z))個の独立な元を含まなくてはならないということであ
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る。これに対し，Brown [6]はwell-definedなQ線形写像 c : W ev,0
k−2 → dgmk,4

を構成し，その像 c(W ev,0
k−2 )が不足している生成系を与えるであろうこと

を予想している9。
これら既知の結果と期待される次元 (Broadhurst-Kreimer予想)をあわ
せて，Brown [6]は次の Lie代数 dgmのホモロジーに関する予想を提唱し
ている。� �
予想 6.1. [6, Conjecture 1]

H1(dg
m;Q) ∼= 〈xk−1

1 | k ≥ 3 : odd〉Q ⊕ c(W ev,0
• ),

H2(dg
m;Q) ∼= W ev,0

• ,

Hi(dg
m;Q) = 0 for all i ≥ 3.

ただし，W ev,0
• :=

⊕
k≥12 W

ev,0
k−2 である。� �

大雑把に説明すると，1次ホモロジーH1(dg
m;Q)は dgmの生成元を記

述し，2次ホモロジーH2(dg
m;Q)は生成元の間の関係式 (今の場合，伊原-

高尾関係式)を記述している。3次以上は関係式の関係式などを記述する
が，それはないという予想になっている。予想 6.1を仮定して，dgmの普
遍崩落環の次元を計算すると，モチビック版のBroadhurst-Kreimer予想
に出てくる次元が得られるという筋書きである。

7 純奇多重ゼータ値
予想 6.1を信じるなら，dgmの深さ 1の生成系で生成される部分 Lie代
数 dgm,odd := Lie[x2n

1 | n ≥ 1]について，重さ k深さ dの部分空間の次元が

1 +
∑
k,d≥1

dimQ dgm,odd
k,d xkyd

?
=

1

1−O(x)y + S(x)y2

となるはずである。尖点形式との関係が期待できるという意味では，Lie

代数 dgm,oddの普遍崩落環と同型になる深さ次数化多重ゼータ値代数 grDZ
の部分代数を決定するという問題には意義があるだろう。そこにモジュ
ラー関係式の一般化が埋もれている可能性もある。部分代数の候補とし

9この写像 cが単射かどうかは未解決である。一方，Brown [6]はこれとは異なるQ線
形写像 e : W ev,0

k−2 → lsk,4 を構成しており，これについては単射性や像 e(W ev,0
k−2 )と Bk,4

の独立性までを示している。一方，e(W ev,0
k−2 ) ⊂ dgmk,4 が未解決である。
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て，Brown [6]は純奇多重ゼータ値を導入している。以下，Brownによる
新たな次元予想，およびその予想に関する著者の論文 [23]の結果を紹介
する。
インデックスのすべての成分が 3以上の奇数である深さ次数化多重ゼー
タ値 (以下，モチビックとする) ζ

m

D(k) (k ∈ Ik,d)を純奇多重ゼータ値とい
い，すべての純奇多重ゼータ値で生成されるQベクトル空間を grDZm,odd

と表記する。部分空間grDZm,oddは，grDZmの部分Hopf代数である (cf. [6,

Proposition 11.1])。Brownはさらにいくつかの考察を加えて，このHopf

代数 grDZm,oddを座標環とするアファイン群スキームの Lie代数が gm,odd

と同型となることを期待し，次の問題を提唱している。� �
予想 7.1. [6, Conjecture 6]∑

k,d≥0

dimQ
(
grDZm,odd)

k,d
xkyd

?
=

1

1−O(x)y + S(x)y2
.

ただし，(grDZm,odd)
k,d

:= 〈ζmD(k) | k ∈ Ik,d〉Qは重さ k深さ dの純奇
多重ゼータ値で生成されるベクトル空間である。� �
純奇多重ゼータ値の空間 (grDZm,odd)

k,d
の生成元の個数が |Ik,d|である

ことに注意すると，予想 7.1は純奇多重ゼータ値の関係式が尖点形式由来
のものに限ることを示唆している。たとえば，(3.2)で求めた d ≤ 3の右
辺の次元の列を思い出すと，深さ d = 2における予想 7.1は，純奇 2重
ゼータ値の関係式の個数と尖点形式の次元が一致することを意味する (そ
してこの一致はモジュラー関係式で説明できる)。
いまのところ，純奇多重ゼータ値の関係式を尖点形式と直接結びつける
ことはできていない。これに対し，著者は [23]において，ある種の双対側と
偶周期多項式との対応を見つけている。これを述べよう。まず，Brownによ
る純奇多重ゼータ値の関係式を探す手法を紹介する。ただし，この手法はホ
モロジー予想 6.1が正しいことを仮定しなければならないことを注意して
おく (今の所，unconditionalに証明できるかは不明)。d ≥ 2および l ∈ Ik,d
に対し，∑k∈Nd c

(
l
k

)
xk1−1
1 · · · xkd−1

d = xl1−1
1 ◦(· · · ◦(xld−1−1

1 ◦xld−1
1 ) · · · )の展

開係数として，整数 c
(
l
k

)を定義する。この係数を使って，|Ik,d|次正方行
列Ck,dを

Ck,d =
(
c
(
l
k

))
l∈Ik,d
k∈Ik,d

で定める。ただし，行および列は l ∈ Ik,dおよび k ∈ Ik,dで添字付けられ
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るものとする。このとき，∑
k∈Ik,d

qkζ
m

D(k) = 0 ⇐⇒ (qk)k∈Ik,d · tCk,d = 0

が成り立つ。つまり，行列Ck,dの右零化ベクトルによって，重さ k深さ d

の純奇多重ゼータ値たちのすべての関係式が記述できるのである。この
ことから，rankCk,d = dimQ

(
grDZm,odd)

k,d
が従う (ただし，冒頭から予

想 6.1を仮定している)。
行列Ck,dの右零化ベクトルからなる空間 ker tCk,dを尖点形式と結びつ
けることが究極のゴールといえる。d = 2の場合は，Gangl-金子-Zagier

によるモジュラー関係式により，Ck,2の右零化ベクトル (qk)k∈Ik,2と偶周
期多項式 P ∈ W ev,0

k−2 との間の一対一対応が得られている (これは定理 4.1

よりも強い主張である)。いまのところ，d ≥ 3について知られているこ
とはない。
すこし発想を変えて，行列Ck,dの左零化ベクトルを考える。正方行列
ゆえに dimker tCk,d = dimkerCk,dが成り立つため，少なくとも次元の計
算には使える。この発想は Baumard-Schneps [2]による先行結果から来
ている。彼らは Ck,2の左零化ベクトルとW ev,0

k−2 の偶周期多項式との間に
一対一対応があることを示している: 偶数 k ≥ 12に対し，

W ev,0
k−2 −→ kerCk,2,∑

k∈Ik,2

akx
k−1 7−→ (ak)k∈Ik,2

(7.1)

は同型写像となる。ただし，k = (k1, . . . , kd)に対し，xk−1 := xk1−1
1 · · · xkd−1

d

とおいた。これは，伊原-高尾関係式と同値な主張になっている。いずれ
にせよ，右零化ベクトルでは偶周期多項式P の変数変換後P (x1 + x2, x1)

の係数との対応であったが，左零化ベクトルはそのままの係数が対応す
るという構図である。(7.1)を d ≥ 3に (弱く)一般化したのが [23]の主結
果である。主張を述べるための準備から始めよう。
各 j = 1, . . . , d − 1に対し，d変数の偶周期多項式の空間W

(j)
w,dを用意

する。まず，V ev,0
w,d := 〈xk−1 | k ∈ Iw+d,d〉Q ⊂ Vw,d とおく。V ev,0

w,d の多
項式は x2

1 · · · x2
d で割れなければならないので，2d > w ならば V ev,0

w,d =

{0} である。P ∈ V ev,0
w,d であって，xj, xj+1 の変数については偶周期多

項式となるものからなる部分空間をW
(j)
w,d と表記する。すなわち，P ∈

W
(j)
w,dならばP (. . . , xj, xj+1, . . .)−P (. . . , xj +xj+1, xj+1, . . .)+P (. . . , xj +
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xj+1, xj, . . .) = 0をみたす。たとえば，W
(1)
14,3 = Qx2

1x
2
2(x

2
1 − x2

2)
3x4

3とな
る。一般に，W

(j)
w,d

∼=
⊕

10≤ℓ≤w−2d+4 W
ev,0
ℓ ⊗ V ev,0

w−ℓ,d−2が成り立つ。この記
号の元，次が成り立つ。� �
定理 7.2. [23, Proposition 3.1] |Ik,d| 6= 0をみたす k, dに対し，

d−1∑
j=1

W
(j)
k−d,d −→ kerCk,d,∑

k∈Ik,d

akx
k−1 7−→ (ak)k∈Ik,d

(7.2)

はwell-definedである。� �
定理 7.2のアイデアを d = 3の場合に説明しておく。まず，偶周期多項
式の係数から得られる関係式∑ ak1,k2x

k1−1
1 ◦xk2−1

1 = 0 (伊原-高尾関係式)

をとる。このとき，奇数 k1 ≥ 3に対し，∑ ak2,k3x
k1−1
1 ◦(xk2−1

1 ◦xk3−1
1 ) = 0

であるが，Ck,3はxk1−1
1 ◦(xk2−1

1 ◦xk3−1
1 )の展開係数であったので，W (2)

w,3が
kerCk,3に寄与することがわかる。一方，

∑
ak1,k2(x

k1−1
1 ◦xk2−1

1 ) ◦xk3−1
1 =

0も成り立つが，これはW
(1)
w,3の kerCk,3への寄与を生む。結合法則が成り

立たないので，この部分の証明はかなり技術的な計算を要するが，大雑
把にはこのような理屈で周期多項式から kerCk,dのベクトルが作られる。
定理 7.2を次元の評価に応用する。写像 (7.2)は明らかに単射なので，∑d−1
j=1 W

(j)
k−d,dの次元を計算することにより，dimQ kerCk,d = |Ik,d|−rankCk,d

の下からの評価が得られる。和空間∑d−1
j=1 W

(j)
k−d,dの次元は，W (1)

w,3∩W
(2)
w,3 =

{0} ([7]の結果)を使うと計算でき，

∑
k,d≥2

dimQ

(
d−1∑
j=1

W
(j)
k−d,d

)
xkyd =

S(x)y2

(1−O(x)y)(1−O(x)y + S(x)y2)

となる。系として，次が得られる。
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� �
系 7.3. [23, Theorem 1.2]

1 +
∑
k,d≥1
|Ik,d|̸=0

rankCk,dx
kyd ≤ 1

1−O(x)y + S(x)y2

を得る。ただし，∑k,d ak,dx
kyd ≤

∑
k,d bk,dx

kydはすべての k, dに対
し，ak,d ≤ bk,dが成り立つことを意味する。� �
なお，写像 (7.2)の全射性がいえると，(ホモロジー予想 6.1の仮定の元)

予想 7.1は正しいことが言える。

8 続・モジュラー関係式
深さ dの純奇多重ゼータ値の関係式の中には，深さ d− 1以下の純奇多
重ゼータ値が満たす関係式の調和積による持ち上げがあることに注意す
る。まずは (低い深さの関係式から来ない)新しい関係式を抽出する方法
を述べたあと，その新しい関係式に関する考察を紹介する。これらはモ
ジュラー関係式の一般化を目指した考察である。
自然数 l1, . . . , ld, k1, . . . , kdに対し，整数 e

(
l1,...,ld
k1,...,kd

)を
e
(
l1,...,ld
k1,...,kd

)
= δ
(
l1,...,ld
k1,...,kd

)
+

d−1∑
j=1

δ
(

l2,...,lj ,lj+2,...,ld
k1,...,kj−1,kj+2,...,kd

)
bl1kj ,kj+1

で定める。ただし，blk,k′ = (−1)k
(
l−1
k−1

)
+(−1)k

′−l
(
l−1
k′−1

)であり，Kronecker

記号 δ
(
l
k

)は k = lのとき 1でそれ以外は 0である。たとえば，

e
(
l1,l2
k1,k2

)
= δ
(
l1,l2
k1,k2

)
+ bl1k1,k2 (8.1)

である。整数 e
(
l1,...,ld
k1,...,kd

)はxk1−1
1 ◦xk2−1

1 · · · xkd−1
d−1 の展開係数に現れる (ゆえ

に，d = 2のときは c
(
l1,l2
k1,k2

)
= e
(
l1,l2
k1,k2

)となる)。自然数 k, dと 2 ≤ j ≤ d

に対し，正方行列E
(j)
k,dを

E
(j)
k,d =

(
δ
(
l1,...,ld−j

k1,...,kd−j

)
· e
(
ld−j+1,...,ld
kd−j+1,...,kd

))
(l1,...,ld)∈Ik,d
(k1,...,kd)∈Ik,d

により定義する。この記号のもと，Ck,d = E
(2)
k,d · · ·E

(d−1)
k,d E

(d)
k,d が成り立つ

[21, Proposition 3.3]。行列Ck,dの右零化ベクトルが重さ k深さ dの純奇多
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重ゼータ値の関係式と一対一対応していたことを思い出す (ホモロジー予
想 6.1を仮定した)。すると，Ck,dの積表示から右端のE

(d)
k,dの右零化ベク

トルも関係式を与えることがわかる。そこで，低い深さのE
(d′)
k′,d′の右零化

ベクトルから得られる純奇多重ゼータ値の関係式に ζD(l) (l ∈ Ik−k′,d−d′)

を乗じて調和積で展開して得られるCk,dの右零化ベクトルを考えると，こ
れはE

(d)
k,dの右零化ベクトルではないことがわかる10。それゆえ，E

(d)
k,dの

右零化ベクトルは新しい関係式となるはずである。
たとえば，(k, d) = (15, 3)のとき，dimQ ker tC15,3 = 2であるが，その
うちの一つは，重さ 12深さ 2の関係式 (4.1)に ζD(3)を乗じて (調和積で)

展開して得られる関係式である。もう一つは，E
(3)
15,3の右零化ベクトルか

ら得られる関係式

−14ζD(3, 3, 9) + 15ζD(3, 5, 7) + 6ζD(3, 7, 5) + 36ζD(5, 5, 5) = 0

となっており，この二つが ker tC15,3の基底と対応する。次に，(k, d) =

(18, 4)を考える。dimQ kerC18,4 = 3であり，そのうちの二つはE
(2)
12,2およ

び E
(3)
15,3の右零化ベクトルの調和積による持ち上げで得られる。E

(4)
18,4の

右零化ベクトルからは

−14ζD(3, 3, 3, 9) + 15ζD(3, 3, 5, 7) + 6ζD(3, 3, 7, 5)−
36

5
ζD(3, 5, 5, 5) = 0

が得られ，これら３つの関係式 (の係数ベクトル)が ker tC18,4 の基底と
なる。
現状，行列E

(d)
k,dの左零化ベクトルの空間 kerE

(d)
k,dについて，写像

W
(1)
k−d,d −→ kerE

(d)
k,d,

∑
k∈Ik,d

akx
k−1 7−→ (ak)k∈Ik,d · (E

(d)
k,d − Ik,d)

がwell-definedであることが示されている [21, Theorem 3.6]。ただし，Ik,d
は |Ik,d|次単位行列である。定理 7.2とは様子が違うことに注意しておく。
次元の比較から，この写像は全単射であることが期待される11。一方，E(d)

k,d

の右零化ベクトルと尖点形式との関係はなにもわかっていない。ここで
はE

(d)
k,dの右零化ベクトルの特徴的な現象 (モジュラーは出てこない)を少

し紹介する。

10「わかる」と書いたが，一般の場合にはまだ確かめていないように思う。d ≤ 4の
場合には [21, 20]で確かめている (が，今論文を見返しても非常にわかりにくい)。

11論文 [21]は単射を主張するが，実際には示せておらず，訂正論文が出されている。
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すでに d = 2, 3, 4の場合に登場した行列E
(d)
12+3(d−2),dの右零化ベクトル

を，一般の深さで考えてみよう。W
(1)
12+3(d−2),d = Qx2

1x
2
2(x

2
1 − x2

2)
3x2

3 · · · x2
d

なので，左零化ベクトルの議論から ker tE
(d)
12+3(d−2),dの次元は 1となるこ

とが期待される。これに対し，その 1次元分の関係式は d ≥ 4のとき

0
?
=− 14ζD({3}d−2, 3, 9) + 15ζD({3}d−2, 5, 7)

+ 6ζD({3}d−2, 7, 5)− 36

5
ζD({3}d−3, 5, 5, 5)

(8.2)

で与えられることが観察できる。これは当時 (2013年)博士学生だった
H. Bachmannを九州大学に招聘したときに，共同で見つけたものである。
その後，研究は頓挫していたが，2018年にMaxPlanck数学研究所を滞在
しているおりに，H. Ganglと話す機会があり，彼のいくつかの興味深い
観察をきっかけに，再びこの話題に興味を持った。その一つは次のよう
なものである。上述の深さ 3，深さ 4の関係式の係数が等しいインデック
スに注目し，集合 I12+3(d−2),dの部分集合

T12,d = {({3}d−2, 3, 9), ({3}d−2, 5, 7), ({3}d−2, 7, 5), ({3}d−2, 9, 3)}

を考える。T12,dに属するインデックスの係数からなるベクトルで生成さ
れる空間をT12,d := 〈(ak)k∈T12,d

| (ak)k∈I12+3(d−2),d
∈ ker tE12+3(d−2),d〉Qと

おく。この係数は関係式の一部分しか見ていないわけだが，(8.2)によれ
ば，d ≥ 3のときT12,dの基底は (−14, 15, 6, 0)となる。Ganglが指摘した
ことは，T12,3 = T12,4 = T12,5 = · · · となるであろう，というものである。
これが ker tE

(d)
k,dの特徴づけに役立つかはわからないが，なにかしらの構

造が見え隠れしているようにも思える。
(k, d) = (16 + 3(d− 2), d)の場合も言及しておこう。∑

d≥2

dimQ ker tE
(d)
16+3(d−2),dy

d = y2 + 2y3 + 4y4 + 7y5 + 11y6 + · · ·

である。先ほどとは次元の振る舞いが異なることに注意しておく。今度
は，T16,d = {({3}d−2, 3, 13), ({3}d−2, 5, 11), ({3}d−2, 7, 9), ({3}d−2, 9, 7),

({3}d−2, 11, 5), ({3}d−2, 13, 3)}とし，T16,d := 〈(ak)k∈T16,d
| (ak)k∈I16+3(d−2),d

∈
ker tE16+3(d−2),d〉Q とおく。やや記号が重たいが，添え字の 16は一次元空
間S16(SL2(Z))の基底に対応しており，その尖点形式から得られる (と期待
される)関係式のつもりである。この場合も，等号T16,4 = T16,5 = T16,6 =
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· · · が観察される。特に，次の 4つのベクトルがT16,4の基底の 1組にな
るようである。

v1 =(−4066953,−6020415, 11572142, 3697230, 1238292, 0),

v2 =(−17429313, 8019285, 10919182, 10995330, 5302332, 0),

v3 =(301389, 175170,−517721,−273990,−22896, 0),

v4 =(−35937,−15285, 51068, 32670,−2332, 0).

空間が等しくなる深さが一つ上がったのが気になるが，おおよそ同じよ
うな構図となる。ちなみに，重さ 16深さ 2の関係式は

66ζD(3, 13)+ 375ζD(5, 11)+ 686ζD(7, 9)+ 675ζD(9, 7)+ 396ζD(11, 5) = 0

であるが，この係数ベクトルはT16,4の基底の一次結合で表せる:

16010v1 + 1519v2 + 1333755v3 + 1642323v4

= −210468300(66, 375, 686, 675, 396, 0)

深さ 3の 2次元分の関係式の係数ベクトルについても同様のことが言え
て，T16,4 ⊃ T16,2 +T16,3となる。これはT12,2 6= T12,d (d ≥ 3)とは異な
る状況である。
以上のように，モジュラー関係式の深さ一般化という研究にはまだま

だ見通しがついていない状況である。一方，深さ 2の場合にレベル付き
への一般化という方向で，ごく最近になってさまざまな進展が得られて
いる。これら結果の一覧は，昨年 (2023年)，RIMS講究録 [24]にまとめ
た。ただ，今年 (2024年)に入って，レベル 4の 2重 Eisenstein級数に関
する喜納の結果 [14]，およびレベルNの多重Eisenstein級数のFourier展
開とGoncharov余積との関係を明らかにした菅野の結果 [13]などが出て
きている。本稿の内容と関連深い結果となっている。
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A unification of Monstrous Moonshine with Modular Moonshine

Scott Carnahan

December 23, 2024

1 Introduction

Monstrous Moonshine is a phenomenon connecting the representation theory of the Monster
simple group to the theory of modular functions. The original Monstrous Moonshine Conjecture
was solved in 1992 by Richard Borcherds, but new phenomena have been discovered, and new
conjectures have been proposed. One of these is Modular Moonshine, which is concerned with
forming modular functions from mod p representations of certain subquotients of the monster.
Together with S. Urano, I have proposed a conjecture that unifies Monstrous Moonshine with
Modular Moonshine and generalizes both. Furthermore, we have produced positive solutions in
some simple cases.

2 Monstrous Moonshine - short history

One of the triumphs of 20th century mathematics is the classification of finite simple groups,
asserting that they are organized into the following classes:

1. Cyclic groups of prime order

2. Alternating groups of degree at least 5.

3. Groups of Lie type (16 infinite families).

4. 26 sporadic groups

The monster group M, constructed in [Griess 1982], is the largest of the sporadic groups,
with order about 8×1053. It has 194 irreducible linear representations, with dimensions starting
with 1, 196883, 21296876, . . ..

The other ingredient in our story is the theory of modular functions. SL2(R) acts on the
complex upper half-plane H by linear fractional transformations, and the discrete group SL2(Z)
is generated by the transformations T = ( 1 1

0 1 ) : z 7→ z + 1 and S =
(
0 −1
1 0

)
: z 7→ −1/z.

The quotient space SL2(Z)\H is complex-analytically isomorphic to the complex line. In
particular, the quotient is a genus zero curve, so its field of functions meromorphic at infinity is
generated by a single function. One such generator is the normalized J-function, with Fourier
expansion q−1+196884q+21493760q2+ · · · , with q = e2πiz. Because of this generating property,
we say that J is a Hauptmodul (or principal modulus) for SL2(Z).

Monstrous Moonshine started in 1978 when McKay pointed out that the dimension 196883
of the smallest nontrivial representation of M is very close to the coefficient 196884 in the Fourier
series of J . Computations by Thompson [Thompson 1979] showed that the other small-degree
coefficients of J are simple combinations of irreducible representations of M:

196884 = 1 + 196883 (McKay, 1978)
21493760 = 1 + 196883 + 21296876 (Thompson, 1979)

864299970 = 2× 1 + 2× 196883 + 21296876 + 842609326 (ibid.)
...

...
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This formed numerical evidence for the existence of a natural faithful graded representation⊕∞
n=0 Vn of M such that

∑
dimVnq

n−1 = J . This question, later called the “McKay-Thompson
conjecture”, was solved with the following progression.

1. In [Frenkel-Lepowsky-Meurman 1985], the “Moonshine module” V ♮ =
⊕

n≥0 V
♮
n is con-

structed. V ♮ has a faithful M-action, and
∑

n≥0(dimV ♮
n)qn−1 = J .

2. In [Borcherds 1986] vertex algebras are introduced, and Borcherds claims that V ♮ is a
vertex algebra with M symmetry.

3. In [Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988] V ♮ is shown to have the structure of a vertex op-
erator algebra (a vertex algebra with extra structure and finiteness properties) and that
AutV ♮ = M.

However, in [Thompson 1979], Thompson also suggested that one may get interesting power
series by replacing graded dimension with graded traces of non-identity elements of the monster.
Conway and Norton computed candidate functions for all 194 conjugacy classes, and found that,
like the J-function, each generates the field of meromorphic functions on the upper half-plane
invariant under some discrete subgroup of SL2(R). That is, they proposed the following:

Monstrous Moonshine conjecture [Conway-Norton 1979] There is a faithful graded rep-
resentation V =

⊕
n≥0 Vn of the monster M such that for all g ∈ M, the series Tg(τ) =∑

n≥0Tr(g|Vn)qn−1 is the q-expansion of a Hauptmodul.

To get an idea of Conway and Norton’s candidate functions, consider the top left corner of
the character table of M:

1A 2A 2B 3A 3B · · ·
χ1 1 1 1 1 1 · · ·
χ2 196883 4371 275 782 53 · · ·
χ3 21296876 91884 −2324 7889 −130 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

We obtain series:

• g = 1 : Tg(τ) = q−1 + 196884q + · · · SL2(Z) Hauptmodul

• g ∈ 2A: Tg(τ) = q−1 + 4372q + 96256q2 + · · · Γ0(2)
+ Hauptmodul

• g ∈ 2B: Tg(τ) = q−1 + 276q − 2048q2 + · · · Γ0(2) Hauptmodul

• g ∈ 3A: Tg(τ) = q−1 + 783q + 8672q2 + · · · Γ0(3)
+ Hauptmodul

• g ∈ 3B: Tg(τ) = q−1 + 54q − 76q2 + · · · Γ0(3) Hauptmodul

In [Borcherds 1992], Borcherds proved the Monstrous Moonshine conjecture for V ♮. Specif-

ically, he showed that for each g ∈ M, the series Tg(τ) =
∑

n Tr(g|V
♮
n)qn−1 is equal to the

Hauptmodul for g proposed by Conway and Norton.

3 Modular Moonshine

Modular Moonshine is a phenomenon involving mod p representations of certain finite groups.
One distinguishing feature of mod p representations is that characters carry less information
than they do in characteristic zero. For example, the trace of identity only gives the dimension
modulo p. A partial solution to this problem is the Brauer character: for p-regular elements g
(i.e., (p, |g|) = 1), we lift eigenvalues of g to roots of unity in C, and take the sum.
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Alternatively, for R → k mixed characteristic, and a kG-module M , choose an RG-module
M̃ such that M̃ ⊗R k ∼M (isomorphic semisimplification), and take traces in R.

In [Ryba 1996], Ryba proposed the Modular Moonshine conjecture, based on two observa-
tions:

• For each p| |M| and g in conjugacy class pA, there seems to be a mod p analogue of the
Griess algebra, with an action of the subquotient CM(g)/⟨g⟩. Note that for small primes,
these subquotients are sporadic simple groups: p = 2 ⇒ B, p = 3 ⇒ Fi′24, p = 5 ⇒ HN ,
p = 7 ⇒ He, p = 11 ⇒M12.

• Brauer characters of p-regular elements h in CM(g)/⟨g⟩ “look like” ordinary characters of
gh̃ ∈ M (for h̃ a lift of h).

Conjecture: For each p| |M| and g in conjugacy class pA, there is a mod p vertex algebra with
faithful action of CM(g)/⟨g⟩, such that the graded Brauer character of any p-regular element h
equals the graded trace Tgh on V ♮.

Proposed object: Suppose there is a self-dual integral form V ♮
Z of V ♮. Then, we take the fixed

points (V ♮
Z)

g under the action of g, and reduce mod p to get a vertex algebra (V ♮
Z)

g/p(V ♮
Z)

g over
Fp with a possibly singular invariant bilinear form. The radical of the bilinear form is an ideal, so

we take the quotient ((V ♮
Z)

g/p(V ♮
Z)

g)/ rad(, ). It is a vertex algebra over Fp with nondegenerate
invariant bilinear form, and a natural action of CM(g)/⟨g⟩.

Minor problem: No one had constructed a self-dual integral form of V ♮.

However, Borcherds and Ryba observed that a self-dual Z[1/2] form could be constructed
by the same methods as in [Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988]. For g of odd prime order, this
Z[1/2]-form produces a quotient that is isomorphic to the proposed object. This form was
then used to solve the conjecture for odd primes in a series of papers [Borcherds-Ryba 1996]
[Borcherds 1998] [Borcherds 1999]. Here is an outline of their argument:

Let p be an odd prime, and let g lie in conjugacy class pA in M.

1. Ryba’s object is isomorphic to 0th Tate cohomology: Ĥ0(g, V ♮
Z[1/2]).

2. Total Tate cohomology Ĥ0(g, V ♮
Z[1/2]) ⊕ Ĥ1(g, V ♮

Z[1/2]) is a vertex superalgebra over Z/pZ
with natural CM (g)/⟨g⟩ action.

3. Brauer supercharacters of total Tate cohomology match with ordinary characters (easy).

4. Ĥ1(g, V ♮
Z[1/2]) = 0 (hard).

The construction of a self-dual integral form of V ♮ required some additional technology that
was not available in the 1990s.

Theorem ([Carnahan 2017]): There exists a self-dual integral form V ♮
Z of V ♮ with M symmetry.

Corollary ([Carnahan 2017]): Modular Moonshine for p = 2.

Corollary ([Carnahan 2017]): There is a positive-definite unimodular lattice of rank 196884
with faithful M action.

4 Unification conjectures

With Monstrous Moonshine, we have:

• A vertex operator algebra V ♮ over C with M-symmetry.
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• The trace of g ∈ M on V ♮ is a Hauptmodul Tg (i.e., it generates the function field of an
upper half-plane quotient).

In fact, there is a generalization to functions that take pairs of commuting elements:

Theorem (Generalized Moonshine [Carnahan 2016], conjectured in [Norton 1987]): There is a
rule that assigns to each element g ∈ M a graded projective representation V ♮(g) =

⊕
n∈Q V

♮(g)n
of CM(g), and to each pair (g, h) of commuting elements of M a holomorphic function Z(g, h; τ)
on the complex upper half-plane, satisfying the following properties:

• For any commuting pair (g, h), there is a lift h̃ of h to a linear transformation on V ♮(g),
such that Z(g, h; τ) =

∑
n∈Q Tr(h̃|V ♮(g)n)q

n−1.

• Z(g, h; τ) is invariant up to a constant under simultaneous conjugation of (g, h) in M.

• Z(g, h; τ) is a Hauptmodul or a constant function.

• For any
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), Z(g, h; aτ+b

cτ+d) is proportional to Z(g
ahc, gbhd; τ).

• Z(1, 1, τ) = J(τ).

A somewhat surprising fact is that for g in conjugacy class pA in M, the graded dimen-
sion of the g-twisted V ♮-module V ♮(g) from Generalized Moonshine is (up to some rescaling)
equal to the graded dimension of the mod p vertex algebra from Modular Moonshine, and
both have projective actions of CM(g). To explain this, a unifying conjecture was proposed in
[Borcherds 1998]:

Conjecture: For all g ∈ M, there exists a graded supermodule Vg over Z[e2πi/|g|] with projective
CM(g)-action, satisfying the following properties.

• Vg ⊗ Z/|g|Z ∼= Ĥ∗(g, V ♮
Z) (from Modular Moonshine).

• For |g|-regular h ∈ CM(g), Ĥ∗(h, Vg) ∼= Vgh ⊗ Z/|h|Z.

• Vg is purely even when Tg has no negative coefficients (i.e., Tg is “Fricke-invariant”, or “g is
Fricke”). In this case, Vg ⊗ C ∼= V ♮(g) (irreducible g-twisted V ♮-module from Generalized
Moonshine).

• Other conditions (e.g., “Vg is sometimes a vertex superalgebra”)

This was very appealing, because the Z[e2πi/|g|]-modules Vg would unify the finite characteristic
objects from Modular Moonshine with the characteristic zero twisted modules from Generalized
Moonshine. However, a counterexample was found in [Urano 2020]: Borcherds’s conjecture
implies Ĥ1(g, V ♮) = 0 for all Fricke g, but Urano found that for g in the Fricke class 8A,

length Ĥ0(g, V ♮
2 )− length Ĥ1(g, V ♮

2 ) = −256.

Here, “length” refers to the composition series of a finite abelian group.
There is an additional problem: Tate cohomology is not so well-behaved in general: When

|g| is prime, we have Ĥ∗(g, V ⊗W ) ∼= Ĥ∗(g, V ) ⊗ Ĥ∗(g,W ) as supermodules. However, when
|g| is composite, we have no such isomorphism.

We spent some time looking for ways to fix or replace Borcherds’s conjecture, and eventu-
ally decided that the key point in Borcherds’s proof of Modular Moonshine for “large primes”
[Borcherds 1998] was the tensor product isomorphism that fails in the composite case. This
property implies Tate cohomology for prime order g induces a ring homomorphism from a rep-
resentation ring. Thus, we chose to consider ring homomorphisms, rather than work directly
with Tate cohomology.
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Definition ([Benson-Parker 1984]) Let Rep
R
G denote the tensor category of RG-modules that

are R-free of finite rank. The Green ring RepRG of G is the commutative ring that is the
group completion of isomorphism classes in Rep

R
G. A species for RG is a ring homomorphism

from the Green ring to C.

From [Benson-Parker 1984] Lemma 6.4, species form a linearly independent set, so when
R = C, character orthogonality implies all species are traces of elements. It is important here
that we consider rings other than C and do not take the semisimplification of the category, so
we can detect information lost to characters.

Conjecture [Carnahan-Urano 2021] Let R be a subring of C, and G a subgroup of M. For any
species ϕ for RG, the power series

Tϕ(τ) :=
∑
n≥0

ϕ(V ♮
n,R)q

−n−1

is the q-expansion of a Hauptmodul.

We have the following previously established cases:

• When R = C, we have ϕ = Tr g for some g ∈ M, so this is Monstrous Moonshine.

• When R ∼= Zp and G ∼= Z/pkZ for (p, k) = 1 and ϕ is either Brauer supercharacter, or
“total Brauer character”, we essentially get Modular Moonshine.

5 Species

5.1 Classical reduction results

There are several classical results that help us reduce the problem of classifying species.

Theorem [Reiner 1967] Let R be a subring of a number field, let G be a finite group, and let
R′ be the ring given by inverting all prime ideals that are coprime to |G|. Then the base change
homomorphism RepRG→ RepR′ G is equal to the quotient by the torsion ideal.

Since we are only interested in homomorphisms to C, the torsion ideal is irrelevant to us. In
particular, the problem of classifying species over R is equivalent to that of classifying species
over the semi-local ring R′.

Theorem (Commutative algebra - semilocal rings) Two R′G-modules are isomorphic if and
only if they are isomorphic over the local rings R′

P for all prime ideals P in R′.

This means it suffices to classify over the local rings over primes dividing |G|, then “glue”.
From now on, we will write Z(p) = {a/b ∈ Q|(b, p) = 1}, and Zp for the p-adic integers.

Theorem [Maranda 1953] Two Z(p)G-modules M,N that are Z(p)-free of finite rank are iso-

morphic if and only if M ⊗Zp
∼= N ⊗Zp. More specifically, if |G|/pk0 is a unit, then equivalence

is determined mod pk for any k > k0.

Theorem [Reiner 1961] The Krull-Schmidt theorem holds for ZpG-modules that are Zp-free of
finite rank, i.e., we have unique decomposition into indecomposables.

This means if we classify indecomposables over Zp for p|G, it suffices to work out which
extensions are definable over Z(p). The remaining difficulty is that if G has either:

• a non-cyclic Sylow p-subgroup, or

• an order p3 cyclic subgroup
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then there are infinitely many indecomposable ZpG-modules that are Zp-free of finite rank.
[Heller-Reiner 1962], [Heller-Reiner 1963]

This result essentially means it is unreasonable to try to classify the indecomposable modules
for sufficiently complicated finite groups. One may hope that perhaps only finitely indecompos-
able ZpG-modules appear in V ♮. However, we don’t have any explicit evidence for this. For
now, we consider only small subgroups of M.

5.2 Species for cyclic groups

Let G = ⟨g⟩ be cyclic of order p2, for a prime p. By independent work of [Roiter 1960],
[Knee 1962], [Troy 1961] there are 4p+1 indecomposable ZpG-modules that are Zp-free of finite
rank. All are definable over Z(p).

Tensor products were worked out for p = 2 in [Reiner 1965], and all p in [Jones-Michler 1984].
Here is a rough outline of the species classification:

1. The group ring satisfies ZpG⊗X ∼= ZpG
⊕ rankX for all modules X, so ϕ(ZpG) is either p

2,
or zero. The only species ϕ with ϕ(ZpG) = p2 is “rank”.

2. Now, assume ϕ(ZpG) = 0. Let E = Zp(G/pG)). Then, E⊗2 = E⊕p, so ϕ(E) is either

p or zero. Let C = Zp[ζp2 ]. Then, C⊗2 = ZpG
⊕p2−2p ⊕ E⊕p. When ϕ(E) = p, we have

ϕ(C) = ±p, given by dim Ĥ∗(gp,−), resp. Tr(gp).

3. When ϕ(E) = 0, we can compute tensor products modulo ZpG,E,C. We get lots of messy
cases, but for p = 2, we get 7 total species.

Now, let G be a cyclic group of square-free order. In this case, integral representations were
worked out in [Levy 1985] using a diagram calculus. In our case, indecomposables over Z′ can
be parametrized by connected subgraphs of a hypercube graph, where the dimension of the
hypercube is equal to the number of prime factors of the order.

We find that the representation ring is generated by the mod p augmentation ideal for each
prime p dividing |G|, and any species takes this module to p− 1, 1, or −1. From this, we get 3n

species for n prime factors.

5.3 Species for semidirect products of cyclic groups

We now consider nonabelian semidirect products Z/pZ · Z/qZ for primes p, q such that p ≡ 1
(mod q).

Irreducible modules were classified in the mid-1960s:

• [Lee 1964] q = 2 (dihedral) case: There are 7hp + 3 indecomposable modules over Z, and
10 over Z′. Here, hp is the order of the ideal class group of Z[ζp].

• [Pu 1965] General case: 2q + 2q−1 + q + 2 indecomposable modules over Z′.

We note that there is a subgroup ofM with p = 59, q = 29, so we are faced with the somewhat
daunting task of considering ∼ 8 ·108 indecomposable representations. However, they are highly
linearly dependent in a way that makes them controllable.

Tensor products over Z′ were computed in [Charlap-Vasquez 1979] for the dihedral case and
in [Urano 2023] for the general case.

Theorem: (Classification of species [Urano 2023]) Let G = Z/pZ·Z/qZ = ⟨a⟩·⟨b⟩ be the unique
nonabelian group, for p ∼= 1 (mod q). Then, there are 3q species for Zp[G], which restrict to
2q + 2 over Z(p), and 4 species for Zq[G] (trace of 1, a, b, and dim Ĥ∗(b,−)). Over Z′, we get
2q + 3 species (5 from Modular Moonshine).
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We would like to apply this theorem to our new moonshine conjecture. However, for the
2(q − 1) new species ϕ, the series Tϕ is hard to control. We don’t know how to decompose V ♮

into indecomposables, and decomposition is non-unique anyway.

6 Positive results

We have verified our conjecture explicitly in the following cases:

Theorem: For g in class 4A, any species ϕ for ⟨g⟩ is the trace of 1, g2 or g, so Tϕ is a McKay-
Thompson series. For g square-free order, Tϕ is equal to the McKay-Thompson series of some
g′ ∈ M.

We also have the following generalization of the cohomological vanishing results in Modular
Moonshine:

Theorem: For |g| square-free, if all multiplies of g have Fricke-invariant McKay-Thompson

series, then Ĥ1(g, V ♮
Z) = 0.

However, we are left with the following problem: It is hard to calculate Tϕ for non-trace
species ϕ in general for large G.

7 Quasi-replicability

One potential solution to the difficulty of computation is to prove a general Hauptmodul result
without explicit computation, using the structure of V ♮

Z. This was done for Monstrous Moonshine
by combining the results of [Borcherds 1992] and [Cummins-Gannon-1997]. Specifically, the part
of Borcherds’s solution of Monstrous Moonshine up to the explicit calculation in section 9 implies
trace functions are completely replicable. Then, the main result of [Cummins-Gannon-1997] is
that nondegenerate completely replicable functions are hauptmoduls.

In order to make such an argument work, we need the following ingredients:

1. The self-dual integral form V ♮
Z of the monster VOA. [Carnahan 2017]

2. Integral form of the monster Lie algebra m. [Carnahan-Urano 2021]

3. A no-ghost theorem over Z. [Borcherds 1999]

4. Analysis of Lie algebra homology over Z. [Carnahan-Urano 2021]

5. Replicability? (Still open)

7.1 The Monster Lie algebra over the integers

The original construction of the monster Lie algebra m followed the following pattern:
Let P 1 be the subspace of weight 1 primary vectors in V ♮ ⊗ VII1,1 , i.e.,

P 1 = {v ∈ V ♮ ⊗ VII1,1 |L0v = v,∀i > 0, Liv = 0}

The vertex algebra V ♮ ⊗ VII1,1 has a natural invariant inner product. The monster Lie algebra
is the quotient m = P 1/ rad(, ), with Lie bracket [a, b] := a0b.

The same construction works over Z: use V ♮
Z and the self-dual integral form of the lattice

vertex algebra VII1,1 . The resulting object is a Z × Z-graded Lie algebra over Z with self-dual
invariant form.
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We then need to compare the root spaces with the graded pieces of V ♮
Z, and we use a general-

ization of the no-ghost theorem of [Goddard-Thorn-1972]. From Theorem 5.1 of [Borcherds 1992]
we have an M-equivariant identification over C:

mm,n
∼= V ♮

mn+1 (m,n) ̸= (0, 0)

and in [Borcherds 1999], this was enhanced to work over some rings of integers.

Theorem: For any subring R ⊆ C, we have an M-module isomorphism

mm,n,R
∼= V ♮

mn+1,R

when gcd(m,n) ∈ R×.

This is mostly useful when we invert all p coprime to |G|.

7.2 Harmonic analysis on Borcherds-Kac-Moody Lie algebras

Consider the “positive subalgebra” nR =
⊕

m>0,n∈Zmm,n,R, and the Chevalley-Eilenberg com-
plex (

∧∗ nR, δ) of the trivial representation. The differential δ has an adjoint d with respect
to the contravariant form inherited from mR. These obey the following identities: d and δ are
square zero, dδx = 0 ⇒ δx = 0 and δdx = 0 ⇒ dx = 0. We find that the Laplacian ∆ = dδ+ δd
acts by the scalar (m− 1)n on the homogeneous component (

∧∗ nR)m,n.
The last result is a generalization of Kostant’s 1961 homological interpretation of Borel-Weil-

Bott, to Borcherds-Kac-Moody Lie algebras over commutative rings.
It is useful, because when the Laplacian acts by a unit on (

∧∗ nR)m,n, then all Lie algebra
homology in degree (m,n) vanishes.

Theorem: Let G be a subgroup of M. If (m−1)n is coprime to |G|, then H i(nZ,Z)m,n lies in the
torsion ideal of RepZ(G). In particular, ϕ(H i(nZ,Z)m,n) = 0 for any species ϕ : RepZ(G) → C.

To relate this vanishing with the G-module structure of V ♮
Z, we employ Adams operations.

For X any R-torsion-free R[G]-module of finite rank, define

∧
−q

X :=
⊕
n≥0

(−q)n
n∧
X ∈ RepR(G)[q].

and define the Adams operations ψi : RepR(G) → RepR(G) by setting ψi(X) to be the qi dqq
coefficient of d log

∧
−qX. We note that after tensoring with Q, we get the standard formula:

∧
−q

X = exp

(
−
∑
i>0

ψi(X)qi

i

)
.

Theorem: (Twisted denominator identity) Let R ⊆ C be a subring, G ⊆ M be a subgroup,
and let ϕ : RepR(G) → C be a species. Let R′ be given by inverting all primes in R coprime to
|G|. Then, for any (a, b) ∈ Z× Z for which (a− 1)b is a unit in R′, the coefficient of paqb in

exp

−
∑
i≥0

1

i

∞∑
m=1

∞∑
n=−1

ϕ(ψi(mm,n,R))p
imqin


vanishes.

This identity yields infinitely many relations between coefficients of:

Tϕ(τ) :=
∑
n≥0

ϕ(V ♮
n,R)q

−n−1.
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We call these relations “quasi-replicability”. If we were able to remove the conditions
that gcd(m,n) ∈ R× in the identification mm,n,R

∼= V ♮
mn+1,R and (a − 1)b is a unit in the

twisted denominator identity, then we would have “replicability” and could use the methods
of [Carnahan 2008] to conclude that we have either a Hauptmodul or a degenerate function.
Unfortunately, we have not been able to extend the methods to allow for our weaker hypotheses.

8 Remaining questions

Our conjecture is an interesting unification of Monstrous Moonshine and Modular Moonshine.
However, it is still somewhat limited in scope: For example it does not explain the phenomenon
that inspired Borcherds’s conjecture, namely the matching dimensions of V ♮(g) (over C) and

Ĥ0(g, V ♮
Z) (over Fp) for g in conjugacy class pA.

One may also speculate on the possibility of a theory of ϕ-twisted modules for a general
species ϕ.
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EISENSTEINコサイクルとゼータ関数の特殊値

戸次 鵬人

Abstract. 本稿は第 69 回代数学シンポジウムにおける筆者の講演内容に基づく．

1. Introduction

ゼータ関数1とは，様々な数論的対象（代数体，代数多様体，Galois表現，保型形式・表現，モ
チーフ, etc.）に付随して定まる（あるいは定まると予想される）解析関数である．そして，その整
数点での値（特殊値と呼ばれる）はそれらの数論的対象についての様々な性質を反映していること
が知られて（あるいは予想されて）おり，数論における非常に重要な研究対象となっている．これ
らゼータ関数の特殊値の代数的・数論的な性質を調べる基本的な手法として，ゼータ関数の積分表
示とその代数的解釈を利用する，というものが挙げられる．本稿では，その中でも，特にEisenstein
級数と呼ばれる保型形式を用いた代数体のゼータ関数2の積分表示とその代数的解釈，そして応用
などについて，筆者の研究3に絡めて解説する．
より具体的に述べると，そのような代数的解釈を可能にするものとして，Eisensteinコサイクル

と呼ばれる特別な SLn(Z)群コサイクルが存在し，総実代数体や CM体のゼータ関数の臨界的特殊
値の代数性の研究に豊富な応用を持つことが知られていた．一方，総実代数体や CM体のゼータ
関数であっても非臨界的な特殊値の場合や，より一般の代数体のゼータ関数の特殊値については，
そのような良い代数的解釈の理論が知られていなかった．本研究の動機は，『Eisensteinコサイク
ルの理論を一般の代数体のゼータ関数の（全ての）特殊値へと拡張できるか』という問題であり，
本稿では，そのような拡張の候補を与える新しい Eisensteinコサイクルである，Shintani-Barnes
コサイクル [Bek23]について，そのアイデアや構成法の概略を述べることを目的とする．

2. 謝辞
この度第 69回代数学シンポジウムにおいて講演の機会を下さった責任者の先生方，特に数論分

野のプログラム責任者の伊藤哲史先生，並川健一先生，会場責任者の秋山茂樹先生，そしてシンポ
ジウム責任者の朝倉政典先生に，心より感謝申し上げます．

3. 代数体のゼータ関数とその特殊値
3.1. Riemannゼータ関数. 有理数体Qに付随するゼータ関数は Riemannゼータ関数と呼ばれて
おり，以下で定義される:

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
, Re(s) > 1.

これは s ∈ Cの有理型関数に解析接続され，s = 1にただ一つの一位の極を持つ．そして，Riemann
ゼータ関数の特殊値について，以下が知られている．

1広く “ゼータ関数” と呼ばれる関数の中に，“L 関数” と呼ばれる特別なクラスがあり，以下の文中の所々で “ゼータ
関数”より “L関数”を用いた方がの方が適切な部分があるが，本稿では “L関数”ではないゼータ関数も扱うため，“ゼー
タ関数” に統一する．

2後で正確に述べるが，部分ゼータ関数を考えている．
3筑波大学の坂本龍太郎氏との共同研究 [BS24] も含む．
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Theorem 3.1 (Euler). k ∈ Z≥0 に対し，Bk ∈ Qを k番目の Bernoulli数とする．
(1) k ∈ Z≥1 に対し，ζ(2k) = (−1)k+1 (2π)2kB2k

2(2k)! ∈ Qπ2k.

(2) k ∈ Z≥1 に対し，ζ(1− k) = −Bk

k ∈ Q.

s · · · −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

ζ(s) · · · − 1
252 0 1

120 0 − 1
12 − 1

2 pole π2

6 ? π4

90 ? π6

945 · · ·
Table 1. ζ(s)の特殊値

Remark 3.2.

(1) ζ(s)は，関数等式 ζ(s) = (2π)s

2Γ(s) cos(πs/2) ζ(1− s)を満たし，s = kでの値と s = 1− kでの
値（正確には先頭項）に対応がある．

(2) k ∈ Z≥1に対し，ζ(2k), ζ(1− 2k)は Bernoulli数 B2k 6= 0を用いた統一的で綺麗な表示を
持ち，これらは臨界的な特殊値（あるいは臨界値）と呼ばれる．

(3) 一方，k ∈ Z≥1 に対し，ζ(2k + 1)は臨界値のような簡明な表示はないと予想されており，
ζ(3)を除いては無理性も未知である．関数等式で対応する s = −2kでの値は ζ(−2k) = 0
となって消えており，実際には微分値 ζ ′(−2k)が ζ(2k)で記述される．これらは非臨界的
な特殊値（非臨界値）と呼ばれ，より謎の多い特殊値である．

臨界値だけでなく，非臨界値も含めて統一的に成立する興味深い公式の例として，多重ゼータ
値との関係を述べる．多重ゼータ値は Riemannゼータ関数の特殊値の拡張で，次で定義される:

ζ(k1, k2, . . . , kr) :=
∑

0<n1<n2<···<nr∈Z

1

nk1
1 · · ·nnr

r

, (k1, k2, . . . , kr) ∈ Zr
≥1, kr ≥ 2.

このとき，次が知られている:

Theorem 3.3 (和公式, Granville [Gra97], Zagier). k, r ∈ Z≥1 に対し，次が成立する:

ζ(k) =
∑

(k1,k2,...,kr)∈Zr
≥1,kr≥2

k1+···+kr=k

ζ(k1, k2, . . . , kr).

例えば，
ζ(3) = ζ(1, 2),

ζ(4) = ζ(1, 3) + ζ(2, 2),

ζ(5) = ζ(1, 4) + ζ(2, 3) + ζ(3, 2)

などを得る．
3.2. Dedekindゼータ関数・部分ゼータ関数. Riemannゼータ関数の代数体への一般化として，
Dedekindゼータ関数というものがある．F を n次代数体（Qの n次拡大体），OF ⊂ F を F の整
数環とする．このとき，F の Dedekindゼータ関数は次で定義される:

ζF (s) :=
∑

a⊂OF

1

Nas
, Re(s) > 1.

ただし，和は OF の全ての非零整イデアル aをわたり，Na = #(OF /a)はイデアル aのノルムで
ある．Riemannゼータ関数の時と同様に，s ∈ Cの有理型関数に解析接続され，s = 1にただ一つ
の一位の極を持つ．
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さらに，Dedekindゼータ関数を F のイデアル類ごとに分解したものとして，部分ゼータ関数と
呼ばれるものがある．ここでは，少し一般に，F の整環（整数環の指数有限な部分環）のイデアル
類に付随する部分ゼータ関数を考える．（逆に簡単のため導手は自明な場合を考える．）すなわち，
O ⊂ OF を F の整環，Cl+O をOの狭義イデアル類群，A ∈ Cl+O を狭義イデアル類としたとき，付
随する部分ゼータ関数 ζO(A, s)が

ζO(A, s) :=
∑

a⊂O,a∈A

1

Nas
, Re(s) > 1

で定まる．ただし，和は Aに属する Oの非零整イデアル aをわたる．これまでと同様に，s ∈ C
の有理型関数に解析接続され，s = 1にただ一つの一位の極を持つ．
Remark 3.4.

(1) χ : Cl+O → C× を Hecke指標（i.e., 群準同型）としたとき，付随する Hecke L関数は，
L(χ, s) =

∑
A∈Cl+O

χ(A) ζO(A, s)

表せる．逆に，部分ゼータ関数は，Hecke L関数を用いて，

ζO(A, s) =
1

#Cl+O

∑
χ

χ(A)−1L(χ, s)

となっている．ただし，和は全ての Hecke指標をわたる．
(2) 部分ゼータ関数は一般には単純な関数等式は満たさないが，Hecke L関数 L(χ, s)は綺麗
な関数等式を満たし，特殊値に関する多くの定理や予想の定式化は Hecke L関数を用いて
行われる．一方，部分ゼータ関数は，次の具体的な表示を持つことなどから，実際に特殊
値を調べる際には有用となる．

(3) a ∈ A−1をとる．すなわち，a ⊂ F はA−1に属する固有分数Oイデアルである．a+, O×
+

でそれぞれ a, O×の総正部分を表し，NF/Q : F → Qでノルム写像を表す．このとき次が
成立する．

ζO(A, s) = Nas
∑

x∈a+/O×
+

1

NF/Q(x)s
, Re(s) > 1.

代数体の部分ゼータ関数の特殊値についても Theorem 3.1の一般化が知られている．
Theorem 3.5 (Klingen–Siegel). k ∈ Z≥1 に対し，ζO(A, 1− k) ∈ Q.

Example 3.6. (1) 実２次体 F = Q(
√
5), O = OF = Z[ 1+

√
5

2 ]の場合を考える．この場合，狭
義イデアル類群Cl+Oは自明であり，A = [1] ∈ ClOを自明なイデアル類とすると，Dedekind
ゼータ関数とAに付随する部分ゼータ関数は一致する, i.e., ζO(A, s) = ζQ(

√
5)(s). このと

き，小さな |s|に対する ζO(A, s)の特殊値は以下のようになっている (Table 2)．

s · · · −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

ζO(A, s) · · · 67
630 0 1

60 0 1
30 0 pole 2π4

75
√
5

? 4π8

16875
√
5

? 536π12

221484375
√
5

· · ·
Table 2. ζO(A, s) = ζQ(

√
5)(s)の特殊値
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(2) 虚２次体 F = Q(
√
−1), O = OF = Z[

√
−1]の場合を考える．この場合も，狭義イデアル

類群Cl+Oは自明であり，A = [1] ∈ ClOを自明なイデアル類とすると，Dedekindゼータ関
数と Aに付随する部分ゼータ関数は一致する, i.e., ζO(A, s) = ζQ(

√
−1)(s). このとき，小

さな |s|に対する ζO(A, s)の特殊値は以下のようになっている (Table 3)．

s · · · −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

ζO(A, s) · · · 0 0 0 0 0 − 1
4 pole ? ? ? ? ? · · ·

Table 3. ζO(A, s) = ζQ(
√
−1)(s)の特殊値

Remark 3.7. (1) Riemannゼータ関数のとき（Table 1）と同様に “?”で記した部分は，πと
代数的数だけの組み合わせでは書けないと考えられている非臨界的な特殊値が現れる部分
である．4

(2) より一般に，総実代数体（すなわち，全ての無限素点が実素点の代数体）の部分ゼータ関
数の特殊値は，典型的に Example 3.6 (1)と同様の状況になっている．すなわち，負の整
数点では零と非零の有理数が “混ざって”現れ（全て非零の場合もある），2以上の整数点
では臨界値（π冪の代数的数倍）と非臨界値が “混ざって”現れる．5

(3) 一方，総実ではない代数体の部分ゼータ関数の特殊値は，典型的に Example 3.6 (2)と同
様の状況になっており，負の整数点での値は全て零となり，2以上の整数点ではすべて非
臨界的な特殊値値となる．

Goal: 以下，本稿では，
• Eisensteinコサイクルを用いた部分ゼータ関数の負の整数点での特殊値（≒臨界値）の研究，
• Eisensteinコサイクルの理論を部分ゼータ関数の正の整数点での特殊値（臨界値も非臨界
値も現れる）に拡張する試み，

• 今後の課題や関連する話題，
について論じる．

4. Eisensteinコサイクル
本節では，Eisensteinコサイクルの理論の典型として，部分ゼータ関数の負の整数点での特殊値

の代数的解釈と有理性への応用について，主に実２次体の場合を通して概説する．
4.1. Heckeの積分公式. 一般に，ゼータ関数の特殊値を研究する際の基本的な手法の一つとして，
特殊値の積分表示とその代数的解釈を用いる，というものが挙げられる．本稿で述べる Eisenstein
コサイクルの理論も，そのような手法の一つである．より具体的には，その名前が示唆するとお
り，我々は Eisenstein級数を用いた積分表示とそのコホモロジー論的解釈を考える．
以下，Γ := SL2(Z) とおき，H := {z ∈ C | Im(z) > 0} で Poincaré 上半平面を表す．Γ は

P1(C) = C ∪ {∞}および Hに一次分数変換で作用する, i.e., γz = az+b
cz+d for γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ. この

とき，k ∈ Z≥2 に対し，（レベル 1）重さ 2kの Eisenstein級数 G2k(z) (z ∈ H)が次で定義される:

G2k(z) := ζ(1− 2k) + 2

∞∑
n=1

σ2k−1(n) q
n, q = e2πiz.

4本稿ではこれらの特殊値を非臨界値と一括りにしてしまっているが，実際にはその理解の進み具合や難しさにはばら
つきがある．

5Hecke L 関数を用いずに述べているために曖昧な表現となってしまっているが，本来臨界値・非臨界値は，Hecke L

関数の特殊値に対して定まる概念であり，部分ゼータ関数の特殊値には Remark 3.4 (1) を通して混ざって現れる．
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ここで，σ2k−1(n) =
∑

0<d|n d
2k−1である．よく知られているように，G2k(z)は（レベル 1）重さ

2kのモジュラー形式となる．
一方，F を実２次体，O ⊂ OF を整環としたとき，その狭義イデアル類A ∈ Cl+O に対し，双曲

元 γ0 ∈ Γ (i.e., | trace(γ)| > 2)および不定値二次形式 Qγ0
(X,Y ) ∈ Z[X,Y ]が以下のように定ま

る: 狭義イデアル類Aの代表元 a ∈ Aを a = Z+Zα ⊂ F ととる．このとき，α− α′ > 0 (α′は α
の Q上の共役)となるようにできる．すると，Dirichletの単数定理から，Γの α固定部分群

StabΓ(α) := {γ ∈ Γ | γα = α}

は，ある双曲元 γ0 ∈ Γ を用いて，StabΓ(α) = {±γl0 | l ∈ Z} と書けることがわかる．場合に
よっては γ0 を γ−1

0 に取り替えることで，γ0 は αが吸引的不動点（i.e., liml→∞ γl0τ = α for all
τ ∈ P1(C)∖ {α′}）であるようにとる．今，γ0 =

(
a b
c d

)であるとすると，Qγ0
(X,Y )を次のように

定める:

Qγ0
(X,Y ) := − sgn(a+ d)

gcd(a− d, b, c)
(cX2 − (a− d)XY − bY 2).

このとき，次の古典的な公式が知られている．
Theorem 4.1 (Hecke’s integral formula). k ∈ Z≥2とする．任意の τ ∈ Hに対し，次が成立する:∫ γ0τ

τ

Qγ0(z, 1)
k−1G2k(z) dz = (−1)k ζO(A, 1− k).

証明は，Eisenstein級数の二重数表示

G2k(z) =
(2k − 1)!

(2πi)2k

∑
(m,n)∈Z2∖{0}

1

(mz + n)2k

と，いわゆる積分と無限級数の unfoldingを用いて行われる (cf. [BS24, Proposition 9.10])．
この公式の重要な点として，以下に述べるコホモロジー論的解釈を持つことが挙げられる．

4.2. コホモロジー論的解釈. k ∈ Z≥1に対し，Γ加群M2k−2をM2k−2 := Sym2k−2 Z2で定める．
以下では，M2k−2 を次数 2k − 2の斉次多項式の空間と同一視する, i.e.,

M2k−2 = {P (X,Y ) ∈ Z[X,Y ] | homogeneous of degree 2k − 2}.

ΓはM2k−2 に，
(
(
a b
c d

)
P )(X,Y ) = P ((X,Y )tγ−1) = P (dX − by,−cX + aY ),

(
a b
c d

)
∈ Γ

によって作用する．
このとき，M2k−2 の 1次の Γ群ホモロジーは，

I := ker
(
Z[Γ] −→ Z ;

∑
γ

cγ [γ] 7→
∑
γ

cγ

)
=

〈
[γ]− [id]

∣∣∣ γ ∈ Γ
〉
Z

(Z[Γ]は Γの群環) を用いて，
H1(Γ,M2k−2) ' ker

(
µ : I ⊗Z[Γ] M2k−2 −→ M2k−2 ; ([γ]− [id])⊗ P 7→ γP − P

)
(4.1)

と計算できる．そこで，§4.1の記号のもと，H1(Γ,M2k−2)の元 zO,k(A)を
zO,k(A) := ([γ]− [id])⊗Qγ0

(X,Y )k−1 ∈ H1(Γ,M2k−2)

により定める．（構成から，γ0Qγ0
= Qγ0

が確かめられる．）この元 zO,k(A)が Theorem 4.1にお
ける係数つき積分路 “

∫ γ

τ
Qγ0

(z, 1)k−1”の代数的解釈となる．
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一方，M∨
2k−2,C := HomZ(M2k−2,C)をM2k−2 の C上の双対 Γ加群としたとき，M∨

2k−2,C の
1次の Γ群コホモロジーは，(4.1)における µの双対写像 µ∨ を用いて，

H1(Γ,M∨
2k−2,C) ' coker

(
µ∨ : HomZ(M2k−2,C) −→ HomZ(I ⊗Z[Γ] M2k−2,C)

)
と計算でき，Eisenstein級数G2k(z)が重さ 2kのモジュラー形式であることから，H1(Γ,M∨

2k−2,C)

の元 Eis′2k−2
6が(

Eis′2k−2 : ([γ]− [id])⊗ P (X,Y ) 7→
∫ γτ

τ

P (z, 1)G2k(z) dz
)
∈ HomZ(I ⊗Z[Γ] M2k−2,C)

により定まる7．この Eis′2k−2 が Γ = SL2(Z)の場合の Eisensteinコサイクル8の例となる．
このとき，zO,k(A)および Eis′2k−2 を用いて，Theorem 4.1は以下のように言い換えられる．

Theorem 4.2 (Cohomological interpretation of Hecke’s integral formula). 記号は以前の通りと
する．k ∈ Z≥2 とすると，自然なペアリング

〈 , 〉 : H1(Γ,M2k−2)×H1(Γ,M∨
2k−2,C) −→ C

のもと，次が成立する:

〈zO,k(A),Eis′2k−2〉 = (−1)k ζO(A, 1− k).

Remark 4.3. これによって，ζO(A, 1− k)の代数的な性質の研究が，zO,k(A), Eis′2k−2の代数的
性質の研究に帰着される．
4.3. 有理性. 例えば次の事実が古典的に知られている．
Theorem 4.4 (Eis′2k−2 の有理性).

Eis′2k−2 ∈ H1(Γ,M∨
2k−2,Q) ⊂ H1(Γ,M∨

2k−2,C).

ただし，M∨
2k−2,Q := HomZ(M2k−2,Q)である．

結果として次が従う．
Corollary 4.5 (Theorem 3.5 for real quadratic fields). 記号は引き続き §4.1の通りとする．この
とき，k ∈ Z≥2 に対し，ζO(A, 1− k) ∈ Q.

4.4. 整性（分母）. ζO(A, 1 − k)の整性や p進補完については，Coates-Sinnott [CS74], [CS77]や
Deligne-Ribet [DR80]による理論が存在するが，ここでは，少し別の角度からの整性について論じ
る．より正確には，k ∈ Z≥2 に対し，O,Aを動かした際の ζO(A, 1− k)の “普遍分母”の集合を

Dk :=
{
J ∈ Z

∣∣∣ JζO(A, 1− k) ∈ Z for all (F,O,A)
}

により定める．ただし，(F,O,A)は全ての実２次体 F，その整環 O ⊂ OF，そしてその狭義イデ
アル類A ∈ Cl+O をわたる．このとき，この集合（Zのイデアル）が決定できるかを考える．
この問題は，Zagier [Zag77]において部分的に論じられていたが，近年Duke [Duk23]によって，

次が予想された．
Conjecture 4.6 (Duke). ζ(1− 2k) = N2k

J2k
(N2k, J2k ∈ Z, J2k > 0)を ζ(1− 2k) ∈ Qの既約分数

表示とする．このとき，J2k ∈ Dk.

6この Eis′2k−2 は [Har] や [BS24] で扱っている Eis2k−2 と正規化が異なるため，′ をつけて区別している．
7より一般に，実際には重さ 2kのモジュラー形式の空間からH1(Γ,M∨

2k−2,C)への写像が定まっており，Eichler-Shimura

写像と呼ばれる．
8この場合 Eis′2k−2 はコサイクルというよりもコホモロジー類なので Eisenstein類と呼ぶ方が適切である．しかし，よ

り一般の Eisenstein コサイクルの理論において，コサイクルとコホモロジー類の間の用語の乱用が起こっており，本稿で
は Eis′2k−2 もその一例と見ているため，あえて Eisenstein コサイクルという呼称を採用する．
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坂本龍太郎氏との共同研究 [BS24]では，より精密に次を示した．
Theorem 4.7 ([BS24]). Dukeの予想 (Conjecture 4.6)は正しく，さらにDukeの与えた普遍分母
は D2k を生成する, i.e.,

Dk = ZJ2k.

Remark 4.8. Dukeの予想は O’Sullivan [O’S24]によっても別の方法で示されている．
証明には，zO,k(A)および Eis′2k−2 の整構造の解析を用いるが，まず，Eis′2k−2 の整性に関して

は，Harderによる次の（未出版の）結果9を用いた．
Theorem 4.9 (Harder [Har], cf. also [BS24]). Eis′2k−2 の分母∆(Eis′2k−2)を次で定める:

∆(Eis′2k−2) :=
{
J ∈ Z

∣∣∣ JEis′2k−2 ∈ H1(Γ,M∨
2k−2)/(tor)

}
.

このとき，∆(Eis′2k−2) = ZJ2k が成り立つ. あるいは同値な言い換えとして，次が成立する．

image
(
〈 ,Eis′2k−2〉 : H1(Γ,M2k−2) −→ Q

)
=

1

J2k
Z.

ただし，〈 ,Eis′2k−2〉は Eis′2k−2 とのペアリングをとる写像である．
一方，zO,k(A)の整構造については，以下を示した．

Theorem 4.10 ([BS24] + work in progress). pを素数とする．このとき，H1(Γ,M2k−2 ⊗Zp)に
は Hecke作用素 Tp が作用しており，ep := limn→∞ Tn!

p を p通常射影子とする．このとき，

ep

〈
zO,k(A)

∣∣∣ (F,O,A )
〉
Zp

= epH1(Γ,M2k−2 ⊗ Zp).

ただし，(F,O,A)は全ての実２次体 F，その整環O ⊂ OF，そしてその狭義イデアル類A ∈ Cl+O
をわたる．すなわち，実２次体から定まる zO,k(A)たちはH1(Γ,M2k−2 ⊗ Zp)の p通常商を生成
する．
Remark 4.11. [BS24]においては，これより少し弱い主張をを示していたが，その後上の主張も
得られた．

Theorem 4.7は，Theorem 4.2と Theorem 4.9，Theorem 4.10から従う．
以上が，SL2(Z)の場合の Eisensteinコサイクルの定義と，部分ゼータ関数の負の整数点での特

殊値への応用の典型的な例となる．そして，Eis′2k−2 の拡張にあたる SLn(Z)の特別な群コホモロ
ジーの元（やはり Eisensteinコサイクルと呼ばれる）を用いることで，以上の（ような）話は一
般の総実体の部分ゼータ関数の負の整数点での特殊値へと一般化されている．（正確には，§4.4で
述べたような分母の話の一般化はあまり知られていないと思われるが，Coates-Sinnottの意味で
の整性や p進補間の話は総実体に拡張されている．）例えば，[Scz93], [Nor95], [CDG15], [VZ13],
[BCG20], [BHYY23]などを参照されたい．
Question. では，そのような Eisensteinコサイクルの理論を（より一般の代数体の）ゼータ関数
の正の整数点での特殊値へと拡張することはできるか？
次の節では，そのような拡張の候補を与える新しい Eisensteinコサイクル（Shintani-Barnesコ

サイクル）について述べる．

9未出版の本の中にスケッチされている結果．[BS24] には証明の詳細も記述した．
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5. Shintani-Barnesコサイクル
本節では，一般の代数体の部分ゼータ関数の2以上の全ての整数点での特殊値を記述するEisenstein

コサイクルである Shintani-Barnesコサイクル [Bek23]について，その概観を説明する．
Aim. 我々が目標とするのは以下を満たすように Theorem 4.2を拡張することである:

(1) 部分ゼータ関数の 2以上の全ての整数点での値を記述できる．
(2) 総実体だけでなく全ての代数体の部分ゼータ関数を扱える．

Remark 5.1. 例えば，SLn(Z)の実解析的 Eisenstein級数を用いると，(1), (2)を満たすTheorem
4.1の類似が得られることが知られているが，(1), (2)を満たすTheorem 4.2は知られていなかった．

[Bek23]では，実２次体の場合に (1), (2)を満たす Theorem 4.1の類似を与える [VZ13]のアイ
デアと [CDG15]や [BHYY23]によって用いられていた Shintaniコサイクルの技術を応用すること
で，この目標を達成した．
5.1. Shintani-Barnesコサイクルの構成のアイデア. 以下，n ∈ Z≥2とする．Remark 5.1で述べ
た通り，実解析的 Eisenstein級数を用いても所望の代数的解釈を得るのは難しく，一方，Theorem
4.2においては Eisenstein級数 G2k(z)の正則性が重要となっていた．従って，n次代数体の場合
にも，正則 Eisenstein級数 G2k(z)の SLn(Z)への一般化を用いれば良さそうだと考えられる．し
かし，よく知られているように，SLn(Z)の正則 Eisenstein級数というものは存在しない．実際，
例えば，SL2(Z)の Eisenstein級数

G2k(z) =
(2k − 1)!

(2πi)2k

∑
(m,n)∈Z2∖{0}

1

(mz + n)2k

の素朴な拡張として，k ∈ Z≥n+1 に対し，以下の無限級数を考える:

ψk(y) :=
∑

(x1,...,xn)∈Zn∖{0}

1

(x1y1 + · · ·+ xnyn)k
, y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn ∖ {0}.

このとき，ψk(y)は
• n = 2, k: even, y = (z, 1) (z ∈ H)の場合は，元々の Eisenstein級数（の定数倍）に他な
らない, i.e., ψk(y) =

(2πi)2k

(2k−1)!Gk(z)．しかし，
• n ≥ 3の場合は，任意の y ∈ Cn ∖ {0}で発散することが確かめられる．

Main Idea: Shintani-Barnes コサイクルの構成の主なアイデアは，この発散級数 ψk(y) を，
Shintaniコサイクルの技法を用いて，SLn(Z)同変コサイクルとして実現する，ということとなる．
ここで，Shintaniコサイクルの技法というのは，Solomon [Sol98]やHill [Hil07]などによって考

えられ始めた，Rnの錐の間の細分関係式から SLn(Z)群コサイクルを構成する手法である．また，
Bannai-Hagihara-Yamada-Yamamoto [BHYY23]は，この Shintaniコサイクルの手法を Čechコ
サイクルによって解釈することに成功した．Shintani-Barnesコサイクルの構成においては，これ
らのアイデアを用いた．
より具体的には，有理ベクトルの組 I = (α1, · · · , αn) (αi ∈ Qn ∖ {0})に対し，錐 CI ⊂ Rn を

CI :=
∑n

i=1 R>0αi で定め，発散級数 ψk(y)の錐 CI へ制限

ψk,I(y) :=
∑

(x1,...,xn)∈CI∩Zn∖{0}

1

(x1y1 + · · ·+ xnyn)k

を考える10．すると，ψk,I(y)は Cn ∖ {0}の開集合
UI := {y ∈ Cn | ∃λ ∈ C×,∀i ∈ {1, . . . , n},Re(〈αi, y〉) > 0}

10この級数は Barnesゼータ関数と呼ばれるものの組み合わせで書ける．これが Shintani-Barnesコサイクルの名前の
由来である．
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上で広義一様に絶対収束する．ただし，〈x, y〉 = x1y1 · · ·+ xnyn はドット積を表す．この ψk,I(y)
は，元々の発散級数 ψk(y) を錐に沿って分解した断片のようなものとなるが，これを全ての組
I = (α1, . . . , αn) ∈ (Qn ∖ {0})n にわたって寄せ集めたもの (ψk,I)I は，元々の ψk を実現してい
るであろう，というのが大雑把なアイデアである．そして，このアイデアを SLn(Z)同変コホモロ
ジーの言葉で定式化したものが，Shintani-Barnesコサイクルとなる．
5.2. Shintani-Barnesコサイクルの構成. 構成を説明するために，いくつか記号を準備する．（詳
細は [Bek23]を参照されたい．）まず，Y ◦ := Cn ∖

√
−1Rn とおき，πC : Y ◦ −→ Pn−1(C)で射影

空間への自然な商写像を表す．次に，Y ◦ 上の SLn(Z)同変層を，Vk := π−1
C O(−k)で定める．た

だし，O(−k)は Pn−1(C)上の構造層のの Serreツイストである．また，
Ξ := {Q ∈ GLn(Q) | minimal polynomial of Q is irreducible over Q}

とおき，V Ξ
k を Ξにわたる Vk の直積層とする．V Ξ

k にも自然な SLn(Z)同変構造が定まる．この
とき，SLn(Z)同変コホモロジーHn−1

(
Y ◦,SLn(Z),V Ξ

k

)が，今回 Shintani-Barnesコサイクルを
定義する空間となる1112．
そのために，以下，天下り式とはなるが，この SLn(Z)同変コホモロジーの計算方法を述べる．

q ∈ Z≥0 および有理ベクトルの組 I = (α1, . . . , αq+1) ∈ (Qn ∖ {0})q+1 に対し，
Cq
k,I := {f : UI → C : holomorphic | f(λy) = λ−kf(y),∀λ ∈ C×} ' Γ(πC(UI),O(−k)),

とおく．このとき，I ⊂ I ′ が定める自然な包含 UI ⊃ UI′ が誘導する関数の制限によって，
C•
k :=

∏
I∈(Qn∖{0})•+1

C•
k,I

は SLn(Z)加群の複体となる．また，その直積複体 C•,Ξ
k :=

∏
Ξ C•

k もまた，SLn(Z)加群の複体と
なる．このとき，以下が成り立つ．
Proposition 5.2 ([Bek23, Corollary 4.3.4]). C•,Ξ

k の SLn(Z)不変部分 (C•,Ξ
k )SLn(Z) は SLn(Z)同

変コホモロジーHq
(
Y ◦,SLn(Z),V Ξ

k

)を計算する, i.e.,

Hq(Y ◦,SLn(Z),V Ξ
k ) ' Hq

(
(C•,Ξ

k )SLn(Z)
)
.

証明は，SLn(Z)同変コホモロジーHq
(
Y ◦,SLn(Z),V Ξ

k

)の Čech複体を用いた計算を用いる．
いま，§5.1で述べたことから，

(ψk,I)I∈(Qn∖{0})n ∈ (Cn−1
k )SLn(Z)

が分かる．しかし，錐の面に起因する技術的な問題によって，(ψk,I)I はコサイクル条件を “わず
かに”満たさない．そこで，(ψk,I)I を修正して (C•,Ξ

k )SLn(Z)のコサイクルを作る．具体的には，各
I ∈ (Qn ∖ {0})n, Q ∈ Ξに対し，錐 CI を “Q摂動”によって修正した CQ

I を次で定める:

CQ
I := {x ∈ Rn | ∃δ,∀ε ∈ (0, δ), exp(εQ)x ∈ CI}.

すなわち，CQ
I は，exp(εQ) (0 < ε: small)による “摂動”によって CI に入る点たちの集合である

が，有限個の開有理錐の和で書けることが示せる． この操作は，総実体の場合の Colmez摂動 (cf.

[CDG15])の類似となっている．このとき，ψk,I の修正 ψQ
k,I を

ψQ
k,I(y) := sgn(I)

∑
(x1,...,xn)∈CQ

I ∩Zn∖{0}

1

(x1y1 + · · ·+ xnyn)k

11Ξ にわたる直積は錐の面の処理に関わる技術的な理由から必要となった．しかし現在進行中の研究でこの直積を回避
することを試みている．

12[Bek23] では微分形式の層を用いているが本稿の Vk と同型であるので本稿ではこちらを使う
9



で定める．ただし，sgn(I) ∈ {0,±1}は，I ∈ Mn(Q)と見なした際の sgn(det(I))のことである．
ψQ
k,I もまた，UI 上で広義一様に絶対収束することがわかり，ψQ

k,I ∈ Cn−1
k となっている．さらに

次が示せる．
Theorem 5.3 ([Bek23, Theorem 6.2.5]). Cn−1,Ξ

k の元 Ψk を
Ψk := (ψQ

k,I)I∈(Qn∖{0})n,Q∈Ξ ∈ Cn−1,Ξ
k

で定める．このとき，Ψk は SLn(Z)不変コサイクルとなり, i.e.,

Ψk ∈ ker
(
d: (Cn−1,Ξ

k )SLn(Z) −→ (Cn,Ξ
k )SLn(Z)

)
,

コホモロジー類 [Ψk] ∈ Hn−1(Y ◦,SLn(Z),V Ξ
k )を定める．

Definition 5.4 ([Bek23, Theorem 6.2.1]). このΨkを（あるいは用語の乱用により [Ψk]も）Shintani-
Barnesコサイクルと呼ぶ．
5.3. 代数体の部分ゼータ関数の特殊値. 目標としていた，Theorem 4.2の拡張について述べる．
Theorem 5.5 ([Bek23, Theorem 8.3.2]). F を n次代数体，O ⊂ OF を整環，A ∈ Cl+O を Oの
狭義イデアル類，k ∈ Z≥2 とする．このとき，コホモロジーの間の自然な写像∫

F,O,A,k

: Hn−1(Y ◦,SLn(Z),V Ξ
nk) → Hn−1((F ⊗Q R)×+/O×

+ ,C) ' C

が（積分を使って複体のレベルで）定義でき，次が成立する:∫
F,O,A,k

([Ψnk]) =
((k − 1)!)n

√
DO

(nk − 1)!
ζO(A, k).

ただし，(F⊗QR)×+, O×
+はそれぞれ (F⊗QR)×, O×の総正部分を表し，Hn−1((F⊗QR)×+/O×

+ ,C) ' C
はHn−1((F ⊗Q R)×+/O×

+ ,Z) ' Zの基本類を固定することで定義される同型であり，DO は Oの
判別式である．
写像の定義は割愛するが，定義ができると，[Ψnk]の像の計算自体は，Feynman parametrization

を用いて，Theorem 4.1, Theorem 4.2とパラレルに行われる．

6. 今後の課題
6.1. Shintani-Barnesコサイクルの定式化の整備. 本定式化の整備は今後の課題である．例えば，
Shintani-Barnesコサイクルの定義に現れるQ摂動および Ξにわたる直積は本構成では技術的に必
要となるものの，本質的ではない可能性が高いと考えており，現在進行中の研究において回避する
構成法を検討中である．
6.2. ゼータ関数の特殊値への応用. これまでに，間接的な応用として，Shintani-Barnesコサイク
ルの構成や Theorem 5.5の証明に用いた計算を応用することで，総実体の部分ゼータ関数の 2以
上の任意の整数点での値の非自明な記述を得た [Bek24]．具体的には，総実体の部分ゼータ関数の
2以上の任意の整数点での値が，conicalゼータ値と呼ばれる別の種類のゼータ関数の特殊値を用
いて記述できることを示した．例えば，Example 3.6 (1)で論じた Q(

√
5)のゼータ関数の場合だ

と，次のような公式を得る．
Theorem 6.1 (B.[Bek24], Duke [Duk23]). k1, k2 ∈ Z≥1 に対し，

ζ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2

(k1, k2) :=
∑

(n1,n2)∈Z2
>0

3−
√

5
2 n1<n2<

3+
√

5
2 n1

1

nk1
1 n

k2
2
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と定める．このとき，k ∈ Z≥2 に対し，次が成立する:

ζQ(
√
5)(k) ∈

1√
5

∑
k1,k2∈Z≥1,k1+k2=2k

Q ζ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2

(k1, k2).

例えば，

ζQ(
√
5)(2) =

1

5
√
5

(
4 ζ 3−

√
5

2 , 3+
√

5
2

(1, 3) + 3 ζ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2

(2, 2)
)
,

ζQ(
√
5)(3) =

1

25
√
5

(
12 ζ 3−

√
5

2 , 3+
√

5
2

(1, 5) + 18 ζ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2

(2, 4) + 11 ζ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2

(3, 3)
)
.

となっている．
これらの記述は，Theorem 3.3の類似と見ることもできる．また，これらの記述をShintani-Barnes

コサイクルの枠組みで説明することも今後の課題である．

6.3. 正則量子モジュラー形式との関係. 正則量子モジュラー形式は Zagierによって，三次元トポ
ロジーと数論の間の関係についての研究の中で見出され定義された新しいモジュラー性を持つ関数
（あるいは通常のモジュラー性の崩れを捉える概念）であり，近年活発に研究されている対象であ
る（cf. [Zag10], [Zag20], [Whe23], [GZ24]）．n = 2の場合に Shintani-Barnesコサイクルを構成し
た SL2(Z)同変コホモロジーH1(Y ◦,SL2(Z),V Ξ

k )は，正則量子モジュラー形式の空間と密接に関
わっていることが観察されており，これらの関係についても現在考察している．

6.4. 楕円ガンマ関数との関係. 楕円ガンマ関数は，2重無限積として定まる解析関数で近年Bergeron-
Charollois-Garcia [BCG23]によって，複素三次体の Stark単数の構成に関する予想の定式化に用
いられた対象である．この楕円ガンマ関数も，ある Eisenstein級数の積分を記述しており，また，
スタック P2(C) ∖ P2(R)上の SL3(Z)同変コホモロジーを用いた解釈も知られている [FHRZ08]．
従って，Shintani-Barnesコサイクルは楕円ガンマ関数とも類似の幾何学的背景を有していると考
えられ，これらの間の関係も興味深いと考えている．
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Monoidal categories of modules over quiver Hecke
algebras and quantum affine algebras

柏原 正樹 (京都大学高等研究院 · 数理解析研究所)

1 序

この講演では、箙ヘッケ環と量子アフィ ン環の有限次元表現からなる二つのモノ イダ

ル圏についてお話します。 これらのモノ イダル圏は、非可換ですが、 その Grothendick

環は可換です。 また、 R行列の存在により 、 その非可換性がある程度解析できるとこ

ろに特徴があり ます。 さらに、 そのいろいろな部分圏の Grothendick環がクラスター

代数の構造を持つことも知られています。 その意味で興味深いモノ イダル圏です。

又、 この２ つの圏は無関係ではなく 、 (一般化された） Schur-Weyl dualityにより 結

び付いています。

なお、 この講演は、 Seok-Jin Kang, Myungho Kim, Sejin Oh, Euiyong Park との

共同研究に基づいています。

2 考察するモノ イダル圏

ここでは、 次の二つのアーベルモノ イダル圏を考察します。

一つは、 箙 Hecke環の有限次元次数付き加群のつく る圏 R-gmod、 もう 一つは、 ア

フィ ン量子群の integrable 有限次元加群のつく る圏 Cg です。

これらの圏 C には共通な性質が数多く あり ます。

(i) C は、 アーベル圏で、 各元は長さ有限。

(ii) C はモノ イダル圏で、 テンソル積 ⊗は完全。

(iii) C は非可換、 即ち、 M ⊗N ≃ N ⊗M は一般には成り 立たない。

(iv) C の Grothendieck群 K(C) は、 ⊗によって環の構造を持つが、 それは可換環と

1



なる。*1

(v) R行列 RM,N : M ⊗N → N ⊗M がある。 但し 、 これは、 同型から程遠い。 (0

となることもある .) *2

(vi) C の対象M に対してそのアフィ ン化 (M, z) を考えることが重要である。 Mは、

C(を拡大した圏） の対象で、 z ∈ End(M) は単射で、 M/zM ≃M となるもので

ある。

3 箙 Hecke 代数

3.1 定義

箙 Hecke 代数 (quiver Hecke algebra) あるいは、 Kovanov-Lauda-Rouquier 代数

(KLR algebra) は、 Kovanov-Lauda と Rouquier により 導入されました。 この代数

は、 量子群を、 圏化することに特徴があり ます。

C = (ci,j)i,j∈I を (一般化された)Cartan 行列とし ます。 これは対称化可能 (即ち

di ∈ Z>0 があって、 dici,j = djcj,i). Q (root lattice とよばれる） を Q = ⊕ı∈IZαi と

し 。 その内積を (αi, αj) = 2dici,j で与えます。

k を基礎体とします。

{Qij(u, v)}i,j∈I を k の元を係数とする 2 変数多項式の族で次の条件を満たすもの

とします (箙 Heckeデータと呼ばれる）。

(a) Qi,j(u, v) = Qj,i(v, u),

(b) i = j なら 、 Qi,j(u, v) = 0,

*1 C が R-gmodの場合は、 次数シフト 作用 q が作用しており 、 K(C)は可換ではないが、 K(C)/(q −

1)K(C)は可換となる。 即ち次数を忘れれば、 Grothendieck環は可換である。
*2 C が、 アフィ ン量子群に付随した Cg の場合は、 R行列は無限和で、 “normalize” する必要がある。
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(c) i 6= j となる i, j ∈ I にたいして、 ある ap,q ∈ kがあって、

Qi,j(u, v) =
∑

p.q∈Z>0 2dip+2diq=−2dici,j

ap,qu
pvq

しかも、 p = 0か q = 0の時, ap.q 6= 0.

箙 Heckeデータ {Qij(u, v)}i,j∈I に付随した箙 Hecke環 R(n) は、

e(ν) (ν ∈ In), xk (1 6 k 6 n), τl (1 6 l 6 n− 1) で生成され、 次の定義関係式を

満す k 代数として定義されます。

e(ν)e(ν′) = δν,ν′e(ν),
∑

ν∈In

e(ν) = 1,

xkxl = xlxk,

xke(ν) = e(ν)xk,

τle(ν) = e(sl(ν))τl,

τkτl = τlτk if |k − l| > 1,

τ2ke(ν) = Qνk,νk+1
(xk, xk+1)e(ν),

(τkxl − xsk(l)τk)e(ν) =





−e(ν) if l = k, νk = νk+1,

e(ν) if l = k + 1, νk = νk+1,

0 otherwise,

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(ν) =

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1, xk+2)e(ν) if νk = νk+2,

0 otherwise.

但し 、 Qi,j(u, v, w) :=
Qij(u, v)−Qij(w, v)

u− w
.

これは、 次のよう にして次数付き代数となり ます：

deg
(
e(ν)

)
= 0, deg

(
xke(ν)

)
= (ανk , ανk), deg

(
τle(ν)

)
= −(ανl , ανl+1

).

R(n)には、 ψ という 、 生成元 e(ν), xk, τl をそれ自身に移す自己反同型があり ます。

これによって、 右加群と左加群は互いに移り あいます。 左加群M に対して、 対応する

右加群を Mψ と書きます。
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さて自然なやり 方で、 代数の準同型

R(m)⊗R(n) −−→ R(m+ n)

があり ます (xk ⊗ 1 7→ xk, 1⊗xk 7→ xk+m, etc.)。

そこで、 R(m)加群 M と R(n)加群 N に対して、 その積M ◦N を

R(m+ n) ⊗
R(m)⊗R(n)

(M ⊗N)

で定義します。 したがって、 これは R(m+ n)加群となり ます。

さ て、 R(n)-gMod を次数つき (左)R(n)-加群の作るアーベル圏と し ます。 ま た、

R(n)-gproj を有限生成射影次数つき (左)R(n)-加群の作るその部分加法圏、 ま た、

R(n)-gmod を有限次元次数つき加群の作る部分アーベル圏とします。 これらは次数付

圏となり ます。 即ち、 次数ずらし関手 q が、

(qM)n =Mn−1

により 定義できます。 さらに、

R-gproj =
⊕

n∈Zge0

R(n)-gproj R-gmod =
⊕

n∈Zge0

R(n)-gmod

とおきます。

積 ◦ により 、 R-gproj と R-gmodはモノ イダル圏となり ます。 したがって、 それら

の Grothendieck群は環 (Grothendieck環） となり ます。 しかも q が作用しますから 、

Z[q, q−1]代数の構造を持ちます。

さ ら に 、 Grothendieck 群は Z[q, q−1] 加群と し て自由加群と なり ま す。 ま た 、

K(R-gproj) と K(R-gmod)の間には、

K(R-gproj)×K(R-gmod) → Z[q±1]

と いう 完全 coupling があり ま す。 P ∈ R-gproj と M ∈ R-gmod に対し て 、

([P ], [M ]) := dimq(P
ψ ⊗RM) を対応させる対応です。 但し有限次元次数付ベクト ル
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空間 X に対して、

dimq(X) :=
∑

n∈Z

qn dim(Xn) ∈ Z[q, q−1].

これにより 、 K(R-gproj) と K(R-gmod)は、 互いに双対となり ます。

定理 3.1 (Khovanov-Lauda, Rouquier). 次の可換図式がある。

K(R-gproj)
∼

OO

双対

��

U−
q (g)Z[q,q−1]OO

双対

��

q→1 // U(n)
OO

双対

��
K(R-gmod)

∼
Aq(n)

q→1 // C[n]

但し 、 (ここでは詳述しないが) n は Cartan 行列 C に対応する Kac-Moody Lie 環 g

の極大冪零環、 C[n] はその座標環、 U(n) は n の普遍展開環, U−
q (g)Z[q,q−1] はその q

類似、 Aq(n)は C[n]の q 類似である。

3.2 R行列と affinizations

さて ϕa ∈ R(n) (1 6 a < n) を

ϕae(ν) =





(
τaxa − xaτa

)
e(ν)

=
(
xa+1τa − τaxa+1

)
e(ν)

=
(
τa(xa − xa+1) + 1

)
e(ν)

=
(
(xa+1 − xa)τa − 1

)
e(ν) if νa = νa+1,

τae(ν) otherwise.

で定義する。 これは intertwiner と呼ばれ、 次の性質をみたす。

補題 3.2.

(i) ϕ2
ae(ν) =

(
Qνa,νa+1

(xa, xa+1) + δνa,νa+1

)
e(ν).
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(ii) {ϕk}16k<n は braid relation を満たす、 即ち 、 ϕaϕb = ϕbϕa (|a − b| > 1),

ϕaϕa+1ϕa = ϕa+1ϕaϕa+1.

(iii) w を n 次対称群 Sn の元, w = sa1 · · · saℓ を w の最短表示 と する と き 、

ϕw := ϕa1 · · ·ϕaℓ は、 最短表示の取り 方に依らない。

(iv) w ∈ Sn と 1 6 k 6 n に対して , ϕwxk = xw(k)ϕw が成り 立つ。

(v) w ∈ Sn と 1 6 k < nが w(k + 1) = w(k) + 1 を満たせば, ϕwτk = τw(k)ϕw が

成り 立つ。

(vi) ϕw−1ϕwe(ν) =
∏
a<b,

w(a)>w(b)

(Qνa,νb(xa, xb) + δνa,νb)e(ν).

さて m,n ∈ Z>0 に対して、 Sm+n の元 w[m,n] を

w[m,n](k) =

{
k + n if 1 6 k 6 m,

k −m if m < k 6 m+ n.
(3.1)

で定義する。 さらに、 R(m)-加群M と R(n)-加群 N に対して、 M ⊗N → N ⊗M

を
u⊗ v 7−→ ϕw[n,m](v⊗u)

で与えると 、 これは R(m)⊗R(n)-準同型になり 、 R(m+ n)-加群の準同型

Runiv
M,N : M ◦N −−→ N ◦M. (3.2)

に拡張される 。 (ここでは次数ずら し を無視し ている 。 ) これを普遍 R 行列と呼び

ます。

これは、 次の図式が可換という性質をもちます：

L ◦M ◦N
RL,M //

RL,M◦N ((◗◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗

M ◦ L ◦N

RL.N

��
M ◦N ◦ L

L ◦M ◦N
RM,N //

RL◦M,N ((◗◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗

L ◦N ◦M

RL.N

��
N ◦ L ◦M .
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従って、 Runiv
M,N は Yang-Baxter 関係式を満たす。 即ち、 次の図式が可換です：

L ◦M ◦NRL,M

ss❤❤❤❤❤
❤❤

RM,N

++❱❱❱❱
❱❱

❱

M ◦ L ◦N

RL,N

��

L ◦N ◦M

RL,N

��
M ◦N ◦ L

RM,N
++❱❱❱❱

❱❱
❱

N ◦ L ◦M

RL,M
ss❤❤❤❤❤

❤❤

N ◦M ◦ L .

(3.3)

3.3 Affinizations

し かし 、 Runiv
M,N は同型には程遠く 、 0 になること さえあり ます。 これを補う のが

affinizationです。

以下、 簡単の為に、 箙 Heckeデータ Qi,j(u, v)が u− v の多項式であると仮定しま

す。 この時、 Rは対称であると言います。

従って、 Cartan行列 Cは対称行列であり 、 Qi,j(u, v) = δi,j(u−v)
−ci,j (定数倍を除

いて )となる。 (αi, αj) = ci,j とする、従って、 z を次数 2の不定元として、 k[z]⊗R(n)

は、
e(ν) 7→ e(ν), xk 7→ xk + z, τl 7→ τl

という 自己同型をもちます。 M を R(n)-加群としたとき、 k[z]⊗M には、 上の自己

同型でひねった加群構造が入る： 特に、

xk(f(z)⊗u) =
(
zf(z)

)
⊗u+ f(z)⊗(xku) (f(z) ∈ k[z], u ∈M).

これを、 M の affinization とよび、 Mz と書く 。*3

命題 3.3. M,N ∈ R-gmod と する と き 、 Runiv
Mz,N

: Mz ◦N −−→ N ◦Mz は、

k[z±1]⊗k[z] • を施すと 、 同型となる。

*3 箙 Hecke 環が対称でないときは、 既約 R 加群の affinization は存在するとは限り ません。 また存

在したとしても一意的ではあり ません (cf. [10])。
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R行列と affnizationの存在から次の興味深い結果が得られます。

R-gmodの既約な加群M は、 M ◦M も既約の時、 real と呼ばれます。

定理 3.4 ([2]). M , N を R-gmodに属する既約な加群とします。 さらに、 M か N は

real と仮定します。 そのとき、

(i) dimHom(M ◦N,N ◦M) = 1. 但し Hom(M,N) =
⊕
n∈Z

Hom(qnM,N)は、 次

数を忘れた M から N への R-準同型のつく る線形空間。

(ii) r
M,N

を Hom(M ◦N,N ◦M) の 0 でない元とするとき、 Im(r
M,N

: M ◦N →

N ◦M)は、 既約で、 M ◦N の headであり 、 また N ◦M の socleでもある。

加群 M の socle とは、 M の最大半単純部分加群であり soc(M) と書かれ、 M の

head とは、 M の最大半単純商加群であり hd(M) と書かれる。

hd(M ◦N) を M ∇N と書き、 soc(M ◦N) を M ∆N と書く 。

この定理を証明する際、 次の性質が重要な役割を果たします。

Definition 3.5. モノ イダルアーベル圏 C は、 次ことが成り 立つとき、 quasi-rigid と

いう 。

M1,M2,M3 を C の３ つの対象とする。 X ⊂ M1 ⊗M2, Y ⊂ M2 ⊗M3

が X ⊗M3 ⊂ M1 ⊗Y を満たせば、 ある Z ⊂ M2 が存在して、 X ⊂
M1 ⊗Z, Z ⊗M3 ⊂ Y を満たす。

Definition 3.6. M,N を定理 3.4のよう な既約加群とし 、 r
M,N

を (ii)で与えられた

ものとする。 r
M,N

の次数を Λ(M,N) とかく 。 さらに、

d(M,N) :=
(
Λ(M,N) + Λ(N,M)

)
/2

とおく 。

d(M,N)は非負整数である。

この不変量は、 次の補題から分かるよう に、 M と N との可換性を与えるものと言

える。
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補題 3.7. M ， N ∈ R-gmod を既約とし 、 どちらかは real としよう 。 その時、

(i) d(M,N) = 0なら 、 M ◦N ≃ N ◦M で、 これは既約。 逆に、 M ◦N ≃ N ◦M

なら d(M,N) = 0。

(ii) d(M,N) = 1 なら 、 M ◦N は長さ 2で、

0 →M ∆N →M ◦N →M ∇N → 0

は、 完全列。

一方、 不変量 Λ(M,N)は次の性質を満たす。

補題 3.8. (i) L,M,N を既約加群とする 。 Λ(L,M ∇ N) 6 Λ(L,M) + Λ(L,N).

もし 、 L と M が可換なら 、 等号が成り 立つ。

(ii) M は real とする。

(a) Λ(M,M ∇N) = Λ(M,N),

(b) S を Ker(M ◦N → M ∇ N) の既約部分商とする 。 そのと き Λ(M,S) <

Λ(M,N).

特に、 M ∇N はM ◦N の組成列に 1度しか現れない。

4 アフィ ン量子群

4.1 定義

アフィ ン量子群については、 例えば [1] を参照されたい。

アフィ ン型 Cartan 行列 C = (ci,j)i,j∈I をと り 、 U ′
q(g) をそれに対応するアフィ ン

量子群とする。 これは、 ei, fi, t
±1
i (i ∈ I) を生成元とする K :=

⋃
m>0 C(q

1/m)上定

義された代数である。 δ =
∑
i∈I aiαi ∈ Q+ を imaginary root, c =

∑
i∈I a

∨
i hi ∈ P∗

を中心元とする。
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U ′
q(g)の有限次元加群M は、

M =
⊕
λ∈P

Mλ (但し 、 Mλ := {u ∈M | tiu = q(αi,λ)u| for any i ∈ I} は weight空間).

と分解するとき、 integrable をよばれる。 Cg を有限次元 integrable U ′
q(g)-加群のつく

る、 アーベル圏とする。 これはモノ イダル圏となる。 しかも、 rigidである； 即ち、 任

意の加群は、 左双対と右双対をもつ。 rigid なモノ イダルアーベル圏は quasi-rigid で

あることに注意しよう 。

4.2 affinizarion と R行列

U ′
q(g)は、 ei 7→ zδ0,iei， fi 7→ z−δ0,ifi, ti 7→ ti という自己同型がある。 但し 、 z は

不定元。 したがって、 任意の U ′
q(g)-加群 M に対して、 Maff :=K[z±1]⊗KM は、

ei(z
m⊗ v) = (zm+δi,0)⊗(eiv), fi(z

m⊗ v) = (zm−δi,0)⊗(fiv),

ti(z
m⊗ v) == zm⊗(tiv)

によって U ′
q(g)-加群となる。 これを M の affinization という 。

U+
q (g) を {ei}i∈I で U−

q (g) を {fi}i∈I で生成された U ′
q(g)の部分環とする。

ある U+
q (g) と U−

q (g) の間の非退化双対型式に対する双対基底 Pν ∈ U+
q (g) と

Qν ∈ U−
q (g) をとると 、

Runiv
Mz,Nw

: Mz ⊗Nw → Nw⊗̂Mz :=K[[w/z]] ⊗
K[w/z]

Nw ⊗Mz

は次のよう に定義される :

Runiv
Mz,Nw

(u⊗ v) = q(wt(u),wt(v))
∑

ν

Pνv⊗Qνu ∈ Nw⊗̂Mz (u ∈M, v ∈ N).

Runiv は、 U ′
q(g) 線形同型を与える 。 この定義式は無限和なので、 形式的冪級数環

K[[w/z]] まで広げて意味を持つ。 Runiv を 、 (Drinfeldの)普遍 R-行列と呼ぶ。
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さらに、 ある cM,N (z) ∈ k((z))で、

Rren
Mz,Nw

= cM,N (z)Runiv (4.1)

が、 Mz ⊗Nw → Nw ⊗Mz をあたえ、 かつ Rren
Mz,Nw

|z=a,w=b がいかなる a, b ∈ K× に

対しても 0 とならないよう なものがある。 さらに、 この cM,N (z)は定数倍を除いて一

意的である。 Rren
Mz,Nw

を renormalized R行列とよぶ。

この R 行列と affinization を用いて箙 Hecke 環の場合と同様に、 次の定理が成り

立つ。

既約 U ′
q(g)-加群M は、 M ⊗M も既約の時、 real と呼ばれる。

定理 4.1 ([2]). M , N を Cg に属する既約な加群とする。 さらに、 M か N は real と

仮定するとき、

(i) dimHom(M ⊗N,N ⊗M) = 1.

(ii) r
M,N

を Hom(M ⊗N,N ⊗M)の 0でない元とするとき、 Im(r
M,N

: M ⊗N →

N ⊗M)は、 既約で、 M ⊗N の headであり 、 また N ⊗M の socleでもある。

4.3 既約表現の対に対応した不変量

(4.1) に定義した cM,N (z)は、 特殊なクラスの関数となり ます。

p̃ := q2〈c,ρ〉, ϕ(z) =
∏

s∈Z>0

(1− p̃sz) ∈ K[[z]].

とおきます。 さらに、

G:=

{
f(z) ∈ K((z))×

∣∣∣∣ f(z)/f( p̃ z) ∈ K(z)

}

=

{
czm

有限積∏

a∈K×

ϕ(az)ma

∣∣∣∣ c ∈ K×, m ∈ Z,ma ∈ Z

}

と定義すると 、 cM,N (z)は G に属します。
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Definition 4.2. 二つの群準同型 Deg, Deg∞ : G → Z を次によう に定義します。

Deg(f(z)) =
∑

a∈ p̃
Z60

ma −
∑

a∈ p̃ Z>0

ma,

Deg∞(f(z)) =
∑

a∈ p̃ Z

ma.

ここに、 p̃S = { p̃n | n ∈ S} とおきました。

この定義は人工的に見えるかも知れませんが、 次の性質を要請すると自然に現れ

ます:

任意の有理関数 f(z) ∈ K(z)× ⊂ G に対して、

Deg(f(z)) = degz=1 f(z), Deg∞f(z) = 0.

但し 、 degz=1 は、 z = 1 における零点の位数。

Definition 4.3. Cg に属する既約加群M , N にたいする不変量 Λ, Λ∞, d を次に様に

定義する :

Λ(M,N) = Deg
(
cM,N (z)

)
∈ Z,

Λ∞(M,N) = Deg∞
(
cM,N (z)

)
∈ Z,

d(M,N) =
(
Λ(M,N) + Λ(N,M)

)
/2 ∈ Z>0.

Λ(M,N) と d(M,N)は、 箙 Hecke環で現れた不変量の類似となり ます。

Λ∞(M,N) は箙 Hecke環における −(wt(M),wt(N)) に対応します。

定理 4.4. L, M , N を既約加群とします。
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(i) その時、 M ⊗N の任意の既約部分商 S にたいして、

Λ∞(L, S) = Λ∞(L,M) + Λ∞(L,N) かつ Λ∞(S,L) = Λ∞(M,L) + Λ∞(N,L),

Λ(L, S) 6 Λ(L,M) + Λ(L,N) かつ Λ(S,L) 6 Λ(M,L) + Λ(N,L),

d(S,L) 6 d(M,L) + d(N,L).

が成り 立つ。

(ii) さらに Lが real, かつ M か N が real と仮定する。 そのとき、

Λ(L,M ∇N) = Λ(L,M) + Λ(L,N)

は、 次のいずれかが成り 立つ時成立する :

(a) M と N が可換、 即ち M ⊗N ≃ N ⊗M ,

(b) L と M が可換。

箙 Hecke環にはなかった現象として、

Λ(M,N) = Λ(N,DM)

が任意の既約 U ′
q(g)加群M,N に対して成り 立つ。 但し 、 DM はM の右双対。

4.4 アフィ ン量子群に付随した有限型 root系

不変量 Λ∞ をもちいて、 任意のアフィ ン量子群に対して、 有限 ADE型の root系を

対応させることができます。

Irr(U ′
q(g)) を Cg の既約加群の同型類のつく る集合とする。

任意の既約加群M に対して、 Wt(M) を

Irr(U ′
q(g)) ∋ N 7−→ Λ∞(M,N) ∈ Z

で定義される HomSet(Irr(U
′
q(g)), Z) の元とし よう 。 HomSet(Irr(U

′
q(g)), Z) は Z-加

群となるが、 {Wt(M) |M は既約 U ′
q(g)加群 } で生成された HomSet(Irr(U

′
q(g)), Z)
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の部分加群を Q(U ′
q(g)) とする。 すると

(Wt(M),Wt(M ′)) = −Λ∞(M,M ′)

によって Q(U ′
q(g)) に内積 ( • , • ) : Q(U ′

q(g))× Q(U ′
q(g)) → Zが入り ます。

定理 4.5. この内積は次の性質を持つ。

(i) この内積は正定値。

(ii) ∆(U ′
q(g)) := {β ∈ Q(U ′

q(g)) | (β, β) = 2} と定義すると 、 ∆(U ′
q(g)) は root 系

である 。 即ち 、 ∆(U ′
q(g)) のある部分集合 ∆0(U

′
q(g)) を 含み、 Q0(U

′
q(g)) を

∆0(U
′
q(g))の生成する Q(U ′

q(g))の Z部分加群とすると 、

(a)
(
Q0(U

′
q(g)),∆0(U

′
q(g))

)
は ADE型の root系

(b) ∆(U ′
q(g)) = ⊔a∈A∆0(U

′
q(g))a と分解する、 但し 、 Aは、 K

× のある部分集

合で、 ∆0(U
′
q(g))a = {Wt(Ma) | Wt(M) ∈ ∆0(U

′
q(g))}.

(c) Q0(U
′
q(g))a を ∆0(U

′
q(g))a の生成する Z 部分加群とすると 、 Q(U ′

q(g)) =
⊕
a∈A

Q0(U
′
q(g))a は Q(U ′

q(g))の直交分解。

次の表に、 各々のアフィ ン量子群に対応する root系を記する。

Type of g A
(1)
n B

(1)
n C

(1)
n D

(1)
n A

(2)
2n A

(2)
2n−1 D

(2)
n+1

(n > 1) (n > 2) (n > 3) (n > 4) (n > 1) (n > 2) (n > 3)

対応する root系 ∆0(U
′
q(g)) An A2n−1 Dn+1 Dn A2n A2n−1 Dn+1

Type of g E
(1)
6 E

(1)
7 E

(1)
8 F

(1)
4 G

(1)
2 E

(2)
6 D

(3)
4

対応する root系 ∆0(U
′
q(g)) E6 E7 E8 E6 D4 E6 D4
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Diophantine method in the O-minimality

(O-minimalityの枠組に現れるディオファントス近似の手法について)

2024年 8月代数学シンポジウム

Noriko Hirata-Kohno (平田 (河野)典子)

1 概要
O-minimality (順序極小を意味する order-minimalityの略)に関するサーベイは沢山ある．
例えば

1) van den Dries, Lec Notes series 248, London Math Soc. (1998) [14]

2) A. Wilkie, Sémi. Bourbaki, Astérisque 326 (2009)[29]

3) T. Scanlon, A proof of the André-Oort conjecture via mathematical logic (after

Pila,Wilkie and Zannier), Sém. Bourbaki, Astérisque 348 (2012)[26]

4) G. O. Jones and A. Wilkie, O-minimality and Diophantine Geometry, Lec Notes

series 421, London Math. Soc. (2015) [16]

5) 川口 周, 城崎代数幾何学シンポジウム, Kyoto 紅 2022-01

http://hdl.handle.net/2433/268258[17]

6) J. Pila, Cambridge Tracts in Math. 228 (2022)[24]

などである．

本稿では，O-minimalityの枠組に現れる課題に応用されたディオファントス近似と
その証明法について簡潔に述べる．O-minimalityという概念が近年に脚光を浴びた理由
は，André-Oort予想の解決に向けて扱いやすい枠組を与えたためと言われる．査読付誌
には，正式に掲載されていないにせよ，2022年に投稿された J. Pila, A. N. Shankar, J.

Tsimerman (Hélène Esnault, M. Groechenigによる付録あり)[25] によって，André-Oort

予想は完全解決されたと言われているが，まだ相当部分が ineffectiveであると言われる．
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残念ながら筆者の非力のため，André-Oort予想の上記の証明 [25] の詳説は本稿では
述べないが，この成果に到るまでのディオファントス近似に負う手法で点の数え上げ問題
等における貢献を与えることを，いくつかの典型的な例を辿ることによって紹介したい．
なおO-minimalityに関連する研究の一環として，Weizmann InstituteのGal Binyamini

氏，明治学院大学の川島 誠氏と筆者との共同研究において，この枠組を踏襲した点の数
え上げを行なっている．

2 Effectivity

Definition 2.1 (Effective). 与えられた情報を用いて有限時間内に終了可能な feasible

algorithm によって，対象物が計算できる状態であることを指す．
計算量が非常に大きいものであっても，その計算が理論的に実行可能なものであれば，

effectiveと称する．

Definition 2.2 (高さ). p/q ∈ Q, p, q ∈ Z, gcd(p, q) = 1に対して p/q の高さを
H(p/q) := max{|p|, |q|} とする. この定義は，数論的な点ではなくとも，絶対値が定めら
れる対象ならば通用する．

2.1 Ineffective な結果
ディオファントス近似の手法のメリットは，対象物を effectiveに決定できることである．
しかしそうでない，即ちまだ ineffective な証明のみが存在する場合も多い．以下はその
代表例である．

Theorem 2.3 (Thue-Siegel-Roth). d次の実代数的数 αを考える. このとき
∀ε > 0に対し

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

H(p/q)2+ε
を満たす p/q ∈ Qは有限個である．

Corollary 2.4 (Thue 方程式). F (X,Y ) ∈ Z[X,Y ] は同次式で次数 ≥ 3であり，
F (X, 1) = 0の根が distinct，また 0 ̸= δ ∈ Zとする．このとき (Thue-Siegel-Rothの近似
から )方程式 F (x, y) = δ の整数解 x, y ∈ Zは有限個になる．

θ ∈ R \ Qが，ある特殊な値であるときに，上記と似ているが effectiveな結果を与え
るディオファントス近似もある．ここで effectiveとは，以下の q0が effectiveに定まるこ
とを意味する．例えば θが多重対数のときなどである [12][13].
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Definition 2.5 (Padé 近似によるディオファントス近似). θに依存する µ > 0が存在
して以下を満たす．effective な ∃q0 > 0が存在し，∀p/q ∈ Q,∀q ≥ q0 に対して∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

qµ
.

上記の Thue 方程式の解の有限性であるが， A. Baker 登場前は ineffective 即ち決定
できないものであった．W. M. Schmidtの部分空間定理 [27]と呼ばれる，K. F. Rothの
近似の多変数版に相当するディオファントス近似があるが，この部分空間定理を経由しな
ければ証明できないものは，現在でも全て ineffective である．

C. L. Siegel は近似を代数体 Kに拡張し, 0 ̸= α, β ∈ Kのときの 2変数の単数方程式
αx+ βy = 1 (x, y ∈ 単数群UK) の解の有限性を得た．この結果はBakerの対数一次形式
によって effectiveに決定しうる（ただし 3以上の個数の変数をもつ単数方程式は，まだ
ineffective）．つまり単数を有限生成乗法群の元と考え，αx+ βyを同次式と看做して，因
数分解を行うことで，2変数のThue 方程式の求解を経由して，Bakerの対数一次形式 [3]

に持ち込むのである．
このように effective な結果を与える手法をO-minimalityの枠組で用いることにより，

André-Oort予想に関連する問題における結果に付加価値を与える例を，以下に述べる．

2.2 対数一次形式
数論的対象を effectiveに決定するには，現時点でこれが最良の方法であろう．KをQ上
d次の代数体，任意の x ≥ 0に対して log+ x = logmax{x, 1}とおく．A. Bakerの対数一
次形式は α1, · · · , αn ∈ Q×が乗法的独立⇒ 1, logα1, · · · , logαnが 1次独立/Q であるが，
代数的数の累乗の積の差に対する下記の形がしばしば有用である．

Definition 2.6 (Height (高さ) projectiveではない). α ∈ Qに対し，primitiveな最小
多項式を a0

∏d
j=1(x−αj) ∈ Z[x], a0 > 0として，h(α) = 1

d

(
log a0+

∑d
j=1max{0, log |αj|}

)
,

H(α) = eh(α), x = (x1, · · · , xn) ∈ Qnに対しH(x) = max{H(x1), · · · , H(xn)} と定める.

Theorem 2.7 (E. M. Matveev (2000)). η1, η2, . . . , ηt ∈ K \{0, 1}とする．∀b1, . . . , bt ∈
Z \ {0}に対し，B = max{|b1|, . . . , |bt|, 3},Θ =

t∏
i=1

ηbii − 1とおく．正実数 V1, . . . , Vt ∈ R

を Vj ≥ max{dh(ηj), | log ηj|, 1} (j = 1, . . . t)を満たすもの，V0 =
t∏

j=1

Vjとおく．
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このとき，Θ ̸= 0ならば以下が成立する．

log |Θ|>−3 · 30t+4(t+ 1)5.5d2V0(1+ log d)(1+ log(tB)).

この肝要な点は，右辺が log(B)であって，Bではないことである．

3 点の数え上げとディオファントス近似
O-minimalityの枠組においてディオファントス近似を用いた，uniformな点の数え上げ証
明法を列記する．

1) W. M. Schmidt (1985) 数の幾何学による証明
2) E. Bombieri -J. Pila (1989) Determinant Method：平均値の定理に負う [9]

3) A. J. Wilkieによる別証明： Analytic Thue-Siegel に負う (引出し論法)

4) Pila -Wilkie (2006) O-minimal 構造における definable set の点の数え上げ
5) L. Kühne[18]及び Y. Bilu-D. Masser-U. Zannier[4]による Andréの定理 (André-

Oort予想の basic case)の対数一次形式による effective版の証明（Brauer-Siegelによる
ineffectiveな部分を回避したもの）

6) 関数体版の代数的独立性に関するAx-Schanuelの定理による証明などである．
以下，記号を導入する．

Definition 3.1 (Dilation (拡大)). X ⊂ Rn を考える. t ≥ 1に対し, Xの t倍の拡大を
tX = {(tx1, · · · , txn) ∈ Rn : (x1, · · · , xn) ∈ X}と定める.

X(Z) = X ∩ Zn, X(Q) = X ∩ Qnとおき，最初にW. M. Schmidtによる点の数え上
げを紹介しよう．N ≥ 1, f ∈ C3([0, N ])を real-valued function, |f(x)| ≤ N，f ′′(x)が
存在して広義単調だが, 少なくとも 1回は f ′′(x) = 0となることを仮定する．今，グラフ
Γ = {(x, y) ∈ R2 : y = f(x)}を考える.

数えたい対象は, 1辺N ≥ 1の正方形に含まれるグラフ Γ上の整数点の個数#Γ(Z)で
あるが (N に依存) f に無関係な uniformな結果を与えることを目標とする．まず，以下
が成立する．

Theorem 3.2 (W. M. Schmidt). 任意の ε > 0に対して, ∃c1(ε) > 0 (f に無関係な定
数)が存在して次を満たす:

#Γ(Z) ≤ c1(ε)N
3/5+ε.
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Swinnerton-Dyer (1974)の結果: ≤ c2(ε,Γ)t
3/5+ε を改良したものである，即ち c2(ε,Γ)

は Γつまり f に依存するが c1(ε)は, uniformである．

Remark 3.3. Schmidtの c1(ε)は，絶対定数にはできない (Bombieri-PilaのAppendix

に述べられた反例である).

3.1 Bombieri - Pila による Integer Pointsの数え上げ
f ∈ CD([0, N ]), |f(x)| ≤ N , |f ′(x)| ≤ 1, f (D) ̸= 0 on [0, N ]とする.

Theorem 3.4 (Bombieri - Pila (1989)). ε > 0に対して, ∃c3(ε,D) > 0 が存在して次
を満たす:

#Γ(Z) ≤ c3(ε,D)N1/2+ε.

W. M. Schmidt によって指数 1/2 で予想されていたものである．さらに次が証明さ
れた．

Theorem 3.5 (Bombieri - Pila). f ∈ C∞([0, 1])が strictly convex ならば

#tΓ(Z) ≤ c4(ε, f)t
1/2+ε

これはP. Sarnakによって予想されていたものである．但し定数 c4(ε, f) は fに依存す
る．f(x) =

√
xを考えると exponent は best possibleである．

3.2 Bombieri - Pila, analytic transcendental 関数の場合
f を有限の閉区間上の関数として，再び Γ = {(x, y) ∈ R2 : y = f(x)}を考える．

Theorem 3.6 (Bombieri - Pila). f(x)を real analytic かつ transcendental functionと
仮定. 任意の ε > 0に対し，∃c5(ε, f) > 0 が存在して， ∀t ≥ 1に対し

#tΓ(Z) ≤ c5(ε, f)t
ε が成立する.

証明は effectiveである.

Remark 3.7. “transcendental set”(後で定義)は few rational pointsしか含まないと
いう主張が成立するか? という疑問が生ずる．これは通常の数論におけるディオファント
ス近似ではなく，O-minimalityの枠組においてこそ，自然な考察ができるのである．
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Remark 3.8. なお，K. Weierstarass及びP. Stäckel (1895)は，整関数になる transcen-

dental functionで代数的数で常に代数的な値をとる例を構成した (K. Mahler の Springer

LNM 546 参照).

3.3 Bombieri - Pila によるRational Pointsの数え上げ
以後は整数点ではなく, 有理点を考える.

Definition 3.9. f を [0, 1] → R で定められた analytic function とする. そのグラ
フ上の有理点 Γ(Q) = Γ ∩ Q2 を考え, さらに T ≥ 1に対して Γ(Q, T ) := {x = (x, y) ∈
Γ(Q), H(x) ≤ T} とおく (resp. Γ(Q, g, T ) := {P ∈ Γ(Q),max{deg x, deg y} ≤ g,H(x) ≤
T}).
ここでN(Γ, T ) := #Γ(Q, T )とおく (resp. N(Γ, g, T ) := #Γ(Q, g, T )).

Theorem 3.10 (Bombieri - Pila). f(x)を real analytic transcendental function と仮
定し, グラフ Γを考える．
任意の ε > 0をとる. このとき ∃c6(ε,Γ) > 0 が存在して, ∀T ≥ 1に対し,

N(Γ, T ) ≤ c6(ε,Γ)T
ε が成立する.

Remark 3.11. c6(ε,Γ)は Γに依存. この定数は計算可能である (個数の上界なので
quantitative を意味するがO-minimality 周辺の Point counting では, 定数は effective と
記述していて，若干の文化の違いがある)．

4 Pila-Wilkie (2006) によるRational Pointsの数え上げ
Jones-Wilkie, Pilaの言語に従い, 簡単にO-minimality の言葉を紹介するが, まず結果を
先に述べよう.

Theorem 4.1 (Pila-Wilkie). Z ⊂ Rn を O-minimal 構造における definable setと
する.

ε > 0とする. ∃c7(Z, ε) > 0が存在して ∀T ≥ 1に対して, 以下が成立:

N(Ztrans, T ) ≤ c7(Z, ε)T
ε.
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Remark 4.2. これは，transcendental set が few rational pointsしか含まないと言う
主張に相当する，いわゆるWilkieの予想の始まりにあたるものである．ちなみにこの定
数 c7(Z, ε)は ineffective である．

以後，対象をRn内で考える. また, 高さとしては (projectiveではない) affine版を常
に考える.

4.1 Semi-algebraic set

Definition 4.3 (basic semi-algebraic · semi-algebraic subset). Z ⊂ Rnとする．Zが
basic semi-algebraic subsetとは，或る多項式P (X) = P (X1, · · · , Xn) ∈ R[X1, · · · , Xn]に
対し, Zが集合 {a := (a1, · · · , an) ∈ Rn : P (a) > 0}として表されるときに言う.

その族 semi-algebraic subset Anは以下のように帰納的に定義される:

1. 全ての basic semi-algebraic subset of Rn はAnに属する.

2. もしX ∈ Anならば Rn \X ∈ An.

3. もしX,Y ∈ Anならば X ∪ Y,X ∩ Y ∈ An (not infinitely many times).

4. Nothing else is in An. つまりBoolean closure.

Remark 4.4. 即ちAnはminimal(極小)であり，次のことが知られている．

1. Direct productで閉じている (X ∈ An, Y ∈ Am =⇒ X × Y ∈ An+m).

2. Projectionで閉じている (X ∈ An+m =⇒ πn+m
n (X) ∈ An) ：Tarski-Seidenbergの定

理に負う証明で，極めて非自明.

3. X ∈ An =⇒ X ∈ An (このXは通常 normによる topological closure).

4. X ∈ An =⇒ X◦ ∈ An (X◦は通常のXの内点集合).

4.2 Examples

Remark 4.5. X ⊂ Rとする. X ∈ A1 ⇐⇒ X は有限個の open intervals ⊂ R及び, 有
限個の点 ∈ Rの和集合.
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Remark 4.6. (a, b) ⊂ R はA1に属する. また, [a, b] = (a, b) ∪ {a} ∪ {b} ⊂ R ∈ A1

である.

Definition 4.7 (semi-algebraic function). f を Rn → Rの関数とする. そのグラフ
∈ Rn+1が semi-algebraic setならば,

f を semi-algebraic functionと称する.

いわゆる ordered field をO-minimalityの枠組で捉え直すことはL. van den Driesによ
り考察され，uniformな有限性評価が述べられることが多い.

しかし, effectivity はしばしば失われる.

我々はむしろO-minimalityの枠組における証明を可能な限りuniformかつ effectiveに
実行することを考えたい.

4.3 Constructible sets

Cnに対しては, constructible sets という概念を導入する.

Definition 4.8 (constructible set). Z ⊂ Cn Zariski closed setとする. 即ち, 或る多
項式 P (z) ∈ C[z1, · · · , zn]に対してZ = Z(P ) = {z ∈ Cn := P (z1, · · · , zn) = 0}を考える.

その族 Cn =上記の Zariski closed subsets ⊂ Cn は以下のように帰納的に定義される:

1. 全ての constructible subset ⊂ Cnは Cnに属する.

2. もしZ ∈ Cnならば Cn \ Z ∈ Cn.

3. もしX,Y ∈ Cnならば X ∪ Y,X ∩ Y ∈ Cn (not infinitely many times).

4. Nothing else is in Cn つまりBoolean closure.

Remark 4.9. 即ち Cnはminimal(極小)である. また，Direct product 及びProjection

で閉じている (Chevallyの定理に負う).

4.4 Structure/Definable set

Definition 4.10 (Structure). A ̸=空集合を考える. 各 n ≥ 1に対してAnの部分集合
の族 Snが与えられたとき, S =

⊔
n≥1 Snを disjoint unionとする. S を structure (on A)

と言う.
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Definition 4.11 (Definable). Structure S̃ :=
⊔

n≥1 S̃n が definableとは，以下のよう
に帰納的に定義されるときに言う.

1. Sn ⊂ S̃n. またX ∈ S̃nはAnの部分集合. さらに a ∈ A, {a} ∈ S̃1.

2. 各 1 ≤ i, j ≤ nに対して集合 {(a1, · · · , an) ∈ An : ai = aj} ∈ S̃nである.

3. X,Y ∈ S̃n =⇒ X ∪ Y,X ∩ Y ∈ S̃n, X ∈ S̃n, Y ∈ S̃m =⇒ X × Y ∈ S̃n+m.

4. X ∈ S̃n+m =⇒ πn+m
n (X) ∈ S̃n.

5. Nothing else is in S̃ (S̃に属する集合も definableと呼ぶ).

Remark 4.12. A = C, Sn = {Z(P ) : P (z1, · · · , zn) ∈ C[z1, · · · , zn]}のとき,

S̃n は constructible setsから成る. S̃nは, Snの Boolean closure. また, A = N, Sn =

{Z(P ) : P (x1, · · · , xn) ∈ Z[x1, · · · , xn]}のとき, S̃n ⊃ Qである.

4.5 Restricted analytic function and O-minimality

Definition 4.13 (Restricted analytic function). f : Rn → Rが restricted analytic関
数とは compact K ⊂ Rn, real analytic g (open set ⊃ Kで定義)が存在し f(x) = g(x) (x ∈
K), f(x) = 0 (x /∈ K)のときにいう.

Definition 4.14 (O-minimal: semi-algebraic subsetの族の拡張). Structure on Rで
ある S がO-minimalとは, every definable set X ∈ S̃1 (not for one S1) が open intervals

及び有限個の点の有限の和集合であるときにいう.

例えば ex = (ex1 , · · · , exn) ∈ Rn 及び A = Rに対し, Aexp
n := {Z(F ) : F (x) =

P (x, ex) for some P (x, y) ∈ R[x, y]}を考える．また，
Aan

n := S̃n, Boolean closure of An = 全ての restricted analytic functions の semi-

algebraic setsを考える．ここでAan,exp
n := Aan

n ∪ Aexp
n とおくと，やっと次の定理が成立

する．

Theorem 4.15 (L. van den Dries-C. Miller). S̃1 = A1が成立する．そしてAan
n , Aexp

n ,

Aan,exp
n はO-minimalである．
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4.6 Algebraic set/Transcendental set
Definition 4.16 (Algebraic or transcendental set). Z ⊂ Rnに対して, Zalg ⊂ Rnと

は connected, positive dimensional semi-algebraic である全ての subsets ⊂ Z の和集合と
する. Ztrans := Z \ Zalgとおく.

このとき，いよいよ次の数え上げ定理が成立する．

Theorem 4.17 (Pila-Wilkie, the first version). Z ⊂ Rn を definable set とする. ε > 0

をとる. このとき ∃c7(Z, ε) > 0が存在し, ∀T ≥ 1に対して

N(Ztrans, T ) ≤ c7(Z, ε)T
ε

が成り立つ．

この評価は一般的には改良できないが, いくつかの場合には改良できるというのが以
下の予想であった．つまり今までの定義の範疇での点の数え上げ問題においては，超越的
な点は，少ししか存在しないということである．：

Conjecture 4.18 (Wilkie, 2006). Z ⊂ RnはRexpにおいて definable と仮定する.

このとき ∃Constants c8(Z), c9(Z) > 0 Zにのみ依る定数が存在し ∀T ≥ eに対し

N(Ztrans, g, T ) ≤ c8(Z)
(
log T

)c9(Z)

.

この結果は，G. Binyamini, D. Novikov, B. Zack [8]により解決された.

Ztransが restricted sub-Pfaffianという条件を満たすときは，定数は effectiveになるが，
一般の場合は ineffectiveな定数として残っている（現在調べている最中である）．
ではAndré-Oort予想におけるディオファントス近似の貢献について，以下に要約する．

5 André-Oort 予想における effective cases

以下の effective casesが対数一次形式などを用いて証明されている．

1. André-Oort 予想 (Pila-Shankar-Tsimermanが最も一般の場合を stateしている) は
部分的に effective であるが，まだ全面的ではない．

2. L. Kühne (2012): modular curve 2個の直積の場合は effective (最初にAndréが証明
した場合)を 対数一次形式によって証明し直した [18]．
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3. Bilu-Masser-Zannier (2013) はO-minimalityを避け, 対数一次形式で, 最も簡単な場
合の André-Oort 予想を effectiveに証明し直した [4] : その証明は，V : irreducible

affine algebraic curve /Qで, 座標が CM invariant である無限個の点を含む =⇒
either horizontal or vertical line を含むか, もしくは, V 自身がmodular curve Y0(n)

であるかのいずれかに限る ，という構想に沿ったものであり，完全に effectiveに証
明した (Andréの証明は, 一部分が ineffectiveであった).

4. L. Kühne はこのために,対数一次形式で j(τ1) + j(τ2) = 1を満たす虚 2次の τ1, τ2は
有限個に限ることを示した [19].

5. Bilu-Masser-Zannierは j(τ1) × j(τ2) = 1を満たす虚 2次 τ1, τ2は存在しないことも
証明. 対数一次形式に加えて, Puiseux級数の表示も援用した [4]．

筆者らは ineffectiveな部分を，現在調べている最中である．

6 代数的独立性 (関数体版)の応用との関連
超越的な点があまり多くない，という述べ方ができる枠組で問題を考える状況ならば，超
越性や代数的独立性が既知である関数もしくは数に関する定理そのものが，点の数え上げ
に使えるはずである．

Conjecture 6.1 (Schanuel予想 (関数体版ではない場合は，n = 1以外は未解決であ
る)). 複素数 z1, . . . , zn ∈ Cを考える. z1, . . . , zn ∈ CはQ上で 1次独立を仮定する. この
とき, 体Q(z1, . . . , zn, exp(z1), . . . , exp(zn))の超越次元は次を満たす.

tr degQ Q(z1, . . . , zn, exp(z1), . . . , exp(zn)) ≥ n.

Remark 6.2. n = 1のときは, Hermite-Lindemann の定理になっているので，n = 1

の場合のみ証明済みである：α ∈ Q×ならば, exp(α) /∈ Q.

Theorem 6.3 (Lindemann-Weierstrass (1885,関数体版ではない場合で，証明済)). 代
数的数 z1, . . . , zn ∈ Qを考え, z1, . . . , zn ∈ QはQ上で 1次独立を仮定する. このとき, 体
Q(z1, . . . , zn, exp(z1), . . . , exp(zn))の超越次元は以下の数に等しく,

tr degQ Q(exp(z1), . . . , exp(zn)) ≥ n を満たす.

Remark 6.4. 驚くべきことかもしれないが，Lindemann-Weierstrassの定理の p進版
は未解決である.
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6.1 Ax-Schanuelの定理
以下のAx-Schanuelの定理は，Schanuel予想の関数体版で，証明済である．易しい場合を
述べよう．

Theorem 6.5 (Ax-Schanuel (1971, Schanuel予想の関数体版)). y1, . . . , yn ∈ tC[[t]]を
formal power seriesで,Q上で 1次独立を仮定する.

このとき, 体C(t)(y1, . . . , yn, exp(y1), . . . , exp(yn))の超越次元は, 以下を満たす.

tr degC(t) C(t)(y1, . . . , yn, exp(y1), . . . , exp(yn)) ≥ n.

このAx-Schanuelには，多くの拡張がある.

O-minimalityの枠組でこの証明を André-Oort予想に役立てるには, 微分体はもちろ
ん, 様々な場合に拡張できることが必要であって，最も肝要なmodular 関数及びその拡張
については, Pila-J. Tsimerman の仕事 (j-関数等に関する 2016年, 2014年の結果)がある．
つまり登場する概念が uniformに扱えるか否か，が鍵であったと言われる（J. Pila, A. N.

Shankar, J. TsimermanによるAndré-Oort予想の証明では，この部分を非常に上手に切
り抜けた）．
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299–315.

[27] W. M. Schmidt, Diophantine Approximation, Lecture Notes in Math., 785, 1980,

Springer.

[28] M. Waldschmidt, Diophantine Approximation on Linear Algebraic Groups,

Grund. Math. Wiss., 2000, Springer.
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分岐律の向こうに見える確率的現象
— 特に対称群のスピン表現でのケーススタディ — ∗

洞　彰人 (HORA Akihito) †

はじめに
有限群の帰納的な系列において, 既約表現の制限と誘導の既約分解 (分岐律) を次々と考えるこ
とによって, 無限に延びる分岐グラフが得られる. この由緒正しくも複雑な枝わかれのくり返しを
ずっと先の方まで眺めたときに何が見えてくるかというのが, 本稿のテーマである. 裏表の出方が
くり返されるコイン投げは, たいへん単純なモデルであるが, 汲めども尽きぬ味わいもある. コイン
投げの枝わかれは Pascal三角形で記述される. 対称群の既約表現の分岐律の場合, 通常表現の分岐
グラフは Youngグラフと呼ばれ, スピン表現の方はしばしば Schurグラフと呼ばれる. これらのグ
ラフがこれからの話の舞台になる. このような分岐グラフの遠くの状況, すなわち分岐律の漸近挙
動を観察するのに, 確率論のさまざまな階層の極限定理が役に立つ. 倍率を変えると見える景色も
違ってくる. 本稿では, もっとも直観的にわかりやすい大数の法則が支配する現象について述べる.

講演では, 代数学の研究者にも興味を感じてもらえるように紹介してみようと思ったが, 結果やい
かに. なお, 副題にあるスピン表現を扱うことの格別な意義はここでは特になく, たまたま筆者が現
在進行形で作業をしているからにすぎない. 以下、おおよそ講演の内容に沿って報告をまとめる.

1 序
C上の有限次元半単純代数の系列

C1 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·

を考える. An の既約表現の同値類全体 Ân (のラベルづけ)を Gn で表す. G =
⊔∞

n=0 Gn を頂点
集合とし, 次の分岐律 (1.1)によって辺のつながりを定めたグラフ (分岐グラフ)を頂点集合と同じ
記号 Gで表す. πγ を γ ∈ Ân に属する An の既約表現とする:

ResAn

An−1
πβ ∼=

⊕
α∈Gn−1

κ(α, β)πα. (1.1)

∗ This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22K03346.
† 北海道大学大学院理学研究院数学部門; hora@math.sci.hokudai.ac.jp
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α ∈ Gn−1, β ∈ Gn に対し, κ(α, β) > 0 のときに β ↘ α または α ↗ β と書き, 辺 (α, β) が
重み κ(α, β) をもつとみなす. 制限のかわりに誘導の既約分解を考えてもよいが, いずれにせよ
Frobeniusの相互律から, 重みは辺の向きによらない.
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∧
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5
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図 1 対称群の射影表現の分岐グラフ: 数字は既約表現の次元

たとえば:

1. An = C[Sn] のとき, Gn は自然数 nの分割全体にとることができ, Gは Young束 (グラフ)

Yとみなせる.

2. {An}として岡田代数の系列をとれば, Gは Young–Fibonacci束 (グラフ) YFである.
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3. 対称群の射影表現を考えて, Sn の表現群 (の 1つ)を S̃n で表し, An = C[S̃n]とおく. 分
岐グラフ (図 1)は, 通常表現の部分 (右半分)は Youngグラフと同一であり, スピン表現の
部分 (左半分)はしばしば Schurグラフと呼ばれる.

4. An = C[Tn ⋊Sn] (環積)の場合は, 各頂点が複数個 (#T̂ 個)の Young図形の組でできる
いわゆる multi-diagram モデルになる.

なお, 1., 2., 3.では κ(α, β) ∈ {0, 1} で無重複となり, 分岐グラフは多重辺をもたない. 一方, 4.で
T が非可換群ならば, 多重辺が生じる.

分岐律の向こうに見える風景として, 1つの大きなテーマは A∞ = lim
n→∞

An (帰納極限群)の指
標の分類と計算 (指標公式)である. 調和解析の観点からは, これはグラフ GのMartin境界の決定
と等価である. 本稿の話題は, Young図形の「形」にこだわった少しマニアックなものであり, A∞

の指標を浮かび上がらせる研究とは異なる域のスケール極限を扱う (つまり倍率が違う). さらに,

統計力学の視点では, 「動的」なモデルが主眼である.

自然数 nの分割全体 {λ |λ ⊢ n} を Pn で表す. λ ∈ Pn のとき, |λ| = n と書き, λのパートの個
数 (行数)を l(λ)で表す. Pn の部分集合の厳格分割 (つまりパートの長さがすべて異なる分割)全
体を SPn で表す. 分割 λの Young図形による表示を Y (λ)とし, Y (λ)を図 2左のように xy 平面
に陳列する. y = |x|でできた器の中に箱を上から落として積んでいく感じである. 箱の頂点が格子
点になる方が好都合なので, 箱の 1辺の長さを

√
2にしておく. Young図形 Y (λ)は, 図 2左の太

線部分 (プロファイルと呼ばれる)で特徴づけられ, xy 平面のグラフ y = Y (λ)(x) とみなす. 箱 1

つの面積が 2なので, ∫ ∞

−∞
(Y (λ)(x)− |x|) dx = 2n, λ ∈ Pn

が成り立つ. 箱数を増やすとともに縦横 1/
√
nでスケール変換 (正規化)すれば,

Y (λ)
√
n(x) :=

1√
n
Y (λ)(

√
nx) so that

∫ ∞

−∞

(
Y (λ)

√
n(x)− |x|

)
dx = 2 (1.2)

をみたし, n→∞で Young図形のなんらかの「形状」が残ると期待できる.

O
図 2 分割 λ = (3, 2) ∈ SP5, 左 Y (λ), 中 S(λ), 右 D(λ)

Young図形の n → ∞での漸近的な挙動としてよく知られている例を 1つ述べる. 図 3のグラ
フは Vershik曲線と呼ばれ,

ΩV(x) =
2
√
6

π
log

(
e

π
2
√

6
x
+ e

− π
2
√

6
x
)

(1.3)

で与えられる. 簡単な計算から,

∫ ∞

−∞
(ΩV(x)− |x|) dx = 2.
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O

y

x

図 3 Vershik曲線

Pn 上の一様な確率測度をM
(n)
U と書く. これは Pn からでたらめに 1つ λをとりだす試行を与

える. このとき, 次の結果が成り立つ (Vershik [16]): ∀ϵ > 0に対し,

M
(n)
U

({
λ ∈ Pn

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣Y (λ)
√
n(x)−ΩV(x)

∣∣ > ϵ
})
−−−−→
n→∞

0. (1.4)

つまり, サイズのそろった膨大な数の Young 図形の中からでたらめに 1 個をとりだすと, いつも
それはおおよそ (1.3)のような形をしているということになる. 確率的な集中現象を記述する 1つ
の形態として, (1.4)のタイプの主張を大数の弱法則 (weak law of large numbers, wLLN)と呼ぶ.

本稿に現れる極限定理はすべてこのタイプである.

2 対称群における Plancherel成長過程
対称群の分岐律にしたがって箱を 1つずつ積む Young図形のランダムな成長を考える. Y (λ)に
箱を 1個つけ加えて Y (µ)ができるとき, λ↗ µと書く. 誘導表現の既約分解の次元に着目すると,

Ind
Sn+1

Sn
πλ ∼=

⊕
µ∈Pn+1:λ↗µ

πµ, (n+ 1) dimλ =
∑

µ∈Pn+1:λ↗µ

dimµ (2.1)

となるので,

P ↑
λµ =

dimµ

(|λ|+ 1) dimλ
, λ↗ µ (2.2)

で定義される行列 P ↑ の成分が λ から µ への推移確率を与える. したがって, (2.2) は分割全体
P :=

⊔∞
n=0 Pn あるいは Young 図形全体 Y :=

⊔∞
n=0 Yn の上の Markov 連鎖を定める. ただし,

P0 := {∅}, Y0 := {∅}. 各 nにおいて Young図形を 1/
√
n圧縮すれば, (1.2)により, 面積は 2に

保たれる.

図 4 成長と圧縮 (1/
√
n) n = 1, 2, 3, 4

講演では, Markov連鎖の超ミニコースとして次の事実を説明した. 可算集合 S 上のMarkov 連
鎖は, {0, 1, 2, . . . }を離散的な時間パラメーターにもつ S 値の確率変数の列 {Zk}で表され, Zk は
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S 上を (ランダムに)動く点の時刻 k での位置を示すと解釈される. Markov連鎖は, 初期分布と呼
ばれる S 上の確率 µ = (µx)x∈S と推移行列と呼ばれる確率行列 P = (pxy)x,y∈S の 2つのデータ
から決まる. ここで,

µx ≧ 0,
∑
x∈S

µx = 1; pxy ≧ 0,
∑
y∈S

pxy = 1.

決まり方は, 条件つき確率の記号 P(A |B) (後ろの事象が条件) を用いて

P(Z0 = x) = µx, P(Zk+1 = y |Zk = x) = pxy

で与えられる. このとき, 時刻 k での分布は行列の積によって計算される (µは横ベクトル):

P(Z1 = y, Z0 = x) = P(Z0 = x)P(Z1 = y |Z0 = x) = µxpxy,

P(Z2 = z, Z1 = y, Z0 = x) = P(Z1 = y, Z0 = x)P(Z2 = z |Z1 = y, Z0 = x)︸ ︷︷ ︸
未来 (Z2) が過去 (Z0) に依存しない= µxpxy P(Z2 = z |Z1 = y) = µxpxypyz.

したがって帰納的に

P(Zk = xk, Zk−1 = xk−1, · · · , Z1 = x1, Z0 = x0) = µx0px0x1 · · · pxk−1xk
,

P(Zk = x) =
∑

x0,··· ,xk−1∈S

µx0
px0x1

· · · pxk−1x = (µP k)x. (2.3)

定常状態は不変分布 νinv によって記述される: νinv = νinvP . Markov 連鎖の定常状態への収束
(漸近挙動) がしばしば問題になる:

µP k −−−−→
k→∞

νinv? How ?

さて, Y (∼= P) 上のMarkov連鎖 {Zk}k∈{0,1,2,··· } として, 初期分布 µ = δ∅ と (2.2)の推移行
列 P = P ↑ = (P ↑

λµ) から定まるものを考える. (2.3)によって

P(Zk = λ) = (δ∅P
↑)λ =

{
(dimλ)2/k!, |λ| = k

0, otherwise
(2.4)

を得る. 実際, λまでの経路 ∅ = λ0 ↗ λ1 ↗ · · · ↗ λk = λ によらず ∏k
j=1 P

↑
λj−1λj

=
dimλ

k!
と

なり, 経路は dimλ 個ある. (2.4) の確率分布は Plancherel 測度と呼ばれ, 対称群に関わる調和解
析で頻繁に登場する. あらためて Pn 上の Plancherel測度M

(n)
Pl とは

M
(n)
Pl ({λ}) = (dimλ)2

n!
, λ ∈ Pn. (2.5)

一様分布M
(n)
U に関する (1.4)と同様に, Plancherel測度M

(n)
Pl に関しても次のような大数の法

則が成立する (Vershik–Kerov [17], Logan–Shepp [13]): ∀ϵ > 0に対し,

M
(n)
Pl

({
λ ∈ Pn

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣Y (λ)
√
n(x)−ΩVKLS(x)

∣∣ > ϵ

})
−−−−→
n→∞

0. (2.6)
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図 5 Vershik–Kerov–Logan–Shepp曲線 (2.7)と Vershik曲線 (1.3)

ただし,

ΩVKLS(x) =


2

π

(
x arcsin

x

2
+
√
4− x2

)
, |x| ≦ 2

|x|, |x| > 2
(2.7)

は Vershik–Kerov–Logan–Shepp曲線と呼ばれる C1 級の曲線で, Ω = ΩVKLS は次式をみたす:∫ ∞

−∞
(Ω(x)− |x|) dx = 2, Ω′(x) =

2

π
arcsin

x

2
(|x| ≦ 2), Ω′′(x) =

2

π
√
4− x2

(|x| < 2).

対称群にまつわる漸近的表現論についての情報を得るには, [11]がよい. Young図形の形状 (と
その極限移行)をとらえる道具として, その著者にちなんだ Kerov推移測度が有用である ([4]に解
説あり). λ ∈ P に対し, Y (λ)のプロファイルの谷座標 (xi)と山座標 (yi)は

x1 < y1 < · · · < yr−1 < xr,

r∑
i=1

xi =

r−1∑
i=1

yi

をみたす. そうすると, 有理関数の部分分数分解

(z − y1) · · · (z − yr−1)

(z − x1) · · · (z − xr)
=

w1

z − x1
+ · · ·+ wr

z − xr
, z ∈ C

において wi > 0,
∑r

i=1 wi = 1 が成り立つので, R上の確率測度

mY (λ) =

r∑
i=1

wiδxi
(xiに重み wi) (2.8)

が得られる. (2.8)を λの Kerov推移測度という. λ ↗ µのとき, 箱 µ/λのコンテントを c(µ/λ)

とおくと, c(µ/λ)は Y (λ)の谷座標になる. フック公式を用いて

mY (λ)({c(µ/λ)}) =
dimµ

(|λ|+ 1) dimλ
(2.9)

を示すことができる. (2.9)は (2.2)の P ↑
λµ に一致している.

z(z−3)
(z+2)(z−1)(z−4) =

5/9
z+2 + 2/9

z−1 + 2/9
z−4

mY (λ) =
5
9δ−2 +

2
9δ1 +

2
9δ4

0 41-2 3
図 6 λ = (4, 2)のときの Y (λ)のプロファイルと推移測度 mY (λ)
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3 対称群のスピン表現
本稿では, スピン表現に関する用語や記号はおおむね [2]にしたがう. 有限群 Gに対して Gの表
現群と呼ばれる有限群 G̃が存在し, Gの射影表現 (Gから PGL(V )への準同型) は G̃の線形表現
にもちあがる. G̃は Gの中心拡大である:

{e} −→ Z −→ G̃
Φ−−→ G −→ {e}.

n ≧ 4, n ̸= 6ならば, 対称群 Sn は 2つの表現群をもつ. 生成元 z, r1, · · · , rn−1 と関係式

z2 = e, zri = riz, r2i = e, (riri+1)
3 = e, rirj = zrjri (|i− j| ≧ 2) (3.1)

によって定まる S̃n は, そのうちの 1つである. Φ(ri)はSn の隣接互換 si である. もう 1つの S̃n

は, 生成元 z, r′1, · · · , r′n−1 と関係式

z2 = e, zr′i = r′iz, r′2i = z, (r′ir
′
i+1)

3 = z, r′ir
′
j = zr′jr

′
i (|i− j| ≧ 2)

によって定まる. 両者の既約表現には 「(r′k の表現行列) = i(rk の表現行列)」 という対応がある
ので, 一方のみ扱えば十分である. 本稿では S̃n を扱う. 中心元 z の作用は idまたは −idであり,

前者の場合を通常表現, 後者の場合をスピン表現と呼ぶことにする. S̃n の既約表現の同値類は

(S̃n)
∧ = (S̃n)

∧
ord ⊔ (S̃n)

∧
spin (3.2)

と分けられる. (S̃n)
∧
ord は S∧

n と同一視され, nの分割全体 Pn でパラメトライズされる. (S̃n)
∧
spin

の元はおおよそ nの厳格分割に対応するが, 自己同伴でない (つまり符号表現をかければ同値でな
くなる)場合は同値でない 2つにわかれる. 今,

SP+
n = {λ ∈ SPn |n− l(λ) が偶数 }, SP−

n = {λ ∈ SPn |n− l(λ) が奇数 }

とおく. 集合 {(λ, γ) |λ ∈ SPn, γ = ±1} を「(λ, 1) ∼ (λ,−1) ⇐⇒ λ ∈ SP+
n」 という関係 ∼

で割ったものが, (S̃n)
∧
spin をパラメトライズする. このとき, [15]にちなんで (λ, γ)を S̃n のスピ

ン既約表現の Nazarovパラメータと呼ぶ. 図 1では, (3.2)に対応して右半分が (S̃n)
∧
ord, 左半分が

(S̃n)
∧
spin を表示している. (λ, γ)に対応する既約表現を τλ,γ と書くことにする. また, 記号として

λ ↘ µ ⇐⇒ µ ↗ λ とする. λが長さ 1の行をもつとき, それをとりのぞいたものを λ− で表す.

対称群のスピン既約表現の分岐律は, 次のようにまとめられる (図 1参照):

λ ∈ SP+
n , ResS̃n

S̃n−1
τλ,±1

∼=
⊕

µ∈SP−
n−1:λ↘µ

(τµ,1 ⊕ τµ,−1) ⊕ δ1,λl(λ)
τλ−,±1 ;

λ ∈ SP−
n , ResS̃n

S̃n−1
τλ,1 ∼=

⊕
µ∈SP+

n−1:λ↘µ

τµ,±1 ⊕ δ1,λl(λ)
τλ−,1 ,

ResS̃n

S̃n−1
τλ,−1

∼=
⊕

µ∈SP+
n−1:λ↘µ

τµ,±1 ⊕ δ1,λl(λ)
τλ−,−1. (3.3)
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Sn の群環 C[Sn]の元

Jk = (1 k) + (2 k) + · · ·+ (k−1 k), J1 = 0

は Jucys–Murphy元と呼ばれ, 対称群の表現論を展開する上で重要な役割を演じる. 特に, 分岐律
が Jucys–Murphy元の作用のスペクトル分解としてとらえられる. 対称群の Jucys–Murphy元の
スピン版を導入しよう ([12]参照).

(3.1)の生成元を用いて S̃n における互換を

[i j] = zj−i−1rj−1 · · · ri+1riri+1 · · · rj−1 = z[j i], 1 ≦ i < j ≦ n

で定める. r-サイクルは

[i1 · · · ir] = [ir−1 ir] · · · [i2 ir][i1 ir], 1 ≦ i1, i2, . . . , ir ≦ n

とする. そして C[S̃n]の Jucys–Murphy元を

J̃k = [1 k] + [2 k] + · · ·+ [k−1 k] (2 ≦ k ≦ n), J̃1 = 0 (3.4)

で定める. Jucys–Murphy元は次の性質をもつ:

• J̃kJ̃l = zJ̃lJ̃k (k ̸= l),

• J̃ 2
k と J̃ 2

l が可換,

• ri と J̃ 2
k が可換 (k ̸= i, i+ 1).

分岐律との関係を見るために,

Γλ,γ = {(µ, δ) ∈ (S̃n−1)
∧
spin | (λ, γ)↘ (µ, δ)}, (λ, γ) ∈ (S̃n)

∧
spin

とおく. (λ, γ) ∈ (S̃n)
∧
spin に対応する既約表現 (の表現空間)を Vλ,γ とすると,

Vλ,γ =
⊕

(µ,δ)∈Γλ,γ

Wµ,δ, Wµ,δ
∼= Vµ,δ (λ ∈ SPn, µ ∈ SPn−1).

このとき, 作用素 τλ,γ(J̃
2
n ) は各Wµ,δ 上ではスカラー

1

2
c(λ/µ)

(
c(λ/µ)+1

) で作用する. c(λ/µ)

は箱 λ/µのコンテントであった. このことから, Kerov推移測度との関係を導くことができる.

Sn の場合は Biane [1]による次の結果が成り立つ ([4]にも解説あり): Sn の外を消す (0に写
す)線型作用素 E : C[Sn+1] −→ C[Sn] を考えて

χλ(EJ k
n+1)

dimλ
=

∑
µ∈Pn+1 :µ↘λ

c(µ/λ)kmY (λ)

(
{c(µ/λ)}

)
= Mk(mY (λ)) (λ ∈ Pn, k ∈ N)

ただし, Mk は測度の k 次モーメントを表す: Mk(mY (λ)) =

∫
R
xk mY (λ)(dx).

S̃n の場合, Kerov推移測度を考えるには, 厳格分割 λ ∈ SPn のシフト対称図形 (またはダブル)

と呼ばれる D(λ) ∈ Y2n を導入するのが便利である. S(λ)から D(λ)を作る方法は, 図 7(図 2の
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O
図 7 分割 λ = (3, 2) ∈ SP5, 左 Y (λ), 中 S(λ), 右 D(λ)

再掲)右図から類推してほしい. [3]参照. ただし, [3]にある定義とは左右の貼りあわせが少しずれ
ている. S̃n の外を消す作用素を Ẽ : C[S̃n+1] −→ C[S̃n] とする. 分岐律 (3.3), Jucys–Murphy

作用素のスペクトル分解, 既約表現の次元 dim(λ, γ)に関するフック公式のスピン版などを用いて,

次の等式が示される.

命題 3.1（[8]） λ ∈ SPn, k ∈ N に対し, (3.4)の Jucys–Murphy元 J̃n+1 ∈ C[S̃n+1] は

χ(λ,γ)
(
ẼJ̃ 2k

n+1

)
dim(λ, γ)

=
∑

µ∈SPn+1 :µ↘λ

(c(µ/λ)(c(µ/λ) + 1
)

2

)k

mD(λ)

(
{c(µ/λ),−c(µ/λ)−1}

)
(3.5)

をみたす.

(3.5)の右辺は, D(λ)のプロファイルを 1/
√
2縮小したもの ((1.2)参照)の推移測度 mD(λ)

√
2 の

2k 次モーメントにだいたい等しい. D(λ)が左右対称でないので, 少しずれる.

Plancherel 測度に関する大数の法則 (2.6)のスピン版を考えよう. (S̃n)
∧
spin 上の確率M と S̃n

上の正規化されたスピン中心的正定値関数 f とが

f(x) =
∑

ξ∈(S̃n)∧spin

M({ξ})χ
ξ(x)

dim ξ
(3.6)

によって対応する. ただし, 関数 f がスピンであるとは, f(zx) = −f(x) をみたすことを意味し,

正規化は f(e) = 1 のことである. (3.6)は f の Fourier展開にほかならない. 表現論的なアンサン
ブルでは, 確率測度よりもむしろ (3.6)でつながった正定値関数が明示的にわかっていることも多
い. 今, nに依存した確率の列 {M (n)}あるいは関数の列 {f (n)}があるとし, M (n) に関する期待
値を E(n) で表すと, (3.5)と (3.6)から,

1

nk
f (n)

(
ẼJ̃ 2k

n+1

)
≒ E(n)

[
M2k

(
mD(λ)

√
2n

)]
(3.7)

が得られる. このアンサンブルでしかるべき大数の法則が成り立つとすれば, D(λ)
√
2n が n → ∞

で極限形状 ω に収束し, mω の 2k 次モーメントが (3.7)の右辺の極限値として計算される. 一方,

(3.7)の左辺については, ẼJ̃ 2k
n+1 を共役類で展開し, 関数 f (n) の情報や S̃n+1 の共役類の構造を用

いた組合せ論的考察が機能する可能性がある.

例として, スピン Plancherel測度を見てみよう. (S̃n)
∧
spin 上の Plancherel測度と, 対応する S̃n
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上のスピン正定値関数は

M
(n)
Pl,spin

(
{(λ, γ)}

)
=
{dim(λ, γ)}2

n!
←→ f (n)(x) =


1, x = e

−1, x = z

0, その他

で与えられる. このとき, スピン Plancherel 測度に対する次の大数の弱法則が成り立つ (Ivanov

[9], [10]; Matsumoto–Śniady [14]): ∀ϵ > 0,

M
(n)
Pl,spin

({
(λ, γ) ∈ (S̃n)

∧
spin

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣D(λ)
√
2n(x)−ΩVKLS(x)

∣∣ > ϵ
})
−−−−→
n→∞

0. (3.8)

ΩVKLS は (2.7)のとおり. 意外にも, 極限形状は通常表現と同じ ΩVKLS (の右半分) である.

4 制限誘導過程 — 通常, スピン
本稿の主眼である動的なモデルに進もう. (2.1) を有限群 G とその部分群 H に一般化する.

ξ ∈ Ĝと η ∈ Ĥ に対して [ResGHξ : η] = [IndGHη : ξ] = cξη とおくと,

ResGHξ ∼=
⊕
η∈Ĥ

[cξη] η, IndGHη ∼=
⊕
ξ∈Ĝ

[cξη] ξ.

この既約分解に付随して 2つの確率行列 P ↓ = (P ↓
ξη)ξ,η, P ↑ = (P ↑

ηξ)η,ξ :

P ↓
ξη =

cξη dim η

dim ξ
, P ↑

ηξ =
cξη dim ξ

[G : H] dim η
(4.1)

が生じる. その積 P = P ↓P ↑ も確率行列であり, P を推移確率行列にもつ Ĝ 上の Markov 連鎖
が考えられる. これを制限誘導連鎖と呼ぶことにする (かわりに P ↑P ↓ なら Ĥ 上の誘導制限連
鎖). Ĝ上の Plancherel測度 MPl({ξ}) = (dim ξ)2/|G| (対称群では (2.5)) は P からできるこの
Markov連鎖の不変分布になっている.

G = S̃n, H = S̃n−1 のとき, P はブロック対角行列

P =

(
Pord O
O Pspin

)
(4.2)

であることがわかり, Pord は (S̃n)
∧
ord (∼= Pn

∼= Yn) 上の Markov 連鎖 {Z(n) ord
k }k∈{0,1,2,... },

Pspin は (S̃n)
∧
spin 上のMarkov連鎖 {Z(n) spin

k }k∈{0,1,2,... } をそれぞれ誘導する.

これらはともに, 時刻 k →∞で分布が Plancherel測度に収束する :

P(Z(n)
k = ξ) −−−−→

k→∞
M

(n)
Pl ({ξ}), ξ ∈ (S̃n)

∧.

一方, 大数の法則 (2.6)と (3.8)から, 通常表現・スピン表現ともに, サイズ n → ∞での極限形状
ΩVKLS への収束

Y (λ)
√
n, D(λ)

√
2n −−−−→

n→∞
ΩVKLS (M

(n)
Pl に関する確率収束)
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がわかっている. そうすると, n (系の大きさ) と k (時間) のバランスを保ったスケール極限を考
察することにより, 途中の時刻の極限形状がつかまるのではないかという問が生じる. そのために
は, Markov連鎖を連続時刻 sに修正したモデル (Markov過程)を扱う方が便利なので, その要領
を簡単に紹介する. 直観的には, Markov連鎖が推移行列で指定される推移確率にしたがってジャ
ンプするタイミングを, 時刻 0, 1, 2, . . . ではなく, 連続な待ち時間を導入してランダムにしてやれ
ばよい. 独立な確率変数列で, Markov 連鎖 {Zk} とも独立かつそれぞれが同一の指数分布にした
がうような列 τ1, τ2, · · · を用意する. j 回めのジャンプまでの待ち時間を τ1 + · · · + τj とし, 図 8

のような階段関数を標本にもつ確率過程 {Ns}s≧0 ができる. {Ns}を Poisson過程と呼ぶ. 各 Ns

は Poisson分布にしたがう:

P(Ns = k) =
e−ssk

k!
, k ∈ {0, 1, 2, · · · }.

Ns

0 τ1 τ2 τ3 s

1

2

3

図 8 Poisson過程 Ns の標本

そうして s ≧ 0 に対して Xs = ZNs とおけば, {Xs}s≧0 が求める連続時刻の Marov 過程であ
る. なお, 待ち時間の分布を指数分布としたのは, Markov性を得るためには必然であった. もとの
Markov連鎖 {Zk}を定めた初期分布 µと推移行列 P のデータを用いて, Markov過程 {Xs}の時
刻 sにおける分布が

P(Xs = x) =

∞∑
k=0

P(ZNs = x,Ns = k) = · · · =
∞∑
k=0

(µP k)x
e−ssk

k!
= (µes(P−I))k

で与えられる. I は単位行列であり, µは横ベクトル扱いである.

さて, (4.1), (4.2)から定まる制限誘導連鎖をサイズ nも明示して {Z(n)
k }k∈{0,1,2,... } と書き, 時

刻に Poisson過程 Ns を代入して X
(n)
s = Z

(n)
Ns
によって制限誘導過程 {X(n)

s }s≧0 を考える. 通常
表現あるいはスピン表現上だけで考えるときは, X

(n) ord
s やX

(n) spin
s で表す. X

(n)
s の分布をM

(n)
s

とする : P(X(n)
s = ξ) = M

(n)
s ({ξ}). 系のサイズを無限大にもっていったときに, 大数の法則に

よって動的な極限形状への集中が起こるかどうかを次のように定式化する.

解釈 tを巨視的時刻とし, sを微視的時刻として, s = tn のもとで tを固定して n→∞ の極限を
とる. 空間方向は 1/

√
nの縮尺なので, 拡散的なスケール極限と言える. もし集中現象が起これば,

tに依存した極限形状 ω = ω(t, x) が得られるであろう. こうして, 微視的にはMarkov過程で記述
されるランダムな運動が, スケール極限をとおして, 巨視的には決定論的な時間発展として観察さ
れることになる.
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定理 4.1（[5], [6], [7], [8] ただし, 以下の主張は若干不正確） 制限誘導過程 {X(n)
s }s≧0 において

X
(n)
s の分布をM

(n)
s とする. 初期時刻 t = 0で次の状況を仮定する.

仮定 初期分布M
(n)
0 に関して大数の法則が成り立つとする : ∀ϵ > 0に対し,

M
(n) ord
0

({
λ ∈ (S̃n)

∧
ord

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣Y (λ)
√
n(x)− ω0(x)

∣∣ > ϵ

})
−−−−→
n→∞

0, (4.3)

M
(n) spin
0

({
(λ, γ) ∈ (S̃n)

∧
spin

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣D(λ)
√
2n(x)− ω0(x)

∣∣ > ϵ

})
−−−−→
n→∞

0. (4.4)

ω0 はそれぞれの初期形状である. さらにあと少し, 技術的な細かい条件を課すが, ここでは省略す
る. このとき,

結論 巨視的時刻 t > 0に集中現象が伝播する. すなわち, M
(n)
tn に関して大数の法則が成り立つ :

∀ϵ > 0に対し,

M
(n) ord
tn

({
λ ∈ (S̃n)

∧
ord

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣Y (λ)
√
n(x)− ωt(x)

∣∣ > ϵ

})
−−−−→
n→∞

0, (4.5)

M
(n) spin
tn

({
(λ, γ) ∈ (S̃n)

∧
spin

∣∣∣ sup
x∈R

∣∣D(λ)
√
2n(x)− ωt(x)

∣∣ > ϵ

})
−−−−→
n→∞

0. (4.6)

ωt はそれぞれの巨視的な形状である. t→∞で ωt は ΩVKLS に一様収束する.

通常表現, スピン表現のそれぞれの主張は独立している. すなわち, (4.3) から (4.5) が導かれ,

(4.4)から (4.6) が導かれる.

連続時刻にすると, たとえば tについての微分が考えられる. Kerov推移測度は極限形状にも自
然に定義が拡張され, その Stieltjes変換が考えられる:

G(t, z) =

∫
R

1

z − x
mωt(dx), z ∈ C+. (4.7)

定理 4.2 (4.5) と (4.6) の極限形状 ωt はともに, (4.7) で与えられる Kerov 推移測度の Stieltjes

変換 G = G(t, z)が方程式
∂G

∂t
= −G ∂G

∂z
+G+

1

G

∂G

∂z
(4.8)

をみたす.

なお, ω = ωt(x) = ω(t, x) に対する方程式は得られていない. (4.8)のほかに, 自由確率論の概念
(自由たたみこみ, 自由キュムラントなど)を用いた ωt の時間発展の記述が可能である.
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[14] S. Matsumoto, P. Śniady, Random strict partitions and random shifted tableaux, Selecta

Math. (2020) 26; 10, 1–59.

[15] M.L. Nazarov, Young’s orthogonal form of irreducible projective representations of the

symmetric group, J. London Math. Soc. (2) 42 (1990), 437–451.

[16] A.M. Vershik, Statistical mechanics of combinatorial partitions, and their limit shapes,

Funct. Anal. Appl. 30 (1996), 90–105.

[17] A.M. Vershik, S.V. Kerov, Asymptotics of the Plancherel measure of the symmetric group

and the limiting form of Young tables, Soviet Math. Dokl. 18 (1977), 527–531.

13



Recent development of the relationship

between arithmetic modules and zeta values

栗原 将人 (慶應義塾大学理工学部)

1 はじめに
最近、Samit Dasgupta は、M. Kakde, K. Ventullo, J. Silliman, J. Wang

らと共に次々と大予想を証明している。Gross-Stark 予想 (p 進 L 関数が自
明な零点を持つときの leading term と複素 L 関数の値との関係についての
予想)、Brumer-Stark 予想 (以下で述べる)、総実代数体上の Hilbert の第 12

問題 (類体の構成問題)、CM拡大に対する乗法群についての同変玉河数予想
(cf. §5)といった具合で、今まで手がつけられないと思われてきた予想が次々
と解決されている。本稿では、彼らの仕事を紹介するが、それらは、筆者な
らびに筆者と共同研究者の研究と深く結びついている。
まず、Brumer-Stark予想について述べる。19世紀の終わりに Stickelberger

は Gauss 和の素イデアル分解を記述することに成功して、Stickelberger 元と
いうものが abel体のイデアル類群を消すことを証明した。Stickelberger 元は
同変 zeta関数の s = 0 での値と考えることができ、Brumer は Stickelberger

の定理を総実代数体上の CM拡大に一般化する予想を提起した。その後、一
般的な Stark 予想の枠組みで考えると、類群より射類群について考える精密
化が成立すべきということ (Brumer-Stark 予想)がわかってきた。K/k を有
限次 abel 拡大で、K を CM体、k を総実代数体とする。G = Gal(K/k) と
おく。T を K/k で不分岐な k の有限素点の空でない有限集合とするとき、
Stickelberger 元は

θTK/k =
∏
v∈T

(1− Frob−1
v N(v))

∑
σ∈G

ζ(0, σ)σ−1

と定義される。ここに、Frobv ∈ G は v の Frobenius 置換、Nv はイデアル
v のノルム, ζ(s, σ) は K/k の部分 zeta関数である。θTK/k ∈ Z[G] であるこ
とが知られている (Deligne Ribet [11] および Cassou-Noguès [6])。TK を T

の上にある K の素点の集合として、K の ∏
w∈TK

w 射類群を T 射類群と呼
び、ClT (K) と書くことにする。T を §2.1 の条件をみたすように取るとき、
Brumer-Stark 予想は

θTK/k ∈ AnnZ[G](Cl
T (K)) (1)
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と定式化される。この予想は、Tate [20] IV §6 にあるように、abel 拡大の構
成とも関係する。
Dasgupta, Kakde [8] の証明の核心は、彼らが keystone theorem と呼んだ

Burns, Kurihara, Sano の主予想の CM拡大の場合 (Theorem 3.1 参照)であ
る。そこで、本稿では Burns, Kurihara, Sano の主予想 (§2 参照)を中心に
して解説を行う。
(1) の証明では ClT (K) の Fitting イデアルではなく、その Pontryagin 双

対の Fitting イデアルを考える必要がある。Dasgupta と Kakde は、筆者が
[14] で提示した予想を解決し、FittZ[G](Cl

T (K)∨) を 2 成分を除いて完全に
決定した (定理 3.2)。
Burns, Kurihara, Sano の主予想は通常の岩澤主予想よりも強い予想であ

るが、そのことをはっきりさせるために、§4 では、定理 3.1 が総実代数体上
の同変岩澤主予想を導くことを示す。

§5 では、同変玉河数予想の最近の発展について述べる。Dasgupta, Kakde,

Silliman は、自分達が証明した CM体に対する Burns, Kurihara, Sano の
主予想 (定理 3.2, 特に (8)) を base camp にして、ついに CM 拡大に対す
る同変玉河数予想も証明した。[4] で筆者らは、同変玉河数予想から Burns,

Kurihara, Sano の主予想が従うことを証明したのだが、この方向を逆向きに
さかのぼることに成功したのである。§5 でこのことについて述べる。

2 Stark 予想と Burns Kurihara Sano の主予想
この節の目標は、(乗法群に対する) Burns Kurihara Sano の主予想 ([4]

Conjecture 7.3) を紹介することである。この予想は、Stark 予想、Rubin-

Stark 予想の精密化であり、さらに、通常の岩澤主予想や同変岩澤主予想を、
その特別な場合として含んでいる。Dasgupta, Kakde, Silliman, Wang は
Burns Kurihara Sano の主予想を CM 拡大の場合に証明したのだが (p > 2

のとき [8], p = 2 のとき [10])、この予想はもっと一般に、任意の代数体の
有限次 abel 拡大に対して定式化されている。それを述べるために、まずは
Stark 予想、Rubin-Stark 予想から簡潔に述べて行きたいと思う。

2.1 Stark 予想、Rubin-Stark 予想
K/k を有限次 abel 拡大として、G = Gal(K/k) と書く。S∞ を k の無限

素点全体からなる集合、S を S∞ を含む k の素点の有限集合、G の指標 χ

に対して、LS(s, χ) を S-truncated L 関数、すなわち

LS(s, χ) =
∏
v ̸∈S

(1− χ(Frobv)Nv−s)−1
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とする。また、C 全体で正則な関数を得るために、T を S と交わらない k

の素点の有限集合とし、LT
S (s, χ) を “T -smoothed” した L 関数、すなわち

LT
S (s, χ) = (

∏
v∈T

(1− χ(Frobv)Nv1−s))LS(s, χ)

と定義する。K/k の (S, T ) 同変 L 関数を

θTK/k,S(s) =
∑
χ∈Ĝ

LT
S (s, χ

−1)eχ

と定義する。ここに、eχ = (#G)−1Σσ∈Gχ(σ)σ
−1 である。

以下、Stark 予想を述べるときの通常の仮定をおく。まず、S は K/k で分
岐する素点全体の集合 Sram(K/k) を含むとする。また、r ∈ Z≥0 を非負整
数として、S の r 個の素点 v1,...,vr ∈ S は K/k で完全分解するとする。こ
のとき、ords=0 L

T
S (s, χ) ≥ r であり、

θ
(r),T
K/k,S = lim

s→0
s−rθTK/k,S(s)

とおく。θ(r),TK/k,S ∈ R[G] となる。S, T の上にある K の素点を SK , TK と書
き、w ∈ TK に対してその剰余体を κ(w) と書く。OK,S を SK の外の素点で
は整な K の元たちがなす環とし、(OT

K,S)
× := Ker(O×

K,S →
⊕

w∈T κ(w)
×)

が Z-torsion free となるように T を取る。これは緩い条件で、たとえば、T
に剰余標数が異なる 2 つの素点が属せばみたされる。
YK,S =

⊕
q∈SK

Z とおき、YK,S → Z を (nw)w∈SK
7→

∑
nw として、

XK,S = Ker(YK,S → Z) とおく。Dirichlet regulator 写像

λK,S : O×
K,S ⊗ R ≃−→ XK,S ⊗ R

を λK,S(x) = −
∑

w∈SK
log |x|ww で定義する。λK,S は同型

λK,S : (

r∧
Z[G]

(OT
K,S)

×)⊗ R ∼−→ (

r∧
Z[G]

XK,S)⊗ R

を誘導するので、これも λK,S と書く。i = 1,...,r に対して、wi を vi の上に
ある K の素点とし、v0 ∈ S を v1,...,vr 以外の k の素点で、その上にある K

の素点 w0 もひとつ取る。このとき、

λK,S(η
T
K/k,S) = θ

T,(r)
K/k,S ∧

r
i=1 (wi − w0)

となる ηTK/k,S ∈ (
∧r

Z[G](OT
K,S)

×) ⊗ R を Stark 元あるいは Rubin-Stark 元
と呼ぶ。
Stark 予想は、この状況で、

ηTK/k,S ∈ (

r∧
Z[G]

O×
K,S)⊗Q = (

r∧
Z[G]

(OT
K,S)

×)⊗Q (2)
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と定式化される。ηTK/k,S ∈
∧r

Z[G](OT
K,S)

× は一般には成り立たず、ηTK/k,S の
integral な性質は次に述べる Rubin-Stark 予想で定式化される。ϕ1,...,ϕr ∈
HomG((OT

K,S)
×,Z[G]), m1,...,mr ∈ (OT

K,S)
× に対して

(ϕ1 ∧ ... ∧ ϕr)(m1 ∧ ... ∧mr) = det(ϕi(mj)) ∈ Z[G]

と定義する。これを線型に延長して、任意の Φ ∈
∧r

HomG((OT
K,S)

×,Z[G])
と x ∈ (

∧r
Z[G](OT

K,S)
×)⊗Q に対して、Φ(x) ∈ Q[G] が定義される。

Rubin-Stark 予想は、任意の Φ ∈
∧r

HomG((OT
K,S)

×,Z[G]) に対して、

Φ(ηTK/k,S) ∈ Z[G] (3)

となることを主張する。
たとえば、k = Q であれば、円単数や Gauss 和を用いて Stark 元は構成

され、上の予想 (2), (3) は証明されている。

2.2 Exterior bidual 加群
R を可換環、M を R 加群とするとき、HomR(M,R) を R∗ と書くことに

する。このとき、r ∈ Z≥0 に対して、Exterior bidual 加群 ∩r
RM を

r∩
R

M = (

r∧
R

M∗)∗

で定義する。
x ∈M に対して、x から自然に決まる R のイデアル I(x) が

I(x) = {Φ(x) | Φ ∈
r∧
R

M∗}

で定義される。
外積との関係については、自然な写像

r∧
R

M −→
r∩
R

M

が x 7→ (Φ 7→ Φ(x)) によって定義されるが、この写像は一般に単射でも全射
でもない。R が体のとき、あるいは体の直和のとき、この写像は同型である。
従って、∩r

Q[G](OT
K,S)

× ⊗Q = (
∧r

Q[G](OT
K,S)

×)⊗Q であり、
r∩

Z[G]

(OT
K,S)

× →
r∩

Q[G]

(OT
K,S)

× ⊗Q = (

r∧
Q[G]

(OT
K,S)

×)⊗Q

なる写像が定義できる。この写像は単射であることが示せ、∩r
Z[G](OT

K,S)
×

を (
∧r

Q[G](OT
K,S)

×)⊗Q の部分加群と見ることができる。したがって、Stark
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予想 (2) が正しければ ∧r
Q[G](OT

K,S)
× ⊗ Q の元である ηTK/k,S に対して、

Rubin-Stark 予想 (3) は

ηTK/k,S ∈
r∩

Z[G]

(OT
K,S)

×

と書き直すことができる。

2.3 BKS の主予想
Rubin-Stark 予想が正しければ、ηTK/k,S に伴うイデアル I(ηTK/k,S) ⊂ Z[G]

がどのようなものか知ることは、最も重要な問題となる。このイデアルは数
論的加群の情報が含まれており、それを記述するのが Burns Kurihara Sano

の主予想 (以下では BKS の主予想と略す)である。
まず、Burns, Sano と筆者による [4] に従って、2 つの Selmer 加群を導入

する。S, T は §2.1 の条件をみたす素点の有限集合とする。

(KT )× = {x ∈ K×| ordw(x− 1) > 0 for all w ∈ TK}

とおいて、

SelTS (K) = Coker(
∏

w ̸∈SK∪TK

Z→ HomZ((K
T )×,Z))

(ここに、上の写像は、(xw)w 7→ (a 7→
∑

w ordw(a)xw)) と定義する。
このとき、ClTS (K) を OK,S の T 射類群とすると、

0→ ClTS (K)∨ → SelTS (K)→ HomZ((OT
K,S)

×,Z)→ 0 (4)

なる完全系列が存在する ([4] Proposition 2.2)。ここに、ClTS (K)∨ は ClTS (K)

の Pontryagin 双対である。
もうひとつの加群は Ritter-Weiss加群 ∇T

S (K)である。この加群の定義は、
ここでは述べない。類体論で現れる大域 fundamental class,局所 fundamental

class を用いて定義することもできるが ([16], [14] §2, [8] Appendix A 参照),

[4] Definition 2.6 にあるように “Weil-étale cohomology complex” のコホモ
ロジーとして定義することもできる。この加群は、

0→ ClTS (K)→ ∇T
S (K)→ XK,S → 0 (5)

なる完全系列をみたす ([4] Remark 2.7)。
一般に可換環 R と有限表示 R 加群 M に対して、R 加群の完全系列

Rm → Rn → M → 0 を取り、Rm → Rn の行列表示を A として、A
の n− i 次小行列式全体で生成される R のイデアルを i 次 Fitting イデアル
と呼び、Fitti,R(M) と書く (i は 0 以上の整数)。このイデアルは、上の完全
系列の取り方によらない。i = 0 のとき、Fitt0,R(M) を単に FittR(M) と書
くことにする。
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予想 2.1. (Burns Kurihara Sano の主予想) S, T を §2.1 で述べたように取
るとき、

Fittr,Z[G](∇T
S (K)) = I(ηTK/k,S) (6)

Fittr,Z[G](Sel
T
S (K)) = I(ηTK/k,S)

# (7)

が成り立つ。ここに x 7→ x# は σ 7→ σ−1 (σ ∈ G) が誘導する Z[G] の
involution である。

(6) と (7) は同値であることが示せる ([4] Lemma 2.8)。
V = {v1, ..., vr} とおく。YK,V は階数 r の自由 Z[G] 加群であり、0 →

XK,S\V → XK,S → YK,V → 0 という完全系列が存在する。写像 ∇T
S (K)→

XK,S に関する XK,S\V の逆像を ∇T
S,V (K) と書くことにする。このとき、

0→ ClTS (K)→ ∇T
S,V (K)→ XK,S\V → 0 なる完全系列が存在する。この加

群 ∇T
S,V (K) を用いると、予想 2.1 は

FittZ[G](∇T
S,V (K)) = I(ηTK/k,S)

とも書き換えられる。

3 CM 拡大の場合
3.1 Dasgupta, Kakde, Silliman, Wang の keystone the-

orem

§2 で考えた代数体の有限次 abel 拡大 K/k が CM 拡大であるとする。す
なわち、K が CM 体で k が総実代数体であるとする。さらに、r = 0 と取
る (すなわち V が空集合)。このとき、∇T

S (K) および SelTS (K) は正方表示
を持つ、つまり Z[G]n → Z[G]n → ∇T

S (K) → 0 という形の完全系列が存在
する (SelTS (K) についても同様)。したがって、FittZ[G](∇T

S (K)) は単項イデ
アルになる。

θTK/k,S = θTK/k,S(0) =
∏
v∈T

(1− Frob−1
v N(v))

∑
σ∈G

ζS(0, σ)σ
−1

とおく。Deligne, Ribet [11] および Pierrette Cassou-Noguès [6] により、
θTK/k,S ∈ Z[G] となることが知られている。
CM拡大に対する BKS の主予想は

FittZ[G](∇T
S (K)) = (θTK/k,S)

となる。
ρ ∈ G を複素共役とし、Z[G] 加群M に対して、M− =M/(1+ρ) とおく。

M− は Z[G]− = Z[G]/(1 + ρ) 加群である。次の定理 3.1 を証明するには、
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⊗Zp して、各素数 p に対して、Zp[G]− 上で証明すればよいが、このことは
p > 2 に対しては Dasgupta, Kakde [8], p = 2 に対しては Dasgupta, Kakde,

Silliman, Wang [10] によって証明された。なお、p > 2 であれば Zp[G] 加群
M に対して、M− は ρの −1固有空間、つまりM− = {x ∈M | ρ(x) = −x}
ともみなせることに注意しておく。

定理 3.1. (Dasgupta, Kakde, Silliman, Wang, [8], [10]) S, T を §2.1で述べ
た条件をみたす素点の有限集合とするとき、

FittZp[G]−(∇
T
S (K)−) = θTK/k,S Zp[G]−,

FittZp[G]−(Sel
T
S (K)−) = (θTK/k,S)

# Zp[G]−

が成立する。

正確に述べると、[8], [10] で証明されているのは、次の定理である。Σ を
K/k で分岐する p の上の素点の集合と S∞ の合併 (Σ は Sram(K/k) の部
分集合)、Σ′ を K/k で分岐する p と素な素点の集合と T との合併とする。
Dasgupta, Kakde, Silliman, Wang は

FittZp[G]−(∇
Σ′

Σ (K)−) = θΣ
′

K/k,Σ Zp[G]− (8)

を “keystone theorem”として証明している (このような Σ, Σ′ を取るという
のも Dasgupta, Kakde の巧妙な工夫である)。(8)式のような (Σ,Σ′) 版の式
から定理 3.1のような (S, T )版の式を導くには、簡単に言うと、(Σ,Σ′) から
(S, T ) に変更したときに生じる両辺のずれが同じであることを示すのである。
このことはたとえば、[9] Lemma 6 の証明で詳しく説明されている。
(8)の証明には、さまざまなことが必要である。特に、群環係数の Hilbert保

形型式の理論 (肥田理論の有限版のようなもの)を構成する。そして、Eisenstein
級数のあらゆる cuspでの定数項を計算し、定数項写像の全射性を示す (これ
は Sillimanだが、このためには polarization を固定しないmoduli空間を考
える必要あり)。また、(雑な言い方だが) ∇Σ′

Σ (K)− が保形型式に伴う表現で
作れるものよりも十分に大きいことを言うのである (不分岐拡大を保形型式
に伴う表現から作るという Ribetの方法の ∇Σ′

Σ (K)− への一般化)。N を十
分大きく取り、k ≡ 1 (mod pN (p− 1)) をみたす重さ k の保形型式を用いて
証明を行う。このように、岩澤理論のような無限次拡大は使わず、代数体上
ですべて証明するので、岩澤理論を使うと必要になる µ = 0 の仮定や trivial

zero についての条件などは、必要なくなり、仮定が何も必要ない無条件の定
理が得られるのである。Gross-Stark 予想の証明 [7] で使われた手法も役に
立っている。
p = 2 を扱う [10] では、基本方針は同じだが、多くの困難が続出する。F2

上の 2次元表現の半単純化に現れる 1 次指標を見るとき、偶指標と奇指標の
区別ができないという大問題がある。それ以前に根本的な問題として、Z2[G]
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加群M からM− を取るという操作は完全系列を保たないという問題がある。
このような多くの問題を乗り越えて、[10] では、上記の結果が得られている。

§3.1の最後に定理 3.1 から直ちに得られる 2つの定理を述べておく。
(I) χ を k の 1 次の奇指標 (χ(ρ) = −1) で、その位数が素数 p と素であ
るとする。K = Kχ を Kerχ に Galois 理論で対応する CM 体とし、S =

Sram(K/k), T は上の条件をみたすように取る。AT (K) を K の T 射類群、
G = Gal(K/k), Oχ = Zp[Image χ] とする。このとき、AT (K) の χ 成分
AT (K)χ = AT (K) ⊗Zp[G] Oχ (Oχ は G が χ を通じて作用する G 加群)の
位数は

#AT (K)χ = #(Oχ/L
T
S (0, χ

−1)) (9)

となる。
これは、Xχ

K,S = 0 から AT (K)χ ' AT
S (K)χ = ∇T

S (K)χ が得られ、θTK/k,S

の χ 成分が LT
S (0, χ

−1) であることを用いると、定理 3.1 から直ちに従う。
次の §3.2 で一般の CM 拡大 K/k に対する AT (K) に関する、もっと一般の
定理を述べる。

(II) K∞/K を円分 Zp-拡大、Kn を [Kn : K] = pn なる中間体とする。S
は p の上の素点をすべて含むとする。このとき、∇T

S (Kn) ⊗ Zp の自然な写
像による射影極限を ∇T

S (K∞)p と書くことにする。Stickelberger 元につい
ては、(θTKn/k,S

) は n � 0 で射影系をなし、ΛK∞ := Zp[[Gal(K∞/k)]] =

lim←−Zp[Gal(Kn/k)] の元を定める。この元を θTK∞/k,S と書く。このとき、定
理 3.1 から、

Fitt(ΛK∞ )−((∇
T
S (K∞)p)−) = (θTK∞/k,S) (10)

が得られる。このように、同変的な岩澤主予想が、極限を取れば直ちに得ら
れる。(K∞/K のイデアル類群のマイナス成分の µ に関して) µ = 0 であ
れば、上の (10) は Dasgupta, Kakde らの前に知られていた (たとえば、[5]

Theorem 3.16)ことであり、定理 3.1 は上の (10) より、ずっと強い結果であ
る ( (10) で µ = 0 の仮定が不要になったことにも注意する)。これは、イデ
アル類群 (K∞ の不分岐 abel 拡大のGalois群)のマイナス商にかかわる同変
岩澤主予想であるが、総実代数体についての同変岩澤主予想は §4 で述べる
ことにする。

3.2 イデアル類群の Fitting ideal

§3.1で述べたように、Stickelberger元 θTK/k,S に対しては、∇T
S (K), SelTS (K)

という Galois加群が対応していることがわかる。§2.3で述べた 2つの完全系
列 (4), (5) が示すように、これらの加群は (S, T ) イデアル類群 ClTS (K) の情
報を含んでいる。しかしながら、(S, T ) で修正しない、もともとのイデアル
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類群そのものの情報は、Stickelberger 元から得られないのだろうか。ここで
は、S に属する素点を削らない ClT (K) (T 射類群)の Fitting イデアルに関
する定理について述べる。ClT (K) は Brumer-Stark 予想に現れる加群であ
るから重要であるし、ClT (K) → Cl(K) という自然な全射が存在するから、
ClT (K) がわかれば Cl(K) の情報も得られる。古典的なイデアル類群 Cl(K)

の Fitting イデアルについては、[15] を参照してほしい。
S = Sram(K/k) のとき、θTK/k,Sram(K/k) を単に θTK/k と書くことにする。
S∞ を k の無限素点全体の集合としたことを思い出そう。v ∈ Sram(K/k) \

S∞ として、Iv を v の惰性群 (⊂ G = Gal(K/k))、NIv = Σσ∈Ivσ ∈ Z[G] を
Iv のノルム元とする。Sram(K/k) \ S∞ の任意の部分集合 J に対して、KJ

をすべての v ∈ J に対して Iv で生成される G の部分群で固定される K の
部分体とする。したがって、KJ は J のすべての素点で不分岐な K/k の最
大の中間体である。NJ =

∏
v∈J NIv ∈ Z[G] とおく。J が空集合のときは、

KJ = K, NJ = 1 と定義する。このとき、NJ 倍写像は

NJ : Z[Gal(KJ/k)] −→ Z[G]

を誘導するが、これもまた NJ と表すことにする。この写像は、K/KJ のノ
ルム写像ではなく、その定数倍となることに注意する。このとき、Z[G] のイ
デアル Θ(K/k)T を、すべての J ⊂ Sram(K/k) \ S∞ に対して

{NJ(θ
T
KJ/k,Sram(K/k)\J) | J ⊂ Sram(K/k) \ S∞}

で生成されるイデアルと定義する (このイデアルは Sinnott-Kurihara イデア
ルと呼ばれる)。
次の定理は、筆者が予想し ([14] Conjecture 3.2)、同変玉河数予想から導
かれることを示したものだが、Dasgupta と Kakde は [8]で無条件に完全な
証明を与えた。これが、[8]の主定理である。

定理 3.2. (Dasgupta, Kakde [8])　pを奇素数とする。AT (K) = ClT (K)⊗Zp

とおき、(AT (K))∨ を Pontryagin 双対とする。このとき、

FittZp[G]−(A
T (K)∨−) = (Θ(K/k)T ⊗ Zp)

#
−

が成立する。

定義により、θTK/k ∈ Θ(K/k)T であるから、上の定理から、直ちに次の
Strong Brumer-Stark 予想が得られる。

系 3.3. (Strong Brumer-Stark 予想)

θT,#
K/k ∈ FittZp[G]−(A

T (K)∨−)
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FittZp[G]−(A
T (K)∨−) ⊂ AnnZp[G]−(A

T (K)∨−)であるから、系 3.3は θT,#
K/k ∈

AnnZp[G]−(A
T (K)∨−) を導き、Brumer-Stark 予想の p 成分

θTK/k ∈ AnnZp[G](A
T (K))

が得られる (θTK/k の+成分は 0 なので、上で−成分を取る必要はない)。な
お、一般に有限 Z[G]加群M に対して、AnnZ[G](M

∨) = AnnZ[G](M)# であ
るが、Fitting イデアルについては、FittZ[G](M

∨) 6= FittZ[G](M)# である。
実際、K/k がある条件をみたす場合には、θTK/k 6∈ FittZp[G]−(A

T (K)−) とな
る ([12])。したがって、Brumer-Stark 予想の証明のためには、イデアル類群
の Pontryagin 双対を考える必要があったのである。
p = 2 については、定理 3.2 にあたる結果は知られていないし、予想

も筆者の知る限り作られていない。しかしながら、(8) を用いて、θTK/k ∈
AnnZp[G]−(A

T (K)−) は p = 2 に対しても証明できる。Dasgupta, Kakde,

Silliman, Wang はもっと強く、d = [k : Q] として、
1

2d−1
θTK/k ∈ AnnZp[G](A

T (K))

を証明している ([10] Theorem 2.4)。
すべての素数 p についての結果を合わせて、Brumer-Stark 予想 (1)が得

られる。

4 総実代数体の同変岩澤主予想と岩澤主予想
この節では、総実代数体上の同変岩澤主予想を証明する。Dasgupta, Kakde,

Silliman, Wang は総実体上の同変岩澤主予想については何も述べていない。
Johnston と Nickel は Dasgupta, Kakde [8] の結果を用いて、同変岩澤主予
想を (p > 2 として)証明した。本稿では任意の素数 p に対して、CM拡大に
対する BKS の主予想 (定理 3.1)から、同変岩澤主予想が、簡潔に導けるこ
とを示す。
F/k を総実代数体の有限次 abel 拡大とし、p を任意の素数、F∞/F を円

分 Zp 拡大とする。S を F∞/k で分岐する素点と無限素点をすべて含む k の
素点の有限集合とする。したがって、S は p の上の素点をすべて含む。
Fn を [Fn : F ] = pn となる F∞/F の中間体として、RΓc(OFn,S ,Zp(1))

を Burns と Flach の [2] Proposition 1.20 にある perfect complex とする
(この複体は p = 2 に対しても使うことができる)。RΓc(OF∞,S ,Zp(1)) を
RΓc(OFn,S ,Zp(1)) の射影極限とする。
MF∞,S/F∞ を S の外不分岐な最大 pro p abel 拡大とし、XF∞,S をその

Galois 群 Gal(MF∞,S/F∞) とする。弱 Leopoldt 予想 (証明されている)を
用いると、RΓc(OF∞,S ,Zp(1)) のコホモロジー Hi は、i = 2, 3 以外は 0 で、
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H2 = XF∞,S , H
3 = Zp となる。したがって、ΛF∞ = Zp[[Gal(F∞/k)]] とお

くと、Hi はねじれ ΛF∞ 加群である。
次に Deligne Ribet の p 進 L 関数を導入する。K = F (µ2p), K∞ =

F∞(µ2p), ΛK∞ = Zp[[Gal(K∞/k)]] とおく。また、Λ∼
K∞
を Serre [19] の意

味で Gal(K∞/k) の pseudo-measure からなる加群とする。すなわち、全商
環 Q(ΛK∞) の中で xIGal(K∞/k) ⊂ ΛK∞ をみたす x ∈ Q(ΛK∞) 全体を Λ∼

K∞

とする。ここに、IGal(K∞/k) は ΛK∞ の augmentationイデアルである。
κ : Gal(K∞/k)→ Z×

p を円分指標とし、位数有限の指標 ψ に対して、L 関
数 LS(s, ψ) を考える。Deligne Ribet の p 進 L 関数は、このような任意の
ψ, n ∈ Z>0 に対して、

κnψ(gK∞/k,S) = LS(1− n, ψ)

をみたす gK∞/k,S ∈ Λ∼
K∞
である ([19])。ここに、κnψ : Gal(K∞/k)→ Q×

p を
環準同型 ΛK∞ → Qp に、また Λ∼

K∞
→ Qp に延長している (pseudo-measure

による積分)。
c : Λ∼

K∞
→ Λ∼

F∞
を制限写像から誘導される写像とし、gF∞/k,S = c(gK∞/k,S)

と定義する。
det : Dperf

tors (ΛF∞)→ Q(ΛF∞) を ΛF∞ 加群の perfect complex でコホモロ
ジーがねじれ ΛF∞ 加群となるものが作る導来圏から Q(ΛF∞) への determi-

nant 関手とする。このとき本稿では、同変岩澤主予想を次のように定式化す
る (K 群を用いた定式化もよく知られている)。

定理 4.1. (同変岩澤主予想)

det(RΓc(OF∞,S ,Zp(1)))
−1 = gF∞/k,SΛF∞

この定理は、p > 2, µ = 0 の仮定の下で Ritter とWeiss によって証明され
ていた ([17])。Johnstonと Nickelは [13]において p > 2の場合に Dasgupta,

Kakde の結果 [8] を用いた証明を与えたが、ここでは CM 体に対する BKS

の主予想 (定理 3.1)を用いた簡潔な証明を与える。以下の証明は、p = 2 に
も適用できる。

Proof. まず、定理の主張の functoriality から F = K+ (最大実部分体)とし
て証明すれば十分である (K = F (µ2p) と取っていることを思い出す)。これ
を仮定して、[K : F ] = 2 と考える。Kn = Fn(µ2p) とおき、T が空集合のと
きの Sel∅S(Kn) を SelS(Kn) と書き、SelS(K∞)p = lim←− SelS(Kn) ⊗ Zp とお
く。また、T を §2のように取り、SelTS (K∞)p = lim←− SelTS (Kn)⊗ Zp とおく。

RΓc(OK∞,S ,Zp)→ RΓc,T (OK∞,S ,Zp)→
⊕

w∈TK∞

Zp(−1)[−2]→
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という distinguished triangle ([4] Proposition 2.4 (i))のコホモロジーを取っ
て、完全系列

0→ SelS(K∞)p → SelTS (K∞)p →
⊕

w∈TK∞

Zp(−1)→ Zp(−1)→ 0 (11)

が得られる ([4] Proposition 2.4 (iii))。§2.3 で与えた Sel∅S(Kn) の定義から、
SelS(K∞)p の Pontryagin 双対は、H1

et(OK∞,S ,Qp /Zp(1)) となる。
∆ = Gal(K∞/F∞) とおく。

H1
et(OK∞,S ,Qp /Zp(1))

ρ=−1 = H1
et(OK∞,S ,Qp /Zp)

∆(1)

と H1
et(OF∞,S ,Qp /Zp)(1) = Hom(XF∞,S ,Qp /Zp)(1) には有限のずれしか

ない (p > 2 なら同型)。よって、SelS(K∞)p,−(1) と XF∞,S には有限のずれ
しかない。
定理の主張を示すには、ΛF∞ のすべての高さ 1 の素イデアル p で局所化

したもの
det(RΓc(OF∞,S ,Zp(1))p)

−1 = gF∞/k,S(ΛF∞)p (12)

を示せば十分である ([3] Lemma 6.1)。局所化すれば有限のずれは問題になら
ないので、完全系列 (11) から

0→ (XF∞,S)p → SelTS (K∞)p,−(1)p → (
⊕

w∈TK∞

Zp)p → (Zp)p → 0 (13)

という完全系列が得られる。
τ : Q(ΛK∞) → Q(ΛK∞) を、任意の σ ∈ Gal(K∞/k) に対して τ(σ) =

κ(σ)−1σ から誘導される twist automorphism とする。定理 3.1 により、

FittΛF∞
(SelTS (K∞)p,−(1)) = c(τ((θTK∞/k,S)

#))ΛF∞

となる。θTK∞/k,S は

θTK∞/k,S =
∏
v∈T

(1− Frob−1
v N(v))θK∞/k,S

と書け、Deligne Ribet の p 進 L 関数 gK∞/k,S と Stickelberger 元 θK∞/k,S

との関係は
τ(θ#K∞/k,S) = gK∞/k,S

で与えられることに注意する。IGal(F∞/k) を ΛF∞ の augmentationイデアル
とする。p 6= IGal(F∞/k) であれば、(Zp)p = 0 だから、完全系列 (13)と上で
述べたことから、Fitt(ΛF∞ )p((XF∞,S)p) = (gF∞/k,S) となり、p = IGal(F∞/k)

であれば、Fitt(ΛF∞ )p((XF∞,S)p) = ((γ − 1)gF∞/k,S) となる。ここに γ は
Gal(k∞/k) の生成元である。この結果は (12) を導く。
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XF∞,S の指標成分の特性イデアルに関する通常の岩澤主予想が上と同じよ
うに導かれることは、明瞭であろう。このように、BKS の主予想は、同変岩
澤主予想や通常の岩澤主予想をその特別な場合に含むのである。なお、任意
の代数体の有限次 abel 拡大 K/k に対して、拡大 K∞/k に対する岩澤主予
想を [5] では定式化している。

5 同変玉河数予想
以上、Dasgupta, Kakde による画期的な論文 [8] に始まる最近の発展を述

べてきたが、彼ら (及び Bullach, Burns, Daoud, Seo)はつい最近、CM 拡大
のマイナス成分に関する同変玉河数予想まで証明した。最後にこのことにつ
いて述べたいと思う。
まずは、同変玉河数予想を [4] の方法で説明する。L 関数 LT

S (s, χ) を用い
た定式化を述べる。BKS の主予想は θ

(r),T
K/k,S についての予想であったが、同

変玉河数予想は leading term に関する予想である。rχ,S = ords=0 L
T
S (s, χ)

とおき、LT,∗
S (0, χ) = lim

s→0
s−rχ,SLT

S (s, χ) と書き、

θT,∗
K/k,S(0) =

∑
χ∈Ĝ

LT,∗
S (0, χ−1)eχ

とおく。[4] では Z[G] 加群の perfect complex RΓT ((OK,S)W ,Gm) が定義
されている。この複体のコホモロジー Hi は i = 0, 1 以外は 0 で、H0 =

(OT
K,S)

×, H1 = ∇T
S (K) となる。§2.1 の Dirichlet regulator 写像

λK,S : (OT
K,S)

× ⊗ R ≃−→ XK,S ⊗ R = ∇T
S (K)⊗ R

により、λK,S : detRΓT ((OK,S)W ,Gm)⊗R ' R[G] が定義されるが、この写
像も λK,S と書くことにする。zeta 元 zTK/k,S ∈ detRΓT ((OK,S)W ,Gm)⊗R
を λK,S(z

T
K/k,S) = θT,∗

K/k,S(0) をみたす元とすると、同変玉河数予想は

detRΓT ((OK,S)W ,Gm) = zTK/k,S Z[G] (14)

と定式化される。この予想からは、zeta関数の数論的意味についてのほぼす
べての予想が導かれ、究極の予想であると考えられている。
最近の発展は次の通りである。Bullach, Burns, Daoud, Seo は [1] におい
て、Euler 系のような元の系列はめったにないものであることを用いて、そ
れが zeta 元と関係しなければならないという定理を示した。特に CM 拡大
の場合に、Dasgupta Kakde が証明した Strong Brumer-Stark 予想 (系 3.3)

を用いて、同変玉河数予想のマイナス成分を証明した (正確には、奇素数 p

に対する p 成分)。
Dasgupta, Kakde, Silliman は、彼らが証明した BKS の主予想 (定理 3.1,

正確には (8))を出発点にして、K を含む多くの CM拡大 L/k に対しても
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BKS の主予想 が成立しているということを用いて、同変玉河数予想のマイ
ナス成分の別証明を与えた (p = 2 もこめて)。彼らが証明した同変玉河数予
想は、筆者が [14] Conjecture 3.4 で定式化した versionである。p 成分を取っ
て、マイナス成分を考える、という部分は省略して、Z[G]を用いて説明する。
§3 で述べたように、∇T

S (K) に対して、AT
S (K)→ BT

S (K)→ ∇T
S (K)→ 0 な

る完全系列が存在する。ここに、AT
S (K), BT

S (K) は fundamental class など
を用いて定義される、同じ階数の自由 Z[G] 加群である。AT

S (K)→ BT
S (K)

の行列式が、unit のずれを除いて θTK/k,S となるというのが、定理 3.1 であ
る。したがって、AT

S (K), BT
S (K) の基底をうまく取れば、AT

S (K)→ BT
S (K)

の行列式は、θTK/k,S に一致する。BT
S (K) には自然な基底の取り方がある。K

を K/k の中間体M に変更し、S を S に含まれる素点の集合 S′ に変更して、
AT

S′(M), BT
S′(M)を考えたとき、AT

S (K)の基底で、そこから決まる AT
S′(M),

BT
S′(M) の基底を用いた AT

S′(M) → BT
S′(M) の行列式が θTM/k,S′ となるよ

うなものが存在すること (つまり中間体を取ったり、素点の集合を変更しても
うまく動く基底の存在)が同変玉河数予想と同値であり ([14] Conjecture 3.4

参照)、このことを [9] では証明している。すべての CM 拡大で定理 3.1 が
成り立つことを用いて、Euler 系 と類似の性質をみたす元の系列を構成し、
上記のことを証明している。
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ガロア点理論とそれの群論, グラフ理論との関係

深澤 知（山形大学理学部）

1. はじめに
本稿は, 筑波大学で開催された「第 69回代数学シンポジウム」(2024年 8月 26日から 8

月 29日)において “ガロア点理論とそれの群論, グラフ理論との関係”と題して発表した
内容を基にしている.
ガロア点の概念は関数体の部分体を研究する目的で, 1996年に吉原久夫氏により導入さ

れた. ガロア点理論の重要な成果のひとつは, ガロア点の配置により, 代数多様体の分類
結果が得られていることである. 今日では, ガロア点理論は代数幾何における研究対象で
あることに留まらず, 符号理論・有限幾何など他分野との関連も見出され, 広がりをもっ
て発展している. 今回はそのなかでも発展性の高いと思われる「群論」「グラフ理論」と
の関係に注目して述べることで, ガロア点理論の有効性を説明したい.
ガロア点研究創始者の思想や問題意識については, 三浦–吉原 [15], 吉原 [18, 19]を, ガロ

ア点の個数研究に注目した解説は深澤 [3, 5]をご覧頂きたい. 代数幾何における具体的問
題については, 未解決問題集 [20]を見られるとよい. これには, ガロア点関係の文献がほ
とんど網羅されている. 符号理論や有限数学との関連については, 深澤 [5, 6, 7, 8]が参考
になると思われる. ガロア点研究に必要な知識を知りたい場合は, ガロア点テキスト [10]
をお薦めする.

2. ガロア点理論の紹介
kを複素数体 Cであるとし, C ⊂ P2を次数 d ≥ 4の既約平面代数曲線とする. 曲線 C

の特異点集合を Sing(C)で表し, 関数体を k(C)で表す. 平面 P2内の 2点 P 6= Qを通る直
線を PQとかく. P ∈ P2を点とする. このとき, 点 P からの射影 (とよばれる有理写像)

πP : C 99K P1; Q 7→ PQ

を考えることができる. この射影により, 関数体の拡大
k(C)/π∗

Pk(P1)

を得る. この拡大は有限次代数拡大である. 1996年, 吉原久夫氏は次の定義を与えた
([3, 15, 18]).

定義 1 (Yoshihara). 関数体の拡大 k(C)/π∗
Pk(P1)がガロアであるとき, P をCのガロア点

という.

本研究は, 日本学術振興会科学研究費補助金・基盤研究 (C)(JP19K03438, JP22K03223)の援助を受け
ている.



例 1. P = (1 : 0 : 0)とすると, πP (X : Y : Z) = (Y : Z) (Z 6= 0上では πP (x : y : 1) = (y :
1))と計算される. このとき, 得られる関数体の拡大 k(C)/π∗

Pk(P1)は k(x, y)/k(y)と一致
する.

CがX3Z+Y 4+Z4 = 0で定義される平面曲線のとき,拡大k(x, y)/k(y)はx3+y4+1 = 0
で定義され, ガロア拡大である. CがXd + Y d + Zd = 0で定義される平面曲線のとき, 拡
大 k(x, y)/k(y)は xd + yd + 1 = 0で定義され, ガロア拡大である.
いずれの場合も, P はガロア点となっている.

注意 1. πP : C 99K P1を点 P ∈ P2からの射影とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) Q ∈ C \ (Sing(C) ∪ {P})ならば, Qでの分岐指数 eQと, 交差重複度 IQ(C, PQ)は
等しい:

eQ = IQ(C, PQ).

(2) P がガロア点で, Q,R ∈ C \ (Sing(C)∪{P})について πP (Q) = πP (R)がみたされ
るならば,

eQ = eR

である.

したがって, ざっくりと言うと,「ガロア点は多重接線の交点である」と言える. 次は,
ガロア点理論の基本問題といえる.

問題 1. 平面曲線C ⊂ P2に対し, ガロア点の個数はいくつか?

C \ Sing(C)に含まれるガロア点を内ガロア点, P2 \ Cに含まれるガロア点を外ガロア
点という. 内ガロア点, 外ガロア点の個数をそれぞれ δ(C), δ′(C)と表す. また, ガロア点
P に付随するガロア群をGP と表す.
非特異平面曲線の場合には, ガロア点理論の基本問題は次のように解決されている.

事実 1 (Yoshihara–Miura [15], Yoshihara [18]). C ⊂ P2は非特異であるとする. このとき,
次が成り立つ.

(1) δ(C) = 0, 1または 4である. δ(C) = 4であることの必要十分条件はCが
X3Z + Y 4 + Z4 = 0

で定義される曲線と射影同値であることである.
(2) δ′(C) = 0, 1または 3である. δ′(C) = 3であることの必要十分条件はCが

Xd + Y d + Zd = 0

で定義される曲線と射影同値であることである.

この事実の証明にはガロア点理論の思想や考え方が凝縮されているように思われるの
で, この証明を解説する1. 非特異平面曲線の場合には, 次の事実が重要な役割を果たす.

1特異曲線の場合には別の新しいアイデアが必要という意味で, ガロア点理論がこの定理ですべて言い尽
くされるわけではない.



事実 2. C ⊂ P2は非特異で, 次数 d = degC ≥ 4とする. 任意の σ ∈ Aut(C)に対して, あ
る σ̃ ∈ Aut(P2) = PGL(3,C)が存在して

σ̃|C = σ

がみたされる.

これをガロア点に適用すると次が得られる.

系 1. C ⊂ P2 は非特異とし, P は内ガロア点 (resp. 外ガロア点)とする. このとき,
ϕ ∈ PGL(3,C)が存在して次がみたされる:

• ϕ(P ) = (1 : 0 : 0);
• 次の行列で表現される生成元 σ ∈ Gϕ(P )が存在する:

Aσ =

 ζ 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

ここで, ζは 1の原始 (d− 1)乗根 (resp. d乗根)である.

とくに, GP は巡回群である.

初期のガロア点研究において, 事実 1(1)は概ね次のように証明された:

(1) 系 1から次がわかる:
(1-1) P ∈ Cがガロア点ならば, IP (C, TPC) = d;
(1-2) 各ガロア点 P ∈ Cに対して, IQ(C, TQC) = d− 1となる点Q ∈ Cが d点必要

である;
(1-3) P1, P2 ∈ Cがガロア点ならば, すべての σ ∈ GP1に対して σ(P2)はガロア点で

ある (つまり, δ(C) ≥ 2 ⇒ δ(C) ≥ dが示される).
(2) 変曲点の数え上げ:

∑
Q∈C(IQ(C, TQC)− 2) = 3d(d− 2)

(3) (1)と (2)を合わせて, δ(C) ≥ 2ならば, 不等式
d((d− 2) + d(d− 3)) ≤ 3d(d− 2)

を得る. これは d = 4を意味する.

3. ガロア点理論と群論
群論に注目した, 事実 1(1)の別証明を説明する. P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0)はガロ

ア点であると仮定する. ℓ = P1P2とする.

(1) 系 1より, 準同型
φ : 〈GP1 , GP2〉 → Aut(ℓ) ∼= PGL(2,C); σ 7→ σ|ℓ

が得られる. 像 φ(〈GP1 , GP2〉)は位数 d− 1の巡回群を d個含むことに注意する.
(2) PGL(2,C)の有限部分群の分類により, φ(〈GP1 , GP2〉) ∼= A4, S4 or A5.
(3) φ(〈GP1 , GP2〉)(P1)を P1の安定化群とすると,

d− 1 = |GP1 | ≤ |φ(〈GP1 , GP2〉)(P1)| ≤ 5

を得る.



(4) S4とA5の部分群をみつつ, orbit-stabilizer theoremを使えば,

d− 1 = |GP1 | = 3 かつ φ(〈GP1 , GP2〉) ∼= A4

とわかる.

上記の別証明は, ガロア点を一般化した「準ガロア点」の研究において, 事実 1を一般
化することにより得られた. 著者, 三浦敬氏, 高橋剛氏は 2015年頃, 次のように「準ガロ
ア点」の概念を導入した.

定義 2 (F–Miura–Takahashi [12]). C ⊂ P2を既約平面曲線とし, P ∈ P2とする. このとき,

G[P ] := {τ ∈ Bir(C) | πP ◦ τ = πP}

と定める. |G[P ]| ≥ 2がみたされるとき, P は準ガロア点であるという.

P がガロア点であることと, |G[P ]| = deg πP が成り立つことは同値である. |G[P ]| = n
をみたす点P ∈ C \ Sing(C) (resp. P ∈ P2 \C)の個数を δ[n] (resp. δ′[n])とあらわす. 事
実 1(1)の別証明とほぼ同様にして, 次が証明される:

定理 1 (F–Miura–Takahashi [13], Harui2). C ⊂ P2を非特異とし, n ≥ 3とする. このとき,

δ[n] = 0, 1 または 4

が成り立つ. さらに, δ[n] = 4ならば n = 3である.

(準)ガロア点理論と群論との関係について補足する. 次のように群論のトピックと関係
がある3:

(1) Mitchell [14]は PGL(3,C)の有限部分群を分類しており, その方法は, PGL(2,C)
の有限部分群の分類を利用したものである. 定理 1 (および事実 1(1)の別証明)と
下にある定理 2における手法は, Mitchellの手法に非常に近い.

(2) P が準ガロア点であるとき, G[P ]の生成元は “鏡映” ζ 0 0
0 1 0
0 0 1


で表現される. 群

Gn(C) := 〈G[P ] | P : quasi-Galois with |G[P ]| = n〉

は “finite unitary reflection group”に関係する. これらの群は Shephard–Todd [16]
により研究されている.

2春井岳氏の結果は, 2023年 2月の第 27回 代数曲面ワークショップで発表された (著者らのプレプリン
ト [13]が arXivに公開された若干後). 著者らの結果と主張自体は同じであるが, 証明の手法は異なるよう
である.

3以下のトピックと関係があり, 我々の証明は, 群論での既知の証明と重なる箇所が少なくない. しかしな
がら, 群論の結果を使っているわけではなく,「代数曲線に作用している」ときに (準ガロア点理論として)
どのような証明であるべきか, という立場にたって証明を始めから行っている.



例 2. C ⊂ P2を
X6 + Y 6 + Z6 − 10(X3Y 3 + Y 3Z3 + Z3X3) = 0

で定義される 6次曲線であるとする. このとき, 次が成り立つ:

(1) (well-known) Aut(C)は位数 216のHessian group H216と同型である;
(2) δ′[3] = 12;
(3) G3(C) = Aut(C).

定理 2 (F–Miura–Takahashi [13], Harui). n ≥ 3のとき, δ′[n]の可能性は次のように絞ら
れる:

• n ≥ 6 ⇒ δ′[n] ≤ 3.
• δ′[5] = 0, 1, 2, 3 or 12.
• δ′[4] = 0, 1, 2, 3, 6 or 7.
• δ′[3] = 0, 1, 2, 3, 4, 8, 12 or 20.

4. ガロア点理論とグラフ理論
グラフ理論におけるガロア点について解説する. この成果により, ガロア点理論が代数

幾何を飛び出し, グラフ理論でも展開できることが明らかになった. このセクションの内
容は, 著者の記事 [9]と重複が大きい.
Baker–Norine [1]により, グラフ上の因子とその線形系が導入され, 有限グラフのリー

マン・ロッホの定理が証明されている. その後, 代数曲線に対する種々の結果のグラフ類
似が得られている. 特に, 浦川 [17]により導入されたグラフの harmonic morphism (及び
その一般化)は, グラフ間の被覆のフルヴィッツ公式を与えるのに用いられている. また,
代数曲線のガロア被覆に対応する概念として, harmonic group action がCorry [2]によっ
て導入された.
ここで, グラフ上の因子とその線形系の定義 (ならびに関連する諸概念)を確認する. 以

下, 本稿では, グラフGは有限, 無向で単純であるとする. 頂点の集合を V (G), 辺の集合
をE(G)と表す. Gの頂点によって生成される自由アーベル群

Div(G) :=
⊕

P∈V (G)

Z · P =

 ∑
P∈V (G)

aPP

∣∣∣∣∣∣ aP ∈ Z


の元を因子 (divisor)という. 因子D =

∑
P∈V (G) aPP ∈ Div(G)に対して,

deg(D) :=
∑

P∈V (G)

aP , D(P ) := aP ,

と定める. 任意の P ∈ V (G)に対して D(P ) ≥ 0であるとき, Dは有効因子 (effective
divisor)であるといい, D ≥ 0と表す. 写像 f : V (G) → Zに対して

∆(f) :=
∑

P∈V (G)

∑
PQ∈E(G)

(f(P )− f(Q))P



と定め, ∆(f)を主因子 (principal divisor) という. 2つの因子 D,D′ に対して写像 f :
V (G) → Zが存在して

D −D′ = ∆(f)

と表されるとき, DとD′は線形同値 (linearly equivalent)であるといい, D ∼ D′と表す.
因子Dに対して

|D| := {E ∈ Div(G) | E ≥ 0, E ∼ D}
と定め, |D|を線形系 (linear system)という. さらに,

max{s ∈ Z≥0 | 任意のE (E ≥ 0, degE = s) に対して |D − E| 6= ∅}
を r(D)と定め, Dのランクという. |D| = ∅のときは, r(D) = −1と定める.

harmonic group actionについては便利な言い換えがあるので, 定義を述べる代わりに,
その言い換えを述べておく.

命題 1. Γ < Aut(G)をグラフGの自己同型群の部分群とする. ΓがGに harmonicallyに
作用することの必要十分条件は, 任意の頂点 P ∈ V (G)に対して, 安定化群 ΓP が P を通
る辺集合に freelyに作用することである.

代数幾何における射影や関数体のガロア拡大についても,因子の線形系や自己同型群の言
葉を用いて言い換えが可能である. そのことと, グラフに対して因子の線形系と harmonic
group actionが導入されていることを鑑み, 著者と三枝崎剛氏は次の定義を与えた.

定義 3 (F–Miezaki [11]). G を 2-edge-connectedなグラフとし, Dを r(D) = 2をみたす因
子とする. 次の 3つの条件がみたされるとき, 頂点 P ∈ V (G)は線形系 |D|に関するガロ
ア点であるという:

(1) r(D − P ) = 1,
(2) 任意のQ ∈ V (G)に対して (Q = P の場合も含む), r(D− P −Q) = 0が成り立つ,
(3) 位数 deg(D)− 1の部分群H < Aut(G)と 2つの因子E1, E2 ∈ |D− P |が存在して
次をみたす:
(i) |V (G/H)| > 1,
(ii) HはGに harmonicallyに作用する,
(iii) 任意の σ ∈ H に対し, σ(E1) = E1, σ(E2) = E2 が成り立つ.

注意 2. 各条件の, 代数幾何における意味について補足する. r(D) = 2という条件は, 非特
異射影代数曲線Xから射影平面P2への有理写像φ|D| : X 99K P2が定まることと対応して
いる. 条件 (1)は, φ|D|が点 P で定義されていることに対応し, 同時にXから射影直線 P1

への有理写像 φ|D−P | : X 99K P1が定まることを意味する. 条件 (2)は, 点 φ|D|(P )が平面
曲線φ|D|(X)の非特異点であることに対応し, 同時にφ|D−P |が (φ|D|と射影 πφ|D|(P )の)合
成写像 πφ|D|(P ) ◦φ|D|と一致することを意味する. 条件 (3)は, 射影 πφ|D|(P ) : φ|D|(X) → P1

がガロア拡大を呈することから来ている.

ガロア点が存在するグラフの例として, 完全グラフと車輪グラフがある. それらのグラ
フについては, 次のことがわかった.

命題 2. Knを n個の頂点からなる完全グラフとし, n ≥ 3とする. V (Kn) = {P1, . . . , Pn},
D = P1 + · · ·+ Pnとする. このとき, 次が成り立つ:



(a) r(D) = 2,
(b) 任意の P ∈ V (Kn)に対して, r(D − P ) = 1である,
(c) 任意の P,Q ∈ V (Kn)に対して, r(D − P −Q) = 0である,
(d) 任意の P ∈ V (Kn)は |D|に関するガロア点である.

命題 3. Wnを n個の頂点からなる車輪グラフとし, n ≥ 5とする. つまり,

V (Wn) = {P1, . . . , Pn},
E(Wn) = {P1Pi | i ∈ {2, . . . , n}} ∪ {PiPi+1 | i ∈ {2, . . . , n− 1}}

∪{PnP2}
とする. D = P1 + · · ·+ Pnとするとき, 次が成り立つ:

(a) r(D) = 2,
(b) 任意の P ∈ V (Wn)に対して, r(D − P ) = 1である,
(c) 任意の P,Q ∈ V (Wn)に対して, r(D − P −Q) = 0である,
(d) 頂点 P1は |D|に関するガロア点である,
(e) 頂点 P2, . . . , Pnは |D|に関してガロア点ではない.

特に, |D|に関するガロア点はちょうど 1個である.

代数幾何と同じようにして, ガロア点が「グラフの分類」に利用できると期待される.
その方向性の第一歩として, 次のような完全グラフの特徴づけを与えることに成功した:

定理 3 (F–Miezaki [11]). Gを 2-edge-connectedなグラフとし, V (G) = {P1, . . . , Pn},
D = P1 + · · ·+ Pnとする. n ≥ 3とするとき, 次は同値である:

(1) グラフGは完全グラフKnと一致する,
(2) r(D) = 2であり, |D|に関する 2つのガロア点が存在する.

特にこのとき, すべての頂点がガロア点である.

ガロア点の個数に注目すれば, 次が得られる.

系 2. Gを 2-edge-connectedなグラフとし, n ≥ 3, V (G) = {P1, . . . , Pn}, D = P1+ · · ·+Pn

とする. r(D) = 2を仮定する. このとき, |D|に関するガロア点の個数は 0, 1またはnのい
ずれかである. さらに, 個数が nであるための必要十分条件はG = Knであることである.
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概主束と群スキームの不変式論
橋本　光靖 (大阪公立大学)

Abstract

有限群の不変式論において、群が pseudo-reflection を持たないことは多くの結
果をもたらす重要な条件であり、たとえば、渡辺敬一の定理の逆向き（non-modular
な有限群の作用による不変式環が Gorensteinならば, GLn の有限部分群は実は SLn

の部分群) のためには, pseudo-reflection を持たないことを仮定する必要がある. こ
の概念を有限群から次元の高い代数群や、被約とは限らない群スキームに一般化す
るものが almost principal bundle (quasitorsor) の概念であり, 特に最近、有限群ス
キームについて, Liedtke, Yasuda, Carvajal-Rojas, 講演者などによっていくつかの
結果が得られている. 定義や基本性質から始めて, 講演者の研究内容とその周辺に
関する概説を行う.

1. Introduction

不変式論において商の概念は重要である. なぜかというと, 不変式というのは, 直感的に
は商空間の上の関数であり, 不変式環を調べることと商空間を調べることは大体同じだ
からである. 商には圏論的商, 幾何学的商, 代数的商, 主束など, いくつか違った種類の
同値ではない定義が存在するが, この原稿の目的は概主束という, これらとはまた違った
商について概観することである. 筆者の専門は可換環論なので, 不変式環の環論的性質
について興味を持って調べているが, この観点から見て特に有用であると考えている.
主束とは, (fppf 位相について) 局所的に自明バンドルであるような商であり, 群 G

の作用を受ける空間 X の上の準連接 (G,OX) 加群全体の圏 Qch(G,X) と商空間 Y の
上の準連接層全体 Qch(Y ) の間に圏同値が存在し, 環論的にはまことに理想的な商で
あるといえる (たとえば [Vis]). しかしながら, 代数群 G が作用する可換環 B に対し
て, 商写像 π : SpecB → SpecBG が主束になることは, 興味を持って調べたい B に
対してはまずないといえる. たとえば, k が体, V が有限次元 k ベクトル空間で G が
k 上の線形代数群で V に線型に作用し, B = k[V ] はその座標環 (多項式環) とすると,
π : V = SpecB → SpecBG = V//G が G 主束になる必要十分条件は G が自明群であ
ることである.
主束の条件を緩め, X および Y から余次元 2 以上の小さい (G の作用で安定な) 閉

集合を取り除いた残りの開集合上で主束になっている G 射を概主束 (almost principal
bundle) という. X, Y が正規な状況では, 余次元 2 以上の閉集合を取り除いても反射
的層の情報は失われないので, 反射的層を用いて定義される環論的性質, たとえば因子
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類群や (準) Gorenstein 性などを論じるのに適している. 有限群 G ⊂ GL(V ) の V への
自然な作用の場合, 商写像 π : V = SpecB → SpecBG = V//G が G 概主束になる必要
十分条件は G が擬鏡映 (pseudo-reflection) を持たないことである. この条件は有限群
の不変式論では頻出の概念であり, その意味で概主束は由緒正しい概念の一般化であり,
このように定義することで, 次元の高い代数群はおろか, 代数的な群スキームの作用に
まで概念を一般化し, それなりの応用があって, Carvajal-Rojas が quasi-torsor の名で使
用するなど浸透しはじめている.
今回の代数学シンポジウムでの講演を実現して下さった評議員の朝倉政典先生, プロ

グラム委員の宮崎誓先生,世話人の皆様,旅費のサポートをしてくださった藏野和彦先生,
そして, 台風の接近する中で熱心に聞いて下さった参加者の皆様に感謝申し上げます.

2. 定義と基本性質・因子類群

(2.1) k は代数閉体, G は有限型アフィン k 群スキーム, N は G の正規な閉部分群ス
キーム, H = G/N とし, X および Y は有限型の k スキームとする.

(2.2) G スキームの間の G 射 f : X → Y が G 豊富化された主 N 束 (G-enriched
principal N -bundle) (またはN トーサー (N -torsor)) であるとは, 条件
(1) N は Y に自明に作用する;

(2) f は忠実平坦;

(3) Φ : N ×X → X ×Y X (Φ(n, x) = (nx, x)) は同型
が成立することをいう. もしG = N のときには単に主G束という.

(2.3) (1)が成立する下で, (2)+(3) は
(4) ある忠実平坦で有限型な k射 Y ′ → Y であって, base change f ′ : X ′ → Y ′ が自明
な N 束 N × Y ′ → Y ′ と同型となる.

と同値になる.

(2.4) f : X → Y は主 G 束とする. 有限型アフィン群スキーム G→ Spec k はいつで
もアフィン射でかつ local complete intersection (以下 l.c.i.) 射となる (l.c.i. になること
は, 例えば [Has2, (31.14)] 参照). するとその底変換 G×X ∼= X ×Y X → X もそう. 平
坦降下で, f : X → Y もアフィンかつ l.c.i. さらに Gが k-smooth, k上エタール, また
は k上有限なら f もそうなる.

定理 2.5 (Grothendieck). f : X → Y は G豊富化された主 N 束とする. このとき,
f ∗ : Qch(H, Y ) → Qch(G,X) は圏同値. (f∗(−))N : Qch(G,X) → Qch(H, Y ) がその
準逆.

証明はたとえば [Vis] 参照. もし G = N で H = G/N が自明なら, Qch(Y ) は
Qch(G,X) に同値. 準連接な (G,OX) 加群を調べることが Y 上の準連接層を調べるこ
とになる.
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(2.6) Φ : G × X → X ×Y X が (g, x) 7→ (gx, x) で与えられる射とするとき, 対角線
∆X ⊂ X ×Y X の Φ による引き戻し SX = Φ−1(∆X) は G×X の部分群スキームであ
る. SX を G の X への作用の安定化群という. G 不変射 f : X → Y が主束である簡単
な必要条件として, 安定化群が自明なことが挙げられる (定義からすぐに分かる).

(2.7) 序文で触れたように, G は有限群, X = V = kn は G加群, Y = X//G =
Spec k[X]G はX の作用による商とし, π : X → Y は商写像とすると, G が自明群で無
い限り, π は主 G束ではない. これは, 線型な作用だから, G の作用で原点が固定される
からである.

(2.8) N が有限で, π : X → Y は N に関して代数的商 (すなわち, π はアフィン
で, N 不変射で, OY → (π∗OX)

N は同型) であるような G射とする. UX = {x ∈ X |
Nx は自明群 } とおくと, UX ⊂ X は G安定な開集合で, π(UX) は H安定な Y の開集
合で, UX は π : U → π(U) が主N 束であるような N 安定なXの開集合 U の中で最大
のものである.

定義 2.9 ([Has4, (10.2)]). Gスキームの図式

X U? _
ioo ρ // V � � j // Y

は以下の条件が成立するとき, G豊富化された有理概主N 束 (G-enriched rational almost
principal N -bundle) であるという.

(1) N は Y に自明に作用する.

(2) i は開埋入で, codim(X \ i(U), X) ≥ 2.

(3) j は開埋入で, codim(Y \ j(V ), Y ) ≥ 2.

(4) ρ は (G豊富化された) 主N 束.

有理の名は, X が代数多様体の場合に, X から Y への有理写像になっているからで
ある. この定義をする一番の理由は次の定理にある. 証明は Grothendieck の定理を認め
ればほぼ自明である.

定理 2.10 ([Has4, (11.2)]).

X U? _ioo ρ // V � � j // Y

はG豊富化された有理概主N 束とせよ. Ref(H, Y ) は連接 (H,OY )加群でOY 加群とし
て反射的であるものの全体とする. Ref(G,X) も同様に定義. このとき,

i∗ρ
∗j∗ : Ref(H, Y ) → Ref(G,X)

は圏同値で, その準逆は
(j∗ρ∗i

∗−)N : Ref(G,X) → Ref(H, Y ).

で与えられる.
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これらの圏同値は加群層の階数を保つ. またモノイダル構造 (テンソルしてダブル・
デュアルが積) を保つ.

例 2.11. n ≥ 1とし, Y ⊂ Pn は多項式環 S = k[x0, x1, . . . , xn] の斉次素イデアル P で
定義された射影多様体とする. 1次元トーラス T = Gm は S に deg xi = 1 (i = 0, . . . , n)
で作用するとし, X = SpecS/P , U = X \ {x0} (x0 は原点), V = Y とする. このとき,

X U? _
ioo ρ // V

= // Y

は概主 T 束である.

例 2.12. 上記の例の例として, V = Y = P1, S = k[x0, x1], X = SpecS, U = X \ {x0}
の場合を考える. Y = P1 上の可逆層 (つまり局所自由層)の全体は T 同変な反射的なX
上の連接層全体と圏同値. S = k[x0, x1]なので, 反射的な S加群は自由加群で, T 同変
(準)連接とは, Z-graded と同じこと. だからこれは単に Z-graded な有限生成自由 S加
群全体と同じことである. ところで, Z-graded な有限生成自由 S加群はさまざまな i に
関する S(i)の直和. よって, Horrocks の有名な定理任意の P1上の局所自由層は様々な
O(i) の直和である. を得る.

有理概主束の中で特に射になっているものが次の概主束である.

定義 2.13. f : X → Y は G射とせよ. f が G豊富化された概主 N 束 (G-enriched
almost principal N -bundle であるとは, N は Y に自明に作用し, あるH安定な Y の開
部分集合 V と, あるG安定な f−1(V ) の開部分集合 U であって,

X U? _
ioo f // V � � j // Y

が有理概主N 束となるものが存在することをいう.

(2.14) G は有限 k群スキーム, X は豊富なG線型化された可逆層を持つGの作用す
る代数多様体とする. G の X への作用が 小さい (small) とは, codim(X \ UX , X) ≥ 2
であることをいう. 定義から, 商 π : X → X//G が概主 G 束である必要十分条件は, G
の Xへの作用が小さいことである.
小さい作用を有限群の線型作用に関して考えると, 不変式論において良く知られた概

念が登場することになる.
V = knとし, G は GL(V ) の有限部分群とする. G作用の自由跡 UV は

UV = V \
⋃
g ̸=e

Ker(1V − g)

で与えられる. つまり, UV は g 6= e の固有値 1 の固有空間の和集合の補集合である.

定義 2.15. g ∈ GL(V )が擬鏡映 (pseudo-reflection)であるとは, dim V −Ker(1V −g) = 1,
つまり, rank(1V − g) = 1であることをいう. 擬鏡映で生成される GL(V )の (有限)部分
群を鏡映群という.
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G の V への作用が小さいための必要十分条件は, G が擬鏡映を含まないことであ
る. 実際, UV = V \

⋃
g ̸=e Ker(1V − g) の余次元が 2 以上ある必要十分条件は, すべての

g ∈ G \ {e} に対して, codim(Ker(1V − g), V ) ≥ 2, つまり, rank(1V − g) ≥ 2 となるこ
とである.
有限部分群 G ⊂ GL(V )が鏡映群で |G|が char(k)で割れなければ, k[V ]Gは多項式

環である (Shephard–Todd, Chevalley, Serre).
有理概主束に関する反射的層の圏の対応から, 次が得られる.

補題 2.16 ([Has4, (11.3)]). f : X → Y はG豊富化された概主N 束で,

X U? _
ioo ρ // V � � j // Y

(ただし, ρ = f |U は f の制限) は有理概主N 束であるものとする. X は正規代数多様体
で, Y は代数多様体とする. このとき, Y が正規であるための条件は, OY → (f∗OX)

G が
同型であることである. このとき, 圏同値 (j∗ρ∗(−))N i∗ : Ref(X) → Ref(Y ) は f∗(−)N

と同値 (つまり自然同型で結ばれる). また, その準逆 i∗ρ
∗j∗ は (f ∗(−))∨∨と同値. ここ

に, (−)∨ = HomOX
(−,OX).

正規代数多様体の反射的層で記述できるものとして, 因子類群がある. X は正規な
G-varietyとする. このとき, G因子類群 Cl(G,X)は階数 1の反射的な連接 (G,OX)加
群の同型類全体のことである. Cl(G,X)の加法は, [M] + [N ] = [(M ⊗OX

N )∨∨]で定
まる.

Gが自明の時, Cl(G,X) は通常の因子類群 (Weil因子全体を線型同値で割ったもの)
Cl(X)と同型である.

定理 2.17 ([Has4, (11.4)]). f : X → Y はG豊富化された概主N 束とする. このとき,
f# : Cl(H, Y ) → Cl(G,X) を f#[M] = [(f ∗M)∨∨] で定めると, アーベル群の同型で
ある.

注意 2.18. X = An のとき, Cl(G,X) ∼= X (G) (Gの指標群) である.

例 2.19. X = V = kn, r ≥ 1とし, 有限群スキームG = µr = Spec k[t]/(tr − 1) は V に
スカラー行列として作用するとする. すると, Y = V//G は Spec k[V ](r), ただし,

k[V ](r) = k[x1, . . . , xn]
(r) = k[xa11 · · · xann |

∑
ai = r]

はベロネーゼ部分環. UV = V \ {0} であるから, n ≥ 2 である限りは作用は小さい. 従っ
てこのとき, Cl(Y ) = X (µr) = Z/rZ.

例 2.20. k = Cとする. X = V = Cnとし, G ⊂ GL(V )は有限部分群とする. N は Gの
擬鏡映全部で生成されるGの部分群とする. N は正規部分群であり, H = G/Nとおく. こ
のとき, H の Y = V//N = Anへの作用は小さい. 従って, Cl(V//G) = Cl(H, Y ) = X (H).
特に, G が擬鏡映を含まない場合, Cl(V//G) = Cl(Y ) = X (G).
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例 2.21. G ⊂ Sn は S = k[x1, . . . , xn] に σxi = xσiで作用する置換群とする. σ ∈ Sn

が擬鏡映であるための条件は, σ が互換であることである. 交代群 G = An (n ≥ 5) とす
るとG は互換を持たず, 非自明な指標も持たない. よってこのとき, A = SAn は UFD.
char k 6= 2 のとき, A = k[e1, e2, . . . , en,∆], ここに er =

∑
1≤i1<···<ir≤n xi1xi2 · · · xir は基

本対称式, ∆ =
∏

1≤i<j≤n(xj − xi)は最簡交代式.

3. Knop 指標と渡辺型定理

渡辺敬一 [Wat1, Wat2] は, GL(V ) の有限部分群 G について, G が擬鏡映を持たな
いとき, k[V ]G が Gorenstein である (これは A = k[V ]G の標準加群 ωA が A と同
型であることと同値) 必要十分条件は, G ⊂ SL(V ) であることと同値であることを示
している. G ⊂ SL(V ) という条件は detV が自明であることと同値で, これはまた,
ωS = S ⊗k detV だから, (G,S) 加群として ωS

∼= S であることとも同値である. 実際,
この場合, ωG

S
∼= SG = A なのである.

正規代数多様体 X の標準層 ωX は反射的である. そこで有限とは限らないアフ
ィン代数的群スキーム G が X に作用し, π : X → Y が概主 G 束のとき, 圏同値
(π∗−)G Ref(G,X) → Ref(Y ) によって ωX に対応する (π∗ωX)

G が ωY なのではないか
と期待したくなるが, そうはなっていないことは, (当時概主束の概念があった訳ではな
いのだが) Knop [Kno] が C 上の簡約群の作用について,

∧topg (ここに g は随伴表現
LieG) が関与していることに気付いたことで明らかとなった. 一般の群スキームの場合
には, 次のように一般化される.

定義 3.1. G は N に共役で作用する. よって, 標準層 ωN は N 上のG線型化された可
逆層. 単位元 e : Spec k → N はG安定な閉埋入で, λN = H0(Spec k, e∗ωN)は 1次元の
G加群. λN を N のKnop指標と呼ぶ.

定理 3.2 (一般化された渡辺の定理, [Has4, (11.22)]). f : X → Y は G豊富化され
た概主 N 束とする. X と Y は正規とする. このとき, ωY

∼= (f∗ωX ⊗k λ
∗
N)

N , ωX
∼=

f ∗(ωY ⊗k λN)
∨∨である. ここに, (−)∨ = HomOX

(−,OX).

正規代数多様体の間の概主束 π : X → Y について, 一般には (π∗ωX)
G は ωY と同型

とは限らない訳であるが, Knop 指標 λN が自明であれば, そうなっている.

系 3.3. 定理において, λN が自明なG加群 kと同型とする. Y 上の H線型化された可
逆層 L について, 次は同値.

1. ωY
∼= L.

2. ωX
∼= f ∗L.

では, いつ λN が自明となるかであるが, G = N が連結簡約群ならばそうである.

例 3.4. 1. もし N が k-smooth とすると, ωk[N ] =
∧n Ωk[N ]/k (n = dimN). よって,

λN = (
∧n n)∗, ここに n = LieN はN の随伴表現.

6



2. もしさらに G = N で G が連結簡約とすると, g = g0 ⊕
⊕

α∈Φ gα とルート分解し
(ただし, Gの極大トーラス T とGのルート系 Φを適当に決めている), 各 α ∈ Φ
について, dim gα = 1. よって, λ∗G はウェート

∑
α∈Φ αを持つ Gの 1次元表現.

Φ = −Φ だから和は 0であり, λG は自明となる.

3. (Knop) char k 6= 2 で G = N = O2 (2次の直交群)とすると, λN は非自明である.

4. もしN がGの中心に含まれるとき, G のNへの共役による作用は自明であり, λN
も自明表現となる.

有限群 G の場合には, λG は自明である. 実際, G は 0 次元 smooth なので, λG =
(
∧0 g)∗ = k. ここでは, 被約でない有限群スキームについて最近分かったことを述べる.

定義 3.5. Λ 有限次元 k代数とする.

1. Λ が 対称 とは, 両側加群 ΛΛΛ が双対加群 (ΛΛΛ)
∗ と (Λ,Λ)両側加群として同型

であることをいう.

2. Λ が Frobenius とは右加群 ΛΛ が (ΛΛ)
∗ と右 Λ加群として同型であることをいう.

3. Λ が 自己入射的とは, ΛΛ が入射的 Λ加群であることをいう.

対称的⇒Frobenius⇒自己入射的である. また, 各条件は左右対称な条件 (つまり, Λ
が条件をみたすことと, Λop が条件をみたすことは同値) である. また, ベーシックで自
己入射的ならば Frobenius であるが, Frobenious は一般には森田同値で保たれない.

命題 3.6. Γ は有限次元 k-Hopf 代数とする.

1. Γ は (k代数として) Frobenius 代数であるが, 一般には対称代数とは限らない.

2. もし Γ が対称代数とすると, Γ は unimodular (つまり, 左積分と右積分の概念が
一致する). もし s2 = id (s は Γの antipode) とすると, unimodular ならば対称代
数. 特に Γ が余可換で unimodular ならば, Γ は対称代数.

これらについては, [SY], [LS], [Hum], [Rad], [Suz] をご覧ください. G が有限群ス
キームのとき, 座標環 k[G] は有限次元で可換な k-Hopf 代数であるから, その双対 k[G]∗

は余可換な有限次元 k-Hopf 代数である. これについて, 次が成立する.

定理 3.7. N が k上有限で G = N ×Hのとき, 次は同値である.

1. G加群として λN ∼= k.

2. N 加群として λN ∼= k.

3. k[N ]∗ は k-algebra として対称的.

4. k[N ]∗ は k-Hopf algebra として unimodular.
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この判定法により, 次を得る.

系 3.8. N が k上有限で G = N ×Hとする. 以下の場合には λN は自明である.

1. N は可換.

2. N の単位連結成分 N◦ は線形簡約 (つまり, 任意の表現が simisimple).

3. N は線形簡約.

4. N は k上エタール (⇔ N◦ が自明群).

5. N は有限で constant (つまりふつうの有限群).

λG が自明な場合には次が成立する.

定理 3.9. N は簡約 k 群スキーム, V n次元 (n < ∞) の N 加群で V → V//N =
Spec k[V ]N は概主N 束, λN は自明とする. H = Gm は 1次元トーラス, V の各元は次
数−1としてH 加群 (言い換えると Z-graded な kベクトル空間)とする. S = k[V ] =
SymV ∗, A = SN , G = N ×H とおく. すると,

(i) (H,A)加群として ωA
∼= ωG

S .

(ii) A の S. Goto – K.-i. Watanabe の a不変量 について, a(A) ≤ a(S) = −n が成立
する.

さらに以下は同値である.

(1) 作用 N → GL(V ) は SL(V )を経由する.

(2) (G,S)加群として ωS
∼= S(−n).

(3) S加群として ωS
∼= S.

(4) (H,A)加群として ωA
∼= A(−n).

(5) A 加群として ωA
∼= A.

(5′) Aは quasi-Gorenstein (つまり, Aの各素イデアル pについてApはApの canonical
module).

(6) a(A) = −n.

注意 3.10. N がふつうの有限群の場合, 系 3.8 によって λN は自明となる. このときの
(1)⇔(5)は, 渡辺敬一 (non-modular な場合) [Wat1, Wat2], Braun [Bra], Fleischmann–
Woodcock [FW] (一般の場合)による. Gが有限で線型簡約の場合も λN が自明だが,この
場合の (1)⇔(5) は Liedtke–Yasuda [LY] による. G がふつうの有限群の場合の (1)⇔(6)
は Goel–Jeffries–Singh [GJS] による.
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定理 3.9 で λN が自明である, という仮定は外せないことを示そう.

例 3.11. k は標数 p, ` は p(p− 1)を割らない素数,

G =

{[
t α
0 1

] ∣∣∣∣ t ∈ µℓ, α ∈ αp

}
とする. ここに, αp = Spec k[a]/(ap) ⊂ Spec k[a] = Ga, µℓ = Spec k[T ]/(T ℓ − 1) ⊂
Spec k[T, T−1] = Gm とし, W = k2 は G ⊂ GL2 の自然なベクトル表現, V = W ⊕W ∗

とする. すると V は small で G ⊂ SL(V ). よって, S = k[V ] = Sym V ∗, A = SG とす
るとき, ωS = S ⊗ detV = S. よって, ωA = (ωS ⊗k λG)

G. しかし,

ωk[Gad] = Homk(k[Gad], k).

よって,
λG = soc∗k[Gad]

= (ap−1 · k)∗.[
t−1 0
0 1

] [
1 a
0 1

] [
t 0
0 1

]
=

[
1 t−1a
0 1

]
なので, 自然な埋め込み µℓ ↪→ Gm から来るµℓの 1次元表現を χとして, λG = χp−1を
得る. `は p−1を割らず, λG は自明ではない. 仮に ωA = Aとすると, S ∼= ωS

∼= S⊗λG
から λG ∼= k となり矛盾. A は quasi-Gorenstein ではない.

4. Determinantal varieties の例とその他の応用

これまで見て来た概主束の例はどれも群が有限群スキームだったが, 高次元の群でも興
味深い例がある. m,n, t は整数で 2 ≤ t ≤ m ≤ n とし, E = kt−1, N = kn, M = km,
X = V = Hom(E,M) × Hom(N,E)とする. Y = Yt = {h ∈ Hom(N,M) | rank h < t}
とおく (determinantal variety).

定理 4.1 (De Concini–Procesi [DP], H [Has1]). π : X → Y は π(ϕ, ψ) = ϕ ◦ψで与えら
れる射とする. このとき π は GL(M)×GL(E)×GL(N)豊富化された概主 GL(E)束で
ある.

この事実は, よく知られているいくつかの古典的な事実の再証明を与える.

系 4.2. π : X → Y = Yt は上の通りとする.

(1) (Bruns [Bru]) Cl(Yt) = X (GL(E)) = Z.

(2) ωYt = (k[X]⊗ (
∧topE)⊗(m−n))GL(E).

(3) (Svanes [Sva]) Yt が Gorenstein である必要十分条件は m = n (大前提として
2 ≤ t ≤ m ≤ nであるとして).
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A. Lascoux [Las]とW. Bruns–J. Herzogはa(k[Yt]) = −2n(t−1) ≤ −(m+n)(t−1) =
a(k[X]) であることを示している. 等号成立は m = n のときに限り, 定理と合っている.
ここから char(k) = p > 0とする. R =

⊕
i≥0Ri は positively graded (i.e., R0 = k)な

有限生成可換k代数とする. F e : R → eR = Rは e番目のFrobenius (F e(r) = e(rp
e
))とす

る. eRは (F eを通して)有限 R加群であり,斉次元 r ∈ Rについて deg(er) = (deg r)/pe

として eRも次数がついて F e は次数を保つ.
Q-graded な有限生成R加群の圏 Qgrmod は Krull–Schmidt なので,

eR =Me,1 ⊕ · · · ⊕Me,se

で Me,j は直既約と一意的に分解する. R が有限 F 表現型 (Finite F -Representation
Type, FFRT) を持つとは, ある有限個の Qgrmodの直既約な対象 N1, . . . , Nr ∈ Qgrmod
が存在して, 各 e, j に対して, ある番号 u と c ∈ Q が存在して Me,j

∼= Nu(c) であるこ
とをいう.

G ⊂ GL(V ) は擬鏡映を持たない有限部分群とする. S = k[V ] = Sym V ∗, A = SGと
おく. すると (−)G : Ref(G,S) → Ref(A) は圏同値だったが, (eS)G = eA である. eA の
分解を調べる代わりに eS を (G,S)加群として調べることで次を得た.

定理 4.3 (H – A. Singh [HSi]). A = SG が有限 F 表現型を持たない V の例. ただし, k
は素体上超越的とする.

R =
⊕

n≥0Rn は R0 = k が標数 p の代数閉体である有限生成次数付き環とする.
Ob(QgrmodR)の各元を基底に持つRベクトル空間をWとし, V(R) = W/(([M ]− [L]−
[N ] | M ∼= L ⊕ N) + ([M ] − [M(c)] | c ∈ Q)) とおく. QgrmodRの直既約加群の次数
を無視した同型類全体 I が V(R)のR基底. α =

∑
M∈I cα,M [M ] (cα,M ∈ R)に対して,

‖α‖ =
∑

M |cα,M |µR(M), ただし µR は生成元の個数, とすると, (V(R), ‖−‖) はノルム
空間. そこで,

FL(α) = lim
e→∞

1

pde

∑
M∈I

cα,M [eM ],

と (右辺の極限が存在する限り) 定義する. ここに d = dimR.
以下は少しずつ定理として拡張されたが, いずれも本質的には概主束の考えを用いて

示された.

定理 4.4 (H–Y. Nakajima [HN], H–P. Symonds [HSy], H–F. Kobayashi [HK]). G は
GL(V )の有限な閉部分群スキーム, S = k[V ], A = SGとする. k = V1, . . . , Vr は単純G
加群全体, Pi は Viの projective cover, Mi = (Pi ⊗k S)

Gとする. このとき, V(SG)にお
いて

FL(SG) =
1

dimk k[G]
[S] =

1

dimk k[G]

r∑
i=1

(dimVi)[Mi].

系 4.5. 1. (K.-i. Watanabe–K.-i. Yoshida [WY], Broer [Bro], T. Yasuda [Yas], J.
Carvajal-Rojas [C-R], F. Kobayashi–H [HK]) SG のF -signature は [A] の FL([A])
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における係数である. よって, G が線形簡約なら (M1
∼= Aゆえ) 1/ dimk k[G] で,

それ以外なら 0 である. 特に, A が強 F 正則である条件はGが線型簡約であるこ
とである.

2. SG の Hilbert–Kunz 重複度 eHK(S
G) は µSG(S)/ dimk k[G].

以下の疑問を掲げて, この概説を終えたい.

疑問 4.6. 1. Determinantal ring k[Yt] は一般に FFRT を持つか?

2. k が素体 Fp の代数閉包として, 有限部分群 G ⊂ GL(V ) で k[V ]G が FFRT を持
たないものはあるか?
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3次元ファノ多様体の双有理幾何
九州大学数理学研究院　岡田拓三

代数多様体は複素数体上定義されているものとする.

1 はじめに
代数多様体, 特にファノ多様体の有理性を判定する問題を背景として, 1971 年に

IskovskikhとManinにより次の結果が示された.

定理 1.1 (Iskovskikh–Manin [14]). X と X ′ を P4 の非特異 4次超曲面とする. このとき,

X から X ′ への双有理写像は同型写像である. 特に, 非特異 4次超曲面の自己双有理写像群
は自己同型群に一致する.

P4 の非特異 4次超曲面の自己同型群が有限群である（[19]）こと, P3 の自己双有理写像群
（つまり, 3次クレモナ群）が無限群であること, および双有理写像群が双有理不変量である
ことから, P4 の非特異 4次超曲面の非有理性が従う.

この結果はおよそ半世紀前の結果である. 現在では双有理剛性やそれをさらに拡張した概
念（birational solidity）へと理論が発展し, 様々な結果が得られてきた. この報告書では, 3

次元のファノ重み付き超曲面に対象を絞って, これまでに得られてきた結果について概説を
したいと思う.

2 双有理剛性とその拡張
後になって上記の定理 1.1において, 双有理写像のターゲットX ′をより一般の対象である
森ファイバー空間に取り替えても同様の結論が得られることがわかった. ここに, 森ファイ
バー空間 π : X → S とは, Q分解的かつ高々端末特異点しか持たない射影多様体 X から射
影多様体 S への連結ファイバーを持つ射であり, 相対ピカール数 ρX/S が 1, dimX > dimS

かつ −KX が π-豊富になっているものを指す. 簡単に説明すれば, ファノ多様体のファイブ
レーションの構造を持つ多様体のことである. 典型例はピカール数 1のファノ多様体である.

なお, 本報告書において, ファノ多様体とは Q分解的かつ高々端末特異点しかもない射影多
様体で, その反標準因子が豊富なものを指す.



極小モデル理論により, 単線織多様体（有理曲線で覆われる多様体のクラス）は森ファ
イバー空間と双有理同値になる. しかしながら, 固定された双有理同値類の中には一般に
森ファイバー空間は複数, 特に無数に, 存在し得る. 例えば射影空間がその例として挙げ
られる.*1 ピカール数 1 のファノ多様体 X を考えよう. 上述の通り, この X は（構造射
X → SpecC によって）森ファイバー空間とみなされる. X の双有理同値類の中に存在
する森ファイバー空間が同型を除いてただ 1 つ*2の時に, X は双有理剛的（birationally

rigid）であるという.

双有理剛性はピカール数 1 のファノ多様体の間の双有理不変な性質であり, さらに射影
空間は明らかに双有理剛的でない. よって, 双有理剛性が非有理性を導くことがわかる.

Shokurov [24] や Ahmadinezhad–岡田 [2] によって, 非有理性を導く性質を保持しながら
双有理剛性をより弱めることで birational solidity なる概念が導入された. ピカール数 1

のファノ多様体は, 狭義森ファイバー空間と双有理同値にならないときに双有理堅固的
（birationally solid）*3であるという. ここに, 狭義森ファイバー空間とは, 底空間が正の次
元を持つ森ファイバー空間のことであり, 非自明な森ファイバー空間とも呼ばれる. 自明な
森ファイバー空間はピカール数 1のファノ多様体に他ならない. 次の関係がある：

双有理剛的 =⇒ 双有理堅固的 =⇒ 非有理的.

3 Sarkisovプログラム
ファノ多様体の双有理剛性・堅固性を考察する上で基本的な枠組みである Sarkisovプロ
グラムについて概観しておく. 詳細については, 例えば [7]を参照されたい.

2つの森ファイバー空間 X/S 及び X ′/S′ の間の双有理写像 σ : X 99K X ′ として基本的
なものである基本リンクと呼ばれるものは, 次の 4つのタイプからなる：

Y
φ

����
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τ //___ X ′

��

Y
φ

����
��
��
��

τ //___ Y ′

φ′

  A
AA

AA
AA

A

（I型） X

σ

77ooooooo

��

（II型） X

��

σ
//___________ X ′

��
S S′oo S S′

*1 3次元以上においては, 有理的森ファイバー空間が（非自明な）族として存在する. つまり, 3次元以上の射
影空間の双有理同値類の中には, 非加算濃度の互いに同型でない森ファイバー空間が存在する.

*2 要するに X のみ, ということ
*3 Shokurovはこれを primitiveと呼んでいる.
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上図式にあらわれる φおよび φ′ は（端末的カテゴリーにおける）因子収縮射*4であり, τ は
余次元 1 で同型な双有理写像*5である. また, IV 型の図式において, T は ρ(S) = ρ(S′) =

ρ(T ) + 1を満たす正規射影多様体である.

定理 3.1 (Sarkisovプログラム, Corti [7], Hacon–McKernan [10]). 森ファイバー空間の間
の双有理写像は, 基本リンクの合成へと分解される.

注意 3.2. X/S が自明な森ファイバー空間, つまり X がピカール数 1のファノ多様体のと
きは, X からの基本リンクは I 型あるいは II 型のものしかない. 従って, ピカール数 1 の
ファノ多様体からの基本リンクは必ず因子収縮射を経由する. I型および II型の基本リンク
のことを因子収縮射 φから始まる基本リンクと呼ぶことがある. ピカール数 1のファノ多様
体 X への因子収縮射 φ : Y → X が与えられたとき, この φから始まる基本リンクは存在す
ればただ一つであることが知られている*6.

ここからは X をピカール数 1のファノ多様体とする. X と双有理同値な森ファイバー空
間は, 順次基本リンクを辿っていくことで得られる. 特に X が双有理剛的でない場合には,

X からの基本リンクでその像がX と非同型なものが存在することになる. また, 注意 3.2に
より, X からの基本リンクを開始する因子収縮射が存在することになる. このような因子収
縮射を特定することが重要となる.

定義 3.3. Lを X 上の線形系とし, r > 0を有理数とする. 双有理写像 ψ : W → X および
その例外素因子 G ⊂W に対して, 不等式

rmultG ψ
∗L ≤ aG(KX)

が成立するときに, 組 (X, rL)は Gにおいて標準的であるという. ここに, aG(KX)は KX

の Gにおける食い違い係数を表す. X 上空の任意の例外素因子において標準的であるとき
に, 組 (X, rL)は標準的であるという.

*4 本報告書では, 端末的なカテゴリーにおけるK-負な端的収縮射であり因子を潰すもののことを単に因子収縮
射と呼ぶ.

*5 正確には, τ は同型射であるかあるいはフリップ, フロップ, 逆フリップの合成写像のことである.
*6 Y のピカール数が 2であるので, いわゆる 2-ray gemeと呼ばれる一意的な操作から基本リンクが（存在す
る場合には）定まる.



定義 3.4. φ : Y → X を因子収縮射とし, E をその例外因子とする. X 上の可動線形系
M ∼Q −nKX（n > 0は有理数）が存在して, 組 (X, 1

nM)が E において標準的でないと
きに φは極大特異収縮射であるという.

X の部分多様体 Γは, Γを中心とする極大特異収縮射が存在するときに極大特異中心であ
るという.

因子収縮射 φ : Y → X から始まる基本リンク σ : X 99K X ′ が存在するとき, 誘導され
る双有理写像 Y 99K X ′ を定める線形系を X へと推進することで得られる可動線形系を
M ∼Q −nKX とすると, 組 (X, 1

nM)は φの例外因子において標準的でないことが示され
る. これにより次が得られる.

補題 3.5 ([20, Lemma 2.5]). φ : Y → X を因子収縮射とする. φから始まる基本リンク σ

が存在するならば φは極大特異収縮射である.

定理 3.6. ピカール数 1のファノ多様体が双有理剛的であることと, 次が成立することが同
値である：各因子収縮射 φ : Y → X に対して,

(1) φは極大特異収縮射ではない, あるいは
(2) φから始まる基本リンク σ が存在し, それが自己双有理写像である.

注意 3.7. 双有理剛性をより強めた概念である双有理超剛性も導入されている：ピカール数
1 のファノ多様体は, 双有理剛的かつ Bir(X) = Aut(X)*7が成立するときに双有理超剛的
（birationally superrigid）であるという. これは, X 上に極大特異中心が存在しないこ
とと同値となる. 定理 1.1における P4 の非特異 4次超曲面は双有理超剛的である.

4 3次元ファノ重み付き超曲面の分類
4次元の重み付き射影空間

P := P(a0, a1, a2, a3, a4) := ProjC[x, y, z, t, w]*8

は, どの 4 つの重みの最大公約数も 1 となるときに well-formed であるという. 任意の
重み付き射影空間に対してそれと同型である well-formed な重み付き射影空間が存在する.

X を Pの超曲面とし, （重み wt(x) = a0, . . . ,wt(w) = a4 に関する）次数 dの斉次多項式
F = F (x, y, z, t, w)により定義されているとする. アフィン錐

CX := SpecC[x, y, z, t, w]/(F )

*7 Bir(X)は X の自己双有理写像群である.
*8 C[x, y, z, t, w]は重み wt(x) = a0, . . . ,wt(z) = a4 の次数付き環とみなしている.



が原点を除いてスムースであるときに X は擬スムースであるという. 擬スムースな重み
付き超曲面 X に対して, Sing(X) = Sing(P) ∩X となり, X は高々巡回商特異点しかもた
ない. 容れ物の重み付き射影空間 P が well-formed であり, かつ P の特異点集合 Sing(P)
の任意の余次元 2 の成分が X に含まれないときに X は well-formed であるという.

Well-formed かつ擬スムースな X に対して, 随伴公式 (KP + X)|X = KX が成立し, 同
型 O(KX) ∼= OX(d −

∑
ai) が得られる. 擬スムースかつ well-formed な重み付き超曲面

X ⊂ Pがファノ多様体であるとする, つまり −KX は豊富かつ高々端末特異点しか持たない
ものとする. このとき,

ιX := −d+
4∑

i=0

ai > 0

を X のファノ指数と呼ぶ. 因子類群 Cl(X)は Zと同型であるので, −KX が Cl(X)の生成
元（OX(1)に対応する因子）の ιX 倍になっている.

Reid, Iano-Fletcher, Brown, 鈴木らにより, 3次元の擬スムースかつ well-formedなファ
ノ重み付き超曲面の分類が次のとおりに得られている.

定理 4.1 (Iano-Fletcher [12], Brown–Suzuki [3], [4]). 擬スムースかつ well-formedな 3次
元ファノ重み付き超曲面は 130族からなる. このうち, ファノ指数が 1のものは 95族から
なり, ファノ指数が 2以上のものは 35族からなる.

なお, 上記の 130族が実際に全てを尽くしていることは, 指数 1の場合は [6]あるいは [15]

により, 指数 2の場合は [23, Theorem 2.11]により示されている. 具体的なリストは, 指数
1の 95族については [12, Table 5]に, 指数 2以上の 35族については [22, Table 1]に記載
されている. また, 各族は重み付き射影空間の重み a0 ≤ · · · ≤ a4 及び超曲面の次数 dで指
定されることになり, 自然数の組 (ファノ指数, a0, . . . , a4, d)の辞書式順序により番号付けさ
れ, 族№ i（1 ≤ i ≤ 130）などと呼ばれる.

5 3次元ファノ重み付き超曲面の双有理剛性
5.1 ファノ指数 1の場合
まずはファノ指数が 1の場合の結果を紹介する.

• 非特異 4次超曲面 X4 ⊂ P4 は双有理超剛的である (Iskovskikh-Manin [14]).

• 非特異 6次超曲面 X6 ⊂ P(1, 1, 1, 1, 3)は双有理超剛的である (Iskovskikh [13]).

• ファノ指数 1 の 95 族の各族に属する一般メンバーは双有理剛的である (Corti–

Pukhlikov–Reid [9]).



上記の研究を経て, ファノ指数 1 の場合の双有理剛性の研究は次のとおり完全に解決さ
れた.

定理 5.1 (Cheltsov–Park [5]). ファノ指数 1の擬スムースかつ well-formedな 3次元ファ
ノ重み付き超曲面は双有理剛的である.

上記定理の証明において, 実際には次が示された：X をファノ指数 1 の擬スムースか
つ well-formed な 3 次元ファノ重み付き超曲面とする. このとき, 任意の極大特異収縮射
φ : Y → Xに対し, φから始まる基本リンク σが存在し,それは自己双有理写像 σ : X 99K X
である*9. よって, X からの基本リンクは全て自己双有理写像であるので, X は双有理剛的
となることが従うわけである.

5.2 ファノ指数が 2以上の場合
ファノ指数 ιX が 2以上の場合に話を進めることにする. まずは Abban–Cheltsov–Park

[1] による議論及び結果を紹介する. 以下の議論の詳細については [1, §2, §3]を参照された
い. X ⊂ P(a0, . . . , a4)をファノ指数が 2以上の擬スムースかつ well-formedなファノ重み
付き超曲面とする. 以下では常に a0 ≤ · · · ≤ a4 であるものとする.

最初に lcm(a0, a1) < ιX*10の場合を考察する. この条件は 30族に対して満たされる. 射
影 p : X 99K P(a0, a1) ∼= P1, (x :y : · · · :w) 7→ (x :y), の不確定点及び X の特異点を解消す
る双有理同値モデル f : Y → X を選ぶ. 射影 pから誘導される射を g : Y → P(a0, a1)とお
く. 仮定された不等式 lcm(a0, a1) < ιX から, g の一般ファイバーが単線織的であることが
わかる. 従って, Y から開始する P(a0, a1) 上の極小モデルプログラムを実行すると森ファ
イバー空間 X ′/S′ を得る：
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H X ′
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構成から S′ → P(a0, a1)は全射であるので X ′/S′ は狭義森ファイバー空間となり, 従って
X は双有理堅固的でない.

注意 5.2. lcm(a0, a1) < ιX を満たす 30族のうち, 20族に対してそのメンバーが有理的で

*9 極大特異収縮射が存在しない場合もある. この場合は X は双有理超剛的である.
*10 分類の結果 130族全てに対して a0 と a1 は互いに素であるので, lcm(a0, a1)は単に a0a1 として良い.



あることが [22]により知られている. さらには, この 20族及び P4 の非特異 3次超曲面の族
を除いた 114族については, その各族の十分一般メンバー*11が安定有理的*12でないことが
やはり [22]により示されている.

次に 1 < ιX ≤ lcm(a0, a1)の場合を考察する. この条件は, № 100, 101, 102, 103, 110の
5族（表 1参照）に対して満たされる.

表 1 1 < ιX ≤ lcm(a0, a1)を満たす族

№ Xd ⊂ P(a0, . . . , a4) ιX p X̂ ⊂ P̂

100 X18 ⊂ P(1, 2, 3, 5, 9) 2 1
5 (1, 2, 3) X̂10 ⊂ P(1, 1, 1, 3, 5)

101 X22 ⊂ P(1, 2, 3, 7, 11) 2 1
7 (1, 2, 5) X̂12 ⊂ P(1, 1, 1, 4, 6)

102 X26 ⊂ P(1, 2, 5, 7, 13) 2 1
7 (1, 3, 4) X̂14 ⊂ P(1, 1, 2, 4, 7)

103 X38 ⊂ P(2, 3, 5, 11, 19) 2 1
11 (1, 4, 7) X̂22 ⊂ P(1, 1, 3, 7, 11)

110 X21 ⊂ P(1, 3, 5, 7, 8) 3 1
8 (1, 3, 5) X̂7 ⊂ P(1, 1, 1, 2, 3)

X は擬スムースであるため, その特異点は全て端末的商特異点である. X の特異点のう
ち指数が最大であるものはただ 1つであり, それを pとする. 3次元端末的商特異点を中心
とする因子収縮射はただ一つ存在する（川又 [16]）ので, それを川又爆発と呼ぶことにする.

φ : Y → X を点 pを中心とする川又爆発とする. φ : Y → X は重み付き爆発として実現さ
れており, 容れ物の重み付き射影空間 P の点 p での適当な重みによる重み付き爆発（トー
リック射）Φ: T → P へと延長することができる. ここに, T はピカール数 2 の Q 分解的
トーリック多様体であり, X の Φによる固有変換と Y を同一視でき, φ = Φ|Y となってい
る. ピカール数 2の Q分解的トーリック多様体 Tの可動錐の分解に対応する Q分解的改変
の列（あるいは 2-ray gameといっても良い）により次の図式を得る：

Y

φ

� �

⊂ T

Φ

��

Θ1 //___ T1
Θ2 //___ · · · Θm //___ Tm

Φ̂
��

Ŷ⊃

φ̂
��

X ⊂ P P̂ X̂⊃

ここに, Θi は余次元 1で同型な双有理写像であり, Φ̂ : Tm → P̂はトーリック因子収縮射で
ある. 全ての場合において, 像 P̂は 4次元重み付き射影空間であり, Φ̂は因子を点 p̂ ∈ P̂に
潰している. Ŷ ⊂ Tm を Y の双有理変換とし, φ̂ := Φ̂|Ŷ : Ŷ → X̂ := Φ̂(Ŷ )とすると, 基本

*11 パラメーター空間の高々可算無限個の空でない開集合の共通部分によってパラメトライズされるメンバーの
ことを十分一般メンバーという.

*12 代数多様体 V は, V × Pm が有理的となる整数m ≥ 0が存在するときに安定有理的という.
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を得る. X̂ は P̂の擬スムースではないピカール数 1のファノ超曲面であり, φ̂ : Ŷ → X̂ は
非商特異点への因子収縮射となっている. 特に X̂ 6∼= X である.

また, X が№110の族のメンバーである場合には, もう 1つ存在する商特異点（ 1
5 (1, 1, 4)

型特異点）から上記と同様の構成法により, 異なる基本リンク σ̆ : X 99K X̆ を得る. ただし,

最初に構成するピカール数 2の Q分解的トーリック多様体 Tは 4次元のものであるが, そ
の Q分解的改変を制限しても基本リンクは得られない. そのため, Tをそれに対してさらに
unprojectionという操作を行うことにより得られる 5次元のピカール数 2の Q分解的トー
リック多様体と取り替えてリンクの構成を行う. なお, X̆ は 5次元の重み付き射影空間 P̆に
おける余次元 2の完全交叉であり, X̆ 6∼= X, X̂ である. 以上をまとめておく.

定理 5.3 (Abban–Cheltsov–Park [1]). 擬スムースかつ well-formedなファノ重み付き超曲
面 X ⊂ P := P(a0, . . . , a4), a0 ≤ · · · ≤ a4, に対して次が成立する.

(1) 1 < ιX ≤ lcm(a0, a1)であれば, X は双有理堅固的でない.

(2) lcm(a0, a1) < ιX であれば, X と非同型なピカール数 1のファノ多様体 X̂ への基本
リンク σ̂ : X 99K X̂ が存在する. X が№ 110の族のメンバーの場合は, X 及び X̂ と
非同型なピカール数 1のファノ多様体 X̆ への基本リンク σ̆ : X 99K X̆ が存在する.

定理 5.3と定理 5.1を合わせれば, 3 次元ファノ重み付き超曲面の双有理剛性について完
全な解決がもたらされる.

系 5.4. 擬スムースかつ well-formedな 3次元ファノ重み付き超曲面が双有理剛的となる必
要十分条件は, ファノ指数が 1となることである.

6 3次元ファノ重み付き超曲面の双有理堅固性
6.1 主定理の紹介
引き続き X ⊂ P := P(a0, . . . , a4), a0 ≤ · · · ≤ a4, を擬スムースかつ well-formedなファ
ノ重み付き超曲面とする. 定理 5.3の (2)の状況を考察する, つまり, lcm(a0, a1) < ιX とす
る. このとき, X は双有理剛的でないことは直ちにわかるが, 定理 5.3で双有理同値モデル
として得られている森ファイバー空間 X̂（及び X̆）は自明な森ファイバー空間であり, その



他に森ファイバー空間が現れるかどうかは [1]において示されていない. 次の疑問は自然に
生じる.

問い 6.1. № 100, 101, 102, 103, 110の 5族の各メンバーは双有理堅固的か.

次の結果は, この問いに答え, 擬スムースかつ well-formed な 3次元ファノ重み付き超曲
面の双有理堅固性の研究を完全に解決するものである.

定理 6.2 ([23]). X を族 №100, 101, 102, 103（あるいは族 № 110）の擬スムースかつ
well-formedなメンバーとする. このとき, X は X̂（あるいは X̂, X̆）以外の森ファイバー空
間と双有理同値にならない. 特に X は双有理堅固的であり, 非有理的である.

6.2 定理 6.2の証明の概略
以下では, 最も込み入った場合である族№ 110を題材にして定理 6.2の証明の概略につい
て解説したい. まずは, 族№110のメンバーである X 及びその双有理同値モデルである X̂,

X̆ の基本情報をまとめておく：

• X = X21 ⊂ P := P(1, 2, 3, 5, 9), Sing(X) = { 1
5 (1, 1, 4), p = 1

8 (1, 3, 5)}.
• X̂ = X̂7 ⊂ P̂ := P(1, 1, 1, 2, 3), Sing(X̂) = { 1

2 (1, 1, 1),
1
3 (1, 1, 2), cE}.

• X̆ = X̆6,7 ⊂ P̆ := P(1, 1, 2, 2, 3, 5), Sing(X̆) = { 1
5 (1, 2, 3), cD/2}.

ここで, X̂7 あるいは X̆6,7 は, それぞれが次数 7の超曲面あるいは次数 6と 7の超曲面の余
次元 2 完全交叉であることを意味している. cE 型特異点とは, その一般超平面が E 型 Du

Val 特異点であるような超平面特異点のことである. cD/2 型特異点とは, 一般超平面が D

型 Du Val特異点であるような超平面特異点の位数 2巡回群の適当な作用による商として得
られる特異点である. 双有理堅固性の証明は次のとおりに行われる：

• ステップ 1：基本リンクの構成 — X, X̂ 及び X̆ からの基本リンクを可能な限り多く
構成する.

• ステップ 2：極大特異中心/収縮射の除外— X, X̂ 及び X̆ からの基本リンクがステッ
プ 1で構成したもので尽きていることを示す.

6.2.1 ステップ 1：基本リンクの構成
基本リンクの構成は, §5.2における σ̂ の構成と同様に行われる. つまり, X への因子収縮
射に対し, それを容れ物の重み付き射影空間の重み付き爆発として得られるピカール数 2の
Q分解的トーリック多様体に埋め込み, その Q分解的改変として得られる双有理写像の制限



を取ることで基本リンクを構成するわけである. 以下に, 構成された基本リンクの情報をま
とめておく.

• σ̂ : X 99K X̂：1
8 (1, 3, 5)型特異点を中心とする川又爆発により開始される基本リンク.

• σ̆ : X 99K X̆：1
5 (1, 1, 4)型特異点を中心とする川又爆発により開始される基本リンク.

• σ̂−1 : X̂ 99K X：cE型特異点を中心とする食い違い係数 2の因子収縮射 φ̂ : Ŷ → X̂

から開始される基本リンク.

• ι : X̂ 99K X̂： 1
3 (1, 1, 2)型特異点を中心とする川又爆発から開始される基本リンク.

• θ : X̂ 99K X̆：cE型特異点を中心とする食い違い係数 1の因子収縮射 ψ̂ : Ẑ → X̂ か
ら開始される基本リンク.

• σ̆−1 : X̆ 99K X：cD/2型特異点を中心とする因子収縮射 φ̆ : Y̆ → X̆ から開始される
基本リンク.

• θ−1 : X̆ 99K X̂：1
5 (1, 2, 3)型特異点を中心とする川又爆発から開始される基本リンク.
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~
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��@
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@
@
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6.2.2 ステップ 2：極大特異中心/収縮射の除外
§6.2.1において構成された基本リンクが X, X̂, X̆ からの基本リンクを尽くしていること

を示す必要がある. 非特異点, 曲線, 特異点を極大特異中心から除外していくプロセスであ
る. この部分がこの手の研究の困難な部分と言える.

非特異点の除外方法は次の結果が基本的である.

定理 6.3 (4n2-不等式, Corti [8, Theorem 5.3.2]). P ∈ V を非特異 3次元多様体の芽とし,

Mを V 上の可動線形系とする. 有理数 n > 0に対して, 組 (V, 1
nM)が点 P で標準的でな

いと仮定する. Mの一般メンバーM1,M2 に対して Z :=M1 ∩M2 をその交叉とするとき,

multP (Z) > 4n2

が成立する.

我々の場合に戻る. 極大特異中心である X の非特異点 P が存在したとする. この
とき, (X, 1

nM) が点 P で標準的でないような可動線形系 M ∼Q −nKX が存在する.

Z = M1 ∩M2 をMの一般メンバーM1,M2 の交叉として得られる有効 1サイクルとすれ
ば, multP Z > 4n2 である. つまり, 極大特異中心が存在すれば, その中心で高い重複度を持
つ有効 1サイクルが存在するわけである. 点 P を通り, なおかつ Z の台を含まないような



X 上の有効因子 D で D · (−KX)2 ≤ 4となるもの見つけてくると,

4n2 ≥ n2(D · (−KX)2) = D ·M1 ·M2 = D · Z ≥ multP D ·multP Z > 4n2

となり矛盾が生じる. このようにして非特異点が極大特異中心となり得ないことが示される.

同様の議論を X̂ と X̆ に対しても行う*13.

曲線の除外に関しては次の結果が基本である.

補題 6.4 ([21, Lemma 2.9]). V をピカール数 1の 3次元ファノ多様体とし, C ⊂ V を既約
かつ被約な曲線とする. (−KV ) · C ≥ (−KV )

3 であれば C は極大特異中心ではない.

全ての曲線に対して上記補題が有効であるわけではない. 有効でない曲線（= 低次の曲
線）は特殊なものに限られ, その場合は曲線を中心とする因子収縮射の分類や上記補題とは
異なる手法を適用する. このような議論の結果, X, X̂, X̆ 上の全ての曲線が極大特異中心か
ら除外される. 以上をまとめて次を得る.

命題 6.5. X, X̂ 及び X̆ の非特異点と曲線は極大特異中心でない.

残るは特異点である. 次の除外方法が有用である.

補題 6.6 ([21, Lemma 2.20]). V をピカール数 1 の 3 次元ファノ多様体とし, φ : W →
V を因子収縮射, E をその例外因子とする. W 上に無限個の既約曲線 Cλ が存在し,

(−KW ) · Cλ ≤ 0かつ E · Cλ > 0が成立するとき, φは極大特異収縮射でない.

X̂ = X̂7 ⊂ P(1, 1, 1, 2, 3) の 1
2 (1, 1, 1) 型特異点 P を考察する. この点は P = (0 : 0 :

0 : 1 : 0) であり, ψP : Z → Y を点 P での川又爆発とし, E をその例外因子とする. 線形
系 |OX̂(1)| の固定点集合は曲線 ∆ := (x0 = x1 = x2 = 0) ∼= P(2, 3) ∼= P1 である. こ
こに, x0, x1, x2 は重み 1 の斉次座標である*14. 一般メンバー D1, D2 ∈ |OX̂(1)| に対し
て, D1 ∩ D2 の ∆ での重複度が 1 であることが確かめられる. 従って, 1 サイクルとして
D1 ·D2 = Γ +∆と表される. ここに, Γは ∆を台に含まない有効 1サイクルである. Γの
Z における固有変換を Γ̃とすると, その台 Supp Γ̃の中に −KZ との交点数が非正かつ E と
の交点数が正となる既約成分が存在る. そのような成分の 1つを Cλ とする. D1, D2 の選び
方に応じて曲線 Cλ は無数に構成される. 従って補題 6.6により点 ψP は極大特異収縮射で
ない. この点 P 以外の X, X̂, X̆ の端末的商特異点に対してはその川又爆発から開始される
基本リンクが構成されている（§6.2.1参照）.

*13 4n2-不等式による除外が通用しない非特異点も存在するが, それらに対しては別途異なる手法を適用する必
要がある.

*14 X̂ を定義する 7 次斉次多項式はイデアル (x0, x1, x2) に含まれることが構成からわかる. これにより
∆ ⊂ X̂ が従う.



端末的商特異点を中心とする因子収縮射の一意性から, 残りは X̂ の cE型特異点と X̆ の
cD/2型特異点を中心とする因子収縮射について考察すれば良い. cD/2型特異点を中心とす
る因子収縮射は川北 [17], [18], 早川 [11]により分類されている. 一般に因子収縮射は一意的
ではなく, 特異点を定める方程式の形状に依存して様相が異なる. 我々の X̆ の cD/2型特異
点については因子収縮射の分類を利用することで次がわかる.

補題 6.7. X̆ の cD/2型特異点を中心とする因子収縮射はただ 1つである.

§6.2.1における ψ̆ : Y̆ → X̆ は cD/2型特異点を中心とする因子収縮射であり, 基本リンク
σ̆−1 : X̆ 99K X を導いている.

従って, 残るは X̂ の cE型特異点である. cE型特異点を中心とする因子収縮射はまだ部分
的な分類しかなされていない（川北 [17], 山本 [25]）. 我々の X̂ の cE型特異点については,

その明示性を利用することで因子収縮射を分類することができた.

補題 6.8. X̂ の cE型特異点を中心とする因子収縮射は 3つ存在する. そのうち, 食い違い
係数が 1のものが 2つであり, 食い違い係数が 2のものが 1つである.

§6.2.1 における ψ̂ : Ẑ → X̂（あるいは φ̂ : Ŷ → X̂）は cE 型特異点を中心とする食
い違い係数 1（あるいは 2）の因子収縮射であり, 基本リンク θ : X̂ 99K X̆（あるいは
σ̂−1 : X̂ 99K X）を導く. 補題 6.8によって, 因子収縮射がもう 1つ存在するが, そのような
因子収縮射 ψ̂′ : Ẑ ′ → X̂ を具体的に構成することができる. 詳細の説明は割愛するが, 次の
結果を適用することで ψ̂′ が極大特異収縮射でないことが示される.

補題 6.9 ([21, Lemma 2.19]). V をピカール数 1の 3次元ファノ多様体とし, φ : W → V

を因子収縮射, E をその例外因子とする. W 上に有効因子 S ∼Q −bKW + eE（b > 0,

e ≥ 0）及び正規曲面 T 6= E が存在して, 有効因子 S|T の既約成分の交点数の定める交点数
行列が負定値であるとする. このとき, φは極大特異収縮射でない.

以上により, X, X̂, X̆ の任意の因子収縮射に対して, それが極大特異収縮射でないかある
いはそれが基本リンクを開始し, その像が X, X̂, X̆ のいずれかであることがわかる. 具体
的には, X, X̂, X̆ からの基本リンクは §6.2.1のものに限られ, 従って X の双有理同値類に
は X, X̂, X̆ 以外の森ファイバー空間は存在しない. これにより定理 6.2の証明が完了する.
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STRUCTURES IN TRIANGULATED CATEGORIES AND

N-COMPLEXES

JUN-ICHI MIYACHI

The notion of N -complexes, that is, graded objects with N -differential d (dN =
0), was introduced by Kapranov ([Ka]). Dubois-Violette studied homological prop-
erties of N -complexes ([Du]). In the category of N -complexes of finite dimensional
vector spaces over a field, Cibils, Solotar and Wisbauer studied projective-injective
objects and their homologies ([CSW]). Gillespie and Hovey approached the homo-
topy category of N -complexes and its derived category from the point of view of
algebraic homotopy ([GH]). We introduce homological algebra of N -complexes and
N -differential graded category from the point of view of triangulated categories.

1. Stable t-structures and recollement

Let D be a triangulated category with the translation functor Σ. A structure
of subcategories is called a stable t-structure [Mi], and has been studied by many
authors under a lot of names, e.g. a torsion pair, a semiorthogonal decomposition,
Bousfield localization.

Definition 1.1. Let D be a triangulated category. A pair (U ,V) of full subcate-
gories of D is called a stable t-structure in D provided that

(a) U = ΣU and V = ΣV.
(b) HomD(U ,V) = 0.
(c) For every X ∈ D, there exists a triangle U → X → V → ΣU with U ∈ U

and V ∈ V.

Definition 1.2 ([IKM1], [IKM2]). Let D be a triangulated category, and let
U1, · · · ,Un be full triangulated subcategories of D. An n-tuple (U1,U2, · · · ,Un)
is called an n-gon of recollements in D if (Ui,Ui+1) is a stable t-structure in D
(1 ≤ i ≤ n), where U1 = Un+1.

If (U1,U2, · · · ,Un) is an n-gon of recollements, then we have equivalences Uk−1 ≃
Uk+1 ≃ D/Uk for any k modn.

Definition 1.3 ([BBD]). We call a diagram

D′ i∗ // D
i!

ZZ

i∗��
j∗ // D′′
j!��

j∗

ZZ

of triangulated categories and functors a recollement if it satisfies the following:

(1) i∗, j! and j∗ are fully faithful.
(2) (i∗, i∗), (i∗, i

!), (j!, j
∗), and (j∗, j∗) are adjoint pairs.

(3) There are canonical embeddings Im j! ↪→ Ker i∗, Im i∗ ↪→ Ker j∗, and
Im j∗ ↪→ Ker i! which are equivalences.

1



We remember that a recollement corresponds to a pair of consecutive stable
t-structures.

Proposition 1.4 ([Mi]). (1) Let

D′ i∗ // D
i!

ZZ

i∗��
j∗ // D′′
j!��

j∗

ZZ

be a recollement. Then (U ,V) and (V,W) are stable t-structures in D where
we put U = Im j!, V = Im i∗ and W = Im j∗.

(2) Let (U ,V) and (V,W) be stable t-structures in D. Then for the canonical
embedding i∗ : V → D, there is a recollement

V i∗ // D
i∗��

i!
YY

j∗ // D/V
j!��

j∗

[[

such that Im j! = U and Im j∗ = W.
In each cases, for every object X of D adjunction arrows of adjoints induce

triangles
i∗i

!X → X → j∗j
∗X → Σi∗i

!X,

j!j
∗X → X → i∗i

∗X → Σj!j
∗X.

Definition 1.5. Let D1 and D2 be triangulated categories and let F : D1 → D2

be a triangle functor.

(1) Let (Un,Vn) be a stable t-structure in Dn (n = 1, 2). We say that F sends
(U1,V1) to (U2,V2) if F (U1) is contained in U2 and F (V1) is in V2.

(2) Let (Uin, · · · ,Uin) be an n-gon of recollements in Di (i = 1, 2). We say that
F sends (U1n, · · · ,U1n) to (U2n, · · · ,U2n) if F (U1k) is contained in U2k for
any k.

Proposition 1.6 ([IKM2]). Let D1, D2 be triangulated categories. Let (U1, · · · ,Un)
and (V1, · · · ,Vn) be n-gons of recollements in D1 and D2, respectively. Assume
a triangle functor F : D1 → D2 sends (U1, · · · ,Un) to (V1, · · · ,Vn). Then the
following hold.

(1) In the case that n is odd, if F |Ut
is triangle equivalent for some t, then F

is triangle equivalent.
(2) In the case that n is even, if F |Ut

and F |Ut+1
are triangle equivalent for

some t, then F is triangle equivalent.

Definition 1.7. In the case that D has arbitrary coproducts, an object C is called
compact in D if the canonical morphism

⨿
i HomD(C,Xi)

∼→ HomB(C,
⨿

i Xi) is
an isomorphism for any coproduct

⨿
i Xi in D. We say that D is compactly gen-

erated if there is a set {Ci} of compact objects such that X = 0 in D whenever
HomD(Ci, X) = 0 for all i.

Theorem 1.8 (cf. [Ke], [Kr2], [MN]). Let D be a compactly generated triangulated
category with a set U of comapct generators for D which sarisfies U = ΣU. For a
triangle functor F : D → D′ preserving coproducts, the following are equivalent.

(1) F is triangle equivalent.
(2) (a) F U is a set of compact generators for D′.

(b) HomD(U, V )
∼→ HomD′(FU,FV ) for all U, V ∈ F U.



2. Algebraic triangulated categories

An exact category C in the sense of Quillen ([Qu]) is called a Frobenius category
provided that project objects coincide injective objects, that for any objectX (resp.,
Y ) of C there is a conflation 0 → Y → Q → X → 0 such that Q is projective. We
denote by E the collection of conflations, by PC a collection of projective objects.
For a Frobenius category (C, E), a stable category C is a category whose objects are
objects of C and whose morphisms HomC(X,Y ) = HomC(X,Y )/Q(X,Y ), where

Q(X,Y ) is a set of morphisms factor through projectives for any X,Y ∈ C. Then
C is a triangulated category, it is called an algebraic triangulated catgory. In order
to check whether a functor is trangle functor or not, the following Lemma is useful.

Proposition 2.1 ([IKM3]). Let C, C′ be Frobenius categories, F : C → C′ an exact
functor, that is F sends conflations in C to conflations in C′. If F sends projective
objects in C to projective objents in C′, then it induces the triangle functor F : C →
C′.

Example 2.2 (cf. [Ne], [Ke], [Kr2]). For a Frobenius category C, a complex Q

of projective objects is called acyclic if it is a complex Q : · · · → Qi−1 ηiπi

−−−→
Qi ηi+1πi+1

−−−−−−→ Qi+1 → · · · such that 0 → Xi ηi

−→ Qi πi+1

−−−→ Xi+1 → 0 is a conflation
for any i. Then the category Ca(PC) of acyclic complexes is a Frobenius category,
and its stable category is the homotopy category Ka(PC) of acyclic complexes which
is triangle equivalent to a stable category C.

Theorem 2.3 (cf. [Ke], [Kr2]). Let T be an algebraic triangulated category with
arbitrary coproducts, S a small full subcategory of compact generators. Then there
is a triangle equivalence F : T → Ddg(C) where Ddg(C) is a derived category for
some ordinary DG category C.

Proof of Sketch. We may assume T = Ka(P) for some Frobenius category B and
its full subcategory P of projective-injective objects. Considering S ⊂ Ka(P), let
A be a DG category whose objects are ojects of S, whose morphisms A(X,Y ) =
Hom−1(X,Y ) for X,Y ∈ S (see Definition 4.1). Then a functor F : Ca(P) →
Cdg(A) (X 7→ Hom−1(−, X)) induces the triangle functor F : Ka(P) → Ddg(A)
which sends X ∈ S to a free A-module X∧.

HomKa(P)(X,ΣiY ) ≃ Hi Hom−1(X,Y )

≃ Hi A(X,Y )

≃ HomDdg(A)(X
∧,ΣiY ∧)

Since Ka(P) is compactly generated by S, Ddg(A) is compactly generated by A.
Since F preserves coproducts, F is a triangle equivalence by Theorem 1.8. □

3. N-complexes

In this section, we study the homotopy category of N -complexes. We fix a
positive integer N ≥ 2. Throughout this section B is an additive category. An
N -complex is a diagram

· · ·
di−1
X−−−→ Xi di

X−−→ Xi+1 di+1
X−−−→ · · ·



with objects Xi ∈ B and morphisms diX ∈ HomB(X
i, Xi+1) satisfying

di+N−1
X · · · di+1

X diX = 0

for any i ∈ Z. A morphism between N -complexes is a commutative diagram

· · ·
di−1
X−−−→ Xi di

X−−→ Xi+1
di+1
X−−−→ · · ·

↓fi ↓fi+1

· · ·
di−1
Y−−−→ Y i di

Y−−→ Y i+1
di+1
Y−−−→ · · ·

with f i ∈ HomB(X
i, Y i) for any i ∈ Z. We denote by CN (B) (resp., C−

N (B),
C+
N (B), Cb

N (B)) the category of unbounded (resp., bounded above, bounded below,
bounded) N -complexes. Let SN (B) be the collection of short exact sequences in
CN (B) of which each term is split short exact in B. Then it is easy to see the
following Lemma.

Theorem 3.1 ([IKM2]). A category (CN (B),SN (B)) is an exact category, its ho-
motopy category KN (B) is a triangulated category.

Definition 3.2. Let N be an integer greater than 2. For any integer s, we define

functions ι
(N−1)
s : Z → Z, ρ(N)

s : Z → Z as follows.

ι(N−1)
s (s+ i+ kN) =

{
s+ k(N − 1) (i = 0)
s+ i− 1 + k(N − 1) (0 < i < N)

ρ(N)
s (s+ i+ k(N − 1)) =

{
s+ kN (i = 0)
s+ i+ 1 + kN (0 < i < N − 1).

For an (N − 1)-complex X = (Xi, diX), we define a complex I
(N−1)
s (X) by

I(N−1)
s (X)i = Xι(N−1)

s (i),

di
I
(N−1)
s (X)

=

{
dι

(N−1)
s (i) (ι(N−1)

s (i) < ι(N−1)
s (i+ 1))

1 (ι(N−1)
s (i) = ι(N−1)

s (i+ 1)).

For an N -complex Y = (Y i, diY ), we define a complex J
(N)
s (Y ) by

J (N)
s (X)i = Xρ(N)

s (i),

di
J

(N)
s (X)

= dρ
(N)
s (i+1)−1 · · · dρ

(N)
s (i).

Then I
(N−1)
s : CN−1(B) → CN (B) and J

(N)
s : CN (B) → CN−1(B) are functors.

Thus we have triagulated functors I
⇑N
N−r

s = I(N−1)
s · · · I(N−r)

s : KN−r(B) → KN (B)
and J

⇓N
N−r

s = J (N−r+1)
s · · · J (N)

s : KN (B) → KN−r(B). For 1 ≤ r < N , we define
the full subcategory of KN (B)

Fr
s = {(Xi, di) ∈ KN (B) | di+k = 1Xi+k(0 ≤ k < r) for i ≡ s mod N}

Theorem 3.3 ([IKM2]). For 1 ≤ r < N , (Fr
s ,FN−r−1

r+s+1 ) is a stable t-structure in
KN (B).

Corollary 3.4 ([IKM2]). We have a recollement of KN (B):

KN−r(B) is∗ // KN (B)
i∗s||

i!s
bb

j∗s // Kr+1(B)
js!||

js∗
bb



where i∗s = J
⇓N
N−r

s−1 , is∗ = I
⇑N
N−r

s , i!s = J
⇓N
N−r

s , js! = I
⇑N
r+1

r+s , j∗s = J
⇓N
r+1

r+s and js! =

I
⇓N
r+1

r+s+1.

Corollary 3.5 ([IKM2]). For any integer s,

(FN−2
s+1 ,F1

s ,FN−2
s+2 ,F1

s+1, · · · ,FN−2
s+r+1,F1

s+r, · · · ,FN−2
s+N−1,F

1
s+N−2,FN−2

s ,F1
s+N−1)

is a 2N -gon of recollements in KN (B).

Definition 3.6. We define the category MorsmN−2(B) (resp., MorN−2(B)) of se-
quences of morphisms in B as follows.

• An object is a sequence of split monomorphisms (resp., morphisms) X :

X1 α1
X−−→ · · ·

αN−2
X−−−−→ XN−1 in B.

• A morphism from X to Y is an (N − 1)-tuple f = (f1, · · · , fN−1) of
morphisms f i : Xi → Y i such that f i+1αi

X = αi+1
Y f i for 1 ≤ i ≤ N − 2.

Definition 3.7. We define the following functors:

D[s,t] : MorsmN−2(B) → Morsmt−s+1(B) (1 ≤ s ≤ t ≤ N − 1)

E⇑N−1
r : Morr(B) → MorN−2(B) (1 ≤ r ≤ N − 2)

UN−1 : B → MorN−2(B)

as follows. For X1 α1
X−−→ · · ·

αN−2
X−−−−→ XN−1 ∈ MorsmN−2(B),

D[s,t](X
1 α1

X−−→ · · ·
αN−2

X−−−−→ XN−1) = Y 1 α1
Y−−→ · · ·

αt−s
Y−−−→ Y t−s+1

where Y i = Xi+s−1, αi
Y = αi+s−1

X (1 ≤ i ≤ t − s + 1). We denote D[s,s] by D[s].

For X1 α1
X−−→ · · ·

αr−1
X−−−→ Xr ∈ Morsmr (B),

E⇑N−1
r (X1 α1

X−−→ · · ·
αr−1

X−−−→ Xr) = Y 1 α1
Y−−→ · · ·

αN−2
Y−−−−→ Y N−1

Y i =

{
0 (1 ≤ i < N − r)

Xi−N+r+1 (N − r ≤ i ≤ N − 1)
, αi

Y =

{
0 (1 ≤ i < N − r)

αi−N+r+1
X (N − r ≤ i ≤ N − 1)

For X ∈ B,

UN−1(X) = Y 1 α1
Y−−→ · · ·

αN−2
Y−−−−→ Y N−1

where Y i = X,αi
Y = 1X (1 ≤ i ≤ N − 1). Moreover, we use the same symbols

for the corresponding functors D[s,t] : K(MorsmN−2(B)) → K(Morsmt−s+1(B)), E⇑N−1
r :

K(Morr(B)) → K(MorN−2(B)) and UN−1 : K(B) → K(MorN−2(B)).

Definition 3.8. We define the following full triangulated subcategories of
K(MorsmN−2(B)):

E [2,N−1] = KerD[1] E [1,N−2] = KerD[N−1] E1 = KerD[2,N−1]

Es = KerD[1,s−1]

∩
KerD[s+1,N−1] EN−1 = KerD[1,N−2]

For 1 ≤ s < t ≤ N − 1, F [s,t] is the full triangulated subcategory of K(MorsmN−2(B))

consisting of objects X1 α1

−→ · · · αN−2

−−−−→ XN−1 such that αs = · · · = αt−1 = 1.



Proposition 3.9 ([IKM2]). Let B be an additive category. Then a 2N -tuple of full
subcategories

(F [1,N−1], E [2,N−1], E1,F [1,2], · · · , Es,F [s,s+1], · · · , EN−2,F [N−2,N−1], EN−1, E [1,N−2])

is a 2N -gon of recollements in K(MorsmN−2(B)).

We have a triangle functor which sends 2N -gon in Proposition 1.6 to one in
Corollary 3.5. By Propositions 1.6, we have the following

Theorem 3.10 ([IKM2]). Let B be an additive category, then we have triangle
equivalences:

K♯(MorsmN−2(B)) ≃ K♯
N (B)

where ♯ = nothing,−,+,b.

Definition 3.11. Let A be an abelian category, and ProjA (resp., InjA) the sub-
category of A consisting of projective (resp., injective) objects of A. Let X be an
N -complex of objects of A

· · · → Xi−1 di−1
X−−−→ Xi di

X−−→ Xi+1 → · · ·

For 0 < n < N and i ∈ Z, we define

Zi
(r)(X) := Ker(di+r−1

X · · · diX), Bi
(r)(X) := Im(di−1

X · · · di−r
X ),

Ci
(r)(X) := Cok(di−1

X · · · di−r
X ), Hi

(r)(X) := Zi
(r)(X)/Bi

(N−r)(X).

An N -complex X is called acyclic if Hi
(r)(X) = 0 for all i and 1 ≤ r < N .

Lemma 3.12 ([Du]). For any N -complex X, the following sequence is exact for
any i ∈ Z and 0 < ℓ,m satisfying ℓ+m < N .

· · · → Hi
(m)(X) → Hi

(ℓ+m)(X) → Hi+m
(ℓ) (X)

→ Hi+m
(N−m)(X) → Hi+ℓ+m

(N−ℓ−m)(X) → Hi+ℓ+m
(N−ℓ) (X)

→ N i+N
(m) (X) → Hi+N

(ℓ+m)(X) → Hi+N+m
(ℓ) (X) → · · · .

Lemma 3.13 ([Du]). Let 0 → X
α−→ Y

β−→ Z → 0 be a short exact sequence of
N -complexes, then we have the following exact sequence

· · · → HNr+p
(r) (X)

α∗−−→ HNr+p
(n) (Y )

β∗−→ HNr+p
(n) (Z)

∂∗−→ HNr+p+r
(N−r) (X)

α∗−−→ HNr+p+r
(N−r) (Y )

β∗−→ HNr+p+r
(N−r) (Z)

∂∗−→ H
N(r+1)+p
(r) (X)

α∗−−→ · · · .

In particular, if Hi
1(X) = 0 for any i ∈ Z, then we have Hi

(r)(X) = 0 for any i ∈ Z
and 0 < r < N .

Definition 3.14. Let K∅
N (A) be the homotopy category of acyclic N -complexes.

The derived category DN (A) of N -complexes is defined by the quotient category

KN (A)/K∅
N (A).

Theorem 3.15 ([IKM2], [IKM3]). Let A be an Ab4 abelian category with enough
projectives. Then we have triangle equivalences:

D(MorN−2(A)) ≃ DN (A).



4. NDG categories

In order to define N -differential graded categories, we require a primitive N -root
q of 1 in the base ring ([Ka]). Let k be a commutative ring with unity which has a
primitive N -root q of 1.

Definition 4.1. For U, V ∈ CN (k),

U⊗qV =
⨿

n∈Z U ⊗n V, U ⊗n V =
⨿

i+j=n U
i ⊗ V j

dU⊗qV (u⊗ v) = dU (u)⊗ v + qru⊗ dV (v) (u ∈ Ur, y ∈ V )

Homq(U, V ) :=
⨿

n∈Z Homn(U, V ), Homn(U, V ) =
∏

j−i=n Hom(U i, V j)

dHomq(U,V )(f) = dV ◦ f − qrf ◦ dU for any f ∈ Homr(U, V )

Then U⊗qV,Homq(U, V ) ∈ CN (k).

Remark 4.2. Since U⊗qV ≃ V ⊗q−1 U , we have

HomCN (k)(U⊗qV,W ) ≃ HomCN (k)(U,Homq(V,W ))

≃ HomCN (k)(V,Homq−1(U,W ))

Therefore CN (k) is a non-symmetric biclosed monoidal category.

Definition 4.3. An NqDG category A is defined by the following datum.

(1) A class of objects ObA.
(2) The morphism set

A(A,B) =
⨿
i∈Z

Ai(A,B)

which is an N -differential graded k-module for any A and B in ObA, and
the composition

µ : A(B,C)⊗qA(A,B) → A(A,C) in CN (k).
(f ⊗ g 7→ fg)

That is, µ ◦ (µ⊗ 1) = µ ◦ (1⊗ µ) in CN (k).

Example 4.4. Let Nqdg(k) (resp., Nq−1dg(k)) be the category of NDG k-modules
of which morphism sets Homq(X,Y ) (resp., Homq−1(X,Y )) for all NDG k-modules
X,Y . Then Nqdg(k) (resp., Nq−1dg(k)) is a NqDG (resp., Nq−1DG) category.
In the language of enriched categories, by Remark 4.2 Vq = Nqdg(k) and Vq−1 =
Nq−1dg(k) are enriched categories over V = CN (k) induced by the internal-homs
Homq(−,−) and Homq−1(−,−), respectively. Since V is non-symmetric for N > 2,
Vq is not equivalent to Vq−1 in general.

Definition 4.5. A right NDG A-module X = (X, dX ; ρX) is a collection of an
NDG k-module X(A) = (X(A), dX(A)) for any objet A of A with a homogeneous
morphism of degree 0 as a scalar multiplication

ρX : X(A1)⊗qA(A2, A1) → X(A2) in CN (k)

satisfying

(1) x1A = x for any A ∈ A, x ∈ X(A) and 1A ∈ A(A,A).
(2) ρX ◦ (1⊗ µ) = ρX ◦ (ρX ⊗ 1) in CN (k).

The category CNdg(A) of right graded A-modules is defiend by the following data:

(1) objects are right NDG A-modules.



(2) For right NDG A-modulesX = (X, ρX), Y = (Y, ρY ), a morhism F : X →
Y is defined by a collection of morphiisms FA : X(A) → Y (A) in CN (k)
such that

X(A1)⊗qA(A2, A1)
ρX−−−−→ X(A2)

FA1
⊗1

y yFA2

Y (A1)⊗qA(A2, A1)
ρY−−−−→ Y (A2)

is commutative in CN (k).

Similarly, left graded A-modules and left NDG A-modules are defined.

Remark 4.6. By Remark 4.2, we know that the above definition of left NDG
A-modules is equivalent to the one of covariant functors from A to Nqdg(k) as the
same as [Ke]. But by the language of functors, right NDG A-modules are defined
by contravariant functors from A to the Nq−1DG category Nq−1dg(k), because by
Remark 4.2 the opposite category Aop of an NqDG category A is an Nq−1DG
category. Therefore in case of N > 2 it is difficult to define right NDG A-modules,
especially NDG B-A-bimodules on the same ground.

As in the case of the category of N -complexes, we obtain the following result.

Theorem 4.7 ([MN]). Let A be an NqDG category, EA the collection of exact
sequences 0 → X → Y → Z → 0 in CNdg(A) which are split exact sequences as
graded A-modules. Then (CNdg(A), EA) is a Frobenius category, and its homotopy
KNdg(A) is an algebraic triangulated category.

Definition 4.8. Let A be an NqDG category, KNdg(A) the homotopy category of

right NDG A-modules, and Kϕ
Ndg(A) the full subcategory of KNdg(A) consisting

of acyclic right NDG A-modules. The derived category of right NDG A-modules
is defined by the quotient category

DNdg(A) = KNdg(A)/Kϕ
Ndg(A).

Proposition 4.9. For any right NDG A-module X, Y and any object A of A,

(1) HomKNdg(A)
(θ−n

q X,Y ) ≃ Hn
(1) HomA,q(X,Y ),

(2) HomKNdg(A)
(θ−n

q X,ΣY ) ≃ Hn
(N−1) HomA,q(X,Y ).

In particular,

HomKNdg(A)
(θ−n

q A ∧, X) ≃ Hn
(1) X(A).

where (θqX)(A)m = X(A)m+1, dθqX = q−1dX(A), A
∧ = A(−, A).

By Lemma 3.13, we have {ΣiθjqA
∧ | A ∈ A, 1−N ≤ j ≤ 0, i ∈ Z} is a collection of

compact generators for DNdg(A).

According to Theorems 2.3, 4.7 and Proposition 4.9, we have the follwing result.

Theorem 4.10 ([MN]). For any NqDG category A, there exists a DG category B
such that DNdg(A) is triangle equivalent to the derived category Ddg(B).
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[CSW] C. Cibils, A. Solotar and R. Wisbauer, ‘N -Complexes as Functors, Amplitude Cohomol-

ogy and Fusion Rules’, Commun. Math. Phys. 272 (2007), 837-849.

[Du] M. Dubois-Violette, ‘dN = 0: Generalized Homology’, K-Theory, Vol. 14, Number 4
(1998) 371-404.

[Du2] M. Dubois-Violette, Generalized differential spaces with dN = 0 and the q-differential

calculus, Quantum groups and integrable systems, I (Prague, 1996). Czechoslovak J.
Phys. 46 (1996), no. 12, 1227–1233.

[DK] M. Dubois-Violette, R. Kerner, Universal q-differential calculus and q-analog of homolog-
ical algebra, Acta Math. Univ. Comenian. (N.S.) 65 (1996), no. 2, 175–188.

[Gi] J. Gillespie, The homotopy category of N -complexes is a homotopy category, J. Homotopy

Relat. Struct. 10 (2015), no. 1, 93–106.
[GH] J. Gillespie, M. Hovey, ‘Gorenstein model structures and generalized derived categories’,

Proc. Edinb. Math. Soc. (2) 53 (2010), no. 3, 675-696.

[Ha] D. Happel, Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional al-
gebras, London Mathematical Society Lecture Note Series, 119, Cambridge University

Press, Cambridge, 1988.

[IKM1] O. Iyama, K. Kato, J. Miyachi, Recollement of homotopy categories and Cohen-Macaulay
modules, J. K-Theory 8 (2011), no. 3, 507–542.

[IKM2] O. Iyama, K. Kato and J. Miyachi, Derived categories of N-complexes, J. Lond. Math.
Soc. (2) 96 (2017), no. 3, 687-716.

[IKM3] O. Iyama, K. Kato and J. Miyachi, Polygon of recollements and N-complexes, 2016,

arXiv:1603.06056.
[Ka] M. M. Kapranov, ‘On the q-analog of homological algebra’, Preprint, Cornell Univer-

sity,1991; q-alg/961005.

[Ke] B. Keller, ‘Deriving DG categories’, Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 27 (1994), 63-102.
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非可換DEL PEZZO曲面の幾何学

大川新之介（大阪大学）

Abstract. 非可換 del Pezzo曲面に関する研究の現状と今後の展望について概説する。

1. はじめに
近年、abel圏や (enhanced)三角圏に関する幾何学的な動機にもとづいた研究が活発に行

われており、これらが非可換代数幾何学 (noncommutative algebraic geometry)という言葉
でゆるく総称されるようになった。非可換代数幾何学で興味の対象となる圏の代表例は代数
多様体上の連接層がなす abel圏やその導来圏、実 symplectic多様体の深谷圏、行列因子化
の圏などである。さらに、既存の三角圏の半直交分解成分を取ったり、逆に複数の三角圏を
両側加群に沿って貼り合わせることでより多くの興味深い研究対象が得られる。また、既知
の圏を変形することで更に多くの興味深い三角圏が得られる。
第 61回代数学シンポジウムにおいて「非可換代数曲面」という題で講演を行った。本稿で

は、del Pezzo曲面の連接層の圏を変形して得られる非可換 del Pezzo曲面について、その後
に理解できたことを概説する。簡単のため、本稿では基礎体 k は標数 0 の代数閉体とする。
謝辞. 第 69回代数学シンポジウムにおける講演の機会を下さった関係者の皆様、特にシン
ポジウム責任者の朝倉政典先生ならびに代数幾何学プログラム責任者の大橋久範・上原北
斗両先生に感謝いたします。本研究は科研費 (19KK0348, 20H01797, 20H01794, 21H04994,
23K25771)の助成を受けました。

2. Abel圏の変形とPoisson構造
Abel圏の平坦変形の理論が [LV06]で導入され、さらに変形理論がHochschild differential

graded Lie algebra (DGLA)で記述されることが [LV05]で証明されている。特に、X を基礎
体 k 上の非特異射影代数多様体としたとき、連接層の abel圏 cohX の k[ε]/ε2 上の平坦変形
の同値類集合はX の 2次Hochschild cohomology

HH2(X) := Ext2X×kX

(
O∆X/k

,O∆X/k

)
(2.1)

と自然に同一視される。さらに、これは Hochschild-Kostant-Rosenberg (HKR)同型によっ
て 3つの成分に分解される。

HH2(X) ≃ H0
(
X,∧2TX/k

)
⊕H1

(
X,TX/k

)
⊕H2 (X,OX) (2.2)

第 2成分H1
(
X,TX/k

) はX の代数多様体としての変形を分類しており、可換変形の方向で
ある。また、H2 (X,OX) は gerby変形に対応しているが、本稿では有理多様体だけを考え
るので、この方向は消えている。残ったH0

(
X,∧2TX/k

) は定義からX 上の bivectorの空間
であるが、これはX の Poisson変形に対応する方向である。この方向への cohX の変形は
Poisson構造の圏論的変形量子化と呼ぶべきものであり、本稿の主な興味の対象である。以
下、cohX の平坦変形をX の非可換変形とも呼ぶことにする。
なお、1次Hochschild cohomology

HH1(X) ≃ H0
(
X,TX/k

)
⊕H1 (X,OX) (2.3)

1



は無限小自己同値を記述しており、cohX の自己同値群の Lie環を記述している。さらに、

HH3(X) ≃
3⊕

i=0

H i
(
X,∧3−iTX/k

)
(2.4)

が障害空間の役割を果たすこともわかっている。例えばX が del Pezzo曲面の場合にはこの
空間は消えており、従って cohX の変形は障害を持たない。一方、例えばX = P3 の場合
には

HH3(X) ≃ H0
(
X,∧3TX/k

)
≃ Sym4 k⊕4 ̸= 0 (2.5)

であり、実際に cohX の変形は障害されている。これは、X 上のbivector β ∈ H0
(
X,∧2TX/k

)
が Poisson構造を定めるための条件

[β, β]Sch = 0 ∈ H0
(
X,∧3TX/k

)
(2.6)

に対応しており、非自明な非線形条件である。ただし [−,−]Sch は Schouten bracketを表す。
cohP3 の変形の倉西空間が [Pym15] で調べられており、6つの既約成分を持つことがわ

かっている。この結果は、Kontsevich formality theoremによって実質的に P3 上の Poisson
構造の分類問題に帰着することで得られている。さらに、Poisson構造はある種の foliation
と等価であり、後者は [CL96]で分類されている。関連する仕事として、[LPT13]において
Picard数 1の Fano 3-foldの Poisson構造が分類されている。

6つの既約成分の中にR(2, 2) と呼ばれる成分があり、4次元の Sklyanin代数を分類してい
る。4次元 Sklyanin代数の中には次数 2の中心元で線型独立なものが 2つあり、それらは非
可換 2次曲面の pencilを張る。また、R(1, 3) と呼ばれる成分もあり、これらは非可換 3次曲
面の pencilを含むような非可換P3 を分類している。このように、高次元Fano多様体 (stack)
の非可換変形は非可換 del Pezzo曲面の観点からも大変興味深く、調べるべき対象が多く残
されている。
標数 0の Fano多様体の可換変形の障害空間は秋月-中野消滅定理で消えており、従って可

換変形は障害を持たず、倉西空間は非特異（特に既約）である。上述のように、非可換変形
まで考えると全く様相が異なるわけである。
非可換 del Pezzo曲面はそれ自体興味深い対象であるが、それと同時に、一般化された複

素構造 [Gua11]との関係、特異点の unfoldingとの関係 [EG10]、楕円Painlevé方程式との関
係 [Rai16]など、周辺分野との繋がりを豊富に持っている。

3. del Pezzo曲面の幾何学
反標準束 ω−1

X = ∧dimXTX/k が豊富であるような非特異射影代数多様体X を Fano多様体
と呼ぶ。双有理幾何学（極小モデル理論）において重要な位置を占めるが、様々な文脈に登
場する対象であり、古来より極めて多くの研究がなされてきた。1次元のFano多様体は射影
直線に他ならない。2次元の Fano多様体は del Pezzo曲面と呼ばれ、射影平面を一般の位置
にある高々8点で blow-upして得られる曲面または 2次曲面と同型になることが知られてい
る（全部で 10種類の変形類がある）。Del Pezzo曲面に限っても極めて膨大な研究の歴史が
あり、例えば 3次曲面上の 27本の直線の幾何学は 19世紀に得られた記念碑的な結果である
(例えば [Dol12]を見よ)。

HKR同型 (2.2)からわかるように、X が曲線の場合、X の非可換変形は可換なものしか
ない。よって、非可換変形が興味深くなるのは 2次元からということになる。X が曲面の場
合 ∧2TX/k = ω−1

X となるため、X 上の bivectorは反標準束の大域切断に他ならないが、del
Pezzo曲面は有効な反標準因子を持つので、必ず非可換変形を持つことになる。さらに、上
述のように del Pezzo曲面はHH3 = 0を満たすので、非可換変形が障害を持たず素性が良い。
こうした理由から、代数多様体の非可換変形は del Pezzo曲面の場合によく調べられてきた。

Del Pezzo曲面を語る上で root系の話を避けることはできない。P2 の 1点爆発と 2点爆
発の場合を除き、del Pezzo曲面X の Picard lattice PicX の（反）標準束に直交する部分
ω⊥
X ⊆ PicX は特定の root latticeと isometricである。そのDynkin型を以下のTable 3.1に
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X P2 P1 × P1 Bl1 P2 Bl2 P2 Bl3 P2 Bl4 P2 Bl5 P2 Bl6 P2 Bl7 P2 Bl8 P2

R ∅ A1 N/A N/A A1 + A2 A4 E5 E6 E7 E8

Table 3.1. del Pezzo曲面と root系

まとめた。ただしBlr P2 はP2 の一般の位置にある r 点での blow-upの結果得られる曲面（の
変形類）を表す。9− r = ω2

Blr P2 をその del Pezzo曲面の次数と呼び、1以上 9以下の整数を
取る。次数 8 の del Pezzo曲面は Bl1 P2 と P1 × P1 の 2種類が存在するが、それ以外の次数
については、次数 d の del Pezzo曲面は全て Bl9−d P2 である。
Del Pezzo曲面の Picard latticeに root系が出現する理由であるが、1つの説明の方法は、

そのDynkin型の特異点を持つ特異な del Pezzo曲面への退化が存在するということである。
例えば 3次曲面の場合、E6 型特異点を持つ特異 3次曲面への退化が存在する。そのような特
異な del Pezzo曲面の極小特異点解消は弱 del Pezzo曲面（反標準束が豊富ではないが nefか
つ bigな曲面）であり、例外曲線の双対グラフがちょうどDynkin図に一致する。一般に非
特異な del Pezzo曲面はその弱 del Pezzo曲面の変形として得られるが、変形のもとでPicard
latticeの同型類と反標準因子の類が保たれるため、root latticeを含むことになる。
P2,Bl1 P2,Bl2 P2,の 3種類以外のPezzo曲面の変形類を 1つ固定し、そのタイプのdel Pezzo

曲面の Picard latticeと isometricな（抽象）lattice Λ を 1つ固定する。さらに、反標準束
に対応する元 ω−1 ∈ Λ を 1つ固定しておく。このとき、その変形類の del Pezzo曲面X の
markingとは isometry

Λ
∼−→ PicX (3.1)

であって ω−1 を ω−1
X に送るものである。Markingつきの del Pezzo曲面をmarked del Pezzo

曲面と呼び、それらの間の同型は代数多様体の同型であってmarkingと整合的なものとす
る。Lattice Λ の isometryであって ω−1 を保つもの全体のなす有限群は、ちょうどその root
lattice

R = ω⊥ ⊆ Λ (3.2)

のWeyl群に一致する。これをW で表すことにすると、定義から、与えられた del Pezzo曲
面X のmarking全体の集合にW が自然に右作用し、その作用は自由かつ推移的である。
一方、P1 × P1 の場合を除き、del Pezzo曲面のmarkingと、互いに交わらない (−1)曲線

の列であってそれらを blow-downすると P2 になるものとが 1対 1に対応する。Blow-down
して得られる P2 上の点列の情報から逆にmarkingを復元することができるため、結局、次
数 d = 9 − r のmarked del Pezzo surfaceのmoduli空間は P2 上の一般の位置にある順序付
けられた r点の空間の PGL(3) = Aut(P2) による商に一致する。このmoduli空間には上記
の考察から自然にW が右作用しており、その商がmarkingなしの del Pezzo曲面のmoduli
空間となる。

(Marked) del Pezzo曲面のmoduli空間およびその compact化の研究は膨大な歴史を持つ。
例えば [HKT09]においては、moduli空間の compact化の構成において root系が本質的な役
割を果たす。
一方、del Pezzo曲面は高次元の Fano多様体の閉部分集合として実現することができる。

例えば、次数 3の del Pezzo曲面は 3次元射影空間 P3 の 3次曲面として実現可能であり、P3

への埋め込みは反標準線型系で与えられる。他の次数の del Pezzo曲面については、例えば
Fanographyを参照されたい。
以上、del Pezzo曲面の幾何学について非常に簡単に紹介した。これらを非可換 del Pezzo

曲面へ拡張することを目指し、様々な研究が行われてきた。本稿ではこれらについて概説
する。
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4. Artin-Schelter正則代数としての非可換 del Pezzo曲面
非可換次数付き代数 S =

⊕
n≥0 Sn が与えられたとき、その次数付き右加群のなす圏

GrmodS を捻じれ加群のなす部分圏TorsS で局所化して得られる圏をQGrS で表す。これ
は、S に付随して定まる仮想的な非可換射影多様体ProjS 上の準連接層の圏と考えられる。実
際、射影代数多様体X およびその上の十分豊富な直線束Lに対してQcohX ≃ QGrR (X,L)
が成立する (Serre)。ただし、ここでR (X,L)は切断環を表す。このようなアイディアに基づ
いた非可換次数付き代数（およびその一般化）の研究を非可換射影幾何学（noncommutative
projective geometry）と呼び、QGrS に注目することで自然と非可換代数幾何学の文脈に回
収される。問題は、どのようなクラスの非可換次数付き代数を考えるか、である。
非可換射影幾何学の歴史は 1987年の論文 [AS87]に始まる。この論文で導入されたArtin-

Schelter (AS)正則代数は、ある種のhomology代数的な良い条件を満たす非可換次数付き代数
のクラスである。彼らは次数 1で生成される 3次元代数の場合に注目し、それぞれ quadratic,
cubicと呼ばれる 2種類の変形類があることを発見した。それぞれの変形類に属する次数付
き代数のQGr は非可換射影平面、非可換 2次曲面を与える。その後 [ATV90]において、こ
のような代数の同型類がある種の幾何学的データと一対一対応することが証明され、分類が
完成した。
一方、局所化関手GrmodS → QGrS による S(i) の像をO(i) と表すことにすると、対象

が標準的に Z で添字付けられたQGrS の部分圏 (O(i))i∈Z が定まる。これはほとんど S と
等価な情報であるが、非可換代数幾何学の観点からは、こちらに注目する方がより自然であ
る。このような、特定の集合 I によって対象が添字付けられた k 線型圏を I 代数と呼ぶ。以
下、I 代数の対象を I の元と同一視する。Z 代数および三角圏の観点から [ATV90]の結果を
再解釈・一般化した仕事が [BP93; Van11]である。
筆者は共同研究者と共に、以上の話を全ての del Pezzo曲面の変形類に一般化する研究を

続けてきた。その中で鍵になるのが、我々が pure helixと呼ぶ概念である1：
定義 4.1. 三角 k-線型圏 T の helixとは、T の対象の列 (Ei)i∈Z であって以下の条件を満た
すものである。ただし、r = rankK0 (T ) とする：

• Ei は例外対象である。つまり、以下を満たす。
HomT (Ei, Ei[`]) =

{
k · idEi ` = 0
0 ` ̸= 0

(4.1)

• 任意の i ∈ Z について Ei, Ei+1, . . . , Ei+r−1 は T の充満例外対象列である。つまり、こ
れらは三角圏として T を生成し、さらに任意の i ≤ j < k ≤ i+ r − 1 と ` ∈ Z につ
いて次が成立する：

HomT (Ek, Ej[`]) = 0 (4.2)

Helixが以下の条件を満たすとき、pure helixと呼ぶ：
• (purity) 任意の−∞ < j ≤ k < ∞ と ` ̸= 0 について次が成立する：

HomT (Ej, Ek[`]) = 0 (4.3)

Helixに対し、その長さ r の切片として得られる充満例外対象列を helixの foundationと
呼ぶ。Foundationが与えられると、それを Serre関手（のシフト）の冪で左右に伸ばす、あ
るいは左・右変異の繰り返すことで helixが生成できる。
例 4.2. (O(i))i∈Z ⊂ Db cohPn は pure helixである。ここで r = n+ 1.

例 4.3. (O,O(0, 1),O(1, 1),O(1, 2)) ⊂ Db cohP1×P1 は pure helixを生成する充満例外対象
列である。ここで r = 4.

1[BS10]では geometric helixと呼ばれ、[OU20]では acyclic helixと呼んだ。Very strong helixと呼ぶ人も
いる。なお、[BP93]で定義されている geometricityは [BS10]の geometricityよりも強い。
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例 4.4. 3次元Artin-Schelter quadratic/cubic Z代数Aに対し、(O(i))i∈Z はDb qgrAのpure
helixである。ただし qgrA ⊂ QGrA は noetherian objectのなす部分圏である。
例 4.5. 任意の del Pezzo曲面にはベクトル束からなる pure helixが存在する。
例 4.6. Bl1 P2 と Bl2 P2 を除く全ての del Pezzo曲面はベクトル束からなる 3-block helixを
持つ ([KN98])。これらは特に pure helixであり、特定のDiophantine方程式の解と 1対 1対
応する。

Helixは自然に Z 代数と思えることに注意する。一般に I代数A に対し、k 線型前層圏
ModA := [Aop,Vectk] (4.4)

を右A加群の圏と呼ぶ。これは次の意味で右次数付き加群の圏の一般化である：次数付き代数
S に対して、それに付随する Z代数 Š :=

⊕
i,j∈Z Si−j を考えると圏同型GrmodS ≃ Mod Š

が成立する。Z 代数A に対しても次数付き代数の場合と同様にTorsA ⊆ ModA,QGrA が
定義できる。
定義 4.7. Z 代数A が次を満たすとき、positively gradedであるという：

∀i ∈ Z dimk Aii = 1 (4.5)

i < j ⇒Aij = 0 (4.6)

Positively graded Z代数A に対して米田埋め込み
※ : A ↪→ ModA (4.7)

を考えたとき、Pi :=※ (i) を i番目の射影加群と呼ぶ。また、その 1次元商Pi → Si → 0 を
i番目の単純加群と呼ぶ。このとき、任意の i ∈ Z に対し、以下を満たす j0 ∈ Z, `0 ∈ Z の組
がただ 1つ存在するとき、A はArtin-Schelter Gorensteinであるという。

ExtℓModA (Si, Pj) =

{
k j = j0, ` = `0
0 otherwise

(4.8)

さて、X を非特異射影曲面とし、(Ei)i∈Z を cohX の対象からなる pure helixとする。ま
た、π : |KX | → X をX の標準束の全空間とする。これは (non-compact) Calabi-Yau 3-fold
である。このとき、以下の事実が成立する：

• π∗ ⊕1≤i≤r Ei がDb coh |KX | の tilting objectになる。
• B := End (π∗ ⊕1≤i≤r Ei) は自然に次数付き代数となり、その qgr がX と導来同値に
なる。

• B は次数付きCY3代数であり、然るべき superpotentialつき quiverの Jacobi algebra
と同型になる。更に、その事実から、単純加群が quiverだけに依存する特定の形の
射影分解を持つことがわかる ([Boc08])。

• 次数付き代数B に付随する Z 代数 B̌ は自然に helix (Ei)i∈Z と同型になる。
以上のことから、Z 代数 (Ei)i∈Z がAS-Gorensteinになることが従う。さらに、その単純加群
の射影分解も特定の形を持つことがわかる。これを踏まえて、pure helixを持つような代数
曲面の非可換変形を与えるようなArtin-Schelter正則代数のクラスを次のように定義するこ
とができる（Abdelgadir-O-Ueda）：
定義 4.8. 代数曲面およびその上の pure helixの組の変形類を 1つ固定する。このとき、そ
の型のArtin-Schelter正則 Z代数とは、AS-Gorensteinな Z代数であって、単純加群の射影
分解の形が上記 pure helixをZ代数と思ったときの単純加群の射影分解と同じ形をしている
ものとする。
以下、定義 4.8を様々な pure helixに適用してみる。まず、例 4.2で n = 2 の場合を考え

る。この場合に定義 4.8を適用すると、ちょうど 3次元 quadratic AS正則 Z 代数の定義が
5



得られる。この場合、単純加群の射影分解は次の形をしている：
0 → Pi−3 → P⊕3

i−2 → P⊕3
i−1 → Pi → Si → 0 (4.9)

同じく、例 4.3の pure helixに定義 4.8を適用すると、ちょうど 3次元 cubic AS正則Z 代
数の定義が得られる。この場合、単純加群の射影分解は次の形をしている：

0 → Pi−4 → P⊕2
i−3 → P⊕2

i−1 → Pi → Si → 0 (4.10)

このようにして [AS87]に登場した 2種類の Artin-Schelter正則代数の定義が自然に復元さ
れる。
一方、例 4.5で述べたように任意の del Pezzo曲面はベクトル束からなる pure helixを持つ

ので、それに定義 4.8を適用することで、その変形類の del Pezzo曲面の非可換変形を与える
ようなArtin-Schelter正則Z代数のクラスの定義が得られる。特に例 4.6で紹介した 3-block
helixに定義 4.8を適用することができるが、この場合、3-block構造を考慮に入れて、添字
集合を Z から少し修正したものにした方が自然になる：
例 4.9. Marked cubic surfaceの 3-block helix (の foundation)として、次のものがある (詳細
は [AOU24]を参照されたい)：

E0,0 := OX , E0,1 := OX (l1) , E0,2 := OX (l − l4) ,

E1,0 := OX

(
−2l +

∑6
i=1 li

)
, E1,1 := OX (l2) , E1,2 := OX (l − l5) ,

E2,0 := OX (−l + l1 + l2 + l3) , E2,1 := OX (l3) , E2,2 := OX (l − l6) ,

(4.11)

列が 3つあるが (3-block)、同じ列に入っている異なる対象の間には一切の射と拡張が存在
しない。この pure helixに対して定義 4.8を適用すると、非可換 3次曲面に対応するArtin-
Schelter正則代数の定義を得る。ただし、ここでは 3-block構造を考慮に入れて、添字集合
を I = {0, 1, 2} × Z と置く：
定義 4.10. (4.11)型のAS正則 {0, 1, 2}×Z代数とは、AS-Gorensteinな {0, 1, 2}×Z代数で
あって、任意の i ∈ {0, 1, 2} × Z に対し、対応する単純加群が以下の形の射影分解を持つも
のである：ただし、自然な同一視 {0, 1, 2} ≃ Z/3Z を用いている。

0 → Pi+(0,−3) →
⊕

a∈Z/3Z

Pi+(a,−2) →
⊕

b∈Z/3Z

Pi+(b,−1) → Pi → Si → 0 (4.12)

注 4.11. 1つの del Pezzo曲面の上には無数の pure helixが存在する。それらに応じてAS正
則代数のクラスが無数に定義できることになる。異なるクラスに属するAS正則代数同士は
変異で結びつくはずであるが、その詳細な研究は今後の課題である。
定義 4.8の方法でAS正則代数のクラスを 1つ定義したとき、そのクラスに属するAS正

則代数 A に付随する圏 QGrA を考えることで非可換 del Pezzo曲面が得られる（[Van11;
DL11]）。一方、同じクラスに属する同型でない代数A とA′ に対してQGrA ≃ QGrA′ が
成立する場合がある。ここで A と部分圏 (OA(i))i∈Z ⊆ QGrA が Z 代数として自然に同型
になることに注意すると、A とA′ は圏QGrA の異なる helixの選び方（=“偏極”あるいは
“marking”）と見なすことができる。この観察のもとで、次の予想が成立する：
予想 4.12. P2 の 1点爆発と 2点爆発以外の del Pezzo曲面の変形類およびその上の pure helix
の変形類の組を 1つ固定する。このとき、その型のAS正則代数の同型類の集合にはTable 3.1
に載っているDynkin型の affine Weyl群が作用し、同じ軌道に属することとQGr が圏同値
になることが同値である。
予想 4.12は P2 と P1 × P1 の場合に証明できている。後者の場合、A1 型の affine Weyl群

= 無限 2面体群= Z ⋊ Z/2Z が作用する。
Affine Weyl群が登場する理由の 1つの説明は、del Pezzo曲面が、対応するDynkin型特

異点の最小特異点解消として得られる弱 del Pezzo曲面に退化することを用いることで得ら
れる。その弱 del Pezzo曲面の導来圏には、特異点解消の例外曲線（(−2)曲線）の構造層が

6



定める球面ひねりが作用している。特に、その導来圏の helixたちの集合に作用する。この
作用が非可換 del Pezzo曲面の pure helixの集合への作用に変形することが期待される（半
直交分解のモジュライ空間 [BOR20]の deck変換）。例えば 2次曲面は 2次のHirzebruch曲
面Σ2 へ退化するが、これは重み付き射影平面 P (1, 1, 2) のA1 型特異点 [0 : 0 : 1] の最小特
異点解消を与えている。なお、Σ2 の導来圏の例外対象列の構造を [IOU21]で調べた。
さて、上述のように、3次元 quadratic/cubic AS正則Z代数はある種の幾何学的データと 1

対1に対応する (詳細は [Van11]を参照されたい)。この話を定義 4.8で得られるより一般のAS
正則代数に拡張したい。一方、上記 2例の場合を扱った [ATV90; BP93; Van11]の証明は完全
に概念的でなく、brute forceなところがある。これを概念的に理解することが課題であり、現
在研究中である。ただし、幾何学的データにAS正則代数を対応させる手続きは [OU20]で概念
的な枠組みが与えられている。逆対応は、AS正則代数が定める非可換曲面の上の skyscraper
sheafのモジュライ空間およびその上の普遍対象を考えることで与えられると考えている。
このモジュライ空間は、非可換曲面と有限次元代数（helixの foundationの endomorphism
algebra）との間の導来同値に注目することで、その有限次元代数上のA. Kingの意味の安定
表現のモジュライ空間として構成することができると期待している。実際、quadratic/cubic
Z 代数の場合には適切なGIT安定性条件がわかっており、それに関する安定表現のモジュラ
イ空間として skyscraper sheafのモジュライ空間を構成すると、それがちょうど上述の幾何
学的データに一致することがわかっている。一般の del Pezzo曲面の場合には適切なGIT安
定性条件を見つける必要があるが、この問題は “1点のHilbert scheme”を考えることで部分
的には解決している。さらに、skyscraper sheafのモジュライ空間は 1点の Hilbert scheme
の反標準因子=Poisson構造を与えると期待され、これが非可換 del Pezzo曲面の半古典極限
になると期待される。

3次元 quadratic/cubic AS正則 Z代数A に対し、qgrA の skyscraper sheafのモジュライ
空間 Y は然るべき意味で qgrA の中に因子として埋め込まれている：具体的には、以下のよ
うな随伴関手の対が存在する。

ι∗ : Db qgrA � Db cohY : ι∗ (4.13)

ここで “pushforward関手” ι∗ はモジュライ空間 Y 上の普遍対象を核とする積分変換で与え
られる。
ここで鍵となるのは、qgrA の pure helix (OA(i))i∈Z の Y への制限 (ι∗OA(i))i∈Z が Y 上

の pure spherical helix ([OU20])を与えるということである（準備中）。これは pure helixの
(1-)spherical object版であるが、証明では Y が構成から種数 1 のGorenstein曲線であるこ
とと、Ginzburg dgaの cohomologyが 0次に集中するための判定法 ([Gin06])が鍵となる。

5. 非可換射影平面の爆発と射影幾何学
Van den Berghは [Van01]において非可換代数曲面の blow-upを導入した。特に S が 3次

元 quadratic AS正則代数の場合、その上の 6点 p1, . . . , p6 における爆発が定義され、非可換
次数付き代数

Blp1,...,p6 S ⊆ S[3] (5.1)

が定義される。ただし、ここで S[3] =
⊕

n≥0 S3n は S の 3rd Veronese subalgebraである。こ
こで構成された代数 Blp1,...,p6 S は S の定める非可換射影平面の p1, . . . , p6 における爆発の反
標準環（反標準束の切断環）と考えるべきものである。Van den Berghはさらに、ある非可
換次数付き代数D およびD の次数 3の中心元G ∈ Z(D)3 が存在して

Blp1,...,p6 S ≃ D/G (5.2)

が成立することを証明した。さらに、D には次数 1 の中心元 z ∈ Z(D)1 も存在してD/z が
3次元 quadratic AS正則代数であることを示した。このクラスの非可換次数付き代数D、す
なわち次数 1の元による 3次元 quadratic AS正則代数の中心拡大は [LSV96]で詳細に研究さ
れており、P3 の非可換変形の倉西空間の既約成分の 1つであるR(1, 3) に含まれている。さ
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らに、[λ0 : λ1] ∈ P1 を係数とする 1次結合 λ0z
3 + λ1G は全てD の次数 3の中心元なので、

非可換 3次曲面の pencilが得られたことになる。Van den Berghは [Van01]において、この
pencilのメンバーが非可換射影平面の爆発によって得られることを予想した。筆者らの共同
研究（発表準備中）において、この予想を肯定的に解決した。我々の証明では、具体的にど
の非可換射影平面とどの 6点を爆発すれば良いかということまで記述できる。
一般の [a : b : c] ∈ P2 に対して

Sa,b,c :=
C⟨x1, x2, x3⟩

cx2
1 + ax2x3 + bx3x2,

cx2
2 + ax3x1 + bx1x3,

cx2
3 + ax1x2 + bx2x1

(5.3)

は 3次元 quadratic AS正則代数となることが知られており、3次元 Sklyanin代数と呼ばれて
いる。これを 1つ固定したとき、Sa,b,c の中心拡大として得られるD の一般形が [LSV96]で
与えられている：

D =
C⟨x1, x2, x3⟩[z]

cx2
1 + ax2x3 + bx3x2 + `11x1z + `12x2z + `13x3z + α1z

2

cx2
2 + ax3x1 + bx1x3 + `21x1z + `22x2z + `23x3z + α2z

2

cx2
3 + ax1x2 + bx2x1 + `31x1z + `32x2z + `33x3z + α3z

2

(5.4)

詳細は省略するが、上記のようなSa,b,c の中心拡大（で非自明なもの）たちを適切な座標変換
で同一視したモジュライが重み付き射影空間 P (1, 1, 1, 2, 2, 2) になることが証明できる。一
方、6点付き非可換射影平面のモジュライの中で Sa,b,c を固定したことに対応するスライス
を取ると、そこには自然とE6型のWeyl群が作用することがわかる。さらに、そのスライス
は 6次元の abel多様体Pic0(E)⊗Z Q と（非標準的に）同変同型になることがわかる。ただ
しQ はE6 の root latticeである。この群作用の商は重み付き射影空間 P (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3) に
なることが証明できる。
さて、非可換射影平面の 6点爆発に対してその ambient algebra D を対応させる有理射

Pic0(E)⊗Z Q 99K P (1, 1, 1, 2, 2, 2) (5.5)

を考えることができるが、これの構造を決定したというのが主結果である：
定理 5.1. (5.5)はE6 型Weyl群作用による商射と射影P (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3) 99K P (1, 1, 1, 2, 2, 2)
との合成に一致する。
この定理の証明の鍵は、pencilのメンバーの上の直線加群（直線の非可換類似）の大域

monodromy群が E6型Weyl群に一致することを証明することにある。この定理（と証明）
には様々な応用があるが、特に、任意の（非自明な）中心拡大D が 6点爆発を超曲面として
含むこと、逆に (z3以外の)pencilのメンバーが全て非可換射影平面の 6点爆発（の反標準モ
デル）になることが証明できる。
定理 5.1には半古典極限版が存在し、P3 上の特別な形の Poisson構造に関する主張にな

る。具体的には、斉次 3次式G と 1次式 z に対し、A4 上の Poisson構造が
{f, g} =

df ∧ dg ∧ dG ∧ dz

Vol
(5.6)

で定まる。ただしVol は volume formである。このPoisson構造は次数が 0のため、P3 上の
Poisson構造に落ちる。このPoisson構造に関して、（可換）3次曲面の pencil {λ0z

3 + λ1G}
のメンバーが Poisson部分多様体になり、従って自然に Poisson曲面の構造を持つことがわ
かる。これらが実は上述の非可換射影幾何学の半古典極限となっており、定理 5.1の半古典
極限に相当する定理が比較的平易に証明できる。
最後に、当然ながら、以上の話を 3次曲面以外の非可換 del Pezzo曲面にも拡張したい。こ

れは極めて興味深い課題である。例えば 7点爆発と 8点爆発の場合、stack P(1, 1, 1, 2) およ
び P(1, 1, 2, 3) の非可換変形の射影幾何学（および、その半古典極限として得られるPoisson
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幾何学）を考えることになる。そのためには、まず、[LSV96]に相当する研究をこれらの場
合に行う必要がある。
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1 はじめに
本稿は第 69回代数学シンポジウムにおける筆者の講演の概説である。講演ではマルコフ方程式の紹介とそ

の一般化である k-GM方程式、その正整数解に現れる正整数であるマルコフ数・k-GM数の導入から始め、こ
れらの正整数がもつツリー構造を説明した後に、このツリー構造を保つような「SL(2,Z) 行列化」を導入し
た。そして、この行列化を使ったマルコフ数や k-GM 数の組み合わせ論的な解釈と、トーリック幾何におけ
る特異点解消の応用を紹介した。本稿では講演内容の詳細と、時間の都合で紹介できなかった更なるマルコフ
数・k-GM数の応用について説明する。
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2 本稿の概要
　本稿におけるメインテーマは k 一般化マルコフ数と呼ばれる整数である。長いので、これ以降略して

k-GM数*1と呼ぶ。ただし、k は非負整数である。この整数は、k 一般化マルコフ方程式（こちらもこれ以降
k-GM方程式と呼ぶ）と呼ばれる方程式

x2 + y2 + z2 + k(yz + zx+ xy) = (3 + 3k)xyz 　

の正整数解 (k 一般化マルコフトリプル、k-GMトリプル)に現れる整数のことである。例えば k = 1の場合、
1-GM方程式

x2 + y2 + z2 + yz + zx+ xy = 6xyz 　

の正整数解として (1, 3, 13)がとれるので、1, 3, 13は 1-GM数である。 特に k = 0の場合の方程式
x2 + y2 + z2 = 3xyz 　

とその正整数解、そしてそれに現れる数はマルコフ方程式/マルコフトリプル/マルコフ数と呼ばれ、ディオ
ファントス近似理論に端を発して 1880年ごろに Andrei Markovの論文 [10, 11]によって導入されてから今も
なお盛んに研究されている。k-GM数はそれから約 150年後の 2022年、[6]によってマルコフ方程式の理論を
より包括的に理解することを目的として導入された。
　後述するように、マルコフトリプル（あるいは k-GMトリプル）は一種の組み合わせ構造を持っており、

特にこの構造を通してマルコフ数は、整数論に限らず、数学上のさまざまな分野に現れる重要な整数となって
いる。しかし、実はマルコフ数（あるいは k-GM数）のみで構成されている「骨だけの」ツリー構造の状態で
これ以上の応用を考えるのは結構難しいと筆者は考えている。ある分野に別の分野の概念を持ち込もうとする
際には、その概念自体が数学的に応用が利きやすい形で記述できている（例えばそれ自身が群の構造をもって
いる、多様体の構造を持っているなど）ことが望ましいが、k-GMトリプルからなる組み合わせ構造は、一見
するとそのような良い構造があまり見えないように思えるからである。
これを打破する方法は既にいくつか知られているが、論文 [5, 4]では k-GM数に情報を付け足して組み合わ

せ構造を扱いやすい形にすることを考えている。具体的には、k-GM数を考える代わりに、k-GM数を (1, 2)

成分にもつ SL(2,Z)の元を考えてこれらが与える組み合わせ構造を観察している。本稿ではこの増強化され
た k-GM数として扱われる SL(2,Z)の元の導入と、[5, 4]で紹介されている具体的な応用例について見てい
きたい。

3 k-GM数のツリー構造
k-GM数の SL(2,Z)行列化を考える前に、k-GM数が持つ「骨だけの」組み合わせ構造を見ておくことに

する。まず、次のようなツリー構造を定義する。

定義 3.1 (k-GMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MT(k)を考え、これを k-GMツリーと呼ぶ。

• 最初の頂点は (1, k + 2, 1)、
• 各 (a, b, c)は以下のような 2つの子を持つ。

(a, b, c) (
b,
b2 + kbc+ c2

a
, c

)
.

(
a,
a2 + kab+ b2

c
, b

) RRRRllll

*1 k-GM数は私（行田）と共同研究者の松下浩大さんによって導入された概念であるが、「GM」は我々の頭文字ではなく「Generalized
Markov」の頭文字である。
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するとこのツリーについて次が成り立つ。

定理 3.2 ([6, Theorem 1]). k-GMツリーMT(k)について、次のことが成り立つ。

(1) 全ての頂点は第 2成分が真に最も大きい k-GMトリプルである。
(2) 第 2成分が真に最も大きい k-GMトリプルは全て k-GMツリーに含まれる。さらに、それらの解（順
番違いは区別する）は、このツリーにそれぞれちょうど 1個ずつ含まれる。

以下は k = 0, 1の場合のツリーである。紙面の都合により、横に倒した形で表示している。

(1, 2, 1)

(2, 5, 1)

(1, 5, 2)

(5, 13, 1)

(2, 29, 5)

(5, 29, 2)

(1, 13, 5)

(13, 34, 1) . . .

(5, 194, 13) . . .

(29, 433, 5) . . .

(2, 169, 29) . . .

(29, 169, 2) . . .

(5, 433, 29) . . .

(13, 194, 5) . . .

(1, 34, 13) . . .

sssssssssss

KK
KK

KK
KK

KK
K

iiiiiii

UUUU
UUU

iiiiiii

UUUU
UUU

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

(1, 3, 1)

(3, 13, 1)

(1, 13, 3)

(13, 61, 1)

(3, 217, 13)

(13, 217, 3)

(1, 61, 13)

(61, 291, 1) . . .

(13, 4683, 61) . . .

(217, 16693, 13) . . .

(3, 3673, 217) . . .

(217, 3673, 3) . . .

(13, 16693, 217) . . .

(61, 4683, 13) . . .

(1, 291, 61) . . .

sssssssssss

KK
KK

KK
KK

KK
K

hhhhhhhhh

VVVVV
VVV

hhhhhhhh

VVVVV
VVVV

bbbbbbbbbbbb
\\\\\\\\\\\

bbbbbbbbb
\\\\\\\\\\

bbbbbbbbbb
\\\\\\\\\

bbbbbbbbbbb
\\\\\\\\\\\

\

注 3.3. 最初の頂点とその 2 つの子の対称性により、(a, b, c) がツリー上にあるとき順番違いの (c, b, a) もツ
リー上に存在し、この 2つの頂点はツリーの中央を挟んで対称的な位置にあることがわかる。

さて、上記のツリーでは第 2成分が最も大きい k-GMトリプルが全て出現するようなツリーであるが、第 1

成分や第 3成分が最も大きい k-GMトリプルが出現するツリーも存在する。

定義 3.4 (逆 k-GMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MT†(k)を考え、これを逆 k-GMツリーと
呼ぶ。

• 最初の頂点は (1, 1, 1)、
• 各 (a, b, c)は以下のような 2つの子を持つ。

(a, b, c) (
a2 + kbc+ c2

b
, a, c

)
.

(
a, c,

a2 + kac+ c2

b

) RRRRllll
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このツリーの世代ルールは k-GM ツリーの世代ルールを下から上に辿る変換と一致しており、これが逆
k-GMツリーの名前の由来である。このとき、次の定理が成り立つ。

定理 3.5 ([4, Proposition 3.7]). 逆 k-GMツリーMT†(k)について、次のことが成り立つ。

(1) 全ての頂点は第 1成分か第 3成分が最も大きい（真に大きいとは限らない）k-GMトリプルである。
(2) 第 1成分か第 3成分が最も大きい k-GMトリプルは全て逆 k-GMツリーに含まれる。さらに、それら
の解（順番違いは区別する）は、それぞれちょうど 1個ずつ含まれる。

k = 0, 1の場合は次のようになる。

(1, 1, 1)

(2, 1, 1)

(1, 1, 2)

(5, 2, 1)

(2, 1, 5)

(5, 1, 2)

(1, 2, 5)

(13, 5, 1) . . .

(5, 1, 13) . . .

(29, 2, 5) . . .

(2, 5, 29) . . .

(29, 5, 2) . . .

(5, 2, 29) . . .

(13, 1, 5) . . .

(1, 5, 13) . . .

sssssssssss

KK
KK

KK
KK

KK
K

iiiiiiii

UUUU
UUUU

iiiiiiii

UUUU
UUUU

ccccccccccc
[[[[[[[[[[

[

ccccccccccc
[[[[[[[[[[

[

ccccccccccc
[[[[[[[[[[

[

ccccccccccc
[[[[[[[[[[

[

(1, 1, 1)

(3, 1, 1)

(1, 1, 3)

(13, 3, 1)

(3, 1, 13)

(13, 1, 3)

(1, 3, 13)

(61, 13, 1) . . .

(13, 1, 61) . . .

(217, 3, 13) . . .

(3, 13, 217) . . .

(217, 13, 3) . . .

(13, 3, 217) . . .

(61, 1, 13) . . .

(1, 13, 61) . . .

sssssssssss

KK
KK

KK
KK

KK
K

iiiiiii

UUUU
UUU

iiiiiii

UUUU
UUU

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

cccccccccc
[[[[[[[[[[

k-GMツリーと逆 k-GMツリーの間には、次のような関係がある。

命題 3.6 ([4, Proposition 3.5]). 対応 µ : (a, b, c) 7→
(
a,
a2 + kac+ c2

b
, c

)
はMT(k)からMT†(k)への標準

的なツリー同型を与える。

ただし、ここでの「標準的なツリー同型」とは、「ツリー同士の同型であって、左の子を与える操作と右の
子を与える操作を保つようなもの」のことを指す（これ以降も同じ意味で使用する）。つまり、上記の定理は
MT(k)のある頂点の第 2成分を入れ替えて別の k-GMトリプルにすると、それはMT†(k)の同じ位置にある
頂点の k-GMトリプルであることを意味している。µは 2回作用させると元に戻る対応なので、MT†(k)から
MT(k)への標準的なツリー同型も与えることに注意されたい。

4



4 k-GM数の 2種類の SL(2,Z)行列化
上記の MT(k) と MT†(k) の構造を増強化するために、k-GM 数を (1, 2) 成分に持つ 2 × 2 行列を考える。

その方法は 2通りあるので、順番に紹介する。

4.1 一般化コーン行列
まずは一般化コーン行列と呼ばれる SL(2,Z)行列化を紹介する。この概念は [5]において導入されている。

定義 4.1 (k 一般化コーン行列). k ∈ Z≥0 とする。2× 2行列 P =

[
p11 p12

p21 p22

]
は、次の条件を全て満たすと

き k 一般化コーン行列（以下省略して k-GC行列）という：

(i) P ∈ SL(2,Z)
(ii) p12 は k-GM数
(iii) tr(P ) = (3 + 3k)p12 − k

k-GM数が特定の 3つが集まると k-GMトリプルを構成することの類似として、特定の 3つを集めたもの
として k 一般化コーントリプルを導入する。

定義 4.2 (k 一般化コーントリプル). k ∈ Z≥0 とする。2 × 2行列の 3つ組 (P,Q,R)は、次の条件を全て満
たすとき k 一般化コーントリプル（以下省略して k-GCトリプル）という：

(i) P,Q,Rは k-GC行列
(ii) (p12, q12, r12)は k-GMトリプル

(iii) Q = PR− Sk を満たす、ただし Sk =

[
k 0

3k2 + 3k k

]
である

これらの定義を眺めてみると、k-GC行列と k-GCトリプルの条件 (iii)の特異性が目につくが、この条件の
由来については後で説明する。
さて、定義からはその存在性が明らかではない。まず自明解 (1, 1, 1)の最初の頂点に対応する k-GCトリプ

ルを考える。

命題 4.3 ([5, Proposition 3.4]). k ∈ Z≥0 とする。(p12, q12, r12) = (1, 1, 1) であるような k-GC トリプル
(P,Q,R)は、次で与えられるもので全てである。

P = P1;ℓ :=

[
ℓ 1

−ℓ2 + 2kℓ+ 3ℓ− 1 −ℓ+ 2k + 3

]
Q = Q1;ℓ :=

[
k + ℓ+ 1 1

k2 − ℓ2 + 3k + ℓ+ 1 k − ℓ+ 2

]
R = R1;ℓ :=

[
2k + ℓ+ 2 1

−ℓ2 − 2kℓ+ 2k − ℓ+ 1 −ℓ+ 1

]
ただし、ℓは任意の整数とする。

この命題の証明はほとんど straightforwardである。P の (1, 1)成分を ℓと決めると、P,Q,Rが SL(2,Z)
に入っていること、トレースの条件、Q = PR− Sk であることから (P,Q,R)を決定することができる。次に
(1, 1, 1)以外の場合を考えるために、次のツリーを導入する。

定義 4.4 (k-GCツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木 GCT(k, ℓ)を考える。
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• 最初の頂点は (Pℓ, Qℓ, Rℓ) := (P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ − Sk, Q1;ℓ)

• 各 (P,Q,R)は以下のような 2つの子を持つ。

(P,Q,R)

(P, PQ− Sk, Q) (Q,QR− Sk, R)
ooo

ooo OOO
OOO

最初の頂点は、(1, 1, 1)に対応する k-GCトリプル (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の、上記の世代ルールにおける左の子
になっている。MT(k)の最初の頂点は (1, 1, 1)ではなく (1, k + 2, 1)であるから、これはそこに合わせるため
の操作である。右の子ではなく左の子で与えている理由は、ℓを P1;ℓ の (1, 1)成分で与えているので、最初の
頂点にもその情報を残しておくという点にある。このとき、次の定理が成り立つ。

定理 4.5 ([5, Theorem 1.10]). k-GCツリー GCT(k, ℓ)について、次が成り立つ。

(1) 全ての頂点は k-GCトリプルである。
(2) (P,Q,R) とその 2 つの子 (P, PQ − Sk, Q), (Q,QR − Sk, R) の各行列をその (1, 2) 成分で置き換え
ると、

(p12, q12, r12)

(
q12,

q212 + kq12r12 + r212
p12

, r12

)
.

(
p12,

p212 + kp12q12 + q212
r12

, q12

) OOO
OOO

OOO

ooo
ooo

ooo

となり、これは k-GMツリーの世代ルールに一致する。

k-GC ツリーの世代ルールは k-GC トリプルの (iii) の条件を保つよう意図されたものなので、各頂点が
k-GCトリプルの定義の (iii)を満たすことは明らかだが、(i)と (ii)の条件まで保たれるのは非自明である。ま
た、各行列の (1, 2)成分は ℓに依存しないことに注意されたい。これにより、次の系が成り立つ。

系 4.6. 任意の ℓ ∈ Zをとる。k-GCツリー GCT(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列に対しその (1, 2)成分をとる
対応は、GCT(k, ℓ)と k-GMツリーMT(k)の間の標準的なツリー同型を与える。特に、任意の k-GMトリプ
ル (a, b, c)であって b > max{a, c}となるようなものに対して、(a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつような
k-GCトリプルが存在する。

k = 0の場合の具体例を以下にあげる。ℓはここでは 0とする。

([
0 1
−1 3

]
,

[
1 2
2 5

]
,

[
1 1
1 2

])
([

0 1
−1 3

]
,

[
2 5
5 13

]
,

[
1 2
2 5

])

([
1 2
2 5

]
,

[
3 5
7 12

]
,

[
1 1
1 2

])

([
2 5
5 13

]
,

[
12 29
31 75

]
,

[
1 2
2 5

])
([

0 1
−1 3

]
,

[
5 13
13 34

]
,

[
2 5
5 13

])

([
3 5
7 12

]
,

[
8 13
19 31

]
,

[
1 1
1 2

])
([

1 2
2 5

]
,

[
17 29
41 70

]
,

[
3 5
7 12

])

TTTT
TTTT

TT

jjjjjjjjjj

ccccccc

[[[[[[

cccccccc

[[[[[[[[
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k = 1,ℓ = −1のときは以下のようになる。

([
−1 1
−7 6

]
,

[
1 3
5 16

]
,

[
1 1
3 4

])
([

−1 1
−7 6

]
,

[
3 13
17 74

]
,

[
1 3
5 16

])

([
1 3
5 16

]
,

[
9 13
47 68

]
,

[
1 1
3 4

])

([
−1 1
−7 6

]
,

[
13 61
75 352

]
,

[
3 13
17 74

])
([

3 13
17 74

]
,

[
67 217
381 1234

]
,

[
1 3
5 16

])
([

1 3
5 16

]
,

[
149 217
791 1152

]
,

[
9 13
47 68

])
([

9 13
47 68

]
,

[
47 61
245 318

]
,

[
1 1
3 4

])

TTTT
TTTT

TT

jjjjjjjjjj

[[[[

ccc

[[[[

ccccc

各行列の (1, 2)成分を抜き出すと、先の例で与えた k-GMツリーが与えられることがわかる。
なお、(P,Q,R)は成分の順番を入れ替えて (R,Q, P )などにすると k-GCトリプルにはならないことに注意

が必要である。

注 4.7. GCT(k, ℓ)を定める際に、最初の頂点として (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の左の子 (P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ − Sk, Q1;ℓ)を
とったが、右の子 (Q1;ℓ, Q1;ℓR1;ℓ − Sk, R1;ℓ)を取った場合は違う頂点が出てくるので、k-GC行列を頂点に持
つツリーのバリエーションは GCT(k, ℓ)以外にもまだあるのではと思われるかもしれない。しかし実際はそう
ではなく、GCT(k, ℓ)で全てである。実際、(P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の右の子は (P1;k+ℓ+1, Q1;k+ℓ+1, R1;k+ℓ+1)の左
の子に一致し、さらに左の子全体の集合

{(P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ − Sk, Q1;ℓ) | ℓ ∈ Z}

は (1, k + 2, 1)に対応するすべての k-GCトリプルを与えるのである。したがって、k-GCトリプルを頂点に
持つツリーを考えたい場合は、最初の頂点として (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の左の子だけを考えれば十分であることが
わかる。

k-GMツリーには、b > max{a, c}を満たすような k-GMトリプル (a, b, c)を任意にとったときに、このト
リプルがツリーのどこか 1箇所に現れるという性質（定理 3.2）があったが、k-GCツリーにも同じような性質
がある。

命題 4.8 ([5, Corollary 3.15]). 任意の q12 > max{p12, r12}を満たすような k-GCトリプル (P,Q,R)に対し
て、ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ GCT(k, ℓ)が存在して、v = (P,Q,R)を満たす。

次に、逆 k-GMツリーのコーン行列バージョンである逆 k-GCツリーを導入する。

定義 4.9 (逆 k-GCツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木 GCT†(k, ℓ)を考える。

• 最初の頂点は (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)

• 各 (P,Q,R)は以下のような 2つの子を持つ。

(P,Q,R)

(
P,R, P−1(R+ Sk)

) (
(P + Sk)R

−1, P,R
)ooo

ooo OOO
OOO

こちらの最初の頂点は (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)で与えていて、このツリーの世代ルールは GCT(k, ℓ)の世代ルール
を下から上に辿る変換に一致している。このツリーについて、やはり次の定理が成り立つ。

定理 4.10 ([4, Corollary 4.13]). 逆 k-GCツリー GCT†(k, ℓ)について、次が成り立つ。
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(1) 全ての頂点は k-GCトリプルである。
(2) (P,Q,R) とその 2 つの子 (P,R, P−1(R + Sk)), ((P + Sk)R

−1, P,R) の各行列をその (1, 2) 成分で置
き換えると、

(p12, q12, r12)

(
p212 + kp12r12 + r212

q12
, p12, r12

)
.

(
p12, r12,

p212 + kp12r12 + r212
q12

) OOO
OOO

OOO

ooo
ooo

ooo

となり、これは逆 k-GMツリーの世代ルールに一致する。

次の系も k-GCツリーの場合と同様に成り立つ。

系 4.11. 任意の ℓ ∈ Zに対して、逆 k-GCツリー GCT†(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその (1, 2)成分に置
き換える操作は、GCT†(k, ℓ)と逆 k-GMツリーMT†(k)の間の標準的なツリー同型を与える。特に、任意の
k-GMトリプル (a, b, c)であって b ≤ max{a, c}となるようなものに対して、(a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分
にもつような k-GCトリプルが存在する。

さらに、次の命題も成り立つ。

命題 4.12 ([4, Corollary 4.14]). 任意の q12 ≤ max{p12, r12}を満たすような k-GCトリプル (P,Q,R)に対
して、ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ GCT†(k, ℓ)が存在して、v = (P,Q,R)を満たす。

以上から、MT(k) や MT†(k) はより情報量が多いツリーである GCT(k, ℓ) や GCT†(k, ℓ) の一部として実
現できることがわかる。
この節の最後に、本家本元の k-GMツリー/逆 k-GMツリーが持たない（すなわち、(1, 2)成分に制限した

時に失われてしまう）性質を紹介しておくことにする。

定理 4.13 ([5, Corollary 3.16], [4, Corollary 5.32]). 任意に k ∈ Z≥0 と ℓ ∈ Zをとる。このとき、GCT(k, ℓ)
の各頂点の第 2 成分は全て異なる k-GC 行列である。また、GCT†(k, ℓ) の各頂点の第 2 成分は全て異なる
k-GC行列である。

定理 4.13の類似の主張は k-GMツリーや逆 k-GMツリーでは明らかに成り立たない。実際、第 2成分だけ
を抜き取ると、k-GMツリーも逆 k-GMツリーもちょうどツリーの中央を挟んで鏡写しの関係になっているこ
とがわかる。k-GMツリーはツリーの右半分または左半分のみを考えれば第 2成分は重複していないように見
えるが、これが本当に成り立つかどうかは今のところ未解決である（この問題については第 7節を参照）。
ちなみにこの節の内容は k = 0の場合、すなわち古典的なマルコフ数の場合については 1955年に Harvey

Cohnが導入・証明している [2]。このケースでは Sk は零行列であるから (P,Q,R)が 0-GCトリプル（コー
ントリプル）であるときは Q = PR という良い形をした条件になっており、これはクリストッフェル語など
の組み合わせ論的なツールと非常に相性がいいことが知られている。一方で k 6= 0の場合 Sk は零行列ではな
く、このとき Qは PR − Sk というあまり良くない形をしており、k = 0の理論を素直に適用できない場合が
多々ある。そこで次の節では、kの値によって世代ルールが変化しない、もう一つの SL(2,Z)行列化を導入す
ることにする。

4.2 マルコフモノドロミー行列
ここでは、一般化コーン行列とは別の SL(2,Z)行列化を導入する。

定義 4.14 (k マルコフモノドロミー行列). k ∈ Z≥0 とする。2× 2行列 X =

[
x11 x12

x21 x22

]
は、次の条件を全
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て満たすとき k マルコフモノドロミー行列 (あるいは単に k-MM行列)という：

(i) X ∈ SL(2,Z)
(ii) x12 は k-GM数
(iii) tr(X) = −k

こちらも特定の 3つを集めたものを k-MMトリプルとする。

定義 4.15 (k-マルコフモノドロミートリプル). k ∈ Z≥0 とする。2× 2行列の 3つ組 (X,Y, Z)は、次の条件
を全て満たすとき k マルコフモノドロミートリプル (あるいは単に k-MMトリプル)という：

(i) X,Y, Z は k-MM行列
(ii) (x12, y12, z12)は k-GMトリプル

(iii) XY Z = Tk を満たす、ただし Tk =

[
−1 0

3k + 3 −1

]
である

定義が k-GC 行列や k-GC トリプルとよく似ているものの、(iii) の条件が異なっている。しかし、実はこ
の定義でも k-GCトリプルと同じような性質が成り立つのである。まずは (1, 2)成分が (1, 1, 1)であるような
k-MMトリプルを決定する。

命題 4.16 ([4]). k ∈ Z≥0 とする。(x12, y12, z12) = (1, 1, 1)であるような k-MMトリプル (X,Y, Z)は、次
で与えられるもので全てである。

X = X1;ℓ :=

[
ℓ 1

−ℓ2 − kℓ− 1 −k − ℓ

]
Y = Y1;ℓ :=

[
−k + ℓ− 1 1

−ℓ2 + kℓ+ 2ℓ− k − 2 −ℓ+ 1

]
Z = Z1;ℓ :=

[
−2k + ℓ− 2 1

−2k2 − ℓ2 + 3kℓ− 6k + 4ℓ− 5 k − ℓ+ 2

]
ただし、ℓは任意の整数とする。

一般化コーン行列と同様、X の (1, 1)成分を任意に指定するとそこから全ての値が定まる。さらに、次のツ
リーを考える。

定義 4.17 (k-MMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MMT(k, ℓ)を考える。

• 最初の頂点は (Xℓ, Yℓ, Zℓ) := (X1;ℓ, Y1;ℓZ1;ℓY
−1
1;ℓ , Y1;ℓ)

• 各 (X,Y, Z)は以下のような 2つの子を持つ。

(X,Y, Z)

(
X,Y ZY −1, Y

) (
Y, Y −1XY,Z

)ooo
ooo OOO

OOO

k-GCトリプルとのときとよく似てるものの、こちらは k の値によらず世代ルールが一定である（k-GCツ
リーの世代ルールには行列 Sk を引くステップがあり、この Sk の成分は k に依存している）。そして、次の定
理が成り立つ。

定理 4.18 ([4, Corollary 5.8]). k-MMツリーMMT(k, ℓ)について、次が成り立つ。

(1) 全ての頂点は k-MMトリプルである。
(2) (X,Y, Z) とその 2 つの子 (

X,Y ZY −1, Y
)
,
(
Y, Y −1XY,Z

) の各行列をその (1, 2) 成分で置き換え
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ると、

(x12, y12, z12)

(
x12,

y212 + ky12z12 + z212
x12

, z12

)
.

(
x12,

x212 + kx12y12 + y212
z12

, y12

) OOO
OOO

OOO

ooo
ooo

ooo

となり、これは k-GMツリーの世代ルールに一致する。

系 4.19. 任意の ℓ ∈ Zに対して、k-MMツリーMMT(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその (1, 2)成分に置き
換える操作は、MMT(k, ℓ)と k-GMツリーMT(k)の間の標準的なツリー同型を与える。特に、任意の k-GM

トリプル (a, b, c)であって b > max{a, c}となるようなものに対して、(a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつ
ような k-MMトリプルが存在する。

k = 0, ℓ = 0の例は以下の通り。

([
0 1
−1 0

]
,

[
−1 2
−1 1

]
,

[
−1 1
−2 1

])
([

0 1
−1 0

]
,

[
−2 5
−1 2

]
,

[
−1 2
−1 1

])

([
−1 2
−1 1

]
,

[
−3 5
−2 3

]
,

[
−1 1
−2 1

])

([
−2 5
−1 2

]
,

[
−12 29
−5 12

]
,

[
−1 2
−1 1

])
([

0 1
−1 0

]
,

[
−5 13
−2 5

]
,

[
−2 5
−1 2

])

([
−3 5
−2 3

]
,

[
−8 13
−5 8

]
,

[
−1 1
−2 1

])
([

−1 2
−1 1

]
,

[
−17 29
−10 17

]
,

[
−3 5
−2 3

])

RRRR
RRRR

R

lllllllll

ccccccc

[[[[[[[

ccccccc

[[[[[[[

k = 1,ℓ = 0のときは次のようになる。

([
0 1
−1 −1

]
,

[
−2 3
−1 1

]
,

[
−2 1
−3 1

])
([

0 1
−1 −1

]
,

[
−4 13
−1 3

]
,

[
−2 3
−1 1

])

([
−2 3
−1 1

]
,

[
−10 13
−7 9

]
,

[
−2 1
−3 1

])

([
0 1
−1 −1

]
,

[
−14 61
−3 13

]
,

[
−4 13
−1 3

])
([

−4 13
−1 3

]
,

[
−68 217
−21 67

]
,

[
−2 3
−1 1

])
([

−2 3
−1 1

]
,

[
−150 217
−103 149

]
,

[
−10 13
−7 9

])
([

−10 13
−7 9

]
,

[
−48 61
−37 47

]
,

[
−2 1
−3 1

])

RRRR
RRRR

R

lllllllll

[[[[

ccccc

[[[[

ccccc

次の命題も k-GCの場合と同様に成り立つ。

命題 4.20 ([4, Proposition 5.9]). 任意の y12 > max{x12, z12}を満たすような k-MMトリプル (X,Y, Z)に
対して、ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ MMT(k, ℓ)が存在して、v = (X,Y, Z)を満たす。

逆バージョンも k-GCの場合と同様に存在し、その性質も全てパラレルである。

定義 4.21 (逆 k-MMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MMT†(k, ℓ)を考える。

• 最初の頂点は (X1;ℓ, Y1;ℓ, Z1;ℓ)
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• 各 (X,Y, Z)は以下のような 2つの子を持つ。

(X,Y, Z)

(
X,Z,Z−1Y Z

) (
XYX−1, X, Z

)ooo
ooo OOO

OOO

定理 4.22 ([4, Corollary 5.16]). 逆 k-MMツリーMMT†(k, ℓ)について、次が成り立つ。

(1) 全ての頂点は k-MMトリプルである。
(2) (X,Y, Z) とその 2 つの子 (

X,Z,Z−1Y Z
)
,
(
XYX−1, X, Z

) の各行列をその (1, 2) 成分で置き換え
ると、

(x12, y12, z12)

(
x12, z12,

x212 + kx12z12 + z212
y12

) (
x212 + kx12z12 + z212

y12
, x12, z12

)ooo
ooo

ooo

OOO
OOO

OOO

となり、これは逆 k-GMツリーの世代ルールに一致する。

系 4.23. 任意の ℓ ∈ Zに対して、k-MMツリーMMT†(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその (1, 2)成分に置
き換える操作は、MMT†(k, ℓ) と k-GM ツリー MT†(k) の間の標準的なツリー同型を与える。特に、任意の
k-GMトリプル (a, b, c)であって b ≤ max{a, c}となるようなものに対して、(a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分
にもつような k-MMトリプルが存在する。

命題 4.24 ([4, Proposition 5.17]). 任意の y12 ≤ max{x12, z12}を満たすような k-MMトリプル (X,Y, Z)に
対して、ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ MMT†(k, ℓ)が存在して、v = (X,Y, Z)を満たす。

以上のように、MT(k)やMT†(k)はMMT(k, ℓ)やMMT†(k, ℓ)でも増強化できることがわかる。
k-GCの方で成り立っていた第 2成分の一意性も成立する。

定理 4.25 ([4, Corollaries 5.10, 5.34]). 任意に k ∈ Z≥0 と ℓ ∈ Zをとる。このとき、MMT(k, ℓ)の各頂点の
第 2成分は全て異なる k-MM行列である。また、MMT†(k, ℓ)の各頂点の第 2成分は全て異なる k-MM行列
である。

5 k-GC行列と k-MM行列の関係性
前節で k-GM数の 2種類の SL(2,Z)行列化である一般化コーン行列とマルコフモノドロミー行列を導入し

て、これらが非常によく似た性質を持つことを紹介した。ここまで類似しているからには、やはりこの 2つの
行列の間には何か良い関係性があるのではないかと考えるのが自然である。この節ではそれを紹介していくこ
とにする。[4]では、2種類の関係性を発見している。

5.1 2つのツリー同型 Ψ,Φ

2 × 2 行列上の次の写像 ψ : M(2,Z) → M(2,Z) を考える（行列は 2 × 2 の整数成分行列であればよく、
k-GC行列や k-MM行列である必要はない）。

ψ :

[
m11 m12

m21 m22

]
7→
[

−m11 +m12k − k m12

m21 − (k + 3)m11 + k(2k + 3)(m12 − 1) −m22 + (2k + 3)m12 − k

]
この写像は全単射写像である。実際、逆写像が次の形で与えられる。

ψ−1 :

[
m11 m12

m21 m22

]
7→
[

−m11 +m12k − k m12

m21 − (k + 3)m11 − k2(m12 − 1) −m22 + (2k + 3)m12 − k

]
.
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この写像について、次の定理が成り立つ。

定理 5.1 ([4, Proposition 5.3]). ψ は k-MM行列全体から k-GC行列全体への全単射を与える。

さらに、Ψ: M(2,Z)3 → M(2,Z)3 を Ψ(X,Y, Z) = (ψ(X), ψ(Y ), ψ(Z)) で定義すると、次の定理が成り
立つ。

定理 5.2 ([4, Theorem 5.6]). 次の性質が成り立つ。

(1) Ψは k-MMトリプル全体から k-GCトリプル全体への全単射を与える。
(2) さらに、Ψ は標準的なツリー同型 MMT(k, ℓ) ' GCT(k,−ℓ)、MMT†(k, ℓ) ' GCT†(k,−ℓ) を誘導
する。

(2)はMMT(k, ℓ)の世代ルールと GCT(k,−ℓ)の世代ルールが Ψで保たれることを意味する。MMT†(k, ℓ)

と GCT†(k,−ℓ)も同様。すなわち、図式

(X,Y, Z)
� Ψ / /

_

��

(P,Q,R)
_

��
(X,Y ZY −1, Y ) �

Ψ
// (P, PQ− Sk, Q)

(X,Y, Z)
� Ψ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(Y, Y −1XY,Z) �

Ψ
// (Q,QR− Sk, R)

が可換であるということを主張している。ただし、ℓは符号が反転して −ℓになっていることに注意されたい。
論文 [4] で発見された 2 種類のうちもう 1 種類を、次で導入する。次で与えられる写像 Φ: GL(2,Z)3 →

GL(2,Z)3 を考える。

Φ(X,Y, Z) = (−(Y Z)−1,−(XZ)−1,−(XY )−1)

この写像は Ψと違い、定義から直ちにその逆写像を特定することは難しい（そもそも全単射写像かどうかも
よくわからない）。しかし、実は次の定理が成立する。

定理 5.3 ([4, Corollary 5.26]). 次の性質が成り立つ。

(1) Φは k-MMトリプル全体から k-GCトリプル全体への全単射を与える。
(2) さらに、Φは標準的なツリー同型MMT(k, ℓ) ' GCT†(k, ℓ)、MMT†(k, ℓ) ' GCT(k, ℓ)を誘導する。

(2) は、MMT(k, ℓ) の世代ルールと GCT†(k,−ℓ) の世代ルールが Φ で保たれることを意味している。
MMT†(k, ℓ)と GCT(k,−ℓ)も然り。すなわち、図式

(X,Y, Z)
� Φ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(X,Y ZY −1, Y ) �

Φ
// (P,R, P−1(R+ Sk))

(X,Y, Z)
� Φ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(Y, Y −1XY,Z) �

Φ
// ((P + Sk)R

−1, P,R)

が可換であるということを主張している。
Ψとの違いは、標準的なツリー同型が順方向のツリーから逆方向のツリーへのものであるという点、そして

ℓが保存されるという点である。こちらは Ψと違って、行列同士の 1対 1の対応があるわけではない。

5.2 写像 Φにまつわる背景
この節では写像 Φにまつわる背景について説明する。これは、k-GC行列の定義における、一見すると不思

議な条件である (iii)と深く関わっている。
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少し唐突に思えるが、次の方程式を考える。

x2 + y2 + z2 + (2k + k2)(x+ y + z) + 2k3 + 3k2 = xyz

この方程式は第 2k 一般化マルコフ方程式（第 2k-GM方程式）と呼ぶ。第 2という名前がついている理由は
次の命題にある。

命題 5.4 ([6, Proposition 2.4]). 次が成り立つ。

(1) (a, b, c)が k-GM方程式の実数解/有理数解であることと、((3+ 3k)a− k, (3+ 3k)b− k, (3+ 3k)c− k)

が第 2k-GM方程式の実数解/有理数解であることは同値である。
(2) 特に (a, b, c)が k-GMトリプルであるとき、((3 + 3k)a− k, (3 + 3k)b− k, (3 + 3k)c− k)が第 2k-GM

方程式の正整数解である。

主張 (2) について、k = 0 のときは逆が成り立つことが知らいるが、一般の k では成り立たない。例
えば k = 4 のとき、(9, 9, 22) は第 2k-GM 方程式の正整数解だが、これに対応する k-GM 方程式の解は(
13

15
,
13

15
,
26

15

)
で、整数組ではないので明らかにこれは k-GMトリプルではない。第 2k-GM方程式の正整数

解で、対応する k-GM方程式の解が k-GMトリプルであるようなものを誘導解と呼ぶ。
さて、この命題と k-GC行列の定義の

(iii) tr(P ) = (3 + 3k)p12 − k

を比較すると、(1, 2)成分の値とトレースの値の間の関係性が k-GMトリプルとそれに対応する誘導解の関係
になっていることがわかる。したがって、k-GCトリプルの定義のうちの

(ii) (p12, q12, r12)は k-GMトリプル

は次のように書き換えることができる。

(ii)’ (tr(P ), tr(Q), tr(R))は第 2k-GM方程式の誘導解である。

したがって、k-GCトリプル (P,Q,R)に対して次の等式が成立していることがわかる。

tr(P )2 + tr(Q)2 + tr(R)2 + (2k + k2)(tr(P ) + tr(Q) + tr(R)) + 2k3 + 3k2 = tr(P )tr(Q)tr(R)

一方で、全く別の文脈において、次のような SL(2,C)の元の間の恒等式が知られていた。

命題 5.5 ([7, 12]). 任意の (X,Y, Z) ∈ SL(2,C)3 に対して、x := −tr(Y Z), y := −tr(ZX), z :=

−tr(XY ), a := −tr(X), b := −tr(Y ), c := −tr(Z), d := −tr(XY Z)とすると、

x2 + y2 + z2 + (ad+ bc)x+ (bd+ ca)y + (cd+ ab)z + a2 + b2 + c2 + d2 + abcd− 4 = xyz

が成り立つ。

ここで、この恒等式と k-GCトリプルが満たす方程式を比較すると、次のような条件を満たす (X,Y, Z)が
あるのではないか？という疑問が浮かぶ。

(1) tr(P ) = −tr(Y Z), tr(Q) = −tr(ZX), tr(R) = −tr(XY ),

(2) tr(X) = tr(Y ) = tr(Z) = −k,
(3) tr(XY Z) = −2.

実際、この条件を SL(2,C)恒等式に代入すると、k-GC 行列のトレースに関する方程式を得る。実は、この
条件を満たす行列 (X,Y, Z) というデザインのもとで定義されたのが k-MM 行列と k-MM トリプルである。
k-MM行列の定義のうち
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(iii) tr(X) = −k

が上記の (2)、k-MMトリプルの定義の条件

(iii) XY Z =

[
−1 0

3k + 3 −1

]

が (3) と噛み合うものであることがわかる。さらに P = (−Y Z)−1, Q = (−XZ)−1, R = (−XY )−1 とする
ことで上記の条件 (1)(2)(3)を全て満たすようにできるが、(X,Y, Z)から (P,Q,R)への、この対応が写像 Φ

である。論文 [4]では (P,Q,R)を k-MMトリプル (X,Y, Z)を使って P = (−Y Z)−1, Q = (−XZ)−1, R =

(−XY )−1 と表す対応、すなわち Φ（の制限）の逆写像のことをマルコフモノドロミー分解と呼んでいる。Φ−1

が逆写像になることは、このマルコフモノドロミー分解が常に存在し、かつ一意的であることを意味する。

5.3 Ψと Φの関係性
この節の最後に、今まで与えた標準的なツリー同型 Ψと Φの関係性について言及しておくことにする。異

なるツリーの間の同型を与えているので、明らかにこの 2つの写像は同じものではない。しかし、これらを合
成すると興味深い観察を得ることができる。

定理 5.6 ([4, Theorems 5.31, 5.33]). (1) 写像 Φ ◦Ψ−1 に対して、次の図式は可換である。

GCT(k, ℓ) GCT†(k,−ℓ)

MT(k) MT†(k),

GCT(k, ℓ)

MT(k, ℓ)

Φ◦Ψ−1
//

��
µ //

��

Φ◦Ψ−1
//

µ //
��

(2) 写像 Ψ−1 ◦ Φに対して、次の図式は可換である。

MMT(k, ℓ) MMT†(k,−ℓ)

MT(k) MT†(k),

MMT(k, ℓ)

MT(k, ℓ)

Ψ−1◦Φ //

��
µ //

��

Ψ−1◦Φ //

µ //
��

ただし、µは命題 3.6で用いたものと同じ記号であり、上の図式中で上から下への写像は行列をその (1, 2)

成分でき置き換える操作から定まる標準的なツリー同型であるとする。

この定理は、Φ ◦Ψ−1 や Ψ−1 ◦ Φが 3節で導入した µを増強化したものであるということを意味している。
ここからさらに、次の系たちを得る。

系 5.7. (Φ◦Ψ−1)2 は k-GCトリプル全体からなる集合上の恒等式写像である。同様に、(Ψ−1 ◦Φ)2 は k-MM

トリプル全体からなる集合上の恒等式写像である。

系 5.8. Φ−1 = Ψ−1 ◦ Φ ◦ Ψ−1 が成立する。特に、(P,Q,R) のマルコフモノドロミー分解は与えられた
(P,Q,R)の値を使ったアルゴリズムで計算できる。

一見因数分解のような計算の困難さを持っているように見えるマルコフモノドロミー分解であるが、 Ψ−1

と Φは対応が明示的な写像なので、実はこれらを組み合わせて計算ができることがわかる。

注 5.9. 写像 Ψの幾何学的あるいは代数的文脈における良い解釈は、現在のところ見つかっていない。
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6 4点付き 2次元球面における基本群の SL(2,C)表現としての解釈
さて、ここまで説明してきた k-GC トリプルや k-MM トリプルを 4 点付き 2 次元球面 S2

4 の基本群の
SL(2,C)表現に現れる行列だと思うと、新しい視点が見えてくる。S2

4 の基本群（ランク 3の自由群）を

π1(S
2
4) = 〈α, β, γ, δ | αβγδ = 1〉

で表すことにする。ここで、α, β, γ, δ は基点を通り 4つある点のどれかを囲むようなループのホモトピー同値
類である。この群はランク 3の非可換自由群なので、α, β, γ をその自由生成系とすることができる。したがっ
て、π1(S2

4)の SL(2,C)表現はこの α, β, γ に対応する行列を決定することによって一意的に定まる。π1(S2
4)

の SL(2,C)表現全体の集合を Rep(S2
4)とおき、その任意の元を αの行き先X, β の行き先 Y、γ の行き先 Z

を使って ρX,Y,Z と表すことにする。ここで、(X,Y, Z)が k-MMトリプルであるとすると、この k-MMトリ
プルの Φの像 (P,Q,R)について、

−P = ρX,Y,Z(γ
−1β−1),−Q = ρX,Y,Z(γ

−1α−1),−R = ρX,Y,Z(β
−1α−1),

が成立する。以上から、(P,Q,R)は (γ−1β−1, γ−1α−1, β−1α−1)を SL(2,C)表現を通してみた形であるとい
うことができる（−1倍という「おまけ」がついているが）。ちなみに、k-MMトリプルは定義からXY Z = Tk

なので、ρX,Y,Z(δ) = T−1
k となる。

一旦話を戻して、まだ (X,Y, Z)を何の条件も課さない（k-MMトリプルとは限らない）ただの SL(2,C)の
3つ組と思うことにする。いま X,Y, Z は命題にある方程式を満たすが、ここで写像 χ : Rep(S2

4) → C7 を次
のように定める。

χ(ρX,Y,Z) = (x, y, z, a, b, c, d)

ここで、x, y, z, a, b, c, dは命題 5.5で使った記号と同じである。すると、χの像は C7 上の命題 5.5の方程式を
満たすような点全体からなる代数多様体（ここでは H とかくことにする）となるが、この写像 χは Rep(S2

4)

の GIT 商 Rep(S2
4)//SL(2,Z) と C7 の部分代数多様体 H の間の同相を誘導する。これらの多様体（の同相

類）は指標多様体と呼ばれる。さて、この指標多様体の同相を与える、χから誘導される同相写像を χとした
とき、次が成り立つ。

定理 6.1 ([4, Theorems 5.36, 5.37]). (X,Y, Z) を k-MM トリプルとし、(P,Q,R) = Φ(X,Y, Z) とする。
(p12, q12, r12)を (P,Q,R)の (1, 2)成分とする。

(1) (X,Y, Z)から与えられる Rep(S2
4)の元 ρX,Y,Z に対して、

χ(ρX,Y,Z) = ((3k + 3)p12 − k, (3k + 3)q12 − k, (3k + 3)r12 − k, k, k, k, 2)

を満たす。ただし ρX,Y,Z は ρX,Y,Z を代表元とする Rep(S2
4)//SL(2,Z)の剰余類である。

(2) さらに、射影 p : C7 → C3 を

p(x, y, z, a, b, c, d) = (x, y, z)

と定めると、写像 p ◦ χは k-MMトリプルから定まる表現を代表元とする Rep(S2
4)//SL(2,Z)におけ

る剰余類全体と第 2k-GM方程式の k-GMトリプルによる誘導解全体の間の全単射を構成する。

この定理を見ると、k-GMトリプル（あるいはその誘導解）とその行列化である k-MMトリプルの両者は、
指標多様体の観点で考えると実は同じ点を示していて、これを代数多様体として捉えたときに出てくるものが
前者、4点付き球面の基本群の SL(2,C)表現の剰余として捉えたときに出てくるものが後者である、という解
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釈ができる。この観点から k-GCトリプルや k-MMトリプルを見ることで新しい応用が見つかるかもしれな
い、という期待を持っている。
ちなみに、多様体の基本群の GL(2,C)表現のことをモノドロミー表現、基本群の各元に対応する行列をモ

ノドロミー行列と呼ぶことがあり、k マルコフモノドロミー行列/トリプルの名前はこれが由来である。

7 応用 1：一意性予想の一般化とその部分的解決
これ以降の節では、前節でその定義と性質をみた k-GC行列や k-MM行列を使って、様々な分野における

k-GM数が絡む現象を見ていく。まず、マルコフ数の意性予想と呼ばれる有名な予想とその一般化予想に関す
る k-GC行列を用いた部分的解決を紹介する。

7.1 一意性予想と部分的な結果
マルコフ数の一意性予想とは次の予想のことである。

予想 7.1 (マルコフ数の一意性予想). 任意のマルコフ数 bに対して、bを最大数とするようなマルコフトリプ
ルが（数の順番による差を除いて）ただ一つ存在する。

この予想は 1913 年に Georg Frobenius が [3] の中で与えているものであり、現在のところ未解決である。
なお、これに関しては次のような部分的解決が知られている。

定理 7.2 ([9]). マルコフ数 bに対して、ある素数 pとm ∈ Z≥2 が存在して b = pm または 2pm であるとき、
bを最大数とするような k-GMトリプル (a, b, c)が（順番による差を除いて）ただ一つ存在する。

さて、予想 7.1の k-GM数への一般化として、次の予想が考えられる。

予想 7.3 (k-GM数の一意性予想). 任意に k ∈ Z≥0 をとる。任意の k-GM数 bに対して、bを最大数とする
ような k-GMトリプルが（数の順番による差を除いて）ただ一つ存在する。

現在のところこの予想についても反例は出ておらず、筆者はマルコフ数のケースとともに肯定的に解かれる
のではないかと考えている。この節の主題は、この予想の次のような部分的解決である。

定理 7.4 ([5, Theorem 1.6]). 任意に k ∈ Z≥0 をとる。k-GM数 bが素数または素数の 2倍であるとき、bを
最大数とするような k-GM方程式の解が（数の順番による差を除いて）ただ一つ存在する。

上の定理は定理 7.2 の k 一般化バージョン（ただし m = 1 の場合に限っている）である。なお、[5] では
m > 1の場合についても部分的な解決を与えている。ただし、全ての pと kに適用できるわけではなく、条件
が必要である。

定理 7.5. k-GM数 bに対して、ある素数 pとm ∈ Z≥2 が存在して b = pm または 2pm であって、k が次の
条件 (1),(2),(3)のいずれかを満たすとき、bを最大数とするような k-GMトリプル (a, b, c)が（順番による差
を除いて）ただ一つ存在する：

(1) k = 2

(2) k ≥ 4が偶数かつ、k
2
+ 1と k

2
− 1がどちらも p2 で割り切れない

(3) k が奇数で、k + 2と k − 2がどちらも p2 で割り切れない

上記の (1)～(3)をみると、条件を満たさない素数 pは各 k に対して有限個しかなく、したがって k に対し
て十分大きい素数 pに対しては定理 7.5が常に適用できることがわかる。また 100以下の k のうち、

k =1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 15, 17, 19, 21, 24, 28, 31, 32, 33, 35, 36, 37, 39, 40, 41, 44, 45, 49, 53,
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55, 57, 59, 60, 63, 64, 67, 68, 69, 71, 72, 75, 76, 80, 81, 84, 85, 87, 89, 91, 93, 95, 99

のときは全ての素数 pが定理 7.5の仮定を満たす。 なお、この条件はヘンゼルの補題に由来するものであり、
同じ証明方針でこの条件を取り去った形を考えるのは難しいと個人的には考えている。

7節では、定理 7.2について [1]で与えられている証明手法を k 一般化して定理 7.4を解決する方針につい
て簡単に述べる（定理 7.5 も証明方針としては同じである）。まず予想 7.3 を言い換えるところから始める。
MT(k) の最初の頂点の左の子を最初の頂点とするような充満部分木を LMT(k) と表すことにする。例えば
k = 0, 1の場合は

(1, 5, 2)

(5, 29, 2)

(1, 13, 5)

(29, 169, 2)

(5, 433, 29)

(13, 194, 5)

(1, 34, 13)

(169, 985, 2) . . .

(29, 14701, 169) . . .

(433, 37666, 29) . . .

(5, 6466, 433) . . .

(194, 2897, 5) . . .

(13, 7561, 194) . . .

(34, 1325, 13) . . .

(1, 89, 34) . . .
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(3673, 62221, 3) . . .

(217, 4778353, 3673) . . .

(16693, 21717363, 217) . . .

(13, 1285131, 16693) . . .

(4683, 360517, 13) . . .
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(1, 1393, 291) . . .

sssssssssss
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\\\\\\
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\\\\\
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から始まる部分木である。定理 3.2と注 3.3から、次の命題が成立する。

命題 7.6. 予想 7.3が成り立つことと、LMT(k)の各頂点の第 2成分が全て異なることは同値である。

7.2 ファレイツリーと k-GM数の分数ラベリング
ここでは、前節の最後で与えた同値命題を考えるために、k-GM数、k-GC行列を既約分数でラベリングす

ることを考える。まず、ファレイツリーと呼ばれる既約分数のツリーを導入する。

定義 7.7 (ファレイツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木 FTを考える。

• 最初の頂点は
(
0

1
,
1

1
,
1

0

)
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• 各頂点
(
a

b
,
c

d
,
e

f

)
は以下のような 2つの子を持つ。

(
a

b
,
c

d
,
e

f

)
(
a

b
,
a+ c

b+ d
,
c

d

) (
c

d
,
c+ e

d+ f
,
e

f

)lll RR

このツリーの最初の 15個の頂点は次のようになる。
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II
II

II
II

uuuuuuuu

TTTT
TTTT

T

eeeeeeeee

YYYYYY
YYY

jjjjjjjjj

[[[[[[[[[[[
ccccccccccc

[[[[[[[[[[[
ccccccccccc

[[[[[[[[[[[
ccccccccccc

[[[[[[[[[[[
ccccccccccc

このツリーについて、次の定理が成り立つ。

定理 7.8. 全ての正の既約分数に対して、その分数を第 2成分にもつ FTの頂点が一意的に存在する。

定理 7.8の証明は、例えば [1]の 3.2節を参照せよ。このファレイツリーは、既約分数を効率よく全列挙す
ることができるツリーであるといえる。また、世代ルールを見ると k-GMツリーや k-GCツリー、k-MMツ
リーなどと同じで、新しい値が第 2成分に入り、もともと第 2成分だった値が右か左にずれていることがわか
る。ここから、このツリーの成分と k-GMツリーや k-GCツリーの成分を使って対応を作れる。これをもう少
し見ていく。
MT(k), GCT(k, ℓ) の頂点の各成分たちに、ファレイツリー FT の既約分数を使ってラベリングしていく

ことを考える。例えば、MT(k) の最初の頂点は (1, k + 2, 1) なので、ここに FT の最初の頂点
(
0

1
,
1

1
,
1

0

)
をつかってラベル付けする。k-GM 数 1 には既約分数 0/1 と 1/0、k + 2 には既約分数 1/1、となる。ここ
で、ラベルと k-GM 数は 1 対 1 の関係ではないことに注意されたい。続いて、各々の世代ルールを使って
生まれてくる新しい k-GM 数と新しい既約分数を順番に対応させていく。MT(k) において最初の頂点の
左の子は (1, 2k2 + 6k + 5, k + 2) であり、FT の最初の頂点の左の子は

(
0

1
,
1

2
,
1

1

)
なので、新しく出てき

た 2k2 + 6k + 5 に既約分数 1

2
をラベリングする（既出の第 1 成分、第 3 成分の k-GM 数と既約分数の対

応はすでにラベリングしたものになっている）。この操作を続けていくことで、任意の k-GM 数に既約分
数がラベリングされる。既約分数 t がラベリングされている k-GM 数を mk,t と書くことにする。例えば
mk,0/1 = 1,mk,1/1 = k + 2,mk,1/2 = 2k2 + 6k + 5である。
分数ラベリングは、予想で考察する対象である LMT(k)の領域だけでなく、MT(k)全体で定まっているこ

とに注意されたい。ファレイツリー FTを LMT(k)の第 2成分と同じ範囲に制限する場合は、考える既約分数
を (0, 1)の範囲に制限すれば良いので、予想 7.3の考察をするためには次の問題を考えるのが妥当である。

予想 7.9. 任意の k ∈ Z≥0 に対して、写像 (0, 1) ∩Q → Z≥0, t 7→ mk,t が単射である。

命題 7.6を踏まえると、次が成立する。
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命題 7.10. 予想 7.3と予想 7.9の成立は同値である。

7.3 k-GC行列によるアプローチ
1 つ前の節で k-GM 数を分数でラベリングしたが、これと同じことを GCT(k, ℓ) でも行う。GCT(k, ℓ) の

最初の頂点 (P,Q,R)はそれぞれ P = P1;ℓ, Q = P1;ℓQ1;ℓ − Sk, R = Q1;ℓ だったので、この 3つに分数 0/1、
1/1、1/0をラベル付けし、以下世代ルールに従って GCT(k, ℓ)に現れる全ての k-GC行列に既約分数を対応
させていく。 既約分数 t がラベリングされている GCT(k, ℓ) の k-GC 行列を Ct(k, ℓ) で表すことにする。k
と ℓを一つ固定すると、これらの対応は k-GM数の場合とは異なり定理 4.13により（全）単射である。
k-GC ツリーも左半分だけに制限する。LMT(k) とに対応する領域の k-GC ツリーの充満部分ツリーを

LGCT(k, ℓ)で表す。さて、ここで ℓ = −k ととる。すなわち、LGCT(k,−k)を考える。k = 0の場合
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k = 1の場合は
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から始まる部分木である。
これを踏まえて、予想 7.9をさらに言い換える。対応 t 7→ Ct(k,−k)が単射であることに注意すると、次が

成立する。

命題 7.11. 任意の k-GM数 b（ただし b 6= 1, k + 2とする）に対して、bを (1, 2)成分に持つような k 一般化
コーン行列 Ct(k,−k)が LGCT(k,−k)において一意的であることと予想 7.9の成立が同値である。

上の命題の主張は任意の（すなわち全ての）bに対する主張だが、これを少し制限した形を考える。

命題 7.12. k-GM数 bが素数または素数の 2倍（ただし b 6= k + 2とする）であるとき、bを (1, 2)成分に持
つような k 一般化コーン行列 Ct(k,−k)が LGCT(k,−k)において一意的である。
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これは予想ではなく命題である（すなわち解ける）。命題 7.9と命題 7.11を考えると、定理 7.4が上記の命
題と対応するので、これを解くことで定理 7.4が示される。以下、k-GM素数 bに対して b = mk,t = mk,τ な
らば Ct = Cτ であることを示すための基本方針について述べる（Ct は Ct(k,−k)の略記とし、以下同じ意味
で使用する）。 Ct と Cτ は (1, 2)成分がmk,t = mk,τ で一致しているので、(1, 1)成分が一致することを示せ
ば良い。そうすると、残りの成分の一致は tr(Ct) = tr(Cτ ) = (3 + 3k)mk,t − k と det(Ct) = det(Cτ ) = 1で
あることから従う。そこで、Ct と Cτ の (1, 1)成分をそれぞれ uk,t, uk,τ とおく。 ここで、Ct の (1, 1)成分
が特性数と呼ばれる数であることを利用する。

定義 7.13 (特性数). (r, t, s) ∈ FTとする。このとき、

mk,rx ≡ mk,s mod mk,t

を満たす 0 < x < mk,t が一意的に存在する。この xを uk,t とかき、(k, t)の特性数という。

上記の定義は「x が一意的である」という非自明な主張を含んでいることに注意されたい（この事実は
mk,r,mk,t,mk,s が常に互いに素であることから従う）。また、uk,t は定義から tだけでなく r, sにも依存して
いるように見えるが、(r, t, s)は tが決まれば一意的に決まってしまうので実際は（k と）tのみに依存する。

命題 7.14 ([5, Lemma 4.5]). Ct の (1, 1)成分は特性数 uk,t である。

特性数はこの後の 9,10節でも出てくる重要な概念である。さらに、特性数について次の性質が成り立つ。

命題 7.15 ([5, Lemmas 4.7, 4.8]). 任意の頂点 tに対して、uk,tは 0 < uk,t <
mk,t

2
−kを満たす x2+kx+1 ≡ 0

mod mk,t の解である。

この命題はmk,t が素数かどうかに関わらず成立することに注意する。7.3節の冒頭にある具体例で実際に成
り立つことを確認できる。さて、上記の命題は tではなくmk,t の値に依存する性質であるから、mk,t = mk,τ

の条件下では uk,t と uk,τ はともに全く同じ条件を満たすことになる。したがって uk,t = uk,τ、と結論づける
のはまだ早く、「0 < x <

mk,t

2
− k を満たす x2 + kx+ 1 ≡ 0 mod mk,t の解」が一意的であることを示さな

ければならない。ここにmk,t の素数性が必要になる。

命題 7.16. k-GM数mk,t が素数または素数の 2倍であるとき、0 < x <
mk,t

2
− kを満たす x2 + kx+ 1 ≡ 0

mod mk,t の解は一意的である。

この命題の素数の場合の証明は簡単なので、素数性がどこで使用されているのかを明確にする意味でも証明
を与えておく。

k-GM数 bが素数の場合の証明. まず x2 + kx+ 1 ≡ 0 mod mk,t の解が高々 2つであることを示す。x1,x2
を x2 + kx+1 ≡ 0 mod mk,t の解で x1 6≡ x2 を満たすものとする。 (x1 − x2)(x1 + x2 + k) ≡ 0 mod mk,t

だから、 mk,t の素数性より x1 + x2 + k ≡ 0 mod mk,t が成立する。x3 を x2 + kx+ 1 ≡ 0 mod mk,t の解
で x1 6≡ x3 であるようなものとしてとる。 このとき、先の議論と同様にして x1 +x3 + k ≡ 0 mod mk,t を得
る。x1 +x2 + k ≡ 0 mod mk,t と x1 +x3 + k ≡ 0 mod mk,t の両辺引いて x2 −x3 ≡ 0 mod mk,t を得る。
したがって、解の個数は高々 2個である。さて、x2 + kx+ 1 ≡ 0 mod mk,t の解として今 0 < x <

mk,t

2
− k

を満たすものが少なくとも 1つ取れることが命題 7.15からわかっている。これを aとおくと、mk,t − (a+ k)

も x2 + kx + 1 ≡ 0 mod mk,t の解であり、このとき
mk,t

2
< mk,t − (a + k) < mk,t である。したがって、

a と mk,t − (a + k) は別の解であり、x2 + kx + 1 ≡ 0 mod mk,t の解の個数が高々２つであることから
x2 + kx+ 1 ≡ 0 mod mk,t の解は aとmk,t − (a+ k)で全てである。以上から、0 < x <

mk,t

2
− k を満た

す解は aしかないことがわかり、一意性が示された。

以上から命題 7.12（の bが素数のとき）が示され、したがって命題 7.4（の bが素数のとき）が示される。
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8 応用 2：一次元力学系におけるマルコフ数の解釈
この節では、k = 2の場合を考える。2-GM数は古典的なマルコフ数、すなわち 0-GM数と非常に深い関係

があることが知られており、特に次の定理が成り立つ。

定理 8.1 ([6, Theorem 11]). (a, b, c)がマルコフトリプルであるとき、(a2, b2, c2)は 2-GMトリプルである。
逆に (A,B,C)が 2-GMトリプルであるとき、(

√
A,

√
B,

√
C)はマルコフトリプルである。

この節では、上記の性質から導かれる 2-MM行列を使ったマルコフ数の新しい解釈について見ていく。

2-MM行列を 1次分数変換の元とみなす。すなわち、行列X =

[
x11 x12

x21 x22

]
を、実射影直線RP 1 = R∪{∞}

に対して

X · z := x11z + x12
x21z + x22

(z ∈ R)

で作用させる。X が 2-MM行列であるとき定義から tr(X)2 = 4だが、この場合の 1次分数変換は放物型と呼
ばれ、この変換による RP 1 上の不動点は x21 6= 0であれば実数上に 1点だけ存在する。この不動点が有理数
であることは X が整数成分をもつ行列であることからわかるが、さらに次の定理が成立する。

定理 8.2 ([4, Proposition 6.1]). 2-MM行列X に対して、x21 6= 0を仮定する。X の不動点を p

p′
∈ Q(p > 0

かつ pと p′の絶対値は互いに素)とする。このとき、

p =
√
x12, p′ =

{√
−x21 (x11 < x22)

−
√
−x21 (x11 > x22)

が成り立つ。特に、定理 8.1から pはマルコフ数である。

上記の定理では不動点が無限遠点になる x21 = 0の場合を除外しているが、x21 = 0となるのはX = X1:−1

のときだけであり、このとき x12 = 1なので無限遠点の既約分数表示を 1

0
とみなすことで上の定理に含めるこ

とができる。さて、定理 8.2の現象をツリー上でみてみる。

定理 8.3 ([4, Corollary 6.7]). 2-MMツリーMMT(2, ℓ)上の各頂点 (X,Y, Z)に対して、その 1次分数変換
としての不動点 p

p′
,
q

q′
,
r

r′
を考える（ただし、全ての分子と分母の絶対値が互いに素であり、p, q, r > 0である

とする）。このとき、対応 (X,Y, Z) 7→ (p, q, r)は標準的なツリー同型MMT(2, ℓ) ' MT(0)を誘導する。

定理 8.3自体は定理 8.2の帰結であり、取り立てて目を見張るような結果ではない。しかし、2-MMツリー
の世代ルールによって不動点がどのように動くのかを考えると、そこから非自明な結果が与えられる。以下、
もう少し詳しく説明する。
(X,Y, Z) ∈ MMT(2, ℓ)の不動点を p

p′
,
q

q′
,
r

r′
としたとき、(X,Y, Z)の左の子は (X,Y ZY −1, Y )で与えら

れたのだった。Y ZY −1 の不動点は Z の不動点 r

r′
を使って

Y · r
r′

=
y11

r
r′ + y12

y21
r
r′ + y22

=
y11r + y12r′
y21r + y22r′

と書くことができる。ここで、定理 8.2から

y12 = q2, y21 = −q′2

である。さらに、k-MM行列の定義 (i),(ii)から

y11y22 − y12y21 = 1
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⇔ y11(−y11 − k) + q2q′2 = 1

⇔ y211 + 2y11 − q2q′2 + 1 = 0,

同様にして y222 + 2y22 − q2q′2 + 1 = 0を得る。これらを解くことで y11 と y12 は −1± qq′のどちらかになる
が、定理 8.2から q′の符号と y11 と y22 の大小関係を勘案することで y11 = −1− qq′, y22 = −1 + qq′で確定
する。これらを Y ZY −1 の不動点 y11r + y12r′

y21r + y22r′
に代入することで、Y ZY −1 の不動点は q2r′ − qq′r − r

−q′2r + qq′r′ − r′
と

表される。同様にして、(X,Y, Z)の右の子 (Y, Y −1XY,Z)の Y −1XY の不動点は −q2p′+ qq′p− p

q′2p− qq′p′ − p′
となる。

さて、ここで定理 8.2に戻ると、この 2つの分数が既約であり、かつ分子が 0より大きければこの分数の分
子はマルコフ数となるが、実際これは正しいことが示されている。これらを踏まえると、マルコフ数を計算す
る新しいアルゴリズムが得られる。

定義 8.4 (放物型不動点ツリー). ℓを任意の整数とする。次のルールで帰納的に定まる二分木 PT(ℓ)を考える。

• 最初の頂点は ([
1

−ℓ− 1

]
,

[
2

−2ℓ+ 1

]
,

[
1

−ℓ+ 2

])

• 各頂点
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
は以下のような 2つの子を持つ。

([
p
p′

]
,

[
q
q′

]
,

[
r
r′

])
([

p
p′

]
,

[
q2r′ − qq′r − r

−q′2r + qq′r′ − r′

]
,

[
q
q′

]) ([
q
q′

]
,

[
−q2p′+ qq′p− p
q′2p− qq′p′ − p′

]
,

[
r
r′

])kkkk
kkkk SSSS

SSSS

PT(ℓ)の頂点の各ベクトルたちは第 1成分を不動点の分子、第 2成分を不動点の分母とするようなベクトル
になっており、世代ルールはMMT(2, ℓ)の世代ルールに従って与えられる不動点の変化に基づいて設定され
ている。このとき、次が成立する。

定理 8.5 ([4, Theorem 6.12]). 対応
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
7→ (p, q, r)は標準的なツリー同型 PT(ℓ) ' MT(0)

を誘導する。

ℓ = 0の場合で具体例を見てみる。

([
1
−1

]
,

[
2
1

]
,

[
1
2

])
([

1
−1

]
,

[
5
1

]
,

[
2
1

])

([
2
1

]
,

[
5
4

]
,

[
1
2

])

([
1
−1

]
,

[
13
2

]
,

[
5
1

])
· · ·

([
5
1

]
,

[
29
7

]
,

[
2
1

])
· · ·

([
2
1

]
,

[
29
22

]
,

[
5
4

])
· · ·

([
5
4

]
,

[
13
11

]
,

[
1
2

])
· · ·

TTTT
TTTT

TT

jjjjjjjjjj

ZZZZZZZZ
ZZ

ddddddddddd

ZZZZZZZ
ZZZZ

ddddddddddd

ここで、前節でみたマルコフ数の一意性予想との関連を見ることにする。LPT(ℓ)を、PT(ℓ)の最初の頂点
の左の子を最初の頂点とする PT(ℓ)の充満部分ツリーであるとする。このとき、定理 8.5と命題 7.6から、次
が成り立つ。
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命題 8.6. LPT(ℓ)の各頂点の第 2成分のベクトルにおける上の成分が全て異なることと予想 7.1が成立する
ことは同値である。

上記の主張に含まれるマルコフ数の一意性予想の同値条件は解決できていないが、弱い形である次のような
定理が成り立つことが [4]では示されている。

定理 8.7 ([4, Theorem 6.18]). 任意の LPT(ℓ)における頂点
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
に対して、

(1) ℓ ≥ 1ならば r

r′
<

q

q′
<

p

p′
< 0

(2) ℓ = 0かつ p 6= 1ならば 0 <
r

r′
<

q

q′
<

p

p′

(3) ℓ = 0かつ p = 1ならば p

p′
< 0 <

r

r′
<

q

q′

(4) ℓ ≤ −1ならば 0 <
r

r′
<

q

q′
<

p

p′

がそれぞれ成立する。特に、ℓ ∈ Zを固定したとき LPT(ℓ)の各頂点の第 2成分のベクトルは全て異なる。

上記の定理は、分数にした時の大小関係がわかっている分、単に各成分が全て異っているという事実よりは
強い主張である。
また、この 3つのベクトルを 2つずつ組み合わせて、その行列式を考えることでもマルコフトリプル（正確

には第 2マルコフ方程式の誘導解）を得ることができる。それが次の定理である。

定理 8.8. 任意の PT(ℓ)の頂点
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
に対して、

(
det

[
q r
q′ r′

]
,det

[
p r
p′ r′

]
,det

[
p q
p′ q′

])
= 3µ(p, q, r),

が成り立つ。ここで、µは命題 3.6で用いたものと同じ記号である。特に、対応([
p
p′

]
,

[
q
q′

]
,

[
r
r′

])
7→ 1

3

(
det

[
q r
q′ r′

]
,det

[
p r
p′ r′

]
,det

[
p q
p′ q′

])
は PT(ℓ)からMT†(0)への標準的なツリー同型を誘導する。

注 8.9. 上記の定理をうまく説明する幾何学的な現象が何かありそうな気がしているのだが、今のところよく
わかっていない。

なお、放物型不動点ツリーは逆マルコフツリーに対応するバージョンもあり、上記のよくわからない定理 8.8

の類似も成り立っている。

定義 8.10 (逆放物型不動点ツリー). ℓを任意の整数とする。次のルールで帰納的に定まる二分木 PT†(ℓ)を考
える。

• 最初の頂点は ([
1

ℓ− 1

]
,

[
1

−ℓ+ 2

]
,

[
1

−ℓ+ 5

])
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• 各頂点
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
は以下のような 2つの子を持つ。

([
p
p′

]
,

[
q
q′

]
,

[
r
r′

])
([

p
p′

]
,

[
r
r′

]
,

[
−r2q′+ rr′q − q
r′2q − rr′q′ − q′

]) ([
p2q′ − pp′q − q

−p′2q + pp′q′ − q′

]
,

[
p
p′

]
,

[
r
r′

])
.

kkkk
kkkk SSSS

SSSS

定理 8.11 ([4, Theorem 6.22]). 対応
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
7→ (p, q, r) は標準的なツリー同型 PT†(ℓ) '

MT†(0)を誘導する。

定理 8.12. 任意の PT†(ℓ)の頂点
([

p

p′

]
,

[
q

q′

]
,

[
r

r′

])
に対して、

(
det

[
q r
q′ r′

]
,det

[
p r
p′ r′

]
,det

[
p q
p′ q′

])
= 3µ(p, q, r),

が成り立つ。ここで、µは命題 3.6で用いたものと同じ記号である。特に、対応([
p
p′

]
,

[
q
q′

]
,

[
r
r′

])
7→ 1

3

(
det

[
q r
q′ r′

]
,det

[
p r
p′ r′

]
,det

[
p q
p′ q′

])
は PT†(ℓ)からMT(0)への標準的なツリー同型を誘導する。

9 応用 3：既約分数から k-GM数を構成するアルゴリズム
ここでは、正の既約分数から k-GM 数を計算するアルゴリズムを紹介する。7 節では k-GM 数や k-GC

行列に対して分数ラベリングを行ったが、ここでは k-MM 行列にも全く同様にして分数ラベリングを行う。
MMT(k, ℓ)に対して FTを使ってラベリングしたものを考えた時、tに対応する k-MM行列をMt(k, ℓ)で表
す。ここで、定理 4.25から k と ℓを固定したとき t 7→Mt(k, ℓ)は単射である。
さて、この節では以下の問題を考える。

問題 9.1. Ct(k,−k)、Mt(k, 0)の各成分を k と tの情報から計算せよ。

Ct(k, ℓ) の ℓ として −k を、Mt(k, ℓ) の ℓ として 0 をとってきているのは、天下り的ではあるがそう設定
することによって行列の成分としてある意味で「良い」値が出現するからである。実際、Ct(k,−k)は 7節の
マルコフ予想の一般化に関する部分的解決において重要な役割を担っていた。また、系 4.6 や系 4.19 から、
Ct(k,−k)の (1, 2)成分やMt(k, 0)の (1, 2)成分はmk,t なので、ここから対応する k-GM数を計算すること
もできる。
さて、ここからは問題 9.1を解決するためのアルゴリズムを例を交えつつ説明する。非負整数 k と正の既約

分数 t > 0をとり、固定する。まず、傾きが tの線分 Lt を x軸と y 軸を固定した平面 R2 上にとる。ここで、
この線分 Lt の端点はどちらも整数格子点上にあって、Lt はそれ以外の整数格子点を通らないようなものとす
る。整数格子点を頂点に持つ長さ 1の正方形であって Lt が通るものを全て取り出し、その全ての正方形の左
上から右下にかけて対角線を引く。ここまでで、例えば t = 2/5のときは下図のような図形が描けている。

24



図 1 t = 2/5のプレ蛇グラフ

この図形のことを、tのプレ蛇グラフという。次に、このプレ蛇グラフの各パーツに次のルールで符号 {+,−}
を配置する。まず、線分 Lt に左下から右上方向への向きを定めておく。

(1) プレ蛇グラフを分割する各直角三角形に対して：
[1] 次の条件を満たす直角三角形に −を配置する (図 2を参照)。

1. 線分 Lt が左下の端点を共有している直角三角形
2. Lt の進行方向の向かって左側が四角形に分割されるような直角三角形

図 2 −を配置する三角形

[2] 次の条件を満たす直角三角形に +を配置する (図 3を参照)。
1. 線分 Lt が右上の端点を共有している直角三角形
2. Lt の進行方向の向かって右側が四角形に分割されるような直角三角形　

図 3 +を配置する三角形

(2) プレ蛇グラフの内部を通る垂直線、水平線、斜線について：
[1] Lt 上か、Lt の進行方向の向かって左側に中点が存在する垂直線、水平線、斜線に−を配置する (図

4を参照)。

図 4 −を配置する線分

[2] Lt の進行方向の向かって右側に中点が存在する垂直線、水平線、斜線に + を配置する (図 5 を
参照)。

図 5 +を配置する線分

以上のルールに従って t = 2/5のプレ蛇グラフに符号を配置すると次のような図を得る。
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図 6 符号つきプレ蛇グラフ

この符号を、線分 Lが左下から右上に向かって通る順番に並べる。ただし、直角三角形上の符号は 1回カウ
ント、線分上の符号は k 回重複カウントする（k = 0のときはカウントしない）。たとえば、t = 2/5の例では

• k = 0のとき：−,−,+,−,+,+,−,−,+,−,+,+
• k = 1のとき：−,−,−,−,+,+,−,+,+,+,+,−,−,−,−,−,+,−,−,+,+,+,+

である。さらにこの符号の列をみて、同じ符号が続いている数を順番に並べ、それを使って正則連分数を構成
する。 t = 2/5の例では k = 0のとき [2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2]、k = 1のとき [4, 2, 1, 4, 5, 1, 2, 4]、 k = 2のとき
[6, 3, 1, 6, 8, 1, 3, 6]、k = 3のとき [8, 4, 1, 8, 11, 1, 4, 8] となる。ただし、

[a1, . . . , am] := a1 +
1

a2 +
1

. . . +
. . .

am−1 +
1

am

である。この手順で得られる連分数を F+(k, t) と書くことにする。連分数 [a1, . . . , am] を既約分数に直した
時の分子を m(a1, . . . , am)と表すことにすると、この連分数を使って次のように Ct(k,−k)とMt(k, 0)が記
述される。

定理 9.2 ([4, Theorem 7.10]). F+(k, t) = [a1, . . . , am]とする。このとき、

Mt(k, 0) =

[
−m(a1, . . . , am−1) m(a1, . . . , am)
−m(a2, . . . , am−1) m(a2, . . . , am)

]
,

Ct(k,−k) =
[

m(a2, . . . , am) m(a1, . . . , am)
(3k + 3)m(a2, . . . , am)−m(a2, . . . , am−1) (3k + 3)m(a1, . . . , am)−m(a1, . . . , am−1)

]
が成立する。特に、mk,t = m(a1, . . . , am)である。

実際に F+(k, 2/5) を計算してみると k = 0 のとき F+(0, 2/5) = [2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2] = 194/75、k = 1

のとき [4, 2, 1, 4, 5, 1, 2, 4] = 4683/1075、k = 2 のとき [6, 3, 1, 6, 8, 1, 3, 6] = 37636/6013、k = 3 のとき
[8, 4, 1, 8, 11, 1, 4, 8] = 176405/21501で分子の値が k-GM数になっているのが確認できる。また、Ct(k,−k)
の (1, 1)成分を見ると、実は 7節で導入した特性数 uk,tは F+(k, t) = (a1, . . . , am)としたときm(a2, . . . , am)

で与えられる値であることもわかる。さらに、m(a2, . . . , am)は F+(k, t)の分母であることがわかっており、
ここから次の定理が従う。

定理 9.3 ([4, Theorem 7.25]). F+(k, t) =
mk,t

uk,t
が成り立つ。

この定理の、特に mk,t

uk,t
が F+(k, t)という「良い」形の連分数でかけることは、次の節で紹介するトーリッ

ク幾何への応用において重要な意味を持つ。

注 9.4. 本稿ではプレ蛇グラフのみを導入し、プレ蛇グラフから与えられる蛇グラフの導入を省略した。実は、
mk,t は連分数 F+(k, t)の分子で与えられると同時に蛇グラフにおける完全マッチングの個数でもあり、論文
[4]ではこれを利用してこの節の諸定理を証明している。
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10 応用 4：トーリック幾何と k-GM数
最後に、トーリック幾何に対する応用を見る。

10.1 Hirzebruch-Jung連分数と代数多様体の特異点解消
まずは、Hirzebruch-Jung連分数（HJ連分数）を導入する。これは、先ほどの正則連分数とは異なり、

項の間の演算を和ではなく差で結ぶ連分数である。すなわち、

b1 −
1

b2 −
1

. . . −
. . .

bm−1 −
1

bm

の形で表される連分数を指す。上記の HJ連分数を表す記号として、[[b1, . . . , bm]]を用いることにする。まず、
この連分数がトーリック幾何の文脈でどのように用いられるかということから説明する。
N = Z2 を 2次元平面上の格子集合として、この格子集合を含む 2次元平面 NR = N ⊗Z R ' R2 を考える。

既約分数 d/k に対して、NR 上の v = (d,−k)と e2 = (0, 1)で張られる錐

σd/k = {av + be2 | a, b ∈ R≥0}

を考える。これに対して、N の双対格子M = HomZ(N,Z) ' Z2 を含む 2次元平面MR = M ⊗Z R ' R2 の
錐 σ∨

d/k を次で定める。

σ∨
d/k = {u ∈MR | ∀v ∈ NR, u(v) ≥ 0}.

なお、上記の集合においてはMR を HomZ(NR,Z) とみなしている。 Sd/k = σ∨
d/k ∩M を半群とみなして、

Ud/k を C[Sd/k]を座標環として持つアフィン多様体、あるいは Spec(C[Sd/k])とする。 このアフィン多様体
Ud/k には特異点がある場合があるが、この特異点が解消されたトーリック多様体は、錐 σd/k を決まった位置
で細かい錐に分割して、分割された各々の錐から得られるアフィン多様体を貼り合わせることによって得られ
ることが知られている（この操作は細分と呼ばれる）。ここで、d/kの HJ連分数展開は、特異点を解消するた
めに必要な細分の位置の情報を持っている。
その細分の手順を見ていくことにする。具体的に d/k = [[b1, b2, . . . , bm]]が与えられているとする。このと

き、次の操作を考える。

(1) u0 = e2 := (0, 1), u1 = e1 := (1, 0)とおく。
(2) 次の漸化式で、u2, ..., um+1 を帰納的に構成する：

ui+1 = biui − ui−1

このとき、um+1 = v = (d,−k)となる。
(3) 原点と端点とするような、各 ui (i = 2, 3, . . . ,m)を通るm− 1本の半直線で σd/k を分割する。

この操作で与えられた錐の細分（に対応するトーリック多様体）は、Ud/k の極小特異点解消を与える。

10.2 k-GM数と k ウォールチェイン
本題である k-GM 数の話に入る。ファレイツリーの頂点 (r, t, s) ∈ FT を任意に取る。これに対応する

k-GM数 (mk,r,mk,t,mk,s)を考える。さらに、
[
εmk,r 0

0 εmk,s

]
(ただし εは εmk,t = 1を満たす原始冪等元)
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で生成される GL(2,C)の部分群を Gk,t とする。2変数多項式環 C[X,Y ]に対して Gk,t の作用を[
εmk,r 0
0 εmk,s

]
·X = εmk,rX,

[
εmk,r 0
0 εmk,s

]
· Y = εmk,sY

でそれぞれ与え、この作用に関して不変な元全体からなる環（不変式環）を C[X,Y ]Gk,t と書くことにする。こ
のとき、実は環同型 C[X,Y ]Gk,t ' C[Smk,t/uk,t

]が成り立つ。したがって、C[X,Y ]Gk,t を座標環として持つ
ようなアフィン多様体の特異点解消を考えるためには、C[Smk,t/uk,t

]を座標環として持つアフィン多様体の特
異点解消を考えればよく、そしてそのためにはmk,t/uk,t の HJ連分数を考えれば良いことになる。mk,t/uk,t

の HJ連分数展開がどのような形になるのかについて、[4]で 1つの結果を与えているのでこれを説明する。ま
ず k ウォールチェインツリーを導入する。

定義 10.1 (k ウォールチェインツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木WT(k)を考える。 (1) 最初の
頂点は [[k + 2]] (2) 各頂点 [[b1, . . . , bm]]は以下のような 2つの子を持つ。

[[b1, . . . , bm]]

[[b1 + 1, b2, . . . , bm, 2]] [[2, b1, b2, . . . , bm + 1]]
jjjj

jjjj TTTT
TTTT

この各頂点に属する HJ連分数を k ウォールチェインと呼ぶ。歴史的には 2ウォールチェインの連分数表示
を持つ既約分数に付随するアフィン多様体が注目されていたようである（そもそも 2ウォールチェイン以外の
クラスはほとんど注目されておらず、このチェインだけが「ウォールチェイン」と呼ばれていたようである）。
この代数多様体は「クラス T」と呼ばれる良いクラスに属しており、Qゴレンシュタインスムージングだった
りミルナー数が 0だったりといろいろ良い性質を持っていて、商特異点の変形理論の文脈で研究されている。
さて、[4]では次の定理を示している。

定理 10.2 ([4, Theorem 8.1]). mk,t/uk,t は k ウォールチェインの連分数表示を持つ。

この定理は、mk,t/uk,t の正則連分数展開が応用 2で見たようにプレ蛇グラフ上の符号列を使って与えられ
ることから示される。特に、プレ蛇グラフ上の符号が中央の符号を挟んで左右で綺麗に対称反転の形になって
いることが重要である。この性質と、正則連分数展開と HJ連分数展開の間の次の変換公式を使う。

命題 10.3 ([4, Corollary 8.10]). i = 1, . . . , ℓに対して、ai ∈ Z>0 とする。このとき、ℓが偶数ならば

[a1, . . . , aℓ] = [[a1 + 1, (2)a2−1, a3 + 2, (2)a4−1, . . . , aℓ−1 + 2, (2)aℓ−1]],

ℓが奇数ならば

[a1, . . . , aℓ] = [[a1 + 1, (2)a2−1, a3 + 2, (2)a4−1, . . . , (2)aℓ−1−1, aℓ + 1]]

が成立する。ただし、(2)a は 2が a回連続することを意味する。

ただし、今回の文脈で使う主張は ℓが偶数のときだけである。ℓが偶数であることは、連分数を構成するた
めの符号が必ず −で始まり、+で終わることから明らかである。
ちなみに、定理 10.2 の逆は成り立たない。定理 10.2 は、k = 2 の場合は 2022 年に Markus Perling が、

k = 0の場合については 2023年に Giancarlo Urzúaと Juan Pablo Zúñigaが個別に示しており [8, 13]、こ
の結果はその一般化となっている。ただし、2022年の Perlingの結果は 2-GM数とその特性数を使った形で
はなく、古典的なマルコフ数の 2乗数と古典的なマルコフ数の特性数を使った形で記述されているので、[4]の
結果は Perlingと Urzúa-Zúñigaの結果を、「k-GM数とその特性数」という共通のフォーマットで一般化した
形であるといえる。
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CARTIER作用素を用いた微分形式の拡張可能性

河上龍郎

1. はじめに
Xを滑らかな代数多様体とする．このとき，微分形式層Ωi

XはXの情報をふんだんに持つ重要
な局所自由層である．しかし，Xが特異点を持つとき，Ωi

Xは torsion-freeとは限らないなどの理
由により，あまり扱いやすくない．そのためXが正規のときは，反射的微分形式層Ω

[i]
X := j∗Ω

i
U

がよく考えられる．ここで，j : U ↪→ Xを滑らかな領域からの包含である．名前の通り，Xは反
射的である，すなわち，Ω

[i]
X = (Ω

[i]
X)

∗∗(= (Ωi
X)

∗∗)が成立する．反射的微分形式層を用いる利点と
して，dualityとの相性の良さが挙げられる．実際，d := dim Xとして，

HomOX
(Ω

[i]
X , ωX) ∼= Ω

[d−i]
X

が成立する．ここで，ωX は双対化層であるが，ωX
∼= Ω

[d]
X であることがよく知られている．

さて，双有理幾何学においては，正規な代数多様体間の固有かつ双有理な射 f : Y → Xが与えら
れたときに，Ω[i]

XとΩ
[i]
Y の関係が重要になる．特に，Xが滑らかでない場合，特異点解消 f : Y → X

を取り，Y 上の議論に帰着することができれば効果的である．Exlocus(f)で f の例外集合全体を
表すとする．このとき，Xの開集合 U に対して，自然な単射

Γ(f−1(U),Ω
[i]
Y ) ↪→ Γ(f−1(U) \ Exlocus(f),Ω[i]

Y ) = Γ(U \ f(Exlocus(f)),Ω[i]
X) = Γ(U,Ω

[i]
X)

が存在する．ここで，最初の単射性はΩ
[i]
Y の torsion-freenessから，最後の等号はΩ

[i]
X の反射性か

らわかる．この全射性，すなわちX の反射的微分形式がいつ Y の反射的微分形式に拡張される
かを問うのが微分形式の (正則)拡張定理である．また上と同様に，自然な制限射

f∗Ω
[i]
Y (logE) ↪→ Ω

[i]
X

の全射性も重要な問題である．ただし，Eは f の例外因子全体である．
Definition 1.1. Xを正規代数多様体とする．

(1) Xが i形式の正則拡張定理を満たすとは，任意の固有かつ双有理な射 f : Y → Xに対し，
自然な制限射

f∗Ω
[i]
Y ↪→ Ω

[i]
X

が全射になることをいう．すべての iに対して，正則拡張定理が成立するとき，単に正則
拡張定理が成立するという．

(2) X が i形式の対数的拡張定理を満たすとは，任意の固有かつ双有理な射 f : Y → X に対
し，自然な制限射

f∗Ω
[i]
Y (logE) ↪→ Ω

[i]
X

が全射になることをいう．すべての iに対して，対数的拡張定理が成立するとき，単に対
数的拡張定理が成立するという．

包含 f∗Ω
[i]
Y ⊂ f∗Ω

[i]
Y (logE)より，正則微分形式が成立するならば，対数的拡張定理も成立する．

また定理という名前がついているが，これは特異点と微分形式に関する性質である．
1



2 河上龍郎

2. C上における微分形式の拡張定理
代数多様体XがC上定義されているときは，以下のような結果が知られている．

Theorem 2.1. XをC上の正規代数多様体とする．このとき，以下が成立する．
(1) Xが有理特異点ならば，Xは正則拡張定理を満たす [17]

(2) XがDu Boisならば，Xは対数的拡張定理を満たす ([7, 8])．
Theorem 2.1の証明における主な手法は，混合Hodge理論，またはそれ由来の消滅定理である．

極小モデル理論が用いられる場合もあり，さらに (対数的)特異点解消は多用される．
さて，正標数に目を向けると，まず正標数には混合Hodge理論に対応する理論はなく，極小モ

デル理論や特異点解消も 3次元までしか知られていない．1そのため，正標数の拡張定理を調べる
上で，標数 0の議論を真似することは難しいであろう．一方，もし正標数の強みであるFrobenius

射を用いた純代数的アプローチ見つけることができれば興味深い．

3. 観察 (商特異点の場合)

Xを任意標数の代数閉体上定義された正規代数多様体とする．この章では，主にXが smooth

な多様体からの有限全射をもつ場合を考える．この有限全射をFrobenius射に置き換えるのが，次
章の目的である．
まずは正規代数多様体間の有限全射

g : X ′ → X

を考える．U をXの滑らかな領域，U ′をX ′の滑らかな領域と g−1(U)の共通部分とする．この
とき，pullback写像

g∗ : Ωi
U → g∗Ω

i
U ′

が存在する．これに対し，HomOU
(−, ωU)を適用し，Grothendieck dualityを使うと

τ d−i
g : g∗Ω

d−i
U ′ → Ωd−i

U

が得られる．ここで，d := dim X = dim X ′である．j : U ↪→ Xを包含とし，τ
[i]
g を

τ [i]g = j∗τ
i
g : g∗Ω

[i]
X′ → Ω

[i]
X

で定め，i次反射的 trace射と呼ぶことにする．
ここで，正規代数多様体 Y からの固有かつ双有理な射 f : Y → Xをとる．X ′×X Y の成分のう

ち，X ′を dominantするものの正規化を Y ′をとおく．誘導される射を f ′ : Y ′ → X ′，gY : Y ′ → Y

として，次のような可換図式を得る．

f∗(gY )∗Ω
[i]
Y ′

��

f∗τ
[i]
gY // f∗Ω

[i]
Y� _

��

g∗Ω
[i]
X′

τ
[i]
g // Ω

[i]
X .

ここで仮に，下の射 τ
[i]
g : g∗Ω

[i]
X′ → Ω

[i]
X が全射であると仮定する．このときもしX ′が正則拡張定

理を満たすと仮定すると，左の縦の射は全射になり，上の可換図式から右の縦の射も全射になる．
1正確には，3次元極小モデル理論は標数 p > 3で機能することが知られている [9]．
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すなわち，X ′が正則拡張定理を満たすとXもそれを満たすことがわかる．また，滑らかな多様
体は正則拡張定理を満たす．これは，pullback射と制限射の合成

Ωi
X → f∗Ω

[i]
Y ↪→ Ωi

X

が同型になることからわかる．よって，滑らかな多様体の商に対する正則拡張定理は以下の問い
に帰着される．
Question 3.1. τ

[i]
g : g∗Ω

[i]
X′ → Ω

[i]
X はいつ全射になるか？

この問いに対する答えが次の定理である．
Theorem 3.2 (Cf. [16, proof of Theorem C]). deg(g) ∈ k×ならば，τ

[i]
g : g∗Ω

[i]
X′ → Ω

[i]
X は分裂全

射である．
deg(g) ∈ k×という条件は tameと呼ばれる．kの標数 0のときは常に満たされる仮定であり，

kの標数 p > 0のときは pで割り切れないということを意味する．以上のことをまとめると次を
得る．
Proposition 3.3. Xが tame quotientとする．すなわち，ある滑らかな代数多様体X ′からの有
限全射 g : X ′ → Xであり， deg(g) ∈ k×なるものが存在するとする．このとき，Xは正則拡張定
理を満たす．

Proposition 3.3は標数 0のときは新しい結果ではない．実際，このときXは有理特異点になる
ため，Theorem 2.1 (1)から正則拡張定理を得る．一方で標数 0であっても，商特異点の正則拡
張定理に対するこれほど簡潔な証明は知られていなかったと思われる．また，後にみるExample

4.9 (1)から，gが単に separableというだけでは，Theorem 3.2やProposition 3.3は成立しないこ
とがわかる．

4. Cartier作用素と微分形式の拡張定理
この章では，基礎体を正標数の代数閉体とする．Xを正規代数多様体とする．3章では，Xが

滑らかな代数多様体からの tameな有限全射を持つ場合について考えた．この章の目的は，この
有限全射を Frobenius射に置き換えることである．すべての正標数の代数多様体は Frobenius射
を持つので，これができれば適用範囲を大幅に広げられる可能性がある．
まずは 3章の議論を Frobeniusに置き換えてみる．U をXの滑らかな領域とする．以下，簡単

のため 1次の微分形式層を考える．まず，pullback射
F ∗ : Ω1

U → F∗Ω
1
U ; dx 7−→ dxp

が存在するが，dxp = pdxp−1 = 0なので，F ∗は zero射になってしまう．そこで F ∗を pで割り，
dxを dxp−1にうつすような射を考える．しかしこのとき，一般に

1

p
F ∗(dx+ dy) 6= (

1

p
F ∗dx+

1

p
F ∗dy)

であり，1
p
F ∗はAbel群の射でなくなってしまう．一方，

1

p
F ∗(dx+ dy)− (

1

p
F ∗dx+

1

p
F ∗dy) ∈ B1

U := im(F∗d : F∗OU → F∗Ω
1
U)

がわかるので，
1

p
F ∗ : Ω1

U → F∗Ω
1
U/B

1
U ; dx 7−→ xp−1dx modulo B1

U
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はwell-definedである．また，iが一般の場合も
Bi

U := im(F∗d : F∗Ω
i−1
U → F∗Ω

i
U)

として，well-definedな射
1

p
F ∗ : Ωi

U → F∗Ω
i
U/B

i
U

が定義できる．ここで，F∗dは微分射 d : Ωi
U → Ωi+1

U の Frobenius pushforwardのことであり，こ
れはOU 加群の射になることが簡単に確かめられる．したがって，Bi

U もOU 加群であり，また
1
p
F ∗もOU 加群の射になる．この 1

p
F ∗は，inverse Cartier作用素と呼ばれる．

次に，3章のように 1
p
F ∗の ωU -双対 HomOU

(−, ωU)をとると，

Cd−i
U : Zd−i

U → Ωd−i
U

を得る．ここで，d := dim Xであり，Zi
U とは

Zi
U := ker(F∗d : F∗Ω

i
U → F∗Ω

i+1
U )

で定義されるOU 加群である．また，C i
U は i次Cartier作用素と呼ばれる．j : U ↪→ X を包含と

し，j∗C
i
U を考えると，

C
[i]
X := j∗C

i
U : Z

[i]
X → Ω

[i]
X

を得る．これを i次反射的Cartier作用素と呼ぶこととする．
3章を踏まえると，次の問いが自然であると思われる．

Question 4.1. i次反射的Cartier作用素C
[i]
X : Z

[i]
X → Ω

[i]
Xが全射であれば，拡張定理が成立するか？

この問いに答えるのが [11]の主定理である．

Theorem 4.2 ([11, Theorem A]). i ≥ 0を固定する．i次反射的 Cartier作用素 C
[i]
X : Z

[i]
X → Ω

[i]
X

が全射であれば，Xは i形式の対数的拡張定理を満たす．
Theorem 4.2において，正則拡張定理は期待できない．例えばXが toricのとき，全ての i ≥ 0

に対し i次反射的Cartier作用素は常に全射であるが，Example 4.9でみるように，2次元の toric

でも正則拡張定理が成立しない例がある．

Theorem 4.2のポイント. Proposition 3.3では，Xの拡張定理をより性質の良いX ′の拡張定理に
帰着することで証明を行なった．一方，今回の状況では Frobenius射が自己射であるため，Xは
Xのままであり，別の方針を考える必要がある．

f∗Ω
[i]
Y (logE)に，bDc = 0かつ Supp(D) = Eになるような微小な有効Q-因子Dを足す．テン

ソルを省略して，Ω
[i]
Y (logE)⊗OX(D)をΩ

[i]
Y (logE)(D)と書くことにすると，当然，

Ω
[i]
Y (logE)(D) = Ω

[i]
Y (logE)

であるが，[10, Section 3.2]にあるように，Ω
[i]
Y (logE)(pD)からの partial射

Ω
[i]
Y (logE)(pD) ⇀ Ω

[i]
Y (logE)(D)

を構成することができる．ここで，Ω
[i]
Y (logE)(pD) = Ω

[i]
Y (logE)⊗OX(bpDc)であり，Dより大

きなQ-因子 pDが付け加えたれていることに注意したい．Ω
[i]
Y (logE)(pD) ⇀ Ω

[i]
Y (logE)(D)は全
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体で定義されていない particalな射ではあるが，少し議論をすると，可換図式

f∗F∗Ω
[i]
Y (logE)(pD)

��

f∗C
[i]
Y / f∗Ω

[i]
Y (logE)

� _

��

F∗Ω
[i]
X′

C
[i]
X / Ω

[i]
X

の右の縦の射の全射性 (= Xの対数的拡張定理)は左の縦の射の全射性，すなわち
f∗Ω

[i]
Y (logE)(pD) ↪→ Ω

[i]
X

の全射性に帰着できることがわかる．これを繰り返すと，ある n > 0が存在して，
f∗Ω

[i]
Y (logE)(pnD) ↪→ Ω

[i]
X

が全射かという問題になるが，これは bpnDcが Ω
[i]
X の各局所切断の Eに沿った poleを上回れば

良いので，nを十分大きく取れば満たされる． □

したがって，Xの対数的拡張定理は次の問いに帰着される．
Question 4.3. いつ i次反射的Cartier作用素C

[i]
X : Z

[i]
X → Ω

[i]
X が全射か？

例えばXが F -liftableであれば，反射的Cartier作用素の全射性がわかる．
Definition 4.4. X を代数多様体とする．X が F -liftableであるとは，X とその Frobenius射 F

が，長さ 2のWitt環W2(k)に持ち上がることをいう．
Proposition 4.5 ([13, Theorem 3.3]). Xを正規代数多様体とする．このとき，以下が同値である．

(1) 1次反射的Cartier作用素C
[1]
X : Z

[1]
X → Ω

[1]
X が分裂全射である．

(2) すべての i ≥ 1に対して，i次反射的Cartier作用素C
[i]
X : Z

[i]
X → Ω

[i]
X が分裂全射である．

(3) Xが F -liftableである．
したがって，Question 4.3の答えの 1つとして，X が F -liftableであることが挙げられる．F -

liftable多様体の例として挙げられるのは，toric多様体や (tameとは限らない)線形簡約群による
商特異点である．
Theorem 4.6 ([1, Theorem 2.10 (c)], [11, Theorem 2.12]). Xを正規代数多様体とする．このと
き，Xが

(1) 滑らかな多様体の (有限とは限らない)被約な線形簡約群スキームの good quotientであるか，
(2) (被約とは限らない)有限な線形簡約群スキームによる商特異点

であれば，Xは F -liftableである．
まとめると次の定理を得る．

Theorem 4.7 ([11, Theorem B]). Xを正規代数多様体とする．XがF -liftableであれば，対数的
拡張定理が満たされる．特に，

(1) 滑らかな多様体の (有限とは限らない)被約な線形簡約群スキームの good quotient，
(2) 滑らかな多様体の (被約とは限らない)有限な線形簡約群スキームによる商特異点

は対数的拡張定理を満たす．
また，2次元では以下のようなことがわかる．
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Theorem 4.8 ([13, Theorem A]). Xを標数 p > 0の 2次元 klt特異点とする．このとき，以下が
同値である．

(1) Xが F -liftable，
(2) Xが F -pureかつ，p = 5のE1

8 型の有理二重点でない．
つまり，2次元 klt特異点に対して p 6= 5であれば，F -liftabilityは F -purityと同値である．

p = 2, 3で F -liftabilityと F -purityは一致するのにも関わらず，p = 5で異なるというのは不思議
である．
標数 p > 5の 2次元 klt特異点は，F -pureであるため，F -liftableでもあり，Theorem 4.2から，

対数的拡張定理を満たすことがわかる．2

Example 4.9. (1) p = 2とし，XをE2
8 型の有理二重点とする．このとき，Xは Z/2Z-商特

異点であるが，Xは対数的拡張定理を満たさない．Z/2Zは被約ではあるが，線形簡約で
はない群スキームである．これにより，対数的拡張定理には，線形簡約性が重要であるこ
とがわかる．詳細は [11, Example 4.5]をみよ．

(2) Xを 1
p
(1, 1)-特異点とする．これは，µp-商特異点であり，特にXは toricである．この特

異点は (−p)-curveの contractionによって得られる特異点ということもできる．Xは線形
簡約群による商特異点であるため，F -liftableであり，対数的拡張定理を満たすが，正則拡
張定理は成立しないことが知られている ([18, Proposition 1.5],[5, Example 10.2])．特に，
Theorem 4.2では，正則拡張定理の成立は期待できない．

5. その他の結果
この章では，基礎体を標数 p > 0の代数閉体とする．

5.1. 2次元の拡張定理. まず [11]以前から，Graf[5]により，標数 p > 5の 2次元 lc特異点が対数
的拡張定理を満たすことが知られていた．
Theorem 5.1 ([5, Theorem 1.2]). Xを標数 p > 5の 2次元 lc特異点とする．このとき，Xは対
数的拡張定理を満たす．
超特異楕円曲線の affine coneを考えることで，十分大きい標数に対して，F -liftableでない lc

特異点が存在することがわかるので，残念ながら Theorem 4.7は Theorem 5.1をカバーできてい
ない．3
また，筆者はTheorem 5.1の拡張として，次のような消滅定理を示した．

Theorem 5.2 ([12, Theorem A]). X を標数 p > 0の 2次元特異点とする．次の条件のいずれか
が成立すると仮定する．

(1) p > 5かつXが lc．
(2) Xが F -pure．

このとき，対数的特異点解消 f : Y → Xに対して，
R1f∗Ω

i
Y (logE)(−E) = 0

が成立する．ただし，Eは f の例外因子全体である．
2Graf[5]により，標数 p > 5の 2次元 log canonical(lc)特異点が，対数的拡張定理を満たすことはすでに知られて

いた．
3一方，dlt blow-upを考えることで，比較的容易に Theorem 4.7(の logバージョン)に帰着することとができるの

で，Theorem 5.1の証明を簡略化することは可能である．
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Theorem 5.2の本質的な主張は i = 1のときである．実際，i = 2のときは
R1f∗Ω

2
Y (logE)(−E) = R1f∗ωY

より，これはGrauert–Riemenschneider消滅定理に他ならない．Grauert–Riemenschneider消滅定
理は任意標数の代数曲面に対して成立することが知られている．また，i = 0のときは，

R1f∗Ω
0
Y (logE)(−E) = R1f∗OY (−E)

であるが，これも任意標数の lc特異点に対して成立することが比較的容易に確かめられる．i = 1

のとき，formal dualityを使うと
R1f∗Ω

1
Y (logE)(−E) ∼= H1

E(Ω
1
Y (logE))

を得る．完全列
H0(Y,Ω1

Y (logE)) ↪→ H0(X,Ω
[1]
X ) → H1

E(Ω
1
Y (logE))

より，H1
E(Ω

1
Y (logE))は対数的拡張定理における射

f∗Ω
1
Y (logE) ↪→ Ω

[1]
X

の cokernelを含むことがわかる．特に，Theorem 5.2の消滅定理は対数的拡張定理よりも強い主張
であり，Theorem 5.1の拡張となっている．4またここから，Theorem 5.2の i = 1の消滅には，p > 5

かつ lcや，F -pureなどの仮定が必要であることもわかる．
このように 2次元に制限して考えると，Theorem 5.1やTheorem 5.2は，Theorem 4.7よりも強

い主張である．一方，Theorem 5.1やTheorem 5.2はどちらも 2次元の lc特異点の分類に強く依存
しており，高次元化が難しい．Theorem 4.2のようなCartier作用素を用いた特徴づけを考えたの
は，分類に依らない手法を探すためである．
5.2. 1形式の拡張定理. Theorem 4.2は反射的 Cartier作用素が全射であればよく，Proposition

4.5のように，分裂全射である必要はない．ここでは，全射になる条件をより直接考える．Xを正
規代数多様体，U を滑らかな領域とする．このとき，短完全列

0 → Bi
U → Zi

U

Ci
U−−→ Ωi

U → 0

が存在する (Cartier同型)．この短完全列の包含 j : U ↪→ Xによる pushforwardを考えることで，
完全列

Z
[i]
X → Ω

[i]
X → Rj∗B

[i]
U

を得る．一般にRj∗B
[i]
X の消滅を示すことは容易でないが，i = 1のときは例外である．実際，B1

U

は，Frobenius射OU → F∗OU の cokernelである，つまり，完全列
0 → OU → F∗OU → B1

U → 0

が存在する．これをうまく使うことで，Xの Serre条件とXの特異点の余次元の情報から，1次
反射的Cartier作用素C

[1]
X : Z

[1]
X → Ω

[1]
X が全射になる条件を導くことができる．

Theorem 5.3. Xを正規代数多様体とする．
(1) Xが Serre条件 (S4)を満たし，特異点の余次元が 4以上，または
(2) Xが Serre条件 (S3)を満たし，特異点の余次元が 3以上，Xが F -injective

であるとき，1次反射的Cartier作用素C
[1]
X : Z

[1]
X → Ω

[1]
X が全射であり，特にXは 1形式の対数的

拡張定理を満たす．
4一般に，孤立特異点に対しては同様の議論が機能する．
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ここで，X が F -injectiveであるとは，全ての閉点 x ∈ X と全ての j ≥ 0に対し，局所コホモ
ロジーHj

mx
(OX)へのFrobenius作用F : Hj

mx
(OX) → Hj

mx
(OX)が単射であることをいう．これは

Du Bois特異点の正標数アナログと考えられている [19].

Flenner[4]により，標数 0の高い余次元の特異点は，正則拡張定理を満たすことが知られてい
るが，ここでは特に Serre条件は必要ない．しかし次のGrafの定理からわかるように，正標数で
は Serre条件が本質的であることがわかる．
Theorem 5.4 ([6, Theorem 3], cf. [11, Example 4.6]). pを素数，d ≥ 3を整数とする．このとき，
標数 pかつ余次元 dの特異点であって，1形式の対数的拡張を満たさないものが存在する．
このような例は，Akizuki-Nakano消滅定理を満たさない正標数の滑らかな射影多様体の affine

coneとして構成される．また，Flenner[4]によると，1形式の正則拡張定理は余次元 3以上という
仮定でよいが，Theorem 5.3の仮定は codimensionの観点から最適であるかわかっていない．
さて，Theorem 5.3 (2)の F -injectiveの条件を quasi-F -pureという条件に置き換えることがで

きる．ここで，quasi-F -pureとは元々，呼子 [20]によって導入されたF -pureを弱めた概念である．
筆者は，高松，田中，Witaszek，呼子，吉川らとともにこの quasi-F -purityと双有理幾何学の関
係性を研究し [14, 15]，例えば以下のような定理を得た．
Theorem 5.5 ([15, Theorems A and B]). 標数 p > 41の 3次元Q-factorial klt特異点は quasi-F -

pureである．また，p > 41という仮定は，最適である．
3次元 klt特異点は標数が十分大きくても，F -pureとは限らないことが知られているため [3]，

より広いクラスである quasi-F -purityを考えることがTheorem 5.5において不可欠であることが
わかる．この定理とTheorem 5.3の variantを合わせることで，次の定理を得る．
Theorem 5.6 ([15, Theorem E]). 標数 p > 41の 3次元 terminal特異点は 1形式の対数的拡張定
理を満たす．
Proof. Q-factorizationをとり，XをQ-factorialとしてよい．p > 5の 3次元 klt特異点はCohen-

Macaulayであり [2]，また terminal特異点は任意標数で余次元 2で正則である．これとTheorem

5.3 (2)において，F -injectivityを quasi-F -purityで置き換えられること，及びTheorem 5.5より，
定理の主張を得る． □

Theorem 5.6を kltにすること，標数の仮定を最適にすること，そして 1形式だけでなく全ての
形式に関する主張を得ることなどが今後の課題である．
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グラフの剛性に関わる凸多面体の構成問題

村井　聡

1. 序文
本稿では講演で紹介した, 5次元以上の素な単体的凸多面体のアフィン型がそのグ

ラフの stress空間から決定することの証明の概要を紹介する。尚, 本研究は Isabella
Novikと Hailun Zhengとの共同研究であり, ここで紹介する定理の完全な証明は
[MNZ]で与えられている.
最初にグラフの stress空間とは何かについて説明する. 空間Rd内の1次元の幾何的

単体的複体GをRd内の幾何グラフ (geometric graph)と呼ぶことにし, V (G) ⊂ Rd

でGの頂点集合, E(G)でGの辺集合を表すことにする. グラフGの (self) stressと
は写像 λ : E(G) → Rであって次を満たすものである

∀v ∈ V (G),
∑

u∈NG(v)

(u− v) = 0(1)

但しNG(v) = {u ∈ V (G) | 頂点uは頂点 vと隣接 }はGにおける vの近傍とする.
Stressはグラフの剛性の理論で重要な役割を果たす. 本稿では stressの組合せ論的
な側面については立ち入らないが, 興味があれば [CG]等を参照して頂きたい. 以下
Stress(G)でGの stress全体の集合を表すとする. 凸多面体のグラフの stress空間に
ついてGil Kalaiは以下の予想をしている.

Conjecture 1.1 (Kaial). dを 4以上の整数とし, P ⊂ Rdを素な d次元単体的凸多
面体, G(P )を P の頂点をG(P )の頂点, P の辺をG(P )の辺とする幾何グラフとす
る. G(P )の stress空間は P のアフィン型を決定する.

尚凸多面体P が単体的であるとはP の真の面が全て単体であるときに言う. 素な
単体的凸多面体の定義は後の章を見ていただきたい. 一般に凸多面体のアフィン型
は頂点間のアフィン従属関係式全体から決定することが良く知られている. 一方, 条
件 (1)に表れる等式∑

u∈NG(v)(u−v) = 0は V (G)の頂点間のアフィン従属関係式に
なっているので, stress空間は頂点間のアフィン従属関係式の情報をある程度含んで
いる. Kalaiの予想は, 4次元以上の素な単体的凸多面体のグラフの場合は stress空
間が全てのアフィン従属関係式の情報を含むという予想とみなすことが出来る. こ
の予想に関し, 次の特別な場合を証明することが出来たので本稿ではその証明の概
要を紹介する.

Theorem 1.2. Conjecture 1.1は d ≥ 5の時は正しい.

尚 d = 4の場合はConjecture 1.1は現在も未解決である.



2. 証明の概要
2.1. Stanley-Reisner環. 定理の証明には Stanley-Reisner環の手法が重要となる
ので, 最初に単体的凸多面体の Stanley-Reisner環について簡単に紹介する.

P ⊂ Rdを d次元単体的凸多面体とし, V (P ) = {v1, . . . ,vn}を P の頂点集合と
する. 部分集合 F ⊂ [n] = {1, 2, . . . , n}に対し, conv{vi | i ∈ F}が P の面でな
いとき, F は P の non-faceであるということにする, 但し conv(−)は凸閉包を表す.
S = R[x1, . . . , xn]を実数を係数とする多項式環とし, Sのイデアル IP を次で定める

IP := (xF =
∏
i∈F

xi | F は P の non-face).

このイデアル IP を P の Stanley-Reisnerイデアルと呼び, 剰余環R[P ] := S/IP を P
の Stanley-Reisner環と呼ぶ. 単体的凸多面体の Stanley-Reisner環は次の性質を持
つことが知られている. いずれも基本的な事であるので, Stanleyの本 [S]等を参照
して頂きたい. 以下 P は原点を内部に含むことを仮定する.

(1) R[P ]は d次元のGorenstein環になる.
(2) 頂点 viの第 j成分を vi,j で表すことにする. 一次式の列Θ = θ1, . . . , θn ∈ S
を

θj =
n∑

i=1

vi,jxi (j = 1, 2, . . . , d)

で定めるとΘは環R[P ]の巴系となる. この巴系Θを P の標準巴系と呼び以
後ΘP で表す.

(3) ℓ =
∑n

i=1 xiとする. R[P ]をその標準巴系ΘP で割った環をRP で表すことに
すると, 任意の i ≤ d

2
に対し,

×ℓd−2i : (RP )i → (RP )d−i

は全単射（この性質は強レフシェッツ性と呼ばれる）. 但しMiで次数付き加
群M の次数 iの斉次成分を表す.

2.2. Stress空間・Stanley-Reisner環・Macaulayの逆系. Lee [L]の仕事により,
Stanley-Reisner環と Stress空間はMacaulayの逆系を通じて関連することが知られ
ている. ここではこのことについて簡単に解説したい.
斉次イデアル I ⊂ Sに対し, その逆系 I⊥を次で定義する

I⊥ = {f(x1, . . . , xn) | ∀g(x1, . . . , xn) ∈ I, g( ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

) · f = 0}.

ここで I⊥に Sの元の作用を xi · f = ∂
∂xi

f で定めると I⊥は S加群となり, この加群
は S/IのMatlis双対と同型になることが良く知られている. 以下, (I⊥)kで I⊥に属
する次数 kの多項式全体を表す1

さてここで逆系と stress空間の関係について述べる. d次元単体的凸多面体P ⊂ Rd

に対し, イデアル JP ⊂ Sを
JP = IP + (ΘP , ℓ)

で定める. このとき次が知られている.

1ここでは多項式の次数に合わせたが, 次数付き S 加群としての構造を見るときは I⊥ の次数 kの
多項式は次数 −kの元とみるのが正しい.



Theorem 2.1 (Lee). ベクトル空間として (JP )
⊥
2
∼= Stress(G(P )).

尚, 同型写像は f =
∑

1≤i≤j≤n λi,jxixjに対し, 関数 λ : E(G(P )) → Rを λ(vivj) =

λijと定めることで与えられる.

2.3. 生成元・socle・次数付きベッチ数. 序文で紹介した定理の証明の為にはもう一
つ道具が必要である. 後で分かることだが, Conjecture 1.1は (JP )

⊥の生成元の個数
と深く関係しており, これを評価するために生成元およびその双対である socle元に
ついて述べたい.

m = (x1, . . . , xn)とする. 次数付き S加群M に対しその極小生成系の元の個数は
µ(M) = dimR M/(mM)

で与えられる. これと双対な概念として socle加群
Soc(M) = {f ∈ M : mf = 0}

とその次元
r(M) = dimR(Soc(M))

がある. 実際M∗をM のMatlis双対とすると µ(M)は r(M∗)に一致する, 特に, 斉
次イデアル I について µ(I⊥) = r(S/I)である. 次数も含めて考えると, 斉次イデア
ル I について µi(I

⊥) = dimR(I
⊥/mI⊥)iと定め2, ri(R/I) = dimR Soc(R/I))iとおく

と任意の iに対し
µi(I

⊥) = ri(R/I)

が成り立つ.
さてここで µi(−)や ri(−)の情報を含むもう少し一般的な概念を導入しておきた

い. 有限生成次数付き S加群M に対し値
βS
i,j(M) = dimR Tor

S
i (M,R)j

はM の (i, j)番目の次数付きベッチ数と呼ばれる. Tor0(M,R) ∼= M/mM であり,
Torn(M,R) ∼= Soc(M)であるので, µi(−)や ri(−)の情報は β0や βnに表れる. 次数
付きベッチ数の性質として次が良く知られている.

Lemma 2.2. Θ = θ1, . . . , θk ∈ Sを一次式の列, A = S/(Θ)とする. Θが有限生成
次数付き S加群M の正則列であるとき全ての i, jについて

βS
i,j(M) = βA

i,j(M/(ΘM))

少しテクニカルな話になるが, 上の補題の意味を理解すると, 次が成り立つことも
自然にわかる.

Lemma 2.3. Θ = θ1, . . . , θk ∈ Sを一次式の列, A = S/(Θ)とする. 積
×θi : (M/(θ1, . . . , θi−1))j−1 → (M/(θ1, . . . , θi−1))j

が全ての 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ kで成り立つなら
βS
i,i+j(M) = βA

i,j(M/(ΘM)) (i = 1, 2, . . . , n, j ≤ s− 2)

2I⊥ の次数 iの多項式を次数 iとみているのでMatlis双対を考えるときの通常の次数と異なるこ
とに注意



2.4. Theorem 1.2の証明の概要. 最初に保留していた素な多面体の定義をする. d
次元単体的凸多面体 P が素 (prime)であるとは, 大きさが dの極小な non-faceを
持たない時に言う. これは IP が次数 dの生成元を持たない事と同値であるので,
β0,d(IP ) = µd(IP ) = 0である事と同値である.
さて, Theorem 1.2の証明の概要について説明したい. P ⊂ Rdを素な d次元単体

的凸多面体で d ≥ 5であるとする. Stress空間は平行移動で変化しないので P は原
点を内部に含むとしてよい. 定義から (JP )

⊥
1 は (ΘP )

⊥
1 に一致するが, (ΘP )

⊥
1 は P の

頂点のアフィン従属関係全体に他ならない. よって Theorem 1.2を示すには (JP )
⊥
2

が (JP )
⊥
1 を決定することを言えばよいが, これを示すには (JP )

⊥が次数 1の生成元
を持たないことを言えば十分である. すると求める主張は次の計算から従う

µ1((JP )
⊥) = r1(S/JP ) (µ(−)と r(−)の双対性)

= β
(S/(ΘP ,ℓ))
n−d−1,n−d(S/Jp) (β(−)と r(−)の関係)

= βS
n−d−1,n−d(S/IP ) (Lemma 2.3と強レフシェッツ性)

= βS
1,d(S/IP ) (S/IP はGorenstein)

= βS
0,d(IP )

= 0 (P は素).

尚, d ≥ 5の仮定は 3行目の等式で Lemma 2.3を用いるときに使われている (積写像
×ℓ : (RP )2 → (RP )3の単射性を保証するために必要である).

2.5. 最後に. ここでは証明の概略のみ紹介したが, より詳細な証明及び主張の一般
化については [MNZ] を参照して頂きたい.
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αp-作用のZ/pZ-作用への変形
三井健太郎（琉球大学）

1 概要
正標数体上の導分とその変形について近年得られた結果を報告する．本稿は 2論
文 [IM], [MS]のための準備メモの一部に基づく．標数 p > 0の体上の加法代数群
Ga の p倍準同型は有限群スキーム αp を核に持つ．αp-作用は Z/pZ-作用と類似
しているが商特異点などに違いが生じる．また αp-作用はHopf代数を介して導分
で記述できる．
一方，Z/pZ-作用は擬導分で記述できる．宮西正宜氏と伊藤浩行氏の [MI2021]

で論じられているように，導分を擬導分として変形することで αp-作用を Z/pZ-
作用へ変形できる．この変形を伊藤浩行氏と研究し，解析的手法により 2次元以
下の場合に変形を具体的に構成した．
このような変形により，特異点解消の双対グラフは一致するが解析的同型でな

い様々な商特異点の組みが生じる（双対グラフで判別できない特異点を non-taut
特異点と呼ぶ）．一つの帰結として，双対グラフから決定できる不変量について
は，分離商に付随する不変量の困難な計算を比較的簡単な純非分離商の場合へ帰
着させられると期待できる．これについては現在研究を進めつつある．
他方，p次有限群スキーム作用の場合と類似した商を与える一般の導分は p-

閉導分と呼ばれる．Z/pZ-作用の αp-作用への退化などの観察から，どのような
導分が p-閉になるか予想できる．この予想を佐藤信夫氏と拡張した上で，簡明な
p-閉性判定法を与えた．

2 2次元導分の p-閉性判定法
標数 p > 0 の体 K をとる．p 冪元の成す K の部分体を Kp，Kp を含む K の
有限指数部分体全体の集合を E，K 上の有限次元制限 Lie代数全体を Dと書く．
Jacobsonは Aを A-定数の成すK の部分体に写す写像D → E が全単射であるこ
とを示した [Jacobson1964, p. 189]．即ち E についてDはGalois拡大のGalois群
に相当する役割を果たす．指数を高々pに限って得られる E の部分集合はK-ベク
トル空間として単元生成である制限 Lie代数全体に対応する．ここで生成元Dは
p-閉導分と呼ばれ，Dp = aDを満たす a ∈ K の存在で特徴付けられる．特に非
零 p-閉導分はK の指数 pの純非分離部分体に関して Galois群の生成元の類似物
であり，純非分離拡大の研究において基本的役割を果たす．
一方 p-閉導分は正標数の代数曲面論において指数 pの純非分離商の構成に用い

られてきた．例えば応用としてK3曲面上の非零正則ベクトル場の非存在性が示
された [RS1976, §6, Theorem 7]．また楕円曲面の具体的構成にもよく用いられる
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(e.g., [Katsura1995])．K が非特異曲面のアフィン座標環 Rの関数体であるとす
る．このときD-定数の成す Rの部分環 RD は有限群作用の不変式環と同様の役
割を果たし，埋め込みRD → Rが高々位数 pの純非分離商射 SpecR → SpecRD

を誘導する．商 SpecRDは一般に特異点を持ち，とりわけ正標数特有の non-taut
有理 2重点の研究に応用されてきた (e.g., [MI2021], [LMM])．
本節では，このような 2次元の場合に導分 D = fDx + gDy の簡明な p-閉性

判定法を与える．この判定法は任意のDに有効だが，Dx(f) +Dy(g) = 0を満た
すとき最も効率よく判定できる．このようなDは上記特異点の研究に登場する．
さらに，どの程度 p-閉であるかもわかる．正確にはD(x)Dp(y)−D(y)Dp(x)の
計算法が得られ，その消滅は D が p-閉であることと同値である．一般の場合は
Dx(af) +Dy(ag) = 0を満たす a ∈ K×が必要であり，p2 − 1個の p2変数同次 1
次連立方程式の非自明解がこのような aを与える．
主定理の証明には Cartier作用素を用いる．代数幾何では Cartier同型が重要

視されており (e.g., [DI1987])，Cartier作用素は閉形式上の定義がよく知られて
いるが，本証明では Cartierによる 1形式全体上の定義へ遡り [Cartier1958]，二
つの定義が一致する事実を応用する．
Lemma 2.1. 標数 p > 0の体Kの部分体Lをとる．KはL上 p-基底x1, . . . , xnを
持つと仮定する．このとき任意のn元 f1, . . . , fn ∈ Kについて∑n

i=1 Dxi(afi) = 0
を満たす a ∈ K× が存在する．
Remark 2.2. 下記証明は構成的で具体的に aが求まる．
Proof. M := KpL ⊂ K, g :=

∑n
i=1 Dxi

(afi)とおく．任意の b ∈ K は一意的に
b =

∑
I∈[0,p−1]n bIx

I (bI ∈ M)と書ける．よって g = 0を満たす a ∈ K× は pn

変数 (aI)I についての pn個からなるM 係数同次 1次連立方程式 Sの非自明解で
与えられる．I の全ての成分が p− 1のとき gI = 0なので Sの係数行列の階数は
pn − 1以下であり S は非自明解を持つ．従って aが存在する．
Theorem 2.3. 標数 p > 0 の体 K の 2 元 f, g と部分体 L をとる．K は L 上
p-基底 x, y を持つと仮定する．Dx(af) + Dy(ag) = 0を満たす a ∈ K× をとる
（Lemma 2.1より存在する）．このときD := fDx + gDy について

a(D(x)Dp(y)−D(y)Dp(x)) = fpDp−1
x (ag)− gpDp−1

y (af)

が成り立つ．
Proof. ω := ag dx−af dyとおく．ω(D) = 0とCartier作用素の定義 [Cartier1958,
Ch. 2, §6, p. 200]より a(D(x)Dp(y) −D(y)Dp(x)) = −ω(Dp) = −(Cω(D))p が
成り立つ．dω = 0より [Cartier1958, Ch. 2, §6, p. 202, the proof of Proposition
8]の第 2段落の公式を応用できCω = −Dp−1

x (ag)1/p dx+Dp−1
y (af)1/p dyなので

−(Cω(D))p = fpDp−1
x (ag)− gpDp−1

y (af)が成り立つ．以上より示された．
Example 2.4. Dx(f) + Dy(g) = 0 と仮定する．M := KpL ⊂ K, cf :=
−Dp−1

y (f), cg := −Dp−1
x (g)とおく．このとき cf , cg ∈ M であり f = Dy(h) +

cfy
p−1と g = −Dx(h) + cgx

p−1を満たす h ∈ K が存在する．Theorem 2.3より
「Dが p-閉 ⇔ fpcg = gpcf ⇔ ∃c ∈ M , (cf , cg) = (cfp, cgp)」が成り立つ．以下，
2つの場合を考える．
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1. M の部分体 k上の x, yを不定元とする 2変数多項式環 k[x, y]がK に含ま
れ，f と gが k[x, y]の互いに素な元であるとする．このとき「Dが p-閉⇔
cf = cg = 0または fg = 0」が成り立つ．ここで f と gが互いに素である
という条件は外せない．例えば f = g = (x − y)p−1 ならば D は p-閉かつ
cf = cg = 1である．

2. M の部分体 k上の x, yを不定元とする 2変数形式的冪級数環 k[[x, y]]がK
に含まれ，f, g ∈ k[[x, y]]とする．このときDが p-閉かつ cf ∈ fpk[[x, y]]か
つ cg ∈ gpk[[x, y]]が成り立つことと

f =
∑
i≥0

Dy(h)
pi

c
pi−1
p−1 yp

i−1

g = −
∑
i≥0

Dx(h)
pi

c
pi−1
p−1 xpi−1

を満たす h ∈ k[[x, y]]と c ∈ k[[xp, yp]]が存在することは同値である．また，
後者が成り立つとき仮定Dx(f) +Dy(g) = 0と f, g ∈ k[[x, y]]は自動的に成
り立つ．

Corollary 2.5. 有理整数環 Z の素イデアル (p) による局所化を Z(p) と書く．
mx,my ∈ Z(p) をとる．(nx, ny) := (mx + 1,my + 1), N := {nx, ny}とおく．こ
のとき「ymyDx + xmxDy が p-閉⇔ N ⊂ Z×

(p) またはN = {0}」が成り立つ．

Proof. (f, g) := (ymy , xmx)とおく．各 z ∈ {x, y}について Pz :=
∏p−1

i=1 (nz − i) ∈
K とおく．このとき次が成り立つ：

1. fpDp−1
x (g)− gpDp−1

y (f) = (xy)−p(Pxx
nxypny − Pyx

pnxyny )；

2. Px = Py = 0 ⇔ N ⊂ Z×
(p)；

3. (nx, pny) = (pnx, ny) ⇔ N = {0} ⇒ Px = Py．
よって Theorem 2.3から従う．
Example 2.6. p = 5のとき Example 2.4またはCorollary 2.5よりD := yDx +
x2Dyは p-閉である．標数 5の代数閉体 k上定義されたアフィン平面 Spec k[x, y]の
Dによる商特異点はE0

8と呼ばれるnon-taut有理 2重点である [MI2021, III.3.1.3]．
Proposition 2.7. 標数 p > 0の体Kの部分体 Lと 3元 a, f, g ∈ K×をとる．K
は L上 p-基底 x, yを持つと仮定する．D := fDx + gDy , F := af , G := agとお
く．Dx(G) = Dy(F ) = 0と仮定する．このとき

(aD)p = apDp + (aD)p−1(a)D

= −F p+1Dp−1
x (F−1)Dx −Gp+1Dp−1

y (G−1)Dy

D(x)Dp(y)−D(y)Dp(x) = afg(fpDp−1
x (F−1)− gpDp−1

y (G−1))

が成り立つ．
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Proof. ε := aD = FDx+GDyとおく．Dx(G) = Dy(F ) = 0より (FDx)(GDy) =
(GDy)(FDx)なので εp = (FDx)

p+(GDy)
pが成り立つ．(x, F )または (y,G)を

(z,H)と書く．Hochschild公式より

εp = apDp + εp−1(a)D

(HDz)
p = −Hp+1Dp−1

z (H−1)Dz

が成り立つ．以上より最初の 2式を得る．特に

apDp(z) + εp−1(a)D(z) = −Hp+1Dp−1
z (H−1)

なのでD(x) = f , D(y) = gより 　

D(y)Dp(x) + a−pεp−1(a)D(x)D(y) = −afp+1gDp−1
x (F−1)

D(x)Dp(y) + a−pεp−1(a)D(x)D(y) = −agp+1fDp−1
y (G−1)

が成り立ち最後の式を得る．
Remark 2.8. Theorem 2.3はDx(af) = Dy(ag) = 0のとき次のように示すことも
できる．fg = 0の場合は両辺共に 0なので成り立つ．fg 6= 0の場合はProposition
2.7の aに 1/afgを代入すれば得られる．

3 2次元導分の加法性判定法
標数 p > 0の体K の部分体 Lをとる．K は L上 p-基底 x, y を持つと仮定する．
導分 D = fDx + gDy ∈ DerL K をとる．Dp = 0を満たすとき Dは加法的であ
るという．以下，D は p-閉かつ g 6= 0と仮定する．M := KpL ⊂ K, h := 1/g,
D1 := hDとおく．Dp

1 = 0なので Hochschild公式より

Dp = −gpDp−1
1 (h)D

が成り立つ．w ∈ KerD \M をとる．K は L上 p-基底 w, yを持ち

Dp−1
1 (h(x, y)) = Dp−1

y (h(w, y))

が成り立つ．よって
Dp = 0 ⇔ Dp−1

y (h(w, y)) = 0

が成り立つ．Kの分離閉包Ksを選ぶ．KをKsに取り換えると計算が簡単になる
場合がある．Ks内で t ∈ KsについてM(t)の分離閉包をKtと書く．f = Dy(u),
g = Dx(v)を満たす u ∈ Ky, v ∈ Kxが存在すると仮定する．w := v−uとおけば
w ∈ KerD \M でありKs は L上 p-基底 w, yを持つので前同値が得られる．ま
たKs は L上 p-基底 v, yを持ちDx = gDv が成り立つ．応用として次を示せる．
Definition 3.1. {a, b, c} ⊂ Z, c > 0, gcd(b, c) = 1について a ≡ rb mod cで唯
一つ定まる r ∈ Z ∩ [0, c)を (a/b) % cと書く．b = 1の場合は a% cと書く．
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Proposition 3.2. {mx + 1,my + 1, e} ⊂ Z(p) \ pZ(p) , α ∈ k× により

D = ymyDx + xmx(xmx+1 + α)e−1Dy

とする．Mx := (1/(mx + 1)) % p, My := (−1/(my + 1)) % pとおく．このとき
Dp = 0 ⇔ max{i ∈ Z ∩ [1, p) | j ∈ Z ∩ [1,Mx], ie ≡ j mod p} ≤ My

が成り立つ．特に e = 1のときD = ymyDx + xmxDy であり
Dp = 0 ⇔ Mx ≤ My

が成り立つ．
主張に現れる不等式条件は以下より pについての 1次不等式条件に書き換え

られる．
Lemma 3.3. 素数 p と {a, b} ⊂ Z をとる．|a| < p, b > 1, p ∤ b と仮定する．
r := p% bとおく．このとき

(a/b) % p+ (((a/r) % b)p− a)/b =

{
0 if b | a and a ≥ 0,
p otherwise

が成り立つ．
Proof. A := (a/b)%p, B := (((a/r)%b)p−a)/bとおく．{A,B} ⊂ Z, p | (A+B)
が成り立つ．b | aならば |a/b| < p, B = −a/bから従う．b ∤ aならば A ∈ [0, p),
B ∈ [(p− a)/b, p− (p+ a)/b] ⊂ (0, p)より A+B ∈ (0, 2p)なので A+B = pが
成り立つ．
このような結果や Proposition 4.12から次の予想が立つ．

Conjecture 3.4. D ∈ DerZ Z[x, y]の有限体 Fp への特殊化を Dp と書く．十分
大きい pについてDpが加法的であるか否かは十分大きい整数を法として決まる．

4 ymyDx + xmxDyの p乗と加法性
標数 p > 0の体 kをとる．R := k[x, y], δ := yDx + xDy ∈ Derk Rとおく．Rの
商体をK と書く．a ∈ K×をとる．aδ := a− δp−1(a) ∈ K, δa := a−1δ ∈ Derk K
とおく．以下，Example 4.11まで p > 2と仮定する．
Lemma 4.1. δpa = a−paδδa が成り立つ．
Proof. ε := δa とおけば δp = δ と Hochschild 公式より aε = (aε)p = apεp +
(aε)p−1(a)ε = apεp + (a− aδ)εなので従う．

µp に付随する Hopf代数 k[ζ]/(ζp − 1) = k[t]/(tp) (t := ζ − 1)の R = k[u, v]
(u := x+y, v := x−y)への余作用φ : R → R[ζ]/(ζp−1)を (u, v) 7→ (ζu, ζ−1v) =

((1+ t)u,
∑p−1

i=0 (−t)iv)で定める．対応する導分は (u, v) 7→ (u,−v)で特徴付けら
るので δで与えられる．Ker δ = k[up, uv, vp]が成り立つ．
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Lemma 4.2. a ∈ Rのとき aδ は R-加群の i = 0成分への射影 R[ζ]/(ζp − 1) =⊕p−1
i=0 Rζi → Rによる φ(a)の像と等しい．

Proof. φ =
∑p−1

i=0 ζiγi と書く．δp−1 =
∑p−1

i=0 ip−1γi =
∑p−1

i=1 γi = id−γ0 （cf.
[MI2021, pp. 113–114]）より aδ = (id−δp−1)(a) = γ0(a)だから従う．
Definition 4.3. {l,m} ⊂ Z≥0, n ∈ Z ∩ [0, l +m]について

Sl,m(n) := 2−l−m
∑
(i,j)

(−1)j
(
l

i

)(
m

j

)
∈ k

とおく．ただし (i, j)は {(i, j) ∈ Z2 | i ∈ [0, l], j ∈ [0,m], i+ j = n}を動く．
Remark 4.4. Sl,m(n)は 2−l−m(1+T )l(1−T )mの n次係数と等しいので Sl,m(l+
m − n) = (−1)mSl,m(n)が成り立つ．特に l +m = 2n and m ∈ 2Z + 1のとき
Sl,m(n) = 0が成り立つ．
以下 a = xexyey ({ex, ey} ⊂ Z ∩ [0, p− 1])とする．

Definition 4.5. 上記 aについての aδ を Aex,ey と書く．
e := ex + ey, A := Aex,ey , S := Sex,ey とおく．Lemma 4.2と Remark 4.4か

ら次を示せる．
Lemma 4.6. d := e/2, d+ := (e+ p)/2, d− := (e− p)/2とおく．このとき Aは
次で与えられる：

1. {ex, ey} ⊂ 2Zのとき S(d)udvd = S(d)(x2 − y2)d；

2. e ∈ 2Z+ 1 and e ≥ pのとき S(d−)ud+

vd
−
+ S(d+)ud−

vd
+

= (S(d−)(xp +

yp) + S(d+)(xp − yp))(x2 − y2)d
−；

3. それ以外のとき 0．
Example 4.7. e < pとする．Lemma 4.6を用いて Aの例を挙げる：

1. e ∈ 2Z and ey = 0のとき 2−e
(
e
d

)
(x2 − y2)d；

2. {ex, ey} 6⊂ 2Zのとき 0．
Lemma 4.6などから次を示せる．

Lemma 4.8. 次は同値である：
1. A = 0；
2. (e ∈ [0, p−1] and {ex, ey} 6⊂ 2Z) or (e ∈ [p, 2p−2] and {ex, ey} ⊂ 2Z+1)．
K の分離閉包Ksを選ぶ．{mx,my} ⊂ Z(p)をとる．N := {mx +1,my +1},

η := ymyDx + xmxDy ∈ Derk K
s とおく．Lemma 4.1から次を示せる．

6



Proposition 4.9. N ⊂ Z×
(p) と仮定する．各 z ∈ {x, y}について dz := (mz +

1)/2 ∈ Z×
(p)とおき ez ≡ d−1

z −1 mod pとなる ez ∈ Z∩ [0, p−1]をとる．r2z = d−1
z

となる rz ∈ Ksを選ぶ．fz := r1−p−ez
z z(p−1)(dz−1)−dzez , A := Aex,ey (Definition

4.5), wz := rzz
dz とおく．このとき ηp = fxfyA(wx, wy)ηが成り立つ．

Remark 4.10. A(wx, wy)は A ∈ k[x, y]の各 z ∈ {x, y}に wz を代入して得られ
る元である．
Example 4.11. e := ex + ey, d := e/2とおく．e < pとする．Example 4.7を用
いて Proposition 4.9の A(wx, wy)の例を挙げる：

1. e ∈ 2Z and ey = 0 のとき 2−e
(
e
d

)
(w2

x − w2
y)

d = 2−e
(
e
d

)
(d−1

x xmx+1 −
d−1
y ymy+1)d；

2. {ex, ey} 6⊂ 2Zのとき 0．
Lemma 4.8と Proposition 4.9から次を示せる．特に N 6= {2}のとき算術級

数の素数定理より半分程度の標数 pが ηp = 0を満たす．
Proposition 4.12. p = 2も含め一般の p > 0について考える．N ⊂ Z≥2と仮定
する．l := 2 lcm(mx +1,my +1)とおく．ηp = 0か否かは p mod lで決まる．さ
らに N 6= {2}のとき任意の i ∈ (Z/lZ)× について条件「ηp = 0」は p ≡ i mod l
と p ≡ −i mod lで排他的である．

5 導分の持ち上げ
加法的導分の p-閉擬導分としての変形から αp-作用の Z/pZ-作用への変形が得
られることを説明する [MI2021, II.7]．標数 p > 0 の整域 R と λ ∈ R をとる．
RG := R[t]/(tp − λp−1t)でR-代数を定義する．tのRGへの像を τ と書く．R-代
数準同型

RG −→ RG ⊗R RG, τ 7−→ τ ⊗ 1 + 1⊗ τ

が余積となるよう RG に R-Hopf代数の構造を定める．R-代数 S をとる．SG :=
S ⊗R RG =

⊕p−1
i=0 Sτ i で R-代数を定義する．S への RG の余作用

S −→ SG, a 7−→
p−1∑
i=0

δi(a)τ
i

をとる．ここで各 δi は S の R-加群自己準同型であり δ := δ1 とおけば δi = δi/i!
が成り立つ．特に δ0 は恒等写像である．また δp = 0 が成り立ち，任意の 2 元
a, b ∈ S について

δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b+

p−1∑
i=1

λp−1

i!(p− i)!
δi(a)δp−i(b)

が成り立つ．このような δ ∈ EndR S を p-閉擬導分と呼ぶ．逆に p-閉擬導分から
S への RGの余作用が一意的に定まる．δを R/(λ)へ特殊化すれば加法的導分と
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なり αp-作用に対応する余作用が得られる．また δ を Rλ へ局所化すれば Z/pZ-
作用に対応する余作用が得られる．余作用の τ に λを代入した

p−1∑
i=0

λi

i!
δi ∈ AutR-alg S

が Z/pZの生成元の作用を与える．

6 1次元導分の持ち上げ
標数 p > 0の代数閉体 kと δ0 ∈ Derk k[[x]]をとる．δ0 = aDx (a ∈ k[[x]])と書く．
δ0は非零かつ加法的であると仮定する．v(x) = 1を満たす k[[x]]の付値 vをとる．
ν := v(a) ∈ Z≥0 とおく．次の事実に注意する．
Lemma 6.1. ν 6≡ 1 mod pが成り立つ．また k[[x]]の正則パラメーター xを適当
に取り換えれば a = xν が成り立つ．

α 6≡ 0 mod pと α ≥ −1を満たす α ∈ Zをとる．A := Fp[T ][[X]]でX-進位相
環を定義する．Aの 2元を

Φ(X,T ) := X(1 +XαT )−
1
α =

∑
i≥0

(
− 1

α

i

)
Xiα+1T i,

ΦT (X,T ) :=
Φ(X,T )−X

T

で定める．特に α = −1のとき Φ(X,T ) = X + T , ΦT (X,T ) = 1である．直接的
な計算で得られる次に注意する：
Lemma 6.2. 次の等式が成り立つ：

1. Φ(X, 0) = X；
2. Fp[T1, T2][[X]]において Φ(Φ(X,T1), T2) = Φ(X,T1 + T2)；

3. ΦT (X, 0) = −Xα+1

α ．
§5の記号を用いる．S = R[[x]], SG = RG[[x]]とし x-進位相を定める．連続環

準同型
A = Fp[T ][[X]] −→ RG[[x]] = SG, (X,T ) 7−→ (x, τ)

による Ψ(X,T ) の像を Ψ(x, τ) と書く．Lemma 6.2 (1)–(2) より連続 R-代数準
同型

φ : S −→ SG, x 7−→ Φ(x, τ)

は RG の S への R-余作用である．R-余作用 φに対応する擬導分 δ ∈ EndR S を
とる．直接的な計算で次を得る．
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Lemma 6.3. ζ ∈ F×
p について

ΦT (x, ζλ) := (ΦT (x, τ) mod (τ − ζλ)) ∈ SG/(τ − ζλ) = S

とおく．このとき次の等式が成り立つ：
1. δ(x) = −

∑
ζ∈F×

p
ΦT (x, ζλ)；

2. δ|λ=0(x) = −xα+1

α ．
Remark 6.4. λ 6= 0とし，Rを局所化 Rλ の部分環と見做す．このとき

δ(x) =
x

λ

∑
ζ∈F×

p

ζ−1
(
1− (1 + ζλxα)−

1
α

)
が成り立つ．さらに p > 2ならば

δ(x) = −x

λ

∑
ζ∈F×

p

ζ−1(1 + ζλxα)−
1
α

が成り立つ．
Theorem 6.5. λ 6= 0かつR/(λ) = kとする．このとき加法的導分 δ0 ∈ Derk k[[x]]
は R上で Z/pZ作用へ持ち上がる．
Proof. Lemma 6.1 より δ0 = xνDx (ν 6≡ 1 mod p) と仮定して良い．このとき
α := ν − 1とおけば −αδが δ0 の持ち上げを与える．

7 2次元導分の持ち上げ
標数 p > 0の整域 Rをとる．S := R[[x, y]], I := (x, y)S とおく．次の事実に注意
する．
Lemma 7.1. σ ∈ EndR-alg S をとる．f := σ(x) − x, g := σ(y) − y とおく．
S の R-部分代数を T := {a ∈ S | σ(a) = a} で定義する．f ∈ T , g ∈ T [x],
deg g ≤ p− 2と仮定する．このとき σ ∈ AutR-alg S , ordσ ∈ {1, p}が成り立つ．
Definition 7.2. σ ∈ EndR-alg S, a ∈ S について

Nσ(a) :=

p−1∏
i=0

σi(a)

とおく．
λ ∈ R, F ∈ I, (Gi ∈ I | i ∈ [0, p− 2])をとる．条件

φ(x) = x+ λF (Nφ(x), Nφ(y))

φ(y) = y + λ

p−2∑
i=0

Gi(Nφ(x), Nφ(y))x
i

9



で一意的に定まる φ ∈ EndR-alg S がとれる．Lemma 7.1 より φ ∈ AutR-alg S,
ordφ ∈ {1, p}が成り立つ．

f := F (Nφ(x), Nφ(y))

gi := Gi(Nφ(x), Nφ(y)) (i ∈ [0, p− 2])

Γ := {(i, j) ∈ Z2
≥0 | i+ j ≤ p− 2}

Λi,j := λjf jgi+jx
i ((i, j) ∈ Γ)

とおく．(i, j) ∈ Γについての条件
j∑

k=0

1

k + 1

(
i+ k

k

)
ai+k,j−k =

{
1 if j = 0,

0 otherwise

で一意的に定まる (ai,j ∈ R | (i, j) ∈ Γ)をとる．

δ := fDx +
∑

(i,j)∈Γ

ai,jΛi,jDy

とおく．直接的な計算で次を得る．
Lemma 7.3. 等式

φ =

p−1∑
k=0

λk

k!
δk

が成り立つ．
Theorem 7.4. λ ∈ R \ (R× ∪ {0})を選ぶ．R0 := R/(λ), S0 := S/(λ)とおく．

δ0 = f0Dx +

p−2∑
i=0

gi,0x
iDy ∈ DerR0

S0

をとる．{f0} ∪ {gi,0}p−2
i=0 ⊂ R0[[x

p, yp]] ∩ IS0と仮定する．このとき δ0は R上で
Z/pZ作用へ持ち上がる．
Proof. 条件

f0 = F (xp, yp) mod λ

gi,0 = Gi(x
p, yp) mod λ (i ∈ [0, p− 2])

を満たす F ∈ I, (Gi ∈ I | i ∈ [0, p−2])が存在するので Lemma 7.3から従う．
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1次元局所環のトレースイデアルの集合について
小林稔周 (明治大学)

1 導入
本稿の内容は，神代真也氏との共同研究 [11]に基づくものである．
次は古典的な問題である．
• 与えられた可換環上のイデアルを分類せよ．

例えば，考えている環RがDedekind整域であれば，Rのイデアルを加群としての同型の
差を除いて分類することは丁度，Rのイデアル類群を決定することに対応する．Dedekind

整域という仮定を外すと，この問題はより複雑になる．Rが 1次元のNoether局所環であ
るとし，いくつか穏当な仮定をしておく．このとき，次のGrauelとKnörrerの結果が示
すように，Rのイデアルの分類とRの表現論が密接に関係する．
定理 1 ([8, Satz 1]). Rが 1次元の完備被約局所環であり，その剰余体 kが標数 0の代数
的閉体であるとする．このとき，以下は同値である．
(1) Rのイデアルの同型類全体のなす集合は有限集合．

(2) 直既約有限生成捩れ自由R-加群の同型類全体のなす集合は有限集合．

(3) 階数 1の有限生成捩れ自由R-加群の同型類全体のなす集合は有限集合．
同じ仮定の下でこの定理の条件 (2)を少し言い換えると，Rが有限 CM表現型を持つ
ことと同値である．ここで，Rが有限CM表現型を持つとは，R上の直既約極大Cohen–

Macaulay加群の同型類全体のなす集合が有限集合であることをいう．有限CM表現型を
持つ 1次元Noether局所環の分類は [8]などで与えられている．従って，1次元Noether局
所環において元の問題は一定の解決に至っている．
少し，視点を変えたい．トレースイデアルという，ある条件を満たすイデアルが近年盛
んに研究されている．トレースイデアルに関して次の問題が基本的であろう．

• トレースイデアル (の同型類)全体のなす集合がいつ有限集合となるか．
本稿ではこの問題に関して，我々の得た結果を紹介する．GrauelとKnörrerの結果の類
推により，この問題と可換環の表現論の関係が多少はあるのではないかと思われる．その
証拠となりそうな結果についても説明する．
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2 トレースイデアル
この節では，Rを可換Noether環とし，M をR-加群とする．

定義 2. M のトレースイデアル tr(M)を次で定める．

trR(M) :=
∑

f∈HomR(M,R)

Im(f).

評価写像
evM : M ⊗R HomR(M,R) → R, x⊗ f 7→ f(x)

を用いると，trR(M) = Im(evM)となる．

トレースイデアルの基本的な性質をいくつか紹介する．[14]などが参考文献である．

補題 3. M,N をR-加群，IをRのイデアル，pをRの素イデアルとする．このとき，次
が成り立つ．

(1) trR(R) = R.

(2) trR(M)p = trRp(Mp).

(3) trR(M) 6⊆ p ⇐⇒ Rp-加群Xが存在し，Mp
∼= Rp ⊕X.

(4) trR(M ⊕N) = trR(M) + trR(N).

(5) 整数 n ≥ 1およびR-加群の全射M⊕n → N が存在するとき，trR(N) ⊆ trR(M).

(6) I ⊆ trR(I).

(7) trR(trR(M)) = trR(M).

上の補題の (7)を念頭に置いて，次のように定義をする．

定義 4. Rのイデアル Iが trR(I) = Iを満たすとき，Iはトレースイデアルであるという．
以下，T(R)でRの 0でないトレースイデアル全体のなす集合を表す．補題 3(7)より，

I, J ∈ T(R)に対し，I ∼= J ⇐⇒ I = J である．

導入で述べた問いを再掲する．

問い 5. T(R)はいつ有限集合となるか．

これまでに知られていた結果を紹介する．

定理 6 ([13, Theorem 2.6]). Rが等次元局所環であり，かつT(R)が有限集合ならば次が
成り立つ．
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(1) dimR ≤ 1.

(2) Rは被約環，かつRの商体における整閉包RはR上有限生成加群．

Q(R)でRの全商環を表す．Q(R)の部分R-加群 Iであって，Rの正則元を含むものを
(正則)分数イデアルとよぶ．分数イデアル I, J に対し，I : J = {a ∈ Q(R) | aJ ⊆ I} と
おく．

補題 7 ([12, Proposition 2.4]). I, J を分数イデアルとする．このとき，次が成り立つ．

(1) I : J ∼= HomR(J, I).

(2) tr(I) = (R : I)I.

(3) IがRのトレースイデアル ⇐⇒ R : I = I : I.

Gorenstein局所環上の正則トレースイデアルについて，次が知られている．

定理 8 ([5, Theorem 5.2]). Rを 1次元Gorenstein局所環とするとき，次の集合の間の全
単射が存在する．

(1) Rの正則トレースイデアル全体XR.

(2) Q(R)の有限生成部分R-代数全体 YR.

この定理とGrauel–Knörrerの結果を組み合わせることで次が従う．

系 9 (c.f. [3, Proposition 7.9]). Rを 1次元Gorenstein完備局所環とし，その剰余体が標
数 0の代数的閉体であるとする．このとき，次は同値である．

(1) T(R)は有限集合．

(2) Rは有限CM表現型を持つ．

この結果によって，RがGorenstein局所環のとき，問い 5は解決したと言える．従っ
て，考えるべき事項は非Gorenstein局所環Rに対するT(R)の有限性である．

3 Almost Gorenstein環
Gorenstein環のクラスを拡張する試みにおいて，次の環のクラスが導入された1．

1ここでは詳細を述べないが，高次元における almost Gorenstein環の定義も与えられている
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定義 10 ([6, 7]). Rを 1次元Cohen–Macaulay局所環とし，kをRの剰余体，ωをRの正
準加群とする．このとき，Rが almost Gorenstein環であるとは，次の短完全列が存在す
ることと定める．

0 → R → ω → k⊕r−1 → 0.

ここで，rはRのCM typeとする．

RがGorenstein環であれば，r−1 = 0, R ∼= ωであるから，Rはalmost Gorenstein環であ
る．almost Gorenstein環であるが，Gorenstein環でないものの例としてはR = k[[t3, t4, t5]]

などが存在する．

4 反射的加群
定義 11. 有限生成R-加群M に対し，次の標準的R-線形射

M → HomR(HomR(M,R), R), x 7→ [f 7→ f(x)]

が全単射となるとき，M を反射的R-加群とよぶ．
また，Rのイデアル IがR-加群として反射的であるとき，Iを反射的イデアルとよぶ．
直既約反射的R-加群の同型類全体のなす集合をRef(R)とおく．また，Rの正則元を含
むような反射的イデアルの同型類全体のなす集合をRef1(R)とおく．

T(R)のときと同様にRef(R)やRef1(R)がいつ有限集合となるのかというのも興味深い
問題である．良く知られているように，RがNoether整閉整域のとき，Ref1(R)はRの因
子類群と集合として等しい．また，RがGorensteinまたは正規局所環であって，dimR ≤ 2

とする．このとき，Mが反射的加群であることとMが極大Cohen–Macaulay加群である
ことは同値である．よって，この場合Ref(R)の有限性はRが有限CM表現型を持つこと
と同値である．穏当な条件下で有限 CM表現型を持つ 2次元局所環は分類されているか
ら，この場合はRef(R)の有限性は分かっていると言える．Ref(R)やRef1(R)に関して，
考えたいのはやはり 1次元の非Gorenstein局所環の場合である．次の部分的結果が知ら
れている．

定理 12 ([3, Proposition 7.9], [10]). Rを 1次元完備局所環かつ almost Gorenstein環とし，
その剰余体 kが標数 0の代数的閉体であると仮定する．mをRの極大イデアルとする．こ
のとき，次は同値である．

(1) Ref(R)は有限集合．

(2) Ref1(R)は有限集合．

(3) T(R)は有限集合．
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(4) EndR(m)は有限CM表現型を持つ．

次の例で見るのように，EndR(m)が有限CM表現型を持っても，Rがそうとは限らな
いことに注意する．

例 13. kを体とし，R = k[[t4, t5, t7]]とおく．このとき，Rは 1次元 almost Gorenstein完
備局所整域である．また，EndR(m) = k[[t3, t4, t5]]であり，k[[t3, t4, t5]]は有限CM表現型
をもつ．定理 12よりRef(R), Ref1(R), T(R)は有限集合である．一方，Rは有限CM表
現型を持たない．

5 整閉イデアル
Rのイデアル Iに対し，その整閉包 Iを次のように定める．

I = {x ∈ R | ∃n ≥ 1, ai ∈ I i s.t. xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0}.

Iが整閉イデアルであるとは，I = Iが成り立つこととする．

例 14. (1) Rが局所環でmがその極大イデアルのとき，mは整閉イデアルである．

(2) Rが局所整域であるとし，Rの商体Q(R)における整閉包をRとする．c = R : Rと
おくと，cはRの整閉イデアルである．I(R)をRの整閉イデアルであって cを含む
もの全体のなす集合とする．Rが有限生成R-加群ならば，I(R)は有限集合である．

定義 15 ([15]). RはCohen–Macaulay半局所環であるとし，任意の極大イデアルmに対
し，Rmが 1次元であるとする．このとき，RがArf環であるとは，任意の正則整閉イデ
アル Iに対し，a ∈ Iが存在して，I2 = aIが成り立つことと定める．

定理 16 ([2, 9]). Rが完備かつ被約なArf環であるとき，T(R)およびRef(R)は有限集合
である．

例 17. kを体とし，R = k[[t4, t9, t10, t11]]とおく．このとき，RはArf完備局所整域であ
る．定理 16より，T(R)およびRef(R)は有限集合である．他方，Rは almost Gorenstein

ではない．

6 トレースイデアルの構成
この節では我々の主結果を紹介する．

設定 18. 節全体を通して，Rは 1次元の完備局所整域とする．また以下の記号を用いる．

• RをRの商体Q(R)における整閉包とする．Rは離散付値環である．
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• v : Q(R) → Z ∪ {∞}をRに付随する正規化された付値とする．

• RとRの極大イデアルをそれぞれm, nとおく．

• 誘導される射R/m → R/nが同型であると仮定する (この条件は例えば，R/mが代
数的閉体であるとき成り立つ)．

• H = v(R) = {v(r) | r ∈ R \ {0}}とおく．

• H = {a0, a1, . . . , an, . . . }と表す．ただし，0 = a0 < a1 < a2 < · · · < an < an+1 < · · ·
とする．

• 上の状況で全ての i ≥ 0に対し，am = am+iを満たすmが存在する．nをそのよう
な数のうち最小のものとする．nを n(R)とも書くことにする．

• Ii = {r ∈ R | v(r) ≥ ai}とおく．

注意 19. 次が成り立つ．

(1) I0 = R, I1 = m, In = c.

(2) I(R) = {Ii | i = 0, . . . , n}.

(3) R/m → R/nが同型であるという仮定により，任意の 0 ≤ i ≤ nに対し，Ii/Ii+1
∼=

R/m. 特に ri ∈ R, v(ri) = aiとなる元 riを取れば，Ii = (ri) + Ii+1である．

(4) ([4, Proposition 2.2]) I ∈ T(R)ならば，c ⊆ I.

(5) ([1, Theorem 1]) I(R) ⊆ T(R).

(6) ([3, Theorem 6.8]) n ≤ 2ならば，T(R) = I(R). 特にT(R)は有限集合．

主結果を述べるため，補題を準備しておく．

補題 20 ([11, Proposition 3.4]). n ≥ 4, 1 ≤ i ≤ n−3とする．このとき，次は同値である．

(1) q ∈ R, v(q) = aiとなる任意の元に対し，IiIi+2 = qIi+2.

(2) q ∈ R, v(q) = aiとなる元が存在し，IiIi+2 = qIi+2.

さらに s ∈ R, v(s) = ai+1, Ii+1Ii+3 = sIi+3が成り立つと仮定すると，上の (1),(2)

は次と同値である．

(3) q ∈ R, v(q) = aiとなる元が存在し，sIi+2 ⊆ (q).

次の命題が特に鍵となる．証明の概略も含めて紹介する．
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命題 21 ([11, Proposition 3.6]). n ≥ 4, 1 ≤ i ≤ n − 3とする．q, q′ ∈ R, v(q) = ai,

v(q′) = ai+1となる元 q, q′をとる．勝手な元 α ∈ Rに対し，

Jα = (q + αq′)R + Ii+2

とおく．IiIi+2 6= qIi+2, Ii+1Ii+3 = q′Ii+3を仮定する．このとき，次が成り立つ．

(1) Jαはトレースイデアル．

(2) β ∈ R, α− β 6∈ mならば，Jα 6⊇ Jβ.

(証明の概略). (1): f = q + αq′とおく．補題 7(3)より，R : Jα = Jα : Jαを示せばよい．
Jα ⊆ Rより，片側の包含関係R : Jα ⊆ Jα : Jαを示せば十分である．0 6= g ∈ R : Jαとし，
g ∈ Jα : Jαを示す．In ⊆ Jαより，g ∈ R : In = R. よって，g = h + u, h ∈ R, v(h) ≥ 1,

u ∈ Rと表せる．u ∈ Jα : Jαだから，gを hに置き換えて，はじめから v(g) ≥ 1として
よい．
ここで Ii+2はトレースイデアルであることに注意する．g ∈ R : Jα ⊆ R : Ii+2より，

gIi+2 ⊆ (R : Ii+2)Ii+2 = Ii+2. v(g) ≥ 1より，gIi+2 ⊆ Ii+3. f ∈ Jαより，gf ∈ R. ここで
v(f) = aiであるが，再び v(g) ≥ 1より，v(gf) = ai+1または v(gf) ≥ ai+2. 前者の場合，
仮定と補題 20により，gfIi+3 = IiIi+3が得られる．ところが，gfIi+2 ⊆ fIi+3となるか
ら，補題 20によって，IiIi+2 = qIi+2となる．これは仮定に反する．
従って，v(gf) ≥ ai+2を得る．gf ∈ Rだったから，これは gf ∈ Ii+2を意味する．以上
より，

gJα = (gf)R + gIi+2 ⊆ Ii+2 + Ii+3 ⊆ Jα

となるので，g ∈ Jα : Jαである．
(2): α − β 6 mとする．これは α − β が Rの単元であることを意味する．Jα ⊇ Jβ で
あるとすると，q′ ∈ Jα がわかる．このとき，q′ = xf + y, x ∈ R, y ∈ Ii+2 と書ける．
(q′ − y)Ii+2 ⊆ (f)はすぐわかる．一方，補題 20によって，(q′ − y)Ii+3 = Ii+1Ii+3. 再び補
題 20により，qIi+2 = Ii+1Ii+2となり，仮定と矛盾する．

次が我々の主定理である．

定理 22 ([11, Theorem 3.8]). n ≥ 3とし，剰余体R/mが無限体であると仮定する．この
とき，以下は同値である．

(1) T(R)は有限集合．

(2) 任意の 1 ≤ i ≤ n− 3に対し，qi ∈ R, v(qi) = aiなる元 qiが存在し，IiIi+2 = qiIi+2

が成り立つ．

(3) T(R) = I(R).
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(証明の概略). (1)⇒(2): (2)の否定を仮定する．このとき，i ∈ {1, . . . , n− 3}, q, q′ ∈ Rが
存在し，v(q) = ai, v(q

′) = ai+1, IiIi+2 6= qIi+2, Ii+1Ii+3 = q′Ii+3となる．命題 21を用い
て，剰余体R/mの各元 ᾱに対し，その原像 α ∈ Rをとり，Jαというイデアルを考える．
このとき，{Jα}ᾱ∈R/mはT(R)の無限部分集合である．
(2)⇒(3): I ∈ T(R)を任意にとる．ai = min{v(r) | r ∈ I}とおく．このとき，I ⊆ Ii
である．仮定 (2)を用いることで，各 j ∈ {i + 2, . . . , n}に対しての包含 I ⊇ Ij を，jに
ついての降下する帰納法で示すことができる．従って，I ⊋ Ii+2である．I = Iiなら証
明完了である．そうでないとすると，I = (qi) + Ii, v(qi) = aiと書ける．仮定 (2)より，
IiIi+2 = qiIi+2である．v(qi+1) = ai+1となる元 qi+1 ∈ Rを取ったとき，

q−1
i qi+1Ii+2 ⊆ q−1

i IiIi+2 ⊆ Ii+2 ⊆ R, q−1
i qi+1qi ∈ R.

よって，q−1
i qi+1 ∈ R : I. Iがトレースイデアルだから，I = (R : I)I 3 (q−1

i qi+1)qi = qi+1.

これより，I = Ii ∈ I(R)を得る．
(3)⇒(1): I(R)が有限集合であることから従う．

系 23 ([11, Corollary 3.9]). n ≤ 3のとき，T(R)は有限集合である．
また，RがArf環のとき，定理 22(2)の条件を確認することは容易である．よって，定
理 16を復元することができる．
定理 12を思い出すと，T(R)の有限性と Ref1(R)の有限性は関係があるように思われ
る．このことに関して，次の結果を得た．
定理 24 ([11, Theorem 6.2]). kが無限体，T(R)が有限集合であると仮定する．このとき，
Ref1(R)は有限集合である．
Ref(R)の有限性については今のところ不明であり，今後の課題である．なお，定理 24

の逆は成り立たないことを次節で説明する．

7 数値的半群環
前節の定理の適用例を多数構成するために，この節では数値的半群環を紹介する．Hを

Nの加法部分モノイドとする．補集合N \Hが有限集合であるとき，Hは数値的半群とよ
ばれる．数値的半群Hに対し，その有限な生成系 h1, . . . , hm ∈ Hが常に存在する．すな
わち，H = {c1h1 + · · ·+ cmhm | c1, . . . , cm ∈ N}と表せる．h1, . . . , hmがHの生成系のと
き，H = 〈h1, . . . , hm〉と書く．N \Hが有限集合だから，生成系 h1, . . . , hnの最大公約数
は 1であることに注意する．数値的半群Hと体 kに対し，形式的冪級数環 k[[t]]の部分環

R = k[[H]] = k[[th | h ∈ H]] ⊆ k[[t]]

を付随させることができる．この Rは 1次元局所整域であり，前節の設定 18に適合し，
なおかつH = v(R)である．
数値的半群環 k[[H]]に対して，定理 22を次のように言い換えることができる．
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定理 25 ([11, Theorem 4.1]). Hを数値的半群，R = k[[H]], n ≥ 3とする．kが無限体の
とき，以下は同値．

(1) T(R)は有限集合．

(2) 任意の i ∈ {1, . . . , n− 2}, j ∈ {i+ 2, . . . , n}に対し，aj + ai+1 − ai ∈ H.

系 26 ([11, Corollary 4.2]). Hを数値的半群，R = k[[H]], n = 4とする．kが無限体のと
き，以下は同値．

(1) T(R)は有限集合．

(2) a2 − a1 ≥ a4 − a3.

例 27. H = 〈5, 8, 12, 14〉とおく．R = k[[H]] = k[[t5, t8, t12, t14]]である．
H = {0, 5, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, . . . }だから，n = 4, a1 = 5, a2 = 8, a3 = 10, a4 = 12

である．a2 − a1 = 3 > 2 = a4 − a3なので，系 22より，T(R)は有限集合である．

例 28. 整数n ≥ 3を固定する．H = {0, 3n, 3n+3}∪{3n+3i | 3 ≤ i ≤ n−1, i 6= 2}∪{j ∈
N | j ≥ 6n} とおく．Hは数値的半群である．R = k[[H]]のとき，n(R) = nであり，かつ

a1 = 3n, a2 = 3n+ 3, a3 = 3n+ 9, a4 = 3n+ 12, . . . , an−1 = 6n− 3, an = 6n

である．任意の i ∈ {1, . . . , n − 2}に対し，ai+1 − ai ∈ {3, 6}である．よって，各 j ∈
{i+ 2, . . . , n}に対し，aj + ai+1 − ai ∈ H. 定理 25より，T(R)は有限集合である．

Rが設定 18を満たす環とする (数値的半群環でなくてもよい)．このとき，H = v(R)は
数値的半群である．T(R)とT(k[[H]])のそれぞれの有限性については次のことが言える．

定理 29 ([11, Remark 4.5]). Rが設定 18を満たす環とし，kが無限体であるとする．こ
のとき，T(R)が有限集合ならば，T(k[[H]])もそうである．

この定理の逆は成り立たない．

例 30. kを無限体としておく．R = k[[t15+ t16, t18, t24, t27, tn | n ≥ 30]]とし，H = v(R)と
おく．このとき，H = {0, 15, 18, 24, 27} ∪ {n | n ≥ 30}なので，Hは例 28において n = 5

としたものである．特にT(k[[H]])は有限集合である．一方，I1I3 6= (t15 + t16)I3だから，
定理 18より，T(R)は無限集合である．

数値的半群環に限定して考えても，Ref(R)やRef1(R)の有限性は未解明である．今回，
次のような部分的結果を得ることができた．

定理 31 ([11, Theorem 7.1]). Hを数値的半群，R = k[[H]], n = 4とする．kが無限体の
とき，以下は同値．
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(1) Ref1(R)は有限集合．

(2) Ref1(R) ∩ T(R)は有限集合．

(3) 次のうちいずれかが成り立つ．

(a) a2 − a1 ≥ a4 − a3, すなわち，T(R)は有限集合．
(b) 2a3 − a1 < a4.

例 32. H = 〈5, 6, 7〉とする．kを無限体，R = k[[H]] = k[[t5, t6, t7]]とする．このとき，
n = 4, a1 = 5, a2 = 6, a3 = 7, a4 = 10. a2 − a1 = 1 < 3 = a4 − a3より，T(R)は無限集
合．一方，2a3 − a1 = 9 < 10 = a4より，Ref1(R)は有限集合．特に，定理 24の逆は成り
立たない．

例 33. H = 〈5, 6, 8〉とする．kを無限体，R = k[[H]] = k[[t5, t6, t8]]とする．このとき，
n = 4, a1 = 5, a2 = 6, a3 = 8, a4 = 10. 2a3 − a1 = 11 > 10 = a4より，Ref1(R)は無限集
合である．
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連接層の導来圏の三角圏構造
平野 雄貴 ∗

1 背景
代数多様体 X の導来圏 Db(X) は, X 上の連接層の有界複体を対象に持つ三角圏であり,

もともとはコホモロジーの理論を記述する有用な道具であったが, 1980 年代の向井 [Muk]

や Kapranov[Kap] によるアーベル多様体やグラスマン多様体の導来圏の研究や, 1994 年に
Kontsevich が提唱したホモロジー的ミラー対称性予想などにより注目を集め, 1995 年頃から
Bondal–Orlovらにより本格的な研究が始まった. それ以降, 極小モデル理論において重要なある
種の双有理変換で結ばれる多様体の導来圏は同値であろうという予想 (Bondal–Orlov予想 [BO],

川又による D/K同値予想 [Kaw1])に関する研究や, 導来McKay対応 [BKR]やホモロジー的射
影双対 [Kuz] などの, 古典的な理論を導来圏へと拡張する研究, さらにはミラー対称性の文脈で
重要な Bridgeland安定性条件の空間の研究 [Bri]など, 連接層の導来圏に関する多くの重要な理
論が華々しく発展した. しかしその一方で, 連接層の導来圏の三角圏としての構造に関する理解,

特に部分三角圏の分類は, 種数が 2以上の滑らかな射影曲線や射影平面などの比較的単純な多様
体の場合でさえ十分には得られていないのが現状である.

本稿では, Kalck氏と大内氏との共同研究 [HKO]で導入した三角圏の組成列を紹介し, 連接層
の導来圏の組成列について得られた結果を概説する. 今節ではまず, 三角圏の構造に関するいく
つかの重要な問題を紹介する.

1.1 thick部分圏の分類問題
与えられた三角圏の構造を理解するために, 三角圏の内在的性質や部分圏の性質に対し, そ
れを満たす部分三角圏を分類することは有効である. 特に, 直和因子をとる操作で閉じた部分
三角圏である thick 部分圏を分類することは, 三角圏の構造の研究において基本的な問題であ
り, これまで多くの研究がなされてきた. 最初の重要な結果は, 1980年代の Devinatz, Hopkins,

Smithによる p-局所安定ホモトピー圏のコンパクト対象のなす三角圏の thick部分圏の分類であ
る [DHS, HS]. その後, Hopkinsや Neemanにより局所可換ネーター環上の完全複体のなす三角
圏の thick部分圏の分類 [Hop, Nee]が得られ, その一般化として Thomasonは, ネータースキー
ム上の完全複体のなす三角圏のイデアル部分圏を分類した [Tho]. Hopkinsや Neemanの結果に
より, アフィン多様体が滑らかな場合には, 連接層の導来圏の thick 部分圏の分類は完全に得ら
れている. アフィン多様体が特異点を持つ場合は, thick部分圏の分類はより困難であるが, 特別
なアルティン環の場合に分類が得られている [EL2]. 滑らかな射影多様体の場合で thick部分圏
の分類が得られているのは, 射影直線と楕円曲線 [HO]のみであるが, ある種の性質を持つ thick

部分圏の分類は, いくつかの比較的単純な代数多様体に対して得られている. 例えば, 滑らかな射

∗ 東京農工大学 工学研究院 (hirano@go.tuat.ac.jp). JSPSの若手研究 (23K12956)の助成を受けています.



影曲線の導来圏 Db(C)の有限生成 thick部分圏は, C の種数によらず分類されている [EL1]. ま
た, 射影平面の導来圏 Db(P2)の許容部分圏の分類も近年得られている [Pir]. ここで, thick部分
圏 A ⊆ Db(X)が許容部分圏であるとは, 埋め込み関手 A ↪→ Db(X)が右随伴と左随伴を持つ場
合をいう.

1.2 例外生成列と phantom部分圏の存在問題
三角圏の良い生成系として, 例外生成列がある. C上の三角圏 T の対象の列 E1, . . . , Er が例外
列であるとは,

HomT(Ei, Ej [n]) =

{
C (i = j かつ n = 0)

0 (i = j かつ n ̸= 0, または i > j)

が成り立つときをいい, さらにそれらが T を生成するとき (すなわち, それらを含む最小の部分三
角圏が T となるとき), 例外生成列であるという. また, 一つの対象 E が例外列をなす場合, E を
例外対象と呼ぶ. 例外生成列を持つ三角圏は比較的良い構造を持つと考えられており, 連接層の
導来圏がいつ例外生成列を持つかというのは重要な問題である. 一般に, 三角圏 T が例外生成列
E1, . . . , Er を持つとき, T の Grothendieck群K0(T)と Hochschildホモロジー HH∗(T)に関し
次の同型が成り立つ:

K0(T) ∼= Zr, HH∗(T) ∼= HH0(T) ∼= Cr.

これらの事実により, 滑らかな射影多様体 X の導来圏 Db(X) が例外生成列を持つ場合, X の
Grothendieck 群 K(X)は有限生成自由加群となる. また, hp,q(X) = dimHq(X,Ωp

X)を X の
Hodge数とすると, Hochschild–Kostant–Rosenberg 同型により, p ̸= q に対し hp,q(X) = 0が
成り立つ. このように, 例外生成列を持つ多様体には強い制約が付く. 現在知られている例外生
成列を持つ多様体は, 任意の有理曲面や任意のトーリック多様体など, いずれも有理的である.

今, X の Grothendieck 群 K(X)が階数 r の自由加群であるとする. このとき, r 個の対象か
らなる Db(X)の例外列 E = (E1, . . . , Er)が生成する部分三角圏を C とし, その左直交部分圏を
⊥C = {F ∈ Db(X) | Hom∗(F, C) = 0}で定めると, 半直交分解

Db(X) = ⟨C,⊥ C⟩

を得る. よって, E が例外生成列であることと, ⊥C = 0 であることは同値である. K(X) の仮
定から, K0(

⊥C) = 0 を得るため, ⊥C = 0 である (⇔ E は例外生成列である) と期待するのは
自然に思われるかもしれない. しかし, これは一般には成り立たない. すなわち, K0(D) = 0で
あるが D ̸= 0 であるような Db(X) の許容部分圏 D が存在する. このとき, D が Db(X) の許
容部分圏であるという特殊事情から HH∗(D) = 0 も同時に成り立ち, このような許容部分圏 D
は Db(X)の phantom部分圏と呼ばれる. また, HH∗(D′) = 0を満たす Db(X)の許容部分圏
は, H-phantom部分圏と呼ばれる. 当初 H-phantom部分圏は存在しないと予想されたが, そ
の予想の数年後に H-phantom部分圏の例が古典的 Godeaux曲面などの一般型曲面上に発見さ
れ [BGS, AO, GS], その後 phantom 部分圏の例が, H-phantom を持つ二つの一般型曲面の積
[GO]やある一般型曲面上に発見された [BGKS].

上述のように, 単に Grothendieck 群の階数に等しい長さの例外列を構成できたとしても,

phantom部分圏の存在が排除できない場合, それが例外生成列になるとはいえない. このように,

phantom 部分圏は例外生成列を構成する上で厄介な存在である. 実際, Kuznetsov–Polishchuk

は BCD型の単純群Gと (極大とは限らない)パラボリック部分群 P ⊂ Gに対し, Grothendieck
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群の階数に等しい長さの例外列を有理等質多様体G/P の導来圏Db(G/P )上に構成したが [KP],

それが例外生成列になるかはほとんどの場合でわかっていない. このような状況から, phantom

部分圏がいつ存在するのかは重要な問題であるが, それを判定するのは多くの場合非常に困難で
ある. しかし近年, del Pezzo曲面 [Pir]や P2 のある条件を満たす有限個の点に関する爆発 [BK]

などの有理曲面上には phantom部分圏が存在しないことが示された. phantom部分圏の存在の
さらなる理解のためには, phantom部分圏自体の圏構造を理解することが重要だと思われる. 本
稿で紹介する三角圏の組成列や Jordan–Dedekind性を調べることが, phantom部分圏の圏構造
の研究において有効なアプローチとなることを期待している.

2 三角圏の組成列と Jordan–Dedekind性
本節では, 三角圏の組成列や Jordan-Dedekind 性を導入し, それらの基本的な性質を紹介す
る. 以下, T を本質的小圏であるような C上の三角圏とする.

2.1 thick部分圏
T の部分三角圏 Uが thickであるとは, 直和因子をとる操作について閉じた部分圏である場合
をいう. T の thick部分圏のなす集合を Th(T) で表す. Th(T)は, 部分圏の包含に関し部分順序
集合となる. 次の命題は, Th(T)に関する基本的な性質をまとめたものである.

命題 2.1 ([HKO, Proposition 2.6 (2)],[Tak, Lemma 3.1]).

(1) 有限個の三角圏 T1, . . . ,Tr に対し, 次が成り立つ.

Th(T1 ⊕ · · · ⊕ Tr) ∼= Th(T1)⊕ · · · ⊕Th(Tr).

ただし, 右辺は部分順序集合の直和である.

(2) U ∈ Th(T)に対し, Verdier商への自然な商関手 F : T → T/Uを考えると, F の引き戻し
により次の部分順序集合の間の同型

F−1 : Th(T/U) ∼−→{V ∈ Th(T) | U ⊆ V},

が誘導される.

T のある種の対象からなる集合 (クラス) C に対し, C を含む最小の thick部分圏を JCKで表す.

対象 A ∈ T が T の分裂生成対象であるとは, T = JAKが成り立つ時をいう. また, T が分裂生成
対象を持つとき, T は有限生成であるという.

定義 2.2. T が単純であるとは, #Th(T) = 2が成り立つ場合をいう. すなわち, T ̸= 0であり,

かつ非自明な thick 部分圏を持たない場合をいう. また, T が有限個の単純三角圏の直交和で表
されるとき, 半単純であるという.

単純三角圏の最も簡単な例の一つは, ベクトル空間の導来圏 Db(C) であろう. Db(C) の
Grothendieck 群 K0(D

b(C)) は階数 1 の自由加群であり, その Rouquier 次元 dimDb(C) は 0

である. 以下では, Db(C)とは異なる数値的な不変量を持つ単純三角圏の例を与える.

例 2.3.

(1) 分離的なネータースキーム X の閉点 p ∈ X に対し, pに台を持つ完全複体のなす三角圏
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T = Perfp X は単純である [HKO, Proposition 2.11]. このとき, K0(T) ∼= Z であるが,

dimT = ∞である.

(2) f ∈ CJx, yK で定まる 1 次元超曲面 R ··= CJx, yK/⟨f⟩ を考える. また, SpecR の既
約成分の個数を n とする. もし SpecR が原点のみで特異点を持つ場合, 特異点圏
Dsg(R) = Db(R)/Perf Rは単純となる. このとき, K0(D

sg(R)) ∼= Zn−1 が成り立つ. 例
えば, f = x2 + y2 (A1 型) の場合はK0(D

sg(R)) ∼= Zが成り立ち, f = x2y+ y3 (D4 型)

の場合はK0(D
sg(R)) ∼= Z2 が成り立つ.

次に, 極大部分圏を導入する.

定義 2.4. U ∈ Th(T)が T の極大部分圏であるとは, T/Uが単純である場合をいう. 言い換える
と, Uが極大となるのは, U ⊆ V ⊆ T ならば, V = Uまたは V = T が成り立つ場合である.

次の命題は, T が分裂生成対象を持つ場合に, 極大部分圏の存在を保証するものである. 証明で
は Zornの補題を用いる.

命題 2.5 ([HKO, Proposition 2.17]). T ̸= 0かつ T が有限生成であると仮定する. このとき, 任
意の U ∈ Th(T)に対し, Uを含む T の極大部分圏が存在する.

以下では, 極大部分圏の例を見る.

例 2.6.

(1) ネーター環 R に対し, Perf R の thick 部分圏M ··= {F ∈ Perf R | Supp(F ) ̸= SpecR}
を考えると, Mは Perf Rの極大部分圏になる.

(2) T が例外生成列 E1, . . . , Er を持つとき, M ··= JE1, . . . , Er−1Kは T の極大部分圏である.

(3) 例 2.3 (2)のように, Dsg(R)が単純となるような可換環 Rに対し, Perf Rは Db(R)の極
大部分圏になる.

2.2 三角圏の組成列
以下では, 三角圏の組成列を導入する. これは群や加群の組成列の類似であり基本的な概念の
ように思われるが, 意外にもこれまであまり関心を持たれてこなかった.

定義 2.7. T の thick部分圏の上昇列

S∗ = (0 = S0 ⊊ S1 ⊊ · · · ⊊ Sn = T)

が T の組成列であるとは, 各 1 ≤ i ≤ n に対し Si/Si−1 が単純である場合をいう. このとき,

`(S∗) ··= nを S∗ の長さと呼ぶ.

T の組成列全体のなす集合を CS(T)で表す. また, CS(T) ̸= ∅であるとき,

`(T) ··= min {`(S∗) | S∗ ∈ CS(T)}

を T の長さと呼ぶ. CS(T) = ∅ である場合は, `(T) = ∞ と定める. 定義より, T が単純である
ことと, `(T) = 1が成り立つことは同値である. 以下では, 組成列に関する基本的な性質を紹介
する.
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命題 2.8. 有限個の三角圏 T1, . . . ,Tr に対し, 次が成り立つ.

`(T1 ⊕ · · · ⊕ Tr) = `(T1) + · · ·+ `(Tr).

命題 2.9. U ∈ Th(T) とする. S∗ ∈ CS(U) と S′∗ ∈ CS(T/U) に対し, S̃∗ ∈ CS(T) であって
`(S̃∗) = `(S∗) + `(S′∗)となるようなものが存在する.

上の命題から, 三角圏の長さに関する劣加法性が成り立つ.

命題 2.10. `(U) < ∞かつ `(T/U) < ∞を満たす U ∈ Th(T)に対し, 次が成り立つ.

`(T) ≤ `(U) + `(T/U) < ∞.

注意 2.11. `(T) < ∞であっても, `(U) = ∞または `(T/U) = ∞となるような U ∈ Th(T)が
存在する. また, 上の命題における劣加法性について, 一般に加法性は成り立たない.

上の命題の系として次が成り立つ.

系 2.12. 半直交分解 T = ⟨A1, . . . ,An⟩が成り立つとする. 各 1 ≤ i ≤ nに対し, `(Ai) < ∞が
成り立つとき, 次が成り立つ.

`(T) ≤
n∑

i=1

`(Ai).

特に, T が例外生成列 E1, . . . , Er を持つとき, `(T) ≤ r が成り立つ.

例 2.13. 組成列の例をいくつか挙げる.

(1) E1, . . . , Er ∈ T を例外列とする. このとき,(
0 ⊊ JE1K ⊊ JE1, E2K ⊊ · · · ⊊ JE1, . . . , ErK)

は JE1, . . . , ErKの組成列である. 特に, E1, . . . , Er が T の例外生成列となるとき, T は長
さ r の組成列を持つ.

(2) n > 1に対し, R ··= C[x]/⟨xn⟩を考える. このとき, Perf Rと Dsg(R)はそれぞれ単純と
なる. したがって (

0 ⊊ Perf R ⊊ Db(R)
)

は Db(R)の組成列となる. Db(R)は単純ではないため, `(Db(R)) = 2が成り立つ.

(3) X ··= P(1, 1, 2)と R ··= C[x]/⟨x2⟩に対し, 半直交分解

Db(X) = ⟨Db(R),Db(C),Db(C)⟩

PerfX = ⟨Perf R,Db(C),Db(C)⟩.

が成り立つ. これらの分解から, 次の 3つの異なる組成列を得る.(
0 ⊊ Perf R ⊊ Db(R) ⊊ ⟨Db(R),Db(C)⟩ ⊊ Db(X)

)
(
0 ⊊ Perf R ⊊ ⟨Perf R,Db(C)⟩ ⊊ PerfX ⊊ Db(X)

)
(
0 ⊊ Db(C) ⊊ ⟨Db(C),Db(C)⟩ ⊊ PerfX ⊊ Db(X)

)
特に, `(Db(X)) ≤ 4が成り立つ.
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2.3 Jordan–Dedekind性と phantom部分圏
群や加群の組成列が Jordan–Hölder性を満たすことはよく知られている. 特に, 異なる組成列
の長さは常に等しくなる. 以下では, この性質を三角圏の組成列に対して考える.

定義 2.14. 長さ有限な Tが Jordan–Dedekind性を満たすとは, 任意の 2つの組成列 S∗, S
′
∗ ∈

CS(T)に対し, `(S∗) = `(S′∗)が成り立つ場合をいう.

原理的には, thick 部分圏の集合 Th(T) の良い記述が得られれば組成列の集合 CS(T) を
決定でき, それにより Jordan–Dedekind 性を判定することができる. しかし, そのような例
は限られており, Jordan–Dedekind 性を判定するのは多くの場合で困難である. 以下では,

Jordan–Dedekind性が成り立つ例をいくつか挙げる.

例 2.15.

(1) 単純三角圏は明らかに Jordan–Dedekind 性を満たす. よって, 命題 2.1 (1) より, 半単純
三角圏も Jordan–Dedekind性を満たす.

(2) Db(P1)の組成列は必ず
(0 ⊊ JO(i)K ⊊ Db(P1))

の形をしていることがわかる. 特に, Db(P1)は Jordan–Dedekind性を満たす.

(3) E を楕円曲線とする. `(Db(E)) = ∞ であるが, Db(E) の有限生成 thick 部分圏は半単
純であり, 特に長さ有限である [HO]. 上の (1) より, Db(E) の有限生成 thick 部分圏は
Jordan–Dedekind性を満たす.

(4) Qを ADE型あるいは拡大 ADE型の非輪状箙とすると, 道代数 CQの導来圏 Db(CQ)は
例外生成列を持ち, 特に長さ有限である. [HKO]において, Db(CQ)は Jordan–Dedekind

性を満たすことが示された.

次に, 有限次元代数 Λであって Db(Λ)が Jordan–Dedekind性を満たさない例を紹介する.

例 2.16.

次の箙 Qに対し, 有限次元代数 Λ ··= CQ/⟨ab⟩を考える.

1
a

((
2

b

hh

このとき, Db(Λ) は長さ 2 と長さ 3 の組成列を持つ. したがって, Db(Λ) は Jordan–Dedekind

性を満たさない. この有限次元代数 Λは, 導来離散代数と呼ばれる有限次元代数の例であり, 他の
多くの導来離散代数も Jordan–Dedekind性を満たさないことが知られている [HKO, Corollary

4.15].

Jordan–Dedekind 性が成り立たない場合に, 組成列の長さがどれくらい現れるかは興味深い.

そこで, 組成列の長さを全て集めた自然数の集合を考える.

定義 2.17. 長さ有限な T に対し, T の長さスペクトラム LS(T)を以下で定める.

LS(T) ··= {`(S∗) | S∗ ∈ CS(T)}.
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さらに, `ult(T) ··= supLS(T)とおき, T の Jordan–Dedekind指数 ι(T)を
ι(T) ··= `ult(T)− `(T)

で定める.

Jordan–Dedekind指数に関し, 次が成り立つ.

命題 2.18. 長さ有限の A1 . . . ,Ar に対し, 半直交分解 T = ⟨A1, . . . ,Ar⟩が成り立つとする. こ
のとき, 包含

{`1 + · · ·+ `r | `i ∈ LS(Ai)} ⊆ LS(T)

が成り立つ. 特に, 不等式 ι(T) ≥ ι(A1) + · · ·+ ι(Ar)が成り立つ.

続いて, ある種の有理曲面の導来圏の Jordan–Dedekind性と phantom部分圏の長さの関係に
ついて説明する. これは三角圏の組成列を導入する動機付けとなったものである.

例 2.19.

X を P2 の十分一般な 10点での爆発とする. このとき, 爆発公式により Db(X)は長さ 13の
例外生成列を持ち, 特に長さ 13の組成列を持つ. Krahは, 長さ 13の例外列 E1, . . . , E13 であっ
て例外生成列でないようなものを構成した [Krah]. よって, それらの左直交部分圏

P ··= ⊥⟨E1, . . . , E13⟩ ⊂ Db(X)

は, Db(X)の phantom部分圏である. これは, 滑らかな有理曲面上に phantom部分圏は存在し
ないであろうという大方の予想の反例を与えるものであった.

ここで, Db(X)が Jordan–Dedekind性を満たすと仮定する. もし Pが長さ有限ならば, Krah

が構成した例外列 E1, . . . , E13 と合わせて長さ 14以上の組成列が構成できてしまう. Db(X)は
例外生成列に由来する長さ 13の組成列を持つので, これは Jordan–Dedekind性に反する. した
がって, Pは長さ無限であることが従う.

上の例で見たように, 有理曲面の導来圏の Jordan–Dedekind性を調べることにより, phantom

部分圏の構造について新たな知見が得られる可能性がある. しかしながら, Jordan–Dedekind性
を満たさない有理曲面が存在することが示された. 次節では, そのような例を紹介する.

3 有理曲面の導来圏の Jordan–Dedekind性
今節では, 滑らかな射影トーリック曲面の導来圏が Jordan–Dedekind 性を満たさないための

十分条件を解説する. 証明では, 特異点を持つ多様体の導来圏の半直交分解に関する最近発展し
た理論 [KKS, Kaw2]や [HKO]で導入されたブーケ球面的対象などの新たな概念が必要となる.

3.1 準備
以下では, 証明で必要となる概念やその基本的な性質を紹介する.

定義 3.1 ([HKO]). n > 0を自然数とし, d ̸= 0を整数とする. 三角圏 T の対象 B ∈ T が nブー
ケ d球面的であるとは, 次の等式を満たす場合をいう.

Hom(B,B[i]) =


C i = 0

0 i ̸= 0, d

Cn i = d
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ただし, nや dを特に指定しない場合は, 単にブーケ球面的であるという.

次の命題は, ブーケ球面的対象の生成する thick部分圏の単純性に関するものである.

命題 3.2 ([HKO, Proposition 2.13]). 三角圏 T は, ベキ等完備かつ dg増強を持つとする. この
とき, ブーケ球面的対象 B ∈ T が生成する thick部分圏 JBKは単純である.

次に, 次数付き Kronecker箙を導入する.

定義 3.3. m > 1を自然数とし, q ∈ Zを整数とする. また, 以下のm-Kronecker箙を考える.

1 2
...

α0

αm−1

この箙の各矢に対し, 次数を deg(α0) = 0, deg(αi) = q (i > 0) と定めたものを次数付き
m-Kronecker箙と呼び, Krmq で表す.

次の命題は, 主結果の証明において必要となる.

命題 3.4 ([HKO, Lemma 4.6]). S を滑らかな射影曲面とし, E ⊂ S を滑らかな有理曲線であっ
てm ··= −E2 > 1が成り立つものとする. さらに, OS ∈ Db(S)が例外対象であるとする. この
とき, OS ,OS(E)は例外列をなし, 圏同値

⟨OS ,OS(E)⟩ ∼= Perf(CKrm1 )

が成り立つ.

3.2 Hirzebruch曲面
Jordan–Dedekind性を満たさない曲面の最初の例として, 滑らかな射影トーリック曲面の例で
ある Hirzebruch曲面を紹介する. 自然数 d > 1に対し, Hirzebruch曲面 Fd を

Fd ··= PP1(O ⊕O(d))

で定める. Hirzebruch曲面 Fd の導来圏 Db(Fd)は, 長さ 4の例外生成列を持つことが知られて
おり, 特に長さ 4の組成列を持つ. 以下では, Db(Fd)が長さ 5の組成列を持つことを説明する.

まず, 極小特異点解消
π : Fd → P(1, 1, d)

を考え, E ⊂ Fd を π の例外因子とすると E2 = −dが成り立つ. また, C ⊂ Fd を C2 = dとな
るトーリック因子とし, H ⊂ Fd を自然な射影 Fd → P1 による OP1(1)の引き戻しとする. この
とき,

O(−H − E),O(−H),O,O(C)

は Db(Fd)の例外生成列をなす. よって,

Ã1 ··= ⟨O(−H − E),O(−H)⟩, Ã2 ··= ⟨O⟩, Ã3 ··= ⟨O(C)⟩

とおくと, 半直交分解
Db(Fd) = ⟨Ã1, Ã2, Ã3⟩ (3.A)
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を得る. ここで Ai ··= Rπ∗(Ãi) ⊂ Db(P(1, 1, d))とおくと, Ai は Db(P(1, 1, d))の許容部分圏と
なる. また, それらによる半直交分解

Db(P(1, 1, d)) = ⟨A1,A2,A3⟩

と圏同値
A1

∼= Ã1/JOE(−1)K, Ai
∼= Ãi (i ̸= 1)

が成り立つ ([KKS, Theorem 2.12], [Kaw2, Example 5.7]).

簡単な計算により次を得る.

補題 3.5. 対象 OE(−1) ∈ Db(Fd)は, (d− 1)ブーケ 2球面的である. 特に, JOE(−1)Kは単純
三角圏である.

Ã1 は例外生成列が誘導する長さ 2の組成列を持つ. 以下では, Ã1 の長さ 3の組成列を構成す
る. まず, R ··= k[x1, . . . , xd−1]/⟨x1, . . . , xd−1⟩2 とおくと, [KKS, Example 3.14 (2)] により圏
同値

A1
∼= Db(R)

が成り立つ. [EL2]や [HKO, Lemma 4.1]により,(
0 ⊊ Perf R ⊊ Db(R)

)
は Db(R)の組成列であることがわかり, よって A1 は長さ 2の組成列を持つ. このことから, 圏
同値 A1

∼= Ã1/JOE(−1)Kと補題 3.5および命題 2.9より, Ã1 は長さ 3の組成列を持つ. 以上を
まとめると次を得る.

命題 3.6. 包含
{2, 3} ⊆ LS(Ã1)

が成り立つ. 特に, Ã1 は Jordan–Dedekind性を満たさない.

また, 半直交分解 (3.A)と命題 2.18により次の系が従う.

系 3.7. 包含
{4, 5} ⊆ LS(Db(Fd))

が成り立つ. 特に, Db(Fd)は Jordan–Dedekind性を満たさない.

直線束のテンソル積により圏同値 Ã1
∼= ⟨OFd

,OFd
(E)⟩を得る. よって命題 3.4より, 圏同値

Ã1
∼= Perf(CKrd1)

が成り立ち, 命題 3.6と合わせて次を得る.

系 3.8. 自然数m > 1に対し, 包含

{2, 3} ⊆ LS(Perf(CKrm1 ))

が成り立つ.
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3.3 トーリック曲面
X を滑らかな射影トーリック曲面とし, Σを X に対応する平面上の扇とする. τ1, . . . , τn を Σ

の 1次元錐全体とする. ここで, τi の添字は半時計周りの順にとっている. Ei ⊂ X を τi に対応
する既約なトーリック因子とすると, 各 Ei は滑らかな有理曲線となる. さらに, X 上の直線束
L1, . . . , Ln を

L1 ··= OS , Li ··= O
(i−1∑
j=1

Ej

)
(2 ≤ i ≤ n)

により定めると, L1, . . . , Ln は Db(X) の例外生成列をなすことが知られている [Hil, Theorem

5.1]. 次の定理は系 3.7の一般化であり, [HKO]の主結果である.

定理 3.9. トーリック因子 E1, . . . , En の部分列 Ei1 , . . . , Eir であって, 次の条件を満たすもの
が存在すると仮定する.

(1) 各 1 ≤ j ≤ r に対し, E2
ij
< −1が成り立つ.

(2) 1次元錐の部分列 τi1 , . . . , τij は, どの二つも扇 Σにおいて隣り合わない.

このとき, 包含
{n, n+ 1, . . . , n+ r} ⊆ LS(Db(X))

が成り立つ. 特に, Db(X)は Jordan–Dedekind性を満たさず, ι(Db(X)) ≥ r が成り立つ.

Proof. まず Cj ··= ⟨Lij , L(ij)+1⟩とおくと, Db(X)の半直交分解

Db(S) = ⟨L1, . . . , Li1−1,C1, Li1+2, . . . , Lir−1,Cr, Lir+2, . . . , Ln⟩.

が成り立つ. 仮定よりmj ··= −E2
ij
> 1であるから, 命題 3.4より圏同値

Cj
∼= Perf(CKr

mj

1 )

が成り立つ. よって系 3.8 より各 Cj は長さ 2 と 3 の組成列を持ち, 命題 2.18 により包含
{n, n+ 1, . . . , n+ r} ⊆ LS(Db(X))が成り立つ.

滑らかな射影トーリック曲面上の自己交点数が負の有理曲線はトーリック因子に限ることか
ら, 次の系が成り立つ.

系 3.10. 滑らかな射影トーリック曲面 S が E2 < −1となる滑らかな有理曲線 E を持つとする.

このとき, Db(S)は Jordan–Dedekind性を満たさない.

以上により, 自己交点数が −1 未満である有理曲線を含む有理曲面は, 一般に Jordan–

Dedekind 性を満たさないことがわかる. 逆に, そのような有理曲線を含まない有理曲面が
Jordan–Dedekind性を満たすかは興味深い. del Pezzo曲面や P2 の十分一般の位置にある有限
個の点での爆発などは, 自己交点数が −1未満であるような有理曲線を持たないことが知られて
いる. もしこれらの曲面の導来圏が Jordan–Dedekind性を満たせば, 例 2.19でみたように長さ
無限の phantom部分圏の存在がいえる. このように, 有理曲面の導来圏の Jordan–Dedekind性
の研究は, phantom部分圏の三角圏構造の理解に寄与する可能性を秘めたものであるといえる.
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