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第68回 代数学シンポジウム
本書は 2023年に名古屋大学で開催された第 68回代数学シンポジウムの報告集です．

日程：2023年 8月 29日（火）～ 9月 1日（金）
会場：名古屋大学大学院多元数理科学研究科 509講義室
開催方法： 現地開催（オンライン配信なし）
主催：日本数学会代数学分科会
プログラム責任者：

[代数幾何] 大川 新之介（大阪大学）、山木 壱彦（筑波大学）
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「*」の付いた講演は、専門分野以外の方も対象とした、サーベイなどを含む講演です。
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K3曲面の導来圏と有限群

大内元気 （名古屋大学大学院多元数理科学研究科）

1 はじめに
講演では, 4次元 3次超曲面の自己同型群とK3曲面の導来圏の自己同値群の関係に関

する自身の結果 [O]の紹介をゴールに設定して話をした. この報告書では, K3曲面の導
来圏の自己同値群の有限群論的側面をコンウェイ群 Co0やリーチ格子 Lを用いて調べた
[Huy]について, その元ネタとなった [GHV]の結果と共に解説したい. [GHV]や [Huy]の
結果を紹介する前に, K3曲面の自己同型群の有限群論的側面をマシュー群M23やニーマ
イヤー格子N を使って研究した [Muk]や [K]の議論や結果を [GHV]や [Huy]の形式を真
似て, リーチ格子の言葉で改めて述べ直す. 特に, [LZ, Theorem 4.5]に触発されて, [Muk]

や [GHV]の内容をリーチ対の言葉を使って述べ直すことにする. このようなことをして
意味があるかどうか意見が分かれるかもしれないが, 筆者自身の整理と講演の補足も兼ね
てこの場を借りて, 解説させていただだく. [GHV]や [Huy]の内容に親しみを持つために,

この解説が少しでも参考になれば幸いである.

K3曲面の対称性と散在型の有限群の関係は, 代数幾何学, 群論, 表現論, 数論, 数理物理
学など様々な観点から研究されている. 向井 [Muk]は, K3曲面のシンプレクティック自己
同型からなる有限群とマシュー群M23の関係を発見した. 一方, 超弦理論の観点から, 江
口, 大栗, 立川 [EOT]は, K3曲面の楕円種数とマシュー群M24の関係を発見した. この関
係は, マシュームーンシャインと呼ばれる. マシュームーンシャインの発見は, 代数幾何
学, 群論, 表現論, 数論, 数理物理学など様々な観点からK3曲面の対称性が活発に研究さ
れるようになるきっかけとなった. マシュームーンシャインの幾何学的な解釈を巡って,

K3曲面の対称性を通じてM23より大きいM24にどのようにして到達すれば良いか様々な
検討がなされた. 超弦理論の観点から, Gaberdiel, Hohenegger, Volpato [GHV]は, K3曲
面とターゲット空間とするシグマ模型の自己同型群について研究し, シグマ模型の自己同
型群に関して向井の定理 [Muk, Theorem 0.3]の類似を得た. その結果として出現した有
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限群は, マシュー群M24よりも大きい散在型の有限群であるコンウェイ群 Co0であった.

M24が現れなかったという意味では残念であったが, K3曲面の対称性とコンウェイ群Co0

の関係という新しいトピックが発見された. Huybrechts[Huy]は, K3曲面の導来圏とその
自己同値群を用いて, [GHV]の結果を代数幾何学の言葉で解釈することに成功した. また,

Mongardi [Mon]は, K3曲面上の n点のヒルベルトスキームと変形同値な超ケーラー多様
体のシンプレクティック自己同型からなる有限群とコンウェイ群Co0の関係について部分
的な結果を得た.

[GHV]を受けて, [CFHP, B.1]では, 様々な 4次元 3次超曲面の定義多項式W を超ポ
テンシャルとする LG模型について論じている. 超弦理論の観点から, [GHV]に現れるよ
うな群の研究が 4次元 3次超曲面のシンプレクティック自己同型群の研究と関連づけられ
ている. 代数幾何学の文脈では, Lazaと Zheng [LZ, Theorem 4.5]は, 4次元 3次超曲面
のシンプレクティック自己同型群について, コンウェイ群Co0を用いた向井の定理 [Muk,

Theorem 0.3]の類似を示した. 筆者 [O]は, 4次元 3次超曲面のシンプレクティック自己同
型群を導来圏を用いた [Huy]の様式で特徴づけ, 4次元 3次超曲面の自己同型群とK3曲面
の導来圏の自己同値群の関係について論じた.

本文の概要は, 以下の通りである. 第 2章では, 格子に関する様々な用語についてまとめ
る. 第 3章では, [Mon]において導入されたリーチ対という概念について紹介し, リーチ対
を用いて [Muk]の結果と [GHV]の結果（の格子理論的側面）について説明する. 第 4章
では, K3曲面の導来圏とその自己同値群, 安定性条件を用いて, Huybrechts[Huy]の結果
を定式化し, 第 3章における [GHV]の結果との関係について説明する.

謝辞
第 68回代数学シンポジウムにおいて, 筆者に講演の機会を与えてくださった世話人の

皆様に感謝申し上げます. 特に, シンポジウム責任者の高橋篤史先生, 代数幾何プログラ
ム責任者の大川新之助先生, 山木壱彦先生に心より感謝いたします.

2 格子に関する用語のまとめ
第 2章では, 格子について後で必要となる事柄についてまとめる. 格子やK3曲面全般

に関する参考文献として, [K1], [Huy1]を挙げておく.
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2.1 一般論
有限生成自由アーベル群 Lと非退化対称双線形形式

(−,−) : L× L→ Z

の組 (L, (−,−))を格子という. 簡単のため, 単に Lを格子ということもある. 格子 Lと L

の部分群M に対して, L′が (−,−)の制限によって格子になっているとき, M をLの部分
格子という. 格子 Lと Lの部分格子M に対して,

M⊥ := {v ∈ L | ∀m ∈M, (v,m) = 0}

とおくと,M⊥はLの部分格子である. 格子L1, L2に対して, L1とL2の直交直和をL1⊕L2

と書く.

格子L1から格子L2への双線形形式を保つアーベル群の同型写像をL1からL2への（格
子としての）同型写像という. 格子 Lに対して, Lの自己同型からなる群をO(L)と書き,

Lの直交群という.

格子 Lが偶格子であるとは, 任意の v ∈ Lに対して, v2 = (v, v)が偶数であることをい
う. 格子 Lが正定値（resp. 負定値）であるとは, 任意の 0でない v ∈ Lに対して, v2 > 0

（resp. v2 < 0）が成り立つことをいう. 格子 Lが正定値でも負定値でもないとき, Lは不
定値であるという. 格子 Lに対して, 付随する双線形形式の符号を Lの符号という.

格子 Lに対して,

L→ L∗ = HomZ(L,Z), v 7→ (v,−)

は単射であり, 有限アーベル群AL := L∗/Lを Lの判別式群という. 格子 Lがユニモジュ
ラーであるとは, AL = 0が成り立つことをいう. 格子 Lがユニモジュラーであることと,

付随する双線形形式のグラム行列の行列式が±1であることは同値である. 格子Lに対し
て, l(L)を判別式群ALを生成するのに必要な元の最小個数とする. 定義より, l(L) ≤ rk(L)

が成り立つことに注意する.

格子 Lに対して, v ∈ Lが (−2)類であるとは, v2 = −2が成り立つことをいう.

Definition 2.1. Lを格子とし, GをO(L)の部分群とする. このとき,

LG := {v ∈ L | ∀g ∈ G, g(v) = v},

LG := (LG)⊥ ⊂ L

とおく.
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2.2 特別な格子
K3曲面と関係が深い特別な格子についてまとめる.

Example 2.2. U を eと f を基底とする自由アーベル群とし, (−,−)を

(e, e) = (f, f) = 0, (e, f) = 1

によって定義される U 上の非退化対称双線形形式とする. このとき, 格子 U は符号 (1, 1)

の偶ユニモジュラー格子であり, 双曲平面格子と呼ばれる.

Example 2.3. E8を e1, e2, · · · , e8を基底とする自由アーベル群とし, グラム行列が

−2 1 0 0 0 0 0 0

1 −2 1 0 0 0 0 0

0 1 −2 1 1 0 0 0

0 0 1 −2 0 0 0 0

0 0 1 0 −2 1 0 0

0 0 0 0 1 −2 1 0

0 0 0 0 0 1 −2 1

0 0 0 0 0 0 1 −2


になるようにE8に格子の構造を入れる. このとき, E8はランク 8で負定値の偶ユニモジュ
ラー格子である. 格子E8は, E8型のディンキン図形のルート格子に他ならない.

不定値の偶ユニモジュラー格子は, 符号により決定されることが知られている.

Theorem 2.4 ([K1, 定理 1.27]). 不定値の偶ユニモジュラー格子 L1と L2の符号が等し
いとき, L1と L2は同型である.

負定値（正定値）の偶ユニモジュラー格子の同型類は, 符号だけでは決定されない. ラ
ンク 24の負定値偶ユニモジュラー格子 Lで, v2 = −2となる元 v ∈ Lを持たないものは
同型を除いて一意的に存在し, Lはリーチ格子と呼ばれる. 他には, ランク 24の負定値偶
ユニモジュラー格子N で v2 = −2となる元 v ∈ N をもつものが同型を除いて 23個存在
し, これらはニーマイヤー格子と呼ばれる.

リーチ格子 Lの直交群は, コンウェイ群 Co0 と呼ばれる. コンウェイ群 Co0 は, 位数
222 · 39 · 54 · 72 · 11 · 13 · 23の有限群である. Co0をその中心で割った群Co1 := Co0/{±idL}

は単純群であり, 散在型有限単純群の一つである.
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2.3 K3曲面のコホモロジー格子
K3曲面のコホモロジー群を用いて定まる格子についてまとめる.

Definition 2.5. 滑らかで射影的な代数曲面X は, ωX ' OX かつ q(X) = 0を満たすと
き, K3曲面と呼ばれる. ここで, q(X) = dimH1(X,OX)はXの不正則数である.

Theorem 2.6 ([K1,定理 4.5]). XをK3曲面とする. Xの2次のコホモロジー群H2(X,Z)

は, 交点数により与えられる双線形形式によって格子になる. 格子H2(X,Z)は, 符号 (3, 19)

の偶ユニモジュラー格子であり

H2(X,Z) ' U3 ⊕ E2
8

が成り立つ.

次の向井格子は, K3曲面の導来圏の研究や K3曲面上の連接層のモジュライ空間の研
究において重要である. [K1, 補題 4.3]にあるように, K3曲面の奇数次のベッチ数は 0で
ある.

Definition 2.7. XをK3曲面とする. Xのコホモロジー群

H∗(X,Z) = H0(X,Z)⊕H2(X,Z)⊕H4(X,Z)

について, 次のようにして格子の構造を定める.

(r1, c1,m1), (r2, c2,m2) ∈ H∗(X,Z)に対して,

((r1, c1,m1), (r2, c2,m2)) := c1c2 − r1m2 − r2m1

とおく. このとき,

H0(X,Z)⊕H4(X,Z) ' U

であり, 定理 2.6によって,

H∗(X,Z) ' U4 ⊕ E2
8

が成り立つ. 特に, H∗(X,Z)は符号 (4, 20)の偶ユニモジュラー格子である. 格子H∗(X,Z)

をXの向井格子, (−,−)を向井ペアリングという.

3 リーチ対とK3曲面
第 3章では, [Mon]において導入されたリーチ対についてまとめる. その後にリーチ対

の言葉で, [Muk]や [GHV]の主結果を述べる.
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3.1 リーチ対
K3曲面の対称性を測る群は, 2.3節で導入した 2種類の格子と関係が深い. コンウェイ

群 Co0やマシュー群M23もリーチ格子 Lと密接に関係している. 群だけを扱うのではな
く, 群がある程度きれいに作用している格子も含めて扱うことにする.

Definition 3.1 ([Mon, Definition 2.5.1]). 群Gと偶格子 Sの組 (G,S)がリーチ対である
とは, 次の条件を満たすことをいう.

(1) G ⊂ O(S)が成り立つ.

(2) Sは負定値である.

(3) Sは (−2)類を含まない.

(4) Sは, 0以外のG不変な元を含まない.

(5) Sは, 判別式群ASに自明に作用する.

(G,S)がリーチ対であるとき, Definition 3.1における条件 (1), (2)から Gは有限群と
なる.

名前の通り, コンウェイ群とリーチ格子はリーチ対の典型的な例を与える.

Example 3.2. (Co0,L)はリーチ対である.

Definition 3.3 ([LZ, Definition 3.7]). (G,S)をリーチ対とする. リーチ対 (G′, S ′)が
(G,S)の部分リーチ対であるとは, G′はGの部分群であって, SG

′
= S ′が成り立つことを

いう. リーチ対 (G,S)の部分リーチ対 (G1, S1), (G2, S2)が共役であるとは, ある g ∈ Gが
存在して, gG1g

−1 = G2と gS1 = S2が成り立つことをいう.

コンウェイ群Co0の部分群は, リーチ対を定める.

Example 3.4. Gをコンウェイ群Co0の部分群とする. このとき, (G,LG)は, (Co0,L)の
部分リーチ対である. ここでは, Definition 2.1で導入した記法を用いている.

リーチ対 (G1, S1), (G2, S2)が同型であるとは, 群の同型 θ : G1
∼−→ G2 と格子の同型

φ : S1
∼−→ S2であって, 任意の g1 ∈ G1と v1 ∈ S1に対して,

φ(g1v1) = θ(g1)φ(v1)

が成り立つことをいう.

Example 3.4におけるリーチ対は, 次のように特徴づけられる.
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Theorem 3.5 ([LZ, Proposition 3.4]). (G,S)をリーチ対とする. このとき, 次は同値で
ある.

(1) (G,S)は, (Co0,L)の部分リーチ対と同型である.

(2) rk(S) + l(S) ≤ 24が成り立つ.

HöhnとMason [HM]は, (Co0,L)の（飽和的な）部分リーチ対の共役類を分類し, それ
らが全部で 290個あることを示した. [HM, Table 1]における no. 227に対応するリーチ
対の共役類の代表元を一つ固定し, (M23,LM23)とかく. リーチ対 (M23,LM23)についても,

Theorem 3.5の類似が成り立つ.

Theorem 3.6 ([HM, Section 1]). (G,S)をリーチ対とする. このとき, 次は同値である.

(1) (G,S)は, (M23,LM23)の部分リーチ対と同型である.

(2) rk(S) + l(S) ≤ 22が成り立つ.

金銅 [K]は, ニーマイヤー格子を用いた [Muk, Theorem 0.3]の別証明を与えた. 次の節
では, Theorem 3.5とTheorem 3.6を認めて, [K]のアイディアに基づいて [Muk, Theorem

0.3]をリーチ対の言葉で述べ直してみる.

3.2 偏極K3曲面とリーチ対
[Muk, Theorem 0.3]では, 実質的に偏極K3曲面のシンプレクティック自己同型群につ

いて調べている. 偏極K3曲面のシンプレクティック自己同型群を次のように定める.

Definition 3.7. (X,H)を偏極K3曲面とする. このとき, (X,H)のシンプレクティック
自己同型群Auts(X,H)を

Auts(X,H) := {f ∈ Aut(X) | f ∗H = H, f ∗ηX = ηX}

と定める. ここで, ηX は X 上の正則シンプレクティック形式を一つ選んだものであり,

H2,0(X) = CηX である.

以下では, 記号を簡単にするために, GX,H := Auts(X,H)とかくこともある.

以下の Proposition 3.12のようにして, 偏極K3曲面からリーチ対を構成することがで
きる. Proposition 3.12を述べる前に, 次の節の記号と統一するために, いくつか記号を導
入しておく.
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Definition 3.8. XをK3曲面とする. このとき,

PX := 〈Re(ηX), Im(ηX)〉R ⊂ H2(X,R)

とおく. [K1, 定理 4.5の直後]より, PX はH2(X,R)の 2次元正定値部分ベクトル空間で
ある. さらに, X上の豊富因子Hに対して,

ΠX,H := PX ⊕ R ·H ⊂ H2(X,R)

とおくと, ΠX,H はH2(X,R)の 3次元正定値部分ベクトル空間である.

[K1, 補題 4.16]よりXのネロン・セべリ群NS(X)内の (−2)類 δに対して, δまたは, −δ

は有効因子である. したがって, X上の豊富因子Hに対して, HはNS(X)内の (−2)類と
直交しない. すなわち, 次が成立する.

Remark 3.9. (X,H)を偏極K3曲面とする. このとき, (−2)類 v ∈ H2(X,Z)であって,

任意のw ∈ ΠX,H に対して 〈v, w〉 = 0となるようなは存在しない.

偏極K3曲面 (X,H)に対して, ΠX,H を用いて, 次のように直交群O(H2(X,Z))の部分
群を定める.

Definition 3.10. 組 (H2(X,Z),ΠX,H)の自己同型群Aut(H2(X,Z),ΠX,H)を

Aut(H2(X,Z),ΠX,H) := {φ ∈ O(H2(X,R)) | φR|ΠX,H
= idΠX,H

}

で定める. ここで, φ ∈ O(H2(X,Z))に対して, φR := φ⊗ idRである.

トレリの定理 [K1, 定理 6.1]によって次が成り立つ.

Proposition 3.11. 引き戻し (−)∗は, 同型写像

(−)∗ : Auts(X,H)
∼−→ Aut(H2(X,Z),ΠX,H)

を定める.

[K, Section 2]のような格子を考えることで, 偏極K3曲面からリーチ対を構成すること
ができる.

Proposition 3.12 ([K, Proposition 2]). (X,H)を偏極K3曲面とする.

このとき, (GX,H , H
2(X,Z)GX,H

)は, (M23,LM23)の部分リーチ対 (G,LG)であって,

rk(LG) ≥ 5

を満たすものと同型である.
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Proof. Proposition 3.11より, GX,H ⊂ O(H2(X,Z)GX,H
)が成り立つ. ΠX,HはH2(X,R)の

3次元の正定値部分ベクトル空間で, GX,HはΠX,Hに自明に作用するのでH2(X,Z)GX,H
は

負定値である. H2(X,Z)GX,H
は, NS(X)におけるHの直交補空間に含まれることに注意す

る. Remark 3.9より, H2(X,Z)GX,H
は (−2)類を含まない. また, H2(X,Z)GX,H

の定義より,

H2(X,Z)GX,H
は 0以外のGX,H不変な元を含まない. [Huy1, Chapter 14, Lemma 2.5]より,

GX,H はH2(X,Z)GX,H
の判別式群に自明に作用する. したがって, (GX,H , H

2(X,Z)GX,H
)

はリーチ対である.

さらに [Huy1, Chapter 14, Proposition 0.2]あるいは [K1, 定理 1.32]より

rk(H2(X,Z)GX,H
) + l(H2(X,Z)GX,H

) = rk(H2(X,Z)GX,H
) + l(H2(X,Z)GX,H )

≤ rk(H2(X,Z)GX,H
) + rk(H2(X,Z)GX,H )

= 22

が成り立つ. Theorem 3.6よりリーチ対 (GX,H , H
2(X,Z)GX,H

)は, (M23,LM23)の部分リー
チ対 (GX,H ,LGX,H

)と同型である. また, rk(H2(X,Z)GX,H ) ≥ 3 より rk(LGX,H ) ≥ 5が成
り立つ.

[Muk, Theorem 0.3]は, リーチ対の言葉で次のように述べ直すことができる.

Theorem 3.13 ([Muk, Theorem 0.3]). (G,S)をリーチ対とする. このとき, 次は同値で
ある.

(1) ある偏極K3曲面 (X,H)が存在して, (G,S)は (GX,H , H
2(X,Z)GX,H

)の部分リーチ
対と同型である.

(2) (G,S)は, (M23,LM23)の部分リーチ対 (G,LG)であって, rk(LG) ≥ 5を満たすもの
と同型である.

3.3 K3シグマ模型の自己同型群
Λを符号 (4, 20)の偶ユニモジュラー格子とし, ΛR := λ⊗ Rとする. Theorem 2.4より,

Λ ' U4 ⊕ E2
8 である. Definition 3.8やDefinition 3.10の類似をΛに対して考える.

Definition 3.14. ΛRの 4次元正定値部分ベクトル空間Πであって, (−2)類 v ∈ Λであっ
て, 任意のw ∈ Πに対して (v, w) = 0となるようなものが存在しないと仮定する. このと

9



き, 組 (Λ,Π)をK3シグマ模型と呼ぶ. K3シグマ模型 (Λ,Π)に対して, (Λ,Π)の自己同型
群を

Aut(Λ,Π) := {φ ∈ O(Λ) | φR|Π = idΠ}

で定義する. ここで, φ ∈ O(Λ)に対して, φR := φ⊗ idRである.

以下では, 記号を簡単にするために, GΛ,Π := Aut(Λ,Π)とかくこともある.

次は, Proposition 3.12のK3シグマ模型に関する類似である.

Proposition 3.15. (GΛ,Π,ΛGΛ,Π
)は, (Co0,L)の部分リーチ対 (G,LG)であって,

rk(LG) ≥ 4

を満たすものと同型である.

Proof. 証明は, Proposition 3.12と同様である.

Aut(Λ,Π)の定義より, Aut(Λ,Π) ⊂ ΛGΛ,Π
が成り立つ. ΠΛ,ΠはΛRの 4次元の正定値部

分ベクトル空間で, GΛ,ΠはΠΛ,Πに自明に作用するのでΛGΛ,Π
は負定値である. Definition

3.14より, ΛGΛ,Π
は (−2)類を含まない. また, ΛGΛ,Π

の定義より, ΛGΛ,Π
は 0以外のGΛ,Π不

変な元を含まない. したがって, (GΛ,Π,ΛGΛ,Π
)はリーチ対である.

さらに [Huy1, Chapter 14, Proposition 0.2]あるいは [K1, 定理 1.32]より

rk(ΛGΛ,Π
) + l(ΛGΛ,Π

) = rk(ΛGΛ,Π
) + l(ΛGΛ,Π)

≤ rk(ΛGΛ,Π
) + rk(ΛGΛ,Π)

= 24

が成り立つ. Theorem 3.5よりリーチ対 (GΛ,Π,ΛGΛ,Π
)は, (Co0,L)の部分リーチ対 (GΛ,Π,LGΛ,Π

)

と同型である. また, rk(ΛGΛ,Π) ≥ 4 より rk(LGΛ,Π) ≥ 4が成り立つ.

Gaberdiel, Hohenegger, Volpato [GHV]は, 向井の定理の類似として次を証明した. こ
こでは, [Huy, Proposition 2.2]をリーチ対を用いて述べ直した主張を述べる.

Theorem 3.16 ([GHV]). (G,S)をリーチ対とする. このとき, 次は同値である.

(1) あるK3シグマ模型 (Λ,Π)が存在して, (G,S)は (GΛ,Π,ΛGΛ,Π
) の部分リーチ対と同

型である.

(2) (G,S)は, (Co0,L)の部分リーチ対 (G,LG)であって, rk(LG) ≥ 4 を満たすものと同
型である.
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4 K3曲面の導来圏と安定性条件
K3曲面の導来圏, その自己同値群, 安定性条件について簡単に説明し, [Huy]に従って,

K3曲面の導来圏の自己同値群とK3シグマ模型の自己同型群の関係について述べる. 最
後に, [Huy, Theorem 0.1]の主張を述べる .

4.1 K3曲面の導来圏とその自己同値
XをK3曲面とする. X上の連接層の有界導来圏

Db(X) := Db(Coh(X))

を考える. 簡単のため, Db(X)を X の導来圏と呼ぶ. X の導来圏 Db(X)の自己同値群
をAut(Db(X))と書く. Xの自己同型群Aut(X)が格子H2(X,Z)に作用していた. 一方,

[Huy1, Chapter 16, Section 3]より, 自己同値群Aut(Db(X))はXの向井格子H∗(X,Z)に
作用する. この作用を

(−)H : Aut(Db(X))→ O(H∗(X,Z)), Φ 7→ ΦH

と書く.

向井格子H∗(X,Z)の部分格子H∗
alg(X,Z)を

H∗
alg(X,Z) := H0(X,Z)⊕ NS(X)⊕H4(X,Z)

で定義する. 格子H∗
alg(X,Z)をXの代数的向井格子と呼ぶ. Xの代数的向井格子H∗

alg(X,Z)

は, 符号 (2, ρ(X))の偶格子である. ここで, ρ(X)はXのピカール数である.

[Huy1, Chapter 16, Proposition 3.2]より, 自己同値 Φ ∈ Aut(Db(X))に対して, ΦH は
ΦH : H∗

alg(X,Z)
∼−→ H∗

alg(X,Z)を誘導する.

4.2 安定性条件
X をK3曲面とする. Bridgelandにより導入されたDb(X)上の安定性条件のなす空間

Stab(Db(X))を考える. 正確な定義や性質は, [Bri07]や [Bri08]を参照して欲しい.

Stab(Db(X))の元は, Db(X)上の安定性条件と呼ばれる群準同型Z : H∗
alg(X,Z)→ Cと

Db(X)上の有界 t-構造の核Aで適切な条件を満たすものの組 σ = (Z,A)である. 自己同
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値Φ ∈ Aut(Db(X))と安定性条件 σ = (Z,A) ∈ Stab(Db(X))に対して,

Φσ := (Z ◦ (ΦH)−1,Φ(A))

と定めることで, 自己同値群Aut(Db(X))は, Stab(Db(X))に作用する.

B,ω ∈ NS(X)⊗ Rで ωが豊富であるものを考える. コホモロジー類

eB+iω =

(
1, B + iω,

1

2
(B2 − ω2) + iBω

)
∈ H∗

alg(X,Z)⊗ C

を考える. v ∈ H∗
alg(X,Z)に対して,

ZB,ω(v) := (eB+iω, v) ∈ C

と定めることで, 群準同型ZB,ω : H∗
alg(X,Z)→ Cを定める. eB+iωがH∗

alg(X,Z)内の (−2)

類と直交しないと仮定する. Bridgelandは [Bri08, Section 6]において, Db(X)上の安定性
条件 σB,ω = (ZB,ω,AB,ω)をDb(X)上の有界 t-構造の核AB,ωを具体的に与えることで構
成した. B+ iωから定まる安定性条件 σB,ωは, 一つの連結成分 Stab∗(X)に含まれている.

代数的向井格子H∗
alg(X,Z)上で向井ペアリング (−,−)は非退化なので, 安定性条件 σ =

(Z,A) ∈ Stab∗(X)に対して,

Z(−) = (Ω,−)

となるような Ω ∈ H∗
alg(X,Z) ⊗ Cが一意的に存在する. このとき, π(σ) := Ωとおく.

[Bri08, Theorem 1.1]より, 次が成立する.

Proposition 4.1. σ ∈ Stab∗(X)を安定性条件とする. 任意の (−2)類 δ ∈ H∗
alg(X,Z)に

対して,

(π(σ), δ) 6= 0

が成り立つ.

4.3 K3曲面の導来圏の自己同値群
XをK3曲面とする. Definition 3.7の類似として, 次の群を考える.

Definition 4.2 ([Huy, Definition 1.3]). 安定性条件 σ ∈ Stab∗(X)に対して,

Auts(D
b(X), σ) := {Φ ∈ Aut(Db(X)) | Φσ = σ,ΦHηX = ηX}

と定める.

以下では, 記号を簡単にするために, GX,σ := Auts(D
b(X), σ)とかくこともある.
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Definition 3.8の類似として, 次を考える.

Definition 4.3. 安定性条件 σ ∈ Stab∗(X)に対して,

Pσ := 〈Re(π(σ)), Im(π(σ))〉R ⊂ H∗
alg(X,Z)⊗ R

と定める.

Proposition 4.1と [Huy, Proposition 1.4]を合わせて次を得る.

Proposition 4.4 ([Huy, Proposition 1.4]). XをK3曲面, σ ∈ Stab∗(X)を安定性条件と
する. このとき,

ΠX,σ := PX ⊕ Pσ ⊂ H∗(X,R)

とおくと, (H∗(X,Z),ΠX,σ)はK3シグマ模型である. さらに,

(−)H : Auts(D
b(X), σ)

∼−→ Aut(H∗(X,Z),ΠX,σ)

は同型写像である.

Huybrechts [Huy]は, Theorem 3.16をK3曲面の導来圏の言葉で次のように言い換えた.

Theorem 4.5 ([Huy, Theorem 0.1]). (G,S)をリーチ対とする. このとき, 次は同値で
ある.

(1) あるK3曲面Xと安定性条件 σ ∈ Stab∗(X)の組 (X, σ)が存在して, (G,S)はリーチ
対 (GX,σ, H

∗(X,Z)GX,σ
) の部分リーチ対と同型である.

(2) (G,S)は, (Co0,L)の部分リーチ対 (G,LG)であって, rk(LG) ≥ 4を満たすものと同
型である.
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Slope inequality of fibered surfaces and moduli of

curves

立教大学理学部数学科　榎園　誠

概要
本稿は「第 68回代数学シンポジウム」での発表と論文 [Eno]の内容に基づき，ファ

イバー曲面のスロープ不等式，ファイバー芽に関するモース化予想，曲線のモジュラ
イ空間の関係についてまとめる．

1 一般型曲面の地誌学とファイバー曲面
本稿では，簡単のため代数多様体は複素数体 C上で考える．Sを非特異射影的な極小

一般型曲面とする．このとき，標準束の自己交点数K2
Sと構造層のオイラー数χ(OS)は正

の整数であり，次の不等式を満たす．
� （Noether不等式 [Noe]）K2

S ≥ 2χ(OS)− 6.

�（Castelnuovo不等式 [Cas]）標準写像φKS
が像へ双有理のとき，K2

S ≥ 3χ(OS)−10.

� （宮岡–Yau不等式 [Miy], [Yau]）K2
S ≤ 9χ(OS).

上の 2つの不等式は，それぞれ種数 2, 3のファイバー曲面と関連している．ここで，
種数 gのファイバー曲面 f : S → B とは，非特異射影曲面 S から非特異射影曲線 B へ
の全射正則写像であり，一般ファイバーが種数 gの連結な曲線であるものをいう．実際，
Noether直線付近の曲面は，種数 2のファイバー曲面の構造を自然に持つことが知られて
いる（[Hor1]）．また Castelnuovo直線付近の標準写像が像へ双有理な曲面は，種数 3の
非超楕円的なファイバー曲面の構造を自然に持つことが知られている（[AsKo], [Kon1]）．
このように，「2つの不変量の比K2

S/χ(OS)が比較的小さい曲面 Sは，自然な有理関数に
よるファイバー曲面の構造を持ち，曲線論との類似がある」という現象が観察される．
種数 2以上のファイバー曲面 f : S → B に対しては，不変量 K2

S, χ(OS)の代わりに
その相対版である相対標準束 ωf = OS(Kf )の自己交点数 K2

f と Hodge束 f∗ωf の次数
χf := deg f∗ωf を用いることが多い．このとき χf ≥ 0であり，等号が成立するときは
f が局所自明（全てのファイバーが非特異かつ同型）なときに限ることが知られている．
χf > 0のとき，二つの不変量の比

λf :=
K2
f

χf



を f のスロープという．K2
f や χf はいくらでも大きな値を取りうるが，そのスロープは

有界であり次の不等式がよく知られている（上限についてはNoether公式などから直ちに
従う）．

定理 1.1 ([Xia], [CoHa]) 相対極小な種数 gのファイバー曲面 f : S → Bに対し，
4(g − 1)

g
≤ λf ≤ 12.

一般にこのようなスロープの下限を与える不等式を，ファイバー曲面のスロープ不等式と
いう．種数 2の場合は，上のスロープ不等式はK2

f ≥ 2χf となり，B = P1のときこれは
Noetherの不等式K2

S ≥ 2χ(OS) − 6と一致する．さらに，スロープ不等式よりももっと
精密な次の等式が知られている．

定理 1.2 ([Hor2]) 相対極小な種数 2のファイバー曲面 f : S → Bに対し，等式

K2
f − 2χf =

∑
p∈B

Ind(f−1(p))

が成立する．ここで，Ind(f−1(p))は種数 2のファイバー芽 f−1(p)に対し非負の整数を取
る不変量である．

この定理は，種数 2のファイバー曲面に対してはスロープの下限からの差が退化ファイ
バーの退化具合を測る量によって計算できることを主張している．このようなタイプの等
式をスロープ等式といい，スロープの下限からのずれを測る不変量 Ind(f−1(p))はファイ
バー芽 f−1(p)の堀川指数と呼ばれている．さらに [Hor2]では，種数 2のファイバー芽を
(0), (Ik), (IIk), (IIIk), (IVk), (V)の 6タイプに分類し，各タイプに対し堀川指数の値を次の
ように求めた．

Ind(0) = 0, Ind(Ik) = Ind(IIIk) = 2k − 1, Ind(IIk) = Ind(IVk) = 2k, Ind(V) = 1.

また [Hor3]では，任意の種数 2のファイバー芽は高々1つのノードを持つ安定ファイバー
のいくつかに分裂変形できることが示された．さらにこの分裂変形により現れるファイ
バーのうち，分離型のノードを一つ持つ安定ファイバー（=楕円曲線 2つが一点で横断的
に交わっているもの=“一般”な (I1)型ファイバー）の数は堀川指数に一致することが示さ
れた．特に堀川指数（の和）はファイバー芽の分裂変形により保たれることがわかる．
種数 3のファイバー曲面 f : S → Bは定理 1.1よりK2

f ≥ 8
3
χf を満たす．しかし一般

ファイバーが非超楕円曲線のときは，さらに強い不等式K2
f ≥ 3χf を満たすことが知られ

ている．これはB = P1のとき，Castelnuovo不等式K2
S ≥ 3χ(OS) − 10と一致する．種

数 2の場合と同様に，種数 3の非超楕円的なファイバー曲面に対し次のスロープ等式が知
られている．



定理 1.3 ([Rei2]) 相対極小な種数 3の非超楕円的ファイバー曲面 f : S → Bに対し，等式

K2
f − 3χf =

∑
p∈B

IndH(f
−1(p))

が成立する．ここで，IndH(f
−1(p))は種数 3の非超楕円的ファイバー芽 f−1(p)に対し非

負の整数を取る不変量である．

種数 3のファイバー芽の位相的分類は [AsIs]によりなされており，膨大なリストよりな
る．一方で [Hor2]による種数 2のファイバー芽の 6タイプへの分類のような “代数幾何的”

分類は知られていない（堀川氏がこの分類を進めていたらしいが，その全貌は明らかに
なっていない）．一方Reid氏は，分裂変形により堀川指数 IndH(f

−1(p))は次のように計
算されることを予想した．

予想 1.4 ([Rei2]) 種数 3の非超楕円的ファイバー芽 f : S → (p ∈ B)は分裂変形により
次の 4つの型のファイバーいくつかに分裂変形できる．
(0) ノードを高々1つ持つ既約非超楕円的安定ファイバー F0. このとき IndH(F0) = 0.

(1) 非特異超楕円的ファイバー F1で IndH(F1) = 1を満たすもの．
(2) 分離型ノードを 1つ持つ非超楕円的安定ファイバー F2. このとき IndH(F2) = 2.

(3) 非特異 2重ファイバー F3で IndH(F3) = 3を満たすもの．
また，この分裂変形に現れる (1), (2), (3)のファイバー芽の本数をそれぞれ a1, a2, a3と
すると，堀川指数は IndH(f

−1(p)) = a1 + 2a2 + 3a3と表せる．

この予想は次の 2つの問題に分解できる．1つはファイバー芽の代数的モース化の問題
である．これはファイバー芽を超楕円的という代数幾何的特殊性を考慮しつつノードを
高々1つもつ安定ファイバーと非特異重複ファイバーのいくつかに分裂変形可能かという
問題である．もう 1つは，堀川指数（の和）が分裂変形により不変であるかという問題で
ある．本稿ではこれらの問題を曲線のモジュライ理論を用いて考察する．本稿の主結果の
系として，Reid予想 1.4は肯定的に解決される（例 6.2 (2)）．

2 曲線のモジュライ
Mgを種数 g ≥ 2の非特異射影曲線のモジュライスタックとし，Mgを種数 gの安定曲

線のモジュライスタック（Deligne–Mumfordコンパクト化）とする．これらはスムーズ
なDeligne–Mumfordスタックであり，その粗モジュライ空間Mg, M gはそれぞれ擬射影
的，射影的スキームである．境界Mg \Mgは余次元 1であり，Mg上単純正規交叉であ
る．これは xg/2y + 1個の既約成分 δ0, δ1, . . . , δxg/2yを持つ．ここで δ0はノードを一つ持
つ既約曲線を一般にパラメトライズし，i > 0のとき δiは横断的に一点で交わる種数 iと
種数 g − iの非特異曲線の和を一般にパラメトライズしている．これらをMg上の因子ま
たは直線束とみなし，δ :=

∑xg/2y
i=0 δiとおく．他に重要なMg上の直線束として，第 1森



田–Mumford類 κとHodge束 λがある．これは，π : Ug →Mgを普遍族，ωπをその相
対双対層として，

κ := π∗c1(ωπ)
2, λ := det π∗ωπ

と定義される．これらはそれぞれ種数 gの半安定なファイバー曲面 f : S → BのK2
f とχf

に対応している．実際，fの相対標準モデル f : S → Bはモジュライ写像 ρf : B →Mgと
対応し，このとき

K2
f = deg ρ∗fκ, χf = deg ρ∗fλ

が成立する．Mg の有理係数ピカール群 Pic(Mg)Qに関し次のことが知られている（cf.

[Mor2]）．

� Pic(Mg)Qは Hodge束 λと境界因子 δ0, . . . , δxg/2yで生成される．g ≥ 3のときこれ
らは基底をなし，g = 2のとき 1つの関係式 10λ− δ0 − 2δ1 = 0を持つ．

� （Noether公式）12λ = κ+ δ.

簡単のため g ≥ 3と仮定する．Mg上の有効Q-因子Dを考える．このMgでの閉包も
同じ記号Dで表す．このとき上の事実より，Pic(Mg)Qの中で

D = aλ− b0δ0 − · · · − b⌊g/2⌋δ⌊g/2⌋

と表せる．ここで，a, biは正の有理数になることが知られている．このとき b := mini{bi}
とおき，sD := a/bをDのスロープという．この概念は，元々Mgの大域的な構造を調べ
るために導入された．実際，スロープが 13/2より小さな因子Dを用いてM gの標準因子
を記述することにより，g ≥ 24のときにM g は一般型であることが示された（[HaMu],

[EiHa]）．λはネフかつ巨大なので，スロープが大きい有効因子は大量に存在する．一方
スロープが小さい因子は発見が困難であり，なんらかの重要な幾何学的性質を持つ曲線を
パラメトライズしている因子として構成されることが多い．
種数 gのファイバー曲面 f : S → Bは一般ファイバーのモジュライ点がDに属さない

とき，D一般であるという．有効因子DのスロープとD一般な半安定ファイバー曲面の
スロープは次のように関係している．
補題 2.1 f : S → Bを種数 gのD一般な半安定ファイバー曲面とする．このとき，λf ≥
12− sDが成り立つ．

証明 f の相対標準モデルのモジュライ写像 ρf : B →Mgを考える．このとき，
K2
f − (12− sD)χf = deg ρ∗f (κ− (12− sD)λ)

= deg ρ∗f (sDλ− δ)

= deg ρ∗f

1

b
(D +

⌊g/2⌋∑
i=0

(bi − b)δi)


≥ 0.



ここで最後の不等式は，モジュライ写像の像 ρf (B)がDや境界因子 δiに含まれないこと
から従う． 2

本稿の主結果は，このスロープ不等式を半安定でないファイバー曲面の場合に拡張する試
みである．そのためには，曲線のモジュライとしてファイバー曲面（の相対標準モデル）
のファイバーを全て含むようなものを考えたい．例えばn ≥ 4を任意に固定し，M′

g(resp.

M′′
g) を被約（resp. スムージング可能）かつ局所完全交叉であり n標準線形系は埋め込

みを与える種数 g曲線のモジュライスタックとする．これらは有限型の整Artinスタック
であり，開部分スタックとしての包含関係

Mg ⊆Mg ⊆M′
g ⊆M′′

g

が成り立つ．また，M′′
gはファイバー曲面の相対標準モデルのファイバーとして現れる

種数 g曲線を全て含む．よって，M′′
gに対して補題 2.1のような議論を展開できれば良

い．そのためには，M′′
gの境界の余次元 1の既約成分を調べる必要がある．M′

gに対し
ては，次の定理を示すことができた．

定理 2.2 M′
g \Mgは余次元 2以上である．

変形理論によりM′
gは非特異であることが示されており，λや κは同様にカルティエ

因子として定義できる．これらにより，相対標準モデルが被約ファイバーのみを持つD

一般な種数 gのファイバー曲面に対し補題 2.1の主張が成り立つことを示すことができる
（後に述べる主定理ではもっと一般化された形で述べる）．一方，M′′

gの方は境界因子と
して何が現れうるのかについて現時点で分かっていない．これに関する予想（モジュライ
予想）を次章で述べる．
補題 2.1によると，“一般”ファイバー曲面のより強いスロープ不等式を与えるには，D

としてスロープ sDがより小さいものを取ればよい．sDにかんしては次が予想されている．

予想 2.3 (Farkas–Morrison予想 [CFM]) sD > 6.

実際，sD ≤ 6となる有効因子Dはまだ見つかっていない．一方後に例 4.3で述べるよ
うに，DとしてBrill–Noether因子を考えると，これは g →∞のとき sD → 6となる因子
の系列である．

3 モース化予想
以下では，ファイバー曲面のファイバー芽を f : S → (p ∈ B)または f−1(p)と表す．相

対極小な種数 gのファイバー芽 f : S → (p ∈ B)の分裂変形族とは，1-パラメーター族

S f−→ (p ∈ B) h−→ (0 ∈ T )



であって，f : S → B は非特異曲面 B 上の射影曲線の平坦族，h : B → T は非特異曲
線 T へのスムーズ射であり h(p) = 0を満たし，中心ファイバー f0 : S0 → (p ∈ B0)は
f : S → (p ∈ B)とファイバー芽として同型であるものと定義される．複素解析的な設定
では，T は開円盤∆，p = (0, 0) ∈ B = ∆×∆，h = pr2 : ∆×∆→ ∆としてよい．さら
に ft : St → Bt（t 6= 0は十分小）が 2つ以上の特異ファイバーを持つとき，真の分裂変形
族という．ファイバー芽 f−1(p)は真の分裂変形族を持たないとき，原子的であるという．
原子的ファイバー芽に対してはXiao–Reidによる次の予想がある．

予想 3.1 (モース化予想 [Rei2]) 原子的な特異ファイバー芽 f−1(p)はノードを 1つ持つ
安定ファイバーかまたは非特異重複ファイバーに限る．

ノードを 1つ持つ安定ファイバーと非特異重複ファイバーは原子的であることが知られて
いる（[Tak1]）．よって問題は，任意の特異ファイバー芽は有限回の分裂変形を施すこと
によりこれらのファイバーへ分裂させることができるかどうかである．この予想は [Tak2]

により種数 g ≤ 5の場合は（複素解析的な設定で）正しいことが示されているが，一般に
は未解決である．ファイバー芽 f−1(p)がモース化予想を満たすとは，有限回の分裂変形
によりノードを高々1つ持つ安定ファイバーと非特異重複ファイバーへ分裂変形できると
きにいう．定理 2.2の系として，次を示すことができる．

命題 3.2 f : S → (p ∈ B)をファイバー芽とし，その相対標準モデル f : S → (p ∈ B)の
中心ファイバーは被約とする．このとき f−1(p)はモース化予想を満たす．

実際，M′
g は非特異でありその境界の因子成分はノードを 1つ持つ安定曲線を一般にパ

ラメトライズしているので，f−1
(p)のモジュライ点を含む非特異曲面をM′

g（のスムー
ズ被覆）から “切り出す”ことによりモース化を与える分裂変形族を構成することができ
る．このようにモース化の話と曲線のモジュライの話を関連させると，原子的ファイバー
は曲線のモジュライスタックの境界の因子成分の一般元と対応しているように思える．こ
の考察より，モース化予想の変種として次の予想を提示したい．

予想 3.3 (モジュライ予想) 種数 g曲線のモジュライスタックM⋆
gで次の条件を満たすも

のが存在する．
(1)M⋆

gはファイバー曲面の相対標準モデルのファイバーに現れる任意の種数 g曲線をモ
ジュライ点として含む．
(2)M⋆

g \Mgの余次元 1の既約成分は，ノードを 1つ持つ安定曲線を一般にパラメトライ
ズしているもの（つまり δiの閉包）とファイバー曲面のファイバーとして現れうる非特
異重複曲線を一般にパラメトライズしているものからなる．

例えばM′′
gは条件 (1)を満たし，予想を満たすモジュライの一つの候補である．モジュ

ライ予想はモース化予想と同値であるかは今のところ分からない．片方からもう片方が従
うということも今のところ分かっていない．すぐに分かることとしては，条件 (1)を満た
す曲線のモジュライスタックの境界因子は，原子的ファイバーである曲線を一般にパラメ



トライズするか，ファイバー曲面の相対標準モデルのファイバーとして現れない曲線を一
般にパラメトライズしているかのどちらかである．種数 gのファイバー曲面の相対標準モ
デルのファイバーとして現れる曲線全体がArtinスタックをなすかは分かっていない（ア
プリオリにはM′′

gの構成可能的な部分集合をなす）．また非特異重複曲線のなすローカ
スが余次元 1なことも分かっていない．

4 スロープ（不）等式
本稿の主結果は次の定理である．

定理 4.1 (一般ファイバー曲面のスロープ等式) g ≥ 2とし，D をMg 上の有効因子で
sD ≥ 4を満たすものとする．f : S → Bを相対極小な種数 gのD一般なファイバー曲面
とする．次のどちらかを仮定する．
(i) f の全てのファイバーはモース化予想を満たす．
(ii) 種数 gに対しモジュライ予想が成り立つ．
このとき等式

K2
f − (12− sD)χf =

∑
p∈B

IndD(f
−1(p))

が成立する．ここで，IndD(f
−1(p))はファイバー芽 f−1(p)に対し非負の有理数を取る不

変量である（以下これをDに付随する堀川指数と呼ぶ）．

(i)は例えば g ≤ 5または f の相対標準モデルが被約ファイバーのみを持つときに成立す
る（命題 3.2）．この定理は g = 2かつD = δ1のときも sδ1 = 10として成立する．この場
合は定理 1.2の別証明を与える．また g = 3かつD = Hが超楕円曲線のなすローカスの
ときは sH = 9であり，定理 1.3の別証明を与える．
D一般なファイバー曲面のスロープ不等式を得るためにDのスロープを計算しなけれ

ばならないのは，少々トートロジカルに感じられるかもしれない．しかしDの有理係数
ピカール群の中での表示を求めるには，具体的な有限個のD一般な半安定ファイバー曲
面に対してその不変量やモジュライ写像などを計算すれば十分である．よって定理 4.1は
「代数的なモジュライスタックの存在により，ファイブレーションの数値的な性質は有限
個の具体的な半安定ファイブレーションにより決定することができる」という原理を示唆
しているといえる．
定理 4.1の証明の主要部分は，Dに付随する堀川指数

IndD(−) : {種数 gのD一般なファイバー芽 } → Q

を構成し，ファイバー芽 f−1(p)がモース化予想を満たすかまたはモジュライ予想が正し
いときに IndD(f

−1(p))が非負であることを示すことである．堀川指数の構成は次のよう
になされる．モジュライスタックM′′

g（またはモジュライ予想が正しいM⋆
g）を考える．

κ− (12− sD)λはM′′
g上のQ-カルティエ因子として定義されている（正確には，κはカ



ルティエ因子とは限らないが，ファイバー曲面に対しては κと同じ役割をするカルティ
エ因子 λ(2) − λに置き換えてよい）．これを有理係数ピカール群の中でDと境界因子の
和で表示することができ，それをHDと表す（M′′

gの境界因子には δi以外も現れうるた
め，HDはいま有効因子かどうか分からないことに注意しておく）．D一般なファイバー
芽 f : S → (p ∈ B)に対し，その相対標準モデルのモジュライ写像 ρf : (p ∈ B)→M′′

gを
用いて，

IndD(f
−1(p)) := degp ρ

∗
fHD

と定義する．この段階では IndD(f
−1(p))の非負性は分からないが，次に述べるように堀

川指数は分裂変形で保たれることが分かる．

補題 4.2 S f−→ (p ∈ B) h−→ (0 ∈ T ) をD一般なファイバー芽 f−1(p)の分裂変形族とする．
このとき，

IndD(f
−1(p)) =

∑
q∈Bt

IndD(f
−1
t (q))

が十分小さい t ∈ T に対し成立する．

よって f−1(p)はモース化予想を満たすとき，堀川指数 IndD(f
−1(p))の非負性はノードを

高々1つ持つ安定ファイバーと非特異重複ファイバーの堀川指数 IndD(f
−1
t (q))の非負性に

帰着される．安定ファイバーの堀川指数の非負性は，因子HDがMg 上では有効である
ことから従う．問題は非特異重複ファイバーの場合であるが，こちらは次の章でみるよう
に堀川指数が半安定還元でどう変化するかを記述することにより非負性を示すことがで
きる．

例 4.3 ここではMg上の重要な有効因子をいくつか紹介する．
(1) Brill–Noether因子（BN）：g + 1は素数でないとし，ある整数 r ≥ 1, s ≥ 3を用い
て g + 1 = (r + 1)(s− 1)と分解すると仮定する．d := rs− 1とおく．

BN r
g,d := {[C] ∈Mg| Cは grdを持つ }

とおく．これは余次元1であり，その閉包はPic(Mg)Qの中で次のような表示を持つ（[EiHa,

Theorem 1]）．

BN r
g,d = c

(g + 3)λ− g + 1

6
δ0 −

⌊g/2⌋∑
i=1

i(g − i)δi

 ,

ここで cは g, d, rにのみ依存するある正の有理数である．特に sBNr
g,d

= 6 +
12

g + 1
であり，

定理 4.1の不等式は
K2
f ≥

6(g − 1)

g + 1
χf

となる．D = BN1
g,dのとき，これは [Kon3]により示されたスロープ不等式を復元する．



(2) Gieseker–Petri因子（GP）：gは素数でないとし，ある整数 r ≥ 1, s ≥ 3を用いて
g = (r + 1)(s− 1)と分解すると仮定する．d := rsとおく．

GP r
g,d := {[C] ∈Mg| Cは Petri条件を満たさない grdを持つ }

とおく．ここで，曲線C上の線束LがPetri条件を満たすとは，自然な掛け算写像µ0 : H
0(L)⊗

H0(ωC⊗L−1)→ H0(ωC)が単射であることとする．GP r
g,dのMgの中での閉包も同じ記号

で表す．多くの g, r, dで，GP r
g,dは自然にMgの有効因子になることが知られている（cf.

[Far1]）．gが偶数で r = 1のとき，s = d = g/2 + 1であり，このとき Pic(Mg)Qの中で

GP 1
g,d = c

eλ− f0δ0 − ⌊g/2⌋∑
i=1

fiδi


が成立する（[EiHa, Theorem 2]）．ここで，

c = 2
(2d− 4)!

d!(d− 2)!
, e = 6d2 + d− 6, f0 = d(d− 1), f1 = (2d− 3)(3d− 2),

であり，残りの fiも知られており f0より大きい．特に sGP 1
g,d

= 6 +
2(7g + 2)

g(g + 2)
となり，定

理 4.1の不等式は
K2
f ≥

2(3g + 2)(g − 1)

g(g + 2)
χf

となる．(1)と合わせて，種数 gの “一般”ファイバー曲面のスロープは g → ∞のとき 6

に下から収束する値で下から評価できるというフォークロアは（モース化予想の仮定の下
で）正しいことが分かった（スロープの真の下限がこのような値になることまで主張する
には，少なくとも Farkas–Morrison予想を解決する必要があるだろう）．
(3)K3因子（K）：Fgを種数gの偏極K3曲面 (S,H)のモジュライスタックとし，Fg上のPg-
束Pgを，Pg := {((S,H), C)| (S,H) ∈ FgかつC ∈ |H|}とおく．自然な射影Pg 99KMg,

((S,H), C) 7→ [C]が支配的であることは 1 ≤ g ≤ 11かつ g 6= 10と必要十分であること
が知られている（[Muk, Theorems 0.7, 6.1], [MoMu, Corollary 2]）．また g = 10のとき，
P10 99KM10の像は余次元1になり，この像のM10での閉包をKと表す．KはPic(M10)Q
の中で次のように表せる（[FaPo, Theorem 1.6], [Far2, Theorem 2.18]）．

K = 7λ− δ0 − 5δ1 − 9δ2 − 12δ3 − 14δ4 − 15δ5.

特に sK = 7となり，定理 4.1の不等式は

K2
f ≥ 5χf

となる．この不等式は (2)で g = 10としたときのGP 1
10,6一般なファイバー曲面の満たす

スロープ不等式よりも強い．



g 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

sg 10 9 17
2

8 47
6

15
2

22
3

36
5

7 7

D with sg = sD δ1 BN GP BN GP BN BN BN K BN

全ての有効因子D ⊆ Mgにわたるスロープ sDの下限を sgとおく．このとき種数 gが
小さい場合は実際に sgの値が求められており，g ≤ 11までをまとめると表のようになる
（[HaMo], [Tan2], [FaPo]）．
ここで sgが整数である g = 2, 3, 5, 10, 11の場合は一般型曲面論的には興味深い．実際，

g = 2, 3の場合はすでにみたように，一般型曲面にかんするNoether不等式やCastelnuovo

不等式と関連があった．g = 5の場合は，スロープ不等式K2
f ≥ 4χf はB = P1のとき不

等式K2
S ≥ 4χ(OS) − 16に書き換えられるが，この不等式は次に述べるReidの 2次包予

想で予想されている不等式と（不正則数 0のとき）一致する．
予想 4.4 (Reidの 2次包予想 [Rei1, p.541]) Sを極小な一般型曲面とし，その標準写像
は像X ⊆ Ppg(S)−1と双有理と仮定する．もしXを含む全ての 2次超曲面の共通部分（X
の 2次包）がXと一致するならば，不等式K2

S ≥ 4pg(S)− 12が成立する．
この予想は非超楕円曲線の 2次包にかんする古典的な Enriques–Babbage–Petriの定理
の 2次元版とみなせるが，現在でも未解決である．Reid直線K2

S = 4pg(S)− 12上にある
Reidの 2次包予想の仮定を満たす偶曲面 Sは 5タイプに分類され，その主要なクラスの
一つは種数 5のテトラゴナルファイバー曲面 f : S → P1の構造を持ちK2

f = 4χf を満たす
ことが知られている（[Kon2]）．
種数g = 10（resp. g = 11）の場合は，“一般”ファイバー曲面のスロープ不等式K2

f ≥ 5χf
はB = P1のときK2

S ≥ 5χ(OS) − 27（resp. K2
S ≥ 5χ(OS) − 30）と書き換えられる．こ

れらの不等式が一般型曲面 Sのどのような幾何学的性質でもって特徴付けられるかは今
後の問題である．
この章では “一般”ファイバー曲面のスロープ（不）等式をMg上の有効因子Dを用い

て議論してきたが，XiaoとCornalba–Harrisによるスロープ不等式（定理 1.1）もMg上
のある因子Dの “正値性”の結果とみなすことができる．実際，[Mor1]により因子

D = (8g + 4)λ− gδ0 −
xg/2y∑
i=1

4i(g − i)δi

の弱半正値性が示され，種数 gの半安定ファイバー曲面に対し定理 1.1より精密なスロー
プ不等式が示された．この弱半正値性と定理 2.2を合わせると，[Mor1]のスロープ不等式
を次のように一般化できる．
系 4.5 f : S → Bを種数 gの相対極小なファイバー曲面とし，その相対標準モデルに現
れるファイバーは全て被約であると仮定する．このとき，不等式

K2
f ≥

4(g − 1)

g
χf +

xg/2y∑
i=1

4i(g − i)− g
g

∑
p∈B

δi(f
−1(p))



が成立する．ここで，δi(f−1(p))は f−1(p)を分裂変形してモース化したときに現れる i型
ノードを 1つ持つ安定ファイバーの本数である．

5 半安定還元との関係
f : S → (p ∈ B)を種数 g ≥ 2のファイバー芽とする．このとき [Tan1]により，Chern

不変量と呼ばれる f−1(p)のQ値不変量 c21(f
−1(p)), c2(f

−1(p)), χf−1(p)が定義されている．
これらは次の性質を満たす．

� （正値性）c21(f−1(p)), c2(f
−1(p)), χf−1(p) ≥ 0.　

また，どれか 1つが 0 ⇔ 全てが 0 ⇔ f−1(p)は半安定ファイバー

� （Noether公式）12χf−1(p) = c21(f
−1(p)) + c2(f

−1(p))

� （局所大域公式）f : S → Bを相対極小な種数 gのファイバー曲面，f ′ : S ′ → B′を
次数N の有限射B′ → Bにより得られる f の半安定還元とすると，次が成立する．

K2
f −

1

N
K2
f ′ =

∑
p∈B

c21(f
−1(p)),

χf −
1

N
χf ′ =

∑
p∈B

χf−1(p),

ef −
1

N
ef ′ =

∑
p∈B

c2(f
−1(p)).

� （宮岡–Yau型不等式）c21(f−1(p)) ≤ 8χf−1(p)が成立し，
等号成立 ⇔ f−1(p)は高々ノードを持つ被約曲線またはその多重ファイバー

一方，[Ash]により局所符号不足数と呼ばれる Q値不変量 Lsd(f−1(p))がファイバー芽
f−1(p)の位相的モノドロミーの数値的情報を用いて定義された．この不変量にかんして
も局所大域公式

Sign(S)− 1

N
Sign(S ′) =

∑
p∈B

Lsd(f−1(p))

を満たす．ここで Sign(S)は 2次コホモロジー群H2(S,Q)上の交点形式にかんする符号
数である．Hirzebruchの符号数定理より Sign(S) = K2

f − 8χf が成り立つので，部分的な
半安定還元と局所大域公式を用いて

Lsd(f−1(p)) = c21(f
−1(p))− 8χf−1(p) =

1

3
(c21(f

−1(p))− 2c2(f
−1(p)))

がわかる．よって宮岡–Yau型不等式より，Lsd(f−1(p))は非正である（これは位相的モノド
ロミーの数値的情報を用いた定義からは非自明のように思われる）．また c2(f

−1(p))は定義



から位相的モノドロミーの数値的情報を用いて記述できるので，上の等式から c21(f
−1(p))

と χf−1(p)も同様に位相的モノドロミーの数値的情報を用いて記述できる．特にこれら 4

つの局所不変量は（堀川指数とは違い）ファイバー芽 f−1(p)の位相同値類によって完全
に決定され，f−1(p)の代数的構造には依らない．堀川指数とこれらの不変量の関係にか
んしては次が成立する．

命題 5.1 DをMg上の有効因子とし，f : S → (p ∈ B)をD一般な種数 gのファイバー
芽とする．f ′ : S ′ → B′を次数N の有限射 φ : B′ → Bにより得られる f−1(p)の半安定還
元とする．このとき，

IndD(f
−1(p)) =

1

N

∑
q∈φ−1(p)

IndD(f
′−1(q)) + c21(f

−1(p))− (12− sD)χf−1(p).

特に堀川指数 IndD(f
−1(p))が非負でありかつ任意の q ∈ φ−1(p)に対し IndD(f

′−1(q)) = 0

が成り立つ（つまり f ′−1(q)の安定モデルのモジュライ点がDにも bi > bとなる δiにも含
まれない）とき，c21(f−1(p)) ≥ (12− sD)χf−1(p)が成立する．この不等式は，「ファイバー
芽の位相同値類のみに依存する Chern不変量がモジュライ論的な制限を受ける」ことを
意味している．
LuとTanは [LuTa]において，任意のファイバー芽 f−1(p)に対し c21(f

−1(p)) ≥ χf−1(p)

が成り立つだろうと予想した．定理 4.1（IndD(f
−1(p))の非負値性）と命題 5.1を豊富な

因子Dに対し用いて，次を得る．

系 5.2 種数 gのファイバー芽 f−1(p)はモース化予想を満たすかまたはモジュライ予想が
正しいとき，c21(f−1(p)) ≥ χf−1(p). 特に，f−1(p)はその安定モデルが被約ファイバー芽か
または g ≤ 5のとき，Lu–Tan予想は正しい．

証明 [CoHa, Theorem (1.3)]より，D = aλ−bδの形の因子Dが豊富であることはsD > 11

と同値である．よって ε > 0に対し，有効な豊富 Q-因子 Dε として Dε = aελ − bεδ か
つ sDε = 11 + εを満たし f−1(p)の安定還元のモジュライ点を含まないように取れる．
IndDε(f

−1(p)) ≥ 0と命題 5.1から c21(f
−1(p)) ≥ (1 − ε)χf−1(p)を得る．εは任意より主張

の不等式を得る． 2

他の応用として，Farkas–Morrison予想のささやかな状況証拠を与えることができる．

系 5.3 モース化予想またはモジュライ予想が正しいと仮定する．DをMg上の有効Q-因
子とする．もしある自由でない自己同型を持つ種数 gの非特異曲線のモジュライ点がD

に含まれなければ，sD > 4である．

証明 sD ≤ 4と仮定して矛盾を導く．Dに一般の有効な豊富Q-因子を足すことにより，
sD = 4として良い．仮定より，種数 gの非特異曲線Cでそのモジュライ点がDに含まれな
いものと位数m ≥ 2の自由でないCの自己同型σが存在する．ファイバー曲面 f : S → P1

を，商 (C ×P1)/σ → P1/σ ∼= P1の極小特異点解消として定義する．ここで，P1への σの



作用は標準的なm次巡回作用とし，C × P1には対角に作用させる．f は 0,∞ ∈ P1上に
特異ファイバーを持ち，m次巡回被覆 z 7→ zmにより底変換して半安定還元すると自明な
族C × P1 → P1となることに注意する．よって，宮岡–Yau型不等式より，K2

f < 8χf を
得る．一方，f はD一般なので定理 4.1を適用でき，sD = 4から不等式K2

f ≥ 8χf が成り
立ち，矛盾． 2

6 堀川指数の分解
補題 4.2と補題 5.1より，堀川指数 IndD(f

−1(p))は f−1(p)をモース化して現れる “代
数的原子ファイバー”の堀川指数の和で明示的に計算できる．ここで “代数的”とあるよ
うに，通常の原子ファイバーであるノードを一つ持つ安定ファイバーと非特異重複ファイ
バー以外に，モジュライ点が因子Dに属す非特異ファイバーに対しても堀川指数は値を
取るので，ファイバー芽の位相構造だけでなく代数的構造も考慮しなくてはならないこと
に注意する．次の定理はモース化予想から “代数的モース化”が従うことを主張する．

定理 6.1 f−1(p)をD一般な種数 gのファイバー芽とし，モース化予想が成り立つと仮定
する．このとき，f−1(p)は次のファイバー芽 f−1

t (q)のいくつかに分裂変形できる．
(i) 非特異ファイバー芽でそのモジュライ点がDに属さないもの．このとき，

IndD(f
−1
t (q)) = 0.

(ii) 非特異ファイバー芽でそのモジュライ写像がDと横断的に交わるもの．このとき，

IndD(f
−1
t (q)) =

1

b
.

(iii) i型ノードを一つ持つ安定ファイバー芽でそのモジュライ点がDの閉包に属さないも
の（i = 0, 1, . . . , xg/2y）．このとき，

IndD(f
−1
t (q)) =

bi − b
b

.

(iv) 非特異m重ファイバー．ここでmは g − 1の約数．このときある n ≥ 0を用いて

IndD(f
−1
t (q)) =

n

mb
+
sD − 4

2m
(m− 1)(g − 1)

と書け，この nの取り得る範囲はDと gのみに依存する有限個の整数である．

例 6.2 g ≤ 5のときはモース化予想が成り立つので，以下の堀川指数の分解を得る．
(1) g = 2のときも，D = δ1を考えて関係式D = 5λ − 1

2
δ0を用いれば同様の議論がで

きる．このとき sδ1 = 10であり，定理 4.1は定理 1.2を復元する．定理 6.1より，堀川指
数 Indδ1(f

−1(p))はファイバー f−1(p)を分裂変形によりモース化したときに現れる分離型



ノードを一つ持つ安定ファイバーの本数と等しく，定理 1.2の堀川指数 Ind(f−1(p))と一
致する．
(2) g = 3としD = H = BN1

3,2を超楕円曲線をパラメトライズする因子とする．このとき
例 4.3 (1)より sH = 9であり，定理 4.1は定理 1.3を復元する．2つの堀川指数の値が一
致することも示すことができる．また定理 6.1を用いて，予想 1.4を示すことができる．
予想 1.4のファイバー F0, F1, F2, F3はそれぞれ定理 6.1の (i)と (iii) (i = 0), (ii), (iii)

(i = 1), (iv)に対応する（定理 6.1 (iv)のファイバーは n = 1のみ考えれば良いことが示
せる）．
(3) g = 4としD = GP 1

4,3を唯一のトリゴナルペンシルを持つ曲線を一般にパラメトライ
ズする因子とする．このときD = 34λ− 4δ0 − 14δ1 − 18δ2であり，定理 4.1と定理 6.1を
用いて，GP 1

4,3一般ファイバー曲面 f に対し，スロープ等式

K2
f =

7

2
χf +

1

4
GP 1

4,3 +
5

2
δ1 +

7

2
δ2 +

9

2
δ(3,0)

を得る．ここで堀川指数の分解

IndGP 1
4,3
(f−1(p)) =

1

4
GP 1

4,3(f
−1(p)) +

5

2
δ1(f

−1(p)) +
7

2
δ2(f

−1(p)) +
9

2
δ(3,0)(f

−1(p))

の意味は，f−1(p) を分裂変形して現れるファイバーの内，定理 6.1 の (ii), (iii)（i 型，
i = 1, 2）, (iv)（(m,n) = (3, 0)）のものの本数をそれぞれ GP 1

4,3(f
−1(p)), δi(f

−1(p)),

δ(3,0)(f
−1(p))と定義する．

(4) g = 5としD = BN1
5,3をトリゴナル曲線を一般にパラメトライズする因子とする．こ

のときD = 8λ− δ0 − 4δ1 − 6δ2であり，定理 4.1と定理 6.1を用いて，BN1
5,3一般ファイ

バー曲面 f に対し，スロープ等式

K2
f = 4χf +BN1

5,3 + 3δ1 + 5δ2 + 4δ(2,0) + 6δ(4,0)

を得る．ここで堀川指数の分解

IndBN1
5,3
(f−1(p)) = BN1

5,3(f
−1(p))+3δ1(f

−1(p))+5δ2(f
−1(p))+4δ(2,0)(f

−1(p))+6δ(4,0)(f
−1(p))

の意味は，f−1(p)を分裂変形して現れるファイバーの内，定理 6.1の (ii), (iii)（i型，i =
1, 2）, (iv)（(m,n) = (2, 0), (4, 0)）のものの本数をそれぞれ BN1

5,3(f
−1(p)), δi(f

−1(p)),

δ(m,0)(f
−1(p))と定義する．
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1 はじめに
数論力学系という分野は，代数多様体やそれに類する対象の上の自己写像を数論的観点から研究する分野で
ある．この記事では主にディオファントス幾何と関連の深い数論力学系のいくつかの問題を紹介する．数論力
学系は近隣の分野，複素力学系，代数幾何，複素幾何，非アルキメデス幾何等と融合しながら様々な方向に発
展している．この分野に興味のある方は是非数年前に出版されたサーベイ [6]を参照していただきたい．

記号
• 体 k 上の多様体とは，k 上有限型な分離的整スキームのこととする．
• 体 k 上の多様体 X とその支配的自己有理写像 f : X 99K X が与えられたとき，f の n回繰り返し合成
f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f を fn と表す．

2 数論力学系
数論力学系は射影直線 P1 の自己射やそれによる有理点の軌道を数論的観点から研究するという問題を中心
に発展してきた．複素力学系が複素平面 Cの自己多項式写像や有理写像を位相・解析的観点から研究するの
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に対して，より数論的な視点で同様の力学系を研究すると何が起こっているのかという問題意識が出発点に
あったと思われる．
射影直線の数論力学系の研究は非常に多く，とても豊かな数学を提供している．ここではその中から二つの
話題を紹介する．

2.1 Dynamical Lang-Siegel問題
数論力学系の重要かつ典型的な定理として以下の Silvermanの定理をまず紹介したい．

定理 2.1 (Silverman 1993 [20]). 有理数体上定義された射影直線の自己全射 f : P1
Q ÝÑ P1

Q を考える．
deg f ě 2とする．点 x P P1pQqであって f -軌道

Of pxq “
␣

x, fpxq, f2pxq, . . .
(

が無限であるようなものを考える．軌道の斉次座標を fnpxq “ papnq : bpnqqと互いに素な整数 apnq, bpnqを
用いて表す．もし

f´2pp0 : 1qq ‰ tp0 : 1qu かつ f´2pp1 : 0qq ‰ tp1 : 0qu (2.1)

ならば，以下が成立する：

lim
nÑ8

log |apnq|

log |bpnq|
“ 1.

注意 2.2. 仮定 (2.1) は点 p0 : 1q, p1 : 0q の f2 による (スキーム点としての) 逆像が集合としてそれぞれ
p0 : 1q, p1 : 0q のみからなるという意味である．これは Riemann-Hurwitzなどを使えば以下の集合が有限集
合であることと同値であることがわかる．

␣

P P P1
Q
ˇ

ˇ ある n ě 1があり fnpP q “ p0 : 1q
(

␣

P P P1
Q
ˇ

ˇ ある n ě 1があり fnpP q “ p1 : 0q
(

例えば f “ px2 : y2qなどはこの条件を満たさない．

この定理は軌道の斉次座標を見ると，二つの成分が漸近的にほぼ同じ桁数になるということを主張してい
る．これは Siegelによる楕円曲線の点の座標に関する同様の定理の力学系版だと見做せるが，その証明の鍵は
どちらもディオファントス近似における Rothの定理であり，本質的に数論的な現象だと言って良いだろう．
Silverman の定理の仮定を満たす f に対して，数値計算例を一つ載せておく．次数 2の自己射 f : P1

Q ÝÑ

P1
Q, px : yq ÞÑ px2 ` y2 : ´4xy ` y2q と，f による点 p1 : 1qの軌道を考えよう．このとき apnq, bpnqは (符号
は適当にどちらかを選んでいる)以下のようになる．

n apnq bpnq log |apnq|{ log |bpnq|

0 1 1 NA

1 ´2 3 0.630929753571457

2 13 33 0.733574663395198

3 ´1258 627 1.10811018104787

4 1975693 3548193 0.961177482019189

5 ´16493036395498 15450886725747 1.00214931449425

6 510750150155086510667376013 1258058049053713634998656033 0.985553634620254

2



実際に apnqと bpnqの桁数がほぼ一致していることが見て取れる．また，Silvermanの定理とは直接関係はな
いが，桁数が指数的に大きくなっていくことが観察できる．実際桁数は nが 1大きくなる毎に約 2倍になっ
ていることが見て取れる．これは実は後で述べる Kawaguchi-Silverman予想の最も簡単なケースとみなすこ
とができる．
さて，Silvermanの定理の以下の高次元化が自然に考えられる．

問題 2.3 (Dynamical Lang-Siegel問題 1). N ě 1とし，N 次元射影空間 PNQ の自己全射 f : PNQ ÝÑ PNQ を
考える．有理点 x P PN pQqであってその f -軌道 Of pxqが Zariski稠密なものを考える．軌道の斉次座標を

fnpxq “ pa0pnq : ¨ ¨ ¨ : aN pnqq, a0pnq, . . . , aN pnqは互いに素な整数

と表す．いつ

lim
nÑ8

log |aipnq|

log |ajpnq|
“ 1, 0 ď i, j ď N

が成立するか？

この問題にアプローチするには 1次元の時の Silvermanの定理の仮定 (2.1) を高次元の場合に適切に拡張し
なければならない．仮定 (2.1)は点 p0 : 1q, p1 : 0qの f による繰り返し逆像

ď

ně0

f´np0 : 1q,
ď

ně0

f´np1 : 0q

上で f があまり分岐していないという条件だと解釈できる．そこで講演者は一般に標数 0の体上定義された
滑らかな射影多様体の自己全射 f : X ÝÑ X に対して，以下の量に注目した．閉部分スキーム Y Ă X に対し
て (上の例では Y “ tp0 : 1q, p1 : 0qu)

epf, Y q :“ lim
nÑ8

suptefnpzq | z P X, fnpzq P Y u1{n.

但しここで

efnpzq “ OX,z{pfnq˚mfnpzqOX,z の OX,z-加群としての長さ

である．この epf, Y qは収束し，また実はある X 上の上半連続関数の Y 上での最大値としても定義できるこ
とがわかっている．この類の極限が良い性質を持つことや，具体的な例に対してはそれなりに計算可能であ
ることは Dinh [7]，Favre [11]によって示されている．Gignacによる [12]と講演者の論文 [16, section 4]も
参照．
さて Dynamical Lang-Siegel問題に戻ろう．Silvermanの仮定 (2.1)はこの量を用いると

epf, tp0 : 1q, p1 : 0quq ă deg f

と同値であることが証明できる．講演者は Silvermanの定理の高次元化にあたる以下の定理を示した．

定理 2.4 ([16]). 問題 2.3の記号を用いる．f を定義する斉次多項式の次数を dとし，d ě 2とする．

(1) epf, tp0 : ¨ ¨ ¨ : 0 : 1quq ă dならば

lim
nÑ8

logmaxt|a0pnq|, . . . , |aN´1pnq|u

logmaxt|a0pnq|, . . . , |aN pnq|u
“ 1.

1 Silverman の定理は楕円曲線の有理点の成分の桁数に対する Siegel の定理の力学系類似であり，そのアーベル多様体への一般化
は Langの予想 (Faltingsによって [10]で証明されている) と呼ばれていた．
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(2) Vojta予想を仮定する．Hi Ă PNQ を第 i成分が 0である座標超平面とする．epf,Hiq ă dで，さらに
軌道 Of pxqが genericならば

lim
nÑ8

log |aipnq|

logmaxt|a0pnq|, . . . , |aN pnq|u
“ 1.

但しOf pxqが genericとは，#Of pxq “ 8かつ任意の真の閉部分集合 Z Ă PNQ に対して#ZXOf pxq ă

8ということである．

注意 2.5. (1)は実は Of pxqが無限という仮定だけで正しい．証明の鍵となるインプットはやはり Rothの定
理である．(2)は Vojta予想というディオファントス幾何における非常に強力な予想を仮定しているのだが，
これを完全に外すのは現在のところ非常に難しいと思われる．Vojta予想は Rothの定理の一般化であり，証
明の方針を大きく変更しない限り自然に登場してくる．ここで用いている Vojta予想の正確な主張は [16]を
参照していただきたい．

注意 2.6. Silvermanの定理も講演者の定理も，問題を局所高さ関数というものの漸近的挙動に置き換え，そ
れに関するより一般的な定理を証明することで得られている．詳しくは [20], [16]を参照．

2.2 一様有界性予想
一般に力学系が与えられた時，その周期点は様々な情報を持っており，力学系を理解する手がかりになるこ
とが多い．数論力学系の文脈でもそれは同じだが，そもそも固定された代数体上でどれくらい周期点が存在す
るのかということが問題になる．実際例えば A1

Q の自己射 f : A1
Q ÝÑ A1

Q, x ÞÑ x2 ` c に対して f の周期点と
はある nに対する方程式

fnpxq “ x

の解である．これは xについての次数 2n の多項式であり，固定された数体上に解をそんなに持たないかもし
れない．実際以下がよく知られている．(自己射の標準高さ関数と Northcottの定理を使えば良い．)

命題 2.7. K を代数体，f : PNK ÝÑ PNK をK 上定義された自己全射で同型ではないものとする．この時，

Perpf,PN pKqq :“
␣

x P PN pKq
ˇ

ˇ ある n ě 0に対して fnpxq “ x
(

は有限集合．より一般に，

Preperpf,PN pKqq :“
␣

x P PN pKq
ˇ

ˇ #Of pxq ă 8
(

とする時，

#
ď

rK;QsďD

Preperpf,PN pKqq ă 8.

ここで合併は代数体K で Q上の拡大次数がある定数 D で抑えられているものにわたってとっている．

ここで導入した Preperpf,PN pKqqの元を f の擬周期点 (preperiodic point)と呼ぶ．擬周期点は各射 f に
対しては固定された数体上有限個しかないわけだが，その個数は射 f にどの程度依存するのだろうか．すぐに
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わかるように，f の次数を大きくしていくと，いくらでも多くの擬周期点を作ることができる．実際 P1
Q の自

己射 f をアフィン座標で以下のように定めてみる．

fpxq “ xpx´ 1qpx´ 2q ¨ ¨ ¨ px´mq

この時，0は固定点であり，1, 2, . . . ,mは全て 0に写されるので擬周期点である．では次数を固定するとどう
なるだろうか？Morton-Silvermanの以下の予想は，数論力学系における最も挑戦的な問題の一つだと言える
だろう．

予想 2.8 (Morton-Silverman’s Uniform Boundedness Conjecture，一様有界性予想). d ě 1, D ě 1, N ě 1

とする．この時定数 C ě 1が存在して，以下が成立する．代数体 K で rK : Qs ď D なるものと，K 上定義
された次数 dの自己全射 f : PNK ÝÑ PNK に対して

#Preperpf,PN pKqq ď C.

ここでは f の次数とは f を定義する斉次多項式の字数のことである．つまり第 1力学次数のことである．

注意 2.9. 簡単な議論で Preperpf,PN pKqqを
ď

rK:QsďD

Preperpf,PN pKqq

に置き換えても良いことがわかる．

この予想は N “ 1 の時でも一般に未解決である．この予想がいかに強力かを示す例として，楕円曲線の
トーションパートの位数の有界性 (Mazur-Merel の定理) が従うことを指摘しておく．実際，E を代数体 K

上の楕円曲線とすると，以下の図式を作ることができる．

E E

P1
K P1

K

r2s

{x´1y {x´1y

f

但し，r2sは 2倍写像，縦の射は ´1倍作用による商，f は誘導される射である．この時，r2sの擬周期点集合
はちょうど E のトーション点集合になる．一方 f は次数 4の自己全射であるから，予想 2.8からそのK 上の
擬周期点集合の位数は E によらずに一様に抑えられる．従って EpKqのトーション部分群の位数も E によら
ずに抑えられることになる．
より一般に，アーベル多様体のトーション部分群の位数の有界性も予想 2.8 から従うことが知られている

[9]．
さて一様有界性予想，特に P1 の自己射で A1 の自己射にもなっているもの (力学系の世界では多項式写像と
呼ばれるもの) の擬周期点については多くの研究がある．全ての研究を紹介することはできないが，ここ数年
の大きな進展だけ紹介したい．まず，一様有界性予想の関数体類似 (K を代数体ではなく関数体にしたもの)

については以下の肯定的な結果が証明されている．

定理 2.10 (Doyle-Poonen [8]). d ě 2，D ě 1とし，体 kを char kが dを割り切らないものとする．K を k

上の既約代数曲線の関数体とする．このとき，定数 C ě 1があり

#Preperpxd ` c,P1pLqq ď C
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がK の任意の有限次拡大 Lで rL : Ks ď D なるものと，c P Lであって k 上代数的でないもの対して成立す
る．k が有限体なら cが k 上代数的でないという条件は外せる．

ここで xd ` cは A1 ÝÑ A1, x ÞÑ xd ` cなる射を P1 に拡張したものとみなしている．
代数体の場合は講演者の知る限りこのレベルの肯定的な結果は一つも知られていない．しかし，Vojta 予
想の非常に特別な場合であり，abc予想の自然な一般化である abcd予想というものを仮定すると Looperに
より以下のような肯定的な結果が知られている．(標数 0の関数体の場合，Doyle-Poonen の一般化も与えて
いる．)

定理 2.11 (Looper [14,15]). K を代数体か標数 0の 1次元関数体とする．fpxq P Krxsを次数が d ě 2の多
項式とする．K が代数体なら abcd 予想を仮定する．K が関数体なら f は non-isotrivial だと仮定する．こ
のとき，dとK のみに依存する定数 C ě 1が存在して

#Preperpfpxq,P1pKqq ď C

が成立する．

abcd予想は任意の代数体上で高さ関数などを用いて定式化されるので一般的な形は [14]を参照してもらい
たい．ここでは有理数体 Qに対する abcd予想を高さ関数などを用いない形に翻訳しておく．

予想 2.12 (Q上の abcd予想). n ě 2とする．任意の ε ą 0に対してある閉部分集合 Z Ă px0 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq Ă

PnQ と定数 C ą 0 が存在して以下が成立する：任意の整数 a0, . . . , an P Zzt0u で gcdpa0, . . . , anq “ 1 かつ
a0 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0なるものに対して，pa0 : ¨ ¨ ¨ : anq R Z ならば

radpa0 ¨ ¨ ¨ anq1`ε ě Cmaxt|a0|, . . . , |an|u.

ここで radは整数の根基を表す．

3 高次元の数論力学系
高次元の数論力学系の研究は近年活発になってきているが，まだまだ未開拓な領域だと言って良いと思われ
る．X を Q上定義された射影多様体，f : X 99K X を支配的な有理写像とする．(射に限らず有理写像まで考
える理由は，その方が力学系の観点から豊かで興味深い現象が起きるからである．また X としては任意の射
影多様体を考えるが，X “ PNQ の場合が特に興味深いことが多いことを指摘しておく．それは PNQ が豊富な
自己射，自己写像を持つからである．) 高次元数論力学系では f やその軌道を数論的観点から研究するわけだ
が，1次元の時にはなかった基本的な問題がいくつかすぐに生じる．x P XpQqとする．まず，f が有理写像
なので xの f -軌道は一般には定義できないかもしれない．そこで

Xf pQq :“
␣

x P XpQq
ˇ

ˇ fnpxq R If , n “ 0, 1, 2, . . .
(

という集合を考える．ただしここで If は f の不確定点集合である．この集合 Xf pQqは可算集合から可算個
の部分集合を取り除いた形をしているので直ちには元を持つかわからないのだが，Amerikにより空集合では
ないことが示されている [1]．[22] も参照．さらに f が有限位数 (i.e. ある n ě 1 があり fn “ id) でなけれ
ば，無限軌道が存在することも示されている．
さて，X が 1次元の場合は無限軌道は自動的に Zariski稠密軌道でもある．しかし X が 2次元以上の場合
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は，無限軌道というだけでは Zariski稠密かどうかわからない．Zariski稠密ではない軌道は，低次元の力学系
の軌道だと見做せるので，興味深いのは Zariski稠密軌道である．以下のような問題が自然に考えられる．

(1) Zariski稠密軌道はいつ存在するのか？
(2) Zariski稠密軌道は X の部分多様体とどの程度交わるのか？
(3) Zariski稠密軌道が存在するとして，その数論的性質について何が期待できるのか？

一つ目と二つ目の問いは具体的な問題であり，それぞれ Zariski稠密軌道予想，Dynamical Mordell-Lang

予想と呼ばれる予想が定式化されている．三つ目は数論力学系という分野そのものの根幹に関わる問いであり
当然一つの主張にまとめられるような類のものではないが，ここでは Kawaguchi-Silverman予想という問題
を紹介することにする．

3.1 Zariski稠密軌道予想
自己写像が定数でない有理関数を不変に保つ場合，各軌道上でその有理関数の値は一定になってしまうから

Zariski稠密軌道は存在し得ない．この逆が成り立つであろうというのが以下の予想である．

予想 3.1 (Zariski 稠密軌道予想．S.W. Zhang [23], Medvedev-Scanlon [19], ). k を標数 0 の代数閉体，X
を k 上の射影多様体，f : X 99K X を支配的有理写像とする．この時，以下は同値．

(1) ある x P Xpkqがあり，f -軌道 Of pxqは well-defined (i.e. fnpxq R If , n “ 0, 1, . . . )かつX で Zariski

稠密．
(2) 支配的有理写像 π : X 99K P1

k であって，以下の図式が可換になるものは存在しない．

X X

P1
k

f

π π

注意 3.2.

(1) k が非加算 (e.g. k “ C)の時は，この予想は Amerik-Campanaによって証明されている [2]．より代
数的な証明は [3]を参照．

(2) 数論力学系の観点からは k “ Qの場合が興味深いのだが，この場合は一般に未解決である．

Zariski稠密軌道予想については多くの研究があり，特殊な多様体や写像についての肯定的な結果が数多く
知られている．ここでは最近の Xieによる結果 [22]と講演者の結果だけ紹介することにする．Xieはこの論
文で adelic topologyというものを導入し，それを用いて Zariski稠密軌道予想にアプローチした．Q上の超
越次元が有限な代数閉体 k とその上の有限型被約分離的スキームX に対し，adelic topologyはXpkq上の位
相で k のあらゆる Cp への埋め込みの情報をもちつつガロア共役を反映して適切に荒くした位相であると言
える．

定理 3.3 (Xie [22]). k を標数 0の代数閉体で Q上の超越次元が有限なものとする．X を k 上の滑らかな射
影代数曲面とし，f : X ÝÑ X を自己全射だとする．このとき，f が予想 3.1の条件 (2)を満たすならば，空
でない adelic open set U Ă Xpkq が存在して任意の x P U に対して xの f -orbitは well-definedかつ Of pxq

は Zariski稠密．特に，任意の標数 0の代数閉体 k，k 上の滑らかな射影代数曲面，その上の自己全射に対し
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て予想 3.1は正しい．

講演者は Long Wangとの共同研究で Xieの adelic topology と後で説明する Kawaguchi-Silverman 予想
に関連する技術を用いることで次の定理を証明した．

定理 3.4 (Matsuzawa-Wang [18]). X を Q 上の滑らかな射影多様体，f : X 99K X を支配的有理写像とす
る．f が 1-cohomologically hyperbolicだとすると，空でない adelic open set U Ă XpQq が存在して任意の
x P U に対して xの f -orbitは well-definedかつ Of pxqは Zariski稠密．

注意 3.5. f が 1-cohomologically hyperbolicとは，f の第一力学次数が他の力学次数より真に大きいという
ことである．例えば曲面の自己双有理写像であれば第一力学次数が 1 より真に大きいということと同値であ
る．また 1-cohomologically hyperbolicは予想 3.1の条件 (2)を自動的に満たすことが示せる．

3.2 Dynamical Mordell-Lang予想
さて，一度 Zariski稠密軌道の存在がわかった場合，その性質について何が言えるだろうか？例えば (標数

0 の) 体 k 上の準射影多様体 X 上の支配的自己射 f : X ÝÑ X が与えられていて，点 x P Xpkq の軌道が
Zariski稠密だとする．このとき，軌道 Of pxqは部分多様体 Z Ă X とどの程度交わるだろうか？ Of pxqはた
だの部分集合ではなく，代数的な写像によって作られているものだから，かなり特殊な部分集合だと考えられ
ている．例えば極端な (しかし示唆的な)例として，X がアーベル多様体，f が点 a P Xpkqによるトランス
レーション写像の場合を考える．この場合，Of pxq “ tx, x` a, x` 2a, x` 3a, . . . uとなり，これと部分多様
体 Z Ă X との交わりはMordell-Lang予想 (Faltingsと Vojtaの定理)から (Of pxqが Zariski稠密かに関係
なく)以下を満たす：

Of pxq X Z “

r
ď

i“1

pai `Aiq, ai P Xpkq，Ai Ă X は部分アーベル多様体．

ここで左辺のオーバーラインはは Zariski閉包を意味する．簡単な観察から

tn P Zě0 | fnpxq P Zu “

r
ď

i“1

tli `mki | m P Zě0u

と，li, ki P Zě0 を用いて表せることがわかる (有限個の等差数列の合併になっている)．この事実をそのまま
一般化したものが次の予想である．

予想 3.6 (Dynamical Mordell-Lang予想). kを標数 0の代数閉体，X を k上の準射影多様体，f : X ÝÑ X

を自己射とする．Z Ă X を X の閉集合とし，x P Xpkqとする．この時，ある r P Zě0 と li, ki P Zě0, i “

1, . . . , r が存在して

tn P Zě0 | fnpxq P Zu “

r
ď

i“1

tli `mki | m P Zě0u

が成立する．

この予想を認めると，Zariski稠密軌道は真の部分多様体 Z と有限回しか交わらないことが示せることを指
摘しておく．(つまり genericということ．) 実際，#Of pxq XZ “ 8と仮定すると，ある l P Zě0 と k P Zě1

が存在して
f l`mkpxq P Z, m “ 0, 1, 2, . . . .
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そこでW を tf lpxq, f l`kpxq, f l`2kpxq, . . . uの Zariski閉包とすると

Of pxq Ă tx, fpxq, . . . , f l´1pxqu YW Y fpW q Y ¨ ¨ ¨ Y fk´1pW q

となり，右辺はW Ă Z だから真の閉集合なので矛盾する．
Dynamical Mordell-Lang予想に関しても多くの研究があり，様々な部分結果が得られている．問題の一般
的な性質上，線形回帰列など数論力学系以外の分野との関連もあり，現在も活発に研究されている興味深い問
題だと思う．興味のある方は例えば [5]を参照されると良いと思う．
さて，一般には予想 3.6は未解決であるが，自己同型やより一般に étale射の場合は軌道の p-進補完という
手法を用いて肯定的に解決されている．

定理 3.7 (Bell-Ghioca-Tucker [4]). 予想 3.6は f が étale射の場合正しい．

インフォーマルには p-進補完とは，写像 Zě0 ÝÑ XpQpq, n ÞÑ fnpxq を p-進解析的な写像 Zp ÝÑ XpQpq

に拡張することである．これが可能ならば，解析関数の零点が Zp 内で無限個あるとその関数は恒等的に 0で
なければならないということから Dynamical Mordell-Lang予想が証明できる．
この p-進補完という方法は射が分岐していると同じようには使うことができない．例えば P2 の自己射に対
しては Dynamical Mordell-Lang予想は未解決である．
しかし，分岐点などの悪い場所を避けて p-進補完を使うことで “general”には Dynamical Mordell-Lang予
想は正しいことが知られている．

命題 3.8 (Xie [22]). kを Q上の有限生成体の代数閉包，X を k上の準射影多様体，f : X 99K X を支配的有
理写像とする．この時，空でない adelic open set U Ă Xpkqが存在して，任意の x P U に対してその f -軌道
Of pxqは Dynamical Mordell-Lang予想の主張を満たす．

3.3 Kawaguchi-Silverman予想
最後に Kawaguchi-Silverman予想という軌道の数論的性質に関する問題の中で最も基本的なものを一つ紹
介する．まずは射影空間の場合を用いてこの予想の意味するところを説明したいと思う．射影空間の自己写像

f : PNQ 99K PNQ , px0 : ¨ ¨ ¨ : xN q ÞÑ pP0 : ¨ ¨ ¨ : PN q

を考える．ここで，P0, . . . , PN P Zrx0, . . . , xN s は (Zrx0, . . . , xN s での) 最大公約元が 1 の同じ次数の
整数係数斉次多項式とする．その共通の次数を d とおき，d ě 2 と仮定する．この写像による有理点
a “ pa0 : ¨ ¨ ¨ : aN q P PN pQq の軌道を考える．有理点の斉次座標 a0, . . . , aN はいつでも整数にしてよく，さ
らに最大公約数が 1であるようにすることができる．このとき

hpaq “ logmaxt|a0|, . . . , |aN |u

を点 aの高さと呼ぶ．これは大体点 aを表すのに必要なビット数であり，点の数論的な複雑さを測る量であ
る．(Weil高さ関数の最も基本的な場合である．)

このとき，以下のような問題は自然であろう．

問題 3.9. hpfnpaqqは nが増大する時どのように増大するか？

以下のような観察が直ちに行える．n回合成 fn の成分表示をまず考える．f をアフィン空間の自己写像と
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みたものを

F : AN`1 ÝÑ AN`1, px0, . . . , xN q ÞÑ pP0, . . . , PN q

とおき，Fn “ pP
pnq
0 , . . . , P

pnq

N qとおく．このとき，P pnq
0 , . . . , P

pnq

N の Zrx0, . . . , xN sでの最大公約元をGn と
おくと，

fn “

˜

P
pnq
0

Gn
: ¨ ¨ ¨ :

P
pnq

N

Gn

¸

(3.1)

とかける．この約分された多項式 P
pnq
i {Gn の次数は fn の実質的な幾何的複雑さを表していると見做せる．

この次数を deg1pfnqと表すことにする．これらの記号を用いると以下がわかる．

hpfnpaqq ď logmax

# ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P
pnq
0

Gn
paq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, . . . ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P
pnq

N

Gn
paq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

.

この不等式から大雑把には

hpfnpaqq ! deg1pfnqhpaq

が期待できる．多項式の係数などからくる項の問題があるのだが，それは以下のようにして処理できてこの観
察は正当化でき最終的に不等式 (3.2)を示すことができる．
まず

hpfnpaqq ď logmax

# ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P
pnq
0

Gn
paq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, . . . ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P
pnq

N

Gn
paq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

ď log

˜

2N`1`deg1pfnq max

#›

›

›

›

›

P
pnq
0

Gn

›

›

›

›

›

, . . . ,

›

›

›

›

›

P
pnq

N

Gn

›

›

›

›

›

+

maxt|a0|, . . . , |aN |udeg1pfnq

¸

ď deg1pfnqhpaq ` pN ` 1 ` deg1pfnqq log 2 ` logmax

#›

›

›

›

›

P
pnq
0

Gn

›

›

›

›

›

, . . . ,

›

›

›

›

›

P
pnq

N

Gn

›

›

›

›

›

+

.

ただしここで } ¨ }は多項式のガウスノルム，つまり係数の絶対値の最大値を表す．ガウスノルムに対し次の不
等式が成り立つことを指摘しておく (cf. [24, 命題 3.8])．P,Q P Crx0, . . . , xN sに対して

}PQ} ď 2N`1`mintdegP,degQu}P }}Q}

}P }}Q} ď epN`1qpdegP`degQq}PQ}.

これと，degP
pnq
i “ dn に注意すると，以下のことがわかる：N のみに依存して決まるある定数 C ě 1が存

在して

max

#›

›

›

›

›

P
pnq
0

Gn

›

›

›

›

›

, . . . ,

›

›

›

›

›

P
pnq

N

Gn

›

›

›

›

›

+

ď pCmaxt}P0}, . . . , }PN }uqnd
n

n “ 0, 1, 2, . . . .

従って d “ deg1pfqであることに注意すると

hpfnpaqq ď deg1pfnqphpaq ` log 2q ` n deg1pfqn log pCmaxt}P0}, . . . , }PN }uq ` pN ` 1q log 2.
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この不等式を fk pk ě 1qに対して適用すると

hpfnkpaqq ď deg1pfnkqphpaq ` log 2q ` n deg1pfkqn log

˜

Cmax

#›

›

›

›

›

P
pkq
0

Gk

›

›

›

›

›

, . . . ,

›

›

›

›

›

P
pkq

N

Gk

›

›

›

›

›

+¸

` pN ` 1q log 2

ď deg1pfnkqphpaq ` log 2q ` n deg1pfkqn log
´

CpCmaxt}P0}, . . . , }PN }uqk deg1pfqk
¯

` pN ` 1q log 2.

従って，n, k に依存しない定数 C1, C2 ě 1を用いて

hpfnkpaqq ď C1 deg1pfnkq ` C2nk deg1pfkqn deg1pfqk

となる．よって

lim sup
nÑ8

hpfnkpaqq1{nk ď maxt lim
nÑ8

deg1pfnkq1{nk, deg1pfkq1{ku.

ここで右辺の極限

lim
nÑ8

deg1pfnkq1{nk

についてであるが，一般に以下の極限が存在することが知られている：

d1pfq :“ lim
nÑ8

deg1pfnq1{n.

この値は f の第一力学次数と呼ばれており，f の幾何的複雑さを表す不変量である．この記号を用いると

lim sup
nÑ8

hpfnkpaqq1{nk ď maxtd1pfq, deg1pfkq1{ku.

右辺は aに無関係な量なので，この不等式を a, fa, . . . , fk´1paqに適用することで

lim sup
nÑ8

hpfnpaqq1{n ď maxtd1pfq, deg1pfkq1{ku

が任意の k ě 1に対して成立することがわかる．右辺は k Ñ 8とすると d1pfqに収束するので，最終的に

lim sup
nÑ8

hpfnpaqq1{n ď d1pfq (3.2)

を得る．
多項式の繰り返し合成の係数の評価に少しややこしい計算があったが，この不等式の本質的な意味は以下の
ようなものである：fn を計算する際の多項式レベルでの約分 (3.1)が fnpaqを計算する際の成分間の整数レ
ベルでの約分を与えるが，それが高さ hpfnpaqq の上からの評価を与えている．
整数レベルでの約分というのはランダムな状況では基本的にほぼ発生しないと考えるのが自然であるが，も
しそのような約分が起こるならそれは多項式レベルでの約分から必ずくるということは言えるだろうか？それ
が漸近的には正しいと主張するのが以下の Kawaguchi-Silverman予想である．

予想 3.10 (PNQ に対する Kawaguchi-Silverman予想 cf. [21]). 上の記号のもと Of paqが Zariski稠密ならば

lim
nÑ8

hpfnpaqq1{n “ d1pfq.

ここで登場した第一力学次数 d1pfqは実は任意の射影代数多様体の支配的自己有理写像に対しても定義でき
る．また，高さ関数 hも Q上の任意の射影多様体上の Q点に対して定義することができる．詳しい定義はこ
こでは省略するが，一般的な形での Kawaguchi-Silverman予想を述べておく．
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予想 3.11 (Kawaguchi-Silverman予想 cf. [13]). X を Q上の射影多様体，f : X 99K X を支配的自己有理写
像，H をX 上の豊富因子とする．hH : XpQq ÝÑ RをH に付随するWeil高さ関数とする．このとき，任意
の点 x P Xf pQqに対して極限

αf pxq :“ lim
nÑ8

maxt1, hHpfnpxqqu1{n

が存在し，さらに Of pxqが Zariski稠密ならば

αf pxq “ d1pfq

が成立する．

この予想は一般には未解決である．近年多くの研究がなされており，様々な部分結果が知られている．現在
までに知られていることのほぼ全てをまとめたサーベイ論文 [17]を最近執筆したので，詳細はそちらを参照
してもらいたい．講演者と Long Wangとの共同研究で得た最近の結果を一つだけ紹介しておく．

定理 3.12 (Matsuzawa-Wang [18]). X を Q上の滑らかな射影多様体，f : X 99K X を支配的有理写像とす
る．f が 1-cohomologically hyperbolicだとし，さらに点 x P Xf pQqが以下を満たすとする：

#Of pxq “ 8

#Of pxq X Z ă 8, Z Ă X は任意の真の部分多様体．

このとき，αf pxqは存在して

αf pxq “ d1pfq.

注意 3.13. この条件を満たすような軌道を genericな軌道と呼ぶ．同じ論文 [18]で定理の仮定のもと generic

な軌道が十分たくさん存在することも証明している．
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ネーター代数の加群圏の部分圏の分類

木村 雄太 (大阪公立大学) ∗

本稿は第 68回代数学シンポジウムにおいて筆者が講演した内容の概説である. 大部分の内容は伊山修氏 (東京大学)との

共同研究 [IK1, IK2]に基づく.

1 導入

代数の表現論の目的の一つは, 代数の加群圏や導来圏の構造の決定である. 直既約な加群をすべて分類し, それらの間の射

を書き下すことで, 代数の加群圏の構造は明らかになる. しかし, それは一般には不可能とされている (Drozdの tame-wild

二分定理がある). そこで現代の代数の表現論では, 加群圏や導来圏の部分圏の構造を解析し, そこから得られる情報を基に

加群圏の構造を調べることが一つの手法となっている.

可換ネター環と有限次元代数に対して, その加群圏の部分圏の分類が盛んに行われている. 可換ネター環 R の有限生

成加群のなす圏 modR 対しては, Gabriel[Ga] によるセール部分圏の分類を始め, 高橋氏 [T] によるねじれ自由類の分類,

Stanley-Wang[SW]によるねじれ類の分類が代表的である (定理 3.1). いずれも SpecR の部分集合を用いた分類結果であ

り, 本研究の大きな動機となっている.

一方, 有限次元代数 A の有限生成加群のなす圏 modA に対して, セール部分圏は単純加群を用いて容易に分類され

る (命題 3.5). 直交圏を取る操作により modA のねじれ類とねじれ自由類は対応しているため, ねじれ類に着目する.

有限次元代数の表現論におけるねじれ類の重要な点の一つは傾加群との対応であり, この対応は傾理論を大きく進展

させた. 足立-伊山-Reiten[AIR] は傾加群を変異の観点から一般化することで, 台 τ 傾加群を導入した. 台 τ 傾加群は

関手的有限なねじれ類と対応している. 現在では, ねじれ類に限らず, 代数の部分圏の研究は非常に多岐に渡っている

[AIR, AHIKM, As, AsI, AP, Ao, BY, CD, DIJ, DIRRT, En, KK, IT, Sa, STV, Y].

本研究では可換ネター環と有限次元代数の共通一般化であるネター代数を扱う. ネター代数とは可換ネター環 R上加群と

して有限生成な R代数 Λのことである. 目標はネター代数 Λのセール部分圏, ねじれ類およびねじれ自由類の分類である.

各素イデアル p ∈ SpecRに対して有限次元代数 Λ(p)が得られる. 本研究では, Λの部分圏の分類を Λ(p)の部分圏の分類に

帰着させる. Λのねじれ自由類の分類は Λ(p)のねじれ自由類の分類に完全に帰着される (定理 4.2). Λのセール部分圏の分

類は単純 Λ(p)加群の集合上に定義される順序によって分類される (定理 4.5). ねじれ類の分類に関しては, 完全に有限次元

代数のねじれ類の分類に帰着させることは難しい. そのため本研究では, Λのねじれ類が Λ(p)のねじれ類で制御可能な代数

として, 整合的なネター代数を導入した. そしてネター代数が整合的であるためのいくつかの十分条件を与えた. その際にネ

ター代数上の台 τ 傾加群である準傾加群が重要な役割を持つことがわかる.

2 準備

まずはネター代数を定義する.

定義 2.1. Rを可換ネター環とする.

(1) 環 Λは環準同型写像 R→ Λが存在して, その像が Λの中心に含まれるとき, R代数と呼ばれる.

(2) R代数 Λは R加群として有限生成のとき, ネター R代数と呼ばれる.

ネター R代数 Λを組 (R,Λ)と表す場合もある.

∗ E-mail : yutakimura@omu.ac.jp
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ネター代数は可換ネター環と体上有限次元な代数を含むクラスである. 実際, Λ = Rとすれば Λは可換ネター環であり, R

を体とすれば Λは有限次元代数である.

例 2.2. Rを可換ネター環とする.

(1) Qを非輪状な有限箙とする. Rを係数に持つ Qの道代数 Λ = RQはネター代数である.

(2) 有限生成 R加群M に対して Λ = EndR(M)はネター代数である.

(3) 行列環Mn(R)の部分 R代数 Λとしてネター代数が得られる. 例えば

Λ =

(
R R
I R

)
, I ⊂ R:イデアル.

目標はネター代数 Λ の有限生成左加群のなす圏 modΛ の部分圏を分類することである. 部分圏の基本的な用語を準備

する.

定義 2.3. Aをアーベル圏, C をその部分圏とする.

(1) C が Aの中で拡大で閉じるとは, Aの任意の短完全列 0→ L→M → N → 0に対して, L,N ∈ C ならばM ∈ C が
成立するときをいう.

(2) C が Aの中で商対象で閉じるとは, Aの任意の全射M → N に対して, M ∈ C ならば N ∈ C が成立するときをいう.

(3) C が A の中で部分対象で閉じるとは, A の任意の単射 L → M に対して, M ∈ C ならば L ∈ C が成立するときを
いう.

本研究で扱う部分圏は以下の 3つである.

定義 2.4. Aをアーベル圏, C をその部分圏とする.

(1) C は拡大と商対象で閉じるとき, ねじれ類と呼ばれる.

(2) C は拡大と部分対象で閉じるとき, ねじれ自由類と呼ばれる.

(3) C は拡大と商対象と部分対象で閉じるとき, セール部分圏と呼ばれる.

Aのねじれ類, ねじれ自由類, セール部分圏全体のなす集合をそれぞれ torsA, torfA, serreAと表す. これらは部分圏の包

含によって順序集合である. 即ち C1 ≤ C2 を C1 ⊆ C2 と定義する. A = modΛのとき, tors(modΛ)を torsΛと表す. ねじ

れ自由類とセール部分圏も同様に torf Λ, serreΛと表す.

例 2.5. (1) R = Λ = Zとする. このとき {Zn | n ∈ N}は modZのねじれ自由類である. {
⊕ℓ

i=1 Z/(p
ni
i ) | ni ≥ 1, ` ≥

0, pi は素数 }は modZのねじれ類である.

(2) 一般に R = Λ を整域とする. M ∈ modR に対して t(M) := {x ∈ M | ∃a ∈ R \ 0, ax = 0} とする. このとき

{M ∈ modR | t(M) = 0} は modR のねじれ自由類である. {M ∈ modR | t(M) = M} は modR のねじれ類で

ある.

(3) k を体とする. このとき tors k = torf k = serre k = {0,mod k}である.

明らかに serreΛは torsΛと torf Λの部分集合である. 以下で torsΛと torf Λの関係を述べる. modΛの部分圏 C の右直
行圏 C⊥ および左直行圏 ⊥C を次で定める.

C⊥ := {M ∈ modΛ | HomΛ(X,M) = 0 ∀X ∈ C}, ⊥C := {M ∈ modΛ | HomΛ(M,X) = 0 ∀X ∈ C}.

補題 2.6. Λをネター代数とする. 直交部分圏を取ることで, 順序を反転する写像が 2つ導かれて, (a)と (b)が成立する.

(−)⊥ : torsΛ⇄ torf Λ: ⊥(−)

(a) ⊥(−) ◦ (−)⊥ = idtorsΛ

(b) Λがアルティン的ならば, これらは順序集合の反同型である.

以降の議論のために記号を用意しておく. modΛの部分圏または加群の族 C に対して

• add C = {M ∈ modΛ |M は C の加群の有限直和の直和因子 }
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• Fac C = {M ∈ modΛ | add C の加群からM への全射が存在する }
• Filt C = {M ∈ modΛ | 部分加群の列 0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mℓ =M , Mi/Mi−1 ∈ C が存在する }

3 先行研究

ここでは可換ネター環および有限次元代数に対して, ねじれ類, ねじれ自由類, セール部分圏について知られている分類結

果を紹介する. またネター代数における準傾理論を解説し, ネター代数の関手的有限なねじれ類の分類を確認する.

3.1 可換ネター環の部分圏の分類

Rを可換ネター環とし, Rの素イデアル全体のなす集合を SpecRとする. 有限生成 R加群M に対して

SuppM = {p ∈ SpecR |Mp 6= 0}, AssM = {p ∈ SpecR | ∃R/p ↪→M}

とする. それぞれ M の台, 随伴素イデアルのなす集合と呼ばれる. SpecR の部分集合 W は, p ⊆ q ∈ SpecR に対して

p ∈ W ならば q ∈ W となるとき, 特殊化閉集合と呼ばれる. SpecRの特殊化閉集合のなす集合を SpclRで表す. これは部

分集合の包含で順序集合となる. 例えば SuppM は特殊化閉集合である. 特殊化閉集合の和集合も特殊化閉集合である.

これらの準備のもとで, modRのねじれ類, ねじれ自由類, セール部分圏は以下のように分類される. 集合 S に対して, そ

の冪集合を P(S)と表す.

定理 3.1. Rを可換ネター環とする.

(a) [Ga] C ∈ serreRに対して Supp(C) =
∪
M∈C SuppM とする. これは順序集合の同型

serreR
∼−→ SpclR

を導く. 逆写像は Supp−1(W) = {M ∈ modR | SuppM ⊆ W}で与えられる.

(b) [T] C ∈ torf Rに対して Ass(C) =
∪
M∈C AssM とする. これは順序集合の同型

torf R
∼−→ P(SpecR)

を導く. 逆写像は Ass−1(W) = {M ∈ modR | AssM ⊆ W}で与えられる.

(c) [SW] serreR = torsRである.

以上により, 可換ネター環のねじれ類, ねじれ自由類, セール部分圏は SpecRを用いて分類されることがわかる. 本研究で

は, ねじれ類とセール部分圏が SpecRを用いて分類可能であるようなネター代数のクラスを取り上げる.

3.2 関手的有限なねじれ類と 2項準傾複体

まずは関手的有限性を説明する. Λをネター代数とし, C を modΛの部分圏とする. 加群 A ∈ modΛの左 C 近似とは射
f : A → C (C ∈ C)であり, HomΛ(f,−)|C : HomΛ(C,−) → HomΛ(A,−)が全射となるものである. modΛの任意の加群

に対して左 C 近似が存在するとき, C を共変有限であるという. 双対的に右 C 近似が定義される. modΛの任意の加群に対

して右 C 近似が存在するとき, C を反変有限であるという. 共変有限かつ反変有限である部分圏を関手的有限であるという.

例えば, ねじれ類 T ∈ torsΛは共変有限である. なぜならば任意の A ∈ modΛに対して短完全列 0→ T → A→ F → 0で

T ∈ T かつ F ∈ T ⊥ となるものが存在するためである. modΛの関手的有限なねじれ類のなす順序集合を f-torsΛとする.

有限次元代数や完備局所環上のネター代数では, 関手的有限なねじれ類が 2項準傾複体と呼ばれる複体と対応している. 2

項準傾複体を導入する. projΛを有限生成射影 Λ加群のなす圏として, K(Λ) := Kb(projΛ)を projΛの有界ホモトピー圏と

する. 複体 X = (· · · → X−1 → X0 → · · · ) ∈ K(Λ)は Xi = 0 (i 6= −1, 0)のとき 2項複体と呼ばれる.

定義 3.2. X ∈ K(Λ)とする.

(1) HomK(Λ)(X,X[i]) = 0 ∀i > 0となるとき, X を前準傾複体と呼ぶ.
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(2) 前準傾複体 X が準傾複体であるとは, X を含み直和因子で閉じる最小の三角圏が K(Λ)のときをいう.

(3) 準傾複体である 2項複体を 2項準傾複体と呼ぶ.

addX = addY のとき, 2項準傾複体 X,Y は同値という. この同値による 2項準傾複体の同値類を 2-siltΛと表す.

例えば Λ ∈ K(Λ)は 2項準傾複体である.

集合 2-siltΛは X ≤ Y を HomK(Λ)(Y,X[i]) = 0 ∀i > 0と定めることで順序集合となる [AiI].

定理 3.3 ([AIR, Ki]). (R,Λ)をネター代数として, Rは完備局所環とする. 次の順序集合の同型が得られる.

2-siltΛ −→ f-torsΛ, X 7→ FacH0(X).

ここで H0(X)は複体 X の 0番目コホモロジーである.

この定理は Rが体の場合に [AIR]で示された. その後 [Ki]で完備局所環上のネター代数に拡張された.

M ∈ modΛはある P ∈ 2-siltΛが存在して addM = addH0(P )となるとき準傾加群と呼ばれる. また, M はある 2項前

準傾複体 P が存在して addM = addH0(P )となるとき前準傾加群と呼ばれる. 準傾加群M,N は addM = addN のとき

同値であるといい, siltmΛで準傾加群の同値類のなす集合とする. Rが体の場合, 準傾加群は台 τ 傾加群と呼ばれる [AIR].

本稿ではネター代数を考えるため, 準傾加群と呼ぶ. ホモロジーを取る操作 H0 : 2-siltΛ→ siltmΛは全単射だと知られてい

る [IK1]. この全単射により siltmΛを順序集合とみなす.

定義より準傾加群は有限生成だが, 有限生成とは限らない準傾加群も研究されている [AMV, An, AH].

Rが体の場合, [AIR]によって準傾加群の変異操作が導入された. 変異とは, 準傾加群の直既約因子を異なる直既約因子と

取り替えて新たな準傾加群を作る操作である. 詳細は [AIR]を参照せよ. Rが完備局所環の場合も同様に変異操作が可能で

あることが [Ki]で示されている. 特に有限次元代数や完備局所環上のネター代数に対して, 準傾加群が具体的に計算可能で

ある.

例 3.4. (R,m)を完備局所環とし, ` ≥ 1を整数とする. Λを次のネター R代数とする. 第 (i, i)成分に関する行列単位を ei

とする. Λの直既約射影加群の同型類は次の P1, P2 の 2つである.

Λ =

[
R 0

R/mℓ R/mℓ

]
, P1 = Λe1 =

[
R

R/mℓ

]
, P2 = Λe2 =

[
0

R/mℓ

]
.

自然な包含射 P2 → P1 の余核をM1 とおく. Λは非自明な準傾加群を 3つ持つ: P1 ⊕M1 と P2 とM1 である. siltmΛの元

は 5つであり, そのハッセ図は次となる (詳細は [AIR, Ki]を参照せよ).

P1 ⊕ P2

P1 ⊕M1

P2

M1

0 .

3.3 有限次元代数の部分圏の分類

ここでは Rを体として, Λを有限次元 R代数とする. 単純 Λ加群の同型類のなす集合を simΛとする. modΛのセール部

分圏 C は, C に含まれる単純加群で決定される.

命題 3.5. 順序集合の同型 serreΛ
∼−→ P(simΛ)が C 7→ C ∩ simΛによって得られる. 逆写像は S 7→ FiltS で与えられる.

補題 2.6(b)より, 有限次元代数 Λに対して torsΛと torf Λは反同型である. そこで torsΛに着目する. 一般に有限次元代

数のねじれ類を全て分類することは難しい問題である. しかし準傾加群が有限個である有限次元代数はねじれ類が全て関手

的有限であることが知られている.
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定理 3.6 ([DIJ]). Rを体, Λを有限次元 R代数とする. torsΛ, f-torsΛ, 2-siltΛ, siltmΛのいずれか 1つが有限集合の場合,

残り 3 つも有限集合となる. また, 4 つの集合のいずれかが有限集合であることと, torsΛ = f-torsΛ となることも同値で

ある.

定理の状況が成立する場合, 即ち torsΛが有限集合の場合, 有限次元代数 Aは τ 傾有限と呼ばれる.

例 3.7. k を体として Aを次の代数とする. Aの直既約射影加群の同型類は次の P1, P2 の 2つである.

A =

[
k 0
k k

]
, P1 = Ae1 =

[
k
k

]
, Ae2 =

[
0
k

]
.

また, S1 = P1/ radP1, S2 = P2/ radP2 = P2 とおく. simA = {S1, S2}となっている. siltmAのハッセ図は次となる.

P1 ⊕ P2

P1 ⊕ S1

P2

S1

0 .

例 3.4と例 3.7のハッセ図が一致していることは偶然ではない. 実際に次の定理が成立する. 一般にネター代数 (R,Λ)に対

して s-torsΛ = {FacH0(P ) | P ∈ 2-siltΛ}とする. s-torsΛ ⊆ f-torsΛとなる. Rが完備局所環のときは s-torsΛ = f-torsΛ

となる.

定理 3.8 ([IK1, Ki]). (R,m)を局所環として, (R,Λ)をネター代数とする. このとき次の可換図式が得られて, 縦向きの写

像は順序集合の同型である. 横向きの写像は順序埋め込みである. 更に Rが完備局所環の場合は, 全ての横向きの写像は順

序集合の同型である.

2-siltΛ 2-silt(Λ/mΛ)

siltmΛ siltm(Λ/mΛ)

s-torsΛ f-tors(Λ/mΛ).

(R/m)⊗R (−)

(−) ∩mod(Λ/mΛ)

(R/m)⊗R (−)

Fac(−) o Fac(−) o

H0(−) o H0(−) o

(3.1)

定理の仮定において Λ/mΛ = (R/m)⊗R Λは有限次元 R/m代数である. 例 3.4の代数 Λと例 3.7の代数 Aは, R/m = k

とおくとき, Λ/mΛ = Aとなっている. よって定理より Λと Aの準傾加群のハッセ図は一致する.

以上のように可換環 Rが完備局所環の場合は, 関手的有限なねじれ類の分類は有限次元代数での分類に帰着される. それ

では一般のネター代数の場合はどうなるだろうか. この疑問を考察するのが本研究である.

4 ねじれ自由類とセール部分圏の分類

4.1 ねじれ自由類の分類

本研究ではネター代数の局所化を用いて部分圏の分類問題を有限次元代数に帰着させる. そこでまずは Rの素イデアルに

よる局所化を定義し, その性質を観察する. p ∈ SpecRに対して κ(p) := Rp/pRp とし,

Λp := Rp ⊗R Λ, Λ(p) := κ(p)⊗R Λ = Λp/pΛp
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とする. Λp はネター Rp 代数であり, Λ(p)は有限次元 κ(p)代数である. modΛ(p) ⊆ modΛp に注意する. modΛの部分圏

C に対して, modΛp の部分圏 Cp を次で定義する.

Cp := {Mp |M ∈ C } ⊆ modΛp.

補題 4.1. (R,Λ)をネター代数, p ∈ SpecRとする.

(a) C 7→ Cp は順序を保つ写像 torsΛ→ torsΛp を導く.

(b) C 7→ C ∩modΛ(p)は順序を保つ写像 torsΛp → torsΛ(p)を導く.

この主張は torsを torf や serreに置き換えても成立する.

(b) は直接証明できる. (a) について, 商加群で閉じる (または部分加群で閉じる) という性質が局所化 Cp で保た
れることが, 局所化の完全性から従う. C が拡大で閉じるとき Cp も拡大で閉じることは, Ext 関手についての同型

Ext1Λ(M,N)p ' Ext1Λp
(Mp, Np)を用いて示される.

次の集合の直積を考える.

TR(Λ) :=
∏

p∈SpecR

torsΛ(p) FR(Λ) :=
∏

p∈SpecR

torf Λ(p) SR(Λ) :=
∏

p∈SpecR

serreΛ(p)

これらを直積順序により順序集合とみなす. 補題 4.1によって順序を保つ次の写像が得られる.

Φt : torsΛ −→ TR(Λ), T 7→ (Tp ∩modΛ(p))p∈SpecR,

Φf : torf Λ −→ FR(Λ), F 7→ (Fp ∩modΛ(p))p∈SpecR,

Φs : serreΛ −→ SR(Λ), S 7→ (Sp ∩modΛ(p))p∈SpecR.

次の定理によって, ねじれ自由類の分類は完全に有限次元代数のねじれ自由類の分類に帰着される.

定理 4.2. (R,Λ)をネター代数とする. このとき Φf は順序集合の同型 torf Λ
∼−→ FR(Λ)を導く.

Φf の逆写像を記述する. Y ∈ torf Λ(p)を含む modΛp の最小のねじれ自由類を FΛp
(Y)と表す. 更に Y ∈ torf Λ(p)に対

して

ψf(Y) := {X ∈ modΛ | AssX ⊆ {p}, Xp ∈ FΛp
(Y)} ∈ torf Λ

Ψf : FR(Λ) −→ torf Λ, (Yp)p 7→ Filt (ψf(Yp)|p ∈ SpecR) .

とする. このとき Ψf が Φf の逆写像だとわかる.

次に定理 4.2から定理 3.1(b)が得られることを確認する. Λ = R とする. Λ(p) = κ(p)なので, torsΛ(p) = torf Λ(p) =

serreΛ(p) = {0,modΛ(p)}である. よって FR(R) ' P(SpecR), (Yp)p 7→ {p ∈ SpecR | Yp = 0} が順序集合の同型を与
える. この同型と Φf の合成によって次の同型が得られ, かつ定理 3.1(b)の Assと一致することがわかる.

torf R ' FR(R) ' P(SpecR)

4.2 セール部分圏の分類

ねじれ類およびセール部分圏について, Φt と Φs に対して次が成立する.

定理 4.3. (R,Λ)をネター代数とする.

(a) 次で定義する写像 Ψt : TR(Λ)→ torsΛが順序を保ち, Ψt ◦ Φt = idtorsΛ となる.

Ψt((X p)p) := {X ∈ modΛ | ∀p ∈ SpecR, κ(p)⊗R X ∈ X p}.

更に Ψt を SR(Λ)に制限することで Ψs : SR(Λ)→ serreΛが得られて, Ψs ◦ Φs = idserreΛ となる.

(b) 特に Φt および Φs は順序埋め込みである. 即ち C,D ∈ torsΛに対して C ≤ D であることと Φt(C) ≤ Φt(D)である
ことが同値となる.
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定理 4.3によって torsΛと serreΛの分類問題は, TR(Λ)および SR(Λ)の中で ImΦt と ImΦs の記述を与えることに帰着

される. まずはセール部分圏の分類を行う.

p ∈ SpecRとする. Λ(p)の単純加群の同型類のなす集合を simΛ(p)とする. SimRΛ :=
∪

p∈SpecR simΛ(p)とする. 命題

3.5を Rの素イデアル毎に適用することで, 次の順序集合の同型が得られる.

ι : SR(Λ) =
∏

p∈SpecR

serreΛ(p)
∼−→ P(SimRΛ), (Cp)p 7→

∪
p∈SpecR

(Cp ∩ simΛ(p)). (4.1)

Φs と同型 (4.1)を合成することで serreΛを P(SimRΛ)に埋め込める. そこで以下では, P(SimRΛ)の中で serreΛを特徴づ

ける.
ι ◦ Φs : serreΛ ↪→ SR(Λ)

∼−→ P(SimRΛ).

定義 4.4. (R,Λ)をネター代数とする.

(1) SimRΛ上の半順序 S ≤ T を以下で定める: S ∈ SimΛ(p), T ∈ SimΛ(q), p ⊇ q のとき, Λp → Λq → Λ(q)によって

T を Λp 加群とみなす. このとき S は T の部分商加群である.

(2) SimRΛの部分集合W は S ≤ T ∈ SimRΛについて, T ∈ W ならば S ∈ W を満たすとき, 下に閉じるという.

定理 4.5. (R,Λ)をネター代数とする. ι ◦ Φs : serreΛ→ P(SimRΛ)は次の順序集合の同型を導く.

serreΛ ' {W ⊆ SimRΛ | W は下に閉じる }

例 4.6. k を体, R = k[[x]], m = (x), K = R0 = k((x)) とする. 次のネター R 代数 Λ を考える. Λ(m) = Λ/mΛ と

Λ(0) = Λ0 は次となる.

Λ :=


R R · · · R
m R · · · R
...

. . .
. . .

...
m · · · m R

 ⊂ Mn(R), Λ(m) =


R/m R/m · · · R/m
m/m2 R/m · · · R/m

...
. . .

. . .
...

m/m2 · · · m/m2 R/m

 , Λ(0) = Mn(K).

Λ(m)加群 Si (1 ≤ i ≤ n)と Λ(0)加群 T を次とする.

Si =



0
...
k
...
0

 , T =



K
...
K
...
K

 .

すると SimΛ(m) = {Si | 1 ≤ i ≤ n}, SimΛ(0) = {T} となっている. SimRΛ = {T} t {Si | 1 ≤ i ≤ n} となり,

T ≥ Si (1 ≤ ∀i ≤ n)である. 特に

| serreΛ| = |{W ⊆ SimRΛ | W は下に閉じる }| = 2n + 1

となっている. n = 2の場合の serreΛのハッセ図は次となる.

serreΛ =

modΛ

flΛ

addS1 addS2

0

ι◦Φ s−−−→

SimRΛ

{S1, S2}

{S1} {S2}

∅

.
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5 ねじれ類の分類

5.1 整合的な元

Φt : torsΛ→ TR(Λ)は順序埋め込みである. よってねじれ類の分類のために TR(Λ)の中で ImΦt の記述を与えることが

目標である. まずは TR(Λ)の元が ImΦt に属するための必要条件を与える. p ∈ SpecRに対して順序を保つ写像 ψp が次で

定義される.
ψp : torsΛ(p)→ torsΛp, ψp(T ) = {X ∈ modΛp | κ(p)⊗R X ∈ T }.

定義 5.1. (R,Λ)をネター代数, p ⊇ q ∈ SpecRとする.

(1) 写像 rpq を次の合成写像として定義する. 補題 4.1によって rpq は順序を保つ写像である.

rpq : torsΛ(p)
ψp−−→ torsΛp

(−)q−−−→ torsΛq
(−)∩modΛ(q)−−−−−−−−−→ torsΛ(q)

(2) Tc
R(Λ) :=

{
(X p)p ∈ TR(Λ) | p ⊇ qならば rpq(X p) ⊇ X q となる

}
. この集合の元を整合的な元という.

次の命題によって, TR(Λ)の元が整合的であることが ImΦt に属するための必要条件である.

命題 5.2. (R,Λ)をネター代数とする. このとき ImΦt ⊆ Tc
R(Λ)となる.

整合的な元は Λ(p)のねじれ類と写像 rpq によって記述されている. よって次の定義を考えることは自然である.

定義 5.3. ネター代数 (R,Λ)は ImΦt = Tc
R(Λ)となるとき整合的という.

以下本稿では, ネター代数が整合的であるための幾つかの十分条件を与える. 最初の結果は Rのクルル次元が 1の場合で

ある.

定理 5.4. Rが 1次元半局所環のとき, ネター代数 (R,Λ)は整合的である.

Rが 1次元局所環の場合, 定理 5.4は比較的容易に証明できる. Rが 1次元半局所環の場合は極大イデアルの個数に関す

る帰納法で証明する.

整合的な元を用いることで定理 3.1(a)(c) が得られることを確認する. 環 A のジャコブソン根基を radA とする. A

は A/ radA が単純アルティン環であるとき primary 環と呼ばれる [CR]. 例えば局所環は primary 環である. ネター代

数 (R,Λ) が局所的に primary とは, 任意の p ∈ SpecR に対して Λp が primary 環のときをいう. 明らかに可換ネター環

Λ = Rは局所的に primaryである.

定理 5.5. (R,Λ)を局所的に primaryなネター代数とする. 次が成立する.

(a) (R,Λ)は整合的であり, 自然な同型 torsΛ
∼−→ SpclRが存在する.

(b) torsΛ = serreΛとなる.

Λ = Rの場合がまさに定理 3.1(a)(c)である.

証明の概略を説明する. まず一般に, (R,m) が局所環とし, (R,Λ) をネター代数とする. このとき Λ が primary である

ことと Λ(m) が局所環と森田同値であることが同値である. 特に torsΛ(m) = torf Λ(m) = serreΛ(m) = {0,modΛ(m)}
である. 写像 rpq の定義により rpq(0) = 0, rpq(modΛp) = modΛq である. そこで s : Tc

R(Λ) → SpclR, s((X p)p) :=

{p ∈ SpecR | X p 6= 0} が順序集合の同型を与える. s ◦ Φt : torsΛ → SpclR は単射であるが, 各素イデアル p に対して

torsΛ(p) = {0,modΛ(p)}であることから, 全射であることがわかる. 特に (R,Λ)が整合的であることがわかる.

5.2 準傾加群と写像 rpq, いくつかの整合的代数

ネター代数が整合的か否かを判定する際に写像 rpq の計算が必要となる. しかし与えられた T ∈ torsΛ(p) に対して

rpq(T ) を計算することは一般には難しい. これがねじれ類分類の困難な点と言える. そこで rpq が計算可能なねじれ類
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T ∈ torsΛ(p)を考察する必要がある. 次の定理により rpq が計算可能なねじれ類が準傾加群から得られる.

定理 5.6 ([IK1]). p ⊇ q ∈ SpecRとして, M を Λp の前準傾加群とする. このとき次が成立する.

rpq(Fac(M/pM)) = Fac(Mq/qMq).

この定理によりいくつかの Λに対して torsΛの計算が具体的に可能となる. 以下, 1つ例を計算する.

例 5.7. k を体, R = k[[x]], m = (x), K = R0 = k((x)) とする. 次のネター R 代数 Λ を考える. Λ(m) = Λ/mΛ と

Λ(0) = Λ0 は次となる.

Λ :=

[
R R
m R

]
⊂ Mn(R), Λ(m) =

[
R/m R/m
m/m2 R/m

]
, Λ(0) = Mn(K).

すると torsΛ(m)と torsΛ(0)は次となる.

torsΛ(m) =

modΛ(m)

Fac(Λ(m)e1) Fac(Λ(m)e2)

addS1 addS2

0

modΛ(0)

0

rm 0

= torsΛ(0).

点線の矢印は写像 rm0 を表しており, 定理 5.6により計算可能である. そこで次の同型が得られる.

torsΛ
定理 5.4' Tc

R(Λ) =
{
(Xm,X 0) ∈ torsΛ(m)× torsΛ(0) | rm0(Xm) ⊇ X 0

}
'

•
• •

•
• •

• •
•

右のグラフは順序集合 torsΛのハッセ図である.

定理 5.6によって, ネター代数 (R,Λ)が任意の p ∈ SpecRに対して torsΛ(p) = {Fac(M/pM) |M ∈ siltmΛp}を満たす
ならば, 全ての rpq が計算可能である. そこで次の定理の条件が考えられる.

定理 5.8 ([IK1]). Rを環直既約として, (R,Λ)をネター代数とする. 次の 2つの条件が成立しているとする.

(a) (−)p : 2-siltΛ→ 2-siltΛp が任意の p ∈ SpecRに対して順序集合の同型である.

(b) torsΛ(p) = {Fac(M/pM) |M ∈ siltmΛp}が任意の p ∈ SpecRで成立する.

このとき (R,Λ)は整合的代数であり, 次の順序集合の同型が得られる.

torsΛ ' Homposet(SpecR, 2-siltΛ).

定理 5.8が適応可能な代数を紹介する.

定理 5.9. Rを可換ネター環として体 k を含むとする. Aを有限次元代数とし, Λ = R⊗k Aとする. 次の 2つを仮定する.

(a) 任意の S ∈ simAに対して EndA(S) ' k である.

(b) Aは τ 傾有限である.

このとき (R,Λ)は整合的代数であり, 次の順序集合の同型が得られる.

torsΛ ' Homposet(SpecR, torsA) = {f : SpecR→ torsA | p ⊇ q⇒ f(p) ⊇ f(q)}.

ここで Aが条件 (a)を満たす必要十分条件は, ある有限箙 Qの道代数 kQを許容イデアル I ⊂ kQで割った代数 kQ/I と

Aが同型となることである.
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証明は Λ = R⊗k Aが定理 5.8の条件 (a)(b)を満たすことを確認する. 加えて定理の仮定の下で次の同型が得られること

がわかる. p ⊇ q ∈ SpecRに対して,

2-siltA
R⊗k(−)−−−−−→ 2-siltΛ

(−)p−−−→ 2-siltΛp
(−)q−−−→ 2-siltΛq.

τ 傾有限で最も基本的な代数は, ディンキン型箙 Q の道代数 kQ である. [IT, R] によって tors kQ は Q に付随する

Cambrian束 C(Q)と順序集合として同型である: tors kQ ' C(Q). よって次の例が得られる.

例 5.10. R を可換ネター環として体 k を含むとする. Q をディンキン型箙として, Λ = R ⊗k kQ とする. Q に付随する

Cambrian束を C(Q)とする. このとき次の順序集合の同型が得られる.

tors(R⊗k kQ) ' Homposet(SpecR,C(Q))

最後に Qが拡大ディンキン型箙の場合の結果を紹介する. この場合は Rの次元が低いときに, R ⊗k Qが整合的であるこ
とが判明している.

定理 5.11 ([IK2]). Rを可換ネター環として体 k を含むとする. Qを拡大ディンキン型箙として, Λ = R⊗k kQとする. R

は次を満たすとする.

(a) ht p ≤ 1なる任意の pに対して Rp は正則環

(b) ht p = 2なる素イデアル pは有限個

このとき Λは整合的である.

与えられた代数が整合的か否かを判定することは一般には難しい. 上記で見たように, 研究 [IK1, IK2]ではいくつかのネ

ター代数が整合的であることを示している. 現在のところ, 整合的でないネター代数は発見されていない. そこで次の問題を

提起して, 本稿を終えたい.

問題 5.12. 整合的でないネター代数を与えよ. または, 整合的なネター代数の特徴づけを与えよ.
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[Ga] P. Gabriel, Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math. France 90 (1962) 323–448.

[IK1] O. Iyama, Y. Kimura, Classifying subcategories of modules over Noetherian algebras, arXiv:2106.00469.

[IK2] O. Iyama, Y. Kimura, Torsion classes of extended Dynkin quivers over Noetherian rings, arXiv:2303.02928.

[IT] C. Ingalls, H. Thomas, Noncrossing partitions and representations of quivers, Compos. Math. 145 (2009), no. 6,

1533–1562.

[Ki] Y. Kimura, Tilting and Silting Theory of Noetherian Algebras, International Mathematics Research Notices, 2023;,

rnad057, https://doi.org/10.1093/imrn/rnad057

[KK] R. Koshio, Y. Kozakai, Induced modules of support τ -tilting modules and extending modules of semibricks over blocks

of finite groups, J. Algebra 628 (2023), 524–544.

[R] N. Reading, Sortable elements and Cambrian lattices, Algebra Universalis 56 (2007), 411–437.

[Sa] S. Saito, Classifying torsionfree classes of the category of coherent sheaves and their Serre subcategories,

arXiv:2304.06918.

[STV] S. Schroll, H. Treffinger, Y. Valdivieso, On band modules and τ -tilting finiteness, Math. Z. 299 (2021), no. 3-4,

2405–2417.

[SW] D. Stanley, B. Wang, Classifying subcategories of finitely generated modules over a Noetherian ring, J. Pure Appl.

Algebra 215 (2011), no. 11, 2684–2693.

[T] R. Takahashi, Classifying subcategories of modules over a commutative Noetherian ring, J. Lond. Math. Soc. (2) 78

(2008), no. 3, 767–782.

[Y] T. Yurikusa, Wide subcategories are semistable, Doc. Math. 23 (2018), pp. 35–47.

11



g-扇とg-多面体
加瀬遼一（岡山理科大学情報理工学部情報理工学科）∗

1 はじめに
本稿は第６８回代数学シンポジウムでの著者の講演に関する報告であり, 内容は青木利隆氏（神戸大学）, 東谷
章弘氏（大阪大学）, 伊山修氏（東京大学）, 水野有哉氏（大阪公立大）との共同研究 ([AHIKM1, AHIKM2])に
基づく.

有限次元代数の表現論における問題意識の１つが加群圏や導来圏の構造の解析である. 加群圏の同値に関しては
射影生成加群がコントロールし, また導来圏の三角同値に関しては傾対象がその役目を担っている. したがって傾
対象の分類や構成が重要となるが, 準傾対象の変異の導入 ([AI])によりそれが帰納的に行えるようになった. 特に
二項準傾対象は台 τ -傾加群, 関手的有限捻じれ類, 二項 SMC(Simple Minded Colection)といった加群圏やその導
来圏上で重要となる対象, 部分圏たちと一対一対応があることが知られている ([AIR, KY]).

(基本的な)二項準傾対象およびその直和因子たちの集まりを考える. この集まりは単体的複体の構造をもち, さ
らに射影加群の圏の実 Grothedieck群の中で考えることで多面体および扇を構成することができる ([DIJ]). 本稿
であつかう g-多面体や g-扇はまさにこのように構成される多面体, 扇であり様々な組合せ構造と関連している. 例
えば g-扇に含まれる極大な錐を考えると, それはKingによる加群圏の安定性条件 ([Ki])から定まる部屋を構成す
ることが知られている [As2, BKT, BST, Y].

本稿では二項 (前)準傾対象とその性質を説明したのち, 加群から定まるニュートン多面体との関連およびラン
ク 2の有限 g-扇に関する研究結果について紹介する.

記号と設定
本稿を通して, 代数といったらそれは体 k上の有限次元代数を意味する. また代数 Aに対して有限次元右 A加
群および射影加群のなす圏をそれぞれ modAおよび projAで表す. modAの有界導来圏を Db(A)とし, projAの
有界ホモトピー圏を Kb(projA)とする. これらの圏は Krull-Shmidt圏となり, 一意的な直既約分解をもつ. そこ
で対象 X に対して, |X|で X の非同型な直既約因子の個数を表すこととする. また各直既約因子が互いに非同型
なときにX は基本的とよぶ. 本稿において特に言及がなければ代数自身の直既約分解を

P1 ⊕ · · · ⊕ Pn

とし, P1, . . . , Pn は互いに非同型と仮定しておく.
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2 二項準傾対象と変異
ここでは二項準傾対象とその変異, および本稿で重要となる性質について紹介する.

2.1 二項準傾対象の定義
二項準傾対象の定義をしよう. Aを代数とする.

定義 2.1. T ∈ Kb(projA)とする.

(1) T が [· · · → 0→ P−1 → P 0 → 0→ · · · ]のような対象と同型であるとき, T を二項対象1とよぶ.

(2) HomKb(projA)(T, T [i]) = 0が全ての正の整数 iに対して成立するとき, T を前準傾対象とよぶ. さらに thickT 2 =

Kb(projA)が成り立つとき, T を準傾対象とよぶ.

(3) T が二項対象かつ前準傾対象であるとき, T を二項前準傾対象とよぶ. 特に二項対象 T が準傾対象であるとき
T を二項準傾対象とよぶ3.

以下では次の記号を用いる.

2-psiltA := 基本的な二項前準傾対象の (同型類)の集合
2-psiltdA := {U ∈ 2-psiltA | |U | = d}
2-siltA := 基本的な二項準傾対象の (同型類)の集合

定理 2.2 ([AIR]). U を二項前準傾対象とする. このとき, U はある二項準傾対象の直和因子となる4.

2.2 準傾対象の変異
準傾対象の既約変異とは直既約直和因子を取り換える操作であり, 次のように定義される.

定義 2.3 ([AI, AIR]). |U | = |A| − 1を満たす U ∈ 2-psiltAに対して次が成り立つ.

(1) U を直和因子としてもつ基本的二項準傾対象が丁度 2つ存在する.

(2) T = X ⊕ U , T ′ = Y ⊕ U を基本的な二項準傾対象とする. このとき, 以下の何れかが成り立つ.

(i) HomKb(projA)(X,Y [1]) = 0

(ii) HomKb(projA)(Y,X[1]) = 0

(i)の状況のとき, µ−
XT := T ′ と定め, T のX による既約左変異とよぶ.

T に (既約な)左変異を施して T ′ が得られたとき, T から T ′ へ矢をひく5ことで, 2-siltA上に有向グラフ構造
H(2-siltA)を定めることができる. この有向グラフは 2-siltA上に定まるある半順序に関するハッセ図と一致する
ことが知られている ([AI]). またH(A)を単なるグラフとしてみたものをH(A)とおく. つまりH(A)は (既約な)

変異関係にある 2つの基本的二項準傾対象を辺で結ぶことでできるグラフである.

例 2.4 (2次上三角行列環の変異グラフ). A =
[
k k
0 k

]とする. H(2-siltA)は次のようになる.

1本稿では二項対象を [P ′ → P ] のように記述する. 特に射影加群 P に対して, P = [0 → P ], P [1] = [P → 0] である.
2T を含み, 直和因子, シフト関手 [±1], および写像錐で閉じている部分圏の中で最小のもの
3T が二項前準傾対象であるとき, T が準傾対象であることと |T | = |A| であることは同値である.
4特に 2-psiltA は単体的複体の構造をもつ.
5本稿では T と T ′ の極大共通直和因子 U を明記したい場合は, T −

�� ��U → T ′ とかくことにする.



P1 ⊕ P2�� ��P1

P1 ⊕ [P2 → P1]�� ��[P2 → P1]

P2[1]⊕ [P2 → P1]�� ��P2[1]

P1[1]⊕ P2[1]

�� ��P2

P1[1]⊕ P2

�� ��P1[1]

2.3 g-ベクトルと符号同一性
A = P1⊕· · ·⊕Pnとし, Grothendieck群K0(projA) = K0(K

b(projA))を考える. この群は基底 {P1, . . . , Pn}を
もつ自由アーベル群となる. 以下では Pi を Zn ⊆ Rn の標準的な単位ベクトルに対応させることで Grothendieck

群および実 Grothendiek群をそれぞれ Zn および Rn と同一視する.

K0(projA) = Zn, K0(projA)R := K0(projA)⊗ R = Rn

X ∈ Kb(projA)に対して [X] ∈ Zn ⊆ Rn をX に対応する Grothendieck群の元とし, これを g-ベクトルとよぶ.[[
n⊕
i=1

P bii →
n⊕
i=1

P aii

]]
=

n∑
i=1

aiei −
n∑
i=1

biei

次の 2つの定理が重要である.

定理 2.5 ([DIJ]). T , T ′ を二項前準傾対象とする. [T ] = [T ′]であれば T ' T ′ である.

定理 2.6 ([AI]). T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tn ∈ 2-siltAであるとき, {[T1], . . . , [Tn]}は Zn の自由基底となる.

T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tn, S = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn ∈ 2-siltAとすれば, ([T1] · · · [Tn])および ([S1] · · · [Sn])は Rn の基底とな
るので変換行列 G(T, S)を考えることができる.

([S1] · · · [Sn]) = ([T1] · · · [Tn])G(T, S)

T, S の間に順序関係 T ≥ S が定まるとき, G(T, S)は次の定理で定まる符号同一性という性質を満たす.

定理 2.7 ([DIJ]). T, S ∈ 2-siltAとする. T ≥ S であるとき, G(T, S)の行 rについて次の何れかが成り立つ.

• rの成分は全て負でない整数.

• rの成分は全て正でない整数.

3 g-多面体と g-扇
3.1 錐と扇
ユークリッド空間 Rn を考える. v1, . . . , vℓ ∈ Rn を用いて次のように表される集合を凸多面錐とよぶ.

cone{v1, . . . , vℓ} := {a1v1 + · · ·+ aℓvℓ | a1, . . . , aℓ ∈ R≥0}

凸多面錐に対して σの次元および面が次のように定義される.

• dimR(σ + (−σ))を σの次元とよぶ.



• σ ⊆ {v ∈ Rn | f(v) ≤ 0}を満たす線型写像 f : Rn → Rを用い, 次の共通部分で表される集合を σ の面と
よぶ.

σ ∩ {v ∈ Rn | f(v) = 0}

定義 3.1. 次の条件を満たす Rn 内の凸多面錐 σを強凸有理多面錐とよぶ.

• σ ∩ −σ = {0}

• σ = cone{v1, . . . , vℓ}となる v1, . . . , vℓ ∈ Qn が存在する.

注意 3.2. ２つの強凸有理多面錐の共通部分もまた強凸有理多面錐となる.

注意 3.3. σ = cone{v1, . . . , vℓ}とする. σ の面は {v1, . . . , vℓ}の部分集合 V を用いて, cone V とかける. また
v1, . . . , vℓ が一次独立であれば, cone V は σの面となる.

扇を定義する.

定義 3.4. 次の条件を満たす Rn 内の錐の族 Σ( 6= ∅)を Rn の扇とよぶ.

(a) σ ∈ Σであれば σの任意の面は Σに属する.

(b) Σに属する２つの錐 σ, σ′ に対し, その共通部分 σ ∩ σ′ は σと σ′ の共通面である.

Rn の扇 Σに関するいくつかの用語をまとめる.

• 錐の個数が有限な扇を有限扇とよぶ.

• 全ての錐の和集合をその扇の台とよび | • |で表す. また台が Rn と一致するような扇を完備扇とよぶ.

• 全ての (包含関係に関して)極大な錐が Zn の自由基底で生成されるような扇を非特異扇とよぶ.

3.2 g-扇
U ∈ 2-psiltAおよびその直既約分解 U = U1 ⊕ · · · ⊕ Uℓ に対して, Rn の錐 C(U)を次で定める.

C(U) := cone{[U1], . . . , [Uℓ]}

また, このように表される錐たちの族を Σ(A)とかく.

Σ(A) := {C(U) | U ∈ 2-psiltA}

定義から Σ(A)に属する極大な錐は基本的な二項準傾対象から定まる n := |A|次元の錐であり, (定理 2.6から)Zn

の自由基底で生成される. いま U,U ′ ∈ 2-psiltAに対して, X を U , U ′の最大の共通直和因子とする. このとき, 次
の包含関係が成り立つ.

C(U) ∩ C(U ′) ⊇ C(X)

また逆の包含関係も成り立つ. C(U)∩C(U ′)は錐であるので (注意 3.2), C(U)∩C(U ′) = cone{x1, . . . ,xm}となる
ようなx1, . . . ,xm ∈ Znが存在する. C(U)∩Zn = Z≥0[U1]+ · · ·+Z≥0[Uℓ], C(U

′)∩Zn = Z≥0[U
′
1]+ · · ·+Z≥0[U

′
ℓ]

なので各 xi は次のように表示できる.

xi = [Ua11 ⊕ · · · ⊕ U
aℓ
ℓ ] =

[
U ′
1
b1 ⊕ · · · ⊕ U ′

ℓ
bℓ
]

定理 2.5より, Ua11 ⊕ · · · ⊕ U
aℓ
ℓ ' U ′

1
b1 ⊕ · · · ⊕ U ′

ℓ
bℓ なので xi ∈ C(X)であることがわかる.

C(U) ∩ C(U ′) = C(X)

また注意 3.3より C(U)の面は U の直和因子X を用いて C(X)とかける.

以上の議論より, Σ(A)は非特異扇となることがわかる.



定義 3.5 (g-扇, [DIJ]). 非特異扇 Σ(A)を Aの g-扇とよぶ.

Σ(A) 2-psiltA

Σ(A)d 2-psiltdA := {U ∈ 2-psiltA | |U | = d}
C(U)の面 U の直和因子

C(U) ∩ C(U ′) U と U ′ の極大共通直和因子
Σ(A)は非特異扇であるが, 完備性に関して次の定理が成り立つ.

定理 3.6 ([ZZ]([As2]も参照されたい)). 次は同値である.

(a) Σ(A)は有限扇.

(b) Σ(A)は完備扇.

例 3.7 (2次上三角行列環の g-扇). A =
[
k k
0 k

]とすれば Σ(A)は次のようになる.

[P1]

[P2]

[P1]− [P2]−[P2]

−[P1]

3.3 変異と g-扇
2つの基本的二項準傾対象 T , T ′はそれらの極大な共通直和因子 U が |U | = n− 1を満たすときに変異の関係に
あるのであった. これを g-扇の言葉で置き換えると次のようになる.

C(T ) ∩ C(T ′) = C(U) ∈ Σn−1A

このことはΣ(A)から変異 (無向)グラフH(A)を復元することができることを意味するが, さらに変異 (有向)グラ
フH(A)も復元することができる. いま U ∈ 2-psiltn−1A, C(U)を含む n− 1次元の超平面をH(U), T = U ⊕X ∈
2-siltA, T ′ = U ⊕ Y としよう. C(U)は C(T )の面であるので, 次の条件を満たす線型写像 f : Rn → Rが取れる.

f (H(U)) = 0, f([X]) > 0

また符号同一性 (定理 2.7)を T > A[1]に適用することで, 次の何れか (一方のみ)が成り立つことがわかる.

(a) 全ての i ∈ {1, . . . , n}に対して, ei = [Pi] ∈ H(U) + R≥0[X].

(b) 全ての i ∈ {1, . . . , n}に対して, ei = [Pi] ∈ H(U) + R≤0[X].

特に, H(U)は Rn を 2つの半空間 {x | f(x) ≥ 0}と {x | f(x) ≤ 0} に分けるが, どちらか一方は C(A)を含みま
たもう一方は C(A[1])を含むことがわかる. そこで C(A)を含む半空間を U に関する正半空間とよぶことにする.

定理 3.8 ([DIJ]). 上記の設定のもと, H(A)に中で有向辺 T → T ′ があることと, C(T )が U に関する正半空間に
含まれていることは同値である.

例 3.9 (2次上三角行列環の変異グラフの復元). A =
[
k k
0 k

]とすれば Σ(A)からH(A)は次のように復元される.

[P1]

[P2]

[P1]− [P2]−[P2]

−[P1]



4 g-扇と加群のニュートン多面体
この節では加群のニュートン多面体6とよばれる格子多面体を導入し, Feiの結果の精密化を紹介する.

定理 4.1 ([F]). Aを g-有限な代数とし, その煉瓦7全ての直和を Bとする. このとき, Bのニュートン多面体の正
規扇8と Aの g-扇が一致する.

4.1 加群のニュートン多面体と正規扇
Grothendieck群K0(modA) = K0(D

b(modA))を考える. この群は基底 {S1, . . . , Sn}をもつ自由アーベル群とな
る. 以下では [Si]をZn ⊆ Rnの標準的な単位ベクトルに対応させることでGrothendieck群および実Grothendieck

群をそれぞれ Zn および Rn と同一視する.

K0(modA) = Zn, K0(modA)R := K0(modA)⊗ R = Rn

M ∈ modAに対してそのニュートン多面体を定める.

定義 4.2 (加群のニュートン多面体). M ∈ modAとする. 次の集合 Rn での凸包を N(M)とおき, これをM の
ニュートン多面体とよぶ.

{[V ] | V ⊆
部分加群

M}

この節を通してニュートン多面体 N(M)を考えるときは [M ] ∈ Zn の各成分は 0でないとする.9

一般に凸多面体 P ⊇ Rn に対し, その面は θ ∈ Rn∗ によって次のように定まる.

Pθ = {v ∈ P | θ(v) = max θ(P )}

P が n次元整凸多面体であるとし, その n− 1次元的な面全体を facet(P ) = {F1, . . . , Fr}としよう. F ∈ facet(P )

に対して, Pθ = F を満たす Rn∗ ⊃ Qn∗ 3 θ 6= 0が正の有理数倍を除いて一意的に決まる. そこで θi を Pθi = Fi

を満たすようにとり, P の面 F に対して錐 σF および錐の族 Σ(P )を次で定める.

σF := cone{θi | Fi ⊇ F} = {θ ∈ Rn∗ | Pθ ⊇ F}
Σ(P ) := {σF | F は P の面 }

このとき, Σ(P )は扇となりこの扇を P の正規扇とよぶ. 以下では N(M)の正規扇を Σ(M)と表すことにする (例
えば節末の例 4.11).

4.2 数値的捻じれ対
この小節では [BKT]による数値的捻じれ対を導入し, 二項前傾対象から定まる捻じれ対との関係を説明する.

オイラー形式 〈−,−〉 : K0(projA)×K0(modA)→ Zを考える.

〈T,X〉 =
∑
t∈Z

(−1)t dimk HomDb(modA)(T,X[t])

特に次の等式が成り立ち, オイラー形式を通してK0(projA)RとK0(modA)Rはそれぞれ互いの双対空間とみなす
ことができる10.

〈Pi, Sj〉 =

{
dimk EndA(Sj) (i = j)

0 (i 6= j)

以下では θ ∈ Kb(projA), M ∈ modAに対して θ(M) := 〈θ, [M ]〉とおく11.

6[BKT] では Harder–Narashimhan 多面体とよんでいる.
7準同型環が斜体になるような A-加群. A が g-有限であることと煉瓦が有限であることが同値になる [As1].
8多面体の面ごとに定まる錐たちを集めたもの. 詳細は 4.1 節で述べる.
9この条件は N(M) が n 次元的であることと同値になる.

10k が代数閉体であるときは dimk EndA(Sj) = 1 であり, K0(projA)R の基底 (Pi)
n
i=1 と K0(modA)R の基底 (Si)

n
i=1 はそれぞれ互い

の双対基底となる.
11U = [P ′ → P ], θ = [U ] のとき, θ(M) = dimk HomA(P,M)− dimk HomA(P ′,M) である.



定義 4.3 (数値的捻じれ対, BKT). θ ∈ K0(projA)に対して modAの類 Tθ, T θ, Fθ, Fθ を次で定める.

Tθ := {M ∈ modA |M の任意の剰余加群M ′ 6= 0が θ(M ′) > 0を満たす }
T θ := {M ∈ modA |M の任意の剰余加群M ′ 6= 0が θ(M ′) ≥ 0を満たす }
Fθ := {M ∈ modA |M の任意の部分加群M ′ 6= 0が θ(M ′) < 0を満たす }
Fθ := {M ∈ modA |M の任意の部分加群M ′ 6= 0が θ(M ′) ≤ 0を満たす }

このとき, (Tθ,Fθ)および (T θ,Fθ)は modAの捻じれ対となり, これらを数値的捻じれ対とよぶ.

T θ と Fθ の共通部分をWθ とおく.

Wθ := T θ ∩ Fθ
= {M ∈ modA | θ(M) = 0かつM の任意の剰余加群M ′ 6= 0が θ(M ′) ≥ 0を満たす }
= {M ∈ modA | θ(M) = 0かつM の任意の部分加群M ′ 6= 0が θ(M ′) ≤ 0を満たす }

このときWθ は核, 余核, および拡大で閉じmodAの広大部分圏となる12. また捻じれ対 (Tθ,Fθ)から定まる加群
M の分解により, 部分加群 tθM ∈ Tθ および剰余加群 fθM ∈ Fθ を定義する.

0→ tθM →M → fθM → 0

同様に捻じれ対 (T θ,Fθ)を用いて, tθ および fθ を定義する. このとき, tθM , tθM はそれぞれ Tθ, T θ に属するM

の最大の部分加群となる. 特に tθM ⊆ tθM であり, 剰余加群 tθM/tθM はWθ に属する. この剰余加群を wθM と
おく.

wθM = tθM/tθM ∈ Wθ

4.3 二項前準傾対象から定まる捻じれ類の数値的記述
U ∈ 2-psiltAに対して, 捻じれ対 (TU ,FU )および (T U ,FU )が次で定まる ([AIR]).

TU := FacH0(U), T U := ⊥H1(νU), FU := SubH1(νU), FU := H0(U)⊥

tU , tU , fU , fU , wU などは前小節と同様に定義する.

注意 4.4. U の Bongartz完備化 TU と co-Bongartz完備化 TU に対して, 次の等式が成り立つ.

TU = TTU
, T U = TTU

特に T ∈ 2-siltAに対して, TT = T T である.

注意 4.5. [AIR]により, 関手的有限な捻じれ類と二項準傾対象から定まる捻じれ類の間に一対一対応がある. さ
らに g-有限な場合は全ての捻じれ類は二項準傾対象から定まる捻じれ類となる ([DIJ]).

この小節では二項前準傾対象から定まる捻じれ対と数値的捻じれ対との対応 ([As2, BKT, BST, Y])を紹介する.

まず U = [P ′ → P ] ∈ 2-psiltA, M ∈ modAに対して次の図式が定まることに注意する.

0 HomA(M,H1(νU)) HomA(M,νP ′) HomA(M,νP )

DHomA(P
′,M) DHomA(P,M) DHomA(H

0(U),M) 0

⟲≃ ≃

12Wθ は [Ki] による安定性条件において, θ-半安定な加群のなす広大部分圏である. またその単純対象は θ-安定な加群であり, その全体は
modA の semibrick を与える.



特に次元を考えることで次の等式が得られる.

dimk HomA(P,M)− dimk HomA(P
′,M) = dimk HomA(H

0(U),M)− dimk HomA(M,H1(νU))

いま U の直既約直和分解を U ' U1 ⊕ · · · ⊕Udとし, θi := [Ui]とする. θ =
∑d
i=1 xiθi ∈ C+(U)としよう. このと

き, 上式から次の等式を得る.

θ(M) =
∑d
i=1 xiθi(M)

=
∑d
i=1 xi

(
dimk HomA(H

0(Ui),M)− dimk HomA(M,H1(νUi))
)

特に次が成り立つ.

M ∈ T U ⇒ θ(M) ≥ 0 (等号成立はM ∈ FU )
M ∈ FU ⇒ θ(M) ≤ 0 (等号成立はM ∈ T U )

以上より TU ⊆ Tθ, T U ⊆ T θ,FU ⊆ Fθ, FU ⊆ Fθ である. また (Tθ,Fθ), (T θ,Fθ), (TU ,FU ), (T U ,FU )が捻じ
れ対であることから, それぞれ逆の包含関係も成り立つ.

命題 4.6 ([BST, Y]). θ ∈ C+(U)とすれば次の等式が成り立つ.

Tθ = TU , T θ = T U , Fθ = FU , Fθ = FU , Wθ =WU

4.4 数値的捻じれ対とニュートン多面体の面
0 6= θ ∈ K0(projA)R とする. θで定まるニュートン多面体 N(M)の面

N(M)θ = {x ∈ N(M) | θ(x) = max θ(N(M))}

を考えよう. いまM の部分加群X に対して, [X] ∈ N(M)θ となるための条件を考察する. X の捻じれ対 (Tθ,Fθ),
(T θ,Fθ)に関する標準分解

0→ tθX → X → fθX → 0, 0→ tθX → X → fθX → 0,

および tθM/tθX ∈ Tθ, tθM/tθX ∈ T θ から次の不等号が成立することがわかる.

θ(X) ≤ θ(tθX) ≤ θ(tθM), θ(X) ≤ θ(tθX) ≤ θ(tθM)

ここで wθY = tθY/tθY ∈ Wθ より

θ(tθX) = θ(tθX), θ(tθM) = θ(tθM)

であるので, (N(M)の頂点はM の部分加群X を用いて [X]と記述できることに注意すれば)次がわかる.

[X] ∈ N(M)θ ⇔ θ(X) = θ(tθM) = θ(tθM)

⇔ θ (X/tθX) = 0かつ θ (tθM/tθX) = 0

⇔ X = tθX かつ tθX = tθM

⇔ tθM ⊆ X ∈ T θ
⇔ tθM ⊆ X ⊆ tθM かつX/tθM ∈ Wθ(⊆ T θ)

特に面 N(M)θ の頂点は次の集合に含まれている.

[tθM ] + Rn≥0

tθM ∈ N(M)θであることから, [tθM ]はN(M)θの頂点でありニュートン多面体N(M)の頂点でもある. 逆にニュー
トン多面体の頂点 vに対して, {v}は N(M)の面であることから {v} = N(M)θ とかける. すなわちある θに対し
て v = tθM が成り立つ. 同様にしてニュートン多面体の辺 Eは N(M)θ とかけ, これは tθM および tθM を含むこ
とになるので E は {[tθM ], [tθM ]}の凸包になることがわかる. 以上をまとめる.



命題 4.7 ([BKT]). (1) ニュートン多面体 N(M)の頂点集合と次の集合は一致する.

{[tθM ] | 0 6= θ ∈ K0(projA)}

(2) 任意の辺はある θ 6= 0を用いて, {[tθM ], [tθM ]}の凸包と表すことができる.

(3) ニュートン多面体の面 N(M)θ の頂点集合は次の集合と一致する.

• {[tθ′M ] | 0 6= θ′ ∈ K0(projA), tθM ⊆ tθ′M ∈ T θ}
• {[tθ′M ] | 0 6= θ′ ∈ K0(projA), tθM ⊆ tθ′M ⊆ tθM, tθ′M/tθM ∈ Wθ}

4.5 ニュートン多面体の面～g-有限な場合～
この小節では Aを g-有限な代数とする. 定理 3.6により Σ(A)は完備扇であるので 0 6= θ ∈ K0(projA)に対し,

θ ∈ C+(U)となる U ∈ 2-psiltAが一意的に存在する. したがって命題 4.6と命題 4.7 からニュートン多面体の面
N(M)θ の頂点集合は次の集合と一致する13.

{[tTM ] | T ∈ 2-siltA, tUM ⊆ tTM ∈ T U}

いま N = tTM (T ∈ 2-siltA) が tUM ⊆ N ∈ T U を満たしているとしよう. 次の等式を満たす二項準傾対象
T ′ ∈ 2-siltAをとる.

T ′ := TT ′ = TT ∩ T U
T ′ ⊆ TT , tTM ∈ TT ∩ T U = T ′ なので次が成り立つ.

tT ′M ⊆ tTM ⊆ tT ′M ; tT ′M = tTM = N

そこで次の等式を満たす二項準傾対象 T ′′ ∈ 2-siltAをとる.

T ′′ := TT ′′ = Filt(T ′, TU )14

tT ′′M/tT ′M ∈ T ′′ より, もし tT ′′M 6= tT ′M であれば tT ′M ⊊ X ⊆ tT ′′M かつ X/tT ′M ∈ T ′ ∪ TU を満たす X

が取れるが, これは次の通り矛盾である.

• X/tT ′M ∈ T ′ ⇒ tT ′M ⊊ X ∈ T ′15

• X/tT ′M ⊆ tT ′′M/tT ′M = Coker (tT ′M/tUM → tT ′′M/tUM) ∈ WU
16 ⊆ FU

特に tT ′′M = tT ′M = tTM = N かつ T ′′ ∈ 2-siltUA
17である. 以上をまとめる.

θ ∈ C+(U) ⇒ N(M)θ の頂点集合 = {[tTM ] | T ∈ 2-siltUA} =: n(M)U

; N(M)θ = conv n(M)U =: N(M)U

そこで 2-psiltA上の同値関係 ∼M を n(M)U を用いて定める.

U ∼M U ′ :⇔ n(M)U = n(M)U ′ ⇔ N(M)U = N(M)U ′

注意 4.8. ∼M を 2-siltA上の同値関係に制限した場合, T ∼M T ′ であることと tTM = tT ′M は同値である.

命題 4.9 ([AHIKM1]). 対応 U 7→ conv n(M)U = N(M)U により 2-psiltA/ ∼M と {N(M)の面 }は一対一に対応
する.

4.6 Feiの結果の精密化
引き続き Aは g-有限とする. Σ(M)を N(M)の正規扇とし, 面 F に対応する錐を σF で表す.

σF = {θ ∈ K0(projA) | N(M)θ ⊇ F} = cone{θi | Fi ⊇ F}18
13U ∈ 2-psiltA に対して, その co-Bongartz 完備化 TU を考えれば tUM = tTU

M が成り立つことに注意する.
14T ′ ∪ TU に属する加群たちでフィルトレーションされる加群からなるクラス. T ′ と TU を含む最小の捻じれ類になっている.
15完全列 0 → tT ′M → X → X/tT ′M → 0 に注意.
16T ′ ⊆ T ′′ ⊆ T U から, tT ′M/tUM および tT ′′M/tUM はどちらも広大部分圏WU に属することに注意する.
17TU ⊆ T ′′ ⊆ T U から従う.
18Fi や θi は 4.1 節の記号を流用



前小節の結果から次が従う.∑
i:Fi⊇F

R>0θi ⊆ {θ ∈ K0(projA) | N(M)θ = F} =
⋃

U :N(M)U=F

C+(U) ⊆ σF ; σF =
⋃

U :N(M)U=F

C(U)

ニュートン多面体の頂点が tTM (T ∈ 2-siltA)とかけることに注意すれば次の等式が成り立つ.

σF = 19
⋂

v:F の頂点
σ{v} =

⋂
T∈2-siltA
tTM∈F

σN(M)T =
⋂

T∈2-siltA
tTM∈F

 ⋃
T ′∈2-siltA
T ′∼MT

C(T ′)


以上をまとめる.

定理 4.10 ([AHIKM1]). Aを g-有限, M ∈ modA, dimN(M) = |A|とする.

(1) N(M)の面 F に対して次の等式が成り立つ.

σF =
⋃

U∈2-psiltA
N(M)U=F

C(U) =
⋂

T∈2-siltA
tTM∈F

 ⋃
T ′∈2-siltA
T ′∼MT

C(T ′)


(2) 次は同値である.

(a) Σ(M) = Σ(A)

(b) 2-psiltA/ ∼M= 2-psiltA

(c) 2-siltA/ ∼M= 2-siltA

(d) wUM 6= 0が全ての U ∈ 2-psiltn−1(A)に対して成り立つ.

Proof. (1)はすでに示している. また (2)の条件の内, (a), (b), (c)の同値性は (1)より従う. さらに (d)が成り立
たないとき, wUM = tUM/tUM = 0となる U ∈ 2-psiltn−1A が取れる. 特に tTU

M = tTU
M となり, (c)が成り立

たない. よって (c)が成り立たないとき, (d)も成り立たないことを示せばよい.

tTM = tT ′M が T, T ′ ∈ 2-siltA (T 6' T ′)に対して成り立つとする. tTM ∈ TT ∩ TT ′ より, T ′′ := T ∧ T ′20に対
して tTM = tT ′′M が成り立つ. したがって T ′ < T としてよい. Aは g-有限なので変異図H(A)において次の列
が取れる.

T → T1 → · · · → Tℓ = T ′′

tTM ⊇ tT1M ⊇ tT ′′M = tTM より, tTM = tT1M であり, T, T1 の共通直和因子 U ∈ 2-psiltn−1Aに対して次の
等式が成り立つ.

wUM = tUM/tUM = tTM/tT1M = 0

特に (d)は成り立たない.

例 4.11. A =
[
k k
0 k

]とする. Aの直既約加群の同型類は {P1, P2, S1}であり, 二項準傾対象と捻じれ類の対応は次
で与えられる.

P1 ⊕ P2�� ��P1

P1 ⊕ [P2 → P1]�� ��[P2 → P1]

P2[1]⊕ [P2 → P1]�� ��P2[1]

P1[1]⊕ P2[1]

�� ��P2

P1[1]⊕ P2

�� ��P1[1]

modA

addP1 ⊕ S1

addS1

{0}

addP2

19一般に F と F ′ を含む最小の面 F ′′ に対して σF ′′ = σF ∩ σF ′ が成り立つ.
20TT ′′ = TT ∩ TT ′ で定まる二項準傾対象である.



T −
�� ��U → T ′ に対し, T U = TT , TU = TT ′ が成り立つ. したがってM として A, A ⊕ S1 を考えれば下表が得ら

れる.

M N(M) Σ(M) n(M)•

A
[P1]

[P2]

[P1]− [P2]−[P2]

−[P1]

{[A]} = {(1, 2)}�� ��{(1, 1), (1, 2)}

{[P1]} = {(1, 1)}�� ��{(0, 0), (1, 1)}

{[0]} = {(0, 0)}�� ��{(0, 0)}

{[0]} = {(0, 0)}

�� ��{(0, 2), (1, 2)}

{[S2 ⊕ S2]} = {(0, 2)}

�� ��{(0, 0), (0, 2)}

A⊕ S1 [P1]

[P2]

[P1]− [P2]−[P2]

−[P1]

{[A⊕ S1]} = {(2, 2)}�� ��{(2, 1), (2, 2)}

{[P1 ⊕ S1]} = {(2, 1)}�� ��{(1, 0), (2, 1)}

{[S1]} = {(1, 0)}�� ��{(0, 0), (1, 0)}

{[0]} = {(0, 0)}

�� ��{(0, 2), (2, 2)}

{[S2 ⊕ S2]} = {(0, 2)}

�� ��{(0, 0), (0, 2)}

5 完備2次元 g-扇の分類
5.1 2次元扇の符号同一性
g-扇のもつ性質として符号同一性というものを導入する.

定義 5.1 (符号同一性). 次の条件を満たす R2 内の非特異扇 Σを符号同一性をもつ扇とよぶ.

• σ+ := R≥0(1, 0) + R≥0(0, 1) ∈ Σ, σ− := −σ+ ∈ Σ (; 各錐の内部はある象限に含まれる.)

• 任意の 1次元錐は丁度 2つの 2次元錐に含まれる.

以下 c-Fansc(2)で符号同一性をもつR2内の非特異扇全体の集合を表すことにする. またその部分集合 c-Fan+−

sc(2),

c-Fan−+sc(2) を次で定める.

c-Fan+−

sc(2) = {Σ ∈ c-Fansc(2) | cone{−e1, e2} ∈ Σ}
c-Fan−+sc(2) = {Σ ∈ c-Fansc(2) | cone{e1,−e2} ∈ Σ}

5.2 c-Fan+−
sc(2)の帰納的構成

この小節では特に断らない限り Σ ∈ c-Fan+−

sc(2)に対し, その一次元錐の原始的生成元を v0 := (0, 1)から時計回
りに次のようにおく.

v0 = (0, 1), v1 = (1, 0), v2, . . . , vℓ := (0,−1), vℓ+1 := (−1, 0)

5.2.1 c-Fan+−

sc(2)内の扇のクィディティ列

Σ ∈ c-Fan+−

sc(2)とする. Σが非特異扇であることから, {vi−1,vi}および {vi,vi+1}は Z2 の自由基底であり, ま
た符号同一性から vi+1 + vi−1 ∈ Z≥0vi となる. そこで次の関係式によって ai (i = 1, . . . , ℓ)を定める.

vi+1 + vi−1 = aivi

このように定めた非負整数列 q(Σ)を Σ ∈ c-Fan+−

sc(2)のクィディティ列とよぶことにする. c-Fan+−

sc(2)の扇はその
クィディティ列により一意的に決まる.



5.2.2 c-Fan+−

sc(2)への巡回作用

Σ ∈ c-Fan+−

sc(2)としそのクィディティ列を (a1, . . . , aℓ)とする. Σは非特異扇であるので, (v1,v2)は Z2 の自由
基底であり, 特に R2 の基底である. そこで線型写像 ρ : R2 → R2 を次で定める.

ρ(v1) = (0, 1), ρ(v2) = (1, 0)

このとき, wk ∈ R2 を次で定める.

wk :=

{
ρ(vk+1) (0 ≤ k ≤ ℓ)

−ρ(v2) = (−1, 0) (k = ℓ+ 1)

定義からw0, . . . ,wℓ+1 は非特異扇 Σ′ を定め, さらに次が成り立っている.

cone{(0, 1), (1, 0)} = cone{w0,w1}
cone{((0,−1), (−1, 0))} = cone{wℓ,wℓ+1}
cone{((0,−1), (−1, 0))} = cone{wℓ+1,w0}

特に Σ′ ∈ c-Fan+−

sc(2)である. この対応 Σ 7→ Σ′ により定まる写像を ρとする.

ρ : c-Fan+−

sc(2)→ c-Fan+−

sc(2)

構成から ρはクィディティ列に巡回的に作用する. つまり次が成り立つ21.

q(Σ) = (a1, a2, . . . , aℓ)⇒ q(ρ(Σ)) = (a2, . . . , aℓ, a1)

5.2.3 c-Fan+−

sc(2)内の扇の部分分割

Σ ∈ c-Fan+−

sc(2), σi := cone{vi,vi+1} ∈ Σとする. 1 ≤ i ≤ ℓ− 1に対して σiは領域 {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≤ 0}
に含まれるが, 次のように (Z2 の自由基底で生成される)2つの 2次元錐に分割することができる.

σi = cone{vi,vi + vi+1}
σ′
i

∪ cone{vi + vi+1,vi+1}
σ′′
i

特に新しい扇 Σ′ ∈ c-Fan+−

sc(2)を, その 2次元錐が次で与えられるように定めることができる.

σ0, σ1, . . . , σi−1, σ
′
i, σ

′′
i , σi+1, . . . , σℓ−1, σℓ, σℓ+1

この対応 Σ 7→ Σ′ で定まる写像を Dσi とかく.

Dσi
: c-Fan+−

sc(2)→ c-Fan+−

sc(2)

以下の議論では特に i = ℓ− 1のときが重要である. そこで以下のような記号を用意する.

D := Dσℓ−1

注意 5.2. クイディティ列について次が成り立つ.

q(Σ) = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , aℓ)⇒ q(Dσi
(Σ)) = (a1, . . . , ai + 1, 1, ai+1 + 1, . . . , aℓ)

特に i = ℓ− 1のときを考えれば次が成り立つ.

q(Σ) = (a1, . . . , aℓ−1, aℓ)⇒ q(D(Σ)) = (a1, . . . , aℓ−1 + 1, 1, aℓ + 1)

ここまでの議論を用いることで次を得る.

補題 5.3. q(Σ) = (a1, . . . , ai, ai+1 . . . , aℓ)とすれば次の等式が成り立つ.

Dσi
(Σ) = ρℓ−i ◦ D ◦ ρi+1(Σ)

21非自明な部分は wℓ−1 +wℓ+1 = a1wℓ である. これは次の通り成立する.

wℓ−1 +wℓ+1 = ρ(vℓ − v2) = ρ(−v0 − v2) = a1ρ(−v1) = a1ρ(vℓ+1) = a1wℓ



5.2.4 c-Fan+−

sc(2)内の扇の機能的構成

クイディティ列 q = (a1, . . . , aℓ)を考えよう. 符号同一性から次が分かる.

• クイディティ列に 0が現れること, ℓ = 2であること, および q = (0, 0)であることは同値.

• a1 = aℓ = 1であることと q = (1, 1, 1)であることは同値.

• a1, . . . , ak ≥ 2であれば vk+1 は領域 {(x, y) | 0 ≥ y > −x}に存在する.

• ak, . . . , aℓ ≥ 2であれば vk−1 は領域 {(x, y) | y < −x ≤ 0}に存在する.

特に ℓ ≥ 3であれば ak = 1を満たす k ∈ {2, . . . , ℓ− 1}が存在する. この kに対し,

v0,v1, . . . , vk−1,vk+1, . . . , vℓ

は扇 Σ′ ∈ c-Fan+−

sc(2)を定め次が成り立つ.

Dcone{vk−1,vk+1}Σ
′ = Σ

以上の議論および補題 5.3から次が従う.

補題 5.4. c-Fan+−

sc(2)内の扇はクイディティ列として (0, 0)をもつ扇に ρおよび Dを有限回施すことで得られる.

5.3 部分分割定理
極大イデアルでの剰余代数が kと同型になるような局所 k-代数AとB, (A,B)-両側加群 AXB , (B,A)-両側加群

Y , および (A,A)-両側加群準同型mA : X ⊗B Y → A, (B,B)-両側加群準同型mB : Y ⊗AX → Bを考える. この
ようなデータに対して, [

A AXB

BYA B

]
,

[
A AXB

0 B

]
,

[
A 0

BYA B

]
と表すことのできる代数のクラスをそれぞれM := Mk(2), UTM := UTMk(2), LTM := LTMk(2)とする. 本小節
では Λ ∈ UTMが g-有限のとき, 各 Σ(Λ) 3 σ ⊆ {(x, y) | 0 ≤ x, 0 ≥ y} に対して次の等式を満たす Γ ∈ UTM の
存在を示す.22

Dσ(Σ(Λ)) = Σ(Γ)

5.3.1 巡回 ρの実現

Λ ∈ UTM を g-有限な代数, µ−
2 (Λ) = U ⊕ P1 ∈ 2-siltΛ, Γ = EndKb(projΛ)(µ

−
2 (Λ)) とする. このとき,

HomKb(projΛ)(µ
−
2 (Λ), P1[1]) = 0 であり, また HomKb(projΛ)(P1, P2) = 0 から HomKb(projΛ)(µ

−
2 (Λ), U [1]) = 0 で

ある. したがって µ−
2 (Λ)は傾対象になっている. 特に三角圏同値

F : Kb(projΛ)→ Kb(projΓ), F (µ−
2 (Λ)) = Γ

が存在し ([R]), Γの直既約射影加群を P ′
1 := F (U), P ′

2 := F (P1)とおく. いま siltΛの変異列

(P1 ⊕ P2 →)U ⊕ P1 → · · · → P2[1]⊕ V → P1[1]⊕ P2[1]→ U [1]⊕ P1[1]

に対して, 2-siltΓの変異列

P ′
1 ⊕ P ′

2 → · · · → F (P2[1])⊕ F (V )→ P ′
2[1]⊕ F (P2[1])→ P ′

1[1]⊕ P ′
2[1]

22この主張を示すことができれば c-Fan+−
sc(2) の扇が全て実現できることがわかる. また Σ(Aop) = {−σ | σ ∈ Σ(A)} であって, また

UTM
反転↔ LMT であるので, c-Fan−+

sc(2) の扇も全て実現できることわかる.



が定まる. 特に [P ′
1] 7→ (1, 0), [P ′

2] 7→ (0, 1)によりK0(projΓ)R を R2 と同一視すれば, Σ(Γ)と ρ(Σ(Λ))は第 2象
限 {(x, y) | x < 0, y > 0}以外の領域では一致していることがわかる. そこで Γ′ を次で定める.

Γ′ :=

[
EndKb(projΛ)(U) HomKb(projΛ)(P1, U)

0 EndKb(projΛ)(P1)

]
⊆

部分代数

[
EndKb(projΛ)(U) HomKb(projΛ)(P1, U)

HomKb(projΛ)(U,P1) EndKb(projΛ)(P1)

]
∼= Γ

Σ(Γ)と Σ(Γ′)は第 2象限以外の領域では一致し, 特に次の等式が成り立つ.

Σ(Γ′) = ρ(Σ(Λ))

注意 5.5. 構成した代数 Γ′ は UTMに属する. 証明は [AHIKM1, Proposition 4,7 (b)]を参照されたい.

以上をまとめる.

定理 5.6 ([AHIKM1, Theorem 4.6]). Λ ∈ UTMk(2)とする. Λが g-有限であれば, 次の等式を満たす Γ ∈ UTFk(2)

が存在する.

Σ(Γ) = ρ(Σ(Λ))

5.3.2 分割 Dの実現

ここでは次の設定のもとで議論をおこなう.

• Λ =

[
A AXB

0 B

]
∈ UTM, JA は Aの極大イデアル, JB は B の極大イデアル, X := X/XJB .

• 自然な全射 A↠ A/JA = k, A↠ B/JB = k, およびX ↠ X をそれぞれ (−)で表す.

• X には自然に左 A-加群構造がはいり, また (−) : A↠ A/JA = kを通して右 A-加群構造をいれる.

• C := Aの両側加群D(X)に関する自明拡大 A⊕D(X), Y := X ⊕ k.

Y の C-加群構造および右 B-加群構造を次のように定める.

(a, f)(x, α) := (ax, aα+ f(x)), (x, α)b := (xb, αb)

このとき, 新しい代数 Γ = D(Λ)を次で定義する.

Γ :=

[
C CYB

0 B

]

Λの直既約射影加群について

P1 =

[
A X

0 0

]
, P2 =

[
0 0

0 B

]
, HomΛ(P2, P1) '

[
0 X

0 0

]
' X

であり, Γの直既約射影加群について

Q1 =

[
C Y

0 0

]
, Q2 =

[
0 0

0 B

]
, HomΓ(Q2, Q1) '

[
0 Y

0 0

]
' Y

が成り立つ. 以下では x ∈ X に対して, (x, 0) ∈ Y も xと書くことにする.

x ∈Ms,t(X), y ∈Ms,t(Y )に対して, Px ∈ Kb(projΛ)および Qy ∈ Kb(projΓ) を次で定める.

Px := [P t2
x−→ P s1 ], Qx := [Qt2

y−→ Qs1]

注意 5.7. x ∈Ms,t(X) ⊂Ms,t(Y )に対して, Qx ' Px ⊗Λ Γ, Px ' Qx ⊗Γ Λ である.23 特に次が成り立つ.

23Λ は Γ の部分代数かつ剰余代数になっている.



• Px が直既約であることと Qx が直既約であることは同値.

• − ⊗Γ Λが充満関手 projΓ → projΛを誘導することから, Qx が Γの二項前準傾対象であれば Px は Λの二
項前準傾対象.

いま X の右 B-加群としての極小生成系 {g1, . . . , gr} を固定する. このとき, g := (g1 · · · gr) は X の k-基底
である. x ∈ X ⊂ Y に対して, xを g に関して展開した係数ベクトルを π(x) ∈ Mr,1(k)とし, π̃ : Ms,t(X) ↠
Ms,t(Mr,1(k)) =Msr,t(k)を πを介して定める.

π̃(x = (xij)) := (π(xij))

注意 5.8. a ∈ Aに対して, a倍写像X
a·−−−→ X の gに関する表現行列を ϕ(a) ∈Mr,r(k)とする.

ag = gϕ(a)

また ϕ̃ :Ms,s(A)→Ms,s(Mr,r(k)) =Msr,sr(k)を ϕを介して定める.

ϕ̃(a = (aij)) := (ϕ(aij))

a ∈ Aおよび x ∈ X ⊂ Y に対して ax = agπ(x) = gϕ(a)π(x) より π(ax) = ϕ(a)π(x)である. 特に, a ∈Ms,s(A)

および x ∈Ms,t(X) ⊂Ms,t(Y )に対して次の等式が成り立つ.

π̃(ax) = ϕ̃(a)π̃(x)

注意 5.9. D(X) の g に対する双対基底を g∗ とし, f ∈ D(X) を g∗ に関して展開したときの係数ベクトルを
π∗(f) ∈M1,r(k)とする.

f = π∗(f)g∗

また π̃∗ :Ms,s(D(X))
∼−→Ms,s(M1,r(k)) =Ms,sr(k)を π∗ を介して定める.

π̃∗(f = (fij)) = (π∗(fij))

f ∈ D(X)および x ∈ X ⊂ Y に対して fx = f(x) = π∗(f)g∗gπ(x) = π∗(f)π(x)である. 特に f ∈Ms,s(D(X)) ⊂
Ms,s(C)および x ∈Ms,t(X) ⊂Ms,t(Y )に対して次が成り立つ.

fx = π̃∗(f)π̃(x) ∈Ms,t(k) ⊂Ms,t(Y )

補題 5.10. x ∈Ms,t(X) ⊂Ms,t(Y )に対して, Px が二項前準傾対象とする.

(1) Msr,sr(k)π̃ (x) + π̃(x)Mt,t(k) =Msr,t(k)

(2) t ≤ rsであればMs,s(D(X))x =Ms,t(k) (⊂Ms,t(Y ))が成り立つ.

Proof. Px が二項前準傾対象であることと次の等式が成り立つことは同値である.

Ms,s(A)x+ xMt,t(B) =Ms,t(X)

この等式の両辺に π̃を作用させると次を得る (注意 5.8).

Msr,t(k) ⊇Msr,sr(k)π̃(x) + π̃(x)Mt,t(k) ⊇ ϕ̃ (Ms,s(A)) π̃(x) + π̃(x)Mt,t(k) =Msr,t(k)

特に (1)が成り立つ. また t ≤ srのとき, (1)より rank π̃(x) = tであり, 次の等式を得る (注意 5.9).

Ms,s(D(X))x = π̃∗(Ms,s(D(X)))π̃(x) =Ms,sr(k)π̃(x) =Ms,t(k) (⊂Ms,t(Y ))



いま x ∈Ms,t(X) ⊂Ms,t(Y ) (t ≤ sr)に対して次の等式が成り立つ.

Ms,s(C)x+ xMt,t(B) =Ms,s(A)x+ xMt,t(B) +Ms,s(D(X))x

特に補題 5.10より次が成り立つ.

Px ∈ 2-psilt⇔ Qx ∈ 2-psiltΓ

したがって Λ が g-有限であれば領域 {(x, y) | −xr ≤ y ≤ 0} 内では Σ(Λ) と Σ(Γ) の錐は一致する. また y =

[ g1 ··· gr 1 ] ∈M1,r+1(Y )を考えると, {g1, . . . , gr, 1}は Y の右 B-加群としての極小生成元であるため
Q2[1]⊕Qy ∈ 2-siltΓ

が成り立つ. また Qy ⊕Qg ∈ 2-siltΓである. 実際に次が成り立つ.

M1,1(C)y + gMr,r+1(B) = gMr,r+1(B) +Ay +D(X)y ⊇ M1,r+1(X) +M1,r(k) = M1,r+1(Y )

M1,1(C)g + yMr+1,r(B) = yMr+1,r(B) +Ag +D(X)g ⊇ M1,r(Y )

以上の議論をまとめる.

定理 5.11 ([AHIKM1]). Λ =
[
A AXB

0 B

]
∈ UTMは g-有限とする. D(Λ) ∈ UTMであり次の等式が成り立つ.

D(Σ(Λ)) = Σ(D(Λ))

例 5.12 (Σ(A) ∈ c-Fan+−

sc(2)となる代数の帰納的構成). 補題 5.3,定理 5.6,および定理 5.11によりΣ(A) ∈ c-Fan+−

sc(2)

となる代数 Aを帰納的に構成できる.

k
[
• •

]
k

[
• •a //

]
k

[
• •a // c

zz
]

⟨c2⟩

k

[
• •a //c ::

]
⟨c2⟩

k

 • •a //
c1��

c2

ZZ


⟨c21, c22, c2c1, ac2⟩

k

 • •a //b ::

c0��

c1

ZZ


⟨
b2, c20, c

2
1, c1c0,

ba− ac0

⟩
k

 • •a //
c1 ��

c2

ZZ


⟨
c21, c

2
2, c1c2, c2a

⟩

k

[
• •a //b :: c

zz
]

⟨b2, c2, bac⟩

k

 • •a //
c0 ��

c1

ZZ b
zz


⟨
b2, c20, c

2
1, c0c1,

ab− c0a

⟩

5.4 貼り合せ定理
σ ∈ c-Fan+−

sc(2)および σ′ ∈ c-Fan−+sc(2)に対して σ ∪ σ′ ∈ c-Fansc(2)となる. これを σ ∗ σ′とおき, σと σ′の貼り
合せとよぶ.

σ ∗ σ′ := σ ∪ σ′ ∈ c-Fansc(2)

このとき, 次が成り立つ.

c-Fansc(2) = c-Fan+−

sc(2) ∗ c-Fan
−+

sc(2)

そこでこの小節では Λ ∈ UTM, Γ ∈ LTMに対し, 次を満たす代数 Λ ∗ Γ ∈ Mを構成する.

Σ(Λ ∗ Γ) = Σ(Λ) ∗ Σ(Γ)

5.4.1 設定

この小節では次の設定のもと議論を展開する.

• Λ =

[
A X

0 B

]
, Γ =

[
C 0

Y D

]
• A↠ A/JA = k, A↠ B/JB = k, C ↠ A/JC = k, D ↠ D/JD = kをそれぞれ (−)で表す.



5.4.2 Λ ∗ Γの構成

A×k C := {(a, c) ∈ A× C | a = c}, B ×k D := {(b, d) ∈ B ×D | b = d} とおく. A×k C および B ×k Dは局
所 k-代数であり, 極大イデアルでの剰余代数は kと同型になる. πA : A×k C ↠ Aおよび πC : A×k C ↠ C をそ
れぞれ次で定める.

πA((a, c)) = a, πC((a, c)) = c

πA を介して X の左 A ⊗k C-加群構造を定め, また πC を介して Y の右 A ⊗k C-加群構造を定める. 同様に
πB : B ×k D ↠ B および πD : B ×k D ↠ Dを定め, これらからX の左B ⊗k D-加群構造および Y の右B ⊗k D-

加群構造を定める.

注意 5.13. 対応 A 3 a 7→ (a, 0) ∈ A × C により, J(A) ⊂ A ×k C とみなすことができる. このとき, J(A) ⊆
annYA×kC であり, A×k C/JA ∼= C が成り立つ. 同様にして次が成り立つ.

• J(A) ⊆ annYA×kC , J(B) ⊆ annB×kDY, J(C) ⊆ annXA×kC , J(D) ⊆ annB×kDX

• A×k C/JA ∼= C, B ×k D/JB ∼= D, A×k C/JC ∼= A, B ×k D/JD ∼= B

いま∆ ∈ Mおよびその部分代数∆u ∈ UTM, ∆l ∈ LTMを次で定める.

∆ :=

[
A×k C X

Y B ×k D

]
, ∆u :=

[
A×k C X

0 B ×k D

]
, ∆l :=

[
A×k C 0

Y B ×k D

]
ただしmA×kC := 0, mB×kD := 0とする. このとき, ∆の g-扇は∆u の g-扇と∆l の g-扇の貼りあわせになる.

Σ(∆) = Σ(∆u) ∗ Σ(∆l)

注意 5.14. Hom∆(P2, P1) ' X ' Hom∆u
(P2, P1)を通し, x ∈ Ms,t(X)から Kb(proj∆)の二項対象 Px および

Kb(proj∆u)の二項対象 Pux が定まる (5.3.2節参照). このとき, x ∈ Ms,t(X)および y ∈ Ms′,t′(X)に対して次が
成り立つ.

HomKb(proj∆)(Px, Py[1]) '
Ms,t′(X)

Mt,t′(A×k C)x+ xMs,s′(B ×k D)
' HomKb(proj∆)(P

u
x , P

u
y [1])

このことから第２象限以外の領域において Σ(∆)と Σ(∆u)が一致することがわかる. 同様にして第４象限以外の
領域において Σ(∆)と Σ(∆l)が一致することがわかる.

∆u の両側イデアル Iu および∆l の両側イデアル Il をそれぞれ次で定める.

Iu :=

[
JC 0

0 JD

]
⊆ ann∆u

[
0 X

0 0

]
, Il :=

[
JA 0

0 JB

]
⊆ ann∆l

[
0 0

Y 0

]
構成から次が成り立っていることに注意する.

∆u/Iu ∼= Λ, g(∆u/Iu) = g(∆u), ∆l/Il ∼= Γ, g(∆l/Il) = g(∆l) ; g(∆u) = g(Λ), g(∆l) = g(Γ)

そこで Λ ∗ Γ := ∆と定めるとこれが貼りあわせを実現することがわかる.

定理 5.15 ([AHIKM1]). Σ(Λ ∗ Γ) = Σ(Λ) ∗ Σ(Γ)が成り立つ.

例 5.16 (上三角行列環と下三角行列環の貼りあわせ). Λ =
[
k k
0 k

]
, Γ =

[
k 0
k k

]に対し, Λ ∗ Γは次の代数と同型で
ある. [

k kx

ky k

]
(xy = 0, yx = 0)

また Σ(Λ ∗ Γ)は Σ(Λ)と Σ(Γ) の貼りあわせになっている.

Σ(Λ) Σ(Γ) Σ(Λ ∗ Γ) = Σ(Λ) ∗ Σ(Γ)



5.5 完備 2次元 g-扇
この節におけるここまでの結果から次の分類が得られる.

定理 5.17 ([AHIKM2]). ランク 2の完備扇について次は同値である.

(a) g-扇として実現できる.

(b) 符号同一性を満たす.
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対数的曲面上の曲線の数え上げ

高橋 宣能 (広島大学)

1 はじめに

ここ 30 年ほどの間に、弦理論におけるミラー対称性の発見などにも刺激を受けて、代数多様体上の曲線

の数え上げに大きな進展があった。曲線の数え上げの典型的な設定では、非特異で固有 (コンパクト)な代数

多様体 X を考え、非負整数 g およびホモロジー類 β ∈ H2(X,Z) に対して X 上の種数 g の曲線でホモロ

ジー類 β を持つものの数を問う。このような問題を扱うための方法としては、X 内の曲線を表すものとし

て曲線から X への写像を考える Gromov-Witten理論、曲線の定めるイデアル層や関連する連接層を用いる

Donaldson-Thomas理論、Pandharipande-Thomas理論などが開発されてきた。

固有でない代数多様体 U を扱う一つの方法として、固有な多様体 X とその上の被約因子 D であってX \D
が U と同型になるようなものを考え、U のかわりに「対数的」な対 (X,D) を調べる、ということが行われ

る。これをさらに一般化したものが対数的幾何学であり、たとえば正規交叉多様体を扱うのに適している。こ

のような設定では、Gromov-Witten理論の一般化として相対Gromov-Witten理論・対数的Gromov-Witten

理論というものがあり、アフィン多様体や正規交叉多様体上の数え上げを扱うことができる。

本稿では、まず具体的な問題の例として開多様体上の曲線、特に A1-曲線の数え上げについて説明する。続

いて、相対 Gromov-Witten理論・対数的 Gromov-Witten理論の定式化について解説し、その応用として退

化公式、対数的不変量と局所不変量の対応、対数的 (相対)BPS不変量、A1-曲線の数え上げに関連した結果等

について触れる。このあたりは全体として表面的な解説になり、たとえば退化公式の具体的な形も述べない

が、参考になりそうな文献をなるべく挙げておいた。最後に、対数的 Calabi-Yau 曲面 (X,D) 上の A1-曲線

の数え上げに関わるX 上の一次元層のモジュライについて、筆者が最近調べていることを少し述べる。なお、

話の順番や記号は講演でのものとは多少異なる。

以下、C 上で考える。

2 開多様体上の数え上げ、特に A1-曲線

射影非特異 3 次曲面上に直線がちょうど 27 本ある、という事実は、射影多様体上の曲線の数え上げの最初

期の例と言えるだろう (Cayley, Salmon 1849)。

一つ次元をあげて、3 次元の射影非特異 5 次超曲面 X ⊂ P4 を考える。このとき標準因子 KX は自明

(KX ∼ 0)であり、X は Calabi-Yau 多様体である。X に含まれる直線は 2875 本 (Schubert, 1886 頃?)、2

次曲線は 609250 本ある (Katz, 1985)。一般の次数では、有理曲線、すなわち正則写像 P1 → X の像を数え

ることにする。Clemens は、X を一般の 5 次超曲面とするとき、各 d に対して X の含む d 次の有理曲線は

0 次元の族をなす、すなわち有限個であることを予想した。

1991 年、弦理論における「ミラー対称性」の考え方から、3 次元 5 次超曲面 X 上の各次数の有理曲線の数
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について「予言」が与えられ、3 次の場合にはちょうどその頃に行われた計算により確かめられた。その後、

この予言を確かめることなどを目的として Gromov-Witten 理論などが考案され、また予言自体は Givental,

Lian-Liu-Yau によって証明された。

同じようなことを、アフィン多様体上で考えるとどうなるだろうか。まず、非特異アフィン多様体 U に対

して、非特異射影多様体 X と X 上の正規交叉因子 D で U ∼= X \D となるものを考える。このとき、非特
異射影的な場合の標準因子に対応するものは対数的標準因子 KX +D である。以下では、代数多様体 X と

その上の被約因子 D の対 (X,D) を対数的多様体と呼ぶことにする。

(既約)非特異射影的曲線 C が有理曲線である、すなわち P1 と同型であることは degKC < 0 となること

と同値だが、対象を対数的曲線 (C,D) (C は非特異射影的、D は被約因子)に広げると、deg(KC +D) < 0

となるものとしてもう一つ、(C,D) ∼= (P1, pt) がある。これは、A1 に対応するものと言える。

定義 2.1. X を固有代数多様体、D ⊂ X を被約因子とする。(X,D) 上の A1-曲線とは、(既約) 有理曲線

C ⊂ X であって、正規化写像を ν : P1 → C と書くとき#ν−1(D) = 1 が成り立つようなもののことである。

(X \D 上の A1-曲線と呼ぶこともある。)

既約曲線 C ⊂ X が (X,D) 上の A1-曲線であることは、C \D が正則写像 A1 → X \D の像であるとい
うことと同値である。また、X \D がアフィン空間の閉部分多様体として表されている場合は、C \D が多
項式写像の像であると言っても良い。

条件のうち、#ν−1(D) = 1 を最大接触条件という。これは、#(C ∩D) = 1 より少し強いことに注意して

おく。

例 2.2. U ⊂ A3 = C3 をアフィン 3 次曲面として、射影閉包 X = U と D := X \ U が非特異と仮定する。
例えば、x3 + y3 + z3 = 1 は条件を満たす。

このとき、U 上のアフィン直線は X 上の射影直線と一対一に対応するから、 27 本ある。

より一般には、対 (X,D) と g ≥ 0, w1 > 0, . . . , wk > 0 に対して

• C ⊂ X は種数 g の既約曲線

• ν : Cν → C を正規化として ν∗(D) = w1x1 + · · ·+ wkxk (xi ∈ Cν)

となるものを数え上げる問題が考えられる。これを、「相対的」「対数的」な曲線の数え上げという。

(P2, line) の場合、次数 n で上の条件を満たすものは、ある次元 d の族をなし、一般の位置にある d 個の点

を通る曲線の数を求めることが問題となる。Caporaso-Harris は、この次元がパラメータの数え上げから予想

される通りの値であることを証明し、また求める曲線の数を帰納的に計算する公式を与えている ([CH])。

(P2, conic) や Hirzebruch 曲面の場合にも同様の結果が Vakil により与えられている ([V])。
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3 (P2, cubic) 上の A1-曲線

3 次元 Calabi-Yau 多様体 X 上では、各ホモロジー類 β および非負整数 g に対して、β に属する種数 g

の曲線のモジュライ空間の「仮想次元」、すなわちパラメータの数の計算から予想される次元が 0 になる。

これと同様のことを対数的多様体上の A1-曲線で考えると、(X,D) 上の A1-曲線のモジュライの仮想次元

が 0 になるためには、(X,D) が対数的 Calabi-Yau 曲面、すなわち dimX = 2 および KX +D ∼ 0 を満た

すようなものであれば良いことがわかる。

以下では、この条件を満たすものとして、非特異 3 次曲線 E ⊂ P2 に対する対 (P2, E) を主に扱う。(実は、

E で 3 重分岐する 3 重被覆での P2 \ E の逆像はアフィン三次曲面であり、上で述べたようなアフィン三次
曲面上の A1-曲線は (P2, E) の A1-曲線と大体 3 : 1 で対応する。)

E ⊂ P2 を非特異三次曲線とする。変曲点 O ∈ E をとり、これを単位元とする群構造を考える。

C を (P2, E) 上の d 次 A1-曲線とすると、最大接触性から特に C ∩E = {P} がある P ∈ E について成り
立つ。このとき C|E = 3dP となっているから、P は群構造について 3d-トーションである。

3d-トーションの中でも、P の位数によって C ∩E = {P} となる A1-曲線 C の様子には差がある。考えや

すいのが次の場合である。

定義 3.1. 3d-トーション P が (次数 d で)原始的とは

• 3|d かつ P は位数 3d, または

• 3 ̸ |d かつ P は位数 d または 3d

を満たすことである。(3 ̸ |d の場合、O を取り替えて位数 d とすることも 3d とすることもできる。)

筆者は、原始的な P に対して C ∩E = {P}となる d次 A1-曲線 C の数 md を (随分前に)計算した ([T1])。

d 1 2 3 4 5 6 7 8

md 1 1 3 16 113 948 8974 92840

ただし、E は一般の 3 次曲線とし、d = 7, 8 ではある技術的仮定を置いている。(計算の方法は、具体的な 1

次元の族を用いた退化および上で述べた三重被覆を組み合わせるものである。)

ちょうどその頃、Chiang-Klemm-Yau-Zaslow により、可逆層 OP 2(−E) に対応する直線束 Tot(O P 2(−E))

上の種数 0, 次数 d の曲線に対応する局所 Gromov-Witten 不変量 Kd が計算された ([CKYZ])。ここで、

Tot(OP 2(−E)) は局所 Calabi-Yau 3-fold になっている。

Kd に Aspinwall-Morrison の公式を適用して、BPS 数と呼ばれる整数不変量 nd が得られる (後述)。md

と nd を比較し、以下の観察が得られた ([T2])。
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1, 1, 3, 16, 113, ... は (−1)d−1nd/3d に等しい。

ここで、次の疑問が生じる。

疑問 3.2. (1) なぜ、A1-曲線の数がOP 2(−E)の局所 Gromov-Witten不変量と結びつくのか。なお、[T3] で

は (P2, line), (P2, conic) でも同様の現象があることを示している (接触する点の個数が複数の場合にも同様

の現象がある程度ある)。

(2) 原始的な点と原始的でない点での A1-曲線の様子はかなり異なるにも関わらず、なぜ、原始的な点での

数え上げが良い性質を持っている (局所的な BPS 数の簡単な有理数倍になっている)のか。

これらの問いには、§§6.1, §§6.3 で一定の答が与えられる。

4 安定写像・(局所)Gromov-Witten 不変量・BPS 数

相対/対数的 Gromov-Witten 理論について述べる前に、まず Gromov-Witten 理論について思い出して

おく。

Gromov-Witten 理論では、代数多様体 X 上の曲線を、曲線からの正則写像 C → X の像と考える。ここ

で、たとえば非特異な曲線の族を考えるとき、ほとんどの場合、極限において特異曲線があらわれる。そのた

め、非特異な曲線からの正則写像のモジュライはコンパクトにならない。そこで、次のように考えるのだった。

定義 4.1. n 点付き半安定曲線とは、次のような組 (C, x1, . . . , xn) である。

• C は連結な 1 次元多様体であり、特異点としては高々 node しか持たない。

• xi は C の異なる非特異点である。

定義 4.2. X を非特異固有多様体とする。

X への n 点付き安定写像とは、半安定曲線 (C, x1, . . . , xn) と正則写像 f : C → X の組 (C;x1, . . . , xn; f)

で、xi を保つ C の X 上の自己同型 (f と可換な自己同型)が有限個であるようなものである。

定義 4.3. g を非負整数、β ∈ H2(X)をホモロジー類とするとき、Mg,n(X,β)を、安定写像 (C;x1, . . . , xn; f)

であって pa(C) = g, f∗([C]) = β となるもののモジュライ空間と定義する。

Mg,n(X,β) は固有 Deligne-Mumford スタックとなる。また、「仮想基本類」[Mg,n(X,β)]
vir が定義さ

れる。xi での評価写像による X 上のコホモロジー類の引き戻しや忘却写像 Mg,n(X,β) → Mg,n によ

るMg,n 上のコホモロジー類の引き戻しの様々な積と [Mg,n(X,β)]
vir とのペアリングを取ることにより、

Gromov-Witten 不変量が定まる。

例 4.4. E ⊂ P2 を非特異三次曲線として、X = Tot(OP 2(−E)) を O P 2(−E) に対応する直線束の全空間とす

る。h を P2 内の直線の類とする。

このとき、X は局所 Calabi-Yau 3-fold となり、したがって、各正整数 d に対してM0,0(X, dh) の仮

想次元は 0 となる。ここで、X は固有ではないが、定数でない安定写像の像は 0 切断 P2 ⊂ X に含まれ

るので、M0,0(X, dh) はM0,0(P2, dh) と同一視でき、したがって固有である。ただし、M0,0(X, dh) には

M0,0(P2, dh) とは異なる仮想基本類が定まっている。有理曲線の数え上げに対応する Gromov-Witten 不変

量Kd := deg[M0,0(X, dh)]
vir ∈ Q を考える。
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BPS数 nd は、Aspinwall-Morrison の公式 Kd =
∑
k|d nd/k/k

3 を満たすものとして定義され、整数にな

る (ことが示されている)。

5 相対/対数的 Gromov-Witten 理論

X を非特異固有多様体、D ⊂ X を正規交叉因子として、D との接触の条件付きで安定写像を考えたい。境
界のない、通常の Gromov-Witten理論では、定義域として node を持ちうる曲線を考えることでモジュライ

をコンパクトにすることができた。境界 D との接触の条件が加わることにより、何が問題となるか、まず述

べる。

非負整数 g およびホモロジー類 β ∈ H2(X) を取り、交点数を w := β ·D と置いておく。たとえば最大接
触の条件付きでモジュライ空間を考えるにあたり、まずMg,1(X,β) の部分集合

{(C;x; f) ∈Mg,1(X,β) | f∗D = wx}

が考えられるが、残念ながらこれは固有になっていない。極限として、x を含む C の成分が f によって D の

中に写されるようなものが現れうるからである。

一方で、
{(C;x; f) ∈Mg,1(X,β) | f−1D ⊇ wx (スキームとして)}

を考えると、今度は最大接触の曲線のモジュライのコンパクト化としては大きすぎる。たとえば、下図のよう

に x を含む成分が D 上の一点に収縮されるとき、f−1D ⊇ wx が満たされるが、C の像は D と複数の点で

交わることがあり、最大接触性の一般化としては望ましくない。

これを解消する方法はいくつか考えられてきた。まず、D が非特異の場合には、得られる不変量は相対

Gromov-Witten 不変量と呼ばれている。Ionel-Parker, Li-Ruan は、微分幾何学的なアプローチにより相対

Gromov-Witten 不変量を定義し、後述の退化公式等を得た ([IP], [LF])。

代数的なアプローチとして、Gathmann は、境界 D が very ample である場合にこれによって X を射影

空間 PN に埋め込み、PN への種数 0 の安定写像のモジュライの部分空間として種数が 0 の相対 Gromov-

Witten 不変量を定義し、またそれらを計算する方法を与えた ([Ga1])。一般の場合については、Jun Li が

ターゲット X の退化を用いた代数的な定式化を与えた ([L1])。§§5.1ではこれについて述べる。(なお、この

あたりは 2000 年代前半までのお話である。)

より一般に、D が非特異と限らない正規交叉因子の場合や X 自体が正規交叉多様体の場合については、

Gross-Siebert, Abramovich-Chen により対数的 Gromov-Witten 理論が定式化された。これについては

§§5.2 で述べる。
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5.1 相対安定写像・相対 Gromov-Witten 不変量 ([L1])

簡単のため、最大接触の場合で説明する。(X,D) への 1 点付き安定写像の、非特異曲線 S でパラメータ付

けられた族で、0 ∈ S 以外では最大接触であるものを考える。0 ∈ S 上の安定写像 (C;x; f) が、C のある成

分を D の中に移す場合が問題だった。このとき、D×{0} ⊂ X × S を適切に何回かブローアップすることに
より、状況を改善できることがわかる。

そこで、(X,D) の退化として、次のような “expanded target” (X0, D0) を考える。

• X0 = Y0 ⊔D Y1 ⊔D · · · ⊔D Yk

• Y0 ∼= X, Yi ∼= PD(OD ⊕ND⊂X)

• ⊔D は、D ⊂ X および PD(OD ⊕ND⊂X)→ D の二つの自然な sectionに沿った貼り合わせ。

• D0 ⊂ Yk は Yk = PD(OD ⊕ND⊂X)→ D の自然な section のうちの一つで、D と同型な因子。

実際には、X × Ak の適切な modification により作られる族 X[k] → Ak を構成し、中心ファイバー X[k]0

として X0 が得られる。

定義 5.1. 一点付き半安定曲線 (C, x) から X への最大接触の相対安定写像とは、(ある k に対する)

f : C → X0 で、f∗D0 = wx と次の “predeformability” という性質を満たすものである。

• C の既約成分は X0 の特異点集合の中に写されない。

• P ∈ C について f(P ) ∈ Yi ∩ Yi+1(=: D′) であるとき、P は C の既約成分 Z1, Z2 の交わり、

f(Z1) ⊆ Yi, f(Z2) ⊆ Yi+1 のようになる。

• Z1 での D′ ⊂ Yi の引戻しと Z2 での D′ ⊂ Yi+1 の引戻しは同じ order を持つ。(これは、X の

smoothing に沿って f が C 上局所的には変形できる、という条件である。)

接触条件がより一般の場合や接触点以外の markingを考える場合にも、同様に相対安定写像が定義される。

ホモロジー類と接触条件を合わせたデータを β̃ と書くとき、相対安定写像のモジュライ空間 Mg(X/D, β̃)

が定義され、固有 Deligne-Mumford stack になる。

また、仮想基本類 [Mg(X/D, β̃)]
vir が定義され、X への評価写像、D への評価写像、忘却写像によるコホ
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モロジー類の引き戻しとのペアリングにより相対Gromov-Witten不変量が定まる。

5.2 安定対数的写像・対数的 Gromov-Witten不変量 ([GS], [AC])

相対 Gromov-Witten 不変量は、非特異多様体 X とその上の非特異因子 D の組に対して定義された。

D が正規交叉因子である場合や X 自体が正規交叉多様体である場合など、より一般の場合には対数的

Gromov-Witten理論が適用できる。

まず、対数的構造について思い出しておく ([K], [Kf] など参照)。

定義 5.2. スキーム X 上の対数的構造とは、モノイドの層MX とモノイド準同型 α :MX → OX (OX は
乗法でモノイドと見る)の組であって、α−1(O×

X)
∼→ O×

X となるものである。

対 (X,MX) を対数的スキーム (log scheme)と呼ぶ。X† などの記号を用いる。

対数的スキーム (X,MX) から (Y,MY ) への射とは、スキームの射 f : X → Y と、f# : f−1OY → OX
と整合的なモノイドの層の射 f−1MY →MX の組のことである。

MX :=MX/O×
X を ghost sheaf と呼ぶ。

対数的構造について、finitely generated, integral, saturated という性質が定義される (が詳細は述べな

い)。すべて満たす場合、(X,MX) は fs log scheme であるという。以下では基本的に fs log scheme を扱う

ものとする。

MX = O×
X の場合、この対数的構造は自明であると言い、(X,MX) はただのスキーム X と同一視される。

例 5.3 (因子的対数的構造). X が (既約)代数多様体, D ⊂ X が因子のとき、MD⊂X := OX ∩ O×
X\D とお

き、α を包含写像とすると、これは対数的構造を与える。MD⊂X を因子的対数的構造と呼び、X(logD) :=

(X,MD⊂X) と書く。

D =
∑
Di が Di を既約成分とする単純正規交差因子のとき、ghost sheaf を見ておくと、(MD⊂X)x ∼=

N#{i|x∈Di } となっている。

対数的スキームの射が相対安定写像とどう関わるか、感じをつかむために、非特異射影曲線 C と P ∈ C
について、対数的スキームの射 C(logP ) → X(logD) が最大接触性におおよそ対応していることを見よう。

f : C → X を対応するスキームの射として、f(Q) ∈ D とする。このとき、MD⊂X の section で D に零点

を持つものは、f−1MD⊂X →MP⊂C によってQ に零点を持つ section に写る。MP⊂C の section は P 以

外では零点を持たないので Q = P . よって f(C \ P ) ⊆ X \D となり、たとえば f(C) ·D > 0 ならば最大接

触になる。

さらに、f∗D の P での位数が対数的射の変形で保たれる、といったこともすぐわかる。

例 5.4 (正規交叉多様体). Y が非特異多様体、X =
∪
Xi ⊂ Y が非特異多様体 Xi を既約成分とする Y の単

純正規交叉因子のとき、MX⊂Y を制限することにより X 上の対数的構造が定まる。

対数的曲線からの対数的射は、X の smoothing に沿ってどのように曲線からの射を変形させるか、という

情報を持っている。

対数的スキームの射 X† → Y † の log smoothness が、smoothness と同様に定義される。log smooth

に加えて射が integral という条件を満たすことを仮定することが多く、この場合は analytic local に

(toric多様体, toric境界) の間の支配的 toric射 (を対数的射と見たもの)の base change と同型である。

次に、安定対数的写像と対数的 Gromov-Witten 不変量について、[GS] に沿って述べる。
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定義 5.5. S† 上の対数的スキームの族、すなわち対数的な射 X † → S† 、および S† 上の対数的スキーム

W † → S† に対し、X †/S† への安定対数的写像の W † 上の族とは、“pre-stable log曲線族”(だいたい点付き

半安定曲線の対数版) C† →W † と可換図式

C† −−−−→ X †y y
W † −−−−→ S†

の組で、安定性条件 (略)を満たすものである。

実は、安定対数的写像すべてを考えるとあまり良いモジュライ空間は得られない。これは、与えられた安定

対数的写像に対し、「余分な」対数的構造を加えることがいつでも可能であるためである。そこで、W † の対

数的構造が「必要最小限」であることを意味する基本性 (basicness)という条件が定義される。

X† = (X,MX) を (ある log point S† = (SpecC,MSpec C )上の) log scheme とする。このとき、X† への

基本的安定対数的写像のモジュライ空間M(X†) が定義される。

X が射影的のとき、ホモロジー類、domain curve の種数、marked point の数、接触条件のデータを β̃ で

表すと、対応するモジュライ空間M(X†, β̃) は、“combinatorially finite” という条件が満たされれば固有

Deligne-Mumford stack である。(この条件はここで考えているような例では成立している。)

さらに X† が log smooth ならば仮想基本類が定義でき対数的Gromov-Witten不変量が定まる。

X が非特異、D ⊂ X が非特異因子のときには、相対安定写像のモジュライと基本的安定対数的写像のモ

ジュライが得られることになる。これらはそれぞれ、非特異な C からの相対安定写像 C → X たちに対応す

る開集合を含んでおり、それらは同型であるが、モジュライ空間全体では同型ではない ([CGKT3] にも例が

ある)。しかし、GW不変量については

((X,D) の相対 GW不変量) = (X(logD) の対数的 GW不変量)

が成り立つ ([AMW])。

相対/対数的 Gromov-Witten理論の他に、root stack を用いた orbifold Gromov-Witten 理論というもの

もある (最近の文献としては [TY]など)。また、対数的 Gromov-Witten理論の一般化としては、punctured

Gromov-Witten理論 ([ACGS])、また相対GW理論と対数的GW理論のハイブリッドと言うべき logarithmic

Gromov-Witten theory with expansions というものもある ([R])。

6 応用

6.1 退化公式、局所・相対対応

T を非特異曲線、0 ∈ T として、X → T を射影的平坦族であって次を満たすものとする。

• t ∈ T \ {0} に対しファイバー Xt は非特異。
• 0 ∈ T に対し、X0 = Y1 ∪ Y2 は非特異な Y1, Y2 の正規交叉。

D := Y1 ∩ Y2 とおく。
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t ̸= 0 に対して、Gromov-Witten 不変量の変形不変性から、Xt の Gromov-Witten 不変量は X0 の

Gromov-Witten 不変量に等しい。X0 の Gromov-Witten 不変量は (Y1, D), (Y2, D) の相対Gromov-Witten

不変量で表せることが証明できるので、(準備が煩雑なので具体的な表式は略するが)以下が成り立つ。

定理 6.1 ([IP], [LF], [L2]). Xt の Gromov-Witten不変量は (Y1, D), (Y2, D) の相対Gromov-Witten不変量

で表せる。

注 6.2. 3 つ以上の成分が交わる場合については、[R], [ACGS], [MR2] があるようである。

退化公式を用いて、局所・相対対応が証明される。

定理 6.3 ([GGR]). X を非特異固有多様体、D ⊂ X を nefな非特異因子、β ∈ H2(X), w := β ·D > 0 と

する。M0,0(X,β) とM0,0(Tot(OX(−D)), β) を同一視する。また、ホモロジー類 β で極大接触という条件

を β̃ で表すものとして、F :M0(X/D, β̃)→M0,0(X,β) を自然な射とする。このとき、

F∗[M0(X/D, β̃)]
vir = (−1)w+1w[M0,0(Tot(OX(−D)), β)]vir.

なお、S が del Pezzo 曲面で D が smooth な反標準曲線の場合には Graber-Hassett による未公開のノー

トで (しばらく前に)証明されていたそうである。

特に、非特異平面三次曲線 E に対する (P2, E) の場合、h を直線の類として、“mc” で最大接触条件を表

すものとすると、

deg[M0(P2/E, (dh,mc))]vir = (−1)d+13d · deg[M0,0(Tot(OP 2(−E)), dh)]vir

が成り立つ。(これ自体はすでに Gathmann [Ga1] が両辺の計算により示していた。)

なお、種数 1 以上では、補正項付きで成立する ([BFGW])。また、D が n(≥ 2) 個の成分を持ち、domain

上の n 個の点でそれぞれに最大接触となる場合についても研究が進んでいる。最大接触以外では、D を直線

または非特異二次曲線として (P2, D) の場合にある (弱い)対応がある ([T3])。

局所・相対対応の証明には、「D ⊂ X の法錐への退化」が用いられる。
X × A1 を D × {0} でブローアップしたものを X とおき、D × A1 の strict transform を D とする。X0

の既約成分で、X と同型な方を Y1, ブローアップで出てくる方を Y2 とする。

L = Tot(OX (−D)) とおき、L → A1 に退化公式を適用する。ここで、t ̸= 0 では Lt ∼= Tot(OX(−D)) とな

るので、OX(−D) の局所 GW不変量が得られる。一方、t = 0 では (L|Y i ,L|D) の相対 GW不変量で表され
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るわけだが、まず L|Y1 は自明な直線束になっている。一方、Y2 の方は D 上の P1 束で分かりやすい。L|D
への評価写像でしかるべき次元になるという条件から、結局 L0 の GW 不変量は (X,D) の最大接触の相対

GW不変量で表されることが分かる。

ともあれ、疑問 3.2 (1)の「なぜ A1-曲線の数がO P 2(−E) の局所 Gromov-Witten 不変量と結びつくのか」

という問いには、Gromov-Witten 不変量のレベルでは答が得られたことになる。

6.2 対数的 BPS 数

ホモロジー類 β が別のホモロジー類 β′ の d > 1 倍であるとき、類 β′ に属する曲線 C の d 重被覆は類 β

の Gromov-Witten 不変量に寄与する。C が 3 次元 Calabi-Yau 多様体内の非特異曲線の場合、この寄与を

取り除く方法は、種数 0 では Aspinwall-Morrison (一般には Gopakumar-Vafa)が与えており、§4で述べた
Kd と nd の関係がそれである。

相対 (または対数的)Gromov-Witten不変量については、次のように考える。

ここでは X が非特異有理曲面、D ∈ | −KX | が非特異反標準因子の場合を考える。このとき、 (X,D) は

非特異な境界を持つ対数的 Calabi-Yau 曲面ということになる。

(X,D) 上の非特異な A1-曲線 C に対して、像サイクルが dC となるような種数 0 の相対安定写像の寄与

は [GPS]で与えられており、実際の曲線の数え上げにはこれがかなり近いが、ここでは局所相対対応に沿い、

Tot(OX(−D)) の BPS数を参考として別の不変量を与える。

定義 6.4. (X,D) の対数的 BPS数 mβ (β ∈ H2(X))を次の等式が成り立つものと定める:

deg[M0(X/D, (β,mc))]vir =
∑
k|β

(−1)(k−1)β·D/k

k2
mβ/k.

Gromov-Witten 不変量の局所・相対対応から、たとえば (P2, E) については、mdh = (−1)d+1nd が成り

立つことになる。そこで、疑問 3.2の (2) については、次のように考えることができる。

問題 6.5. E ⊂ P2 を非特異三次曲線、P ∈ E を原始的として以下は成り立つか:

(P での対数的 BPS数) = ((P2, E) の対数的 BPS数)/(3d)2.

最近、これに肯定的な解答が得られた (後述)。

一般の対数的 Calabi-Yau曲面でも同様の問題が考えられ、[CGKT1], [CGKT2] では X が del Pezzo曲

面, pa(β) ≤ 2 の場合に検証している。

6.3 トロピカル幾何学との関係

Mikhalkin は、平面上のトロピカル曲線を用いてトーリック曲面上の曲線の数え上げを行うことができるこ

とを示した ([Mi])。

Nishinou-Siebert は、このことの (g = 0での)代数的証明および相対・高次元化を行った ([NS])。

また Graefnitz は、非特異平面三次曲線 E に対して (P2, E) の対数的 GW不変量のトロピカル幾何学 (お

よび散乱図式)を用いた記述を得た ([Gr])。

ここでは、(筆者の理解するところでは)大体以下のようなことが用いられている。まず、トーリック多様体

の場合については、与えられたトーリック多様体 X を一般ファイバーとするトーリック写像 X → A1 で、0
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上のファイバーは正規交叉多様体 (トーリック多様体の境界因子の和)になるようなものを作る (トーリック退

化)。これは log smooth である。

このとき、トロピカル平面上の有理点は、上の族を A1 → A1; t 7→ tn で基底変換し、中心ファイバーを適

宜 (トーリックに)ブローアップしたものの既約成分に対応する。そこで、トロピカル曲線の頂点 (有理点とす

る)に対して、対応する既約成分内の「直線」を対応させる。これにより中心ファイバーへの対数的射が得ら

れるので、後は対数的射の変形理論により一般ファイバーに変形することを見る。

(P2, E) についてもトーリック退化に似た log smooth な退化族が考えられる。この場合トロピカル曲線

は、ある「特異点付きアフィン多様体 (アフィン微分幾何学の意味で)」で考えることになる。このあたりは、

Gross-Siebert による、実アフィン幾何と対数的幾何学の対応を用いたミラー対称性の理論に関わる (らしい)。

Bousseau は、Graefnitz の結果および散乱図式と P2 上の一次元層の Donaldson-Thomas 不変量との関係

などを用いて、任意の 3d-torsion P ∈ E に対して

(P での対数的 BPS数) = ((P2, E)の対数的 BPS数)/(3d)2

が成立することを証明した ([Bou1], [Bou2])。これで、二つ目の疑問にも解答が得られたことになる。(証明

の中では、P2 上の一次元層の Donaldson-Thomas 不変量 P (M(0,d,χ)) が χ によらないという、問題 6.5 と

似た形の事実を使っている。)

7 対数的 (相対的)な一次元層

代数多様体 X 上の曲線 C を (半安定) 曲線からの射の像と見て、射のモジュライを用いるのが Gromov-

Witten 理論だが、X 上の部分スキームと見るとその構造層やイデアル層によってとらえることもできる。そ

こで、X 上の連接層のモジュライを用いて数え上げを行うDonaldson-Thomas理論、Pandharipande-Thomas

理論が考案されている。

相対的/対数的な場合にも連接層のモジュライを考えることには意味はあるだろうと思われる。実際、相対

的 Donaldson-Thomas 理論については [CL], 対数的 Donaldson-Thomas 理論については [MR1], [MR2] な

どがあるようだ。筆者は今のところこういったことを考えているわけではないが、A1-曲線の数え上げに関連

してある種の連接層のモジュライが関わることがあったので、(地味な話だが)ここに述べる。

まず相対/対数的でない、射影 K3 曲面上の有理曲線の話を思い出しておく。Yau-Zaslow は次の「公式」を

与えた: S を K3 曲面、D を S 上の ample な因子として、g を D の (算術)種数とする。このとき |D| に含
まれる有理曲線の数は、適切に数えると g のみに依存し、これを n(g) と書くとき (n(0) = 1 として)

∞∑
g=0

n(g)qg =

∞∏
n=1

1

(1− qn)24
.

注 7.1. 有理曲線の「数」が g のみによる、という点は問題 6.5 に通じるものがある。

Yau-Zaslow の議論、および Beauville による、ある定式化のもとでの証明では、|D| 上の tautological

family の relative compactified Jacobian が用いられる。その議論から、C ∈ |D| が (既約)有理曲線のとき、

C の寄与は compactified Jacobian JC のオイラー標数 e(JC) であるべきことが分かる。実際これは、安定

写像のモジュライから得られる重複度に等しいことが証明された。
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定理 7.2 ([FGS]). 有理曲線 C ⊂ S のM0,0(S, [C]) における重複度は e(JC).

証明には、K3 曲面上の単純層のモジュライの非特異性 ([Mu])が用いられた。

では、相対的な場合にはどうかというと、だいたい同じことが成り立つ。

X を非特異有理曲面として、D ∈ |−KX | を非特異反標準曲線とする。(X,D) 上の A1-曲線 C の、類 [C]

の対数的 Gromov-Witten不変量への寄与が問題である。

定理 7.3 ([CGKT3]). (X,D) 上の A1-曲線 C について、C が C∩D で非特異ならば、M0(X/B, ([C],mc))

における重複度は e(J̄C). (“mc” は最大接触条件。)

証明には、K3 曲面の場合と同様、モジュライの非特異性を用いる。下図のような、D と「最大に交わる」

単純一次元層のモジュライを考える。

β ∈ H2(X), w := β ·D, P ∈ D とする。

定義 7.4. MMIPβ (X,D) (modules with maximal intersection) を、(大雑把に言って)次のような F をパ
ラメータ付けするモジュライ空間と定義する: F は X 上の連接層で、

(a) 既約かつ被約な曲線 C ⊂ X で、D に含まれず、[C] = β となるものが存在し、F は C 上の 1階の捩

れのない層 (の X での直像)

(b) F|D ∼= OwP . (これは C|D = wP , F は P の近くで C 上の直線束という条件と同値)

定理 7.5. F をMMIPβ (X,D) に属する層として、C := Supp F が C∩D で非特異ならば、MMIPβ (X,D)

は点 [F ] において非特異。

[Mu] により、K3 曲面上の単純層のモジュライにはシンプレクティック構造が入るのだった。相対的な場

合にどうなっているかは (今のところ特に応用を見出していないが)興味深いと思われる。

D を定める s ∈ H0(X,ω−1
X ) を取っておくと、Serre 双対性を用いて T[F ]MMIPβ (X,D) に非退化双線形

形式が入る。

定理 7.6 ([Tyu], [Bot]). s は X 上の (適切な意味での)安定層のモジュライ空間上に Poisson 構造を定める。

定理 7.7 ([BG]). M◦(X,D) := {X 上の層 F | F は既約曲線 C ̸⊂ D 上の直線束 } に対し、自然な正則写像

φ◦
X,D :M◦(X,D)→

⨿
d

Symd(D)

が定まり、φ◦
X,D のファイバーはシンプレクティック葉。

φ◦
X,D の定義域は

M(X,D) := {F | F は既約曲線 C ̸⊂ D 上 torsion free, D の近くで C 上の直線束 }
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に延長でき、[wP ] 上のファイバーが上で考えていたMMIPβ (X,D) になる。さらに、この射は

φX,D :M(X,D) := {既約な C ̸⊂ D 上の torsion free rank 1 sheaf} →
⨿
d

Symd(D)

に拡張でき、φ−1
X,D([wP ]) はMMI

P
β (X,D) の部分コンパクト化と言える。この空間 φ−1

X,D([wP ]) は特異点

を持ちうるので、どのような特異点か、たとえば、symplectic 特異点であろうか、といったことが気になる。

例 7.8. E ⊂ P2 を一般の非特異三次曲線、P ∈ E を位数 9 の点として

Λ := {C: 3 次曲線、C ∩ E = 9P}

とおく。Λ は P で node を持つ C0 をちょうど 1 つ含み、C0 の 2 つの枝は E と重複度 1, 8 で交わる。

[IP⊂C0
] ∈M(P2, E) は φ−1

P 2,E([9P ]) の特異点になっている。[IP⊂C0
] を含む φ−1

P 2,E([9P ]) の連結成分は曲

線族 Λ の total space
⨿
C∈Λ C と同一視でき、[IP⊂C0

] の定める点は A8 特異点であることが分かる。また、

Λ の base pointの解消が crepant resolutionを与える。

より一般に、C = Supp F が P で node を持つならば、やはり台の曲線族の base point を解消した族か

ら symplectic resolutionが得られるようである。ただし、base point を解消した族には可約曲線が現れるの

で、[MRV] などを参考に「偏極」を取る必要がある。

nodeを超えた特異点の場合、base pointの解消で被約でない曲線が現れ、このような場合には compactified

Jacobian があまり研究されていない…が、何とか調べることが可能そうではある。

モジュライ空間のコンパクト化を考えるとなると、Supp F ⊇ D の場合が問題になるが、これは [MPT],

[LW] などのように “expanded target space” を考えれば良い。期待としては、モジュライ空間に対数的構造

が入り、Poisson/symplectic structure も対数的な特異点になるのではないかと考えられる (cf. [D])。
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アデリック曲線上のアラケロフ幾何
森脇　淳（中部大学）

この研究はパリ大学の陳氏との共同研究です．詳しくは以下の３つの文献
を見て下さい．
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1. アデリック構造

K は体とする．K のアデリック構造 S = (K, (Ω,A, ν), ϕ) とは，以下を満
たすデータを意味する．

(a) パラメータ空間とよばれる (Ω,A, ν) は ν を可測空間 (Ω,A) 上の測度
とする測度空間である．

(b) MK で K の絶対値全体を表すと，ϕ は Ω から MK への写像である．
ω ∈ Ω に対して，MK 元 ϕ(ω) を |.|ω で表す．

(c) 任意の a ∈ K× に対して，関数 ω ∈ Ω 7→ log |a|ω は (Ω,A, ν) 上可積
分である．

アデリック構造を与えられた体をアデリック曲線とよぶ．任意の a ∈ K×

に対して，積公式と呼ばれる∫
Ω
log |a|ων(dω) = 0

が成り立つとき，アデリック構造 S は固有という．
さらに，

Ω∞ := {ω ∈ Ω | |.|ω はアルキメデス的 }
Date: December 7, 2023.
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とおく．また，任意の C に対して，{
x ∈ K

∣∣∣∣ ∫
Ω
logmax{|x|ω, 1}ν(dω) ≤ C

}
が有限集合になるとき，S はノースコット性を満たすという．
ω ∈ Ω に対して，K の |.|ω に関する完備化を Kω で表すことにし，Kω に

自然に拡張した絶対値も，言葉の乱用で，|.|ω とかくことにする．

例 1.1 (K = Q の場合). ΩQ = {p : p は素数 } ∪ {∞} とおく．各 ω ∈ ΩQ に
対して，

|.|ω =

|.|p (p-進絶対値で |p|p = 1/p) ω = p のとき
|.|∞ (普通の絶対値) ω =∞ のとき

と定め，可測空間は離散的なものとし，測度 ν は ν({ω}) = 1 と定めれば, こ
れは，固有なアデリック構造になる．ノースコット性を満たすことも容易に
わかる．

例 1.2 (K が代数体の場合). ΩK は，Q への制限が ΩQ の元になっている絶
対値全体とする．可測空間は離散的なものとし，測度 ν は

ν({ω}) = [Kω : Qω]

と定める．このとき，x ∈ K× に対して，∏
ω∈ΩK

|x|[Kω :Qω ]
ω = 1

となることが知られているので（積公式），固有なアデリック構造になる．さ
らに，ノースコット性を満たすことも知られている（ノースコットの定理）．

例 1.3. X は体 k 上で定義された d次元の正規な射影代数多様体とする．K
は X の関数体とする．ΩK は X 上の素因子全体とし， H1, . . . , Hd−1 は X

上のネフな直線束とする．列 (H1, . . . , Hd−1) を X の偏極という．ω ∈ ΩK

に対して，ordω は素因子 Γω での付値とする．

|x|ω = exp(− ordω(x))

と定め，ΩK は離散的な可測空間とする．さらに，測度 ν を

ν({ω}) = (Γω ·H1 · · ·Hd−1)

と定義すると，K の固有なアデリック構造が定まる．これは，ノースコット
性を満たさない．
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例 1.4. 任意の体 K は自明な絶対値

|x|K,0 =

1 もし x 6= 0

0 もし x = 0

により，固有なアデリック構造を与えることができる．

S = (K, (ΩK ,AK , νK), ϕK) は体 K のアデリック構造とし，L/K は分離
的な代数拡大とする．ω ∈ ΩK に対して，L の絶対値であって K へ制限が
|.|ω のなるもの全体を ML,ω と表す．

ΩL :=
∐
ω∈ΩK

ML,ω

とおく．ML,ω の元を ω に送ることにより，自然な写像 πL/K : ΩL → ΩK が
定まる．さらに，ML,ω →ML は ϕL : ΩL →ML を導く．ΩL の元 x に対し
て，対応する絶対値を |.|x と表すことにする．このとき，

ΩL
πL/K

//

ϕL
��

ΩK

ϕK
��

ML
restL/K

// MK

は可換であることがわかる．ここで，restL/K は L の絶対値を K に制限す
る写像である．さらに，ΩL はファイバー積

ΩK ×MK
ML := {(ω, x) ∈ ΩK ×ML | ϕK(ω) = restL/K(x)}

に同型であることがわかる．
ここからはしばらくの間，L は K 上有限次と仮定する．ΩL の σ-代数 AL

は，πL/K と，任意の a ∈ L に対して，写像 (x ∈ ΩL) 7→ |a|x ∈ R が可測と
なる最小のものとする．ω ∈ Ω に対して，ML,ω には離散的な可測空間を与
え，測度 PL,ω を

PL,ω({x}) =
[Lx : Kω]

[L : K]

と定める．
[L : K] =

∑
x∈ML,ω

[Lx : Kω]
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であるので，PL,ω は確率的測度である．さらに，L′ が L の分離的有限次拡
大とし，f を ML,ω 上の関数（ML,ω は有限集合）のとき，

(1.1)

∫
ML′,ω

f ◦ (πL′/L|ML′,ω)dPL′,ω =

∫
ML,ω

fdPL,ω

が成り立つ．

定理 1.5. ΩL 上の AL-可測関数 f に対して，

(ω ∈ ΩK) 7→
∫
ML,ω

fdPL,ω

は AK-可測である．

定義 1.6. ΩL 上の測度 νL : AL → R+ ∪ {+∞} を

∀B ∈ AL, νL(B) :=

∫
ΩK

(∫
ML,ω

1lBdPL,ω

)
dνK

と定める．定理 1.5 により，この写像は意味をもつ．そこで，
SL = (L, (ΩL,AL, νL), ϕL)

とおき，SL を S ⊗K L と表す．

命題 1.7. S が固有なら，SL も固有である．さらに，S がノースコット性を
もつなら，SL もノースコット性をもつ．

次に一般的な場合を考える．つまり，L は K 上代数的かつ分離的である．
EL/K = {K ′ | K ⊆ K ′ ⊆ L であり K ′ は K 上有限次 }

とおく．ΩL 上で AL は，任意のK ′ ∈ EL/K に対して，πL/K′ : ΩL → ΩK′

が可測的になる最小の σ-代数とする．さらに，ω ∈ Ω を固定したとき，ML,ω

上で AL,ω は，任意の K ′ ∈ EL/K に対して，πL/K′ : ML,ω → MK′,ω が可測
となる最小の σ-代数とする．K ′ ∈ EL/K と MK′,ω の関数 f が存在して，

f ◦ (πL/K′ |ML,ω
)

とかけような ML,ω 上の関数全体を VL,ω と表す．このとき，
IL/K,ω : VL,ω → R

を
f ◦ (πL/K′ |ML,ω

) 7→
∫
MK′,ω

fdPK′,ω.
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と定める．(1.1) により，IL/K,ω がうまく定義されていることがわかる．

定理 1.8. IL/K,ω は (ML,ω,AL,ω) 上の確率的測度 PL,ω に拡張される．さら
に，非負の AL-可測の ΩL 上の関数 f に対して，f の ML,ωへの制限は AL,ω-
可測であり，写像

(ω ∈ Ω) 7→
∫
ML,ω

fdPL,ω

は AK-可測である.

定義 1.9. νL : AL → R+ ∪ {+∞} を以下の様に定義する．

∀B ∈ AL, νL(B) :=

∫
ΩK

(∫
ML,ω

1lBdPL,ω

)
dνK .

ここで，SL = (L, (ΩL,AL, νL), ϕL) とおく．SL は S ⊗K L とかく．
L が K 上代数的だが分離的でない場合，K の L における分離閉包 L′ を

考えると，restL/L′ :ML →ML′ は全単射であるので，SL を SL′ と定めれば
よい．

命題 1.10. S が固有なら，SL も固有である．

有理数体上有限性な体を算術的函数体とよぶ．このとき，以下のことが知
られている．

定理 1.11 (陳・森脇 [2]). K は標数 0 の濃度が可算である体とする．この
とき，次を満たす K の固有なアデリック構造が存在する．K ′ が K の部分
体でありかつ算術的函数体であれば，K のアデリック構造の K ′ への制限は
ノースコット性をもつ．

例 1.12. K = Q(ξ) (ξ は Q 上超越的）の場合，

Ω∞ = {t ∈ [0, 1] | e2π
√
−1t は Q 上超越的 }

となり，Ω∞ には [0, 1] のルベーグ測度の制限が入る．t ∈ Ω∞ に対して，
|f(ξ)|t := |f(e2π

√
−1t)|C と定める．この場合，測度空間は離散的でない．

2. 点の高さ

S は以後固有と仮定する． (x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K) に対して，

h(x0, . . . , xN ) =

∫
Ω
logmax{|x0|ω, . . . , |xN |ω}ν(dω)
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と定める．これは，積公式より，同次座標 (x0 : · · · : xN ) の取り方に依らな
い．これを (x0 : · · · : xN ) の高さとよぶ．S がノースコット性をもつとき，任
意の C について，

{(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K) | h(x0 : · · · : xN ) ≤ C}

は有限集合である．というのは，xi 6= 0 のとき，任意の j 6= i に対して，

h(xi, xj) ≤ h(x0, . . . , xN )

であるので，xj/xi の可能性は有限である．つまり，

{(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K) | xi 6= 0, h(x0 : · · · : xN ) ≤ C}

は有限個である．よって，

{(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K) | h(x0 : · · · : xN ) ≤ C}

=
N⋃
i=0

{(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K) | xi 6= 0, h(x0 : · · · : xN ) ≤ C}

であるので，題意がわかる．
さらに，拡張して，以下が知られている．

定理 2.1 (陳・森脇 [1]). Ka を K の代数的閉包とすると，

{x ∈ PN (Ka) | h(x) ≤ C, [K(x) : K] ≤ e}

は，任意の C と e について，有限集合である．

3. K 上のアデリックベクトル束

V は K 上の n-次元ベクトル空間とし，各 ω ∈ Ω に対して，‖.‖ω は
Vω := V ⊗K Kω の (Kω, |.|ω) 上のノルムとする．
ノルムの族 ‖.‖ = {‖.‖ω}ω∈Ω が支配的であるとは，任意の s ∈ V \ {0} と

α ∈ V ∨ \ {0} 対して，Ω 上の可積分関数 A(ω) と B(ω) が存在して，

log ‖s‖ω ≤ A(ω), log ‖α‖ω,∗ ≤ B(ω)

が Ω 上至る所で成立することである．ここで，‖.‖ω,∗ は ‖.‖ω の双対ノルム
である．α(s) = 1 であるとき，log ‖s‖ω + log ‖α‖ω,∗ ≥ 0 であるので，

−B(ω) ≤ log ‖s‖ω ≤ A(ω), −A(ω) ≤ log ‖α‖ω,∗ ≤ B(ω)

が Ω 上至る所で成立する．
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さらにノルムの族 ‖.‖ = {‖.‖ω}ω∈Ω が可測であるとは，任意の s ∈ V に対
して，函数

ω ∈ Ω 7→ ‖s‖ω ∈ R

が可測空間 (Ω,A) 上可測であるときにいう．
ノルムの族 ‖.‖ = {‖.‖ω}ω∈Ω が可測かつ支配的なとき，(V, ‖.‖) をアデリッ

ク束 という．
アデリックベクトル束 (V, {‖.‖ω}ω∈Ω) の行列式ベクトル空間と行列式ノル

ム (detV, {‖.‖ω,det}ω∈Ω) もアデリックベクトル束であることが知られている
（cf. 陳・森脇 [1]）．ここで，

‖η‖det,ω := inf {‖x1‖ω · · · ‖xn‖ω | η = ±x1 ∧ · · · ∧ xn, x1, . . . , xn ∈ Vω}

である．よって，s ∈ detV \ {0} に対して，積分

−
∫
Ω
log ‖s‖ω,detν(dω)

が考えられるが，これは，積公式により，sの取り方に依らないので，̂deg(V, ‖.‖)
と表す．これが (V, ‖.‖) のアラケロフ次数と呼ばれる基本量である．

4. 代数多様体上のアデリック直線束

X は K 上の d-次元射影代数多様体とし，L は X 上の直線束とする．各
ω ∈ Ω に対して，Xω := X ⊗K Kω に付随するベルコビッチ空間 Xan

ω 上で
Lω := L⊗K Kω の連続な計量 φω を考える．その族を φ = {φω}ω∈Ω とおく．
別の族 φ′ = {φ′

ω}ω∈Ω が与えられたとき，

dω(φ,φ
′) := sup

x∈Xan
ω

∣∣∣∣log |.|φω(x)

|.|φ′
ω
(x)

∣∣∣∣
と定める．
H0(X,L)⊗OX → L は全射と仮定し，H0(Xω, Lω) のノルム ‖.‖ω を与え

ると，全射 H0(Xω, Lω) ⊗OXω → Lω を利用して，Lω に計量が定まる．こ
れを Lω のフビニ・スタディ計量という．

定義 4.1. 連続計量の族 φ が支配的な族であるとは，以下を満たす直線束L1

と L2，及び，L1, L2 の連続な計量の族 φ1 = {φ1,ω}, φ2 = {φ2,ω} が存在す
るときにいう．

(a) H0(X,L1)⊗OX → L1 と H0(X,L2)⊗OX → L2 は全射．
(b) H0(X,L1)と H0(X,L2)には支配的なノルムの族が存在し，φ1 と φ2

はそれらから定まるフビニ・スタディ計量の族である．
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(c) L = L1 − L2.

(d) (ω ∈ Ω) 7→ dω(φω, φ1,ω − φ2,ω) が支配的である．
定義 4.2. F は K 上有限生成の体とする．F の K 上の超越次元が 1 のと
き，K 上の非特異射影曲線 C が存在して，C の関数体が F になる．|.| は F

の絶対値で，K 上自明であると仮定する．このとき，C の閉点 ξ と q ∈ R≥0

が存在して，
|.| = exp(−q ordξ(.))

となることが知られている．ここで，ordξ(.) は点 ξ での付値である．この q

を |.| の指数とよぶ．
定義 4.3. KaはK の代数的閉包とする．P ∈ X(Ka),つまり，P : Spec(Ka)→
X に対して，(L, {φω}ω∈Ω) の P による引き戻しによって，Ka 上のノルムの
族をもった直線束 P ∗(L, {φω}ω∈Ω) を自然に与えることができる．計量の族
φ = {φω}ω∈Ω の Ω に関して可測であるとは，以下が成り立つときにいう．

(a) 任意の P ∈ X(Ka) について，P ∗(L, {φω}ω∈Ω)は可測である．
(b) |.|K,0 は K の自明な絶対値で，Xan は |.|K,0 に関するベルコビッチ
空間とする．

Xan
1,Q =

{
x ∈ Xan

∣∣∣∣∣ x に対応するX の点の K 上の次元
は 1 で，x に関する指数が有理数

}
とおく．このとき，任意の x ∈ Xan

1,Q と ℓ ∈ L⊗ κ̂(x) に対して，
(ω ∈ Ω0) 7→ |ℓ|φω(x)

は可測である．ここで，Ω0 = {ω ∈ Ω | |.|ω は自明 } であり，κ̂(x) は
x から決まる剰余体の完備化である．

定義 4.4. (L,φ) が可測かつ支配的であるとき，X 上のアデリック直線束と
いう．
このとき，以下がわかる．

定理 4.5 (陳・森脇 [1]). (a) (L,φ) と (L′, φ′) がアデリック直線束のと
き，(L⊗ L′, φ⊗ φ′) もアデリック直線束である．

(b) ‖.‖φω を H0(Xω, Lω) = H0(X,L)⊗K Kω の φω から定まる最大値ノ
ルムとすると，(L,φ) がアデリック直線束のとき，(

H0(X,L), {‖.‖φω}ω∈Ω
)

は Ω上のアデリックベクトル束になる．
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L が半豊富であると仮定する．(L,φ) が X 上のアデリック直線束のとき，
上の定理より，(nL, nφ) もアデリック直線束である．よって，上の定理から，

d̂eg
(
H0(X,nL), {‖.‖nφω}ω∈Ω

)
を考えることができる．このとき，以下がわかる．

定理 4.6 (陳・森脇 [1], [3]). 極限値

lim
n→∞

d̂eg
(
H0(X,nL), {‖.‖nφω}ω∈Ω

)
nd+1/(d+ 1)!

が存在する．この極限値を v̂olχ(L,φ) と表す．

5. 算術的ヒルベルト・サミュエル公式

K が代数体の場合，Gillet-Souléによる算術的リーマン・ロッホの定理また
は Abbes-Boucheによるヒルベルト・サミュエル公式により，極限値 v̂olχ(L,φ)

は大域的な算術交点数 d̂eg(ĉ1(L,φ)
d+1) に等しいことがわかる．このことを

一般のアデリック曲線上に拡張することが，最初の目標である．そのために
は，アデリック曲線上での交点数の理論を確立する必要がある．
可積分な計量を定義しよう．最初に

H0(X,L)⊗OX → L

は全射と仮定する．フビニ・スタディ計量の極限としてかける計量を半正な
計量とよぶ．L が半豊富であるとき，Lω の計量 φω が半正であるとは，十分
大きなある n について，L⊗n

ω の計量 nφω が半正であるときにいう．
一般に，Lω の計量 φω が可積分であるとは，豊富な直線束 L1, L2と L1,ω, L2,ω

上の半正な計量 φ1,ω, φ2,ω が存在して，L = L1⊗L−1
2 かつ φω = φ1,ω −φ2,ω

とかけるときにいう．
しばらくの間，K は代数閉体と仮定する．交点数を考える場合，直線束を

考えるより，カルチエ因子を考える方が自然である．つまり，直線束 L の代
わりに，L のゼロでない有理切断 s から生じるカルチエ因子 div(s) を考える
のである．さらに，直線束 Lωの計量の代わりに．Xω に付随するベルコビッ
チ空間上でグリーン函数 − log |s|φω を考えればよい．
L0, . . . , Ld は X 上の (d+ 1)個の直線束とし，

φ0 = {φ0,ω}ω∈Ω, . . . , φd = {φd,ω}ω∈Ω
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は可積分な L0, . . . , Ld の計量の族とする．s0, . . . , sd は L0, . . . , Ld のゼロで
ない有理切断とし，D0 := div(s0), . . . , Dd := div(sd),

g0,ω := − log |s0|φ0,ω , . . . , gd,ω := − log |sd|φd,ω

とおく．
d = 0 の場合は，X = Spec(K) である．このとき，∫

Xan
ω

(D0,ω, g0,ω) := g0,ω

と定める．
D0, . . . , Dd が共通成分を持たないとき，Dd =

∑N
i=1 aiZi と既約成分への

分解を考えると，次元に関する帰納法で，局所的な算術交点数を∫
Xan

ω

(D0,ω, g0,ω) · · · (Dd,ω, gd,ω) :=

N∑
i=1

ai

∫
Zan
i,ω

(D0,ω, g0,ω) · · · (Dd−1,ω, gd−1,ω)

+

∫
Xan

ω

gd,ωµ(D0,ω ,g0,ω),...,(Dd−1,ω ,gd−1,ω)

と定める．ここで，µ(D0,ω ,g0,ω),...,(Dd−1,ω ,gd−1,ω) はChambert-Loir 測度である．

定理 5.1 (陳・森脇 [2]). 局所的な算術交点数から定まる函数

ω ∈ Ω 7→
∫
Xan

ω

(D0,ω, g0,ω) · · · (Dd,ω, gd,ω)

は測度空間 (Ω,A) 上可積分である．

局所的な算術交点数の積分∫
Ω

(∫
Xan

ω

(D0,ω, g0,ω) · · · (Dd,ω, gd,ω)

)
ν(dω)

は，ゼロでない有理切断 s0, . . . , sd の取り方に依らないことがわかる．そこ
で，この積分を (L0, φ0), . . . , (Ld, φd) の S 上の算術的交点数とよび，(

(L0, φ0) · · · (Ld, φd)
)
S

とかく．
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K が閉体でない場合は，K の代数閉包に持ち上げて交点数を考えること
で，交点数 (

(L0, φ0) · · · (Ld, φd)
)
S

を定義する．
このとき，次の算術的ヒルベルト・サミュエル公式が成り立つ．

定理 5.2 (陳・森脇 [3]). K は完全体か，または， X は K 上幾何学的に整
であると仮定する．L は豊富，φ = {φω}ω∈Ω は半正な計量からなる可積分な
族とする．このとき，

v̂olχ(L,φ) =
(
(L,φ)d+1

)
S
.

が成り立つ．

6. アデリック曲線上の等分布定理

定義 6.1. (1) f = {fω} が C0
a(X) 元であるとは，それぞれの fω は Xan

ω

上の連続関数であり，(OX , {e−fω}ω∈Ω) がアデリック直線束になると
きにいう．

(2) η = {ηω}ω∈Ω がボレル測度族であるとは，それぞれの ηω は Xan
ω 上

のボレル測度であり，f = {fω}ω∈Ω ∈ C0
a(X) に対して，

ω ∈ Ω 7→
∫
Xan

ω

fωηω

が可積分であるときにいう．

例 6.2. Y は X の被約な部分スキームとする．さらに L は豊富な直線束で，
φ = {φω}ω∈Ω は L の半正な計量の族で，L = (L,φ) はアデリックな直線束
とする．このとき．

δ(Lω ,φω),Yω(fω) =
1

degL(Y )

∫
Y an
ω

fωµ(Lω ,φω)· dimY

と定めると，δL,Y = {δYω ,(Lω ,φω)}ω∈Ω はボレル測度族になる．

定理 6.3 (アデリック曲線上の等分布定理，陳・森脇 [3]). X は体 K 上定義
された射影代数多様体とし，L は半豊富で巨大であると仮定する．L = (L,φ)

はアデリック直線束で，φ は半正な計量の族であると仮定する．{Pn}∞n=1 は
X の閉点の列で，以下を仮定する．

(1) {Pn}∞n=1 は生成的である．つまり，任意の部分代数多様体 Y ⊊ X に
対して，{n | Pn ∈ Y } は有限集合である．



12 森脇　淳

(2) lim
n→∞

hL(Pn) =
(L

dimX+1
)S

(dimX + 1)(LdimX)
.

このとき，δL,Pn
は δL,X に弱収束する．つまり，任意の f ∈ C0

a(X) に対して，

lim
n→∞

δL,Pn
(f) = δL,X(f)

が成り立つ．

7. 大域的アデリック空間

Xan
Ω =

∐
ω∈ΩX

an
ω とおき，X の大域的アデリック空間とよぶ．Xan

Ω には
次の様にして，σ-代数 BX,Ω をいれる．すなわち，BX,Ω は以下を満たす最小
の σ-代数である．

(1) 自然な写像 Xan
Ω → Ω は可測である．

(2) X のザリスキ開集合 U に対して，Uan
Ω (=

∐
ω∈Ω U

an
ω ) は BX,Ω の元

である．
(3) 任意のアデリック直線束 (L,φ) と L のザリスキ開集合 U 上の切断 s

に対して，

Uan
Ω → R (x ∈ Uan

ω ) 7→ |s|φω(x)

は可測である．
η = {ηω}ω∈Ω はボレル測度の族とする．このとき，

(B ∈ BX,Ω) 7→
∫
Ω

(∫
Xan

ω

1lBηω

)

は可測空間 (Xan
Ω ,BX,Ω) 上の測度を与えることがわかる．この測度を ηΩ と

表す．
次の命題は後の議論で役に立つ．

命題 7.1 (陳・森脇 [3]). η = {ηω}ω∈Ω と τ = {τω}ω∈Ω はボレル測度の族と
する．もし ηΩ = τΩ なら Ω の可測部分集合 Ω′ が存在し，Ω′ の測度は 0 で
あり，任意の ω ∈ Ω \ Ω′ の対して，ηω = τω である．

8. アデリック曲線上のボゴモロフ予想

以後，K は可算な代数的閉体であるとし，さらに，ν(A) 6⊆ {0, 1} と仮定
する．
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アデリック直線束 L の本質的最小値 µess(L) は
µess(L) = sup

Z⊊X
inf

x∈(X\Z)(K)
hL(x)

で定義される．
AはK上のアーベル多様体とし，Lは豊富な偶となる直線束とし，各 ω ∈ Ω

に対して，[2]∗(Lω, φω) ' (Lω, φω)
⊗4 と仮定する．このような φω は一意的

に存在する．このとき L = (L,φ = {φω}ω∈Ω) アデリック直線束になることが
知られている．さらに，すべての点の高さが 0 以上であるという意味で，ネ
フである．

定理 8.1 (アデリック曲線上のボゴモロフ予想，陳・森脇 [3]). ν(Ω∞) > 0 と
仮定する．X は A の部分代数多様体で，µess(L

∣∣
X
) = 0 と仮定すると，X は

A の部分アーベル多様体を捻じれ点により移動させたものになる．

9. アデリック曲線上の力学系への応用

L は豊富な直線束とする．End(X;L) で，f∗(L) ' L⊗d となる整数 d ≥ 2

が存在するような射 f : X → X からなる集合とする．そのような f に対し
て，φf を f∗(L,φf ) ' (L,φf )

⊗d と満たすものとする．このような φf は一
意的に存在する．

定理 9.1 (アデリック曲線上の力学系への応用，陳・森脇 [3]). f, g ∈ End(X;L)

に対して，以下は同値である．
(1) h(L,φf ) = h(L,φg).

(2) {x ∈ X(K) | h(L,φf )(x) = 0} = {x ∈ X(K) | h(L,φg)(x) = 0}.
(3) {x ∈ X(K) | h(L,φf )(x) = h(L,φg)(x) = 0} は X(K) でザリスキ稠密
である．

アデリック曲線上でのボゴモロフ予想の証明，及び，力学系への応用の証
明等で命題 7.1が有効に使われる．



EXTRIANGULATED CATEGORYについて

2023年 8月の代数学シンポジウムでの講演の報告です．講演の機会を与えて下さっ
たオーガナイザ，プログラム責任者の方々をはじめ，関係する皆様に御礼申し上げ

ます．

1. Introduction

ホモロジー代数は代数学や幾何学などで幅広く用いられており，その重要な舞台

としてアーベル圏・完全圏および三角圏が挙げられる．

ここで完全圏はQuillenの意味での完全圏 ([Q, §2])を指し，加法圏 C とその上の

いくつかの条件を満たす短完全列 (つまり kernel-cokernel pair) 0 → A
f−→ B

g−→
C → 0 のクラス S の対 (C ,S)として定義される．S に属する短完全列は，Keller
([Ke, §4])の用語では conflationとよばれる．アーベル圏において拡大で閉じた部分
圏はその例を与える．実際，A がアーベル圏で C ⊆ A が拡大で閉じた充満部分圏

ならば，A における短完全列 0 → A
f−→ B

g−→ C → 0であって A,B,C ∈ C を満
たすものの全体を S とおくことで，(C ,S)が完全圏となる．逆に，smallな完全圏は
アーベル圏にこの形で埋め込めることが知られている．この意味で完全圏のクラスは

アーベル圏のクラスを「拡大閉部分圏をとる操作で閉じさせたもの」と思うことがで

き，完全圏はアーベル圏の拡大閉部分圏の持つべき性質を抽出し適切な構造の付与さ

れた加法圏として定式化されたものであると言える．

三角圏は加法圏 C とその上のシフト関手 [1] : C → C および適切な条件を満たす

三角形A
f−→ B

g−→ C
h−→ A[1]のクラス△の三対 (C , [1],△)として定義され ([V])，

加法圏のホモトピー圏やアーベル圏の導来圏などを例に持つ．アーベル圏から導来圏

を得る際の構成に関連し，複体の成す圏を射のホモトピーで割ることでホモトピー圏

が得られ，ホモトピー圏のVerdier商をとることで導来圏が得られるなど，イデアル
剰余や局所化といった操作が現れている．アーベル圏・完全圏では短完全列を用いた

議論を行うのに対し，三角圏では三角形を用いる．アーベル圏・完全圏において短完

全列を用いて示されることは，適切に三角形の言葉で置き換えることで三角圏にお

いてその類似が示されることが有り，逆もまた然りである．こうした類似を追うこと

ができるほか，上記に現れたような拡大閉部分圏・イデアル剰余・局所化や relative
theoryなどを組み合わせてアーベル圏・完全圏・三角圏から新たなアーベル圏・完全
圏・三角圏を得る構成が幾つか知られており，互いに密接に関係している．

[NP1] で導入した extriangulated category は完全圏と三角圏を含む概念であり，
適切な仮定のもとこれら種々の操作で閉じた圏のクラスとなっている．特に三角圏の

拡大閉部分圏は extriangulated categoryの典型例であり，直感的には，こうした圏
の持つ性質を抽出し定式化されたものであると思うことができる．

2. Extriangulated categoryの定義

以下，本稿を通じて C は加法圏を表し，C の部分圏としては，充満部分圏でかつ
C における同型で閉じているもののみを考える．

Extriangulated categoryは，加法圏 C 上に構造 E, s の与えられた三対 (C ,E, s )
として定義される．以下にその定義を述べ，詳細は後で補足することにする．

1



2 EXTRIANGULATED CATEGORY について

定義 2.1. ([NP1, Definition 2.12]) C を加法圏とする．三対 (C ,E, s ) が extriangu-
lated categoryであるとは，以下の (ET1),. . . ,(ET4)および，(ET3),(ET4)の双対
である (ET3)op, (ET4)op を満たすときをいう．

(ET1) E : C op × C → Ab は双加法関手．
(ET2) s は Eの加法的実現．
(ET3) δ ∈ E(C,A) および δ′ ∈ E(C ′, A′)に対し

s (δ) = [A
x−→ B

y−→ C], s (δ′) = [A′ x′

−→ B′ y′−→ C ′]

であるとき，任意の可換図式

A B C

A′ B′ C ′

x // y //

a

��
b
��

x′
//

y′
//

⟳

に対し，ある cが存在して (a, c) : δ → δ′ が E-Ext(C )での射であり，かつ
cy = y′bを満たす．

(ET4) 任意の δ ∈ E(D,A) および δ′ ∈ E(F,B) に対して

s (δ) = [A
f−→ B

f ′

−→ D], s (δ′) = [B
g−→ C

g′−→ F ]

とするとき，C の対象 E および射 d, e, h′ ならびに δ′′ ∈ E(E,A)が存在し

A B D

A C E

F F

f // f ′
//

g

��
d

��

h
//

h′
//

g′

��
e

��

⟳ ⟳

⟳

を可換にしさらに以下を満たす．

(i) s (f ′∗δ
′) = [D

d−→ E
e−→ F ],

(ii) d∗δ′′ = δ,
(iii) f∗δ

′′ = e∗δ′.

(iv) s (δ′′) = [A
h−→ C

h′

−→ E].

上の定義に関し補足を記す．詳細は [NP1, §2] を参照．条件 (ET1) から，任意
の δ ∈ E(C,A) および任意の a ∈ C (A,A′), c ∈ C (C ′, C) に対して E(C, a)(δ) ∈
E(C,A′)および E(c, A)(δ) ∈ E(C ′, A)が得られる．それぞれ a∗δ, c

∗δ と書くことに
する．[INP]等では aδ, δcとも表している．Eが C op × C 上の関手であることから，
c∗a∗δ = a∗c

∗δが成り立つ．また，米田の補題から，任意の δ ∈ E(C,A)に対して自
然変換 δ♯ : C (−, C)⇒ E(−, A)および δ♯ : C (A,−)⇒ E(C,−)が定まる．

E(C,A)の元 δのことを，E-extensionあるいは単に extensionとよぶことにす
る．条件 (ET3)に現れている圏 E-Ext(C )は E-extensionのなす圏を表し，以下のよ
うに定義される．E-extensionの圏は [BTHSS]などでも詳しく調べられている．

• 対象は A,C ∈ C および δ ∈ E(C,A)からなる三対 (A, δ, C)．これを AδC も
しくは単に δとも表す．
• AδC から BρDへの射は，C の射 a ∈ C (A,B), c ∈ C (C,D)の組 (a, c)であっ
て a∗δ = c∗ρを満たすものとする．
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• 合成および恒等射は，C のそれらを用い (a′, c′) ◦ (a, c) = (a′ ◦ a, c′ ◦ c)およ
び (id, id)のように与えられる．

E-Ext(C )は加法圏となることが確かめられる．AδC および BδDの直和は (A⊕B, δ⊕
ρ,C⊕D)で得られる．ここで δ⊕ρは，双加法性からくる自然な同型E(C⊕D,A⊕B) ∼=
E(C,A) ⊕ E(C,B) ⊕ E(D,A) ⊕ E(D,B)のもと，右辺の元 (δ, 0, 0, ρ)に対応する左
辺の元を表す．

条件 (ET2)に現れた加法的実現 s とは，任意の extension AδC に対して C のあ

る射の列 A
x−→ B

y−→ C の同値類 [A
x−→ B

y−→ C]を対応させる (s (δ) = [A
x−→

B
y−→ C])ものであって，以下の条件を満たすものをいう．ただし以下で AδC ,A′δ′C′

は任意の extensionとし， s (δ) = [A
x−→ B

y−→ C], s (δ′) = [A′ x′

−→ B′ y′−→ C ′]であ
るとする．

• E-Ext(C )の任意の射 (a, c) : AδC → A′δ′C′ に対して，b ∈ C (B,B′)であって

A B C

A′ B′ C ′

x // y //

a

��
b
��

c

��

x′
//

y′
//

⟳ ⟳

を可換にするものが存在する．三角圏の場合と同様，この bには一意性や標
準的な取り方の存在は要求しないことに注意する．

• s (δ ⊕ δ′) = [A⊕A′ x⊕x
′

−→ B ⊕B′ y⊕y
′

−→ C ⊕ C ′]が成り立つ．

• 任意の A,C ∈ C に対して，s (A0C) = [A
i−→ A⊕C p−→ C]が成り立つ．こ

こで A0C は E(C,A)の零元を表し，A i−→ A⊕ C p−→ C は分裂短完全列と
する．

以降簡単のため，本稿では extriangulated categoryのことを ET圏とよぶことに
する．

例 2.2. 完全圏と三角圏は以下の様な自然な ET圏の構造を持つ．詳細は [NP1, Ex-
ample 2.13]を参照．

(1) 完全圏 (C ,S)において，任意の A,C ∈ C に対して

Ext1(C,A) = {conflation A x−→ B
y−→ C の同値類 }

が smallであるとする．このとき，加法的実現 idが id([A
x−→ B

y−→ C]) =

[A
x−→ B

y−→ C]で与えられ，(C ,Ext1, id)は ET圏となる．
(2) (C , [1],△)が三角圏であるとする．E = C (−,−[1])により双加法関手 Eを定
める．任意の E-extension AδC に対して，それを補完し △に属する三角形
A

x−→ B
y−→ C

δ−→ A[1]をとり， s (δ) = [A
x−→ B

y−→ C]とすることで加
法的実現 s を定める．このとき，(C ,E, s )は ET圏となる．

3. Extriangulated categoryの基本性質

完全圏・三角圏が持つ自然な ET圏の構造については上の例 2.2で見たとおり．逆
に ET圏の中で完全圏・三角圏がどのように特徴付けられるかは，以降の命題 3.8,
3.9で述べる．
以下，(C ,E, s )を ET圏とする．完全圏・三角圏の場合と両立するよう，次のよ

うに定める．

定義 3.1. ([NP1, Definition 2.15])
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(1) C における射の列 A
x−→ B

y−→ C が conflation であるとは，ある δ ∈
E(C,A)に対し s (δ) = [A

x−→ B
y−→ C]を満たすときをいう.

(2) C の射 f ∈ C (A,B)が inflationであるとは，A
f−→ B → C の形の confla-

tionが存在するときをいう．

(3) C の射 f ∈ C (A,B)が deflationであるとは，K → A
f−→ B の形の con-

flationが存在するときをいう．

それぞれ，s を明示するときは s -conflation, s -inflation, s -deflationとよぶ．

また， s (δ) = [A
x−→ B

y−→ C] を満たす extension δ と列 A
x−→ B

y−→ C の

組 ⟨A x−→ B
y−→ C, δ⟩を s -triangleまたは extriangleとよぶ． s -triangle ⟨A x−→

B
y−→ C, δ⟩を A

x−→ B
y−→ C

δ99Kのように表す．
定義 3.2. ([NP1, Definition 2.17])部分圏D ⊆ C が拡大で閉じているとは，A,C ∈ D
を満たす任意の conflation A→ B → C に対して B ∈ Dが成り立つときをいう．

定義 3.3. ([LN, Definition 1.13])

(1) P ∈ C が射影的であるとは E(P,−) = 0を満たすときをいい，射影的対象の
全体がなす部分圏を Proj(C ,E ) ⊆ C で表す．C が射影的に豊富であるとは，

任意の C ∈ C に対しある射影的対象 P からの deflation P → C が存在する
ときをいう．

(2) 双対的に，I ∈ C が入射的であるとは E(−, I) = 0を満たすときをいい，入
射的対象の全体がなす部分圏を Inj(C ,E ) ⊆ C で表す．C が入射的に豊富であ

るとは，任意の C ∈ C に対しある入射的対象 I への inflation C → I が存在
するときをいう．

注 3.4. 上の一連の定義は，完全圏・三角圏においては以下の概念に対応する．

• 完全圏の場合，定義 3.1の conflation, inflation, deflationは [Ke, §4]で定義
されたものに他ならない．定義 3.2, 3.3も通常のものと合致する．
• 三角圏の場合，定義 3.1の s -triangleは distinguished triangleに対応する．
定義 3.3は通常のものに合致する．後述の命題 3.9のとおり，三角圏におい
ては任意の射が inflationかつ deflationであり，また，射影的対象・入射的
対象はいずれも零対象に限る．

命題 3.5. 以下の 3つの基本的な操作が可能である．

(1) ([NP1, Remark 2.18]) D ⊆ C が拡大閉部分圏のとき，Eおよび s を適切に
Dに制限することで，Dに自然な ET圏の構造 (D,ED, s D)が与えられる．

(2) ([NP1, Proposition 3.30]) I ⊆ C が射影的かつ入射的な対象からなる部分
圏のとき，すなわち I ⊆ Proj(C , E ) ∩ Inj(C , E ) を満たすとき，イデアル剰余

C = C /[I]は任意の A,C ∈ C に対し E(C,A) = E(C,A)を満たすような自
然な ET圏の構造 (C ,E, s )を持つ．

(3) ([HLN, Proposition 3.16]) 加法的部分関手 F ⊆ Eが閉であるとき， s を F
に制限することで ET 圏 (C ,F, s | F ) が得られる．ここで F ⊆ E が閉であ
るとは，θ ∈ F(C,A)なる任意の s -triangle A

x−→ B
y−→ C

θ99Kと任意の
X ∈ C に対して F(X,A) x∗−→ F(X,B)

y∗−→ F(X,C) および F(C,X)
y∗−→

F(B,X)
x∗

−→ F(A,X)が完全になるときをいう．この条件は，s | F -inflationお
よび s | F -deflationが合成で閉じることに同値である．

注 3.6. 上の (3)に現れる閉部分関手の概念は，より一般にn-exangulated category
に対して [HLN, Definition 3.10, Lemma 3.15]で定義されている．n = 1のときがET
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圏の場合であり，完全圏のときにはButler–Horrocks ([BH]), Dräxler–Reiten–Smalø–
Solberg–Keller ([DRSSK])の定義に一致する．完全圏の場合の用語に倣い，(3)で得
られる ET圏構造を relative theoryという．

命題 3.7. ([HLN, Proposition 3.19]) I ⊆ C を部分圏とするとき，Eの閉部分関手
EI および EI が，任意の A,C ∈ C に対し以下の様にすると定まる．

EI(C,A) = {δ ∈ E(C,A) |任意の I ∈ I に対して (δ♯)I = 0},
EI(C,A) = {δ ∈ E(C,A) |任意の I ∈ I に対して (δ♯)I = 0}.

EI ⊆ Eは I を射影的にする最大の閉部分関手であり，EI ⊆ Eは I を入射的にする
最大の閉部分関手である．

ET圏において完全圏および三角圏は，それぞれ以下の様な条件で必要十分に特徴
付けられる．

命題 3.8. ([NP1, Corollary 3.18]) 以下は同値．

(1) (C ,E, s )の任意の inflationが単射であり，任意の deflationが全射である．
(2) (C ,E, s )の conflationの全体 S に対し，(C ,S)は完全圏となる．

命題 3.9. 以下は同値．

(1) (C ,E, s )の任意の射は inflationかつ deflation．
(2) (C ,E, s )はProj(C , E ) = 0を満たすフロベニウスET圏 ([NP1, Definition 7.1])．

すなわち，Proj(C , E ) = Inj(C ,E ) = 0であり，さらに，射影的に豊富かつ入射

的に豊富である．

(3) (C ,E, s ) は以下の二条件を満たすような自然な三角圏の構造 (C , [1],△) を
持つ．

• 自然同型 E ∼= C (−,−[1])が存在．
• 任意の δ ∈ E(C,A)と，上の自然同型で対応する射 z ∈ C (C,A[1])に

対して，A
x−→ B

y−→ C
δ99Kが s -triangleであることと A

x−→ B
y−→

C
z−→ A[1]が∆に属することは同値．

Proof. 個々に該当する箇所について述べておく．0 ∈ C は射影的かつ入射的である
ので，(1)⇒(2)は定義から明らか．(2)⇔(3)は [NP1, Corollary 7.6]の議論を参照．
(3)⇒(1)は三角圏の定義から直ぐに従う．なお，(2)⇒(1)も [NP1, Corollary 3.16]ま
たは [LN, Proposition 1.20]から直ちに従う． □

4. ET圏の局所化

ET圏の局所化は [NOS]で与えられた．この節では C は smallであるとする．C
における射の集合S に対し，以下の記号を用いる．

• C の部分圏 NS ⊆ C を NS = {N ∈ C | (N → 0), (0 → N) ∈ S } で定
める．

• p : C → C = C /[NS ]をイデアル剰余とし，S = p(S )とおく．

定理 4.1. ([NOS, Theorem 3.5]) (C ,E, s )およびS は上記のとおりとし，S が C
において以下を満たすとする.

(MR1) S は射の合成に関して 2-out-of-3条件を満たす.

(MR2) S は積閉系である.
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(MR3) A
x−→ B

y−→ C
δ99K および A′ x′

−→ B′ y′−→ C ′ δ′99K が s -triangle であり，
(a, c) : δ → δ′ が E-Ext(C )の射であるとする．もし a, c ∈ S ならば，C に
おける図式

A B C

A′ B′ C ′

x // y //

a
��

b
��

c
��

x′
//

y′
//

⟳ ⟳

を可換にするような b ∈ S が存在する．

(MR4) {v ◦ x ◦ u | x は s -inflationかつ u,v ∈ S } が合成に関して閉じている．
s -deflationについても双対的な条件を満たす．

このとき，C のS による局所化を C̃ とすると，C̃ は自然なET圏の構造 (C̃ , Ẽ, s̃ )
を持つ．

注 4.2. [NOS, Theorem 3.5]において，局所化関手 ℓ : C → C̃ が持つ ET 圏の完全
関手としての普遍性も示されている．

定義 4.3. N ⊆ C が thick部分圏であるとは，加法部分圏であって以下の条件を満
たすときをいう．

(i) N ⊆ C は直和因子で閉じている．
(ii) N は conflationに関して 2-out-of-3条件を満たす．すなわち，任意の confla-

tion A
x−→ B

y−→ C に対し，対象 A,B,C のうち二つがN に属するならば
残りの一つもN に属す．

以下，N ⊆ C を thick部分圏とする．N に付随し L,Rを

L = {f は C の射 | N ∈ N を満たす conflation X
f−→ Y → N が存在 },

R = {f は C の射 | N ∈ N を満たす conflation N → X
f−→ Y が存在 }

と定め，L ∪ R を合成で閉じさせたもの，すなわち L ∪ R に属する射の有限回合
成で得られる C の射の全体を S とおく．このとき，NS = N が成り立つ ([NOS,
Lemma 4.5])．
N に適当な条件を追加することで，S が定理 4.1の仮定を満たすことが確かめら

れる．大きくは次の二つの場合に分けられる．

定義 4.4. ([NOS, Definitions 4.3, 4.28])

• N ⊆ C が biresolvingであるとは，任意の C ∈ C に対して，N,N ′ ∈ N
を満たす inflation C → N および deflation N ′ → C が存在するときをいう．
• N ⊆ C が two-sided admissibly percolating (以降，単に percolating
という )であるとは，N の対象を経由する任意の射 f ∈ C (X,Y )に対して，

ある N ∈ N と deflation X
d−→ N および inflation N

i−→ Y が存在して
f = i ◦ dを満たすときをいう．

さらに，N ⊆ C が percolatingな場合については，以下の追加の条件を考える．

(P2) f ∈ C (A,B)が分裂単射でかつ f が C において同型ならば，あるN ∈ N お
よび j ∈ C (N,B)が存在して，[f j] : A ⊕ N → B が C における同型射と
なる．

(P3) Ker
(
C (X,A)

l◦−−→ C (X,B)
)
⊆ [N ](X,A) が任意のX ∈ C と任意の Lの射

l ∈ C (A,B)に対して成り立つ．双対的に，Ker
(
C (C,X)

−◦r−→ C (B,X)
)
⊆

[N ](C,X)が任意のX ∈ C と任意のRの射 r ∈ C (B,C)に対して成り立つ．
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注 4.5. 完全圏の場合には，(定義 4.3の意味での)thick部分圏N ⊆ C が上の条件を
満たすことは，それぞれ [R, Definition 7], [HKR, Definition 2.8]の定義の条件を満
たすことに同値．詳細は [NOS, Examples 4.17, 4.33]を参照．
上の追加条件 (P2),(P3)は [NOS, Condition 4.30]のものであり，後述の命題 4.8

の証明に必要な技術的な仮定である．(P2)は自己双対的な条件であることが確かめら
れる．また，(P2)は (C ,E, s )が弱冪等完備1であるか完全圏の場合には自動的に満た

され，(P3)は (C ,E, s )が三角圏もしくは完全圏の場合に自動的に満たされる ([NOS,
Remarks 4.31, 4.32])．

以降もこれまでと同様，N ⊆ C は thick部分圏であるとする．N ⊆ C がbiresolving
の場合は以下が成り立つ．

命題 4.6. ([NOS, §4.3.]) N ⊆ C が biresolvingであるとき，以下が成り立つ．

(1) S は定理 4.1の仮定を満たし，従って ET圏 (C̃ , Ẽ, s̃ )が得られる．
(2) S = R ◦ Lが成り立つ．
(3) S は C において，全射かつ単射であるような射の全体に一致する．

(4) (C̃ , Ẽ, s̃ )は命題 3.9の同値な条件を満たし，従って，ET構造と両立する自
然な三角圏の構造を持つ．

Proof. [NOS]において，(1),(3)はProposition 4.26, (2)はLemma 4.20, (4)はCorol-
lary 4.27でそれぞれ示されている． □

例 4.7. ([NOS, Example 4.17]) 上の命題 4.6は，以下の既存の局所化を含むものと
なっている．

• C が三角圏のときは Verdier商に他ならない．
• C が完全圏のときは Rumpの局所化 ([R])に相当する．
• C が弱冪等完備であり，P = ((S, T ), (U ,V))が Hovey双余ねじれ対 ([NP1,
Definition 5.1])のとき，V ∈ V, S ∈ S であるような conflation V → S → N
を持つ対象 N の全体がなす部分圏 N ⊆ C は biresolvingな thick部分圏と

なり，局所化 C̃ は [NP1]のものと一致する．

N ⊆ C が percolatingの場合は以下の様になる．

命題 4.8. [NOS, §4.4.] N ⊆ C が percolatingであり，かつ条件 (P2),(P3)を満たす
とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) S は定理 4.1の仮定を満たし，従って ET圏 (C̃ , Ẽ, s̃ )が得られる．
(2) S = L ◦ Rが成り立つ．
(3) もしN ⊆ C がさらに次の ((P3)よりも強い)条件

(P3’) Ker
(
C (X,A)

x◦−−→ C (X,B)
)
⊆ [N ](X,A) が任意のX ∈ C と任意の s -

inflation x ∈ C (A,B)に対して成り立つ．双対的に，Ker
(
C (C,X)

−◦y−→
C (B,X)

)
⊆ [N ](C,X) が任意の X ∈ C と任意の s -deflation y ∈

C (B,C)に対して成り立つ．

を満たすならば，(C̃ , Ẽ, s̃ )は命題 3.8の同値な条件を満たし，従って，ET
圏構造と両立する完全圏の構造を持つ．

Proof. [NOS]において，(1)は Proposition 4.41, (2)は Lemma 4.37, (3)は Corol-
lary 4.42でそれぞれ示されている． □

1ET 圏 (C ,E, s ) に対して，[NP1] における条件 (WIC) と C の弱冪等完備性の同値が，Klapproth
により示されている ([Kla, Proposition 2.7])．
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例 4.9. 上の命題 4.8の局所化は，C が完全圏のときは，Cárdenas-Escuderoおよび
Henrard–Kvamme–van Roosmalenの局所化 ([C-E, Chapter 4],[HKR, §2.3])に相当
する．特に，C がアーベル圏のときは Serre商に他ならない．

5. ET圏の増強と埋め込みについて

講演の最後に，最近示された事柄として，ET圏の増強に関わる結果に言及した．
一方は完全∞-圏 ([B, Definition 3.1])によるものであり，もう一方はChenにより定
義された完全 dg圏 (exact dg category, [C, Definition 5.1])によるものである．
完全∞-圏については，以下で示されている．

定理 5.1. [NP2, Theorem 4.22] E が smallな完全∞-圏ならば，そのホモトピー圏
は自然な ET圏の構造を持つ．

さらに Klemenc ([Kle, Theorem 1.2])により，smallな完全∞-圏は安定∞-圏に
拡大閉に埋め込めることが示された．従って，完全∞-圏による増強を持つ ET圏 (=
トポロジカル ET圏 ([NP2, Definition 4.3]))は三角圏の拡大閉部分圏となることも
分かる．

完全 dg-圏については，Chenの論文 ([C])により，そのホモトピー圏が自然な ET
圏の構造を持ち，適切な pretriangulated dg-圏のホモトピー圏に拡大閉に埋め込ま
れることが示された．従って，ET圏が完全 dg-圏による増強を持つ場合 (= 代数的
ET圏 ([C, Proposition-Definition 6.20])2)にも，三角圏の拡大閉部分圏となる．
冒頭の Introductionでの「ET圏は三角部分圏の拡大閉部分圏を定式化したもの」

という直感的な理解は，このように ET圏が増強を持つ場合には上記の諸結果におい
て正確に定式化され，証明されることとなった．
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1次元解析を基盤とした局所環論
松岡 直之（明治大学）
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1 はじめに
可換環論研究では多くの環の分類が与えられているが，その中でもホモロジー代

数的な視点から定まる局所環の性質として以下の階層が取り扱われることが多い。

正則 ⇒ 完全交叉 ⇒ Gorenstein ⇒ Cohen-Macaulay ⇒ Buchsbaum

これらの中で，Cohen-Macaulay 性と Gorenstein 性が双璧をなすものであるこ
とには，疑問の余地は少ないであろう。
以下，Aは極大イデアルmをもつ可換な Noether 局所環とし，d = dimAはA

のKrull 次元とする。

定義 1.1. Aが Cohen-Macaulay であるとは，Aが非混合（純性）定理を満たすこ
とをいう。すなわち，r個の元で生成されたAのイデアル Iの高さが rならば，I
のいかなる素因子も必ず高さ rを持つということである。
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AがCohen-Macaulayであることは，極大イデアルm内に長さ dの正則列が含ま
れていることと同値である。もちろん，1次元局所整域は典型的にCohen-Macaulay

局所環である。

定義 1.2. AがGorensteinであるとは，Aの自己入射次元が有限であることをいう。

以降の文脈で扱いやすい同値条件を述べると，以下がよく知られている。

定理 1.3. KAによってAの正準加群を表す。このとき，以下は同値である。

(1) Aは Gorensteinである。

(2) Aは Cohen-Macaulay であって，KAはA-加群としてAと同型である。

(3) Aは Cohen-Macaulay であって，µA(KA) = 1である。

(4) Aは Cohen-Macaulay であって，ℓA(ExtdA(A/m, A)) = 1である。

ただし，ℓA(∗)は A-加群としての長さを表し，µA(∗)は A-加群としての極小生成
系の個数を表す。

局所環とは限らない Noether環 Rが Cohen-Macaulay (resp. Gorenstein)である
とは，任意の素イデアルPによる局所化RPが Cohen-Macaulay (resp. Gorenstein)

であることをいう。

例 1.4. (1) Hを数値半群とする。すなわち，H ⊆ N = {0, 1, 2, . . .}は数の和で閉
じていて 0 ∈ Hであり，N \Hは有限集合である。このとき，A = k[[th | h ∈ H]]

が Gorenstein であるための必要十分条件は，Hが数値半群として対称であること
である (E. Kunz, 1970)。数値半群の対称性や，数値半群環の基本事項は次節で紹
介する。
(2) R =

⊕
n≥0Rnを体R0 = k上の標準的次数付き代数，つまりR = k[R1]である

とする。RがCohen-Macaulay 整域であるとき，RがGorenstein であるための必
要十分条件は Rの h-vector が対称的であることである (R. P. Stanley, 1978)。

Gorenstein性からは，上述のような「対称性」を様々な場面で見出すことがで
きる。つまり，Cohen-Macaulay環の中でも非常に美しい構造を持っているのであ
るが，その分かなり特殊であり，稀少であると考えられる。もう少し枠組みを広げ
た上で，Gorenstein性に準ずるような理論が展開できないだろうか，ということ
が，執筆者の目下の検討課題である。本稿では，この課題へのアプローチのひと
つとして，1次元の環構造解析を基盤としながら一般次元の理論への展開を図るこ
とを主眼に置き，1次元の局所環のプロトタイプとして数値半群環を取り上げる。
まずは，数値半群と数値半群環の紹介から始めていきたい。
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2 数値半群と数値半群環
2.1 数値半群
1次元整域の典型例として，数値半群環の基本的な概念を紹介することが本節の

目的であるが，まずは数値半群から基本的な性質や記号を紹介していくことにし
たい。以下，N = {0, 1, 2, . . .}は非負整数全体のなす集合を表す。
定義 2.1. Nの部分モノイド H で，N \Hが有限集合であるようなものを，数値
半群と呼ぶ。
Nの部分モノイド H に対し，極小な生成系 0 < a1, a2, . . . , an ∈ Nが一意的に

存在する。つまり

H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩ =

{
n∑
i=1

λiai

∣∣∣∣∣ λi ∈ N

}

が成り立つ。さらにこのとき，次が正しい。
命題 2.2. 次は同値である。
(1) Hは数値半群である。

(2) gcd(a1, a2, . . . , an) = 1である。

(3) ある h ∈ Hが存在して，h+ 1 ∈ Hである。

(4) ある h ∈ Hが存在して，n ≥ hなら n ∈ Hである。
ただし，gcd(a1, a2, . . . , an)は a1, a2, . . . , anの最大公約数を表す。
定義 2.3. Hを数値半群とする。
(1) c(H) = min{h ∈ H | n ≥ hなら n ∈ H}と定め，Hのコンダクターと呼ぶ。

(2) f(H) = c(H)− 1 = max(Z \H) と定め，Hのフロベニウス数と呼ぶ。

(3) PF(H) = {α ∈ Z \H | 任意の 0 < h ∈ Hに対し，α + h ∈ Hである }と定
める。α ∈ PF(H)のことをHの擬フロベニウス数と呼ぶ。

(4) KH =
⋃
α∈PF(H) ((f(H)− α) +H) と定め，Hの正準イデアルと呼ぶ。但し，

z ∈ Zに対し，z +H = {z + h | h ∈ H}である。
フロベニウス数の名前の由来は，フロベニウスの硬貨交換問題に起源があるも

のと考えられる。定義から明らかに f(H) = maxPF(H)である。また，このこと
から H ⊆ KH ⊆ N であることも確かめられる。まずは，例を用いて数値半群と，
そのフロベニウス数および擬フロベニウス数を探ってみることにしたい。
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例 2.4. H1 = ⟨4, 5, 6⟩, H2 = ⟨3, 4, 5⟩, H3 = ⟨5, 6, 8⟩, H4 = ⟨6, 7, 11⟩とする。この
とき

H1 = {0, 4, 5, 6} ∪ {h | h ≥ 8}
H2 = {0} ∪ {h | h ≥ 3}
H3 = {0, 5, 6, 8} ∪ {h | h ≥ 10}
H4 = {0, 6, 7, 11, 12, 13, 14} ∪ {h | h ≥ 17}

であり，
PF(H1) = {7}, PF(H2) = {1, 2}, PF(H3) = {7, 9}, PF(H4) = {15, 16}

が確かめられる。
ここで，数値半群の対称性を以下で定義する。

定義 2.5. H が対称的であるとは，いかなる整数 a ∈ Zに対しても，「a ∈ H ⇔
f(H)− a /∈ H」が成り立つことをいう。
注 2.6. 一般に，a ∈ Hならば f(H)− a /∈ Hである。実際，a, f(H)− a ∈ Hなら
ば，f(H) ∈ Hとなってしまい，フロベニウス数の定義に反するからである。
命題 2.7. 次は同値である。
(1) Hは対称的である。

(2) 任意の整数 0 ≤ a ≤ f(H)に対し，「a ∈ H ⇔ f(H)− a /∈ H」が成り立つ。

(3) ♯(N \H) =
f(H) + 1

2
である。

(4) PF(H) = 1である。

(5) PF(H) = {f(H)}である。

(6) KH = Hである。
このとき，f(H)は奇数である。
例 2.8. 例 2.4の記号のもとで，H1は対称的であり，i ̸= 1についてHiは対称的
ではない。
対称性の亜種として，数値半群の擬対称性というものも定義されている。これ

も定義と簡単な特徴づけのみ述べておくことにしよう。

定義 2.9. Hが擬対称的であるとは，f(H)が偶数であって，f(H)

2
とは異なる整数

a ∈ Zに対して 「a ∈ H ⇔ f(H)− a /∈ H」が成り立つことをいう。
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命題 2.10. 次は同値である。

(1) Hは擬対称的である。

(2) f(H)は偶数であって，任意の整数 0 ≤ a ≤ f(H)に対し，a ̸= f(H)

2
であるな

ら「a ∈ H ⇔ f(H)− a /∈ H」が成り立つ。

(3) ♯(N \H) =
f(H) + 2

2
である。

(4) PF(H) =

{
f(H)

2
, f(H)

}
である。

(5) KH = H ∪
{
f(H)

2

}
である。

2.2 数値半群環
kを体とする。数値半群H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩の kを係数環とする半群環，すな
わち

k[[H]] = k[[th | h ∈ H]] = k[[ta1 , ta2 , . . . , tan ]] ⊆ k[[t]]

を k上Hの数値半群環と呼ぶ。ただし，k[[t]]は k上の形式的ベキ級数環である。
拡大 k[[H]] ⊆ k[[t]]が整であるから k[[H]]の Krull 次元は 1であり，もちろん整域
である。よって特に，k[[H]]は 1次元 Cohen-Macaulay 局所環である。数値半群
環は 1次元の局所環解析の際の具体例として頻繁に登場する。
さて，A = k[[H]]とおく。このとき，Aの正準加群KAは以下のように求めるこ

とができる (cf. [7])。

KA =
∑

α∈PF(H)

Atf(H)−α =
∑
p∈KH

ktp

よって µA(KA) = ♯PF(H)であり，定理 1.3 を思い出すとAが Gorenstein である
こととH が対称的であることが同値であることがわかる。このことを最初に提示
したのは E. Kunz であるが，Kunz はより一般の形の定理を与えているので，こ
こに記しておくことにしたい。

定理 2.11 ([12]). (A,m)を 1次元解析的既約な Noether 局所環とする。すなわち，
Aの全商環Q(A)内での整閉包 Aは，A-加群として有限生成であるような離散的
付値環である。さらに，AとAは剰余体を共有すると仮定する。v : QA → Zを
離散的付値環 A に対応する付値とする。このとき，Aが Gorenstein であること
と，値半群 v(A) = {v(a) | a ∈ A}が対称的であることは同値である。
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Kunz の論文 [12] が出版されたのは 1970年である。当時は Gorenstein 環の解
析がまさに始められようとしている段階であり，その頃には Gorenstein環の具体
例自体がほとんど知られていなかったと耳にしたことがある。そのような背景の
もとで見ると，Kunz の結果は Gorenstein 環の具体例を豊富に提供するという点
で大きなインパクトがあったことが想像され，その後の Gorenstein 性解析の礎の
ひとつとなったと考えられる。また同時に，環 A = k[[H]] の性質が，より単純な
数値半群 H の形によって記述される，ということを明確にし，数値半群を解析す
ることの意義も主張したものとなっている。執筆者のこれまでの研究はこの Kunz

の結果による示唆に多大な影響を受けており，数値半群の具体例解析から数値半
群環の環構造解析へ繋げ，それを基盤として 1次元Cohen-Macaulay局所環論を展
開し，最終的に一般次元の Cohen-Macaulay局所環論へと発展させる，といった
流れを目指しながら実施されている。
余談ではあるが，擬対称的な数値半群の半群環の持つ環構造を Kunz 環と名付

けている文献もあるが (e.g. [1])，あまり定着はしていないように感じる。
ここまで，数値半群環と数値半群について概説した。数値半群は非常に具体的

であり，かつ単純な構造を持っていることが伝わっていればと思うが，実はそれ
にも関わらず，解明が不十分である問が多数残されているように感じられる。次
節ではそのような問のひとつとして，定義方程式の決定問題を紹介したい。

3 数値半群環の定義イデアルおよび極小自由分解
以下，kは体とし，H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩とおく。a1, a2, . . . , anはH の極小生成
系であって，gcd(a1, a2, . . . an) = 1であるとせよ。S = k[[X1, X2, . . . , Xn]]を k上
の形式的ベキ級数環とし，A = k[[H]]と定める。環の準同型写像 φH : S → Aを
φH(Xi) = tai (1 ≤ i ≤ n) によって定め，IH = KerφH とおく。IH をAの定義イ
デアルと呼ぶ。

問題 3.1. IHの構造を決定せよ。例えば，IHの極小生成系は計算できるか。また，
Aの極小自由分解を具体的に求めることは可能か。

IH の極小生成系とは，空間 kn 内で単項式によって定まる曲線

C = {(ta1 , ta2 , . . . , tan | t ∈ k}

の定義方程式に等しいことに注意しておきたい。
さて，n = 2 のときは IH = (Xa2

1 − Xa1
2 )であることが容易に確かめられる。

n = 3のときには，J. Herzog [8] により精密に解析され，以下のように完全な解答
が与えられている。

定理 3.2 ([8]). n = 3とする。このとき，次は同値である。
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(1) Hは対称的である。つまり，A = k[[H]]はGorensteinである。

(2) a1, a2, a3を並べ替えて，gcd(a1, a2) = d ≥ 2であって，かつ a3 ∈
〈a1
d
,
a2
d

〉
が成り立つようにできる。

このとき，IH = (f1 = Xb2
1 −Xb1

2 , f2 = Xd
3−X

c1
1 X

c2
2 )が成り立つ。ただし，b1 = a1

d
,

b2 =
a2
d
であり，c1, c2 ∈ Nは a3 = c1b1 + c2b2 を満たすものである。もちろん，A

は極小自由分解

0→ S

(
f2
−f1

)
−→ S2 ( f1 f2 )−→ S → A→ 0

を持つ。

系 3.3. n = 3とし，a1, a2, a3はどの 2つをとっても互いに素であると仮定すると，
H = ⟨a1, a2, a3⟩は対称的ではない。

定理 3.4. n = 3とし，Hは対称的でないとする。このとき，ある整数ℓ1, ℓ2, ℓ3,m1,m2,m3 ≥
1が存在して

IH = I2

(
Xm2

2 Xm3
3 Xm1

1

Xℓ1
1 Xℓ2

2 Xℓ3
3

)
が成り立つようにできる。ここで，I2(M)は行列 M の 2次小行列式全体で生成さ
れるイデアルを表す。また，Aは極小自由分解

0→ S2

X
m2
2 X

ℓ1
1

X
m3
3 X

ℓ2
2

X
m1
1 X

ℓ3
3


−→ S3 (∆1 −∆2 ∆3 )−→ S → A→ 0

を持つ。但し，∆1 = det

(
Xm3

3 Xm1
1

Xℓ2
2 Xℓ3

3

)
, ∆2 = det

(
Xm2

2 Xm1
1

Xℓ1
1 Xℓ3

3

)
, ∆3 = det

(
Xm2

2 Xm3
3

Xℓ1
1 Xℓ2

2

)
である。

例 3.5. (1) H = ⟨4, 5, 6⟩とする。このとき，gcd(4, 6) = 2かつ 5 =
4

2
+
6

2
∈
〈
4

2
,
6

2

〉
であるから，H は対称的である。この H が対称的であることは，例 2.8 でも確
認していた。また，IH = (X3

1 − X2
3 , X

2
2 − X1X3)が定義イデアルである。但し，

φH(X1) = t4, φH(X2) = t5, φH(X3) = t6としている。
(2) H = ⟨3, 4, 5⟩のとき，3, 4, 5はどの 2つも互いに素となっているのでHは対称
的ではない。このとき

k[[H]] ∼= k[[X1, X2, X3]]/(X
3
1 −X2X3, X

2
2 −X1X3, X

2
3 −X2

1X2),

(X3
1 −X2X3, X

2
2 −X1X3, X

2
3 −X2

1X2) = I2

(
X2 X3 X2

1

X1 X2 X3

)
である。
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しかし，n ≥ 4の場合は部分的に知られているに留まっている。例えば，以下の
ようなことは知られている。

事実 3.6. (1) n = 4であってかつHが対称的であるときは，IHの生成系が具体
的に求められており，µS(IH) = 3または µS(IH) = 5である ([3])。

(2) n = 4であってかつH が擬対称的であるときは，IH の生成系が具体的に求
められており，µS(IH) = 5である ([10])。

(3) H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩であって a1, a2, . . . , an−1が等差数列であるときは，IH
の生成系が具体的に求められている ([15])。

執筆者は，後藤四郎とベトナム人研究者である D. V. Kien，H. L. Truong との
共同研究により，IHの生成系とPF(H)の間に見える深いつながりを記述すること
に成功している。

定理 3.7 ([4]). H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩に対し，次は同値である。

(1) ある正の整数 α > 0が存在して，PF(H) = {α, 2α, . . . , (n− 1)α}である。

(2) 上手くX1, X2, . . . , Xn の順序を入れ替えることによって，

IH = I2

(
Xm2

2 Xm3
3 · · · Xmn

n Xm1
1

X1 X2 · · · Xn−1 Xn

)

が成り立つような整数m1,m2, . . . ,mn ≥ 1が存在するようにできる。

この定理 3.7 の結果を受けて，上述のベトナム人研究者 2名に D. T. Cuong も
交えて実施した議論の中で以下の予想を得た。

予想 3.8. H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩とし，PF(H) = {α1 < α2 < · · · < αr}とする。こ
のとき次は同値である。

(1) r = n− 1であって，α1, α2, . . . , αrは等差数列である。

(2) 上手くX1, X2, . . . , Xn の順序を入れ替えることによって，

IH = I2

(
Xm2

2 Xm3
3 · · · Xmn

n Xm1
1

Xℓ1
1 Xℓ2

2 · · · X
ℓn−1

n−1 Xℓn
n

)

が成り立つような整数 ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn,m1,m2, . . . ,mn ≥ 1が存在するようにで
きる。
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定理 3.7と予想 3.8 で，♯PF(H) = n− 1であることは本質的である。また，予
想 3.8 の条件 (2) が満たされるとき，k[[H]]の極小自由分解は行列(

Xm2
2 Xm3

3 · · · Xmn
n Xm1

1

Xℓ1
1 Xℓ2

2 · · · X
ℓn−1

n−1 Xℓn
n

)

の Eagon-Northcott 複体によって与えられる。
数値半群Hから数値半群環 k[[H]]の定義イデアル IHの生成系を求める簡便な計

算式を見つけることは，ほとんど現実的ではない。一方，擬フロベニウス数PF(H)

がわかるとある程度類推はできるのではないか，ということが予想 3.8 の本質的
な主張である。

4 Gorenstein性の一般化
第 1節でも述べているように，Gorenstein環は Cohen-Macaulay環の中でも稀

少である。実際，系 3.3 が対称的な数値半群の稀少性の証拠の一つであるといえ
る。V. Barucci と R. Fröberg は数値半群の対称性を次のように一般化し，数値半
群環の環構造論を展開する試み [2] を提示している。Gorenstein 性の次に良い性
質とはいかなるものであるかを探るための重要な視点を与えているように感じら
れる。以下，PF∗(H) = PF(H) \ {f(H)}とおく。

定義 4.1 (cf. [2]). 数値半群Hが概対称的であるとは，任意の整数 a ∈ Z\PF∗(H)

に対し，「a ∈ H ⇔ f(H)− a /∈ H」が成り立つことをいう。

数値半群Hが対称的であることとKH = Hであることが同値であったから，対
称的数値半群は概対称的である。また，擬対称的数値半群も概対称的である。実
際，以下が知られている。

命題 4.2. 数値半群Hについて，以下は同値である。

(1) Hは概対称的である。

(2) 任意の整数 0 ≤ a ≤ f(H)に対し，a /∈ PF∗(H)であるなら「a ∈ H ⇔
f(H)− a /∈ H」が成り立つ。

(3) ♯(N \H) =
f(H) + ♯PF(H)

2
である。

(4) PF(H) = {α1 < α2 < · · · < αr}としたとき，任意の 1 ≤ i ≤ r − 1に対して
αi + αr−i = αrが成り立つ。

(5) M +KH ⊆ Hである。但し，M = H \ {0}であり，M +KH = {m+x | m ∈
M,x ∈ KH}である。
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注 4.3. Barucci-Fröberg [2] の概対称的の定義は，実際には命題 4.2 (5) で与えら
れている。しかし，対称的・擬対称的数値半群に関する命題 2.7, 2.10 との対比が
しやすいように，本稿では上述の定義を採用している。また，命題 4.2 の同値条
件 (4) は，成博勝 [14] によって最初に指摘されたものである。

概対称な数値半群の解析を通じて，Barucci-Fröberg [2] では解析的不分岐な 1次
元の局所環に対して almost Gorenstein性を以下のように定義している。

定義 4.4 ([2]). (A,m)を 1次元解析的不分岐なNoether局所環とする。Aが almost

Gorenstein であるとは，mKA ⊆ Aが成り立つことをいう。すなわち，KAはA/m

上のベクトル空間である。

注 4.5. 執筆者は，後藤四郎，Tran Thi Phuongとの共同研究 [5]により定義 4.4

を拡張し，一般の 1次元Cohen-Macaulay局所環に対する almost Gorenstein性の
定義を提示している。しかし，その定義を正確に述べるにはさらに記号を用意す
る必要が生じるため，今回はここに記すのを断念した。

定理 2.11 の類似として，Barucci-Fröberg は以下も示している。

命題 4.6 ([2]). (A,m)を 1次元解析的既約なNoether局所環とし，v(A)を定理 2.11

と同様に定める。このとき，Aが almost Gorensteinであることと v(A)が概対称
的であってかつ µA(KA) = ♯PF(v(A))であることは同値である。

上述したように，almost Gorenstein性は数値半群および数値半群環に対する
Barucci-Fröberg の成果 [2] は [5] によって一般の 1次元の理論に拡張された。そ
して，後藤四郎，高橋亮，谷口直樹により一般次元のCohen-Macaulay環の理論へ
と発展され，現在に至っている。後藤-高橋-谷口の almost Gorenstein性の定義は
以下の通りである。

定義 4.7 ([6]). (A,m)をCohen-Macaulay局所環とする。Aが almost Gorenstein

であるとは，完全列
0→ A→ KA → C → 0

が存在して，C = (0)であるか，または C が Ulrich 加群である，すなわち C の
mに関する重複度 em(C)と C の A-加群としての極小生成系の個数 µA(C)が一致
することをいう。

注 4.8. 一般の Cohen-Macaulay A-加群 M に対して em(M) ≥ µA(M) であるの
で，Cが Ulrich 加群であるとは，極小生成系の個数が取りうる最大であることを
意味する。また，dimA = 1であるときは，CがA/m上のベクトル空間であるこ
とと同値であり，これは [2] による 1次元の定義 4.4 の拡張となっていることがわ
かる。
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注 4.9. Aが Gorenstein であることと，A-加群としてA ∼= KAであることは同値
であった。定義 4.7 の気持ちは，A ∼= KAとは限らなくても，AはKAに埋め込む
ことができていて，その誤差が制御可能なものは十分に良い構造を持つに違いな
い，ということであると考えられる。

一方，2019年には別の視点による Gorenstein性の一般化概念が J. Herzog, 日比
孝之, D. I. Stamate [9] によって提示されている。定義を述べるためにひとつ記号
を準備する。可換環A上の加群M に対し

trA(M) =
∑

f∈HomA(M,A)

Im f

と定め，Mのトレースと呼ぶ。もちろん trA(A) = Aであるので，Cohen-Macaulay

局所環 A が Gorenstein であることと trA(KA) = Aであることは同値である。

定義 4.10 ([9]). (A,m)をCohen-Macaulay局所環とする。Aが nearly Gorenstein

であるとは，trA(KA) ⊇ m が成り立つことをいう。

Nearly Gorenstein性も 1次元，特に数値半群環に対する考察を基盤としながら
活発な議論が開始されつつある。例えば，数値半群環 k[[H]]の nearly Gorenstein

性を PF(H)によって特徴づける以下の結果が知られている。

命題 4.11 ([13]). H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩を数値半群とし，PF(H) = {α1 < α2 <

· · · < αr}。このとき，k[[H]]が nearly Gorensteinであるための必要十分条件は，
任意の 1 ≤ i ≤ nに対して 1 ≤ j ≤ rが存在して，いかなる 1 ≤ k ≤ rに対しても
ai + αj − αk ∈ Hが成り立つことをいう。

Almost Gorenstein性とnearly Gorenstein性の関係性に関しては，以下がHerzog-

Hibi-Stamate [9] によって提示されている。

命題 4.12 ([9]). (A,m)をCohen-Macaulay 局所環とし，d = dimAとする。

(1) d = 1のとき，Aが almost Gorenstein なら Aは nearly Gorensteinである。

(2) Aが極小重複度を持つとき，Aが nearly GorensteinならAは almost Goren-

stein である。

注 4.13. 講演の際，(2) は逆の主張が正しいと述べてしまった。上記が正しい主
張であるので，この場を借りてお詫びして訂正したい。

例 4.14. 例 2.4 の記号のもとで，以下が正しい。

(1) k[[H1]]は Gorenstein環である。

(2) k[[H2]]は Gorensteinでない almost Gorenstein環である。
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(3) k[[H3]]は almost Gorensteinでない nearly Gorenstein環である。

(4) k[[H4]]は nearly Gorensteinでない。

Almost Gorenstein性と nearly Gorenstein性はどちらも，正準加群KAを指標
としてGorenstein性との差異を測り，Gorensteinに次ぐ良い構造とは何かを探る
試みであるという共通点を持つ。数値半群環に限れば，PF(H) の言葉で対比をす
ることが可能ではあるが，一般の場合には解析のためのツールが若干異なってお
り，これらの性質を同時に取り扱うことには困難が生じているように執筆者は感
じている。

5 2次小行列式で定まる環のnearly Gorenstein性と
almost Gorenstein性

1次元の環に関しては，almost Gorenstein性が nearly Gorenstein性を導く。そ
れでは，これらの差はどのような部分に見られるのだろうか。この問を探ること
を目指し，以下のような状況設定のもとで検討したい。

設定 5.1. H = ⟨a1, a2, . . . , an⟩を数値半群とし，A = k[[H]]とする。Aの定義イデ
アルが

IH = I2

(
Xm2

2 Xm3
3 · · · Xmn

n Xm1
1

Xℓ1
1 Xℓ2

2 · · · X
ℓn−1

n−1 Xℓn
n

)
(ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn,m1,m2, . . . ,mn ≥ 1)

という形をしていると仮定する。

このとき，以下が知られている。

定理 5.2 (cf. [6]). 設定 5.1 のもとで，Aが almost Gorenstein であるための必要
十分条件は，以下のいずれかが成り立つことである。

(a) 任意の 1 ≤ i ≤ nに対し，mi = 1である。

(b) 任意の 1 ≤ i ≤ nに対し，ℓi = 1である。

命題 5.3 ([9]). 設定 5.1 のもとで，さらに n = 3とする。このとき，Aが nearly

Gorenstein であるための必要十分条件は，任意の 1 ≤ i ≤ 3に対し，mi = 1また
は ℓi = 1が成り立つことである。

執筆者は神代真也と中島大河との共同研究 [11] により，以下を得た。

定理 5.4 ([11]). 設定 5.1 のもとで，さらにAは almost Gorenstein ではないと仮
定する。このとき次は同値である。
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(1) Aは nearly Gorenstein である。

(2) a1, a2, . . . , anの順序を並べ替えることで，m2 = m3 = · · · = mn = ℓ1 = ℓ2 =

· · · = ℓn−2 = 1が成り立つようにできる。

注 5.5. 定理 5.4は，設定 5.1のもとでは almost Gorensteinではないような nearly

Gorenstein 環はあまり多くないことを示唆している。実際，{ℓi,mi}1≤i≤nの中で
almost Gorenstein 環であるために自由に取り得るパラメーターは n個ある（定理
5.2より）のに対し，almost Gorenstein ではない nearly Gorenstein環であるため
には 3個しか自由に取ることができない。

論文 [11] では，同様の手法が適用できる状況を維持しつつ，高次元化も検討し
ている。I, J ⊆ {1, 2, . . . , n}をとり，SIJ = k[[X1, X2, . . . , Xn, {Yi}i∈I , {Zj}j∈J ]]を
形式的ベキ級数環とする。。また，1 ≤ r ≤ nに対し

Vr =

{
Xmr
r + Yr (r ∈ I)

Xmr
r (r /∈ I)

Ur =

{
Xℓr
r + Zr (r ∈ J)

Xℓr
r (r /∈ J)

と定め，
DI
J =

(
V2 V3 · · · Vn V1
U1 U2 · · · Un−1 Un

)
とおく。このとき，環AIJ = SIJ/ I2(D

I
J)は p+ q + 1次元 Cohen-Macaulay局所環

である。但し，♯I = p, ♯J = qとする。容易に確かめられることであるが，AIJ が
nearly Gorenstein ならば A = k[[H]] が nearly Gorenstein となる。つまり，AIJの
nearly Gorenstein性を議論する際は，a1, a2, . . . , anを上手く並べ替えて以下 (a),

(b) のいずれかを仮定してよい。

(a) m1 = m2 = · · · = mn = 1

(b) m2 = m3 = · · · = mn = ℓ1 = ℓ2 = · · · = ℓn−2 = 1

命題 5.6. n = 3とする。次が成り立つ。

(1) m1 = m2 = m3 = 1のとき，RI
J が nearly Gorenstein であるための必要十分

条件は，I ∩J = ∅であって，任意の i ∈ Iに対して ℓi = 1であることである。

(2) m2 = m3 = ℓ1 = 1のとき，RI
J が nearly Gorenstein であるための必要十分

条件は，I ∩ J = ∅であって，1 /∈ J であり，さらに任意の i ∈ I に対して
ℓi = 1であることである。

以下，整数 z ∈ Zに対し，[z]によって 1 ≤ [z] ≤ n かつ z ≡ [z] mod n を満た
すような整数を表すことにする。
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定理 5.7. n ≥ 4とする。m1 = m2 = · · · = mn = 1であるとき，次が成り立つ。

(1) 1 ≤ i ≤ nについて，R{i}が nearly Gorenstein であるための必要十分条件は
ℓi = ℓ[i+1] = · · · = ℓ[i+n−3] = 1 である。

(2) 1 ≤ j ≤ nについて，R{j}が nearly Gorenstein であるための必要十分条件
は ℓ[j+1] = · · · = ℓ[j+n−3] = 1 である。

(3) 1 ≤ i1 < i2 ≤ nについて，R{i1,i2} は nearly Gorenstein ではない。

(4) 1 ≤ j1 < j2 ≤ nについて，R{j1,j2} が nearly Gorenstein であるための必要十
分条件はn = 4かつ (j1, j2) ∈ {(1, 3), (2, 4)}であって，さらに ℓi+1 = ℓ[j+1] = 1

であることである。

(5) 1 ≤ i, j ≤ nについて，R{i}
{j} が nearly Gorenstein であるための必要十分

条件は n = 4かつ (i, j) ∈ {(1, 3), (2, 4), (3, 1), (4, 2)}であって，さらに ℓi =

ℓ[i+1] = ℓ[j+1] = 1であることである。

(6) p+ q ≥ 3のとき，RI
J は nearly Gorenstein ではない。

定理 5.8. n ≥ 4とする。m2 = m3 = · · · = mn = ℓ1 = ℓ2 = · · · = ℓn−2 = 1である
とき，次が成り立つ。

(1) 1 ≤ i ≤ nについて，R{i}が nearly Gorenstein であるための必要十分条件は
i = 1であるかまたは，i = nかつ ℓn = 1であることである。

(2) 1 ≤ j ≤ nについて，R{j}が nearly Gorenstein であるための必要十分条件
は j = nであるかまたは，j = n− 1かつ ℓn = 1であることである。

(3) 1 ≤ i1 < i2 ≤ nについて，R{i1,i2} は nearly Gorenstein ではない。

(4) 1 ≤ j1 < j2 ≤ nについて，R{j1,j2} は nearly Gorenstein ではない。

(5) 1 ≤ i, j ≤ nについて，R{i}
{j} が nearly Gorenstein であるための必要十分条

件は n = 4, i = 1, j = 3, ℓ4 = 1である。

(6) p+ q ≥ 3のとき，RI
J は nearly Gorenstein ではない。

以上の結果を総括して考えると，今回の形式では nealry Gorenstein 環はあまり
高次元化できないことがわかる。実際，次のような状況となっている。

• n = 3のとき， AIJ が nearly Gorenstein なら dimAIJ ≤ 4である。

• n = 4のとき， AIJ が nearly Gorenstein なら dimAIJ ≤ 3であり，しかも
dimAIJ = 3となるような I, J は非常に限定的である。
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• n = 5のとき， AIJ が nearly Gorenstein なら dimAIJ ≤ 2である。

前述の通り，nearly Gorenstein 性はHerzog-Hibi-Stamate [9] により提示されて
いるが，これは 2019年に出版されたばかりである。また，almost Gorenstein 環
も最初の導入は 1997年 [2] であるものの，環論的な展開が広がりを見せ始めたの
は 2013年 [5] や 2014年 [6] であり，歴史はまだまだ浅い。これらの性質がどのよ
うな意味を持つのか，本稿のタイトルの通り 1次元解析を基盤としながら，これ
からの研究で解き明かしていきたい。
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[2] V. Barucci and R. Fröberg, One-dimensional almost Gorenstein rings, J. Al-

gebra 188 (1997) 418–442.

[3] H. Bresinsky, Symmetric semigroups of integers generated by 4 elements,

Manuscripta Math. 17 (1975), 205–219.

[4] S. Goto, D. V. Kien, N. Matsuoka, and H. L. Truong, Pseudo-Frobenius

numbers versus defining ideals in numerical semigroup rings, J. Algebra 508

(2018), 1–15.

[5] S. Goto, N. Matsuoka, and T. T. Phuong, Almost Gorenstein rings, J. Algebra

379 (2013), 355–381.

[6] S. Goto, R. Takahashi, and N. Taniguchi, Almost Gorenstein rings - towards

a theory of higher dimension, J. Pure Appl. Algebra, 219 (2015), 2666–2712.

[7] S. Goto and K. Watanabe, On graded rings, I, J. Math Soc. J. 30 (1978),

179–213.

[8] J. Herzog, Generators and relations of Abelian semigroups and semigroup

rings, Manuscripta Math. 3 (1970), 175–193.

[9] J. Herzog, T. Hibi, and D. I. Stamate, The trace of the canonical module,

Israel J. Math. 233 (2019), 133–165.

[10] J. Komeda, On the existence of Weierstrass points with a certain semigroup

generated by 4 elements, Tsukuba J. Math. 6 (1982), 237–270.

15



[11] S. Kumashiro, N. Matsuoka, and T. Nakashima, Nearly Gorenstein local rings

defined by maximal minors of a 2× n matrix, arXiv:2308.04234.

[12] E. Kunz, The value-semigroup of a one-dimensional Gorenstein ring, Proc.

Amer. Math. Soc. 25 (1970), 748–751.

[13] A. Moscariello and F. Strazzanti, Nearly Gorenstein vs almost Gorenstein

affine monomial curves, Mediterr. J. Math. 18 (2021), 127.

[14] H. Nari, Symmetries on almost symmetric numerical semigroups, Semigroup

Forum 86 (2013), 140–154.

[15] A. K. Roy, I. Sengupta, and G. Tripathi, Minimal graded free resolutions

for monomial curves in A4 defined by almost arithmetic sequences, Comm.

Algebra 45 (2017), 521–551.

16



Specht イデアルのグレブナー基底
大杉英史 ∗（関西学院大学理学部）

概要
自然数 n の分割 λを枠とする（ヤング）タブローに対して，シュペヒト多項式と呼ばれる多
項式を対応させることができる．分割 λ のシュペヒトイデアル（ガルニールイデアル）とは，
λを枠とするすべてのタブローのシュペヒト多項式で生成されるイデアルのことである．この
シュペヒトイデアルは組合せ論的可換代数，部分空間配置の組合せ論，グラフ理論など，様々
な分野において興味が持たれ，研究されている．シュペヒトイデアルに関する特に重要な事実
として，Haiman と Woo (unpublished work [6]) による，シュペヒトイデアルの被約性の証
明，および，普遍グレブナー基底と呼ばれる，任意の単項式順序に関してグレブナー基底とな
る有限集合の構成が挙げられる．本稿では，上記の Haiman と Woo の結果の簡明な別証明
（村井聡氏，柳川浩二氏との共同研究 [11]）や，シュペヒトイデアルのステイト多面体（グレブ
ナー扇を法扇として持つ多面体）の構成（柳川浩二氏との共同研究 [12]）について紹介する．

1 シュペヒトイデアル
自然数 nの分割とは，自然数の非増加列 λ = (λ1, . . . , λm) で λ1 + · · ·+ λm = nをみたすもの
をいう．自然数 nの分割全体を Pn で表す．nの分割に対して，ヤング図形を対応させることがで
きる．例えば，7の分割 λ = (4, 2, 1)は，以下のヤング図形で表される．

分割 λ ∈ Pn を枠とする（ヤング）タブローとは，λのヤング図形の各箱に，{1, 2, . . . , n} の元を
１つずつ書き入れたものをいう．例えば，以下は λ = (4, 2, 1)を枠とするタブローである．

3 2 1 7
4 5
6

分割 λを枠とするタブロー全体を Tab(λ)とおく．タブロー T ∈ Tab(λ)に対して，

• T が行標準であるとは，各行の数字が左から右へ増加列となっているときにいう．
• T が列標準であるとは，各列の数字が上から下へ増加列となっているときにいう．
• T が標準であるとは，T が列標準かつ行標準であるときにいう．

∗ ohsugi@kwansei.ac.jp
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無限体 K 上の n 変数多項式環 S = K[x1, . . . , xn] を考える．タブロー T ∈ Tab(λ) に対して，
シュペヒト多項式 fT ∈ S とは，iと j が T の同じ列にあり，j が iより下にあるようなすべての
xi − xj の積をいう．分割 λ ∈ Pn に対して，

Iλ := ⟨fT : T ∈ Tab(λ)⟩ ⊂ S

と定義し，λを枠とするシュペヒトイデアルという．

例 1.1. タブロー T = 3 2 1 7
4 5
6

に対して，fT = (x3 − x4)(x3 − x6)(x4 − x6)(x2 − x5).

例 1.2. 分割 λ = (3, 2) = に対して，Iλ の生成系は

(x1 − x2)(x3 − x4), (x1 − x2)(x3 − x5), (x1 − x2)(x4 − x5),
(x1 − x3)(x2 − x4), (x1 − x3)(x2 − x5), (x1 − x3)(x4 − x5),
(x1 − x4)(x2 − x3), (x1 − x4)(x2 − x5), (x1 − x4)(x3 − x5),
(x1 − x5)(x2 − x3), (x1 − x5)(x2 − x4), (x1 − x5)(x3 − x4),
(x2 − x3)(x4 − x5), (x2 − x4)(x3 − x5), (x2 − x5)(x3 − x4)

であるが，実際には（標準タブローに対応する）下線の 5個の多項式だけで生成できる．

シュペヒトイデアルは，組合せ論的可換代数 [9, 13, 14, 15]，部分空間配置の代数・組合せ論
[1, 2, 3]，グラフ理論 [5, 7, 8]，対称連立方程式 [10]など，様々な観点から研究がなされ，一般化
[4]も提案されている．

2 グレブナー基底入門
この章では，グレブナー基底に関する基礎的事項について説明する．体 K 上の n変数多項式環

S := K[x1, . . . , xn]に属する単項式全体からなる集合上の全順序 < が単項式順序であるとは，

(i) 任意の単項式 u ̸= 1 に対して，1 < u

(ii) 任意の単項式 u, v, w に対して，「u < v ⇒ uw < vw」

をみたすときにいう．2変数以上の多項式環には，無限個の単項式順序が存在するが，その中で重
要な例をいくつか挙げる．

例 2.1 (辞書式順序 (xi1 > · · · > xin)). まず，xi1 に関して次数を比較して，大きい方が大きい．
同じならば xi2 に関して次数を比較して，大きい方が大きい．
同じならば xi3 に関して次数を比較して，大きい方が大きい．・・・

例 2.2 (重み順序 <w). 非負ベクトル w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn≥0 と単項式順序 <に対して，
n∑
i=1

aiwi <

n∑
i=1

biwi
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または
n∑
i=1

aiwi =

n∑
i=1

biwi かつ xa11 · · ·xann < xb11 · · ·xbnn

をみたすとき，xa11 · · ·xann <w xb11 · · ·xbnn と定義する．このとき，<w は単項式順序である．

他に，次数辞書式順序，次数逆辞書式順序などが重要である．ここで，多項式環 S の単項式順序
< を 1つ固定する．0でない多項式 f ∈ S に対して，f に現れる単項式の中で < に関して最大の
ものを in<(f)で表す．また，イデアル I ⊂ S に対して，

in<(I) := ⟨in<(f) : 0 ̸= f ∈ I⟩

とおき，I のイニシャルイデアルと呼ぶ．有限部分集合 {g1, . . . , gt} ⊂ I が < に関する I のグレ
ブナー基底であるとは，in<(I) = ⟨in<(g1), . . . , in<(gt)⟩ が成り立つときにいう．基本的な事実と
して

• グレブナー基底は必ず存在するが一意ではない．
• イデアル I のグレブナー基底は I を生成する．

が挙げられる．グレブナー基底にイデアルの元を有限個付け加えてもグレブナー基底となるが，そ
のような冗長な元を取り除いたとしても，グレブナー基底は一意には定まらない．一意性を持たせ
るためには，さらに条件を追加する必要がある．イデアル I ⊂ S のグレブナー基底 G が被約であ
るとは，以下の 2条件が成り立つときにいう．

(i) 任意の g ∈ G はモニックである．
(ii) 任意の g ∈ G に対して，g に現れるどの単項式も {in<(g′) : g ̸= g′ ∈ G} の元で割り切れ
ない．

命題 2.3. イデアルと単項式順序を固定すると，被約グレブナー基底は唯一つ存在する．

任意の単項式順序に関してイデアル I ⊂ S のグレブナー基底になる有限集合を I の普遍グレブ
ナー基底という．イデアル I ⊂ S のイニシャルイデアルは，高々有限個しか存在しないことが知
られているので，例えば，以下の集合は I の普遍グレブナー基底である．∪

<:S の単項式順序
G<

（ただし，G< は <に関する I の被約グレブナー基底を表す．）ベクトル w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn

に対して，
xa11 · · ·xann ≺ x

b1
1 · · ·xbnn

def⇔
n∑
i=1

aiwi <

n∑
i=1

biwi

と定義すると，S の単項式全体上の半順序となる．
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• 0 ̸= f ∈ S に対して，この順序で最大となる項の和を f のイニシャルフォームといい，
inw(f)と表す．

• 斉次イデアル I ⊂ S に対して，inw(I) = ⟨inw(f) : 0 ̸= f ∈ I⟩を I のイニシャルフォーム
イデアルという．

• I は斉次なので，任意の w1 ∈ Rn に対して，inw1
(I) = inw2

(I) をみたす w2 ∈ Rn≥0 が存
在する．

斉次イデアル I ⊂ S と，ベクトル w ∈ Rn に対して，

C[w] := {w′ ∈ Rn : inw(I) = inw′(I)}

GF(I) :=
{
C[w] : w ∈ Rn

}
と定義する．ただし，C[w]は C[w]の閉包である．このとき，GF(I)は扇（原点からの錐からな
る多面体的複体）であり，I のグレブナー扇と呼ばれる．斉次イデアル I ⊂ S に対して，GF(I) は
完備である，すなわち， ∪

C∈GF(I)

C = Rn

が成り立つ．凸多面体 P ⊂ Rn の法扇とは P の双対をいう．凸多面体 P ⊂ Rn が I のステイト多
面体であるとは，GF(I)が P の法扇であるときにいう．以下のような１対１対応がある：

I のイニシャルイデアル ←→ I のステイト多面体の頂点

3 被約性と普遍グレブナー基底
分割のシュペヒトイデアルを一般化し，フィルター F のシュペヒトイデアルを定義する．分割

λ = (λ1, . . . , λm), µ = (µ1, . . . , µl) ∈ Pn が

λ1 + · · ·+ λk ≥ µ1 + · · ·+ µk for k = 1, 2, . . . ,min{m, l}

をみたすとき，λ� µと表す．これを支配的順序という．部分集合 F ⊂ Pn が Pn の lower filter

であるとは，λ ∈ F と µ ∈ Pn が µ � λ をみたすならば µ ∈ F が成り立つときにいう．また，
F ⊂ Pn が Pn の upper filterであるとは，λ ∈ F と µ ∈ Pn が µ� λ をみたすならば µ ∈ F が
成り立つときにいう．Pn の lower filter F に対して，

IF :=
∑
λ∈F

Iλ ⊂ S

と定義し，F のシュペヒトイデアルという．

事実 3.1. µ� λならば，Iµ ⊂ Iλ である．

Pn の lower filter として F = {µ ∈ Pn : µ� λ}を考えれば，Iλ = IF が成り立つので，フィル
ターのシュペヒトイデアルは分割のシュペヒトイデアルを一般化した概念である．
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対称群 Sn の Kn への自然な作用を考える．各点 a ∈ Kn に対する，この作用に関する Sn の
固定化部分群は，ある µ = (µ1, . . . , µr) ∈ Pn について，Sµ1

× · · · ×Sµr
と同型となる．この分

割 µを aの軌道型といい，Λ(a)で表す．

例 3.2. Λ((4, 0, 2, 4, 2, 4)) = (3, 2, 1).

分割 µ ∈ Pn に対して，Hµ = {a ∈ Kn : Λ(a) = µ}とおく．部分集合 G ⊂ Pn に対して，

JG =

f ∈ S : 任意の a ∈
∪
µ∈G

Hµに対して f(a) = 0


と定義する．（注：これは被約イデアルである．）

補題 3.3. λ ∈ Pn, T ∈ Tab(λ)とする．このとき，任意の a ∈ Hµ (µ ̸�λ) に対して，fT (a) = 0.

定理 3.4 (Haiman–Woo [6]). 空でない lower filter F ⊂ Pn に対して，

GF :=

{
fT : T ∈

∪
λ∈F

Tab(λ)

}

とおくと，以下が成り立つ．

(i) IF = JPn\F が成り立つ．特に，IF は被約である．
(ii) GF は IF の普遍グレブナー基底である．

注意 3.5. IF = ⟨GF ⟩である．また，補題 3.3より，GF ⊂ JPn\F が従う．

4 簡明な別証明
ここでは，[11] で与えた Haiman–Woo の結果の簡明な別証明について紹介する．分割 λ =

(λ1, . . . , λm) ∈ Pn, 0 < k ∈ Zに対して，(λ1, . . . , λk + 1, . . . , λm) の成分を大きい順に並べ替え
て得られる n+1の分割を λ+ ⟨k⟩で表す．(ただし，k > mのときは，λ+ ⟨k⟩ = (λ1, . . . , λm, 1)

とする．)

例 4.1. (4, 2, 2, 1) + ⟨3⟩ = (4, 3, 2, 1). (4, 2, 2, 1) + ⟨5⟩ = (4, 2, 2, 1, 1).

補題 4.2. Pn の upper filter F と，λ ∈ Pn−1 に対して，

λ+ ⟨j⟩ ∈ F ⇒ λ+ ⟨i⟩ ∈ F for all i ≤ j

証明. 任意の λ ∈ Pn−1 に対して，「i ≤ j =⇒ λ+ ⟨j⟩� λ+ ⟨i⟩」であることから直ちに従う．

F ⊂ Pn に対して，Fk := {µ ∈ Pn−1 : µ + ⟨k⟩ ∈ F} と定義する．もし，F が upper (lower)

filterならば，Fk もそうである．
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例 4.3. F = {(4, 1, 1), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6)}に対して，F1 = {(3, 1, 1), (3, 2), (4, 1), (5)}, F2 =

{(3, 2), (4, 1), (5)}, Fk = {(4, 1), (5)} for all k ≥ 3.

補題 4.4. Upper filter F ⊂ Pn に対して，

f = gdx
d
n + · · ·+ g1xn + g0 ∈ JF

とする．ただし，g0, . . . , gd ∈ K[x1, . . . , xn−1]かつ gd ̸= 0である．このとき，g0, . . . , gd ∈ JFd+1
.

証明. λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Fd+1, a ∈ Hλ とする．α1, . . . , αm ∈ K は相異なり，各 αi ∈ K は a

に λi 回現れるとする．前の補題より，任意の i = 1, . . . , d+1 に対して，λ+ ⟨i⟩ ∈ F が成り立つ．

Case 1. （m < d+ 1のとき）λ+ ⟨d+ 1⟩ = (λ1, . . . , λm, 1) なので，各 α ∈ K \ {α1, . . . , αm}
に対して，(a, α) ∈ Hλ+⟨d+1⟩. ゆえに，f(a, α) = 0.

Case 2. （m ≥ d+1のとき）i = 1, 2, . . . , d+1に対して，(a, αi) ∈ Hλ+⟨i⟩ より，f(a, αi) = 0.

いずれの場合も，次数 dの多項式

f(a, xn) =

d∑
k=0

gk(a)x
k
n ∈ K[xn]

が少なくとも d + 1 個の根を持つので，これは K[xn] のゼロ多項式である．ゆえに，各 i に対し
て，gi(a) = 0が成り立つ．よって，各 iに対して，gi ∈ JFd+1

が成り立つ．

補題 4.5. ∅ ̸= F ⊂ Pn を lower filterとすると，辞書式順序 <lex (x1 < · · · < xn) に関して，

GF =

{
fT : T ∈

∪
λ∈F

Tab(λ)

}

は， JPn\F のグレブナー基底である．

補題 4.5の証明のポイント

• F ′ = Pn \ F とおくと，補題 3.3より，GF ⊂ JF ′ .

• あとは，任意の f ∈ JF ′ に対して，in(fT ′)| in(f)をみたす T ′ ∈ Tab(λ) (λ ∈ F) が存在す
ることを示せばよい．

• T が列標準であり，番号 iが T の di 番目の行にあるならば，in(fT ) =
∏n
i=1 x

di−1
i .

• nに関する帰納法で証明する．(n = 1のときは自明．)

f = gdx
d
n + · · ·+ g1xn + g0 ∈ JF ′ とおく．ただし， g0, . . . , gd ∈ K[x1, . . . , xn−1] かつ gd ̸= 0

である．補題 4.4より，gd ∈ JF ′
d+1
である．また，帰納法の仮定から，GPn−1\F ′

d+1
は JF ′

d+1
のグ

レブナー基底である．ゆえに，in(fT )|in(gd) を満たす T ∈ Tab(µ)，µ ∈ Pn−1 \ F ′
d+1 が存在す

る．(注：gd ̸= 0 かつ JPn−1
= {0}より，F ′

d+1 ̸= Pn−1.) λ = µ+ ⟨d+ 1⟩とおく．1, 2, . . . , n− 1

が T と同じ位置にある T ′ ∈ Tab(λ) を考える．µ /∈ F ′
d+1 より λ ∈ F であるから，fT ′ ∈ GF
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が成り立つ．T における nの位置は，第 (p + 1)行 (p ≤ d)であるから，in(fT ′) = xpnin(fT ) は
in(f) = xdnin(gd)を割り切る．ゆえに GF は JF ′ のグレブナー基底である．

Haiman–Wooの定理の別証明 ([11]). 集合 GF は JPn\F のグレブナー基底であるから，IF =

⟨GF ⟩ = JPn\F が成り立つ．特に，IF は被約であり，GF は辞書式順序 (x1 < · · · < xn) に関し
て，IF のグレブナー基底である．任意の σ ∈ Sn に対して，GF = {σf : f ∈ GF}であるから，
GF は辞書式順序 (xσ(1) < · · · < xσ(n)) に関して，IF のグレブナー基底である．< を任意の単
項式順序とする．< に関して xi1 < · · · < xin が成り立つとする．fT は１次式の積であるから，
in<(fT ) = in<′(fT ) が成り立つ．ただし，<′ は辞書式順序 (xi1 < · · · < xin) である．ゆえに，
GF は任意の単項式順序 <に関して，IF のグレブナー基底である．

注意 4.6. 定理 3.4 (2) の主張は有限体K についても成り立つ．実際，K が有限体でも，1変数有
理関数体 K(t) は無限体であるから，K(t)が係数体なら定理 3.4が成り立つ．各 fT の係数は ±1
であるから，GF にブッフバーガーの判定法を用いた場合，変数 tは決して現れない．

5 ステイト多面体
ベクトル (u1, . . . , un) ∈ Rn に対して，

{(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) ∈ Rn : σ ∈ Sn}

の凸閉包を Pn(u1, . . . , un) で表す．特に，Πn := Pn(1, 2, . . . , n) は n 次の置換多面体と呼ばれ
る．置換多面体 Πn の法扇 Brn は braid 扇と呼ばれる完備扇であり，超平面 xi − xj = 0 (for

∀i ̸= ∀j) で与えられる．Brn の各極大錐は，ある σ ∈ Sn に対して，

{w ∈ Rn : wσ(1) ≤ wσ(2) ≤ · · · ≤ wσ(n)}

と表せる．各 0 ≤ k < nに対して，

Πn,k := Pn(1, 2, . . . , n− k − 1, n− k, . . . , n− k)

とおく．このとき，Πn,k の法扇の各極大錐は，ある σ ∈ Sn に対して，

Cσ,k := {w ∈ Rn : wσ(1) ≤ wσ(2) ≤ · · · ≤ wσ(n−k), . . . , wσ(n)}

と表せる．一般化置換多面体とは，辺の方向を維持しながら，置換多面体の頂点を移動して得られ
る多面体である．

補題 5.1. 各 Πn,k は一般化置換多面体である．

定理 5.2 ([12]). nの分割 λ = (λ1, . . . , λm) (λm > 0) に対して，

k := min{λi−1 − λi : i = 2, 3, . . . ,m }

とおく．このとき，以下が成り立つ．
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(i) Iλ はちょうど n!/(k + 1)!個のイニシャルイデアルを持つ．
(ii) Πn,k は Iλ のステイト多面体である．
(iii) Iλのステイト多面体が（通常の）置換多面体であることと，ある i ≤ mに対して，λi = λi−1

が成り立つことは同値である．
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正標数多重ポリログ関数の解析接続

古庄　英和

正標数関数体の世界においてポリログ関数や多重ポリログ関数の類
似が [AT90, C]により考察されている。これらの関数は冪級数で定義さ
れており、その級数の収束半径内でしか関数として定義されていない。
これらの関数を Artin-Schreier方程式を用いて全空間に解析接続して
いく [F22]の手法を説明する。

1. 標数 0のポリログ関数の復習
複素数体Cの場合と p-進 (p:素数)の場合のポリログ関数の解析接続

について手短かに復習する。
1.1. Cの場合. n ∈ N, z ∈ Cとする。ポリログ関数 Lin(z)とは以下の
冪級数で定義される複素関数である：

Lin(z) :=
∞∑
k=1

zk

kn

この級数は z ∈ Cが |z| < 1のとき絶対収束するが以下の逐次微分方
程式

d

dz
Lin(z) =

{
1
z
Lin−1(z) (n ≥ 1)
1

1−z (n = 1)

を反復積分を用いて逆算することにより半径 1の開円盤を超えてポリ
ログ関数の解析接続ができる。詳しくには P1(C) \ {0, 1,∞}の普遍被
覆まで定義域を広げられて、これよりポリログ関数 Lin(z)の枝が生じ
るのである。また、特に Li1(z) = − log(1 − z)であることにも注意し
ておく。
1.2. p-進の場合. n ∈ N, z ∈ Cpとする (Cpは有理数体Qの代数閉包 Q̄
の p進距離による完備化のことである)。p進ポリログ関数は上のLin(z)
と同じ冪級数で定義される p-進関数であり、この級数は半径 1の p-進
開円盤内で収束する。p進ポリログ関数も上と同じ逐次微分方程式を満
たしており、これを用いて半径 1の p-進開円盤を超えての “解析接続”
ができる。ここで使われるのはColemanの p-進反復積分論 ([Co])であ
り、定義域は P1(Cp) \ {1,∞}まで広げられる。そもそもこのColeman

Date: 2023年 12月 10日.
2023年度代数学シンポジウム報告集原稿.
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2 古庄　英和

の p-進反復積分論は p-進対数 log : C×
p → C+

p の枝の取り方 (即ち、値
log(p) ∈ Cpの決め方)に依存しているため、それに応じて解析接続さ
れた p進ポリログ関数 Lin(z)も p-進対数の枝の取り方に応じて関数と
して変わっていくことを注意しておく (cf. [Co, F04])。

2. 正標数の場合
qを素数 pの冪, Fqを位数 qの有限体, Aを 1変数多項式環 Fq[θ], K

を 1変数有理関数体 Fq(θ)(すなわちAの商体), K∞を Fq((1θ )) (Kの無
限素点∞の定める距離 | · |∞による完備化), C∞をK∞ の代数閉包 K̄∞
の無限素点による完備化とする。

2.1. ポリログ関数. n ∈ N, z ∈ C∞とする。Carlitzポリログ関数とは
[AT90]で考察されている正標数の世界でのポリログ関数の類似物であ
り以下の冪級数で定義される:

Lin(z) :=
∞∑
k=0

zq
k

(Lk)n

(ただしLk := (θ − θq) · · · (θ − θqk) ∈ Aである。) この冪級数は開単位
円盤を含む領域Dn := {z ∈ C∞

∣∣ |z|∞ < |θ|
nq
q−1
∞ } で収束する。

n ∈ N, Z ∈ Tとする。ここで Tとは Tate代数、|t|∞ ⩽ 1で収束す
る形式的冪級数 f =

∑
ait

i ∈ C∞[[t]]全体のなす代数にGaussノルム
||f ||∞ := maxi{|ai|∞}を入れたノルム付き代数のことである。[P, C]で
考察されているいわゆる t-motivicポリログ関数は以下の冪級数で定
義される:

Lin(Z) :=
∞∑
k=0

Z(k)

(Lk)n

(ここで Lk = (t − θq) · · · (t − θqk) ∈ K[t]とおいている。また k ∈ Z,
f =

∑
i ait

iに対してFrobenius捻り f (k)は f (k) :=
∑

i a
qk

i t
iで定義され

る。) この冪級数はDn := {Z ∈ T
∣∣ ||Z||∞ < |θ|

nq
q−1
∞ } 内で収束する。特

にZ = z ∈ Dn ⊂ C∞のとき t = θを代入すると
Lin(z)|t=θ = Lin(z)

となることに注意する。

2.2. 解析接続の第一ステップ. n = 0の場合の t-motivicポリログ関数

Li0(Z) :=
∞∑
k=0

Z(k) (Z ∈ D0)
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を考える。この関数はZ ∈ D0に対して以下のArtin-Schreier方程式を
満たすことに注目する：

Li0(Z)− Li0(Z)
(1) = Z

これを受け Fq[t]-線型写像
℘ : T→ T ; f 7→ f − f (1)

を考える。この写像 ℘は全射でありかつ ker℘ = Fq[t]であることに留
意する。これより、本来 Li0(Z)は Z ∈ D0に対して定義されていたが
以下のようにして (値域は T/Fq[t]になってしまうが) 定義域を Tまで
に広げられる:

Li0 : T→ T/Fq[t] ; Z 7→ ℘−1(Z).

また T∞(⊂ T)を収束半径無限大の冪級数のなす代数とすると, そこへ
の制限は

Li0|T∞ : T∞ → T∞/Fq[t]
を定める。
2.3. 解析接続の第二ステップ. 以下の冪級数

Ω = Ω(t) := (−θ)
−q
q−1

∞∏
i=1

(1− t

θqi
) ∈ C∞[[t]]

が [AT90, T]において考察されている。この冪級数はT∞に属しており
Ω(−1)(t) = (t− θ)Ω(t)

を満たしている。特殊値 π̃ := 1
Ω(θ)
∈ C∞ は Carlitz加群の周期を与え

2π
√
−1の正標数類似物と考えられている。Z ∈ Dnのときに

Lin(Z) = Ω−n · Li0(ΩnZ)

が成り立つことに着目する。本来 Lin(Z)は Z ∈ Dnに対して定義され
ていたが以下のようにして定義域を Tまでに広げることができる:

Lin : T→ Ω−nT/Ω−nFq[t] ; Z 7→ Ω−nLi0(Ω
nZ).

特に T∞への制限は
Lin : T∞ → Ω−nT∞/Ω

−nFq[t]

を定める。これに自然な埋め込みC∞ ↪→ T∞と特殊化写像T∞/Ω
−nFq[t]→

C∞/π̃
nA を繋げることにより

~Lin : C∞ ↪→ T∞ → Ω−nT∞/Ω
−nFq[t]→ C∞/π̃

nA

が定まる。これが Lin(z)の解析接続である。
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Theorem 1 ([F22]). ~Linは局所解析的であり、z ∈ Dnのとき
~Lin(z) ≡ Lin(z) mod π̃nA

が成り立つ。
各 z ∈ C∞に対して ~Lin(z) ∈ C∞/π̃

nAのC∞への持ち上げ Lion(z)を
~Lin(z)の枝と呼び、また π̃nAを ~Lin(z)のモノドロミー加群と呼ぶこと
にする。

Cの場合ではLion(z)とLio
′

n (z)を複素ポリログ関数Lin(z)の二つの枝
とした時,この二つの枝の差は
Lion(z)− Lio

′

n (z) =
∑

p+q+r=n

cp,q,r(2π
√
−1)pζ(q)(log z)r (cp,q,r ∈ Q)

とかけるので正標数の場合では少々状況が異なることが観察される。
2.4. 多重ポリログ関数. n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ C∞とする。[C,
CM]ではCarlitzポリログ関数の多重化である以下の冪級数で定義され
る多変数関数が考察されている：

Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd) =

∑
0⩽k1<···<kd

zq
k1

1 · · · z
qkd
d

Ln1
k1
· · ·Lnd

kd

この冪級数は
Dn1,...,nd

=
{
(zi) ∈ Cd

∞
∣∣ |z1/θ qn1

q−1 |qi1∞ · · · |zd/θ
qnd
q−1 |qid∞ → 0 (0 ⩽ i1 < · · · < id →∞)

}
内で収束する。上で説明したCarlitzポリログ関数の解析接続法と同様
の議論を行うことで Carlitz多重ポリログ関数は（1変数関数として）
解析接続が行える：
Theorem 2 ([F22]). n1, . . . , nd ∈ Nとする。z1, . . . , zd−1 ∈ C∞を固定
する。局所解析的な Fq-線型写像

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1,−) : C∞ → Cd

∞/M
z1,...,zd−1
n1,...,nd

で (z1, . . . , zd) ∈ Dn1,...,nd
のとき

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ≡


π̃n1+···+nd−1Lind

(zd)
...

π̃n1Lin2,...,nd
(z2, . . . , zd)

Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd)

 modM z1,...,zd−1
n1,...,nd

がある。ここでM
z1,...,zd−1
n1,...,nd は(

0
π̃ndM

z1,...,zd−2
n1,...,nd−1

)
と π̃nd

(
π̃n1+···+nd−1

~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1)

)
で生成されるCd

∞の部分A-加群として帰納的に定義される。
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~Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ∈ Cd

∞/M
z1,...,zd−1
n1,...,nd のCd

∞への持ち上げ
~Li
o

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd) ∈ Cd

∞ の最後の成分 Lion1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)

を Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)の枝と呼びM

z1,...,zd−1
n1,...,nd をモノドロミー加群

と呼ぶ。
Carlitz多重ポリログ関数のスター版

Li⋆n1,...,nd
(z1, . . . , zd) =

∑
0⩽k1⩽···⩽kd

zq
k1

1 · · · z
qkd
d

Ln1
k1
· · ·Lnd

kd

に関しても同様の解析接続
~Li
⋆

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1,−) : C∞ → Cd

∞/M
⋆,z1,...,zd−1
n1,...,nd

が [F22]で得られている。
2.5. 応用. n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ C∞とする。枝Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)
が Eulerianであるとは Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)/π̃
n1+···+nd ∈ Kが成り

立つこととする。この時以下が成り立つ:

Theorem 3 ([F22]). n1, . . . , nd ∈ N, z1, . . . , zd ∈ K̄ (K̄はKの代数的
閉包) とする。このとき一つの枝 Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)が Eulerian

であると他の枝 Lio
′

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)も Eulerianになる。

Proof. 以下の二つの議論を組み合わせることにより示せる。
• [CPY]と同様の議論を行うことにより Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)
が Eulerianであると Lion1,...,ni

(z1, . . . , zi−1, zi) (1 ⩽ i < d)も
Eulerianであることが従う。
• 二つの枝の差Lio

′

n1,...,nd
(z1, . . . , zd−1, zd)−Lion1,...,nd

(z1, . . . , zd−1, zd)

はあるαi ∈ A (0 ⩽ i < d)を用いて∑d−1
i=0 αi·π̃ni+1+···+ndLion1,...,ni

(z1, . . . , zi)
とかける。

□
また上の定理はCarlitz多重ポリログ関数のスター版でも同じ結果が

成り立つことも [F22]で示されている。
2023年度代数学シンポジウムにて講演の機会をいただきました愛

媛大学の山崎義徳氏及びこの原稿についてコメントをしてくれまし
た三柴善範氏に感謝いたします。本研究は JSPS科研費 JP18H01110,
JP20H00115, JP21H00969, JP21H04430の助成を受けております。
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代数体の擬馴分岐副pガロア拡大について ∗

水澤　靖（立教大学）

1 代数体
有限次代数体 K のイデアル類群 ClK = IK/PK は, その整数環 OK の分数イデアル
群 IK の単項分数イデアル群 PK による商である. そのアーベル群としての構造は, 代数
的整数論の興味のひとつである. 定義のみから直接調べることも難しいが, 類体論によっ
て, 代数体のガロア群として調べることができる: K の最大「不分岐」アーベル拡大体
HK に対して, 同型 ClK ' Gal(HK/K) が定まる. この代数体 HK は K の Hilbert類
体と呼ばれ, 次の性質をもつガロア拡大体として特徴付けられる: OK のどの素イデアル
pK に対しても, pK ∈ PK であることと HK/K で「完全分解」することは同値である.

さて, ClK がわからない状況では, HK の存在はわかっていても, Gal(HK/K) もまだ
わかっていない状況である1. 上の同型は, わからないものをわからないものに言い換え
ただけのように思われるかもしれないが, ClK へのガロア作用を通して調べるときに, 特
に有効である. K/k がガロア拡大であるとき, HK/k もガロア拡大である. このとき,

Gal(HK/k) の内部自己同型 x 7→ σxσ−1 によって σ|K ∈ Gal(K/k) を x ∈ Gal(HK/K)

に作用させると, 同型 ClK ' Gal(HK/K) は Gal(K/k)-加群としての同型である. よっ
て ClK をガロア加群として調べることは, HK/k がどのようなガロア拡大か（ガロア群
はどのくらいの大きさで, どのような構造か）を調べることと同値になる. 特に, 特別な
分岐条件をもつガロア拡大の大きさや構造を調べること2に帰着される.

K

ClK(p)

ClK

HK(p) HK

k

Gal(K/k) Gal(HK(p)/k)

Gal(HK/k)

素数 p に対して, K上 p冪次であるHKの最大部分体 HK(p) は Hilbert p-類体と呼ば
れる. ClK の p-Sylow群を ClK(p) と表せば, やはり同様にガロア加群として ClK(p) '

∗ここでの「擬馴分岐」は講演者があてがった造語であり, 一般にこのように使われている用語ではあ
りません. 科研費（課題番号 JP22K03268）の助成を受けています.

1ClK がわかったとしても, HK を具体的に構成することは課題として残る.（類体の構成問題）
2分岐条件付きガロア逆問題に関連した問題とも言えるかもしれない.



Gal(HK(p)/K) である. さらに K/k が p拡大（p冪次のガロア拡大）ならば, HK(p)/k

も p拡大である. 有限 p群の理論も応用して, ClK(p) とともに, その分岐条件付き p拡大
としての構造を調べたい.

2 分解群と惰性群
上で述べている「分岐・不分岐」は, 代数体の拡大における素イデアル分解（と無限素
点）の様子を表している. ガロア拡大ではHilbert理論によって, 中間体における分解の
様子を群論的に追いかけることができる.

L/K を代数体のガロア拡大とし, G = Gal(L/K) とおく. OL の素イデアル pL に対
し, pK = pL ∩ OK は OK の素イデアルである. このとき pL|pK と書く. pL を動かさな
い σ ∈ G は G の部分群を成し, L, K それぞれを pL進距離, pK 進距離で完備化した局
所体 LpL/KpK のガロア群と同型になる:

Z = Z(pL/pK) = {σ ∈ G | pσL = pL} ' Gal(LpL/KpK ).

σ ∈ Z は有限体 OL/pL に作用するため, Z から有限体のガロア群への準同型が得られる
が, それは全射となる. その核として, 惰性群が定まる:

T = T (pL/pK) = Ker(Z ↠ Gal((OL/pL)/(OK/pK))).

σ ∈ G に対して σTσ−1 = T (pσL/pK), σZσ
−1 = Z(pσL/pK) である. Z, T の固定体 LZ , LT

に対応して素イデアルの拡大列が得られ, 各中間体の整数環において次のように素イデ
アル分解する:

L pL

LT
e T

pLT

分岐 pLTOL = (pL)
e

LZ

Z
f

pLZ

惰性 pLZOLT = pLT

K

G

pK

分解 Zが正規部分群なら pKOLZ =
∏

σ∈G/Z
pσLZ

e = e(pL/pK) = |T | を分岐指数, f = f(pL/pK) = |Z/T | を剰余次数という. 中
間体 M に対して連鎖律が成り立つ: e(pL/pK) = e(pL/pM)e(pM/pK), f(pL/pK) =

f(pL/pM)f(pM/pK).
3 L/K において, e = 1 であるとき pL は不分岐であるといい,

∀ pL|pK が不分岐であるとき pK は不分岐であるという. 剰余体 OK/pK の標数が e

と素であるとき（すなわち pK ∤ e であるとき）pK は馴分岐であるという. ef = |Z| = 1

であるとき, pK は完全分解するという.

素イデアル pK は K に非アルキメデス的距離を定めるが, アルキメデス的距離は無限
素点 [vK ] = {vK , J ◦ vK} から定まる. vK : K ↪→ C は体の単射準同型であり, J は複素共

3K 上ガロアでないM にも, この連鎖律が成り立つように分岐指数と剰余次数が定義される.

2



役写像である. vL|K = vK である無限素点 [vL], [vK ] に対し, vK(K) ⊂ R かつ vL(L) 6⊂ R
であるとき [vL] は分岐しているという. 分岐している [vL] が存在するとき, [vK ] は分岐
しているという. 無限素点に対しても, 惰性群（と分解群）を

T = T (vL/vK) = {1, v−1
L ◦ J ◦ vL} = Z

で定める. 分岐指数 e = |T | ∈ {1, 2} であり, e = 1 であるとき不分岐である.

どの素点（素イデアルと無限素点）も不分岐である拡大を不分岐拡大という. 特に不
分岐ガロア拡大では, Z ' Z/T は有限体のガロア群であり, フロべニウス写像 FrobpK で
生成される. L = HK とすると, 先の類体論の同型写像は次で与えられる:

ClK ' Gal(HK/K) : pKPK 7→ FrobpK .

どの素イデアルも馴分岐である拡大を馴分岐拡大という. このとき, どの惰性群 T も
巡回群である. p拡大では, 馴分岐であることと p上不分岐であることは同値である.

3 応用例
ここまでの内容と 2次体の理論を使って, 次のような例が得られる:

例. 素数 p は p ≡ 5 (mod 8) であるとする. このとき, 実 2次体 K = Q(
√
2p) に対して

HK(2) = Q(
√
2,
√
p), 特に ClK(2) ' Z/2Z である.

（証明）Gal(HK(2)/K)2 の固定体 Lは,ガロア群が基本アーベル2群であるようなK上の
不分岐 2拡大で最大のものである. その最大性から L/Qもガロア拡大であり, Gal(K/Q)-

加群として IK/I
2
KPK ' ClK/Cl

2
K ' Gal(L/K) である. Gal(K/Q) = {1, τ} とする.

∀ a ∈ IK に対して, aτ+1 = aOK ∈ PK (∃ a ∈ Q) ゆえ, aτ ≡ a−1 ≡ a (mod I2KPK), すな
わち Gal(K/Q) は ClK/Cl

2
K に自明に作用する. これは L/Q がアーベル拡大であるこ

とを意味する.

K
ClK/Cl

2
K

ClK(2)

L HK(2)

Q

τ アーベル

K
2K , pK 惰性Q(

√
2,
√
p)

Q

2, p 分岐

2 惰性, p 分岐

Q(
√
2)nnnnnn 2 分岐, p 惰性

nnn

Q(
√
p)

Q(
√
2) と Q(

√
p) で分岐する素数はそれぞれ 2と pのみである. K/Q で分岐する素数

は 2と pのみである. よって Q(
√
2,
√
p)/Q では, 惰性群の一意性および分岐指数の連鎖

律を用いると, 分岐する素数は 2と pのみであり, どちらも分岐指数は 2である. よって
特に, Q(

√
2,
√
p)/K は不分岐拡大, すなわち Q(

√
2,
√
p) ⊂ L で, |Gal(L/Q)| ≥ 4 であ

る. 2L と pL をそれぞれ 2と pの上の L の素イデアルとすると, L/K は不分岐拡大ゆえ
e(2L/2) = e(pL/p) = 2 である. すなわち, 惰性群 T (2L/2), T (pL/p) は位数 2の巡回群で
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ある. T (2L/2)T (pL/p) の固定体は Q 上の不分岐拡大であるが, 非自明なものは存在しな
いので, Gal(L/Q) = T (2L/2)T (pL/p) である. 特に |Gal(L/Q)| = |T (2L/2)T (pL/p)| ≤ 4

ゆえ |Gal(L/Q)| = 4 で, L = Q(
√
2,
√
p) である.

ClK/Cl
2
K ' Z/2Z ゆえ ClK(2) は巡回群で, ClK(2) ' Gal(HK(2)/K) ゆえ HK(2)/K

は巡回拡大である. p ≡ 5 (mod 8)ゆえ 2はQ(
√
p)で惰性する. よって f(2L/2) ≥ 2ゆえ,

f(2L/2)e(2L/2) ≤ 4であることから f(2L/2) = 2である. f(2L/2K) = f(2L/2)/f(2K/2) =

2 ゆえ, 2K は L/K で惰性する. G = Gal(HK(2)/K) において, 2K 上の素イデアルの
分解群と惰性群を Z, T とする. HK(2)/K は不分岐拡大ゆえ, |T | = 1 である. もし
G 6= Z とすると, Z ⊂ G2 = Gal(HK(2)/L) ゆえ L ⊂ HK(2)

Z すなわち L/K で 2K
が惰性せず矛盾する. よって G = Z ' Z/T であるので, G は Frob2K で生成される.

(2K)
2 = 2OK ∈ PK ゆえ 2KPK ∈ ClK(2) であり, ClK(2) ' G : 2KPK ↔ Frob2K ゆえ,

2KPK で生成される ClK(2) の位数は 2である. |G| = 2 ゆえ, HK(2) = L でもある.

この証明では “a2 = 1⇔ a−1 = a” であることも用いているが, 馴分岐でない素数 2 に
対しても惰性群が巡回群であることが有効に働いている. このような効果が期待できる
状況を, なるべく広く, 代数体の副 p拡大において考察したい.

4 副 p拡大
無限次ガロア拡大 L/K の素点に対しても, 分解群 Z と惰性群 T は同様に定まる. 開
正規部分群 N ⊂ Gal(L/K) に対して, ZN/N と TN/N はそれぞれ LN/K における分
解群と惰性群である. ガロア群が副 p群（有限 p群の射影極限と同型）であるガロア拡
大を副 p拡大という. 有限次代数体 K の副 p拡大 L/K の分解群 Z(pL/pK) は, 局所体
の副 p拡大 LpL/KpK のガロア群である. KpK の最大副 p拡大 KpK (p)/KpK のガロア群
の商であるが, Gal(KpK (p)/KpK ) の構造は, 馴分岐か否かによって様子が大きく異なる:

Z(pL/pK)↞ Gal(KpK (p)/KpK ) '

{
Zp ⋊ Zp , 特に 惰性群 ' Zp (pK ∤ p)
自由副 p群 または Demuškin群 (pK | p)

馴分岐素点の惰性群は,結び目の管状近傍の境界（トーラス）の基本群 π1(S
1×S1) ' Z×Z

の類似と見做され, それに基づいて数論トポロジーも発展している ([15, 16]). その一方
で, 馴分岐でない p上の惰性群は巨大で扱いにくい. そこで, p上の惰性群も巡回群である
ように分岐を制限したい. 特に, p上の分岐は Zp拡大に沿った分岐だけに制限してみる.

p進整数環 Zp = lim←−Z/pnZ の加法群は巡回 p群の射影極限であり, ガロア群がそれと
同型な副 p拡大を Zp拡大という. 代数体 K としては有限次代数体を考えており, その
Zp拡大 K∞/K は p外不分岐である. （よって特に, K の馴分岐巡回副 p拡大は有限次
でなければならない. ）K∞/K で分岐する素イデアルの集合を Σ とする. また,

S = {pK :素イデアル | |OK/pK | ≡ 1 (mod p)},
S∞ = {[vK ] :無限素点 | vK(K) ⊂ R}
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とおく. p上でなく S ∪ S∞ にも属さない素点は, どんな副 p拡大でも分岐しない. これ
から考察する副 p拡大では, 分岐し得る K の素点は有限個に制限し, その p上でない素
点の有限集合として,

S ⊂ S ∪ S∞

を設定する. ただし, 無限素点が分岐し得るのは副 2拡大のみゆえ, p 6= 2のときは S ⊂ S
であるとする. この S に対して, K∞ 上の最大 S外不分岐副 p拡大を (K∞)S とすると,

(K∞)S は K 上の副 p拡大でもあり, そのガロア群を G̃S,K∞/K とおく.

K∞ (K∞)S

K

Zp

G̃S,K∞/K = Gal((K∞)S/K)

この Σ∪S 外不分岐な副 p拡大 (K∞)S/K においては, p上素点 pK |pの分解群も, Zp×Zp
と同型な局所ガロア群の商と同型である. その局所ガロア群は, KpK の不分岐 Zp拡大
K

urZp
pK と K∞ との合成体のガロア群であり, やはり π1(S

1 × S1) ' Z× Z に類似する:

Z(p(K∞)S/pK)↞ Gal(K
urZp
pK K∞/KpK ) ' Zp × Zp , 特に 惰性群 ' Zp (pK | p)

この副 p拡大 (K∞)S/K では, p上素点も含めて, どの惰性群も副 p巡回群である. この
点で馴分岐拡大に似ていることから, ここではこのような拡大を「擬馴分岐」副 p拡大と
呼ぶことにしたい.

5 岩澤理論
擬馴分岐副 p拡大における p上素点の惰性群の巡回性は, Zp拡大の岩澤理論でも有効
に働いていた. 実際, K∞ の最大不分岐アーベル副 p拡大 (K∞)ab∅ は K 上の擬馴分岐副
p拡大であり, 岩澤類数公式

|ClKn(p)| = pλn+µp
n+ν (∀n� 0) （Kn はK∞/K の pn次部分拡大）

の証明でも, (K∞)ab∅ /K での惰性群の様子を調べている ([20, §13.3]). また, K = Q の
ときに λ = µ = ν = 0であることを導く岩澤 [7] の定理 ([20, §10.1])の証明でも, 先の
例と同種の議論をしている. さらに数論トポロジーの観点からも, G̃S,K∞/K は絡み目群
π1(S

3 \絡み目) によく類似し, Zp拡大の岩澤理論を, 絡み目のAlexander-Fox理論と並
行する理論として捉えやすくなる ([12, 15, 16]).

G̃S,K∞/K の閉部分群 Gal((K∞)S/K∞) の最大副 pアーベル商 XS は, K∞ の最大 S外
不分岐アーベル副 p拡大 (K∞)abS /K∞ のガロア群である. それらには Zp拡大のガロア
群 Γ = Gal(K∞/K) が G̃S,K∞/K の内部自己同型を介して作用し, Zp[[Γ ]]加群としての
XS を岩澤加群という. Γ = γZp の生成元 γ をひとつ定めると, 冪級数環との Serre同型
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Λ = Zp[[t]] ' Zp[[Γ ]] : 1 + t↔ γ を介して, 岩澤加群はΛ加群とみなすことができる. こ
のとき, 馴分岐岩澤加群 XS は有限生成捩れΛ加群である.

K∞

XS

(K∞)abS (K∞)S

Kn

K

pn

γZp G̃S,K∞/K

特に S = ∅ のときは (K∞)ab∅ =
⋃
nHKn(p) であり, 不分岐岩澤加群 X∅ は ClKn(p) のノ

ルムによる射影極限と同型であり, 岩澤類数公式に現れる岩澤不変量 λ, µ, ν はそのΛ加
群構造を反映する. X∅ と基本Λ加群との擬同型（核と余核が有限なΛ準同型）

X∅ ∼
⊕
i

Λ/fiΛ

の選び方に依らずに, 単項イデアル (
∏
fi)Λ = pµP (t)Λ の生成元 pµP (t) が, P (t) は

モニックかつ P (t) ≡ tλ (mod p), λ = degP (t) であるように定まる. この岩澤多項式
pµP (t) が, 絡み目の Z被覆のAlexander多項式の類似である ([12, 15, 16]).

X∅ ' lim←−ClKn(p) であったように, それを最大副 pアーベル商とする Gal((K∞)∅/K∞)

は, Kn の最大不分岐副 p拡大のガロア群の射影極限 lim←−Gal((Kn)∅/Kn) と同型である.

Gal((K∞)∅/K∞) を Γ の作用を通して調べる非アーベル岩澤理論 ([17, 18])は, G̃∅,K∞/K

を調べる理論として捉えることもできる.

6 Koch型群表示
以上の背景をふまえて, 擬馴分岐副 p拡大のガロア群 G̃S,K∞/K の群構造を記述したい.

特に, 副 p群としての群表示を得たい. 文字 x1, . . . , xd で生成される階数 dの自由副 p群
F から副 p群 G への全射準同型があり, その核 R が副 p語 ρ1, . . . , ρr ∈ F を含む最小
の閉正規部分群であるとき, G の群表示を

G ' F/R = 〈x1, . . . , xd | ρ1, . . . , ρr〉副p

のように表す. このような最小の d, r を d(G), r(G) とする.

Kochは代数体 K の最大S外不分岐副 p拡大 KS のガロア群の群表示を,基本的な仮定
の元で与えている ([9]). 特に, その群表示の生成元 x1, . . . , xd として惰性群の生成元を採
用し,各関係式 ρi は局所ガロア群 Gal(KpK (p)/KpK ) ' Zp⋊Zp の関係式 x|OK/pK |yx−1y−1

から来ることを示している. 同様の議論を辿ることにより, 次の結果が得られる:

定理0 (Salle [19], Blondeau-Lebacque-Maire [2], Mizusawa [13], El Habibi-Mizusawa [3]).

基本的な仮定の下, G̃S,K∞/K もKoch型の群表示を持つ.
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Koch型の群表示として実際に記述したのは [13]からであるが, その先行研究でも本質
的には扱われている. K∞ = KQ∞ のとき, Salle [19] は d(G̃S,K∞/K)と r(G̃S,K∞/K)の
Shafarevich型公式を与え, Blondeau-Lebacque-Maire [2]はコホモロジーを通して生成元
と関係式を扱い, pコホモロジー次元 cdp(G̃S,K∞/K) が 2になり得ることを示している.

ここでは [13] の結果の一部を紹介したい. `i は素数を表す.

定理 1. K = Q とし, p = 2 なら S = {`1, . . . , `d, vQ}, p 6= 2 なら S = {`1, . . . , `d} とす
る. `0 = p とおく. このとき, G̃S,Q∞/Q は次の群表示を持つ:

G̃S,Q∞/Q ' F/R = 〈 x0, . . . , xd | x0y0x−1
0 y−1

0 , xℓ11 y1x
−1
1 y−1

1 , . . . , xℓdd ydx
−1
d y−1

d 〉
副p

ただし, xiR は T (`i,(Q∞)S/`i) の生成元に対応し, yiR は Frobℓi ∈ Z(`i,(Q∞)S/`i) に対応
する.

この群表示は, 次をみたすように構成できる: 副 p語 yi を

yi ≡ xlidd · · · x
li1
1 x

li0
0 (mod [F, F ])

と表したとき lij ∈ Zp (i 6= j) は, j 6= 0 なら lij ≡ 0 (mod p)⇔ `i ∈ (F×
ℓj
)p であり, p 6= 2

なら `i = (1 + p)−li0 , p = 2 なら 5−li0 = `∗i := (−1)(ℓi−1)/2`i ≡ 1 (mod 4) である. i = j

のときは lii = 0とする. （この lij が絡み目の「まつわり数」の類似である.）特に p = 2,

i 6= j 6= 0 のとき (−1)lij =
(
ℓi
ℓj

) は平方剰余記号であり, さらに

yi ≡ xlidd · · · x
li1
1 x

li0
0

∏
a<b

(xaxbx
−1
a x−1

b )ciab (mod [[F, F ], F ])

と表すと, ciab ∈ Z2 はRédei記号とも結びつく: lab ≡ lba ≡ 0 (mod 2) のとき, 次のよう
なガロア拡大 Ka,b/Q が存在する:

Q

{`a, `b, vQ}外不分岐 8次二面体拡大

Q(
√
`∗a`

∗
b)

vQ外不分岐 4次巡回拡大
· Ka,b : Rédei 拡大

さらに lia ≡ lib ≡ 0 (mod 2)のとき, (−1)ciab = [`a, `b, `i]がRédei記号であり, [`a, `b, `i] =

1 であることと, `i が Ka,b/Q で完全分解することが同値である.

7 応用
G̃S,K∞/K と絡み目群の類似に基づくと, 定理 1は以下のように応用できる. p = 2,

S = {`1, `2, vQ} とし, D = `∗1`
∗
2 とする. 改めて K = Q(

√
D) とおき, K∞ = KQ∞ とす

る. D < 0 なら S0 = ∅ とし, D > 0 なら S0 = {vK , v′K} をKの無限素点の集合とする
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と, 次のような体の図式が得られる.

Q∞ K∞

XS0

(K∞)abS0
(K∞)S0 (Q∞)S

Q G̃S,Q∞/QK G̃S0,K∞/K

FröhlichとKochのアイデア ([8])に倣うと, G̃S,Q∞/Q のKoch型群表示から, G̃S0,K∞/K

の群表示が部分的に得られる. そこからAlexander-Fox理論に倣って, その部分商である
狭義不分岐岩澤加群 XS0 のFittingイデアル FittΛXS0 を近似計算することができる. 完
全列 Λr

A−→ Λd → XS0 → 0 をみたす表現行列 A の d× d小行列式で生成されるΛのイ
デアルが FittΛXS0 である. ここでは yi を mod[[F, F ], F ] で近似していることから, Λ

の極大イデアル m = (2, T ) の 3乗を法とした精度で近似できる.

補題. D = `∗1`
∗
2 ≡ 5 (mod 8) と仮定すると, イデアル FittΛXS0 +m3 は, m3 と次の 3つ

の元で生成される: FittΛXS0 +m3 = (∆0, ∆1, ∆2) +m3,

∆0 =
(
c10c002 + c02

c10(c10−1)
2

)
t2 − c10c02t+ 2c12(c01 + c02)

+ 2
(
c12(c10c02 + c001 + c002) + c01c102 + c02c101 + c10c012

)
t

+ 4
(
c12c01c02 + c112(c01 + c02)

)
,

∆1 =
(
c10

c20(c20−1)
2

+ c20
c10(c10−1)

2

)
t2 − c10c20t+ 2(c12c20 + c21c10)

+ 2
(
c12

c20(c20−1)
2

+ c21
c10(c10−1)

2
+ c10c20(c12 + c21) + c10c202 + c20c101

)
t

+ 4
(
c12c21(c10 + c20) + c21(c101 + c102) + c12(c201 + c202) + c10c212 + c20c112

)
,

∆2 =
(
c20c001 + c01

c20(c20−1)
2

)
t2 − c01c20t+ 2c21(c01 + c02)

+ 2
(
c21(c01c20 + c001 + c002) + c01c202 + c02c201 + c20c012 + c01c20c02

)
t

+ 4
(
c21c01c02 + c212(c01 + c02)

)
,

ただし, {0, 1} 3 cij ≡ lij (mod 2) (j 6= 0), ci0 = li0 である.

D < 0 のときは XS0 = X∅ であり, Ferrero [4] の定理から X∅ ' Λ/P (t)Λ すなわち
FittΛX∅ = P (t)Λ であることがわかる. `1, `2 に degP (t) = 2 であるように条件をつけ
ると, 岩澤多項式 P (t) を（低い精度ではあるが）近似計算できる.

定理 2. `1 ≡ 9 (mod 16), `2 ≡ 3 (mod 8),
(
ℓ1
ℓ2

)
= 1, K = Q(

√
−`1`2) のとき, 次が成り

立つ:

(1) P (t) ≡ t2 +
{
1 +

(
2
ℓ1

)
4

}
t+ 2

{
1−

(
ℓ2
ℓ1

)
4

}
(mod 4Z2t+ 8Z2)

(2)
{
1 +

(
2
ℓ1

)
4

}
/2 ≡ c012 + c201 (mod 2)
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ただし (
ℓ
ℓ1

)
4
は,
(
ℓ
ℓ1

)
4
= ±1 ≡ `

ℓ1−1
4 (mod `1) で定まっている 4冪剰余記号である.

caabや cbabが 4冪剰余記号に対応している. 岩澤多項式 P (t) は, p進 L関数の岩澤構
成と岩澤主予想（Mazur-Wilesの定理）を介して個別に近似計算できるが, (1) では冪剰
余記号を用いて, 個別ではなく統一して記述できているところが利点である4. また, (1)

の系として得られる (2) は, K1,2K0,1/Q での分解法則と捉えることができる.

一方で D > 0 のときは, 同じ補題から次の結果が得られる.

定理 3. `1 ≡ 7 (mod 16), `2 ≡ 3 (mod 8), K = Q(
√
`1`2) のとき, 次が成り立つ:

(3) XS0 ' Λ/(2, T 2) （アーベル群としては (Z/2Z)2 に同型）
(4) G̃S0,K∞/K ' 〈 a, b | b2, b−1a−1ba−1b−1aba 〉副2 ' D2∞ ⋊ Z2

定理 2と定理 3は同じ補題から導かれているにもかかわらず, 定理 2の XS0 = X∅ は
階数 2の自由 Z2加群である一方で, 定理 3では XS0 は有限である. 補題における lij や
ciab たちが, D の正負（即ち `i mod 4）に応じて, 次の予想に反しないように値をとって
いるところが興味深く感じられる.

Greenberg予想 ([6]). ∀ vK , vK(K) ⊂ R（K が総実）ならば, K∞ = KQ∞ に対して
X∅ は有限（即ち λ = µ = 0）であろう.

以上は [13] で得た結果であるが, [14] では次の定理を, 定理 1から再現している.

山本の定理 ([21, 22]). p 6= 2, S = {`1, `2} とし, K/Q を S外不分岐 (Z/pZ)2拡大とす
る. このとき, X∅ が自明（即ち λ = µ = ν = 0）となる必要十分条件は

l01l12l20 6≡ l02l21l10 (mod p)

である.

さらに [3] では, より一般の場合を扱い, その一部として次の定理を得ている. さらに
そこから, Greenberg予想の十分条件を与える福田-小松の判定法 [5] の一部も再現でき
ている.

定理 4. p 6= 2 とし, K は実 2次体で, p は K/Q で pOK = p1p2 のように分解するとす
る. このとき |ClK(p)| = 1 ならば, ∃S = {p0} ,

G̃S,K∞/K ' 〈x1, x2 | x|OK/p0|
0 y0x

−1
0 y−1

0 , x1y1x
−1
1 y−1

1 , x2y2x
−1
2 y−1

2 〉副p

ただし, xiR は T (pi,(K∞)S/pi) の生成元に対応し, yiR は Frobpi ∈ Z(pi,(K∞)S/pi) に対応
する.

Koch型群表示が得られ, そこから以上のような応用も得られたことは, 擬馴分岐副 p

拡大の利点である. 山本の定理の必要十分条件は, その関数体類似が [1] で得られており,

また, より大きな S に対する同種の条件が [10, 11] にも現れている. 擬馴分岐副 p拡大
を考えることが, 今後の発展に繋がることを期待したい.

4岩澤主予想も用いていない.
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アフィン・グラスマン多様体の
同変シューベルト・カルキュラス

池田岳（早稲田大学　基幹理工学部）

概 要
アフィン・グラスマン多様体のトーラス同変ホモロジー群は可換環の構造を持つ．シューベ

ルト基底も備えているので古典的なシューベルト・カルキュラスに類似する問題が生じる．ピー
ターソンの理論によると，非自明な形で量子コホモロジー環と関係するので，現代のシューベ
ルト・カルキュラスにおいては一つの魅力的なトピックスである．講演ではシンプレクティッ
ク群のアフィン・グラスマン多様体について述べた ([4])が，本稿では特殊線型群を例として
基本的な構成法を解説する．

今回の講演は，数理解析研究所の共同利用「変換群の幾何とトポロジー」2023年 6月 13
日 (火) ～ 6月 16日 (金) において行った内容と大きく重複しているため，この報告集ではシ
ンポジウム当日の講演内容についてはごく簡単に触れるにとどめ，講演で扱わなかったことを
含めて述べることにする．本稿の §1 は [1] の一部とほぼ完全に重複している．

1 アフィン・シューベルト・カルキュラスとは
D. Peterson の理論 [16] が 1995 年に現れてから，アフィン・シューベルト・カルキュラ

スに興味が持たれている．この節ではその概要を述べる．

1.1 アフィン・グラスマン多様体
G を複素数体 C 上定義された単純で単連結な線型代数群とする．O = C[[t]] を 1 変数の

形式的冪級数環とし，F = Frac(O) をその商体，すなわち形式的ローラン級数の環 C((t)) と
する．A を可換 C 代数とするとき A 値点集合1G(A) は群をなす．商集合 G(F)/G(O) を G
のアフィン・グラスマン多様体と呼ぶ．

T をG の極大トーラスとする．T の指標群2（加法群とみなす）を T̂ とする．T 同変コホ
モロジー環 H∗

T (pt) は対称代数 Sym(T̂ ) と同一視できる．以下，代数はすべて C に係数拡大
したものを考える．T のリー代数を h とするとき S = C[h]（座標環）である．

1.2 アフィン・シューベルト・カルキュラス
以上の設定のもとで T 同変ホモロジー群 HT

∗ (GrG) を考える．これは自然に可換 S 代数
の構造を持つ．また GrG のシューベルト部分多様体に対応する類の全体が自然な S 基底をな

1例えば G = SLn(C) ならば SLn(A) は成分が A の n次正方行列で行列式が 1 であるもののなす群．
2T から C× への群準同型を T の指標と呼ぶ． T の指標の集合は関数としての掛け算でアーベル群の構造を持つ．
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す．これをシューベルト基底と呼ぶ．(G,T ) のワイル群を W とし，Waf をアフィン・ワイル
群とする．シューベルト基底の自然な添字集合は，商集合 Waf/W の最短代表系W 0

af である．
シューベルト基底を {ξw}w∈W 0

af
と書くとき

ξwξv =
∑
u∈W 0

af

cuwvξu

によって「構造定数」cuwv ∈ S を定められる．この構造定数を求めようという問題は「シュー
ベルト・カルキュラス」の類似であると考えられる．HT

∗ (GrG) の積はコホモロジー環もしく
は Chow 環における交叉積とは異なるので「」（括弧）をつけた．

B を T を含む G のボレル部分群3とするとき T 同変量子コホモロジー環 QH∗
T (G/B) と

HT
∗ (GrG) とは，適当な局所化を行うと同型であることが知られている．両者のシューベルト
類同士の明示的な関係もある．これを Peterson 同型と呼ぶ．QH∗

T (G/B) の構造定数は交点
数の一般化と考えられる Gromov-Witten 不変量を用いて定義されているので，HT

∗ (GrG) の
構造定数を求める問題は，本来のシューベルト・カルキュラスと極めて非自明な形で関係して
いるのである．

1.3 HT
∗ (GrG) の実現— Peterson 代数

HT
∗ (GrG) のシューベルト基底に関する構造定数を求めるという問題を考えるにあたって，

環HT
∗ (GrG) の取り扱いやすい記述が望まれる．一般の G について適用可能なHT

∗ (GrG) の
実現として，アフィン・ニルヘッケ環 Aaf によるものが知られているので，ここで紹介して
おく．この内容の原典は Peterson による講義 [16]であるが，[9] などで学ぶことができる．

Aaf は「差分商作用素」で生成される非可換な S 代数である．Aaf には w ∈ Waf で添字
づけられる S 基底 Aw が存在する．その構成を説明しよう．G のリー代数 g のカルタン部分
代数 h に関する単純ルートの集合を {αi | i ∈ I} とする．最高ルートを θ とし α0 = −θ とお
く．S へのアフィン・ワイル群 Waf = 〈si | i ∈ {0} ∪ I〉の作用を s0 を sθ として作用させる
ことで定める（レベル 0作用）．Srat を S の商体とし Srat ⊗C C[Waf ] における積を

(f ⊗ w) · (g ⊗ v) = fw(g)⊗ wv (f, g ∈ Srat, w.v ∈Waf)

により定める．i ∈ {0} ∪ I に対して

Ai =
1

αi
(1− si) (1.1)

とおく．w ∈ Waf に対して w = si1 · · · sir を簡約表示とするとき Aw = Ai1 · · ·Air は簡約表
示の選び方によらない．{Aw | w ∈Waf} は S 上線型独立である．ここで Aaf = ⊕w∈Waf

SAw
とおく．Aaf において S の元は一般には中心的ではなく

ZAaf
(S) := {a ∈ Aaf | as = as for all s ∈ S}

は Aaf の中の非自明な部分 S 代数をなす．これをPeterson 代数と呼ぶ．実はこれは可換で
あってHT

∗ (GrG) と同型であることが知られている（[16], [7]）．さらに，w ∈W 0
af に対して，

同型 HT
∗ (GrG) ∼= ZAaf

(S) によって ξw に対応する元を jw とするとき

jw = Aw +
∑

v∈Waf\W 0
af

jvwAv (jvw ∈ S)

3線型代数群 G の連結で可解な閉部分群のうち極大なものをボレル部分群（Borel subgroup）と呼ぶ．
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という姿をした ZAaf
(S) の元として一意的に定まる．また ZAaf

(S) には Aaf が作用して

Ai · jw =

{
jsiw (ℓ(siw) = ℓ(w) + 1)

0 (ℓ(siw) = ℓ(w)− 1)

が成り立つ．以上の記述はとても見事だが，定義通りに jw を計算しようとしてもかなり困難
である．実際，係数 jvw を決定することは構造定数を決定するのとほぼ同じくらい難しい．
そこで，HT

∗ (GrG) を，より取り扱いの容易な環で置き換えて，その中でシューベルト基
底を自由に計算できることが望ましい．

2 対称関数を用いる構成
講演では G = Sp2n(C) の場合に HT

∗ (GrG) と同型な環を対称関数を用いて構成する内容
を説明した ([4])．この内容は [1] と重複するので，ここでは G = SLn(C) の場合の同様の構
成について述べる．

2.1 k-シューア関数
最も基本的な G = SLn(C) のホモロジー H∗(GrSLn

) に関する結果は Lam による．マク
ドナルド多項式の問題と関連して Lapointe–Lascoux–Morse [14] により k-シューア関数とい
うものが導入された．これはアトムと呼ばれるある種のタブローに関する和として純粋に組
合せ的に記述されるものであった．その後，Lapointe–Morse [?] により対称関数としての k-
シューア関数が定義された．背景や基礎的な事項については [8] が詳しい．

Lam [7] は非同変のホモロジー群H∗(GrSLn
)を対称関数環により実現し，さらにシューベ

ルト類と k-シューア関数との同一視を確立した．以下，この結果を解説する．
ZAaf

(S) は同変ホモロジー HT
∗ (GrSLn

) と同型であるが，一方，非同変のホモロジー群
H∗(GrSLn)の実現のために Lamはアフィン・フォーミン・スタンレー代数を導入した．一旦，Gは
一般の型とする．A0

af をAw (w ∈Waf)で生成される Z代数とする．ϕ0 : S → Zを 0において値
をとる写像とする．Aaf から A0

af への写像ϕ0を（同じ記号で）ϕ0(
∑
w awAw) =

∑
w ϕ0(aw)Aw

により定める．アフィン・フォーミン・スタンレー代数は ϕ0 による Aaf の像 Baf = ϕ0(Aaf)
として定義される．Lam によると

Baf = {a ∈ A0
af |すべての s ∈ S について ϕ0(as) = ϕ0(s)a}

が成り立つ．非同変のシューベルト類は

j0w = Aw +
∑

v∈Waf\W 0
af , ℓ(v)=ℓ(w)

jvwAv

という形の Baf の元として特徴づけられる．ℓ(v) = ℓ(w) という条件をつけるので jvw ∈ Z で
ある．

G = SLn(C) の場合にもどり Lam [7] の構成を簡単に説明する．1 ≤ i ≤ n − 1 に対して
ρi = si−1 · · · s1s0 は W 0

af の元である．Lam は以下の記述

j0ρi =
∑

w は cyclically decreasing

Aw

を与えた．{0, 1, . . . , n− 1} = Z/nZ の元からなるワード i1 · · · ir において i, i + 1 が含まれ
るとき i+ 1 が i よりも先行する（左にある）とき i1 · · · ir は cyclically decreasing であると
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いう．w ∈Waf = 〈s0, s1, . . . , sn−1〉 が cyclically decreasing であるとは cyclically decreasing
なワード i1 · · · ir があって w = si1 · · · sir と表せることをいう．
例えば n = 3 の場合

j0ρ2 = A1A0 +A2A1 +A0A2 (2.1)

である．添字は n = 3 を法として考えるので i = 2, i+ 1 = 0 と見ている．
このような元が重要なのは

Baf = Z[j0ρ1 , j
0
ρ2 , . . . , j

0
ρn−1

]

が成立するためである．また j0ρ1 , j
0
ρ2 , . . . , j

0
ρn−1

は代数的独立であり H∗(GrSLn
) は n− 1 変数

の多項式環と同型である．この事実そのものは H∗(GrSLn
) は H∗(ΩSU(n)) と同型であるとい

うことを使えば Bott が示している．ここで ΩSU(n) はユニタリー群 SU(n)の基点付きルー
プ空間である．Lam は j0ρi を hi ∈ Λ と同一視することにより j0w が k-シューア関数 s

(n−1)
w

と一致することを証明した．

2.2 Double k-シューア関数
Lam–Shimozono [10]は Lam [7] の結果を Molev が導入した関数を用いて同変に拡張し

た．ここでは，Lam–Shimozono とは異なるアプローチで double k-シューア関数を導入した
最近の成果 [5] について述べる．実は，この方法は K 理論の場合に拡張できることが既にわ
かっているのだが，ホモロジーの場合に限定して述べる．

SLn(C)の極大トーラス T の指標群 T̂ を⊕n
i=1 Zai/Z(a1+ · · ·+an)と実現し，S を対称代

数 Sym(T̂ ) = Z[a1, . . . , an]/(a1+ · · ·+an)とする．k = n−1として，変数 y1, . . . , yk の形式的
冪級数環 S[[y1, . . . , yk]]に変数の置換により Sk の作用を考え，その不変部分環 S[[y1, . . . , yk]]

Sk

を Λ̂S と書く．
SLn(C) の双対ルート格子を Q∨ = {

∑n
i=1 ciεi |

∑n
i=1 ci = 0} と実現する．θ∨ := ε1 − εn

とおくときワイル群 W = 〈s1, . . . , sn−1〉 = Sn は ai の置換として S に作用する．si の作用
を sai と書く．S への作用と Q∨ への作用を合わせて，S 係数の Q∨ の群環 S[Q∨]への W の
作用に拡張する．これを同様に sai と表す．γ ∈ Q∨ に対して，対応する群環の元を tγ により
表す．
定理 2.1 ([5]). S[Q∨] へのW の作用を拡張して Waf の作用を

s0(f) = tθ∨s
a
θ(f)

により定めることができる．
この作用をさらに Aaf の作用に拡張するために S を局所化する．ルート α の逆 α−1 を

S に添加して得られる環を S∆ とする．
定理 2.2 ([5]). S∆[Q∨] 上の線型変換 Ai を

Ai(f) =
f − sif
αi

, 0 ≤ i ≤ n− 1

により定めることができる．S の元の掛け算と Ai とにより S∆[Q∨] はAaf 加群の構造を持つ．
定理 2.3 ([5]). w ∈ W 0

af に対して ĵw = Aw(1) と定め，S∆[Q∨] において ĵw が生成する S

加群を HG とする．HG は HT
∗ (GrG) と同型な S 代数である．ĵw はシューベルト類 ξw と

対応する．
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例 2.4. SL3(C) の場合は

ĵs0 =
tθ∨ − 1

a1 − a3
, ĵs1s0 =

(1− t2
t3
)a1 + ( t1t3 − 1)a2 − ( t1t3 −

t2
t3
)a3

(a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a3)

などである．
以上３つの定理は一般の G でも成立する．A 型などの古典群の場合は，対称関数と関連

づけてさらに扱いやすい関数を導入できる．以下 G = SLn(C) とする．y1, . . . , yk を変数とす
る S 係数の対称な形式冪級数環 S[[y1, . . . , yk]]

Sk を Λ̂S とする．1 ≤ i ≤ n に対して

Ω(ai|y) =
k∏
j=1

(1− aiyj)−1 ∈ Λ̂S

とおく．Q∨ の群環 S[Q∨] から Λ̂S への環準同型を

tεi−εj 7→
Ω(ai|y)
Ω(aj |y)

(1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j)

によって定める．この準同型で S[Q∨] を Λ̂S に埋め込んでしまうのが便利である．
定理 2.5 ([5]). Λ̂S へのW の作用を拡張して Waf の作用を

s0(f) = tθ∨s
a
θ(f)

により定めることができる．また Λ̂S 上の線型変換 Ai を

Ai(f) =
f − sif
αi

, 0 ≤ i ≤ n− 1

により定めることができる．S の元の掛け算と Ai とにより Λ̂S は Aaf 加群の構造を持つ．
定理 2.6 ([5]). w ∈W 0

af に対して s
(k)
w (y|a) = Aw(1) ∈ Λ̂S と定め，Λ̂S において s

(k)
w (y|a) が

生成する S 加群を Λ̂S(n) とする．Λ̂S(n) はHT
∗ (GrG) と同型な S 代数である．s(k)w (y|a) はシュー

ベルト類 σw と対応する．S → Z を ai = 0 における特殊化とするとき Z⊗S Λ̂S(n) = Λ(n) と
みなすことができて s

(k)
w (y|0)は k-シューア関数と一致する．

HSLn
と Λ̂S(n) は S 代数として同型であるが Λ̂S(n) の方が計算には適している．なぜなら

HSLn
はルートによる局所化で分母にはルートの高いべきがどんどん現れるのに対して Λ̂S(n)

の対応する元は S係数の（対称な）形式的冪級数である．特に ai = 0 と特殊化することがで
きることが大きな利点である．

s
(k)
w (y|a) を 2重 k-シューア関数と呼ぶ．Lam–Shimozono [10]ではMolev の理論に基づい

て「2重 k-シューア関数」を導入している．
例 2.7. SL3(C) の場合

s(2)s0 (y|a) = y1 + y2 − (a1 + a3)y1y2
(1− a1y1)(1− a1y2)

,

s(2)s1s0(y|a) =
y21 + y1y2 + y22 − (a1 + a2 + a3)(y1 + y2)(y1 + y2 + y3) + (a1a2 + a1a3 + a2a3)y

2
1y

2
2

(1− a1y1)(1− a1y2)(1− a2y1)(1− a2y2)

である．それぞれ
s(2)s0 (y|0) = y1 + y2, s(2)s1s0(y|0) = y21 + y1y2 + y22

と特殊化される．
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2.3 Sp2n(C) の場合
Sp2n(C) の場合に前節と同様のことを実行するにはシューアの Q 関数の同変版である

factorial Q 関数（[6], [3]）の双対として P̂λ(y|a) という関数を用いる． ここで λ は strict
partition（狭義減少する分割）である．P̂λ(y|a)の導入は中川・成瀬 [15]による．Qλ(x|a) を
factorial Q 関数とするとき ∏

i,j

1 + xiyj
1− xiyj

=
∑
λ

P̂λ(y|a)Qλ(x|a). (2.2)

によって P̂λ(y|a)は定義される．
Λ̂S(n) と類似する環として Γ̂S(n) = S[P̂i(y|a) | 1 ≤ i ≤ 2n] を用いて定理 2.6 と同様の結果を

示すことができる．その際，非同変の場合のシューベルト類に対応する関数は Lam–Schillin-
Shimozono [12] による P

(n)
w (y) と一致する．詳細については [1], [4] を参照されたい．

3 ピエリ規則
2重 k-シューア関数を用いて実行可能な計算の例としてピエリの規則を紹介する．ピエリ

の規則は jρijw の展開を具体的に与える公式であり Lam–Shimozono [11] において証明され
た．ピーターソン代数 ZAaf

(S) において jρi を Aw の線型結合として記述できればピエリの
規則はすぐに従うことがわかっている．
以下では s

(k)
ρi (y|a)s(k)w (y|a) をテイラー展開することで jρi の明示形を導いている．

例 3.1. SL3(C) の場合

jρ1 = A0 +A1 +A2 + (a1 − a2)A21 + (a1 − a3)A01 + (a2 − a3)A12 + (a1 − a3)A02

+ (a1 − a2)(a1 − a3)A021 + (a1 − a3)(a2 − a3)A012 + (a1 − a2)(a2 − a3)A121

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a3)A0121

jρ2 = A10 +A21 +A02 + (a1 − a3)A021 + (a1 − a3)A010 + (a2 − a3)A102 + (a2 − a3)A121

+ (a1 − a3)(a2 − a3)A0102 + (a1 − a3)(a2 − a3)A0121.

(2.1) と比較せよ．
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例 3.2. SL4(C) の場合

jρ1 = A0 +A1 +A2 +A3

+ (a1 − a2)A21 + (a1 − a3)A32 + (a1 − a4)A31

+ (a2 − a4)A12 + (a3 − a4)A23

+ (a1 − a4)A01 + (a1 − a4)A02 + (a1 − a4)A03

+ (a1 − a2)(a1 − a3)A321 + (a1 − a2)(a1 − a4)A021

+ (a1 − a2)(a2 − a4)A121 + (a1 − a2)(a3 − a4)A231

+ (a2 − a4)(a3 − a4)A123 + (a1 − a4)2A031

+ (a1 − a3)(a3 − a4)A232 + (a1 − a3)(a1 − a4)A032

+ (a1 − a4)(a2 − a4)A012 + (a1 − a4)(a3 − a4)A023

+ (a1 − a3)(a2 − a4)A312

+ (a1 − a3)(a1 − a4)(a2 − a4)A0312

+ (a1 − a4)(a2 − a4)(a3 − a4)A0123 + (a1 − a2)(a2 − a4)(a3 − a4)A1231

+ (a1 − a2)(a1 − a4)(a3 − a4)A0231 + (a1 − a2)(a1 − a3)(a3 − a4)A2321

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a1 − a4)A0321 + (a1 − a3)(a2 − a4)(a3 − a4)A3123

+ (a1 − a3)(a1 − a4)(a3 − a4)A0232 + (a1 − a2)(a1 − a4)(a2 − a4)A0121

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a4)A3121

+ (a1 − a2)(a1 − a4)(a2 − a4)(a3 − a4)A01231

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a4)(a3 − a4)A12321

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a1 − a4)(a3 − a4)A02321

+ (a1 − a3)(a1 − a4)(a2 − a4)(a3 − a4)A01232

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a1 − a4)(a2 − a4)A01321

+ (a1 − a2)(a1 − a3)(a1 − a4)(a2 − a4)(a3 − a4)A012321
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交差族の組合せ論とその周辺
徳重 典英（琉球大学教育学部）

1 はじめに

有限集合を固定して、例えば [n] := {1, 2, . . . , n}とし、その部分集合族 (a family of
subsets) F ⊂ 2[n]を考える。ただし 2[n]は [n]の部分集合全体（べき集合）である。部
分集合族 F が交差性の条件

F ∩ F ′ ̸= ∅ (1)

をみたすとき F を交差族とよび |F|をそのサイズという。

問題 1 交差族 F ⊂ 2[n]の最大サイズは何か？

それは 2n−1 である。[n]の各部分集合 F について、F とその補集合 [n] \ F を組に
すると、2[n] は 2n−1 個の組に分割される。F ⊂ 2[n] を交差族としよう。F ∈ F なら
[n] \ F ̸∈ F だから、|F| ≤ 2n−1がわかる。等号成立の F としては、例えば要素 1を含
む部分集合全体 {F ∈ 2[n] : 1 ∈ F}をとればよい。このように |⋂F ∈F F | = 1をみたす
交差族を「一点を固定する交差族」という。一般に各 0 ≤ i ≤ n−1

2 について

Fi := {F ∈ 2[n] : |F ∩ [2i + 1]| ≥ i + 1} (2)

とおくと、これもサイズ 2n−1の交差族である。F0は一点を固定するが、i ≥ 1 ならば
Fiが固定する点はない。
上の問題は難しくないが、部分集合を選ぶ範囲を2[n]から

(
[n]
k

)
:= {F ⊂ [n] : |F | = k}

に取り替えたらどうだろうか。
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問題 2 交差族 F ⊂
(

[n]
k

)
の最大サイズは何か？

もし n < 2kであれば
(

[n]
k

)
自身が交差族である。また n ≥ 2kのとき、要素 1を固定

する k点部分集合族
F =

{
F ∈

(
[n]
k

)
: 1 ∈ F

}

はサイズ
(

n−1
k−1

)
の交差族である。実は次が成り立つ。

定理 1（Erdős–Ko–Rado [14]） n ≥ 2k で F ⊂
(

[n]
k

)
が交差族ならば、|F| ≤

(
n−1
k−1

)
である。さらに n > 2kでサイズが

(
n−1
k−1

)
の交差族は一点を固定する。

この結果は Erdős, Ko, Radoの三人がケンブリッジに滞在していた 1930年代後半に
得られたが、論文 [14]が出版されたのは 1960年代に入ってからだった。Erdősによ
れば、当時ケンブリッジではこのような結果に誰も興味を示さなかったという。彼
らの論文はその後、多数の論文に引用され1）交差族に関する研究の出発点のひとつに
なった。
交差族の研究は (1)のような交差性の条件をみたす部分集合族などについてその最

大サイズを評価し、それが決定できる場合には最大サイズを達成する構造を調べる。
本稿では典型的な交差性と対応する結果、それらの代数的な証明手法や関連する未解
決問題を紹介する。

2 Erdős–Ko–Radoの定理の証明とその q類似

Erdős–Ko–Radoの定理の証明は簡明で短いものも知られているが、ここでは線形代
数を利用する証明を紹介し、次節以降でその手法の拡張や一般化をおこなう。
まずグラフの用語を確認しよう。有限集合 V と E が E ⊂

(
V
2

)
をみたすとき、

G = (V, E)をグラフ、V を頂点集合、Eを辺集合という。二頂点 x, y ∈ V が {x, y} ∈ E

をみたすとき、xと yは隣接するといい x ∼ yとかく。頂点 x ∈ V に対して xと隣接
する頂点の個数を xの次数とよび、次数が一定のグラフを正則グラフ（一定値が dな
らば d正則グラフ）という。頂点の部分集合 I ⊂ V が独立集合とは、I 内のどの 2点

1） 2023年 12月 12日の時点でMathSciNetによれば 649の論文、87のレビューに引用されている。
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も隣接しないことである。そのような I の最大サイズを Gの独立数とよび α(G)とか
く。交差族が独立集合に対応するようなグラフを構成できれば、交差族の最大サイズ
問題を独立数の評価問題に落とし込める。
グラフ G = (V, E)の隣接行列 A = (ax,y)を定義しよう。これは |V |次実対称行列で

x, y ∈ V に対してその (x, y)成分を

ax,y =


1 x ∼ yのとき
0 その他

と定める。隣接行列の固有値はグラフのラベル付けに依存しないから、これをグラフ
の固有値という。頂点数が N の連結2）な d正則グラフの最大固有値は dである。さら
に最小固有値を λminとすると

α(G) ≤ −λmin

d − λmin
N (3)

が成り立つ。これを Hoffmanの ratio bound [29]という。

(3)の証明 グラフ Gは連結で N 頂点 d正則であるとし、その隣接行列を Aとする。
固有値を λ1, . . . , λN , 対応する固有ベクトルを v1, . . . , vN とし、これが標準内積 ⟨·, ·⟩
に関して正規直交基底であるとしよう。成分が全部 1のベクトル 1は固有値 dの固
有ベクトルだから v1 = 1√

N
1としておく。このとき λ1 = dである。任意の独立集合

I ⊂ V (G)をとり、そのサイズを α (つまり |I| = α ≤ α(G)), I の特性ベクトルを 1I と
する。すなわち (1I)x は x ∈ I なら 1, そうでなければ 0である。I の 2点を結ぶ辺は
ないから x ∼ yなら (1I)x(1I)y = 0である。したがって

⟨1I , A1I⟩ =
∑

x

∑
y

ax,y(1I)x(1I)y =
∑
x∼y

(1I)x(1I)y = 0

である。ここで 1I = ∑
αiviと展開すると

α = ⟨1I , 1I⟩ = ⟨
∑

αivi,
∑

αivi⟩ =
∑

α2
i

を得る。これと ⟨1I , A1I⟩ = 0から

0 = ⟨
∑

αivi,
∑

αiλiv⟩ =
∑

α2
i λi ≥ dα2

1 + λmin
∑
i≥2

α2
i = dα2

1 + λmin(α − α2
1)

2） どの 2頂点も辺を辿って到達できること。
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である。この不等式に

α = ⟨1I , 1⟩ = ⟨
∑

αivi,
√

Nv1⟩ = α1
√

N

を代入して整理すると ratio boundの不等式 (3)を得る。

以下 n ≥ 2kを仮定し、Kneserグラフ Gn,k = (V, E)を

V =
(

[n]
k

)
, E = {{x, y} ∈

(
V
2

)
: x ∩ y = ∅}

と定める。これは
(

n
k

)
頂点

(
n−k

k

)
正則グラフで、固有値は{

(−1)i

(
n − k − i

k − i

)
: i = 0, 1, . . . , k

}
,

対応する重複度は
(

n
i

)
−
(

n
i−1

)
である3）。特に最大固有値は

(
n−k

k

)
, 最小固有値は

−
(

n−k−1
k−1

)
で、ratio bound (3)により

α(Gn,k) ≤

(
n−k−1

k−1

)
(

n−k
k

)
+
(

n−k−1
k−1

)(n

k

)
=
(

n − 1
k − 1

)

がしたがう。一方、Gn,k の独立集合は
(

[n]
k

)
上の交差族であるから、上の不等式から定

理 1の不等式が得られた。
この証明の利点として、定理 1の q 類似が同様の方法で得られる。ここで q を素数

べきとし、Fq を q元体とする。さらに Vnを Fq 上の n次元ベクトル空間とし、その k

次元部分空間全体を
[

Vn

k

]
とかくと

∣∣∣[Vn

k

]∣∣∣ =
[

n
k

]
である。ただし

[
n

k

]
:=

k−1∏
i=0

qn−i − 1
qk−i − 1

とする。部分空間族 F ⊂
[

Vn

k

]
が交差族であるとは、任意の F, F ′ ∈ F について

dim(F ∩ F ′) ̸= 0

が成り立つことである。交差族 F の最大サイズを求めるために、Kneserグラフの q

類似であるグラフ G
(q)
n,k = (V, E)を

V =
[

Vn

k

]
, E = {{x, y} ∈

[
Vn

2

]
: dim(x ∩ y) = 0}

3） 例えば [28]の 6章参照。
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と定める。これは
[

n
k

]
頂点

[
n−k

k

]
正則グラフで、最小固有値は −

[
n−k−1

k−1

]
である4）。こ

のグラフに ratio bound (3)を適用して

α(G(q)
n,k) ≤

[
n−k−1

k−1

]
[

n−k
k

]
+
[

n−k−1
k−1

][n
k

]
=
[
n − 1
k − 1

]

を得る。つまり次のことがわかった。

定理 2（Hsieh [30]） n ≥ 2kで F ⊂
[

Vn

k

]
が交差族ならば、|F| ≤

[
n−1
k−1

]
である。

3 測度版 EKR

前節では k 点部分集合族 F ⊂
(

[n]
k

)
のサイズとして部分集合の個数を数えた。ここ

で k の制限のかわりに集合族 F を Ω := 2[n] からとり、部分集合の要素数に応じて重
みをつけてその和に注目しよう。このため実数 p ∈ (0, 1)を固定して F ∈ Ωの重みを

w(F ) := p|F |(1 − p)n−|F |

とし、測度 µp : 2Ω → [0, 1]を F ∈ 2Ωに対して

µp(F) :=
∑

F ∈F
w(F ) (4)

と定める5）。これは
µp(Ω) =

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k = 1

をみたすので確率測度6）である。また (2)の F0を F0 = {{1} ∪ G : G ∈ 2[n]\{1}}と考え
ると重みが w({1} ∪ G) = p · p|G|(1 − p)(n−1)−|G|と表せることから

µp(F0) = p
n−1∑
k=0

(
n − 1

k

)
pk(1 − p)(n−1)−k = p

4） 例えば [28]の 9章参照。
5） この測度は [n]の各要素を独立ランダムに確率 pで選んで得られるランダム部分集合 Xp が F に入る
確率 P[Xp ∈ F ]と解釈できる。

6） 組合せ論の問題としては、単にハイパーグラフの大きさを辺の重みの和で測るというだけで確率測度
である必要はないが、確率測度であれば確率論の道具を使える利点がある。一方、重みに負の値も許す
ことが本質的な場合（例えば [43]の定理 1.2）もある。より一般的な重み付けに関する交差族の結果は [5]
に詳しい。この点について質問してくださった方に感謝します。
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を得る。実は p ≤ 1
2 ならば F0より大きい測度をもつ交差族はない。

定理 3 p ≤ 1
2 で F ⊂ 2[n]が交差族ならば、µp(F) ≤ p である。さらに p < 1

2 で測度が
pの交差族は一点を固定する。

定理 3の条件 p ≤ 1
2 は、次の意味で最善である。すなわち、p > 1

2 ならば交差族 F̃
を F̃ = {F ∈ 2[n] : |F | > n

2 }と定めると limn→∞ µp(F̃) = 1である。
定理 3の ratio boundを用いた証明を紹介するため、隣接行列を拡張しよう。(3)の

証明では隣接行列 A = (ax,y)の次の性質を利用した。

(i) Aの行和は正で一定。
(ii) x ̸∼ yなら ax,y = 0.
(iii) Aの固有ベクトルからなる直交基底がとれる。

そこでこれらの条件をみたす行列を改めて隣接行列とよぼう（擬隣接行列ともいう）。
この定義では x ∼ yであっても ax,y = 1を要求しない。また (iii)が成り立つような内
積が入っていれば、Aは対称行列でなくてもよい。隣接行列の定義をこのように変更
しても前節にのべた (3)の証明はそのまま通用する。ただし (3)の dは固有ベクトル 1
に対応する固有値に置き換える。以下の証明は Friedgut [26]による。

定理 3の証明の概略 定理 1 の証明に Kneser グラフを使ったように、定理 3 の証
明のためにグラフ G = (V, E) を構成しよう。頂点集合は V = 2[n] とし、辺集合は
E = {{x, y} ∈

(
V
2

)
: x ∩ y = ∅}とする。このとき Gの独立集合 I ⊂ V は交差族であ

る。このグラフの隣接行列 Aを

A := A1 ⊗ A1 ⊗ · · · ⊗ A1 (n times)

と定義する（以下、この右辺を A⊗n
1 ともかく）。ただし

A1 :=

1 − p
1−p

p
1−p

1 0


である。このとき A1 = 1で、条件 (i)が成り立つ。Aの定義式右辺の i番目の A1 の
行、列は ∅, {i}の順に対応し、したがって Aの行、列はそれぞれ

∅, {1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {4}, . . .

6



の順に紐付けられる。この対応で条件 (ii)がみたされることがわかる。条件 (iii)のた
めに µpから定まる内積 ⟨·, ·⟩pを u, v ∈ RV に対して

⟨u, v⟩p :=
∑
x∈V

(u)x(v)x µp({x})

と定義する。このとき ⟨u, Av⟩p = ⟨Au, v⟩pで (iii)が成り立つ。
行列 Aの固有値、固有ベクトルは Kneserグラフの場合よりも容易に得られる。実

際、x ∈ 2[n]に対応する固有値は (− p
1−p

)|x|で、特に 1に対応する固有値（最大固有値）
は 1, 最小固有値は − p

1−p
である。したがって ratio boundにより

α(G) ≤
p

1−p

1 + p
1−p

= p

を得る。これで定理 3の不等式が証明できた。

定理 3と定理 1は、

p ⇐⇒ k

n
(5)

を介して対応している。実際、
(

n−1
k−1

)
= k

n

(
n
k

)
に注意すると定理 1は次のように書き換

えられる。
k
n

≤ 1
2 で F ⊂

(
[n]
k

)
が交差族ならば、|F|/

(
n
k

)
≤ k

n
である。さらに k

n
< 1

2 でサイ
ズの比（サイズを

(
n
k

)
で割った値）が k

n
の交差族は一点を固定する。

このように交差族 F に関する結果は、F ⊂
(

[n]
k

)
のサイズに関するものと F ⊂ 2[n] の

µp 測度に関するものが (5)を通して対応していることがある。そのような場合には片
方の結果が他方を導くのに役立つことが多い。しかし片方の結果から他方の（等価な）
結果を自動的に得るようなメタ定理は知られていない。

問題 3 定理 1と定理 3を特別な場合に含むような、より一般の定理を見つけよ。

問題 4 定理 3の q類似（定理 2の測度版）を見つけよ。
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4 t交差族

部分集合族 F ⊂
(

[n]
k

)
は任意の F, F ′ ∈ F について |F ∩ F ′| ≥ t をみたすとき、t交

差族という。サイズ
(

n−t
k−t

)
の t交差族の例として {F ∈

(
[n]
k

)
: [t] ⊂ F}がある。このよ

うに |⋂F ∈F F | = tをみたす交差族を「t点を固定する交差族」という。

定理 4 n ≥ (t + 1)(k − t + 1)で F ⊂
(

[n]
k

)
が t交差族ならば、|F| ≤

(
n−t
k−t

)
である。さ

らに n > (t + 1)(k − t + 1)でサイズが
(

n−t
k−t

)
の t交差族は t点を固定する。

この結果よりやや弱い主張が Erdős, Ko, Rado [14]や Frankl [19]によって組合せ論
的手法で得られていたが、最終的にWilson [45]は ratio boundを用いて定理 4を完全
に証明した。なお後述する定理 5は定理 4 を含むもっと強い結果であり、これは組合
せ論的な証明しか知られていない。

Wilson の証明ではまず Kneser グラフを一般化して Gn,k,t = (V, E) を V =
(

[n]
k

)
,

E = {{x, y} ∈
(

V
2

)
: |x ∩ y| < t}と定める。このグラフの独立集合は t交差族なので、

独立数を ratio boundで評価したい。それには「よい」隣接行列 A = (ax,y)が必要で、
ax,y の値を |x ∩ y|に応じて「うまく」調整しなければならない。結論だけ書けば

A =
t−1∑
i=0

(−1)t−1−i

(
k − 1 − i

k − t

)(
n − k − t + i

k − t

)−1

Bk−i

とすればよい。ただしBjは
(

n
k

)
次行列で、その (x, y)成分は

(
|x\y|

j

)
である。この隣接行

列に ratio boundを適用するとn ≥ (t+1)(k−t+1)ならば目標の上界α(Gn,k,t) ≤
(

n−t
k−t

)
が得られる。さらに固有空間を詳しく見ることで、n > (t + 1)(k − t + 1)ならば等号
を成立させる独立集合が t点を固定することもわかる7）。

実は n = (t + 1)(k − t + 1)のときは、サイズが
(

n−t
k−t

)
の t交差族は t点を固定するも

のだけではない。ここで i = 0, 1, . . . , ⌊n−t
2 ⌋に対して、部分集合族 Fiを

Fi :=
{

F ∈
(

[n]
k

)
: |F ∩ [t + 2i]| ≥ t + i

}

7） 例えば [28]の 8章を見よ。

8



と定めると、これらは t交差族であり iが異なれば同型でない。ただし 2つの部分集
合族 F , G ⊂ 2[n]が同型とは、[n]上の置換 σが存在して G = {{σ(x) : x ∈ F} : F ∈ F}
をみたすことと定義する。n ≥ (t + 1)(k − t + 1) ならば maxi |Fi| = |F0| であり、
n = (t + 1)(k − t + 1)ならば |F0| = |F1|である。n < 2k − tならば

(
[n]
k

)
は t交差族で

あるが、n ≥ 2k − tのときの t交差族の最大サイズは何か？ それは maxi |Fi|である。
Ahlswedeと Khachatrianは純粋に組合せ論的な手法でこの強い結果8）を得た。

定理 5（Ahlswede–Khachatrian [2, 3]） n ≥ k ≥ t ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n−t
2 とし、F ⊂

(
[n]
k

)
を t交差族とする。もし

(k − t + 1)
(

2 + t − 1
i + 1

)
< n < (k − t + 1)

(
2 + t − 1

i

)
ならば9）、|F| ≤ |Fi|であり、等号成立は同型を除いて Fiに限る。もし

(k − t + 1)
(

2 + t − 1
i + 1

)
= n

ならば、|F| ≤ |Fi| = |Fi+1|であり、等号成立は同型を除いて Fiと Fi+1 に限る10）。

定理 5の測度版11）を述べるため、t交差族 Gi ⊂ 2[n] (0 ≤ i ≤ n−t
2 )を次で定める。

Gi :=
{
G ∈ 2[n] : |G ∩ [t + 2i]| ≥ t + i

}
.

定理 6 n ≥ t ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n−t
2 とし、G ⊂ 2[n]を t交差族とする。もし

i

t + 2i − 1
< p <

i + 1
t + 2i + 1

ならば、µp(G) ≤ µp(Gi)であり、等号成立は同型を除いて Giに限る。もし

p = i + 1
t + 2i + 1

ならば、µp(G) ≤ µp(Gi) = µp(Gi+1)であり、等号成立は同型を除いて Gi と Gi+1 に限
る12）。

8） 定理 5は特別な場合 (i = 0の場合)として定理 4を含む。
9） ただし i = 0のときは (k − t + 1)(t + 1) < nと読み替える。
10） ただし i = 0かつ t = 1の場合を除く。
11） 定理 6は例えば [1, 10, 39, 16]にやや弱い形からより精密な形の定式化が見られる。
12） ただし i = 0かつ t = 1の場合を除く。
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定理 6の p ≤ 1
t+1 (i = 0)の場合、つまり定理 4の測度版は Friedgut [26]によって

ratio boundを利用する証明が与えられた。これは前節で述べた定理 3の証明を拡張し
たものだが、隣接行列の成分は剰余環 R[X]/(X t)からとる。彼は後に隣接行列を実行
列として構成する方法も見出し、それは [15]に紹介されている。

問題 5 定理 5の n < (t + 1)(k − t + 1)の場合、および定理 6の p > 1
t+1 の場合につい

て、代数的な証明を見つけよ13）。

n ≥ k ≥ t ≥ 1とし、Vnを Fq 上の n次元ベクトル空間とする。部分空間族 F ⊂
[

Vn

k

]
が t交差するとは、任意の F, F ′ ∈ F について dim(F ∩ F ′) ≥ tが成り立つことであ
る。このとき定理 5の q類似が ratio boundから得られる。

定理 7（Frankl–Wilson [25]） F ⊂
[

Vn

k

]
を t 交差族とする。このとき n ≥ 2k な

らば |F| ≤
[

n−t
k−t

]
であり、等号成立は n > 2k ならば、ある T ∈

[
Vn

t

]
について

F = {F ∈
[

Vn

k

]
: T ⊂ F}に限る。2k − t < n ≤ 2kならば |F| ≤

[
2k−t

k

]
であり、等号成

立は n < 2kならば、あるW ∈
[

V
2k−t

]
について F =

[
W
k

]
に限る。

ちょうど n = 2k の場合の極値構造（サイズ最大の F の構造）は定理 7の 2種類の
構造に限られる。これは田中 [37]によってはじめて証明された。

問題 6 定理 7の組合せ論的な証明を見つけよ。

5 互いに交差する集合族と半正定値計画法

二つの部分集合族 A, B ⊂ 2[n] は、任意の A ∈ A, B ∈ Bに対して A ∩ B ̸= ∅をみた
すとき、互いに交差するという。Pyberは定理 1を互いに交差する集合族に拡張する
ことを考えた。実際、定理 1および定理 3は以下のような自然な拡張をもつ。

13） これには次節で紹介する半正定値計画法が有効かもしれない。
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定理 8（[33, 32]） n ≥ 2k ≥ 2lで A ⊂
(

[n]
k

)
と B ⊂

(
[n]
l

)
が互いに交差するならば、

|A||B| ≤
(

n−1
k−1

)(
n−1
l−1

)
である。

定理 9（[40, 36]） 1
2 ≥ p1 ≥ p2 で A ⊂ 2[n] と B ⊂ 2[n] が互いに交差するならば、

µp1(A)µp(B) ≤ p1p2である。

同様に定理 2も拡張できる。これを述べるため、Vn を Fq 上の n次元ベクトル空
間とし、Vn の部分空間族 A, B が互いに交差するとは、任意の A ∈ A と B ∈ B が
dim(A ∩ B) ̸= 0をみたすことと定義する。このとき次が成り立つ。

定理 10（Suda–Tanaka [35]） n ≥ 2k ≥ 2lで A ⊂
[

Vn

k

]
と B ⊂

[
Vn

l

]
が互いに交差す

るならば、|A||B| ≤
[

n−1
k−1

][
n−1
l−1

]
である。

定理 8 と定理 9 ははじめ組合せ論的な方法で証明された。また k = l あるいは
p1 = p2 の場合に限ると、これら 3つの結果は ratio boundの議論を拡張して示すこと
もできる14）。一方、定理 10の組合せ論的な証明は知られていない。須田と田中は対
応する半正定値計画問題を解くことで定理 10を証明し、同時にこれら 3つの結果を証
明する統一的な枠組みを与えた。半正定値計画法は線形計画法の拡張で、後者の変数
が実数を動くのに対して、前者では変数は実対称半正定値行列を動く。線形計画法と
同様に半正定値計画でも主問題に対応する双対問題があり、それらの間に弱双対性が
成り立つ15）。
ここでは定理 9 を例に半正定値計画法がどのように利用できるのかを略述する。

やや一般的な設定を扱うため、与えられた二部グラフ G の頂点集合の二部分割を
V (G) = Ω1 ⊔ Ω2 とし、Ω = Ω1 ⊔ Ω2 とおく。頂点の部分集合 U1 ⊂ Ω1, U2 ⊂ Ω2 が互
いに独立であるとは、U1 と U2 の間に辺がないことである。そのような集合で測度の
積 µp1(U1)µp2(U2)が最大となるものを見つけたい。ただし µpi

は Ωi上の任意の測度で
ある。
行と列が Ω でインデックスされた実行列全体を RΩ×Ω, 列ベクトル全体を RΩ と

かき、RΩi×Ωj と RΩi も同様に定める。成分が全部 1の行列を Ji,j ∈ RΩi×Ωj とかき、

14） 例えば [24]の 28章または [41]参照。
15） 半正定値計画法の概説、入門書として [38, 27]などがある。
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x ∈ Ωi, y ∈ Ωj に対して (x, y)成分のみ 1, その他の成分が 0の行列を Ex,y ∈ RΩi×Ωj と
し、対角成分 (x, x)（ただし x ∈ Ωi）が µpi

({x})である対角行列を ∆i ∈ RΩi×Ωi とか
く。実対称行列で RΩ×Ω に属するもの全体を SRΩ×Ω とし、X ∈ SRΩ×Ω が半正定値で
あることを X ⪰ 0, 成分がすべて非負であることを X ≥ 0とかく。X, Y ∈ SRΩ×Ω に
対して、その内積を trace(XTY )と定義しX • Y とかく。
ここでX ∈ SRΩ×Ωを変数とする次の半正定値主問題を考える：

(P): maximize

 0 1
2∆1J1,2∆2

1
2∆2J2,1∆1 0

 • X

subject to

∆1 0
0 0

 • X =

0 0
0 ∆2

 • X = 1, 0 Ex,y

Ey,x 0

 • X = 0 for x ∈ Ω1, y ∈ Ω2, x ∼ y,

X ⪰ 0, X ≥ 0.

グラフ Gの互いに独立な集合 U1 ⊂ Ω1, U2 ⊂ Ω2 から問題 (P)の実行可能解が得られ
る。実際、Uiの特性ベクトルを xi ∈ RΩi（縦ベクトル）とし、

XU1,U2 =


1√

µp1 (U1)
x1

1√
µp2 (U2)

x2




1√
µp1 (U1)

x1

1√
µp2 (U2)

x2


T

∈ SRΩ×Ω

とおくと、XU1,U2 は (P)の実行可能解でその目的関数の値は 0 1
2∆1J1,2∆2

1
2∆2J2,1∆1 0

 • XU1,U2 =
√

µp1(U1)µp2(U2)

である。
上に述べた主問題に対応する双対問題は

(D): minimize α + β

subject to S :=

 α∆1 −1
2∆1J1,2∆2

−1
2∆2J2,1∆1 β∆2


+
∑
x∼y

γx,y

 0 Ex,y

Ey,x 0

− Z ⪰ 0,

Z ≥ 0
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である。ただし α, β, γx,y ∈ Rおよび Z ∈ SRΩ×Ω が変数で、∑x∼y は隣接する x ∈ Ω1,
y ∈ Ω2 の和を意味する。このとき i = 1, 2 に対して ∆i • (xix

T
i ) = µi(Ui) であり、

x ∼ yならば Ex,y • (x1x
T
2 ) = 0である。さらに弱双対性から α + βは

√
µp1(U1)µp2(U2)

の上界を与えるので、次が成り立つ16）。

定理 11 二部グラフ G の二部分割を V (G) = Ω1 ⊔ Ω2 とし、i = 1, 2 に対して Ωi

上の測度を µpi
とする。グラフ G において U1 ⊂ Ω1 と U2 ⊂ Ω2 が互いに独立で、

(α, β, γx,y, Z)が双対問題 (D)の実行可能解であれば、

µp1(U1)µp2(U2) ≤ (α + β)2 (6)

が成り立つ。

定理 9を示すため、Ω1, Ω2をそれぞれ 2[n] のコピーとし、二部グラフ Gを

V (G) = Ω1 ⊔ Ω2, E(G) = {{x, y} : x ∈ Ω1, y ∈ Ω2, x ∩ y = ∅}

と定義する。さらに測度 µpi
を (4)で定め、この設定で (6)の右辺が最適値 p1p2 とな

るような実行可能解を見つけよう。実際、次の (α, β, γx,y, Z)がそれを与え、ここから
定理 9が得られる。

α = β =
√

p1p2

2
,

∑
x∼y

Ex,y = 1 − p2

2
∆⊗n

1 A⊗n
1,2 , Z = (p1 − p2)p2

2√
p1p2

∆1A
⊗n
1,1 0

0 0

 ,

ただし

∆1 =

1 − p1 0
0 p1

 , Ai,j =

1 − pj

1−pi

pj

1−pi

1 0


とする17）。

二つの部分集合族A, B ⊂ 2[n]は、任意の A ∈ A, B ∈ Bに対して |A ∩ B| ≥ tをみた
すとき、互いに t交差するという。同様に互いに t交差する部分空間族も定義できる。

16） 詳しくは [36]または [24]の 29章を見よ。
17） 詳しくは [36]または [24]の 30章を見よ。
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定理 8–10をこの形に拡張することが考えられるが、k = lあるいは p1 = p2 の場合の
一部を除いて未解決である。例えば定理 9は次の形の拡張が期待できるだろう18）。

予想 7 1
t+1 ≥ p1 ≥ p2 で A ⊂ 2[n] と B ⊂ 2[n] が互いに t 交差するならば、

µp1(A)µp2(B) ≤ (p1p2)t である。

6 対称群における交差族

[n]上の置換全体（n次対称群）をSnとかく。置換σ ∈ Snを順列 (σ(1), σ(2), . . . , σ(n))
と同一視し、二つの置換 σ, τ の共通部分を σ ∩ τ := {i ∈ [n] : σ(i) = τ(i)}と定めて Sn

における交差族を定義しよう。すなわち、置換の部分集合 F ⊂ Sn が交差族であると
は、任意の σ, τ ∈ F についてある iが存在して σ(i) = τ(i)をみたすことである。
任意の i, j ∈ [n]を固定したとき {σ ∈ Sn : σ(i) = j}はサイズ (n − 1)!の交差族であ

る。この形の交差族を Sn の 1-cosetとよぶ。Sn の交差族の最大サイズは Dezaら [9]
によって決定されたが、さらに Cameronら [7] と Laroseら [31]は独立に極値構造が一
意的であることも示した。まとめると次が成り立つ。

定理 12 F ⊂ Sn が交差族ならば、|F| ≤ (n − 1)! である。等号成立の F は Sn の
1-cosetに限る。

この定理の不等式は clique–coclique boundから容易に得られる19）が、ここでは ratio
boundから導いてみよう。固定点を持たない置換 (derangement)全体を

D := {σ ∈ Sn :任意の i ∈ [n]についてσ(i) ̸= i}

とおき、さらに d := |D|とおく。Dによる Cayleyグラフ G = (V, E)は
V = Sn, E = {{σ, τ} : στ−1 ∈ D}

と定義される。このグラフで σ ̸∼ τ は、ある i ∈ [n]が存在して σ(i) = τ(i)が成り立

18） 予想 7は p1 = p2かつ t ≥ 14のとき [20]、あるいは p1 = p2 ≤ 1 − 1
t√2 かつ t ≥ 2のとき [42]正しいこ

とがわかっている。
19） 例えば [28]の 14章 p. 261.
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つことと同値である。したがって U ⊂ V が独立集合であるとき、かつそのときに限り
U は交差族である。
グラフ Gは n!頂点 d正則であるが、さらに Renteln [34]は最小固有値が − d

n−1 であ
ることを示した。したがって ratio boundから α(G) ≤ (n − 1)!であり、定理 12の不
等式が得られた。

置換の部分集合 F ⊂ Snが t交差族であるとは、任意の σ, τ ∈ F について

|{i ∈ [n] : σ(i) = τ(i)}| ≥ t

をみたすことである。例えば F0 := {σ ∈ Sn : 任意の i ∈ [t]についてσ(i) = i}はサイ
ズ (n − t)!の t交差族である。ここである τ, τ ′ ∈ Snについて τF0τ

′ := {τστ ′ : σ ∈ F0}
をみたす集合を Sn の t-cosetとよぶ。Ellisらはここまでに紹介した交差族に対する手
法に対称群の表現論を交えて次の結果を得た。

定理 13（Ellis–Friedgut–Pilpel [12]） n ≫ t で F ⊂ Sn が t 交差族ならば、
|F| ≤ (n − t)!である。等号成立の F は Snの t-cosetに限る。

この定理は [12]において t ≥ 4ならば n ≥ 2t + 1で成り立つと予想されており、[13]
では n > exp(Ct log t)ならば正しいことが示されている。より一般の予想を述べるた
め、0 ≤ i ≤ n−t

2 に対して [t + 2i]中に少なくとも t + i個の固定点をもつ Sn の元全体
を Fiとする。次の予想は定理 5の対称群版と見なせる。

予想 8（[12]） F ⊂ Snが t交差族ならば、|F| ≤ maxi |Fi|である。等号成立の F は
ある τ, τ ′ ∈ Snに対して τFiτ

′と表せるものに限る。

F1の置換は [t + 2]のすべてを固定するものが (n − t − 2)!個、[t + 2]の中のちょうど
t + 1個を固定するものが (t + 2)(n − t − 2) · (n − t − 2)!個ある。これと |F0| = (n − t)!
を比べると、t ≥ 4のとき |F0| > |F1|となるには n ≥ 2t + 1が必要なことがわかる。
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7 3重交差族

部分集合族 F ⊂ 2[n] は任意の F, F ′, F ′′ ∈ F について F ∩ F ′ ∩ F ′′ ̸= ∅ をみたすと
き、3重交差族という。そのような F は（通常の 2重)交差族でもあるので定理 3によ
り p ≤ 1

2 ならば µp(F) ≤ pである。一方、p > 1
2 のとき（2重）交差族の測度は pでは

抑えられないが、3重交差族では事情が異なる。

定理 14 p ≤ 2
3 で F ⊂ 2[n] が 3重交差族ならば、µp(F) ≤ p である。さらに p < 2

3 で
測度が pの 3重交差族は一点を固定する。

この定理は p > 2
3 では成り立たない。実際、F̃ = {F ∈ 2[n] : |F | > 2n

3 }とおくと、こ
れは 3重交差族であるが p > 2

3 のとき limn→∞ µp(F̃) = 1である。
定理 14は Franklら [21]により示され、またこれに対応する kグラフおよび q類似

の結果が、それぞれ Frankl [18]および Chowdhuryら [8]によって得られており、これ
らの証明はすべて組合せ論的なものであった。これに対して Filmusらは [17]におい
てハイパーグラフの ratio boundを導入し定理 14（の不等式）に代数的な証明を与え
た。[43]ではその方法を踏襲して極値構造を決定した。
定理 14を代数的に扱うため、ハイパーグラフH = (V, E)を

V = 2[n], E = {{u, v, w} ∈
(

V
3

)
: u ∩ v ∩ w = ∅}

と定める。このとき U ⊂ V が独立集合であることと、U が 3重交差族であることは同
値である。そこでハイパーグラフHに ratio boundを適用したい。しかしそもそもハ
イパーグラフの「固有値」とは何だろうか？ Filmusらはハイパーグラフから誘導さ
れる複数の重み付きグラフを考え、それらの固有値からハイパーグラフの ratio bound
を導入して定理 14に代数的な証明を与えた。同様の試みはほかにもいくつかあるが、
現時点では Filmusらのものが最も成功しているように思われる。しかしながら彼ら
の手法をそのまま適用しても、対応する kグラフや q類似の結果は得られない。した
がって Filmusらの ratio boundあるいはその使い方にもまだ改良の余地があると考え
られる。
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問題 9 定理 14の k グラフ版や q 類似を証明できるように、グラフの固有値や ratio
boundをハイパーグラフに拡張せよ。

部分集合族 F ⊂ 2[n] は任意の F, F ′, F ′′ ∈ F について |F ∩ F ′ ∩ F ′′| ≥ t をみたすと
き、3重 t交差族という。各 i = 0, 1, . . . , ⌊n−t

3 ⌋に対し

Fi := {F ∈ 2[n] : |F ∩ [3i + t]| ≥ 2i + t}

と定めると、これは 3重 t交差族である。定理 6から次のことが予想される。

予想 10 F ⊂ 2[n]が 3重 t交差族ならば、µp(F) ≤ maxi µp(Fi) である。

ここで p0(t) := 2√
4t+9−1 とおくと、p ≤ p0のとき

max
i

µp(Fi) = µp(F0) = pt

であり、p > p0 ならば maxi µp(Fi) > pt である。乱歩法という組合せ論的手法で次の
ことが示されている。

定理 15（[44]） t ≥ 15かつ p ≤ p0(t)で F ⊂ 2[n]が 3重 t交差族ならば、µp(F) ≤ pt

である。さらに p < p0(t)で測度が ptの 3重交差族は t点を固定する。

問題 11 定理 15を t ≥ 2で証明せよ。また代数的な証明を与えよ。

定理 8を 3個の集合族に拡張することも考えられる。次の結果も組合せ論的な議論
で示されているが、その手法は定理 15で用いられているものとは全く異なる。

定理 16（[22]） k
n

≤ 2
3 で A, B, C ⊂

(
[n]
k

)
が任意の A ∈ A, B ∈ B, C ∈ C について

A ∩ B ∩ C ̸= ∅をみたせば、|A||B||C| ≤
(

n−1
k−1

)3である。

問題 12 定理 16の測度版、q類似を与えよ20）。

20） q類似については geometric spreadの構造が詳しくわかれば [22]の手法が使えるかもしれない。
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8 文献案内

交差族全般に関する（代数的な手法も含む）概説としては [11]がよい。これは本稿
で扱わなかった極値構造の安定性も紹介している。組合せ論寄りの概説では [6, 23]が
ある。[28]は Erdős–Ko–Radoの定理の拡張や一般化を代数的に扱ったテキスト21）で、
本稿で省略した証明のいくつかが詳しく解説されている。[4]はこれより広い範囲の極
値集合論の話題に関する線形代数手法を扱っており、この分野の古典である。ただし
内容のほとんどは 1992年までに書かれた。より新しい話題（例えば半正定値計画法の
利用など）については [24]で補うとよいだろう。[46]は [4]が入手困難であった頃に、
そのごく一部を日本語で解説したものである。
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群環上の台τ傾加群
小境 雄太 ∗

概 要
本稿は, 2023年に開催された第 68回代数学シンポジウムにおいて著者が行った講演に

関する報告である.

謝辞
第 68回代数学シンポジウムにおける講演の機会をいただき，世話人の皆様に感謝申し上げま
す。特に，講演のご依頼をくださいました信州大学の花木章秀先生に心からお礼申し上げます。

1 はじめに
本稿では，第 68回代数学シンポジウムの著者の講演で解説した小塩遼太郎氏との共同研究に
よって得られた成果 [12]について解説・報告する。
有限群のモジュラー表現論において，ブルエ予想とよばれる重要な問題がある。これは，有
限群の群環のブロックの導来同値に関する予想であり，ブルエ予想が成り立つ例はいくつか確
認されているものの，未だ解決には至っていない。ブルエ予想は，群環のブロック上の，適当
な条件を満たす傾複体を構成することで解決されるが，傾複体を構成することは容易ではない。
一方で，近年，Adachi-Iyama-Reitenにより [1]において導入された台 τ 傾加群という，τ 傾理
論における重要な対象は，二項傾複体とよばれる良い性質をもった傾複体と一対一対応するた
め，群環上の台 τ 傾加群の豊富な構成や分類はブルエ予想の解決の糸口となる。さらに，群環
上の台 τ 傾加群は二項傾複体のみならず表現論的に重要なさまざまな対象と一対一対応下にあ
るため，台 τ 傾加群の構成や分類は，実質的には，対応する対象のそれを意味する。
本研究では，群環上の台 τ 傾加群を豊富に構成することで，ブルエ予想の解決の糸口を得る
と同時に，有限群のモジュラー表現論に関する τ 傾理論を発展させることを目的とする。

2 背景
本稿では，特に断らない限り，多元環とは代数的閉体 k上の有限次元多元環とし，多元環Λ

に対して，Λ-加群といったら，有限生成左Λ-加群を意味するものとする。また，有限生成左Λ-

加群の有界導来圏をDb(Λ)で表すことにする。
∗東京理科大学, kozakai@rs.tus.ac.jp
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有限群のモジュラー表現論とは，有限群Gと正標数 pをもつ体 kに対して，群環 kG上の加
群を研究することである。有限群のモジュラー表現論は，1930年代頃から始まり，現在に至る
まで，膨大な研究が行われてきた。群環 kG上の加群を調べることは，多元環としての kGの
直既約直和分解 kG = B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bnに対して，それぞれの直既約な多元環Bi上の加群を
考えることと同値である。この各Biを有限群 kGのブロックとよぶ。群環 kGのブロックのな
かでも，自明な 1次元 kG-加群 kG := k(

∑
g∈G g)を零化しない唯一のブロックは，主ブロック

とよばれ，多くのよい性質をもつと同時に，群環 kGの情報も多くもっている。
一方で，有限次元多元環Λ,Γに対して，Λ上の有界導来圏と Γ上のそれは三角圏の構造をも
つ。この 2つの有界導来圏が三角圏として同値なとき，Λと Γは導来同値という。以下に述べ
る，ブルエ予想は，この主ブロックの導来同値に関する予想であり，有限群のモジュラー表現
論において，長い間考えられている未解決問題である。
予想 2.1. 有限群Gおよび，Gのシロー p-部分群 P に対して，P が可換群であるならば，kG
の主ブロックB0(G)と P の正規化群 kNG(P )の主ブロックB0(NG(P ))は導来同値になるので
はないか？
有限群GとGのシロー p-部分群P に対して，P の正規化群NG(P )の群環 kNG(P )や，その主
ブロックB0(NG(P ))は，Gのそれらに比べて調べやすく，多くのことが知られている。一方で，
kGの主ブロックB0(G)が kNG(P )の主ブロックB0(NG(P ))が導来同値であると，B0(NG(P ))

のさまざまな情報がB0(G)に遺伝する。そのため，ブルエ予想が解決すると，比較的扱いやす
いB0(NG(P ))の情報を介してB0(G)の多くの情報が得られ，有限群のモジュラー表現論は劇
的に発展する。
与えられた 2つの有限次元多元環に対して，それらが導来同値であるかを調べる際，次の定
理は役立つ。
定理 2.2 ([16, THEOREM 6.4]). 有限次元多元環ΛおよびΓに関して，次の条件は同値である。
(1) Λと Γは導来同値である。

(2) ある射影Λ-加群の複体 T で次の条件を満たすものが存在する。

(a) HomDb(Λ)(T, T [i]) = 0が任意の i 6= 0で成り立つ。ここで，T [i]とは，T の i-シフトを
表す。

(b) T の直和を取る操作，直和因子を取る操作，写像錐 (mapping cone)を取る操作，シフ
トを取る操作により，Λと同型な複体を作ることができる (ただし，ここでいう同型は
Db(Λ)での同型である)。

(c) T の導来圏における自己準同型環の反転環 EndDb(Λ)(T )
opが Γと同型となる。

上記の定理の (2)の (a), (b),(c)を満たす射影加群の複体は傾複体とよばれる。（ちなみに，条
件 (a)の「任意の i 6= 0」を「任意の i > 0」で書き換えたものは，準傾複体 (silting complex)と
よばれる。）上記の定理より，多元環ΛとΓの導来同値をいうためには，Λ上の傾複体 T を構成
し，その自己準同型環の反転環EndDb(Λ)(T )

opが Γと同型となることを示すのが一般的である。
3章で述べるように，τ 傾理論の主役である台 τ 傾加群は，群環においては二項傾複体と一対
一対応する。ここで，二項傾複体とは，0次と−1次以外のホモロジーが消えているような傾複
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体のことをいう。したがって，群環上での台 τ 傾加群を豊富に与えることは，それ上の二項傾
複体を豊富に与えることにつながる。さらに，台 τ 傾加群は表現論的に重要な多くの対象と一
対一に対応する。したがって，群環上の台 τ 傾加群を分類することや，豊富に与えることはモ
ジュラー表現論を大きく発展させる。

3 τ傾理論
τ 傾理論は，2014年に [1]により導入された理論であり，傾理論の一般化である。これは，一
般の有限次元多元環に関する理論であり，この理論の主役は，台 τ 傾加群という，Auslander-

Reiten変換 τ を用いて定義される特別な加群である。台 τ 傾加群は，二項準傾複体や左有限な
半煉瓦，二項単純系をはじめとする表現論的に重要な多くの対象と一対一対応する。さらに，
群環や，そのブロック上の二項準傾複体は，二項傾複体と一致する。したがって，群環や，そ
のブロック上の台 τ 傾加群を分類することは，二項傾複体をはじめとする，多くの対象を分類
することと同義であり，先述のブルエ予想の解決策に繋がる。
定義 3.1 ([1, DEFINITION 0.1.]). (1) Λ-加群Mが τリジッドであるとは，HomΛ(M, τM) = 0

が成り立つときをいう。
(2) Λ-加群M が τ 傾加群であるとは，M が τ リジッドであり，|M | = |Λ| が成り立つときをい
う。(ただし，|M |はM の互いに非同型な直既約因子の個数を表す。特に，|Λ|は，単純Λ-

加群の同型類の個数と一致する。)

(3) Λ加群M が台 τ 傾加群であるとは，あるΛのべき等元 eが存在して，M がΛ/ΛeΛ-加群と
して τ 傾加群になるときをいう，

注意 3.2. 代数学シンポジウムの講演においては，上記の定義を使用せず，[2, Proposition 1.8]

で与えられた以下の同値な定義を採用した：
Λ-加群M が台 τ 傾加群であるとは，M が τ リジッドであり，|M | = s(M)が成り立つときをい
う。ただし，s(M)は，M の組成因子として現れる非同型な単純加群の個数を表す。
注意 3.3. Λが対称多元環であるとき，任意のΛ-加群M に対して，τM はΩ2M と同型となる。
特に，Λが群環やそのブロック多元環であるときにも，上記の同型は成り立つ。
以下，Λ-加群または Λ-加群の複体M,N に対して，addM によってM の有限直和の直和因
子全体を表し，M =add N は addM = addN を意味するものとする。この関係 “ =add ”は Λ-

加群上，またはΛ-加群の複体上の同値関係を与え，sτ -tilt Λによって，Λ上の台 τ 傾加群のこ
の同値関係に関する同値類，2-silt Λ, 2-tilt Λによって，それぞれΛ上の二項準傾複体，二項傾
複体のこの同値関係に関する同値類を表す。
以上の設定で，M,N ∈ sτ -tilt Λに対して，FacM によってM の有限直和の剰余加群全体を
表し，

M ≤ N :⇔ FacM ⊂ FacN

と定義することで，sτ -tilt Λは半順序集合の構造をもつ ([1, Section 2.4])。また，X,Y ∈ 2-silt Λ

に対して，
X ≤ Y :⇔ HomDb(Λ)(Y,X[i]) = 0 (∀i > 0)
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と定義することで，2-silt Λは半順序集合の構造をもつ ([3, THEOREM 2.11])。次の定理によ
り，上記の半順序集合が同型であることが示された。

定理 3.4 ([1, THEOREM 3.2]). 有限次元多元環Λに対して，2-silt Λと sτ -tilt Λは半順序集合
として同型である。この同型は，以下の対応で与えられる。

• 2-silt Λ 3 P • 7→ H0(P •) ∈ sτ -tilt Λ

• sτ -tilt Λ 3M 7→ (P−1 ⊕ P (f 0)−−−→ P 0) ∈ 2-silt Λ

ただし，H0(P •)は P •の 0次のホモロジー，(P−1 f−→ P 0)はM の極小射影分解 (· · · → P−1 f−→
P 0 →M)から得られる複体，P は射影Λ-加群で，HomΛ(P,M) = 0かつ |P |+ |M | = |Λ|とな
るものを表す。

注意 3.5. 対称多元環上の準傾複体と傾複体は一致する ([3, EXAMPLE 2.8.])。つまり，Λが対
称多元環や有限群の群環，そのブロックであるとき，上記の定理は，sτ -tilt Λと 2-tilt Λが半順
序集合として同型であることを意味する。したがって，群環やそのブロック上の台 τ 傾加群の
分類は，それら上の二項傾複体の分類と同義となる。

また，有限次元多元環Λに対して，Λ上の台 τ 傾加群は表現論的に重要な多くの対象と一対
一対応する。したがって，有限群の群環 kGに対して，それの上の台 τ 傾加群を構成・分類す
ることは，対応する表現論的な対象のそれらにもあたるため，kGの研究に役立つ。ここでは，
どのような対象と一対一対応があるかを紹介する。

定理 3.6 ([1, 7, 10, 15]). Λを有限次元多元環とする。sτ -tilt Λは次の集合と一対一対応下に
ある。

• 台 τ−1傾加群 (support τ−1-tilting module)の add-同値類の集合 sτ−1-tilt Λ

• 二項準傾複体 (two-term silting complex)の add-同値類の集合 2-silt Λ

• 二項余準傾複体 (two-term cosilting complex)の add-同値類の集合 2-cosilt Λ

• 関手的有限なねじれ類 (functorially finite torsion class)の集合 f-tors Λ

• 関手的有限なねじれ自由類 (functorially finite torsion-free class)の集合 f-torf Λ

• 左有限 (left finite)な半煉瓦 (semibrick)の集合 fL-sbrickΛ

• 右有限 (right finite)な半煉瓦の集合 fR-sbrick Λ

• 二項単純系 (two-term simple-minded collection)の集合 2-smd Λ

• Db(Λ)において length heartをもつ intermediate t-structureの集合 int-t-str Λ

• 左有限なΛ-modの広大部分圏 (wide subcategory)の集合 fL-wideΛ

• 右有限なΛ-modの広大部分圏 (wide subcategory)の集合 fR-wideΛ
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4 先行研究
群環上の台 τ 傾加群はまだまだ発展途上であるが，知られている結果もいくつかある。この
章では，それらの一部について簡単に紹介する。この章では kを正標数 pをもつ代数的閉体，G
を有限群とする。

4.1 群環 kGの τ傾有限性について
有限次元多元環Λ上の台 τ 傾加群の同型類が有限個しか存在しないとき，この多元環Λを τ

傾有限多元環 (τ -tilting finite algebra)という。τ傾有限多元環は，それ上の任意のねじれ類，お
よび，ねじれ自由類が関手的有限となるなどよい性質をもつ。まずは，群環 kGの τ 傾有限性
についての先行研究を紹介する。
群環 kGのブロックBおよびGの p-部分群Dに対して，自然な全射準同型

πD : B ⊗kD B → B(b1 ⊗ b2 7→ b1b2)

が分裂全射であるような最小位数をもつDが共役を除いて一意的に存在する。これをブロック
Bの不足群 (defect group)という。群環 kGのブロックBおよびその不足群Dに関しては次の
ことが知られている。

• kGの主ブロックの不足群はGのシロー p-部分群である。

• D = {e} ⇔ Bが単純環

• Dが非自明な巡回群 ⇔ BがBrauer tree多元環 ⇔ Bが単純環でなく有限表現型

• (p = 2として) D ∈ {クラインの四元群，二面体群，準二面体群，一般四元数群 } ⇔ B

がBrauer tree多元環でないBrauer graph多元環 ⇔ Bが tame表現型

• Dが上記のどれでもない ⇔ Bが無限表現型

上記の事実から，例えばGがシロー p-部分群に巡回群 (あるいは二面体群)をもつのであれ
ば，kGのブロックはBrauer tree多元環 (あるいはBrauer graph多元環)か単純環 (つまり行列
環)のいずれかになる。
kGのブロックBの不足群Dが巡回群であるならば，Bは有限表現型，すなわち直既約 kG-

加群の同型類が有限個しかないため，τ 傾有限多元環となる。特に，Gがシロー p-部分群 P に
巡回群をもてば，kGは τ 傾有限多元環である。(これは kGの任意のブロックの不足群は P に
含まれるため，巡回群となる。したがって，kGのすべてのブロックは有限表現型であるからで
ある。)

kGのブロックが tame表現型のときの τ 傾有限性については次のことが知られている。

定理 4.1 ([8, Theorem 16]). kGのブロックBが tame表現型 (つまりBの不足群がクラインの
四元群，二面体群，準二面体群，一般四元数群のいずれかになる)ならば，Bは τ 傾有限であ
る。すなわち，B上の台 τ 傾加群の個数は有限である。
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4.2 sτ-tilt kGの半順序集合としての構造について
3章で述べたように，kG上の台 τ 傾加群M1,M2に対して，

M1 ≤M2 :⇔ FacM1 ⊂ FacM2

と定めることで，sτ -tilt kG は半順序集合の構造をもつ。この章では，半順序集合としての
sτ -tilt kGの構造に関する先行研究を紹介する。
4.1章でも述べたように，kGのブロック B が非自明な巡回群を不足群にもつならば，B は

Brauer tree多元環となる。そのため，Brauer tree多元環の研究は，“ある意味”で巡回不足群
をもつブロックの研究ともいえる。（ここで “ある意味で”と書いたのは，有限群のブロックと
して実現されないBrauer tree多元環もあるからでである。）Brauer tree多元環の τ 傾加群の研
究に関しては，例えば次のものがある。

• Star型のBrauer tree多元環Bに対して，sτ -tiltBのハッセ図を与えるアルゴリズムが与
えられた [2]。

• Line型のBrauer tree多元環Bに対して，sτ -tiltBのハッセ図を与えるアルゴリズムが与
えられた [4]。

• kGのブロックBがBrauer tree多元環で e個の単純加群をもつとき，B上の台 τ 傾加群
の個数は，

(
2e

e

)
で与えられる [6, Theorem 1.1]。

有限群のブロックが τ 傾有限多元環であるときは次のことが知られている。

定理 4.2 ([13]). G,Hを有限群とし，Bを k[G×H]のブロックとする。このとき，Bが τ 傾有
限であるならば，ある kGまたは kHのブロックB′が存在し，sτ -tiltB ∼= sτ -tiltB′となる。

また，有限群GとGの正規部分群N に対して，誘導関手 IndGN が sτ -tilt kN と sτ -tilt kGの
同型を与える場合もある。

定理 4.3 ([11]). N がシロー p-部分群に巡回群をもち，G/N が p-群であるとする。このとき，
誘導関手により，sτ -tilt kN と sτ -tilt kGの半順序集合としての同型が与えられる：

IndGN := kG⊗kN − : sτ -tilt kN
∼=−→ sτ -tilt kG

また，有限群Gの正規部分群Nを適当にとることにより，sτ -tilt kGと sτ -tilt k[G/N ]が同型
となる場合もある。

定理 4.4 ([9]). N を Gの中心 Z(G)に含まれる Gの p-部分群とする。このとき，対応M 7→
M/J(kN)M により，半順序集合としての同型 sτ -tilt kG ∼= sτ -tilt k[G/N ]が与えられる。
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5 主結果
この章では，τ 傾理論に有限群のモジュラー表現論の道具を用いて得られた群環上の台 τ 傾
加群に関する結果を [12]に基づいて紹介する。
この章では，Gは有限群，N はGの正規部分群，kは正標数 pをもつ代数的閉体を表すもの
とする。また，IndGN : kN -mod→ kG-modにより誘導関手，ResGN : kG-mod→ kN -modによ
り制限関手を表す。
次の定理は，kG上の台 τ 傾加群の kN への制限に関するものである。

定理 5.1. kG上の台 τ 傾加群M が次の 2条件を満たすとする。

• M は相対N-射影的，すなわちM が IndGNRes
G
NM の直和因子として現れる。

• IndGNRes
G
NM ∈ addM

このとき，ResGNM は kN 上の台 τ 傾加群となる。さらに，kG上の台 τ 傾加群M1,M2が上記
の 2条件を満たし，M1 ≤M2となるとき，ResGNM1 ≤ ResGNM2が sτ -tilt kN で成り立つ。

次の定理を述べる前に，kN -加群XのG-不変性について定義する。kN -加群Xと g ∈ Gか
ら，次のように kN -加群 gXを構成できる。

• 集合としては gX = {gx | x ∈ X}で定める。

• n ∈ N の gx ∈ gXへの作用が次で与えられる：n · gx := g(g−1ngx)

この kN -加群 gXを用いて，kN -加群XのG-不変性を次のように定める。

定義 5.2. kN -加群XがG-不変であるとは，任意の g ∈ Gに対して，gX ∼= Xが成り立つとき
をいう。

次の定理は，定理 5.1の条件と同値な条件を与え，さらに誘導関手が sτ -tilt kNのある部分集
合から sτ -tilt kGのある部分集合への半順序同型を与えるものである。

定理 5.3. kG上の台 τ 傾加群M に対して，次の条件は同値である。

• M は相対N-射影的かつ IndGNRes
G
NM ∈ addM が成り立つ。

• あるG-不変な kN 上の台 τ 傾加群Xが存在して，M =add IndGNXが成り立つ。

• S ⊗k M ∈ addM が任意の単純 k[G/N ]-加群 Sについて成り立つ。

さらに，kG上の台 τ 傾加群で上記の同値条件を満たすものの全体（を “ =add ”で割ったもの）
を (sτ -tilt kG)⋆と表したとき，誘導関手 IndGN により (sτ -tilt kN)Gと (sτ -tilt kG)⋆の間の半順
序集合としての同型が与えられる：

IndGN : (sτ -tilt kN)G
∼=−→ (sτ -tilt kG)⋆

ただし，(sτ -tilt kN)GはG-不変な kN上の台 τ傾加群全体（を “ =add ”で割ったもの）を表す。
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以下に，上記の定理の証明のキーとなった定理を述べる。

定理 5.4 (フロベニウスの相互律). Gを有限群，Hをその部分群，Xを kG-加群，Y を kH-加
群とする。このとき，次の同型が成り立つ。

HomkG(X, Ind
G
HY ) ∼= HomkH(Res

G
HX,Y ),HomkG(Ind

G
HY,X) ∼= HomkH(Y,Res

G
HX)

定理 5.5 (マッキーの分解公式). Gを有限群，H,H ′をその部分群，M を kH-加群とする。こ
のとき，次の kH ′-加群としての同型が成り立つ。

ResGH′IndGHM
∼=

⊕
g∈H\G/H′

IndH
′

gHg−1∩H′Res
gHg−1

gHg−1∩H′gM

ここで，gM := {gm |m ∈M}とは，ghg−1 ∈ gHg−1の gm ∈ gM への作用が，ghg−1 · gm :=

g(hm)で与えられる k[gHg−1]-加群である。
特に，N := H = H ′がGの正規部分群で，M が kN -加群であるときは，次の kN -加群とし
ての同型が成り立つ。

ResGN Ind
G
NM

∼=
⊕
g∈G/N

gM

6 応用
この章でも，前章と同様に，特に断りがない限り，Gは有限群，N はGの正規部分群，kは
正標数 pをもつ代数的閉体を表すものとし，主定理の適用例をみる。

6.1 (G : N) = pnの場合の sτ-tilt kGと sτ-tilt kNの比較
まずは，モジュラー表現論でよく知られている事実をいくつか紹介する。

定義 6.1. k上 1次元ベクトル空間 kに対して，Gの各要素が恒等的に作用し，それを線形に拡
張したものは kG-加群になる。これを自明な kG-加群とよび，kGで表す。つまり，自明な kG-

加群 kGとは，Gの作用が次のように与えられる kG-加群である：

g · x := x (g ∈ G, x ∈ k)

注意 6.2. 自明な kG-加群 kGは k(
∑

g∈G g)と同型となる。また，dim kG = 1であるため，kG
は単純 kG-加群である。

一般に単純 kG-加群の同型類は複数個あるが，p -群については次のことが知られている。

命題 6.3. Qを p-群とする。このとき，自明な kQ-加群 kQは唯一の単純 kQ-加群である。

M1,M2を kG-加群とし，m1 ⊗m2 ∈M1 ⊗M2 =:M1 ⊗kM2および g ∈ Gに対して，g(m1 ⊗
m2) := gm1 ⊗ gm2と定めることで，M1 ⊗M2は kG-加群になる。これに関して，次の命題は
用意に証明できる。
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命題 6.4. kGを自明な kG-加群，M を任意の kG-加群としたとき，次の kG-加群としての同型
が成り立つ。

kG ⊗M ∼= M

以上の命題と定理 5.3を組み合わせることで次の定理を得る。

定理 6.5. G/N が p-群であるならば，誘導関手は次の半順序集合としての同型を引き起こす：

IndGN : (sτ -tilt kN)G
∼=−→ sτ -tilt kG

6.2 直既約 τリジッド kG-加群のヴァーテックスについて
次に，主定理の適用例として，直既約 τ リジッド kG-加群のヴァーテックスについて考察す
る。τ -リジット加群は次で定義される。

定義 6.6. Λを有限次元多元環とする。Λ-加群M が τ リジッドであるとは，次の条件が成り立
つときをいう：

HomΛ(M, τM) = 0

τ -リジット加群について次のことが知られている。

命題 6.7 ([1, PROPOSITION 2.17.]). Λを有限次元多元環，M を τ リジッドなΛ-加群とする。
このとき，あるΛ-加群Xが存在し，M ⊕Xが台 τ 傾加群となる。

次に直既約 kG-加群のヴァーテックス (vertex)についてみる。次に直既約 kG-加群のヴァー
テックスは次で定義される。

定義 6.8. Mを直既約 kG-加群とする。IndGQRes
G
QMが直和因子にMをもつようなGの p -部分

群Qが共役を除いて一意的に存在する。これを，M のヴァーテックスとよぶ。

直既約 kG-加群M に対して，M が射影加群であることと，M のヴァーテックスが自明な部
分群 {e}であることは同値である。直既約 kG-加群M のヴァーテックスのイメージとしては，
M が「どれくらい射影加群から離れているか？」という 1つの尺度を与えるものでもある。有
限群のモジュラー表現論において，与えられた加群のヴァーテックスを調べる研究は多く行わ
れてきた。定理 6.5と後にあげる事実を用いて，直既約 τ リジッド kG-加群のヴァーテックスに
関する次の定理を得た。

定理 6.9. 任意の直既約 τリジッド kG-加群のヴァーテックスがGのシロー p-部分群に真に含ま
れる必要十分条件は，(G : N) = pn (∃n ≥ 0)となるGの正規部分群N が存在することである。

証明に使った道具は以下の通りである。

• Ext1kG(kG, kG) 6= 0であるための必要十分条件は，Gの正規部分群Nで，それのGにおけ
る指数が pべきとなるものが存在することである (例えば [14, Chap. I, Corollary 10.13]

をご参照ください)。
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• kGの単純性より，HomkG(kG, τkG) ∼= HomkG(kG, τkG)が成り立つ。ここで，HomkG(kG, τkG)

は以下の商ベクトル空間を表す：

HomkG(kG, τkG)/{f ∈ HomkG(kG, τkG) | f は射影 kG-加群を経由する }

• 有限次元多元環ΛおよびΛ-加群M,M ′に対して，HomΛ(M, τM ′) ∼= DExt1Λ(M
′,M)が成

り立つ。(この同型はAuslander-Reiten dualityとよばれる。)

• 自明な kG-加群 kGはヴァーテックスにGのシロー p-部分群をもつ。
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[8] F. Eisele, G. Janssens, T. Raedschelders, A reduction theorem for τ -rigid modules. Math.

Z. 290 (2018), no. 3–4, 1377–1413.

[9] N. Hiramae, Reduction theorem for support τ -tilting modules over group algebras.

arXiv:2211.04030 (2023).

[10] S. Koenig, D. Yang, Silting objects, simple-minded collections, t-structures and co-t-

structures for finite-dimensional algebras. Doc. Math. 19 (2014), 403–438.

[11] R. Koshio, Y. Kozakai, On support τ -tilting modules over blocks covering cyclic blocks. J.

Algebra 580 (2021), 84–103.

[12] R. Koshio, Y. Kozakai, Normal subgroups and support τ -tilting modules. arXiv:2301.04963

(2023).

10



[13] Y. Kozakai, On τ -tilting finiteness of block algebras of direct products of finite groups. Bull.

Iranian Math. Soc. 49 (2023), no. 3, Paper No. 34, 9 pp.

[14] P. Landrock. Finite group algebras and their modules, volume 84 of London Mathematical

Society Lec- ture Note Series. Cambridge University Press, Cambridge, 1983.
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量子 Grothendieck環について
藤田 遼 (Ryo FUJITA)∗

概要
本稿における量子 Grothendieck 環とは，アフィン量子群の有限次元表現のなすモノイダル圏の

Grothendieck 環の量子変形として定義される非可換環を指す．これは標準基底 (canonical basis) と
呼ばれる良い基底を備え，既約表現の q 指標の決定アルゴリズムに関する予想（Kazhdan-Lusztig 型
予想）の定式化に用いられる．ADE 型アフィン量子群の場合には中島箙多様体上の偏屈層による標準
基底の幾何学的解釈があり，これを用いて Kazhdan-Lusztig 型予想が正しいことと標準基底に関する
種々の正値性が証明される．同等の幾何学的解釈が未だ知られていない残りの BCFG 型については，上
記 Kazhdan-Lusztig 型予想と正値性は未解決問題として残っていたが，最近になって団代数や量子群
の圏化理論との関係が明らかになり，この問題に関してもある程度の進展が見られた．本稿では David

Hernandez 氏，Se-jin Oh 氏，大矢浩徳氏との共同研究 [6, 5] に基づき，こうした最近の進展について述
べる．*1

1 アフィン量子群の有限次元表現論
まず，アフィン量子群の有限次元表現論の基礎事項について大雑把に説明する．

1.1 アフィン量子群の有限次元表現
アフィン量子群は複素有限次元単純 Lie代数 gの「量子アフィン化」にあたる代数系である．「量子アフィン
化」は「アフィン化」と「量子化」をあわせたものと理解される．ここで，Lie代数 gの「アフィン化」は，ルー
プ Lie代数 Lg := g⊗C C[z±1]の 1次元中心拡大として定義されるアフィン Lie代数 ĝ := Lg⊗CK（K は中
心元）を指す．これは C上の無限次元 Lie代数である．一方，Lie代数 gの「量子化」とは普遍包絡環 U(g)

の 1パラメータ変形として定義される量子群（量子包絡環）Uq(g)を指す．これは量子パラメータ q ∈ C× に
依存し，q = 1で普遍包絡環 U(g)を復元するような，非余可換 Hopf代数である．したがって，Lie代数 gの
「量子アフィン化」であるところのアフィン量子群 Uq(ĝ)は，アフィン Lie代数 ĝの普遍包絡環 U(ĝ)を量子
パラメータ q ∈ C× を用いて非余可換に変形して得られる Hopf代数である．アフィン量子群 Uq(ĝ)は可解格
子模型や量子可積分系など理論物理の文脈で導入された代数系であるが，純粋に表現論的な視点からも非常に
面白い研究対象である．本稿では特にその有限次元表現について論じる．
以下，量子パラメータ q ∈ C× は 1の冪根でないとし，Hopf代数 U ∈ {U(g), U(ĝ), Uq(g), Uq(ĝ)}の有限
次元（タイプ 1）表現のなす圏を RepU と書き表す．これは自然に C 線形モノイダル・アーベル圏を成す．
ここで「アフィン化」,「量子化」に伴って RepU の構造がどのように変化するかを見ておく．

∗ 京都大学数理解析研究所, e-mail: rfujita@kurims.kyoto-u.ac.jp
*1 なお，本稿は第 64回代数学シンポジウムにおける大矢浩徳氏の講演 [16]のその後にあたる内容を含んでいる．[16]では本稿で割
愛した量子 Grothendieck環とその標準基底の代数的構成の詳細も解説されている．
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まず，よく知られているように圏 RepU(g)はアーベル圏として半単純（任意の対象が既約対象の有限直和
に分解する）であり，モノイダル圏として対称 (symmetric)である．後者は，Lie代数の表現のテンソル積に
ついて，テンソル成分の単純な入れ替えによって異なる順序のテンソル積表現の間に表現としての自然な同型
が作れることから自明である．同様に，圏 RepU(ĝ)もモノイダル圏として対称である．しかし半単純性は失
われ，圏 RepU(ĝ)の対象の間には非自明な拡大が存在しうる．一方，圏 RepUq(g)では，逆に半単純性は保
たれるが，モノイダル圏としての対称性が失われる．これは量子群 Uq(g)が Hopf代数 U(g)の非余可換変形
であることから来ている．ただし，圏 RepUq(g)は組紐テンソル圏 (braided tensor category)ではある．す
なわち任意の V,W ∈ RepUq(g)について非自明な同型 RV,W : V ⊗W ≃−→ W ⊗ V が存在する．テンソル積
の非対称性とは RW,V ◦RV,W 6= idV⊗W を意味する．
このように，「アフィン化」はアーベル圏としての半単純性を失わせる方向に，「量子化」はモノイダル圏と
しての対称性を失わせる方向に変化をもたらす．このことから「量子アフィン化」，すなわち圏 RepUq(ĝ)に
おいてはアーベル圏としての半単純性とモノイダル圏としての対称性がともに失われていると想像され，実際
にそうなっている．表にまとめると以下のようになる．

圏 アーベル圏として モノイダル圏として
RepU(g) 半単純 対称
RepUq(g) 半単純 非対称
RepU(ĝ) 非半単純 対称
RepUq(ĝ) 非半単純 非対称

さらに言うと，圏 RepUq(ĝ)はモノイダル圏として組紐テンソル圏ですらない．実際，RepUq(ĝ)において

V ⊗W 6∼=W ⊗ V (1)

なる既約表現の組 (V,W )がたくさん存在する．その意味で，圏 RepUq(ĝ)は「非可換な」モノイダル圏であ
ると言える．このような状況において，「では，具体的に (1)のような非可換現象はいつ起こるのか?」という
問いは基本的であると思われる．後で圏 RepUq(ĝ)の団代数構造について述べるが，それはこの問いに部分的
な解答を与えるという点で重要である（後の注意 4.7を参照）．

1.2 Grothendieck環と q 指標
モノイダル圏を調べる上で Grothendieck環を考えることは基本的である．一般に，モノイダル・アーベル
圏 C = (C ,⊗)に対し，その Grothendieck環とは，アーベル圏としての Grothendieck群

K(C ) :=
⊕
X∈C

Z[X]

/〈
[X] = [Y ] + [Z],
if 0→ Y → X → Z → 0 exact in C

〉
に積を [X] · [Y ] := [X ⊗ Y ]と定義して得られる環であった．ただし，テンソル積 ⊗が関手として双完全であ
ることを仮定する．さらにもし圏 C の各対象が有限長の組成列を持つならば，既約対象の同型類のなす集合
irrC は K(C )の Z加群としての自由基底を与える．この基底に関する環 K(C )の構造定数はすべて非負整
数になる．これは，任意の対象 X,Y ∈ C について

[X] · [Y ] = [X ⊗ Y ] =
∑

L∈irrC

[X ⊗ Y : L][L]

と展開したときの係数 [X ⊗ Y : L]が組成重複度で与えられることから直ちに従う．
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例 1.1 (古典的な指標理論). 例として C = RepU(g) のときを考える．このとき，Grothendieck 環
K(RepU(g)) は表現の指標の成す環と同一視される．任意の表現 V ∈ RepU(g) に対して Cartan 部分
代数 h ⊂ gの作用に関するスペクトル分解を考えることでその指標 χ(V )が定まり，これは環の埋め込み

χ : K(RepU(g)) ↪→ Z[P ] = Z[y±1
i | i ∈ I]

を導く．ここで，I は gの Dynkin図形の頂点集合，P =
⊕

i∈I Z$i はウェイト格子，y = eϖi とした．さら
に，χの像はWeyl群不変式のなす部分環に一致する．なお，圏 RepU(g)の各既約表現はある支配的ウェイ
ト λ ∈ P+ :=

⊕
i∈I Z≥0$i を最高ウェイトに持つ最高ウェイト表現 V (λ)として構成され，これにより P+

と irr RepU(g)の間に 1:1対応がある．既約指標 χ(V (λ))はWeylの指標公式によって明示的かつ統一的に
書き下すことができることも思い出しておく．

さて，これ以降はアフィン量子群の有限次元表現のみを考えるので，

Cg := RepUq(ĝ)

とおく．圏 Cgに属する既約表現は，古典的な最高ウェイトによる分類（例 1.1）の類似で，̀ 最高ウェイトによ
る分類（`はループの意）が知られている [2]．これによれば，基本 `ウェイトの集合 {$i,a | i ∈ I, a ∈ C×}で
生成される可換自由モノイド P+ :=

⊕
i∈I,a∈C× Z≥0$i,a の各元 λに対し既約 `最高ウェイト表現 L(λ) ∈ Cg

が定まり，これにより集合 P+ と irrCg の間に 1:1対応がある．ここで基本 `ウェイト $i,a が Dynkin図形
の頂点 i ∈ I だけでなく，複素数 a ∈ C× との組でラベル付けられていることに注意する．このパラメータ
a ∈ C× はだいたいループ化変数 z の作用の固有値に対応するもので，スペクトル変数と呼ばれる．
古典的な指標 χの自然な類似として，各表現 V に対して量子ループ Cartan部分環 Uq(Lh)の作用に関す
るスペクトル分解を考えることで定まる q 指標 χq(V )がある．これは E. Frenkel–Reshetikhin [4] によって
導入され，環の埋め込み

χq : K(Cg) ↪→ Yg := Z[Y ±1
i,a | i ∈ I, a ∈ C×] (2)

を導くことが証明された．このことから特に，Grothendieck 環 K(Cg) は可換であることが従う．圏 Cg は
(1) の意味で非可換なモノイダル圏であったから，これは非自明な帰結である．圏のレベルでは非可換だが，
対象の間の拡大の情報を忘れた Grothendieck環のレベルでは可換になるというのである．

例 1.2 (g = sl2の場合). Va := L($a)を 2次元基本表現 (a ∈ C×)とすると，その q指標は χq(Va) = Ya+Y
−1
aq2

である．2つの基本表現 Va と Vb のテンソル積を考える．

• a/b 6∈ {q2, q−2}のとき，テンソル積は既約で，Va ⊗ Vb ∼= L($a +$b) ∼= Vb ⊗ Va となる．
• b = aq2 のとき，テンソル積は可約で，L := L($a +$aq2)とおいて 2つの短完全列

0→ C→ Va ⊗ Vaq2 → L→ 0, 0→ L→ Vaq2 ⊗ Va → C→ 0.

がある．両者はともに分裂せず，したがって Va ⊗ Vaq2 6∼= Vaq2 ⊗ Va であるが，Grothendieck環では
[Va] · [Vaq2 ] = [L] + 1 = [Vaq2 ] · [Va] となるから確かに可換である．またこの完全列から Lの q 指標は

χq(L) = χq(Va)χq(Vaq2)− 1 = YaYaq2 + YaY
−1
aq4 + Y −1

aq2Y
−1
aq4

と計算できる．

3



g = sl2（A1 型）のときは，Cg に属するすべての既約表現の指標が計算でき，明示的に書き下せる [1]．し
かし，A1 型でない一般の gについては，基本表現 L($i,a)や Kirilov–Reshetikhin加群のような特別なクラ
スを除いて，既約 q 指標を統一的に書き下すことは現時点ではできていない．特に，Weylの指標公式のよう
な明示公式は知られていない．こうした（特に表現のなす圏が非半単純であるような）状況における既約指標
の決定問題に対して，しばしば Kazhdan–Lusztig型のアプローチが有効である．これを次節で説明する．

2 量子 Grothendieck環
2.1 元来の Kazhdan–Lusztig理論
元来の Kazhdan–Lusztig理論は，複素単純 Lie代数 gの既約最高ウェイト表現の指標決定問題に関するも
のである．gの無限次元最高ウェイト表現を含むある良いアーベル圏O0（正確には BGG圏Oの主ブロック）
に属する既約表現は gのWeyl群によるラベル付け irrO0 = {Lw | w ∈ Wg}を持つ．その Grothendieck群
K(O0)には，既約表現のなす基底 {[Lw] | w ∈Wg}に加えて，Verma加群（普遍最高ウェイト表現）のなす
基底 {[Mw] | w ∈ Wg}が存在する．既約表現の指標を直接決定するのは難しいが，Verma加群の指標は簡単
にわかる．そこで組成重複度 [Mw : Lv]を求める問題を考える．
Kazhdan–Lusztig [13] は K(O0) ∼= ZWg と見て，群代数 ZWg の 1パラメータ変形として岩堀–Hecke環
Ht(Wg) =

⊕
w∈Wg

Z[t±1]Tw を考え，その standard 基底 {Tw | w ∈ Wg} からある条件で特徴づけられる
標準基底 (canonical basis) {Cw | w ∈ Wh}（Kazhdan–Lusztig 基底とも言う）を代数的に構成した．この
構成は標準基底の各元を standard 基底から帰納的に得るアルゴリズムを与え，特に 2 つの基底の間の変換
行列 (pw,v(t))が帰納的に計算できる．このとき「変換行列の係数 pw,v(t) ∈ Z[t]が特殊化 t = 1で組成重複
度 [Mw : Lv] に一致する」というのが Kazhdan–Lusztig 予想である．これは，「同一視 K(O0) ∼= ZWg を
Tw|t=1 = [Mw] (∀w ∈Wg)なるように取ったとき Cw|t=1 = [Lw] (∀w ∈Wg)となる」と言い換えられる．
予想自体はこのように代数的に定式化されるが，Beilinson–Bernsteinおよび Brylinski–Kashiwaraによる
その最初の証明には旗多様体の幾何を用いる必要があったことにも注意を向けておく．

2.2 量子 Grothendieck環とその標準基底
圏 Cg における既約 q 指標の決定問題に対して同様の Kazhdan–Lusztig型アプローチを考えたい．これが

Grothendieck環K(Cg)の 1パラメータ変形Kt(Cg)，すなわち量子 Grothendieck環を導入する動機である．
量子 Grothendieck環 Kt(Cg)は当初 gが ADE 型のときに Nakajima [14]および Varagnolo–Vasserot [15]

によって幾何を用いて構成され，後に Hernandez [7] が一般型の g に対して代数的構成を与えた．ここでは
Hernandezの流儀に従って，量子 Grothendieck環の代数的構成を大雑把に説明する．それは以下の可換図式
にまとめられる：

K(Cg)
χq∼=

⋂
i∈I KerSi ⊂ Yg = Z[Y ±1

i,a | i ∈ I, a ∈ C×]

Kt(Cg)

t=1

OO

:=
⋂
i∈I KerSi,t ⊂ Yg,t =

t=1

OO

(Yg ⊗ Z[t±1], ∗).

準同型 χq によって通常の Grothendieck 環 K(Cg) が Laurent 多項式環 Yg に埋め込まれることを思い出そ
う．そこでまず新たに変数 t1/2 を導入し Yg の非可換変形として量子トーラス Yg,t を考える．これは自由

4



Z[t±1/2]加群 Yg ⊗ Z[t±1/2] =
⊕

m∈Mg
Z[t±1/2]m（ここでMg ⊂ Yg は Y 変数たちの Laurent単項式の集

合）に適当な歪対称双線形形式 γ :Mg ×Mg → 1
2Zを用いて新たな積 ∗を

m ∗m′ := tγ(m,m
′)mm′

のように入れて定まる非可換環である．この双線形形式 γ は g の量子 Cartan 行列（Cartan 行列の 1 パラ
メータ変形）を用いて適切に定義される．次に量子 Grothendieck環を Yg,t の部分環として定義する．[4, 3]

により，χq の像は Yg の中でいわゆるスクリーニング作用素 Si (i ∈ I)の核の共通部分として記述できること
が知られている（これは例 1.1において χの像がWeyl群不変式環として書けたことの類似である）．そこで
この記述に倣って，スクリーニング作用素の t変形 Si,t を適切に定め，量子 Grothendieck環 Kt(Cg)をその
共通核 ⋂i∈I KerSi,t ⊂ Yg,t として定義する．各 i ∈ I について KerSi,t ⊂ Yg,t は Z[t±1/2]-部分代数として
簡単に書けるが，ここでは割愛する．
続いて量子 Grothendieck環の標準基底の構成を述べる. 圏 Cg においては，通常の Kazhdan–Lusztig理論
における Verma加群の対応物として，standard加群（または局所Weyl加群）と呼ばれる基本表現のテンソ
ル積

M(λ) := L($i1,a1)⊗ · · · ⊗ L($in,an)

を考える．ただし，順序 λ = $i1,a1 + · · ·+$in,an は k < lならば ak/al 6∈ qZ>0 なるようにとる．加群M(λ)

は L(λ) を唯一の単純商に持ち，集合 {[M(λ)] | λ ∈ P+} は Grothendieck 環 K(Cg) の Z 上の基底を成す.

その t類似として，量子 Grothendieck環Kt(Cg)の Z[t±1/2]上の standard基底 {Mt(λ) | λ ∈ P+}を

Mt(λ) := t−γ(m)Lt($i1,a1) ∗ · · · ∗ Lt($in,an)

によって定める．ここで，γ(m) :=
∑

1≤k<l≤n γ(Yik,ak , Yil,al) であり，Lt($i,a) は Kt(Cg) の元であって
Lt($i,a) = Yi,a + (ある変数 Yj,b の負冪を含む Laurent単項式の線形結合)という形に書けるものとして一意
的に決まる．この Lt($i,a)は特徴づけから帰納的に計算可能な元であり，Lt($i,a)|t=1 = χq(L($i,a))を満
たすことも分かる．したがって特に各 λ ∈ P+ についてMt(λ)も原理的に計算可能であって，Mt(λ)|t=1 =

χq(M(λ))を満たす．こうして得られた基底 {Mt(λ) | λ ∈ P+}を standard基底として，通常の Kazhdan–

Lusztig 理論のときと全く同じやり方で Kt(Cg) の標準基底 {Lt(λ) | λ ∈ P+} を構成することができる
(Nakajima [14], Hernandez [7])．標準基底の各元 Lt(λ)はしばしば既約 (q, t)-指標と呼ばれる．実際，gが
ADE 型のとき，Kazhdan–Lusztig予想の圏 Cg における類似として次が成り立つことが分かっている．

定理 2.1 (Nakajima [14], Kazhdan–Lusztig型予想). Lie代数 gが ADE 型のとき，任意の λ ∈ P+ につい
て等式

Lt(λ)|t=1 = χq(L(λ)) (3)

が成り立つ．

また，Lt(λ)が既約 q 指標 χq(L(λ))の t類似であるとすれば，ある種の正値性が期待される．実際，Lie代
数 gが ADE 型のとき，以下の 2つの正値性が成り立つことが分かっている．

定理 2.2 (Nakajima [14] + Varagnolo–Vasserot [15]). Lie代数 gが ADE 型のとき，以下が成り立つ：

(P1) 任意の λ ∈ P+ について，Lt(λ) ∈ Yg,t は Z≥0[t
±1/2]に係数を持つ；

(P2) 量子 Grothendieck環 Kt(Cg)の標準基底 {Lt(λ) | λ ∈ P+}に関する構造定数はすべて Z≥0[t
±1/2]に

属する.
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通常の Kazhdan–Lusztig予想の最初の証明が幾何学的だったのと同様に，上記定理 2.1 & 2.2の証明には
中島箙多様体の幾何を用いる．この幾何学的手法は今のところ ADE 型の場合にしか適用できない．しかし，
標準基底は gの型に関わらず代数的に定義されるので，もちろん以下の予想が立つ．

予想 2.3 (Hernandez). 定理 2.1 & 2.2 の主張は一般の単純 Lie 代数 g について（特に BCFG 型のときに
も）正しい．

2.3 主定理
本稿の主定理は予想 2.3を部分的に解決する以下の結果である．

定理 2.4 ([6, 5]). 定理 2.2，すなわち量子 Grothendieck環Kt(Cg)の標準基底に関する正値性 (P1)と (P2)

は一般の単純 Lie代数 gについて正しい．また，等式 (3)は少なくとも以下の 2つの場合について正しい：

(ア) gが B 型のとき（任意の λ ∈ P+ に対して），
(イ) L(λ)が「到達可能 (reachabe)」のとき（任意型の gに対して）．

ここで，到達可能性は団代数の圏化理論から来る術語であり，4節で説明される（定義 4.6を参照）．我々の
証明は幾何を直接的には用いないが，代わりに団代数の理論や量子群の圏化理論などを援用する．本稿の残り
の部分で，この定理 2.4の証明の概略を説明する．

3 異なる型の量子 Grothendieck環の間の同型
3.1 同型 Ψ

定理 2.4の証明の鍵となるのが，次に述べる事実である．

定理 3.1 ([6]). Lie代数 gは BCFG型とする．このとき Z[t±1/2]-代数の同型

Ψ: Kt(Cg)
≃−→ Kt(Cg̃)

であって標準基底を標準基底に写すものが存在する．ただし，g̃は gを展開 (unfolding)して得られる ADE

型 Lie代数であり，具体的には以下の Dynkin図形の対応で与えられる：

g g̃

Bn
2 2 2 1

· · ·

Cn
1 1 1 2

· · ·

F4

2 2 1 1

G2

3 1

A2n−1
· · ·
· · ·

Dn+1 · · ·

E6

D4

ここで，左辺のDynkin図形の各頂点 iの上に青字で記した整数 di ∈ {1, 2, 3}は対称化数，すなわち (cij)i,j∈I

を gの Cartan行列としたとき dicij = djcji (∀i, j ∈ I)を満たす数である．感覚的な言い方になるがこれを
Dynkin図形の「厚み」とみなして「厚い」部分をスライスすることで右辺の ADE 型 Dynkin図形が得られ
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る仕組みになっている．もう少し正確に言えば，gの Dynkin図形における頂点 i ∈ I が g̃の Dynkin図形に
おいて青い矢印で示した自己同型でうつり合う di 個の頂点に分かれる．

定理 3.1の同型 Ψによって，BCFG型の量子 Grothendieck環と ADE 型の量子 Grothendieck環が直接
的に結びつく．ADE 型量子 Grothendieck環においては中島箙多様体の幾何を用いて標準基底が良い性質を
持つことがすでに示されており，同型 Ψを介してそうした良い性質が BCFG型へと伝播する．この事実が
主定理 2.4の証明の肝心な部分である．例えば，ADE 型の量子Grothendieck環の構造定数の正値性 (P2)は
すでにわかっているので，直ちに次が従う．

系 3.2 (正値性の伝播). gが BCFG型のときも，構造定数の正値性 (P2)は正しい．

本稿では定理 3.1の証明の詳細については立ち入らないが，少しだけコメントをしておく．同型 Ψの構成
は，量子 Grothendieck環 Kt(Cg)の生成元と関係式による上手い表示を見つけ，それを Kt(Cg̃)の表示と比
較して一致することを確かめることによる．したがって構成は純代数的である．しかし，その上手い表示を得
るために，圏 Cg のコア部分圏と呼ばれる良い部分圏が gに付随する Lie群の極大冪単部分群の量子座標環の
圏化を与えるという事実などを用いる．*2

3.2 B 型における Kazhdan–Lusztig型予想の証明 (= 同型 Ψ|t=1 の圏化)

次に B 型における Kazhdan–Lusztig型予想をどのように証明するか簡単に述べる．これは一言で言えば，
同型 Ψに対応する圏の間の関係性を見出すことよってなされる．gが Bn 型のとき g̃は A2n−1 型であるが，
以下ではこの型を強調して Cg = CBn

,Cg̃ = CA2n−1
のように書くことにする．Kashiwara–Kim–Oh による

次の結果は，実際に圏 CBn
の CA2n−1

の間に強い関係性があることを示していた．

定理 3.3 (Kashiwara–Kim–Oh [10]). (g, g̃) が (Bn, A2n−1) 型のとき，T を GL 型アフィン Hecke 環の表
現たちから生じる適当なモノイダル圏として，2つのモノイダル完全関手

CBn
← T → CA2n−1

, (4)

が存在する．これらは環同型
F : K(CBn) ' K(CA2n−1)

を導き，既約表現の同型類の 1:1対応を与える．

我々は定理 3.3の同型 F と定理 3.1の同型 Ψを比較することで以下の結果を得た．

定理 3.4 ([9, 6]). 以下の図式は可換である：

Kt(CBn)
Ψ //

t=1

��

Kt(CA2n−1)

t=1

��
K(CBn

)
F // K(CA2n−1

).

特に gが B 型のとき，任意の λ ∈ P+ について等式 (3)は正しい．

*2 コア部分圏については第 67回代数学シンポジウムの直井克之氏の講演 [17]でも解説されている．
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同型 F と同型 Ψの構成は独立であり，したがって定理 3.4が非自明な主張であることに注意する．

注意 3.5. gが CFG型の場合には定理 3.3のような圏の間の関係性は現時点で知られていない．コア部分圏
と呼ばれる圏 Cg の部分圏に制限すれば類似の結果がある（例えば [17] を参照）のだが，残念ながらそれは
Kazhdan–Lusztig型予想を解決するためには十分でない．

4 量子団代数を用いた解釈
本節では到達可能表現に対する Kazhdan–Lusztig予想をどのように証明するか説明する．これは圏 Cg の
良い部分圏が団代数のモノイダル圏化を与えているという事実を本質的に用いて証明される．そこでまずその
良い部分圏 C−

g ⊂ Cg を導入する．

4.1 Hernandez–Leclercの部分圏 C −
g

パリティ関数 ε : I → {0, 1}であって，Dynkin図形において iと j が隣接するならば εi ≡ εj +min(di, dj)

(mod 2) を満たすものを一つ固定する．そのようなパリティ関数の選び方は 2通りしかなく，取り方の違い
は以下の議論において本質的でない．

定義 4.1 (Hernandez–Leclerc [8]). 圏 C−
g を圏 Cg の Serre部分圏として以下の条件で定義する：

L(λ) ∈ C−
g ⇐⇒ λ ∈ (P+)− :=

⊕
i∈I,k∈Z≥0

Z≥0$i,q−εi−2k .

圏 C−
g は圏 Cg のモノイダル部分圏であるが，これは次の事実により圏 Cg のモノイダル圏としての情報を

本質的にすべて含んでいると言える．

命題 4.2. 圏 Cg の任意の素 (prime)な既約表現は, 適切にスペクトル変数シフト σc : L($i,a) 7→ L($i,ca)を
施せば圏 C−

g に入る．（ここで既約表現が素であるとは 2つ以上の非自明な既約表現のテンソル積と同型にな
らないことをいう．）

4.2 団代数と箙の変異
モノイダル圏 C−

g はある団代数 (cluster algebra)のモノイダル圏化を与える．その意味を説明するために，
ここで団代数についての予備知識をごく簡単に述べておく．
ループおよび有向 2サイクルを持たない箙 Qに付随して，団代数 A(Q)が定義される．これは有理関数体

Q(xi | i ∈ Q0)の部分環である．ここで Q0 は箙 Qの頂点集合である．本稿では団代数 A(Q)の具体的な定
義などについては立ち入らない．後で必要となる以下の事実だけを押さえておく．

• A(Q)は団単項式 (cluster monomial)からなる Z上線形独立な部分集合 CMを持つ．
• 集合 CMの極大積閉部分集合は「団」と呼ばれる*3．例えば変数 xi (i ∈ Q0)たちの単項式のなす集合
{
∏
i∈Q0

xni
i | (ni) ∈ Z⊕Q0

≥0 }は 1つの「団」であり，これを「初期団 (initial cluster)」と呼ぶ．任意の

*3 普通，団 (cluster)といえばそのような極大積閉部分集合の中の既約元（団変数）の集合の方を指すので，ここでの「団」の用法は
その意味で正しくない．その弁解の意も込めて「」をつけている．
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「団」は「初期団」から変異 (mutation)と呼ばれる Q(xi | i ∈ Q0)上の双有理変換を有限回合成して得
られる．

• 変異はまた箙の変異と呼ばれる組合せ論的手続きを伴って帰納的に定義される．一般に，箙 Qの頂点
k ∈ Q0 における変異は，以下の 3つの操作からなる：
(1) 各部分箙 (i→ k → j) ⊂ Qごとに新しい矢 i→ j を加える；
(2) 頂点 k に接するすべての矢の向きを反転する；
(3) 2サイクルを生じた場合，それを取り除く．

j

��

j

��

GG j

��

GG j

(1)⇝ (2)⇝ (3)⇝

i // k

WW

i // k

WW

i oo k
��

i oo k
��

これによって得られた箙を µkQと書く．このとき，団代数の定義より以下のような可換図式がある：

Q(xi)i∈Q0

変異−−→ Q(xi)i∈Q0

⊂ ⊂

A(µkQ)
≃−→ A(Q)

⊂ ⊂
CM

1:1←→ CM.

(5)

有理関数体 Q(xi | i ∈ Q0) = FracZ[x±1
i | i ∈ Q0]を適当な量子トーラスの分数体に置き換えることによっ

て，量子団代数 At(Q)の概念も定義される．もちろん図式 (5)の t類似も存在する．

4.3 モノイダル圏化定理とその量子化
定義 4.3 ([8]). 単純 Lie代数 gに付随して，（無限）箙 Γ−

g を次で定める：

• 頂点集合 (Γ−
g )0 := {(i,−εi − 2k) | i ∈ I, k ∈ Z≥0},

• 矢はすべて重複度 1であり，(i, p)→ (j, s)⇐⇒ cij 6= 0 & s− dj = p− di + dicij．

例 4.4 (A3 型 & B2 型).

A3 型 : (i \ p) · · · −13 −12 −11 −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0

1 · · · • dd •// dd •// dd •// dd •// dd •/ / dd •// dd

2 · · · •// dd
zz •// dd

zz •// dd
zz •// dd

zz •// dd
zz •// dd

zz •//

3 · · · • zz •// zz •// zz •// zz •// zz •/ / zz •// zz

B2 型 : (i \ p) · · · −13 −12 −11 −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0

1 · · · •// dd •// dd •// dd

2 · · · ss •// kk •// ss •// kk •// ss •// kk •// •//

1 · · · • z z •// zz •// zz •// zz

以上の準備の下で，圏 C−
g に関するモノイダル圏化定理を述べることができる．

定理 4.5 (Kashiwara–Kim–Oh–Park [12], Hernandez-Leclerc 予想 [8]). 圏 C−
g は団代数 A(Γ−

g ) のモノイ
ダル圏化を与える，すなわち次のような同型がある：

η̄g : A(Γ−
g )

≃−→ K(C−
g )

⊂ ⊂

CM ↪→ irrC−
g .
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定義 4.6. η̄g(CM)に属する既約表現は到達可能 (reachable)であるという．

注意 4.7. 1つの「団」に属する到達可能表現たちの任意のテンソル積は既約となり，したがってそれらは特
にテンソル積に関して可換な既約表現の族を成す．こうして得られる既約表現の可換族は極大な族であるこ
とも知られている ([11])．その意味で定理 4.5は圏 Cg における既約表現のテンソル積がいつ可換になるかを
（少なくとも部分的に）記述するものだと思うことができる．

我々はモノイダル圏化定理 4.5の t類似にあたる次の主張を証明した．

定理 4.8 ([5]). 団代数 A(Γ−
g )は量子団代数 At(Γ

−
g )にアップグレードされ，

ηg : At(Γ
−
g )

≃−→ Kt(C−
g )

⊂ ⊂

CMt ↪→ {Lt(λ)}λ∈(P+)−

なる Z[t±1/2]-代数の同型 ηg であって， ηg|t=1 = η̄g を満たすものが存在する．

系 4.9. 等式 (3)は任意の到達可能な既約表現 L(λ)について正しい.

定理 4.8の証明には，同型 Ψの団代数解釈（以下の定理 4.10）を本質的に用いる．

4.4 同型 Ψの量子団代数を用いた解釈
以下，gをBCFG型 Lie代数， g̃をその展開 ADE 型 Lie代数とする．先述の同型Ψ（の制限）はKt(C−

g )

とKt(C
−
g̃
)の同型を導く．

定理 4.10 ([5]). ある変異の（無限）列から決まる量子団代数の間の同型 Φ: At(Γ
−
g )

≃−→ At(Γ
−
g̃
) であって，

次の図式を可換にするものが存在する：

At(Γ
−
g )

Φ //

ηg

��

At(Γ
−
g̃
)

ηg̃
��

Kt(C−
g )

Ψ // Kt(C
−
g̃
).

例 4.11. 例えば (g, g̃)が (B2, A3)型のときを考える．箙 Γ−
A3
から出発して

· · · • cc •// cc ⋆// cc •// cc •// cc •// cc ⋆// cc

· · · •// cc
{{ •// cc

{{ •// cc
{{ •// c c

{ { •// cc
{{ •// cc

{{ •//

· · · ⋆
{{

•// {{ •// {{ •// {{ ⋆//
{{

•// {{ •// {{

⋆でマークされた頂点にて変異を施すと，
· · · • cc • ((// ⋆oo

##
•oo cc •// cc •// ⋆oo

##· · · • {{ •// cc

;;

• cc •//
##

{ { • {{ •// cc

;;

•

· · · 88⋆
;;

•oo {{ •// {{ •// 66⋆oo

;;

•oo {{ •// {{

を得る．これは箙 Γ−
B2

· · · •// cc •// cc •// cc

· · · ⋆ ss •// kk •// ss ⋆// kk •// ss •// kk ⋆// •//

· · · // • {{ •// {{ •// {{ •// {{
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に一致する．

4.5 応用：置換公式
主定理 2.4の証明とは直接関係ないが，定理 4.10の応用として，次のような興味深い結果が得られる．

定理 4.12 ([5]). Q(t1/2)上の斜体の同型 Ψ̃ : Frac(Yg,t)
≃−→ Frac(Yg̃,t) であって，次の図式を可換にするも

のが存在する：
Frac(Yg,t)

⊂

Ψ̃ // Frac(Yg̃,t)

⊂

Yg,t
⊂

Yg̃,t

⊂

Kt(Cg)
Ψ // Kt(Cg̃).

特に，同型 Ψ̃は既約 (q, t)-指標の 1 : 1対応を導く．(g, g̃)が (Bn, A2n−1)型のときは，Ψ̃|t=1 は既約 q-指標
の 1 : 1対応を導く．

例 4.13. 再び (g, g̃)が (B2, A3)型のときを考える．先述の例 4.11から，以下の双有理変換が得られる．

Ψ̃|t=1(Yi,p) =



Y1,−3−8mY1,−1−8m if (i, p) = (1,−3− 12m),

Y1,−5−8m if (i, p) = (1,−7− 12m),

Y1,−7−8m if (i, p) = (1,−11− 12m),

Y2,−8m if (i, p) = (2,−12m),

Y2,−2−8mY
−1
1,−1−8m + Y1,−3−8m if (i, p) = (2,−2− 12m),

(Y −1
1,−1−8m + Y −1

2,−2−8mY1,−3−8m)−1 if (i, p) = (2,−4− 12m),

Y2,−4−8m if (i, p) = (2,−6− 12m),

Y3,−7−8m + Y2,−6−8mY
−1
3,−5−8m if (i, p) = (2,−8− 12m),

(Y −1
2,−6−8mY3,−7−8m + Y −1

3,−5−8m)−1 if (i, p) = (2,−10− 12m),

Y3,−1−8m if (i, p) = (1,−1− 12m),

Y3,−3−8m if (i, p) = (1,−5− 12m),

Y3,−7−8mY3,−5−8m if (i, p) = (1,−9− 12m).

ここでm ∈ Zであり，簡単のため Yi,p := Yi,qp とおいた．例えば，B2 型の 5次元基本表現の q-指標

χq(LB2($1,q−7)) = Y1,−7 + Y2,−6Y2,−4Y
−1
1,−3 + Y2,−6Y

−1
2,−2 + Y1,−5Y

−1
2,−4Y

−1
2,−2 + Y −1

1,−1

は変換 Ψ̃|t=1 の下で，

Y1,−5 +
Y2,−4

(Y −1
1,−1 + Y −1

2,−2Y1,−3)Y1,−3Y1,−1

+
Y2,−4

Y2,−2Y
−1
1,−1 + Y1,−3

+
Y3,−3(Y

−1
1,−1 + Y −1

2,−2Y1,−3)

Y2,−2Y
−1
1,−1 + Y1,−3

+ Y −1
3,−1

= Y1,−5 + Y2,−4

Y −1
1,−3Y

−1
1,−1 + Y −1

2,−2

Y −1
1,−1 + Y −1

2,−2Y1,−3

+ Y3,−3Y
−1
2,−2 + Y −1

3,−1

= Y1,−5 + Y2,−4Y
−1
1,−3 + Y3,−3Y

−1
2,−2 + Y −1

3,−1

に写る．これは A3 型の 4次元基本表現の q 指標 χq(LA3($1,q−5))にほかならない．
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頂点代数とモジュラー微分方程式
有家 雄介 ∗

鹿児島大学教育学部

1 はじめに
頂点作用素代数 V の既約加群M =

⊕∞
n=0Mh+nの指標

ZM(τ) = trM qL0−c/24 =
∞∑
n=0

dimMh+nq
n−c/24

を考える. ここで, cは V の中心電荷, hは共形ウエイトとよばれる有理数
で, Mh+nは次数作用素 L0に関する有限次元の固有空間である. Y. Zhu

([17])は V が有理的かつC2-cofiniteとよばれる条件を満たすとき, 既約加
群の指標 ZM は q = e2π

√
−1τ とおくと τ の関数として複素上半平面Hに

おいて正則であり，既約加群の指標で張られる空間は変換

ZM(τ) 7→ ZM

(
aτ + b

cτ + d

)
,

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

により不変であることを証明した. この証明の重要なステップとして, 解
空間が指標の張る空間を含む微分方程式が存在することが示されている
([6, 17])．ここで現れる微分方程式はモジュラー微分方程式とよばれて
いる.

正整数 dに対して，その指標が d階のモジュラー微分方程式の解とな
るような頂点作用素代数はどのくらい存在するか，という問題を考える．
d = 1のときは解は定数しかないので，対応する頂点作用素代数は自明なも
のに限る．d = 2の場合には，対応する頂点作用素代数は，中心電荷−22/5
のヴィラソロ頂点作用素代数と単純リー代数A1, A2, G2, D4, F4, E6, E7, E8

∗arike@edu.kagoshima-u.ac.jp
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に付随するレベル 1のアフィン頂点作用素代数であることが [13, 14]にお
いて示されている．
d = 3の場合には対応する頂点作用素代数は無限個現れることが知られ
ている ([2])．そこで，ウエイト 1の空間が自明であるようなものだけを
考えると，中心電荷の候補は有限個となり，すべてリストアップできる
([3, 7, 8, 15, 16])．さらに，中心電荷が 164/5と 236/7の場合を除いて対
応する頂点作用素代数の候補も見つかっている ([8, 15, 16])．
本稿では，どのように中心電荷の方法のリストが得られるかを解説し，
さらに中心電荷 164/5と 236/7の場合に，対応する C2-cofiniteかつ有理
的な頂点作用素代数が存在しないことの証明について解説する．

2 モジュラー微分方程式
この節ではモジュラー微分方程式の定義を紹介し, その基本的な性質に
ついて述べる. 以下

S =

(
0 −1
1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
とする．
ウエイト 2kの Eisenstein級数を

E2k(τ) = 1− 4k

B2k

∞∑
n=0

σ2k−1(n)q
n, q = e2π

√
−1τ , τ ∈ H

とする. ここで B2kはベルヌーイ数, σm(n) =
∑

d|n d
m, Hは複素上半平

面とする. ウエイト kのセール微分Dkを

Dk = q
d

dq
− k

12
E2(τ)

とし, その合成を
Dp
k = Dk+2(p−1) ◦ · · · ◦Dk+2 ◦Dk

で定める.

定義 1. 微分方程式

Dp
0f(τ) +

p−2∑
i=0

Pi(τ)D
i
0f(τ) = 0

2



は Pi(τ)がウエイト 2(p− i)のモジュラー形式のとき, モジュラー微分方
程式とよばれる.

一般にモジュラー微分方程式の解空間は変換

f(τ) 7→ f |0γ(τ) =
(
aτ + b

cτ + d

)
, γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

により不変であって, q = 0にのみ確定特異点を持つ確定特異点型の微分
方程式となることが知られている ([11]).

3 頂点作用素代数とその指標
この節では頂点作用素代数とその加群の指標について説明する．ただ
し，頂点作用素代数の解説については，指標を定義するために必要な条
件に絞って説明するので，正確な頂点作用素代数の定義や例については，
[10]や [12]を参照のこと．
次数付きベクトル空間V =

⊕
n=0 Vnと線形写像Y : V → End(V )[[z, z−1]]，

および真空ベクトルと呼ばれる元 1 ∈ V0 とヴィラソロ元 ω ∈ V2 の組
(V, Y, 1, ω)が頂点作用素代数であるとは，以下の公理を満たすことである．

• 任意のa, b ∈ V に対してあるN > 0が存在して，Y (a, z)b ∈ V [[z]]zN .

• 任意の a, b ∈ V に対してN > 0であって

(z − w)NY (a, z)Y (b, w) = (z − w)NY (b, w)Y (a, z)

となるものが存在する．

• Y (1, z) = idV , Y (a, z)1 = a+ V [[z]]z (a ∈ V ).

• Y (ω, z) =
∑

n∈Z Lnz
−n−2とするとき，

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
m3 −m

12
δm+n,0c (1)

が成り立つ．ここで c ∈ Cであり，cを V の中心電荷という．

• [L−1, Y (a, z)] =
d

dz
Y (a, z) (a ∈ V ).
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• Vn = {a ∈ V | L0v = nv}, dimVn <∞.

次数 0の空間が 1次元，すなわち V0 = C1となるとき，V はCFT型であ
るという．
頂点作用素代数 V の加群とは，ベクトル空間M と線形写像 YM : V →

End(M)[[z, z−1]]の組であって然るべき条件を満たすものである．ここで，
YM(ω, z) =

∑
n∈Z L

M
n (z−n−2)とすると，LMn たちはV と同じ中心電荷 cの

関係式 (1)を満たす．加群M が既約であれば，ある複素数 h ∈ Cが存在
して，

M =
∞⊕
n=0

Mh+n, Mh+n = {v ∈M | L0v = (h+ n)v}, dimMh+n <∞

となる．ここで現れる hをMの共形ウエイトという．また，既約加群M

の指標を以下で定義する．

ZM =
∞∑
n=0

dimMh+nq
n+h−c/24.

ここで，qは不定元とする．
頂点作用素代数V が有理的であるとは，すべての加群が完全可約である
ことをいう．また，V がC2-cofiniteであるとは，V の部分空間C2(V ) =

span{a−2b | a, b ∈ V } (ただし Y (a, z) =
∑

n∈Z anz
−n−1とする)による商

空間V/C2(V )が有限次元であることを言う．頂点作用素代数がC2-cofinite

ならば様々なよい性質が成り立つ．本稿に関係する性質としては

• 既約加群は有限個 ([17])．

• 中心電荷 cと共形ウエイト hは有理数 ([1])．

• すべての既約加群の指標を解に持つようなモジュラー微分方程式が
存在する ([6, 17])．

• ZM(τ)をZM において q = e2π
√
−1τ (τ ∈ H)とおいたものとすると，

ZM(τ)はH上の正則関数を定める ([17])．

さらに頂点作用素代数 V がC2-cofiniteかつ有理的であれば，既約加群
の指標のモジュラー不変性が成り立つ．
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定理 1 ([17]). 頂点作用素代数 V がC2-cofiniteかつ有理的であるとする．
また，M0, . . . ,M dを V の既約加群の完全代表系とする．このとき，

ZM i |0γ(τ) =
d∑
j=0

γijZMj(τ), γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

を満たす複素数 γijが存在する.

4 3階のモジュラー微分方程式と頂点作用素代数
この節では，C2-cofiniteかつ有理的なCFT型の単純頂点作用素代数で
その指標が 3階のMLDEの解になるようなものの分類について説明する．

§1 でも紹介したように，指標が 2階のモジュラー微分方程式の解にな
るような頂点作用素代数はその中心電荷の候補が有限個になるが，指標
が 3階のモジュラー微分方程式の解になるようなCFT型の頂点作用素代
数は無限個存在することが知られている．例えば，Bℓ型のレベル 1のア
フィン頂点作用素代数の指標はそのランクによらず 3階のモジュラー微
分方程式の解になる ([2])．そこで，追加の条件として，頂点作用素代数
V の次数 1の部分空間が {0}であることを仮定する．このとき，V の指
標ZV (τ)は q−c/24(1+mq2+ · · ·)と表せる．これを 3階のモジュラー微分
方程式

D3
0(f) + xE4(τ)D0(f) + yE6(τ)f = 0

に代入して最初の 3つの項の係数を比較すると，

576cx− 13824y + c3 + 12c2 = 0, (2)

480cx+ 24192y − c2 − 24c = 0 (3)

および，

c3m− 132c2m− 864c2 + 576cmx+ 5760cm

+ 1244160cx− 41472c− 27648y − c2 − 24c = 0 (4)

を得る．(2)と (3)から

x =
−7c2 − 80c+ 96

5952
, y =

5c3 + 66c2 + 144c

214272
(5)
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となる．これを (4)に代入して整理すると，有理数 cと正整数mの関係式

70c3 − 1496m− c2(2m− 955) + 2c(55m+ 1195) = 0

が得られる．この方程式を満たす組 (c,m) ∈ Q×Z>0は 41個あることが
わかる ([3, §4])．それぞれの cに対して (5)を用いて対応するMLDEを
決定し，その ZV (τ)に対応する解の係数を求め，高い次数の係数として
分数や負の数が現れるものを除外すると表 1の cのリストが得られる．ま
た，2つを除いた (c,m)に対して，対応する頂点作用素代数が見つかって
いる ([3, 8, 16])．

表 1: c,mと対応するVOAの候補
c m VOA

−68/7 1 c2,7
−44/5 2 c⊗2

2,5

1/2 1 c3,4
8 156 V +√

2E8

16 2296 V +
BW16

47/2 96256 V B♮
Z

24 196884 V ♮

32 139504 ©
164/5 90118 ×
236/7 63366 ×
40 20620 ©

表 1のVOAの欄について説明しよう．cp,qは中心電荷 cp,q = 1− 6(p−q)2
pq

のヴィラソロ頂点作用素代数である．c⊗2
2,5は中心電荷 c2,5 = −22/5のヴィ

ラソロ頂点作用素代数の 2つのテンソル積を表す．V +
L は正定値偶格子か

ら構成される格子頂点作用素代数の，格子の −1倍から誘導される自己
同型による固定点代数を表す．BW16はランク 16の Barnes-Wall格子で
ある．V B♮

Zはベビーモンスター頂点作用素超代数の偶部分，V ♮はムー
ンシャイン頂点作用素代数である．©は，ランク 32と 40の extreamal

unimodular格子 Lの V +
L を拡大して得られる代数である1．

以下の定理が本稿の主定理である．
1講演では©に対応するVOAは予想されているだけで知られていない，と述べたが

それは誤りで，実際に構成されて指標も計算できる．ご指摘いただいた島倉裕樹氏に感
謝する．
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定理 2 ([4]). 表 1の c = 164/5と 236/7に対応する C2-cofiniteかつ有理
的な頂点作用素代数は存在しない．

5 解の表示とモジュラー変換
この節では表 1の c = 164/5と c = 236/7のときに現れるモジュラー微
分方程式の解の表示とそのモジュラー変換について述べる．c = 164/5の
とき，(5)よりモジュラー微分方程式は

D3
0(f)−

169

100
E4D0(f) +

1271

1080
E6f = 0 (6)

となる．フロベニウスの方法を用いると，この微分方程式の解は
f1 = q−41/30(1 + 90118q2 + 53459408q3 + . . . ),

f2 = q5/6(10168 + 3704965q + 338289360q2 + . . . ),

f3 = q31/30(615164 + 152560672q + 11717226984q2 + . . . )

となる．
命題 3 ([3]). モジュラー微分方程式 (6)の解 f1, f2, f3は 82次の斉次多項
式 k1(x, y)と k2(x, y)を用いて

f1 = k1(ϕ, ψ), f2 = k2(ϕ, ψ), f3 = k1(ψ,−ϕ)

ϕ = q−1/60

∞∏
n=0

1

(1− q5n+1)(1− q5n+4)
, ψ = q11/60

∞∏
n=0

1

(1− q5n+2)(1− q5n+3)
.

この命題に現れる関数 ψは，中心電荷 c2,5 = −22/5のヴィラソロ頂点
作用素代数の指標であり，ϕはその共形ウエイト−1/5の既約加群の指標
である．この関数の S変換はよく知られているように，(

ψ|0S
ϕ|0S

)
=

 −2
√

1
5

(√
5
8
+ 5

8

)
2

√
1
5

(
5
8
−

√
5
8

)
2

√
1
5

(
5
8
−

√
5
8

)
2

√
1
5

(√
5
8
+ 5

8

)

(
ψ

ϕ

)
. (7)

である (例えば [9]等を参照)．そこで，k1(x, y)と k2(x, y)の具体形と (7)

を組み合わせることにより，f1|0Sf2|0S
f3|0S

 =


(√

5 + 5
)
/10 10

√
5

(
5−
√
5
)
/10

1/25
√
5 −1/

√
5 −1/25

√
5(

5−
√
5
)
/10 −10

√
5
(√

5 + 5
)
/10


f1f2
f3

 (8)
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となることがわかる．
中心電荷が c = 236/7の場合も同様の手法で解のモジュラー変換を計
算することができる．c = 236/7の場合に現れるモジュラー微分方程式は

D3
0(f)−

149

84
E4D0(f) +

93869

74088
E6f = 0 (9)

であり，その解は
g1 = q59/42(1 + 63366q2 + 46421200q3 + . . . ),

g2 = q37/42(715139 + 257698784q2 + 24078730130q3 + . . . ),

g3 = q43/42(848656 + 232637826q + 19201964416q2 + . . . )

となる．このとき，次が成り立つ．
命題 4. モジュラー微分方程式 (9)の解 g1, g2, g3 は以下の 3つの関数の
64次の斉次多項式として表せる．

x = q17/42
∏
n>0

n ̸≡0,±1 (mod 7)

(1− qn)−1,

y = q5/42
∏
n>0

n ̸≡0,±2 (mod 7)

(1− qn)−1,

z = q−1/42
∏
n>0

n ̸≡0,±3 (mod 7)

(1− qn)−1.

この命題に現れる関数 x, y, zも命題 3の場合と同様に，c2,7 = −68/7
のヴィラソロ頂点作用素代数とその既約加群の指標であり，そのモジュ
ラー変換もよく知られている ([9]). これらの情報を用いて，S変換を計
算すると，g1|0Sg2|0S

g3|0S

 =
2√
7

 cos
(
3π
14

)
cos
(
π
14

)
sin
(
π
7

)
cos
(
π
14

)
− sin

(
π
7

)
− cos

(
3π
14

)
sin
(
π
7

)
− cos

(
3π
14

)
cos
(
π
14

)

g1g2
g3

 (10)

となる．
注意 1. 表 1に現れる上記以外の中心電荷に対応するモジュラー微分方程
式の解もヴィラソロ頂点作用素代数とその既約加群の指標の斉次多項式
として表せる．特に，c = 8, 16, 24, 32, 40の場合には，c3,4 = 1/2のヴィ
ラソロ頂点作用素代数とその既約加群の指標の多項式となる．
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6 定理 2の証明
この節では，定理 2の証明を述べる．まず，証明に用いる大域次元と
その定義に必要な量子次元について説明しよう．
頂点作用素代数 V はC2-cofiniteかつ有理的とし，M0, . . . ,M dを V の
既約加群の完全代表系とする．このとき，V -加群M iの量子次元を

qdimVM
i = lim

y→0

ZM i(
√
−1y)

ZV (
√
−1y)

で定める．また，V の大域次元を

glob(V ) =
d∑
i=0

(qdimVM
i)2

で定める．このとき，次の定理が成り立つことが知られている．

定理 5 ([5]). V を CFT型とし，M0 = V とする．さらに，M1, . . . ,M d

の共形ウエイトは正であるとする．このとき，

(1) glob(V ) = 1/S2
00. ただし，ZV (−1/τ) =

∑d
i=0 S0iZM i(τ).

(2) qdimVM
i ≥ 1．

大域次元の定義と定理 5の (2)から定理 5の条件を満たす V の大域次
元は，V の既約加群の個数以上になる．
定理 2は，C2-cofiniteかつ有理的でその指標が f1もしくは g1であるよ

うな V が存在することを仮定して，(8)または (10)を用いて V の大域次
元を 2通りに評価して矛盾を導くことにより示される．実際そのような
V が存在すれば，V は定理 5の仮定を満たすことが簡単に証明できる (詳
しくは [4]を参照)．このとき，(8)または (10)と定理 5 (2)より，V の大
域次元は(

10

5 +
√
5

)2

= 1.909...,

(
2√
7
cos(3π/14)

)2

= 2.862... (11)

である．一方，やはり (8)または (10)から V は少なくとも 3つの既約加
群をもつので，その大域次元は 3以上となり (11)に矛盾する．
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Linear Diophantine equations on

Piatetski-Shapiro sequences

齋藤 耕太 (筑波大学)

概要
任意の実数 x に対して x の整数部分を ⌊x⌋ とかく．任意の非整数 α > 1 に対して, 数列

(⌊nα⌋)∞n=1 を指数 α の Piatetski-Shapiro 列と呼び，PS(α) = {⌊nα⌋ | n = 1, 2, . . .} とお
く．本稿では線形 Diophantine 方程式 x + y = z が解 (x, y, z) ∈ PS(α)3 を無限個持つよう
な実数 α > 1について議論する．九州大学の松坂俊輝氏との共同研究で，上記の性質を満たす
α > 2 が [2,∞) 上稠密に非加算無限個存在することを明らかにした．また，最近得られた単
独の結果として，ほとんど至る α > 3に対して x+ y = z の解 (x, y, z) ∈ PS(α)3 が高々有限
個であることを示した．

1 はじめに
正整数全体の集合を N とおく．任意の実数 x に対して，x の整数部分を ⌊x⌋ とかく．また,

{x} = x − ⌊x⌋ と定める．任意の非整数 α ≥ 1 に対して，(⌊nα⌋)∞n=1 を指数 α の Piatetski-

Shapiro 列と呼ぶ*1．任意の α ≥ 1 に対して PS(α) = {⌊nα⌋ | n ∈ N} とおく．本稿では PS(α)

上の線形不定方程式について議論する．まず，実数 α ≥ 1を固定し，

⌊pα⌋+ ⌊qα⌋ = ⌊rα⌋ (1.1)

の解 (p, q, r) ∈ N3 の無限性/有限性を考える．まず α ≥ 3 が整数のとき，方程式 (1.1) は解
(p, q, r) ∈ N3 を持つだろうか？古典的にとてもよく知られているフェルマーの最終定理である．
様々数学者がこの問題の解決に貢献し最終的にはWilesにより任意の整数 α ≥ 3に対して解の非
存在性が示された [Wil95]．今回はこの古典的問題を実数に延長する．

問題 1.1. 方程式 (1.1)が無限個の解を持つような実数 α ≥ 1の分布を求められるのか?

実数への延長を考えるモチベーションの 1 つとして，「Z と R との間にある相互関係を観察す
る」ということが挙げられる．問題 1.1のように古典的な Zの問題を Rへと拡張することで，Z
が Rへどのように影響を及ぼすのかを将来的には調べたい．
α ≥ 1が非整数の場合について専門家の間では知られていたとされる次の結果を紹介する．文献

*1 任意の 1 < α < 12/11 に対して ⌊nα⌋ という形の素数が無限個存在することを証明した Ilya Piatetski-Shapiro

にちなんでこの名前がつけられている [Pya53].
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上は [FW09]で確認できるが，おそらくこの論文よりも前に知られていただろう．

定理 1.2. 任意の α ∈ (1, 2)に対して，(1.1)は無限個の解 (p, q, r) ∈ N3 をもつ．

Sketch of Proof. 任意の α ∈ (1, 2)と h ∈ Nを固定する．p ∈ Nをとる．このとき，

δ = δ(p) := −{(p+ h)α}+ {pα}

とおくと，⌊(p+ h)α⌋ − ⌊pα⌋ = (p+ h)α − pα + δ となる．Taylorの定理から，

(p+ h)α − pα = αhpα−1 +Oα(h
2pα−2)

が成立する．したがって，δ′ = δ + {αhpα−1}とおくと

⌊(p+ h)α⌋ − ⌊pα⌋ = ⌊αhpα−1⌋+Oα(h
2pα−2) + δ′

を得る．このとき，1 < α < 2を思い出すと，十分大きい定数M > 0を用いて pがMh2/(2−α) ≤ p
を満たせば Landauの O で書かれた誤差項は小さくなる．δ′ という小数部分由来の項を一様分布
論を用いてコントロールすることで 0 ≤ Oα(h

2pα−2) + δ′ < 1なる p ∈ Nを無限個発見すること
ができる．したがって，適当な p ∈ Nに対して，

⌊(p+ h)α⌋ − ⌊pα⌋ = ⌊αhpα−1⌋ (1.2)

となる．0 < α − 1 < 1により，数列 ⌊αhpα−1⌋ (p ≥ Mh2/(2−α))の増大度を考えると Nに十分
denseに分布している．したがって，0 ≤ Oα(h2pα−2) + δ′ < 1を満たし ⌊αhpα−1⌋ ∈ PS(α)とな
る p ∈ Nを無限個発見することができる. よって，(1.1)を満たす解が無限個存在する．

注意 1.3. 講演後に「α > 2のとき，Taylor展開の項をさらに増やしていけば解が求められるので
はないか？」といった質問をいただいた．例えば 2 < α < 3のとき，同様の方法で

⌊(p+ h)α⌋ − ⌊pα⌋ =
⌊
αhpα−1 +

1

2
α(α− 1)h2pα−2

⌋
+O(h3pα−3) + δ′′

というように適当な小数部分から定まる誤差項 δ′′ を用いて表すことはできる．しかしながら，
1 < α− 1 < 2により，αhpα−1 の項が大きくなってしまい，PS(α)の元になるように調節するこ
とが非常に難しくなる．したがって，現段階でこの方法で α > 2のとき解を構成することはできて
いない．

次に非整数 α > 2について述べる．この場合の方程式 (1.1)の可解性や非可解性の研究はこれま
でなされていなかった．本稿の筆者は九州大学の松坂俊輝氏との共同研究で解の無限性について以
下を明らかにした．

定理 1.4 ([MS21]). 任意の実数 2 < s < tに対して，

dimH{α ∈ [s, t] | (1.1)が無限個の解 (p, q, r) ∈ N3 をもつ } ≥ s−3.
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ここで，dimH F は集合 F ⊆ R の Hausdorff 次元を指す．Hausdorff 次元とは集合の複雑さ
を実数値で表すものであり，よりラフに言うとゼロ集合のサイズ測る尺度である．集合 A ⊆ R
に対して，dimHA は 0 から 1 までの実数値をとる．次元がより 1 に近い方が連続的な構造を
含み，逆により 0 に近い方が離散的な構造をとる．実際に A の Lebesgue 測度が正であるとき，
dimHA = 1となり Aが可算集合であるとき dimHA = 0である．C を Cantorの 3進集合とする
と，dimH C = log 2/ log 3 = 0.6309 · · · となる．特に，dimHA > 0 ならば A は非可算集合とな
る．Hausdorff次元については [Fal14]が詳しい．
各実数 2 < s < tに対して，

A(s, t) = {α ∈ [s, t] | (1.1)が無限個の解 (p, q, r) ∈ N3 をもつ }

とおく．A(s, t)が空集合でないということも示されていなかったが，定理 1.4の帰結としてA(s, t)
が非可算無限集合で [s, t] に稠密であることを明らかにした．さらにその非可算無限の大きさを
Hausdorff次元を用いて定量的に下から評価した．

Sketch of Proof of Theorem 1.4. 任意の実数 2 < s < t を固定する．α ∈ A(s, t) なる元をどう
やって見つけるのかについて述べる．
Step 1. 適当な p, q, r ∈ Nに対して，

pα + qα = rα

を満たす実数 α = α(p, q, r) ∈ [s, t]を見つける．この実数 αは f(u; p, q, r) = pu + qu − ru とお
き中間値の定理を用いて f の零点の存在を示すことで発見できる．
Step 2. 上記の (p, q, r)を固定する．任意 n ∈ Nに対して，(np)α + (nq)α = (nr)α となる．し
たがって，δ(n) = δ(n; p, q, r) := {(np)α}+ {(nq)α} − {(nr)α}とおくと

⌊(nr)α⌋ = ⌊(np)α⌋+ ⌊(nq)α⌋+ δ(n)

が成立する．一様分布論により小数部分をコントロールすることで |δ(n)| < 1となるような n ∈ N
を無限個みつけることができる．このような無限個の nに対して，⌊(nr)α⌋ = ⌊(np)α⌋+ ⌊(nq)α⌋
が成立する．

注意 1.5. 講演した際に「小数部分をコントロールすることで |δ(n)| < 1となるような n ∈ Nを無
限個みつける」という部分が上手く説明できなかったため本稿で補足する．例えば，無理数 β > 0

と整数 a ≥ 2 を固定する．このとき，⌊aβn⌋ = a⌊βn⌋ を満たすような n ∈ N は存在するだろう
か？これは Kroneckerの稠密定理により示すことができる．実際，任意の n ∈ Nに対して，

⌊aβn⌋ = aβn− {aβn} = a⌊βn⌋+ a{βn} − {aβn} (1.3)

となる．任意の実数 x, y > 0に対して {x+ y} ≤ {x}+ {y}により，|a{βn} − {aβn}| ≤ 2a{βn}
を得る．したがって，β が無理数であるから Kronecker の稠密定理により 0 ≤ {βn} ≤ 1/(4a)

となるような n ∈ N が存在する．すなわち，|a{βn} − {aβn}| ≤ 1/2 であり， (1.3) により
⌊aβn⌋ = a⌊βn⌋を得る．
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上記の証明では {βn} をコントロールするため Kronecker の稠密定理を用いた．定理 1.4 の証
明でもこのように小数部分をコントロールする (具体的には Discrepancyと呼ばれる量を指数和を
使って評価する)議論を行うことで |δ(n)| < 1を示し，整数の離散性から δ(n) = 0を導く．一様
分布論や小数部分の扱いについては [DT97, KN74]が詳しい．

先に述べた通り Fermatの最終定理により，α ≥ 3が整数であるとき方程式 (1.1)は 1つも解を
含まない．しかしながら，非整数の場合は定理 1.4による状況が異なる (場合が多くある)．この可
解性と非可解性の違いを代数的特徴づけできないだろうか？講演では紹介できなかった次の問題を
提示する．

問題 1.6. 方程式 (1.1)が解を無限個含む場合とそうでない場合が判定できるような αに関する代
数的な条件はあるか？例えば，α が有理数の場合と代数的無理数の場合で (1.1) の解の有限性/無
限性に違いはあるだろうか？

代数的には非常に難しい問題であると筆者は考えているが測度論的な解の有限性と無限性には以
下の特徴付けができる．

定理 1.7 ([Sai23, Theorem 2.1]). 任意の 3 < s < tに対して，dimHA(s, t) ≤ 3/sとなる．特に，
ほとんど至る α > 3に対して方程式 (1.1)は高々有限個しか解を持たない．　

したがって，定理 1.2と定理 1.7を合わせることで次が成立する:

• 任意の 1 < α < 2に対して (1.1)は無限個の解を含む;

• ほとんど至る α > 3に対して (1.1)は高々有限個しか解を持たない.

すなわち，(1.1)が解を無限個もつような 2 < α < 3を集めた集合の測度はよくわかっていない．
さらに，高々有限個しか解をもたないような 2 < α < 3は存在することもわかっていない．

問題 1.8. 任意の 2 < s < t < 3に対して，A(s, t)の Lebesgue測度は正であるか？

筆者はほとんど至る 2 < α < 3に対して，方程式 (1.1)は無限個解を含むと予想している．そう
思う理由として，2 < α < 3を固定し，Heuristicな観察を行う．集合 A ⊆ Nに対して，1A(·)を
Aの特性関数と定める．このとき，任意の N ∈ Nに対して，∑

x≤N

1PS(α)(x) ≒ N1/α

となる．したがって，平均的に 1PS(α)(x) と N1/α−1 は等しくなる．ここでは平均ではなく各
x ∈ Nに対して 1PS(α)(x)と N1/α−1 が概ね等しいとして計算する．このとき∑

x,y,z≤N
x+y=z

1PS(α)(x)1PS(α)(y)1PS(α)(z) ∼
∑

x,y,z≤N
x+y=z

N3/α−3 ∼ cN3/α−1

と推定できる．ただし，cは正の定数．α < 3のとき 3/α− 1 > 0となるため，N →∞とするこ
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とで (1.1)が無限個解をもつことが期待できる．
上記の計算において 1PS(α)(x) = N1/α−1 という全く成り立たない等式を仮定していることに注
意しなくてはいけないが本稿の筆者は一考の価値はあると考えている．例えば∑

x,y,z≤N
x+y=z

1PS(α)(x)1PS(α)(y)1PS(α)(z)≫ N3/α−1

という式が成立するような α を集めた集合の測度を求めることはできないだろうか？問題が無限
個の解を見つけることよりも論理的には難しくなっているが，定量化することで何かわかることが
あるかもしれない．

注意 1.9. 講演中に「そもそも A(s, t)は可測集合であるか?」といった質問をいただいたがその場
で回答できなかったため，本稿で可測性の補足を行う．本質的には t > 0を固定し，ft(u) := ⌊tu⌋
(u ∈ R) が区分的に連続であり，したがって可測関数となることから A(s, t) の可測性が導かれ
る．より厳密に議論するために P (α) を α を自由変数としてもつ命題とする．集合の内包的表記
{α ∈ [s, t] | P (α)}を単に {P (α)}と記すこととする．このとき，

A(s, t) = {(1.1)が無限個の解をもつ }
= {∀M ∈ N ∃r ≥M ∃p, q ∈ N s.t. ⌊pα⌋+ ⌊qα⌋ = ⌊rα⌋}

=
∩
M∈N

∪
r≥M

∪
p,q∈N

∪
(x,y,z)∈N3

x+y=z

{x = ⌊pα⌋} ∩ {y = ⌊qα⌋} ∩ {z = ⌊rα⌋}

となる．ここで，{x = ⌊pα⌋} = [s, t] ∩ [log x/ log p, log(x + 1)/ log p) は可測集合であるから，
A(s, t)も可測集合となる．

2 定理 1.7の証明の概略
任意の 3 < s < tを固定する．このとき，L(A(s, t)) = 0となることの証明の概略を述べる．た
だし，L(·)を 1次元 Lebesgue測度と定める．

Step 1. ある区間の族 (J(p, q, r))p,q,r が存在して，A(s, t) ⊆
∪
r≥M

∪
1≤p,q<r J(p, q, r)となる．

実際，α ∈ A(s, t)をとる．このとき，ある定数 C > 0が存在して

無限個の (p, q, r) ∈ N3が存在して，⌊pα⌋+ ⌊qα⌋ = ⌊rα⌋
⇒ ∀M ∈ N ∃r ≥M ∃(p, q) ∈ N2 with 1 ≤ p, q < r s.t. |(p/r)α + (q/r)α − 1| ≤ Cr−s

となる．したがって，E(u;P,Q) = Pu +Qu と定め，

J(p, q, r) = {α ∈ [s, t] | E(u; p/r, q/r) ∈ [1− Cr−s, 1 + Cr−s]}

とおくと，A(s, t) ⊆ ∪r≥M ∪1≤p,q<r J(p, q, r)を得る．
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Step 2. L(J(p, q, r)) ≤ C ′r−s となる p, q, r には依らない定数 C ′ > 0が存在する.

実際，逆関数定理で E(·; p/r, q/r)の逆関数の存在を保証し，逆関数の微分を用いると証明でき
る (本来は C ′r−s にある重み w をかけた不等式が得られるが本稿では省略する)．

Step 3. L(A(s, t)) = 0となる．
実際，Step 1と Step 2により，任意のM ∈ Nに対して，

L(A(s, t)) ≤
∑
r≥M

∑
1≤p,q<r

L(J(p, q, r)) ≤
∑
r≥M

∑
1≤p,q<r

C ′r−s ≤ C ′
∑
r≥M

r−s+2.

したがって，s > 3 により最右辺の級数は収束する．したがって，M → ∞ とすることで
L(A(s, t)) = 0を得る．

□

この証明では Lebesgue測度 L(·)を用いたが Hausdorff測度 Hσ(·)に取り替えることで Haus-

dorff 次元の上からの評価を得ることができる．さらにこの方法はより一般の方程式について
も証明することができ，固定した a1, . . . , an ∈ R>0 に対して，方程式 y = a1x1 + · · · + anxn

(y1, x1, . . . , xn) ∈ PS(α)n+1 についても同様の次元の上界を求めることができる [Sai23, Theo-

rem 2.1, Theorem 2.2]．方程式 (1.1)については [Sai23, Theorem 2.1] の最も簡単な場合として
[Sai23, Section 3]で計算を行っている．
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[Pya53] I. I. Pyateckĭı-Šapiro, On the distribution of prime numbers in sequences of the form

[f(n)], Mat. Sbornik N.S. 33/75 (1953), 559–566.

[Sai23] K. Saito, Finiteness of solutions to linear diophantine equations on piatetski-shapiro

sequences, preprint (2023), available at https://arxiv.org/abs/2306.17813.

[Wil95] A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem, Ann. of Math. (2) 141

(1995), no. 3, 443–551.

7



一般線型群上のアルキメデスWhittaker関数
と局所ゼータ積分

宮崎 直（北里大学一般教育部）

本稿は，第 68回代数学シンポジウムにおける筆者の講演（2023年 9月 1日）に基づいて，無
限素点における一般線型群上のWhittaker関数と局所ゼータ積分の明示的研究に関する近年の
進展について解説するものである．保型 L関数の研究において，ゼータ積分と呼ばれる積分表
示を用いる方法（Rankin-Selberg法）は主要な研究方法の 1つであり，この方法による研究は大
域的な解析と各素点における局所的な解析に分けられる．局所的な解析の主な目的は，局所群の
既約許容表現に付随する球関数の積分変換である局所ゼータ積分と局所 L-因子の関係について
調べることであり，無限素点（アルキメデス素点）においては 1990年代から織田孝幸やその周
辺の人々によって，Whittaker関数などの球関数の明示公式や局所ゼータ積分の明示的な計算の
研究が進められてきた．一般線型群の不分岐主系列表現の場合については，石井と Stadeの共著
論文 [IS1], [IS2]において，GLn(R)上の不分岐Whittaker関数の帰納的な明示公式が与えられ，
実素点におけるGLn ×GLmの局所ゼータ積分の明示的な計算に応用されている．近年，石井と
Stadeの不分岐な場合についての研究は主系列表現の特殊な有理型切断を用いて解釈できること
がわかり，石井と筆者の共著論文 [IM]や Humphriesの論文 [Hu]において，無限素点における
GLn × GLm の局所ゼータ積分の明示的な計算結果がより一般の場合に与えられた．本稿では，
これらのような近年の進展とその応用について解説する．

1 大域的な背景
1.1 大域的Whittaker関数
この章では，Whittaker関数と保型カスプ表現の関係や Rankin–Selberg法について簡単に説

明する．この章の内容について詳しく知りたい場合には，たとえば，Cogdellのレクチャーノー
ト [Co]などを参照してほしい．
F を代数体とし，ΣF , ΣF,∞, ΣF,fin をそれぞれ F の素点, 無限素点, 有限素点の集合とする．

AF =
∏′
v∈ΣF

Fv を F のアデール環とし，F∞ :=
∏
v∈ΣF,∞

Fv，AF,fin :=
∏′
v∈ΣF,fin

Fv とおく．
また，v ∈ ΣF,finに対してOFv を Fv の整数環とし，ÔF :=

∏
v∈ΣF,fin

OFv とおく．ε ∈ {±1}に
対し，次で特徴づけられる F\AF の標準指標 ψε = ⊗v∈ΣF

ψε,v をとる：

ψε,v(t) :=

{
exp(2πε

√
−1t) (Fv = Rのとき),

exp(2πε
√
−1(t+ t)) (Fv = Cのとき)

(t ∈ Fv, v ∈ ΣF,∞).
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GLnの上三角極大ユニポテント部分群

Nn := {x = (xi,j) ∈ GLn | xi,i = 1 (1 ≤ i ≤ n), xj,k = 0 (1 ≤ k < j ≤ n)}

をとり，Nn(F )\Nn(AF )の指標 ψε,Nn を

ψε,Nn(x) := ψε(x1,2 + x2,3 + · · ·+ xn−1,n) (x = (xi,j) ∈ Nn(AF ))

で定める．Shalika [Sha]によるカスプ形式のFourier展開を紹介しよう．(π,Hπ)をGLn(AF )の
滑らかな既約保型カスプ表現とする．カスプ形式 φ ∈ Hπ に対し，大域的Whittaker関数を

Wφ,ψε(g) :=

∫
Nn(F )\Nn(AF )

φ(xg)ψ−ε,Nn(x)dx (g ∈ GLn(AF ))

で定義すると，φは大域的Whittaker関数Wφ,ψε を用いて

φ(g) =
∑

γ∈Nn−1(F )\GLn−1(F )

Wφ,ψε

((
γ

1

)
g

)
(g ∈ GLn(AF ))

と Fourier展開される．ここで，πの大域的Whittaker模型をW(π, ψε) := {Wφ,ψε | φ ∈ Hπ}で
定義すると，この Fourier展開より，自然な射Hπ 3 φ 7→ Wφ,ψε ∈ W(π, ψε) は同型写像である
ことがわかる（逆写像が Fourier展開で与えられる）．
各素点 v ∈ ΣF においてGLn(Fv)のある既約許容表現 (πv,Hπv)が存在し，

π ∼= π∞ ⊗ πfin, π∞ := ⊗̂v∈ΣF,∞πv, πfin := ⊗′
v∈ΣF,fin

πv

が成り立つ．この πv を vにおける πの局所成分という．また，無限素点 v ∈ ΣF,∞では，πv は
GLn(Fv)の既約Casselman–Wallach表現（§2.1参照）であり，上記の π∞の定義式において ⊗̂は
位相的なテンソル積を表している．各 v ∈ ΣF において局所成分πvのWhittaker模型W(πv, ψε,v)

が定義され，

W(π∞, ψε,∞) := ⊗̂v∈ΣF,∞W(πv, ψε,v), W(πfin, ψε,fin) := ⊗′
v∈ΣF,fin

W(πv, ψε,v)

とおくと，(⊗v∈ΣF,∞Wv)⊗ (⊗v∈ΣF,fin
Wv) 7→

∏
v∈ΣF

Wv で特徴づけられる同型写像

W(π∞, ψε,∞)⊗W(πfin, ψε,fin)
∼−→W(π, ψε)

が存在する．ここで，局所的なWhittaker関数のオイラー積∏v∈ΣF
Wv は

(
∏
v∈ΣF

Wv)(g) :=
∏
v∈ΣF

Wv(gv) (g = (gv)v∈ΣF
∈ GLn(AF ))

で定まるGLn(AF )上の関数であり，制限テンソル積 ⊗′
v∈ΣF,fin

W(πv, ψε,v)は次の条件を満たす
⊗v∈ΣF,fin

Wv が張る⊗v∈ΣF,fin
W(πv, ψε,v)の部分空間である：

（条件）有限個を除くすべての（ψε,v と πv が不分岐な）v ∈ ΣF,finに対して，Wv =W ◦
πv ,εが成

り立つ．ここで，W ◦
πv ,εは定数倍を除いて唯 1つのW(πv, ψε,v)のGLn(OFv)-不変元（不分

岐Whittaker関数）をW ◦
πv ,ε(1n) = 1を満たすように正規化したものである．
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1.2 Rankin–Selberg法（GLn ×GLn−1の場合）
(π,Hπ)と (π′,Hπ′)をそれぞれ GLn(AF )と GLm(AF )の滑らかな既約保型カスプ表現とし，

F の素点 vにおける πと π′の局所成分をそれぞれ πv と π′v で表す．各 v ∈ ΣF において，局所
L-因子 Lv(s, πv × π′v)と局所 ε-因子 ε(s, πv × π′v, ψε,v)が定義され，そのオイラー積

L(s, π × π′) :=
∏
v∈ΣF

Lv(s, πv × π′v), ε(s, π × π′) :=
∏
v∈ΣF

εv(s, πv × π′v, ψε,v)

によって π × π′の保型 L関数 L(s, π × π′)と大域的 ε-因子 ε(s, π × π′)が定義される．保型 L関
数 L(s, π × π′)を定義するオイラー積はRe(s)が十分大きいときに絶対収束する．また，大域的
ε-因子 ε(s, π × π′)を定義するオイラー積は実質的には有限積であり，下記の保型 L関数の関数
等式 (1.1)より ε(s, π × π′)は ψε = ⊗v∈ΣF

ψε,v に依存しないことがわかる．

定理 1.1. L(s, π × π′)は全 s平面上の有理型関数に解析接続され，関数等式

L(s, π × π′) = ε(s, π × π′)L(1− s, π∨ × π′∨) (1.1)

を満たす．ここで，π∨と π′∨はそれぞれ πと π′の反傾表現を表す．また，L(s, π×π′)は，n > m

なら整関数であり，n = mなら高々2つの極をもつ．

Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalikaの一連の論文 [JPSS1], [JPSS2], [JS]によって，定理 1.1の
Rankin–Selberg法による証明が与えられている．ここでは，m = n−1の場合にRankin–Selberg

法による定理 1.1の証明の流れを紹介する．

Step 1. 大域的な解析： 大域的ゼータ積分を発見し，その性質を調べる．
カスプ形式 φ ∈ Hπ, φ

′ ∈ Hπ′ に対し，大域的ゼータ積分を

Z(s, φ, φ′) :=

∫
GLn−1(F )\GLn−1(AF )

φ

(
h

1

)
φ′(h)| det(h)|s−1/2

AF
dh

で定義する．カスプ形式は急減少であるので，この定義の右辺は全 s平面で絶対収束して整関数
を定める．また，変数変換 h→ th−1により，大域的関数等式

Z(s, φ, φ′) = Z(1− s, φ∨, φ′∨) (1.2)

が得られる．ここで，φ∨(g) := φ(tg−1) ∈ Hπ∨ , φ′∨(h) := φ′(th−1) ∈ Hπ′∨ とする．
また，Wφ,ψε =

∏
v∈ΣF

Wv, Wφ′,ψ−ε =
∏
v∈ΣF

W ′
v とオイラー積分解できる φ,φ′を選ぶと，

Z(s, φ, φ′) =
∏
v∈ΣF

Zv(s,Wv,W
′
v) (Re(s)� 0)

と分解できる．ここで，局所ゼータ積分 Zv(s,W,W
′)は次で定義される：

Zv(s,W,W
′) :=

∫
Nn−1(Fv)\GLn−1(Fv)

W

(
h

1

)
W ′(h)| det(h)|s−1/2

Fv
dh.
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Step 2. 局所的な解析： 各素点で局所ゼータ積分と局所 L-因子の関係を調べる．
すべての素点 v ∈ ΣF とWhittaker 関数 W ∈ W(πv, ψε,v), W

′ ∈ W(π′v, ψ−ε,v) に対して，
ev(s,W,W

′) :=
Zv(s,W,W

′)

Lv(s, πv × π′v)
は整関数に解析接続され，局所関数等式

ωπ′
v
(−1)n−1ϵv(s, πv × π′v, ψε,v)ev(s,W,W ′) = ev(1− s,W∨,W ′∨) (1.3)

を満たす．ここで，ωπ′
v
は π′v の中心指標であり，W∨ ∈ W(π∨v , ψ−ε,v), W

′∨ ∈ W(π′∨v , ψε,v)は

W∨(g) :=W (

(
1
...

1

)
tg−1), W ′∨(h) :=W ′(

(
1
...

1

)
th−1)

で定義される．さらに，任意の s0 ∈ Cに対して，あるW ∈ W(πv, ψε,v), W
′ ∈ W(π′v, ψ−ε,v) が

存在して，ev(s0,W,W ′) 6= 0が成り立つ．
また，ψε,v, πv, π′v が不分岐であるような v ∈ ΣF,finにおいては，新谷 [Shi]によって与えられ

た（正規化された）不分岐Whittaker関数W ◦
πv ,ε, W

◦
π′
v ,−εの明示公式を用いて，

Zv(s,W
◦
πv ,ε,W

◦
π′
v ,−ε) = Lv(s, πv × π′v), つまり，ev(s,W ◦

πv ,ε,W
◦
π′
v ,−ε) = 1

が示されている．この等式と局所関数等式 (1.3) により，ψε,v, πv, π′v が不分岐であるような
v ∈ ΣF,finに対しては ϵv(s, πv × π′v, ψε,v) = 1である．

Step 3. 大域的な解析と局所的な解析から結論を導く．
Wφ,ψε =

∏
v∈ΣF

Wv, Wφ′,ψ−ε =
∏
v∈ΣF

W ′
vとオイラー積分解できるφ ∈ Hπ, φ

′ ∈ Hπ′をとる．
さらに，ΣF の有限部分集合 S を，すべての v ∈ ΣF ∖ S に対してWv = W ◦

πv ,ε, W ′
v = W ◦

π′
v ,−ε

（特に ψε,v, πv, π
′
v は不分岐）が成り立つようにとる．このとき，

Z(s, φ, φ′) = L(s, π × π′)
∏
v∈S

ev(s,Wv,W
′
v)

が成り立つ．ここで，Z(s, φ, φ′)と ev(s,Wv,W
′
v)は整関数であり，任意の s0 ∈ Cに対して適当

にWv,W
′
vを選べば ev(s0,Wv,W

′
v) 6= 0となるので，L(s, π×π′)は整関数に解析接続される．ま

た，カスプ形式φ′ ∈ Hπ′の左GLn−1(F )-不変性より
∏
v∈ΣF

ωπ′
v
(−1) = 1であることに注意する

と，大域的関数等式 (1.2)と局所関数等式 (1.3)より，保型 L関数の関数等式 (1.1)が得られる．

注意 1.2. 扱いは少し煩雑になるが，m = n− 1以外の場合でも定理 1.1の証明の流れは同じで
ある．m < n− 1の場合には，大域的ゼータ積分は “GLnからGLm+1への射影”を用いて定義
され，πv × π′vと π∨v × π′∨v の局所ゼータ積分は異なる形になる．m = nの場合には，大域的ゼー
タ積分は 2つのカスプ形式と Eisenstein級数から定義されて（Eisenstein級数に由来する）極を
もつ可能性があり，局所ゼータ積分は 2つのWhittaker関数と Schwartz関数から定義されるも
のになる（§3.1参照）．また，解析接続，関数等式とともにGLn(AF )の保型表現の逆定理の条
件となる保型 L関数 L(s, π× π′)の縦帯状領域上での有界性はとても重要な性質であるが，説明
が煩雑になるのを避けるために本稿では扱わない．
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さて，前述した Rankin–Selberg法による定理 1.1の証明の概略では，大域的ゼータ積分の性
質から保型 L関数の性質を導出するために，局所的な解析で局所ゼータ積分と局所 L-因子の関
係を明確にしている．特に，ψε,v, πv, π′vが不分岐であるような v ∈ ΣF,fin （不分岐有限素点）に
おいては，不分岐Whittaker関数の明示公式を用いる計算によって，それらが定義する局所ゼー
タ積分は局所 L-因子と一致することが示されている．本稿では，このような不分岐有限素点に
おける結果の類似を無限素点において考える．2章では，F の無限素点 vにおいて，GLn(Fv)の
主系列表現に付随するWhittaker関数の明示公式を紹介する．3章では，「無限素点における局所
ゼータ積分が局所 L-因子と一致するようなWhittaker関数は存在するのか？」という問いに対
して，現時点までに得られている結果を紹介する．そして，4章では，3章で紹介する結果の保
型 L関数の臨界値の研究への応用について紹介する．

2 主系列Whittaker関数の明示公式
2.1 Whittaker関数の定義
2章と 3章では無限素点 vのみを扱うので，添字の vを省略する．特に，F = RまたはF = C

とする．ε ∈ {±1}とおき，F の標準指標 ψεと F 上のノルム | · |F を{
ψε(t) := exp(2πε

√
−1t), |t|F = |t|R := |t| (F = Rのとき),

ψε(t) := exp(2πε
√
−1(t+ t)), |t|F = |t|C := |t|2 (F = Cのとき)

(t ∈ F )

で定める．また，Nn(F )の指標 ψε,Nn を
ψε,Nn(x) := ψε(x1,2 + x2,3 + · · ·+ xn−1,n) (x = (xi,j) ∈ Nn(F ))

で定める．GLn(F )の部分群Anと極大コンパクト部分群Knを

An := {a = diag(a1, a2, · · · , an) | ai > 0 (1 ≤ i ≤ n)}, Kn :=

{
O(n) (F = Rのとき),

U(n) (F = Cのとき)

で定義する．
(π,Hπ)をGLn(F )の Casselman–Wallach表現とする，すなわち，(π,Hπ)は緩増加で滑らか

な Fréchet許容表現であり，付随する (gln(F ),Kn)-加群が有限生成であるとする．このとき，
T (π(x)f) = ψε,Nn(x)T (f) (x ∈ Nn(F ), f ∈ Hπ)

を満たす連続な複素線型形式 T : Hπ → CをHπ上の ψε-形式という．ψε-形式について，次の重
複度 1定理と呼ばれる定理が成り立つ．
定理 2.1 (Shalika [Sha]). πが既約なとき，Hπ 上の ψε-形式のなす空間は高々1次元である．
πは既約であるとする．Hπ 上の非自明な ψε-形式 T が存在するとき，πはジェネリックであ

るといい，πのWhittaker模型W(π, ψε)を
W(π, ψε) := {WT (f) | f ∈ Hπ}, WT (f)(g) := T (π(g)f) (g ∈ GLn(F ))

で定義する．また，W(π, ψε)の元を πに付随するWhittaker関数という．
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2.2 主系列表現と Jacquet積分
GLnの下三角極大ユニポテント部分群Nop

n と極大トーラス Tnを

Nop
n := {x = (xi,j) ∈ GLn | xi,i = 1 (1 ≤ i ≤ n), xj,k = 0 (1 ≤ j < k ≤ n)},

Tn := {diag(a1, a2, . . . , an) ∈ GLn}

で定義する．d = (d1, d2, · · · , dn) ∈ Zn, ν = (ν1, ν2, · · · , νn) ∈ Cnとおき，

χd,ν(a) :=
n∏
i=1

(
ai
|ai|

)di
|ai|νiF , ρn(a) :=

n∏
i=1

|ai|
n+1
2

−i
F (a = diag(a1, a2, · · · , an) ∈ Tn(F ))

とおく．このとき，GLn(F )の主系列表現 (πd,ν , I(d, ν))を

I(d, ν) :=

{
f ∈ C∞(GLn(F ))

∣∣∣∣∣ f(xag) = χd,ν(a)ρn(a)
−1f(g)

(x ∈ Nop
n (F ), a ∈ Tn(F ), g ∈ GLn(F ))

}
,

(πd,ν(g)f)(h) = f(hg) (g, h ∈ GLn(F ), f ∈ I(d, ν))

で定義する．F = Rの場合，χd+l,ν = χd,ν (l ∈ 2Zn)より，d ∈ {0, 1}nとしてよい．また，主
系列表現 πd,ν はほとんどの νに対して既約であることが知られている．
注意 2.2. GLnの 2つの Borel部分群 Bn := NnTn（上三角）と Bop

n := Nop
n Tn（下三角）を考

える．本稿では Jacquet [Ja3]に倣って πd,ν = Ind
GLn(F )

Bop
n (F )

(χd,ν)を主系列表現としているが，保型
形式論では Ind

GLn(F )
Bn(F ) (χd,ν)を主系列表現の定義とする場合が多い．これらの 2つの実現は，次

の同型写像を用いて書き換えることができる：

Ind
GLn(F )

Bop
n (F )

(χd,ν)→ Ind
GLn(F )
Bn(F ) (χd∗,ν∗); f 7→ f∗(g) := f(

(
1
...

1

)
g).

ここで，d∗ := (dn, dn−1, · · · , d1), ν∗ := (νn, νn−1, · · · , ν1)とする．
Re(ν1) < Re(ν2) < · · · < Re(νn)のとき，Jacquet積分 Jε : I(d, ν)→ Cを

Jε(f) =
∫
Nn(F )

f(x)ψ−ε,Nn(x) dx (f ∈ I(d, ν))

で定義する．標準切断を用いる解析接続によって，Jacquet積分Jεはすべての ν ∈ Cnに拡張さ
れ，非自明な I(d, ν)上の ψε-形式を定める．さらに，次が成り立つ：

• F = Cの場合，GLn(C)のジェネリックな既約 Casselman–Wallach表現は，同型を除い
て既約な主系列表現のみである．

• F = Rの場合，GLn(R)のジェネリックな既約 Casselman–Wallach表現は，同型を除い
てGLn(R)の放物型部分群の本質的離散系列表現から誘導される既約表現（既約な主系列
表現を含む）のみであり，これらの表現は主系列表現の部分表現として具体的に実現でき
る．さらに，Jacquet積分 Jεはそれらの部分表現に制限しても非自明である．
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2.3 Knの既約有限次元表現の構成
優整ウェイトの集合 Λnを

Λn := {λ = (λ1, λ2, · · · , λn) ∈ Zn | λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn}

で定義すると，最高ウェイト理論により，GLn(C)の既約有限次元正則表現の同型類は Λnでパ
ラメーターづけされる．λ = (λ1, λ2, · · · , λn) ∈ Λnに対し，最高ウェイト λのGLn(C)の既約有
限次元正則表現 (τλ, Vλ)は次のような具体的な実現をもつ：

Vλ := C-span


n−1∏
k=1

∏
I∈In,k

(detIz)
lI

∣∣∣∣∣ lI ∈ Z≥0 (I ∈ In,k, 1 ≤ k ≤ n− 1),∑
I∈In,k

lI = λk − λk+1 (1 ≤ k ≤ n− 1)

}
,

τλ(g)f(z) := (det g)λnf(zg) (g ∈ GLn(C), f(z) ∈ Vλ).

ここで，z = (zi,j)は変数を成分とする n次正方行列であるとし，

In,k := {I ⊂ {1, 2, · · · , n} | #I = k},

det{i1,i2,··· ,ik}z := det


z1,i1 z1,i2 · · · z1,ik
z2,i1 z2,i2 · · · z2,ik
...

...
. . .

...

zk,i1 zk,i2 · · · zk,ik

 (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n)

とする．また，F = Cの場合には，τλのKn = U(n)への制限 τλ|Kn は既約である．F = Rの
場合には，一般には τλのKn = O(n)への制限 τλ|Kn は既約ではないが，λ ∈ {0, 1}n ∩ Λnなら
ば τλ|Kn は既約である．
n次対称群SnのCn上の作用を

σz := (zσ−1(1), zσ−1(2), · · · , zσ−1(n)) (σ ∈ Sn, z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn)

で定める．任意の σ ∈ Snに対して，σλは τλのウェイトであり，そのウェイト空間は 1次元で
ある．ここで，

uσλ :=
n−1∏
k=1

(det{σ(1),σ(2),··· ,σ(k)}z)
λk−λk+1 ∈ Vλ

とおくと，uσλは（定数倍を除いて唯 1つの）ウェイト σλの Vλのウェイトベクトルである．特
に，uλは Vλの最高ウェイトベクトルである．

2.4 極小Kn-タイプWhittaker関数の正規化
d = (d1, d2, · · · , dn) ∈ Zn, ν = (ν1, ν2, · · · , νn) ∈ Cn, ε ∈ {±1}とおく．ただし，F = Rの場

合は d ∈ {0, 1}nとする．本稿では主に，主系列表現 πd,ν の（Voganの意味での）極小Kn-タイ
プにおけるWhittaker関数について考える．
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Λn ∩{σd | σ ∈ Sn}の唯 1つの元を ddomとおくと，Frobenius相互律により，τddom |Knは πd,ν

の極小Kn-タイプであり，HomKn(Vddom , I(d, ν))は 1次元空間であることがわかる．v ∈ Vddom
に対して，正規化された極小Kn-タイプWhittaker関数W

(ε)
d,ν(v)を

W
(ε)
d,ν(v) := (ε

√
−1)

∑n
i=1(n−i)di

 ∏
1≤i<j≤n

ΓF
(
νj − νi + 1 +

|dj−di|
cF

)WJε(fd,ν(v))

で定義する．ここで，fd,ν は fd,ν(ud)(1n) = 1で正規化されるHomKn(Vddom , I(d, ν))の元であり，

WJε(f)(g) := Jε(πd,ν(g)f) (f ∈ I(d, ν), g ∈ GLn(F )),

ΓR(s) := π−
s
2Γ
(
s
2

)
, ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s), cR := 1, cC := 2

とする．πd,ν が既約なとき，πd,ν ∼= πσd,σν (σ ∈ Sn)と重複度 1定理（定理 2.1）より，

W(πd,ν , ψε) =W(πσd,σν , ψε) (σ ∈ Sn)

が成り立つ．次の命題より，上記の正規化はSnの作用で不変であることがわかる．

命題 2.3 (Jacquet [Ja1], 原–宮崎–並川 [HMN, Proposition 5.3]). g ∈ GLn(F ), v ∈ Vddom に対
して，W

(ε)
d,ν(v)(g)は νの整関数であり，W

(ε)
d,ν(v)(g) = W

(ε)
σd,σν(v)(g) (σ ∈ Sn)を満たす．

Jacquet [Ja1]はより一般の群の場合にWeyl群の作用に関する Jacquet積分の関数等式を証
明しており，命題 2.3のW

(ε)
d,ν の不変性はその特殊な場合と見なすことができる．しかしながら，

特定のKn-タイプにおける Jacquet積分をどのように正規化すれば，命題 2.3のような不変性の
形の等式を得られるのかということは，Jacquet [Ja1]の結果からは非自明であるように（少な
くとも筆者には）思われる．原，並川と筆者の共著論文 [HMN]では，後述する命題 2.6を用い
て F = Cの場合に命題 2.3を証明しており，F = Rの場合についても同様に証明できる．次節
以降では，正規化された極小Kn-タイプWhittaker関数W

(ε)
d,ν(v) (v ∈ Vddom)の明示公式につい

て考える．岩澤分解GLn(F ) = Nn(F )AnKnと

W
(ε)
d,ν(v)(xak) = ψε,Nn(x)W

(ε)
d,ν(τddom(k)v)(a) (x ∈ Nn(F ), a ∈ An, k ∈ Kn)

より，An-同型成分W
(ε)
d,ν(v)|An (v ∈ Vddom)の明示的な表示を与えればよいことに注意しておく．

2.5 石井–Stadeの明示公式
ν = (ν1, ν2, · · · , νn) ∈ Cn, 0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ Zn, ε ∈ {±1}とおく．この節では，不分岐主系

列表現 π0,ν に付随する不分岐Whittaker関数に関する石井–Stadeの帰納的な明示公式を紹介す
る．n > 1とし，ν̂ = (ν1, ν2, · · · , νn−1) ∈ Cn−1, 0̂ = (0, 0, · · · , 0) ∈ Zn−1とおく．Stadeと石井
は Jacquet積分を明示的に計算することで，次の定理を得た．
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定理 2.4 (石井–Stade [IS1, Theorem 14]). F = Rであるとき，a = diag(a1, a2, · · · , an) ∈ An
に対して，

W
(ε)
0,ν(u0)(a) =

∫
An−1

W
(ε)

0̂,ν̂
(u0̂)(t)

(
det a

det t

)νn
Φn(a; t) dt

が成り立つ．ここで，t = diag(t1, t2, · · · , tn−1) ∈ An−1とし，

Φn(a; t) :=
ρn(a)

ρn−1(t)
exp

(
−π

n−1∑
i=1

(
t2i
a2i+1

+
a2i
t2i

))
, dt :=

n−1∏
i=1

2 dti
ti

とする．

定理 2.4の明示公式は次のMellin–Barnes型の積分表示に書き換えられる：

W
(ε)
0,ν(u0)(a) =

aν1+ν2+···+νn
n ρn(a)

(4π
√
−1)n−1

∫
s(n)

V (n)
ν (s(n))

n−1∏
j=1

(
aj
aj+1

)−s(n)
j

ds
(n)
j .

ここで，s(n)j の積分路は σ
(n)
j −

√
−1∞→ σ

(n)
j +

√
−1∞とし，s(n) = (s

(n)
1 , s

(n)
2 , · · · , s(n)n−1)とす

る．また，積分核 V
(n)
ν (s(n))と積分路の実部 σ

(n)
j については，n = 2のときは

V (2)
ν (s

(2)
1 ) = ΓR(s

(2)
1 + ν1)ΓR(s

(2)
1 + ν2), σ

(2)
1 > max{−Re(ν1),−Re(ν2)}

とし，n ≥ 3のときは帰納的に

V (n)
ν (s(n)) = ΓR

(
s
(n)
1 + νn

)
ΓR

(
s
(n)
n−1 + ν1 + ν2 + · · ·+ νn−1

)
× 1

(2π
√
−1)n−2

∫
s(n−1)

V
(n−1)
ν̂ (s(n−1))

n−2∏
j=1

ΓR

(
s
(n)
j − s

(n−1)
j

)
ΓR

(
s
(n)
j+1 − s

(n−1)
j + νn

)
ds

(n−1)
j ,

σ
(n)
j > max

{
σ
(n−1)
j , σ

(n−1)
j−1 − Re(νn)

}
(1 ≤ j ≤ n− 1)

となるようにとる．ただし，σ(n−1)
0 = 0, σ

(n−1)
n−1 := −

∑n−1
i=1 Re(νi)とする．

本稿では Jacquet積分を計算することによって求められたWhittaker関数の明示公式のみを
紹介するが，(gln(F ),Kn)加群構造から導出される偏微分方程式系を解くことでWhittaker関数
の明示公式を求める手法もある．以下の場合については，偏微分方程式系を解くことでGLn(F )

のジェネリックな既約 Casselman–Wallach 表現の極小 Kn-タイプにおけるWhittaker 関数の
Mellin–Barnes型の積分表示が与えられている：

• F = R, 一般の次数 n，既約な主系列表現 πd,ν の場合： 石井–織田 [IO]

• F = R, n = 3，既約な主系列表現以外の場合： 宮崎 [Mi1]

• F = R, n = 4，既約な主系列表現以外の場合： 平野–石井–宮崎 [HIM2]

• F = C, n = 3，既約な主系列表現 πd,ν の場合： 平野–織田 [HO]
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GL2(F )の場合については，任意の GL2(F )のジェネリックな既約 Casselman–Wallach表現の
すべてのK2-タイプにおいて，Whittaker関数のMellin–Barnes型の積分表示が与えられている
（たとえば，[HIM1]参照）．Whittaker関数のMellin–Barnes型の積分表示は無限素点における
局所ゼータ積分の明示的な計算に適しており，石井と Stadeによる不分岐主系列表現に対する
GLn ×GLmおよび SO2n+1 ×GLmの局所ゼータ積分の計算 [IS2]や平野，石井と筆者による一
般のジェネリックな既約Casselman–Wallach表現に対するGL3×GL2の局所ゼータ積分の計算
[HIM1]などにおいて重要な役割を果たしている．

注意 2.5. (gln(F ),Kn)加群構造から導出される偏微分方程式系を解いて明示公式を求める手法
では，極小Kn-タイプにおけるWhittaker関数は定数倍を除いて唯 1つの緩増加な解として特徴
づけられるため，Jacquet積分から定まるWhittaker関数と一致させるには定数倍の調整が必要
である．既約な主系列表現の場合については，後述する系 2.7と比較することで，この定数倍の
調整は可能である．また，既約な主系列表現以外の場合については，n = 3のときは Eisenstein

級数の Fourier展開を書き下すために筆者 [Mi2, Proposition 6.13]が定数倍の調整を行っている．

2.6 Godement切断による一般化
この節では，Jacquet [Ja3, §7.1]によって導入されたGodement切断という主系列表現の有理

型切断を紹介し，それを用いて石井–Stadeの明示公式（定理 2.4）を拡張できることを説明する．
d = (d1, d2, · · · , dn) ∈ Zn, ν = (ν1, ν2, · · · , νn) ∈ Cn, ε ∈ {±1}とおく．ただし，F = Rの場

合は d ∈ {0, 1}nとする．n > 1とし，d̂ = (d1, d2, · · · , dn−1) ∈ Zn−1, ν̂ = (ν1, ν2, · · · , νn−1) ∈
Cn−1 とおく．S(Mm,n(F )) を Mm,n(F ) 上の Schwartz 関数の空間とする．f ∈ I(d̂, ν̂), ϕ ∈
S(Mn−1,n(F ))に対し，Godement切断 g+dn,νn(f, ϕ)を

g+dn,νn(f, ϕ)(g) :=

(
det g

| det g|

)dn
| det g|νn+(n−1)/2

F

×
∫
GLn−1(F )

ϕ((h,0n−1,1)g)f(h
−1)

(
deth

| deth|

)dn
| deth|νn+n/2F dh (g ∈ GLn(F ))

で定義する．ここで，0n−1,1 := t(0, 0, · · · , 0) ∈ Mn−1,1(F ) とする．g+dn,νn(f, ϕ)(g) の定義式
の右辺は Re(νn − νi) > −1 (1 ≤ i ≤ n − 1) で絶対収束し，全 νn 平面に有理型接続され，
g+dn,νn(f, ϕ) ∈ I(d, ν)となる．さらに，Godement切断に対応するWhittaker関数に対し，

WJε

(
g+dn,νn(f, ϕ)

)
(g) = Jε(πd,ν(g)g+dn,νn(f, ϕ))

=

(
det g

| det g|

)dn
| det g|νn+(n−1)/2

F

∫
GLn−1(F )

(∫
Mn−1,1(F )

ϕ ((h, hz) g)ψ−ε(en−1z) dz

)

×WJε(f)(h
−1)

(
deth

| deth|

)dn
| deth|νn+n/2F dh (g ∈ GLn(F ))

が成り立つ．ここで，en−1 = (0, 0, · · · , 0, 1) ∈ M1,n−1(F )とする．この右辺の積分はすべての
νn ∈ Cで絶対収束する．
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ddomと d̂domをそれぞれ Λn ∩ {σd | σ ∈ Sn}と Λn−1 ∩ {σd̂ | σ ∈ Sn−1}の唯 1つの元とする．
cR := 1, cC = 2とおく．また，標準 Schwartz関数の空間を

S0(Mm,n(F )) := {ϕ(z) = p(z, z)e(m,n)(z) ∈ S(Mm,n(F )) | pは多項式関数 }

で定義する（F = Rの場合は z = zである）．ここで，

e(m,n)(z) := exp(−πcF Tr(tzz)) (z ∈ Mm,n(F )) (2.1)

とする．

命題 2.6 (石井–宮崎 [IM, Lemma 5.2]，原–宮崎–並川 [HMN, Lemma 5.6]). 0 6= v′ ∈ V
d̂dom

と
v ∈ Vddom に対し，ある ϕv′,v ∈ S0(Mn−1,n(F ))が存在し，

g+dn,νn
(
f
d̂,ν̂

(v′), ϕv′,v
)
=

(
n−1∏
i=1

ΓF
(
νn − νi + 1 + |dn−di|

cF

))
fd,ν(v)

が成り立つ（ϕv′,vは v′と vのみに依存する具体的な関数)．これより，

W
(ε)
d,ν(v)(g) = (ε

√
−1)

∑n−1
i=1 di

(
det g

|det g|

)dn
| det g|νn+(n−1)/2

F

×
∫
GLn−1(F )

(∫
Mn−1,1(F )

ϕv′,v ((h, hz) g)ψ−ε(en−1z) dz

)

×W
(ε)

d̂,ν̂
(v′)(h−1)

(
deth

|deth|

)dn
| deth|νn+n/2F dh

が成り立つ．

[IM]では d ∈ Λnの場合 (F = R,C)，[HMN]では F = Cの一般の dの場合に命題 2.6を証
明している（F = Rの一般の dの場合の証明は，F = Cの一般の dの場合とほぼ同様である）．
また，命題 2.6は石井–Stadeの明示公式（定理 2.4）の一般化と見なせる．実際，d ∈ Λnのとき，
命題 2.6でW

(ε)
d,ν(ud)|An を書き下すことで次の系を得る．

系 2.7 (石井–宮崎 [IM, Theorem A.1]). d ∈ Λnのとき，a = diag(a1, a2, · · · , an) ∈ Anに対し，

W
(ε)
d,ν(ud)(a) = (ε

√
−1)

∑n−1
i=1 di

∫
An−1

W
(ε)

d̂,ν̂
(u
d̂
)(t)

(∏n
i=1 a

νncF+di−dn
i∏n−1

i=1 t
νncF+di−dn
i

)
Φn(a; t) dt

が成り立つ．ここで，t = diag(t1, t2, · · · , tn−1) ∈ An−1とし,

Φn(a; t) :=
ρn(a)

ρn−1(t)
exp

(
−πcF

n−1∑
i=1

(
t2i
a2i+1

+
a2i
t2i

))
, dt :=

n−1∏
i=1

2cF dti
ti

とする．
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注意 2.8. 一般の v ∈ Vddom に対して，命題 2.6でW
(ε)
d,ν(v)|An を書き下すことが可能かどうかは

未確認だが，F = Cの一般の dの場合に書き下すには，かなり複雑な計算が必要となると思わ
れる．F = Rの場合については，注意 2.5でも述べたように，石井–織田 [IO]の公式と系 2.7を
比較して定数倍を調整することで，W

(ε)
d,ν(v)|An (v ∈ Vddom)の明示公式が得られる．

注意 2.9. Humphries [Hu, §9.3]は，GLn(F )の任意のジェネリックな既約Casselman–Wallach

表現 πを主系列表現 πd,ν の部分表現として実現し，πの新形式Kn-タイプにおいて命題 2.6の類
似の結果を得ている．ここで，πの新形式Kn-タイプとは，Kn−1-不変ベクトルを含む πのKn-

タイプのうちHecke次数が最小のものであり，その重複度は 1である．

3 アルキメデス局所ゼータ積分
3.1 GLn ×GLmの局所ゼータ積分
(π,Hπ)と (π′,Hπ′)をそれぞれGLn(F )とGLm(F )のジェネリックな既約Casselman–Wallach

表現とする．ε ∈ {±1}, W ∈ W(π, ψε), W
′ ∈ W(π′, ψ−ε)とする．このとき，GLn ×GLmの局

所ゼータ積分は次のように定義される．

• GLn ×GLn−1の場合 (m = n− 1) :

Z(s,W,W ′) :=

∫
Nn−1(F )\GLn−1(F )

W

(
g

1

)
W ′(g)| det g|s−1/2

F dg.

• GLn ×GLnの場合 (m = n) :

Z(s,W,W ′, ϕ) :=

∫
Nn(F )\GLn(F )

W (g)W ′(g)ϕ(eng)| det g|sF dg.

ここで，en := (0, 0, · · · , 0, 1) ∈ M1,n(F )とし，ϕ ∈ S(M1,n(F ))とする．

• その他の場合 (m < n− 1) : 　省略する（本稿では，ほぼ扱わない）．

これらの局所ゼータ積分はRe(s)が十分大きいときに絶対収束する．L(s, π × π′)を π × π′の局
所 L-因子とする．W(π, ψε)のKn-有限部分をW(π, ψε)Kn で表し，W(π′, ψ−ε)のKm-有限部分
をW(π′, ψ−ε)Km で表す．Jacquet [Ja3]は Godement切断を用いて局所ゼータ積分の解析接続
と局所関数等式の証明を改良し，さらに次の定理を証明した．

定理 3.1 (Jacquet [Ja3, Theorem 2.7]). 次が成り立つ：

(1) m = n− 1のとき，ある正の整数 rが存在し，∑r
i=1 Z(s,Wi,W

′
i ) = L(s, π × π′)となるよ

うなWi ∈ W(π, ψε)Kn , W
′
i ∈ W(π′, ψ−ε)Kn−1 (1 ≤ i ≤ r)が存在する．

(2) m = nのとき，ある正の整数 rが存在し，∑r
i=1 Z(s,Wi,W

′
i , ϕi) = L(s, π × π′)となるよ

うなWi ∈ W(π, ψε)Kn , W
′
i ∈ W(π′, ψ−ε)Kn , ϕi ∈ S0(M1,n(F )) (1 ≤ i ≤ r)が存在する．
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Cogdellのレクチャーノート [Co, Lecture 8, §4]などによれば，定理 3.1はm < n− 1の場合
には拡張できないと広く信じられている．このことを踏まえて，次のような問題を考える．

問題. m ∈ {n, n− 1}のとき，GLn ×GLmの局所ゼータ積分が局所 L-因子 L(s, π × π′)と一致
するようなWhittaker関数W ∈ W(π, ψε)Kn , W

′ ∈ W(π′, ψ−ε)Km は存在するか？

次の場合については，GLn(F )と GLm(F )の任意のジェネリックな既約 Casselman–Wallach

表現 π, π′に対して，GLn ×GLmの局所ゼータ積分が局所 L-因子 L(s, π × π′)と一致するよう
なW ∈ W(π, ψε)Kn , W

′ ∈ W(π′, ψ−ε)Km が発見されている：

• GL2 ×GL1の場合（n = 2, m = 1）： Jacquet–Langlands [JL], Popa [Po]

• GL2 ×GL2の場合（n = 2, m = 2）： Jacquet [Ja2], 宮崎 [Mi3]

• GL3 ×GL2の場合（n = 3, m = 2）： 平野–石井–宮崎 [HIM1]

さて，d = (d1, d2, · · · , dn) ∈ Zn, ν = (ν1, ν2, · · · , νn) ∈ Cn, d′ = (d′1, d
′
2, · · · , d′m) ∈ Zm,

ν ′ = (ν ′1, ν
′
2, · · · , ν ′m) ∈ Cmとおく．ただし，F = Rの場合は d ∈ {0, 1}n, d′ ∈ {0, 1}mとする．

このとき，主系列表現 πd,ν と πd′,ν′ に対し，L(s, πd,ν × πd′,ν′)は次のように定義される：

• F = Rの場合：　 L(s, πd,ν × πd′,ν′) :=
n∏
i=1

m∏
j=1

ΓR(s+ νi + ν ′j + |di − d′j |)

• F = Cの場合：　 L(s, πd,ν × πd′,ν′) :=
n∏
i=1

m∏
j=1

ΓC

(
s+ νi + ν ′j +

|di+d′j |
2

)
0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ Zn, 0̂ = (0, 0, · · · , 0) ∈ Zn−1とおく．Stadeは一般の次数の場合に，πと π′

がともに不分岐主系列表現であれば上記の問題は肯定的に解決されることを示した．

定理 3.2 (Stade [St1], [St2]). F = Rとする．m = n− 1であり，d = 0, d′ = 0̂であるとき，

Z(s,W
(ε)
0,ν(u0),W

(−ε)
0̂,ν′

(u0̂)) = L(s, π0,ν × π0̂,ν′)

が成り立つ．また，m = nであり，d = d′ = 0であるとき，

Z(s,W
(ε)
0,ν(u0),W

(−ε)
0,ν′ (u0), e(1,n)) = L(s, π0,ν × π0,ν′)

が成り立つ．ここで，e(1,n)は (2.1)で定義される標準 Schwartz関数である．

注意 3.3. Stade [St1], [St2]は不分岐Whittaker関数のGLn(R) → GLn−2(R)の帰納的な明示
公式を用いて定理 3.2を示しているが，石井–Stade [IS2]によって定理 2.4（石井–Stadeの明示
公式）を用いた簡明な証明に改良されている．また，石井–Stade [IS2]によって，m = n− 2の
場合については不分岐Whittaker関数から定義される局所ゼータ積分はあるBarnes積分が定め
る sの関数と局所 L-因子との積になることが示されている．

13



l ∈ Z≥0に対し，S0(M1,n(F ))の部分空間 S(n)l と S(n)−l を

S(n)l := {p(z)e(1,n)(z) ∈ S0(M1,n(F )) | pは l次同次多項式 },
S(n)−l := {p(z)e(1,n)(z) ∈ S0(M1,n(F )) | pは l次同次多項式 }

で定義し，右移動でKn-加群と見なす．ddom = (ddom1 , ddom2 , · · · , ddomn )を Λn ∩ {σd | σ ∈ Sn}
の唯 1つの元とし，d′dom = (d′dom1 , d′dom2 , · · · , d′domm ) を Λm ∩ {σd′ | σ ∈ Sm}の唯 1つの元とす
る．ここで，

Hddom,d′dom :=

{
HomKn−1(Vddom ⊗ Vd′dom ,Ctriv) (m = n− 1のとき),

HomKn(Vddom ⊗ Vd′dom ⊗ S
(n)
l0
,Ctriv) (m = nのとき)

とおく．ただし，Ctriv := Cは自明なKm加群とし，F = Rのときは l0 := |
∑n

i=1(d
dom
i −d′domi )|，

F = Cのときは l0 := −
∑n

i=1(d
dom
i + d′domi )とする．石井と筆者の共著論文 [IM]とHumphries

の論文 [Hu]において，次のような 2種類の定理 3.2の拡張が得られている．

定理 3.4 (石井–宮崎 [IM, Theorem 2.7, Theorem 2.14]+命題 2.3，参考 [HMN, Proposition 5.9]).

m = n− 1のとき，Hddom,d′dom 6= {0}ならば，v ∈ Vddom , v′ ∈ Vd′dom に対し，

Z(s,W
(ε)
d,ν(v),W

(−ε)
d′,ν′ (v

′)) = (ε
√
−1)

∑n−1
i=1 d′iL(s, πd,ν × πd′,ν′)Ψ(v ⊗ v′)

が成り立つ．m = nのとき，Hddom,d′dom 6= {0}ならば，v ∈ Vddom , v′ ∈ Vd′dom , ϕ ∈ S
(n)
l0
に対し，

Z(s,W
(ε)
d,ν(v),W

(−ε)
d′,ν′ (v

′), ϕ) = L(s, πd′,ν × πd,ν′)Ψ(v ⊗ v′ ⊗ ϕ)

が成り立つ．ここで，Ψは ddom, d′dom のみに依存する Hddom,d′dom の 0でない具体的な元であ
る．また，これらの式の左辺は，局所ゼータ積分が定義するHddom,d′dom の元による v ⊗ v′およ
び v ⊗ v′ ⊗ ϕの像と見なせることに注意しておく（特に，Hddom,d′dom = {0}ならば 0である）．

定理 3.5 (Humphries [Hu, Theorem 4.17]). π を GLn(F )のジェネリックな既約 Casselman–

Wallach表現とする．W(π, ψε)の新形式Kn-タイプに属するKn−1-不変なWhittaker関数W new
π,ε

と ϕnewπ ∈ S0(M1,n(F ))が存在して，次を満たす：

• m = n− 1のとき，任意の ν ′ ∈ Cn−1に対し，Z(s,W new
π,ε ,W

(−ε)
0̂,ν′

(u0̂)) = L(s, π × π0̂,ν′).

• m = nのとき，任意の ν ′ ∈ Cnに対し，Z(s,W new
π,ε ,W

(−ε)
0,ν′ (u0), ϕ

new
π ) = L(s, π × π0,ν′).

注意 3.6. S(n)l0
はGLn×GLnの大域的ゼータ積分の定義に用いるEisenstein級数のなす表現の局

所成分（退化主系列表現）の極小Kn-タイプに対応する．定理 3.4のΨについては，[IM]におい
てGLn(C)の既約有限次元正則表現のGelfand–Tsetlin基底を用いた明示的な記述が与えられて
いる．また，定理 3.5において，W(π, ψε)の新形式Kn-タイプに属するKn−1-不変なWhittaker

関数のなす空間は 1次元である．
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3.2 局所ゼータ積分の漸化式
定理 3.4と定理 3.5はともに局所ゼータ積分の 2種類の漸化式を用いて証明されている．この

節では，それらの漸化式を紹介する（詳しくは，[IM, §3]を参照）．§2.6と §3.1の記法を用いる．
f ∈ I(d, ν), ϕ ∈ S(Mn(F )), l ∈ Z, s ∈ Cとおき，Re(s)は十分大きいと仮定する．このとき，
畳み込み切断 g◦l,s(f, ϕ) ∈ I(d, ν)を

g◦l,s(f, ϕ)(g) =

∫
GLn(F )

f(gh)ϕ(h)

(
deth

| deth|

)l
| deth|s+(n−1)/2

F dh (g ∈ GLn(F ))

で定義すると，そのWhittaker関数に対し，

WJε(g
◦
l,s(f, ϕ))(g) =

∫
GLn(F )

WJε(f)(gh)ϕ(h)

(
deth

| deth|

)l
| deth|s+(n−1)/2

F dh (g ∈ GLn(F ))

が成り立つ．畳み込み切断を導入して，Jacquet [Ja3]による定理 3.1の証明の一部を変形するこ
とによって，次の漸化式が得られる．
漸化式 1 (GLn ×GLn → GLn ×GLn−1)： m = n > 1のとき，

Z(s, WJε(f), WJ−ε

(
g+d′n,ν′n

(f ′, ϕ1)
)
, ϕ2) = Z(s, WJε

(
g◦d′n,s+ν′n(f, ϕ0)

)
, WJ−ε(f

′))

(f ∈ I(d, ν), f ′ ∈ I(d̂′, ν̂ ′), ϕ1 ∈ S(Mn−1,n(F )), ϕ2 ∈ S(M1,n(F )))

が成り立つ．ただし，ϕ0
(
z1
z2

)
= ϕ1(z1)ϕ2(z2) (z1 ∈ Mn−1,n(F ), z2 ∈ M1,n(F ))とする．

漸化式 2 (GLn ×GLn−1 → GLn−1 ×GLn−1)： m = n− 1のとき，

Z(s, WJε

(
g+dn,νn(f, ϕ0)

)
, WJ−ε(f

′)) = Z(s, WJε(f), WJ−ε(g
◦
dn,s+νn(f

′, ϕ1)), Fε(ϕ2))

(f ∈ I(d̂, ν̂), f ′∈ I(d′, ν ′), ϕ1∈ S(Mn−1(F )), ϕ2∈ S(Mn−1,1(F )))

が成り立つ．ただし，ϕ0(z1, z2) = ϕ1(z1)ϕ2(z2) (z1 ∈ Mn−1(F ), z2 ∈ Mn−1,1(F ))とし，

Fε(ϕ2)(t) =
∫
Mn−1,1(F )

ϕ2(z)ψ−ε(tz) dz (t ∈ M1,n−1(F ))

とする．
これらの漸化式を適切な f, f ′, ϕ1, ϕ2について書き下すことによって，定理 3.4と定理 3.5は証明
されている．定理 3.5の主張は GLn(F )の一般のジェネリックな既約 Casselman–Wallach表現
πに対するものだが，Humphries [Hu, §9]は πを主系列表現の部分表現として実現して，これら
の漸化式を用いている．また，Humphriesは漸化式 2を直接用いるのが困難な場合には，πを

W new
π,ε

(
g

1

)
=W new

π∗,ε

(
g

1

)
(g ∈ GLn−1(F ))

を満たす π∗に置き換えて計算を実行するなどの技巧的な工夫をしている．
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4 保型L関数の臨界値の研究への応用
4.1 Whittaker周期
この章では，定理 3.4の保型 L関数の臨界値の研究への応用についてする（詳しくは [HMN]

を参照）．大域的な対象を扱うため，2章と 3章で省略していた添字の vを省略せずに書くこと
にする．この節では，まずRaghuram–Shahidi [RS]のWhittaker周期を定義する．
F は総虚代数体であるとし，IF を埋め込み F → C全体の集合とする。複素素点 v ∈ ΣF,∞に

対応する 2つの埋め込み F → Cのうち 1つを任意に選んで固定し，vをその埋め込みと同一視
することによって，ΣF,∞を IF の部分集合と見なす．

K̃n,∞ :=
∏

v∈ΣF,∞

K̃n,v, K̃n,v := F×
v Kn,v = C×U(n)

とおく．GLn(AF,fin)のコンパクト開部分群K(n)対して，Y (n)
K := GLn(F )\GLn(AF )/K̃

(n)
∞ K(n)

とおく．GLn(F∞)の Lie代数の複素化を gn,∞ := gln(F∞)⊗R Cで表す．また，v ∈ ΣF,∞に対
して，GLn(Fv)と K̃n,v の Lie代数の複素化をそれぞれ gn,v と k̃n,v で表す．
λ = (λσ)σ∈IF , λσ = (λσ,1, λσ,2, · · · , λσ,n) ∈ Λnとおく．λは純性ウェイト w ∈ Zをもつとす

る，すなわち，すべての σ ∈ IF に対して，λ∨σ = λσ − wが成り立つとする．V(λ∨)を

V (λ∨) :=
⊗
σ∈IF

Vλ∨σ , λ∨σ := (−λσ,n,−λσ,n−1, · · · ,−λσ,1) ∈ Λn

に付随する局所系とし，H•
cusp(Y

(n),V(λ∨)) を直極限 lim
−→ K(n)H•

cusp(Y
(n)
K ,V(λ∨)) で定義する．

(π,Hπ)を GLn(AF )の滑らかな既約保型カスプ表現とする．π は λに関してコホモロジカル
であると仮定する，すなわち，H•

cusp(Y
(n),V(λ∨))[πfin] 6= {0}が成り立つと仮定する．ここで，

bn,v := n(n−1)
2 (v ∈ ΣF,∞)とおくと，Hk

cusp(Y
(n),V(λ∨)) 6= {0}が成り立つ最小の次数 kの値

は bn :=
∏
v∈ΣF,∞

bn,v であり，同型

Hbn
cusp(Y

(n),V(λ∨))[πfin] ∼=W(πfin, ψε,fin)⊗Hbn(gn,∞, K̃n,∞;W(π∞, ψε,∞)⊗ V (λ∨)) (4.1)

が成り立つ．このとき，(gn,∞, K̃n,∞)-コホモロジーHbn(gn,∞, K̃n,∞;W(π∞, ψε,∞)⊗V (λ∨))は
1次元空間である．Hbn(gn,∞, K̃n,∞;W(π∞, ψε,∞)⊗ V (λ∨))の生成元 [π∞]εをとって固定し，

Φπ : W(πfin, ψε,fin)→ Hbn
cusp(Y

(n),V(λ∨))[πfin]

を同型 (4.1)によってW 7→W ⊗ [π∞]εから誘導される射とする．Q(π)を πの有理性の体とする
と，W(πfin, ψε,fin)と V(λ∨)はそれぞれQ(π)-有理構造W(πfin, ψε,fin)Q(π)と V(λ∨)Q(π)をもち，
ある pb(π) ∈ C×が存在して，

pb(π)−1Φπ(W(πfin, ψε,fin)Q(π)) ⊂ Hbn
cusp(Y

(n),V(λ∨)Q(π))

が成り立つ．この pb(π)を（Raghuram–Shahidiの）πのWhittaker周期という．Whittaker周
期 pb(π)はQ(π)×のスカラー倍を除いて決まり，[π∞]εの選び方に依存することに注意しておく．
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この節の最後に，原，並川と筆者の共著論文 [HMN]における [π∞]ε の構成について紹介す
る．各複素素点 v ∈ ΣF,∞ において，dv,i := 2λv,i + n + 1 − 2i − w (1 ≤ i ≤ n) とおき，
dv := (dv,1, dv,2, · · · , dv,n) ∈ Λn, νv := (w/2,w/2, · · · ,w/2)とおくと，πの局所成分 πv は既約
な主系列表現 πdv ,νv と同型である．これより，同型

Hbn(gn,∞, K̃n,∞;W(π∞, ψε,∞)⊗ V (λ∨)) ∼=
⊗

v∈ΣF,∞

Hbn,v(gn,v, K̃n,v;W(πdv ,νv , ψε,v)⊗ V (λ∨)v)

に沿って [π∞]ε = ⊗v∈ΣF,∞ [πdv ,νv ]εと分解できるので，各複素素点 v ∈ ΣF,∞において [πdv ,νv ]ε

を構成すればよい．ここで，g ∈ GLn(Fv) = GLn(C)は V (λ∨)の局所成分 V (λ∨)v := Vλ∨v ⊗Vλ∨v
に τλ∨v (g)⊗ τλ∨v (g)で作用するものとする．さらに，同型

Hbn,v(gn,v, K̃n,v ;W(πdv ,νv , ψε,v)⊗ V (λ∨)v)

∼=
(
W(πdv ,νv , ψε,v)⊗

∧bn,v
(gn,v/̃kn,v)

∨ ⊗ V (λ∨)v

)Kn,v

が成り立つ．πdv ,νv のKn,v-タイプのうち (
∧bn,v(gn,v/̃kn,v)

∨ ⊗ V (λ∨)v)
∨の既約成分として現れ

るのは極小Kn,v-タイプ τdv のみであり，その重複度は 1である．[HMN]では，Gelfand–Tsetlin

基底を用いて (Vdv ⊗ ∧bn,v(gn,v/̃kn,v)
∨ ⊗ V (λ∨)v

)Kn,v の（定数倍を除いて唯 1つの）元を構成
し，そのW

(ε)
dv ,νv

⊗ id⊗ id⊗ idによる像をとることによって [πdv ,νv ]ε の明示的な構成を与えた．
さらに [HMN]では，Gelfand–Tsetlin基底を用いて V (λ∨)の有理構造や整構造の具体的な記述
を与え，次節の定理 4.3の仮定のもとでWhittaker周期 pb(π)を整構造に対して定義している．

4.2 GLn ×GLn−1の保型 L関数の臨界値
n > 1, µ = (µσ)σ∈IF , µσ = (µσ,1, µσ,2, · · · , µσ,n−1) ∈ Λn−1とし，µは純性ウェイト w′をもつ

とする. (π′,Hπ′)をGLn−1(AF )の滑らかな既約保型カスプ表現とし，π′はµに関してコホモロ
ジカルであると仮定する．Q(π, π′) := Q(π)Q(π′)をQ(π)とQ(π′)の合成体とする．

Crit(π × π′) := {m ∈ Z | −λσ,n+1−i ≥ µσ,i +m ≥ −λσ,n−i (σ ∈ IF , 1 ≤ i ≤ n− 1)}

とおく．Crit(π×π′) 6= ∅のとき，L(s, π×π′)の臨界点全体の集合は {12 +m | m ∈ Crit(π×π′)}
で与えられることが知られている．

定理 4.1 (Raghuram [Ra]). Crit(π × π′) 6= ∅とする．m ∈ Crit(π × π′)に対して，

I∞(12 +m; [π∞]ε, [π
′
∞]−ε)

Lfin(
1
2 +m,πfin × π′fin)
pb(π)pb(π′)

∈ Q(π, π′)

が成り立つ．ここで，I∞(12 +m; [π∞]ε, [π
′
∞]−ε)はm, [π∞]ε, [π

′
∞]−εに依存する複素数であり，

各 v ∈ ΣF,∞における極小Kn,v ×Kn−1,v-タイプの局所ゼータ積分の s = 1
2 +mでの値の線型結

合の積で与えられる．
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注意 4.2. この章では F を総虚代数体としているが，Raghuram [Ra]は定理 4.1を総虚とは限ら
ない一般の代数体に対して証明している．また，一般の代数体の場合に，Li–Liu–Sun [LLS]は
無限素点における周期関係式を構成し，定理 4.1の複素数 I∞(12 +m; [π∞]ε, [π

′
∞]−ε)を明示的に

書き下している．ただし，[LLS]では [π∞]ε, [π
′
∞]−εを明示的に構成しているわけではなく，自

明な局所系に対するGLn ×GLn−1の局所ゼータ積分を用いて [π∞]ε, [π
′
∞]−εを正規化している．

筆者は原，並川との共著論文 [HMN]において，§4.1で述べたように [π∞]ε, [π
′
∞]−εを構成し，

定理 3.4を用いて I∞(12 +m; [π∞]ε, [π
′
∞]−ε)を明示的に計算した．注意 4.2で紹介した Li–Liu–

Sun [LLS]の研究と比較すると，我々の結果には F が総虚であるという仮定が必要であるもの
の，（GLn × GLn−1の局所ゼータ積分とは無関係に）[π∞]ε, [π

′
∞]−ε を明示的に構成して，結果

を得ることができている．これにより，πに関連する他の保型 L関数（たとえば，注意 4.5で後
述するGLn ×GLnの保型 L関数など）の臨界値の代数性や整性についても，共通のWhittaker

周期 pb(π)を用いて考えることができる．
[HMN]の主定理を紹介するために，さらにいくつか仮定をしよう．ÔF のイデアルNに対し，

Kn,1(N) := {k = (ki,j) ∈ GLn(ÔF ) | kn,1, kn,2, · · · , kn,n−1, kn,n − 1 ∈ N}.

とおく．(πfin)
Kn,1(N) 6= {0}となる ÔF のイデアルNが存在し，そのうち最大のものをNπ とす

ると，F の判別式DF とNπは互いに素であると仮定する．また，(π′fin)
GLn−1(ÔF ) 6= {0}と仮定

する．これらの仮定のもとで，局所系やコホモロジーに整構造を導入し，Whittaker周期 pb(π)

を定義し直すことで，次の結果を得た．
定理 4.3 (原–宮崎–並川 [HMN, Theorem 2.25]). pを p > max{λσ,1 − λσ,n + n − 2 | σ ∈ IF }
を満たす素数とする．Pを p上の Q(π, π′)の素点とし，Q(π, π′)の整数環の Pでの局所化を
O(π, π′)(P)で表す．Crit(π × π′) 6= ∅のとき，m ∈ Crit(π × π′)に対して，

C(m,π × π′)
L(12 +m,π × π′)
pb(π)pb(π′)

∈ O(π, π′)(P)

が成り立つ．ここで，
C(m,π × π′) := 2−2bn(

√
−1)−bn−1(−

√
−1)(n−1)w′·#ΣF,∞ωπ′(δ)−1(−1)(m+1)bnD

mn(n−1)/2
F

とし，δは ÔF の共役差積を生成する有限イデール，ωπ′ は π′の中心指標とする．
注意 4.4. F が実素点をもつ場合，GLn(AF )の滑らかなコホモロジカル既約保型カスプ表現 πの
実素点における局所成分 πvは既約な主系列表現と同型ではないため，[HMN]の手法で定理 4.3を
一般の代数体に拡張するためには，定理 3.4をより一般の表現に拡張する必要がある．（他にも局
所系の有理構造や整構造に関する問題もある．）GL3×GL2の場合については，石井，平野と筆者
の共著論文 [HIM1]の結果を用いて，原，並川 [HN]が実素点における I∞(12 +m; [π∞]ε, [π

′
∞]−ε)

の明示的計算を実行している．
注意 4.5. RaghuramのGLn ×GLn−1の場合の結果 (定理 4.1)と同様の結果を，Grenié [Gr]は
GLn × GLn (F は総虚代数体)の場合に得ている．GLn × GLn の場合についても，定理 4.1の
I∞(12 +m; [π∞]ε, [π

′
∞]−ε)にあたる部分を定理 3.4を用いて計算することでGrenié [Gr]の結果を

精密化できることがわかっており，現在，原，並川との共同研究を進行中である．
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Norm one tori and Hasse norm principle

Akinari Hoshi (Niigata University)

In this talk, I explain the content of the papers Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22], [HKY23].

1 Introduction

Let k be a field, k be a fixed separable closure of k and G = Gal(k/k) be the absolute Galois group of k. Let
T be an algebraic k-torus, i.e. a group k-scheme with fiber product (base change) T×kk = T×Spec k Spec k ≃
(Gm,k)

n; k-form of the split torus (Gm)
n. Then there exists the minimal (canonical) finite Galois extension

K/k with Galois group G = Gal(K/k) such that T splits over K: T ×kK ≃ (Gm,K)n. It is also well-known
that there is the duality between the category of G-lattices, i.e. finitely generated Z[G]-modules which are
Z-free as abelian groups, and the category of algebraic k-tori which split over K (see Ono [Ono61, Section
1.2], Voskresenskii [Vos98, page 27, Example 6] and Knus, Merkurjev, Rost and Tignol [KMRT98, page 333,
Proposition 20.17]). Indeed, if T is an algebraic k-torus, then the character module T̂ = Hom(T,Gm) of T
may be regarded as a G-lattice. Let X be a smooth k-compactification of T , i.e. smooth projective k-variety
X containing T as a dense open subvariety, and X = X×k k. There exists such a smooth k-compactification
of an algebraic k-torus T over any field k (due to Hironaka [Hir64] for char k = 0, see Colliot-Thélène, Harari
and Skorobogatov [CTHS05, Corollaire 1] for any field k). A G-lattice P is said to be permutation if P has
a Z-basis permuted by G and a G-lattice F is said to be flabby (resp. coflabby) if Ĥ−1(H, F ) = 0 (resp.
H1(H, F ) = 0) for any closed subgroup H ≤ G where Ĥ is the Tate cohomology.

Theorem 1.1 (Voskresenskii [Vos69, Section 4, page 1213], [Vos70, Section 3, page 7], see also [Vos98,
Section 4.6], [Kun07, Theorem 1.9], [Vos74] and [CT07, Theorem 5.1, page 19] for any field k). Let k be
a field and G = Gal(k/k). Let T be an algebraic k-torus, X be a smooth k-compactification of T and
X = X ×k k. Then there exists an exact sequence of G-lattices

0→ T̂ → Q̂→ PicX → 0

where Q̂ is permutation and Pic X is flabby.

We have H1(k,PicX) ≃ H1(G,PicXK) where K is the splitting field of T , G = Gal(K/k) and XK =
X ×k K. Hence Theorem 1.1 says that for G-lattices M = T̂ and P = Q̂, the exact sequence 0 → M →
P → PicXK → 0 gives a flabby resolution of M and the flabby class of M is [M ]fl = [Pic XK ] as G-lattices
(see [HKY22, Section 3], cf. Endo and Miyata’s theorem [EM75, Lemma 1.1]).

Let k be a global field, i.e. a number field (a finite extension of Q) or a function field of an algebraic
curve over Fq (a finite extension of Fq(t)). Let T be an algebraic k-torus and T (k) be the group of k-rational
points of T . Then T (k) embeds into

∏
v∈Vk T (kv) by the diagonal map where Vk is the set of all places of k

and kv is the completion of k at v. Let T (k) be the closure of T (k) in the product
∏
v∈Vk T (kv). The group

A(T ) =

∏
v∈Vk

T (kv)

 /T (k)

is called the kernel of the weak approximation of T . We say that T has the weak approximation property if
A(T ) = 0.

Let E be a principal homogeneous space (= torsor) under T . Hasse principle holds for E means that
if E has a kv-rational point for all kv, then E has a k-rational point. The set H1(k, T ) classifies all such
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torsors E up to (non-unique) isomorphism. We define the Shafarevich-Tate group

X(T ) = Ker

H1(k, T )
res−−→

⊕
v∈Vk

H1(kv, T )

 .

Then Hasse principle holds for all torsors E under T if and only if X(T ) = 0.

Theorem 1.2 (Voskresenskii [Vos69, Theorem 5, page 1213], [Vos70, Theorem 6, page 9], see also [Vos98,
Section 11.6, Theorem, page 120]). Let k be a global field, T be an algebraic k-torus and X be a smooth
k-compactification of T . Then there exists an exact sequence

0→ A(T )→ H1(k,PicX)∨ →X(T )→ 0

where M∨ = Hom(M,Q/Z) is the Pontryagin dual of M . Moreover, if L is the splitting field of T and L/k
is an unramified extension, then A(T ) = 0 and H1(k,PicX)∨ ≃X(T ).

For the last assertion, see [Vos98, Theorem, page 120]. It follows that H1(k,PicX) = 0 if and only if
A(T ) = 0 and X(T ) = 0, i.e. T has the weak approximation property and Hasse principle holds for all
torsors E under T . Theorem 1.2 was generalized to the case of linear algebraic groups by Sansuc [San81].

The norm one torus R
(1)
K/k(Gm) of K/k is the kernel of the norm map RK/k(Gm)→ Gm where RK/k is

the Weil restriction (see [Vos98, page 37, Section 3.12]). Such a torus R
(1)
K/k(Gm) is biregularly isomorphic to

the norm hypersurface f(x1, . . . , xn) = 1 where f ∈ k[x1, . . . , xn] is the polynomial of total degree n defined
by the norm map NK/k : K

× → k×. When K/k is a finite Galois extension, we have that:

Theorem 1.3 (Voskresenskii [Vos70, Theorem 7], Colliot-Thélène and Sansuc [CTS77, Proposition 1]). Let

k be a field and K/k be a finite Galois extension with Galois group G = Gal(K/k). Let T = R
(1)
K/k(Gm) be

the norm one torus of K/k and X be a smooth k-compactification of T . Then H1(H,PicXK) ≃ H3(H,Z)
for any subgroup H of G. In particular, H1(k,PicX) ≃ H1(G,PicXK) ≃ H3(G,Z) which is isomorphic to
the Schur multiplier M(G) of G.

In other words, for G-lattice JG = T̂ , H1(H, [JG]
fl) ≃ H3(H,Z) for any subgroup H of G and

H1(G, [JG]
fl) ≃ H3(G,Z) ≃ H2(G,Q/Z); the Schur multiplier of G. By the exact sequence 0 → Z →

Z[G] → JG → 0, we also have δ : H1(G, JG) ≃ H2(G,Z) ≃ Gab ≃ G/[G,G] where δ is the connecting
homomorphism and Gab is the abelianization of G.

Let K be a finitely generated field extension of a field k. A field K is called rational over k (or k-rational
for short) if K is purely transcendental over k, i.e. K is isomorphic to k(x1, . . . , xn), the rational function
field over k with n variables x1, . . . , xn for some integer n. K is called stably k-rational if K(y1, . . . , ym) is
k-rational for some algebraically independent elements y1, . . . , ym over K. Two fields K and K ′ are called
stably k-isomorphic if K(y1, . . . , ym) ≃ K ′(z1, . . . , zn) over k for some algebraically independent elements
y1, . . . , ym over K and z1, . . . , zn over K ′. When k is an infinite field, K is called retract k-rational if
there is a k-algebra R contained in K such that (i) K is the quotient field of R, and (ii) the identity map
1R : R → R factors through a localized polynomial ring over k, i.e. there is an element f ∈ k[x1, . . . , xn],
which is the polynomial ring over k, and there are k-algebra homomorphisms φ : R → k[x1, . . . , xn][1/f ]
and ψ : k[x1, . . . , xn][1/f ] → R satisfying ψ ◦ φ = 1R (cf. [Sal84]). K is called k-unirational if k ⊂ K ⊂
k(x1, . . . , xn) for some integer n. It is not difficult to see that “k-rational”⇒ “stably k-rational”⇒ “retract
k-rational” ⇒ “k-unirational”.

An algebraic k-torus T is said to be k-rational (resp. stably k-rational, retract k-rational) if the function
field k(T ) of T is k-rational (resp. stably k-rational, retract k-rational).

Note that an algebraic k-torus T is always k-unirational (see [Vos98, page 40, Example 21]). Tori of
dimension n over k correspond bijectively to the elements of the set H1(G,GLn(Z)) where G = Gal(ks/k)
since Aut((Gm)

n) = GLn(Z). The algebraic k-torus T of dimension n is determined uniquely by the integral
representation h : G → GLn(Z) up to conjugacy, and the group h(G) is a finite subgroup of GLn(Z) (see
[Vos98, page 57, Section 4.9])).
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There are 2 (resp. 13, 73, 710, 6079) Z-classes forming 2 (resp. 10, 32, 227, 955) Q-classes in GL1(Z)
(resp. GL2(Z), GL3(Z), GL4(Z), GL5(Z)). It is easy to see that all the 1-dimensional algebraic k-tori

T , i.e. the trivial torus Gm and the norm one torus R
(1)
K/k(Gm) of K/k with [K : k] = 2, are k-rational.

Voskresenskii [Vos67] proved that all the 13 cases of 2-dimensional algebraic k-tori, which correspond to 13
Z-conjugacy classes of finite subgroups of GL2(Z), are k-rational. Note that whether all the 13 cases indeed
occur or not depends on a base field k. The same applies for the numbers 15, 216 and 3003 in Theorems
1.4, 1.5 and 1.6 below. We also note that T is retract k-rational ⇒ H1(k,PicX) = 0 and over global field
k, H1(k,PicX) = 0⇒ A(T ) ≃X(T ) = 0 (see also Manin [Man74, §30]).

Kunyavskii [Kun90] solved the rationality problem for 3-dimensional algebraic k-tori. In the classifica-
tion, there exist 73 cases of 3-dimensional algebraic k-tori which correspond to 73 Z-conjugacy classes of
finite subgroups of GL3(Z), and 15 cases of them are not k-rational (resp. not stably k-rational, not retract
k-rational). Using the classification, Kunyavskii [Kun84] showed that only 2 cases of algebraic k-tori of
dimension 3 satisfy the non-vanishing H1(k,PicX) ̸= 0 among the 15 cases of non-rational k-tori. These

two k-tori are norm one tori T = R
(1)
K/k(Gm) with [K : k] = 4:

Theorem 1.4 (Kunyavskii [Kun84, Proposition 1]). Let k be a field, T be an algebraic k-torus of dimension
3 and X be a smooth k-compactification of T . Then, among the (at most) 15 cases of non-rational algebraic
k-tori T ,

H1(k,PicX) =

{
Z/2Z if T = R

(1)
K1/k

(Gm) or R
(1)
K2/k

(Gm)

0 otherwise

where K1/k (resp. K2/k) is a field extension of degree 4 whose Galois closure L1/k (resp. L2/k) satisfies
Gal(L1/k) ≃ V4; the Klein four group (resp. Gal(L2/k) ≃ A4; the alternating group of degree 4). In

particular, if k is a global field, then A(T ) ≃X(T ) = 0 except for T = R
(1)
K1/k

(Gm) and T = R
(1)
K2/k

(Gm).

Hoshi and Yamasaki [HY17] classified stably/retract k-rational algebraic k-tori of dimensions 4 and 5. In
the classification, there exist 710 (resp. 6079) cases of 4-dimensional (resp. 5-dimensional) algebraic k-tori
which correspond to 710 (resp. 6079) Z-conjugacy classes of finite subgroups of GL4(Z) (resp. GL5(Z)),
and 216 (resp. 3003) cases of them are not retract k-rational.

The first main result (Theorem 1.5 and Theorem 1.6) of the paper [HKY22] is to classify the algebraic
k-tori T with non-vanishing H1(k,PicX) ̸= 0 in dimensions 4 and 5:

Theorem 1.5 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Theorem 1.5], see [HKY22, Theorem 4.1] for the
detailed statement). Let k be a field, T be an algebraic k-torus of dimension 4 and X be a smooth k-
compactification of T . Among the (at most) 216 cases of not retract rational algebraic k-tori T , there exist
2 (resp. 20, 194) cases of algebraic k-tori with H1(k,PicX) ≃ (Z/2Z)⊕2 (resp. H1(k,PicX) ≃ Z/2Z,
H1(k,PicX) = 0).

Theorem 1.6 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Theorem 1.6], see [HKY22, Theorem 4.2] for the
detailed statement). Let k be a field, T be an algebraic k-torus of dimension 5 and X be a smooth k-
compactification of T . Among the (at most) 3003 cases of not retract rational algebraic k-tori T , there exist
11 (resp. 263, 2729) cases of algebraic k-tori with H1(k,PicX) ≃ (Z/2Z)⊕2 (resp. H1(k,PicX) ≃ Z/2Z,
H1(k,PicX) = 0).

Note that Hoshi and Yamasaki [HY17, Chapter 7] showed the vanishing H1(k,PicX) ≃ H1(G, [T̂ ]fl) = 0
for any Bravais group G of dimension n ≤ 6 (see also [Vos83], [Vos98, Section 8]). There exists 1 (resp. 5,
14, 64, 189, 841) Bravais group of dimension n = 1 (resp. 2, 3, 4, 5, 6) (see [HY17, Example 4.16]).

Let G be a finite group and M be a G-lattice. We define

Xi
ω(G,M) := Ker

H i(G,M)
res−−→

⊕
g∈G

H i(⟨g⟩,M)

 (i ≥ 1).

The following is a theorem of Colliot-Thélène and Sansuc [CTS87]:
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Theorem 1.7 (Colliot-Thélène and Sansuc [CTS87, Proposition 9.5 (ii)], see also [San81, Proposition 9.8]
and [Vos98, page 98]). Let k be a field with char k = 0 and K/k be a finite Galois extension with Galois group
G = Gal(K/k). Let T be an algebraic k-torus which splits over K and X be a smooth k-compactification of
T . Then we have

X2
ω(G, T̂ ) ≃ H1(G,PicXK) ≃ Br(X)/Br(k)

where Br(X) is the étale cohomological Brauer Group of X (it is the same as the Azumaya-Brauer group of
X for such X, see [CTS87, page 199]).

In other words, for G-lattice M = T̂ , we have H1(k,PicX) ≃ H1(G,PicXK) ≃ H1(G, [M ]fl) ≃
X2

ω(G,M) ≃ Br(X)/Br(k) (for the flabby class [M ]fl of M , see [HKY22, Section 3]). Hence Theorem
1.4, Theorem 1.5 and Theorem 1.6 compute H1(G, [M ]fl) ≃X2

ω(G,M) ≃ Br(X)/Br(k) where M = T̂ . We
also see Brnr(k(X)/k) = Br(X) ⊂ Br(k(X)) (see Colliot-Thélène [CTS07, Theorem 5.11], Saltman [Sal99,
Proposition 10.5]).

Let k be a global field, K/k be a finite extension and A×
K be the idele group of K. We say that the

Hasse norm principle holds for K/k if (NK/k(A
×
K) ∩ k×)/NK/k(K

×) = 1 where NK/k is the norm map.
Hasse [Has31, Satz, page 64] proved that the Hasse norm principle holds for any cyclic extension K/k

but does not hold for bicyclic extension Q(
√
−39,

√
−3)/Q. For Galois extensions K/k, Tate [Tat67] gave

the following theorem:

Theorem 1.8 (Tate [Tat67, page 198]). Let k be a global field, K/k be a finite Galois extension with Galois
group Gal(K/k) ≃ G. Let Vk be the set of all places of k and Gv be the decomposition group of G at v ∈ Vk.
Then we have

(NK/k(A
×
K) ∩ k×)/NK/k(K

×) ≃ Coker

⊕
v∈Vk

Ĥ−3(Gv,Z)
cores−−−→ Ĥ−3(G,Z)


where Ĥ is the Tate cohomology. In particular, the Hasse norm principle holds for K/k if and only if the
restriction map H3(G,Z)

res−−→
⊕

v∈Vk H
3(Gv,Z) is injective.

Let Sn (resp. An, Dn, Cn) be the symmetric (resp. the alternating, the dihedral, the cyclic) group of
degree n of order n! (resp. n!/2, 2n, n). Let V4 ≃ C2 × C2 be the Klein four group.

If G ≃ Cn is cyclic, then Ĥ−3(G,Z) ≃ H3(G,Z) ≃ H1(G,Z) = 0 and hence the Hasse’s original theorem
follows. If there exists a place v of k such that Gv = G, then the Hasse norm principle also holds for K/k.
For example, the Hasse norm principle holds for K/k with G ≃ V4 if and only if there exists a place v of
k such that Gv = V4 because H3(V4,Z) ≃ Z/2Z and H3(C2,Z) = 0. The Hasse norm principle holds for
K/k with G ≃ (C2)

3 if and only if (i) there exists a place v of k such that Gv = G or (ii) there exist places
v1, v2, v3 of k such that Gvi ≃ V4 and H3(G,Z)

res−−→ H3(Gv1 ,Z)⊕H3(Gv2 ,Z)⊕H3(Gv3 ,Z) is an isomorphism
because H3(G,Z) ≃ (Z/2Z)⊕3 and H3(V4,Z) ≃ Z/2Z.

Ono [Ono63] established the relationship between the Hasse norm principle for K/k and the Hasse

principle for all torsors under the norm one torus R
(1)
K/k(Gm) of K/k:

Theorem 1.9 (Ono [Ono63, page 70], see also Platonov [Pla82, page 44], Kunyavskii [Kun84, Remark 3],
Platonov and Rapinchuk [PR94, page 307]). Let k be a global field and K/k be a finite extension. Then

X(R
(1)
K/k(Gm)) ≃ (NK/k(A

×
K) ∩ k×)/NK/k(K

×).

In particular, X(R
(1)
K/k(Gm)) = 0 if and only if the Hasse norm principle holds for K/k.

The Hasse norm principle for Galois extensions K/k was investigated by Gerth [Ger77], [Ger78] and
Gurak [Gur78a], [Gur78b], [Gur80] (see also [PR94, pages 308–309]), etc. Gurak [Gur78a] showed that the
Hasse norm principle holds for Galois extension K/k if all the Sylow subgroups of Gal(K/k) are cyclic. Note
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that this also follows from Theorem 1.9 and the retract k-rationality of T = R
(1)
K/k(Gm) due to Endo and

Miyata [EM75, Theorem 2.3].
However, for non-Galois extension K/k, very little is known about the Hasse norm principle. Bartels

[Bar81a] (resp. [Bar81b]) showed that the Hasse norm principle for K/k holds when [K : k] is prime
(resp. Gal(L/k) ≃ Dn). The former case also follows from Theorem 1.9 and the retract k-rationality of

T = R
(1)
K/k(Gm) due to Colliot-Thélène and Sansuc [CTS87, Proposition 9.1].

Theorem 1.10 (Voskresenskii and Kunyavskii [VK84], see also Voskresenskii [Vos88, Theorem 4, Corol-
lary]). Let k be a number field, K/k be a finite extension of degree n and L/k be the Galois closure of

K/k with Gal(L/k) ≃ Sn; the symmetric group of degree n. Let T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of

K/k and X be a smooth k-compactification of T . Then H1(Sn,PicXL) = 0. In particular, T has the weak
approximation property and the Hasse norm principle holds for K/k.

Theorem 1.11 (Macedo [Mac20]). Let k be a number field, K/k be a finite extension of degree n ≥ 5
and L/k be the Galois closure of K/k with Gal(L/k) ≃ An; the alternating group of degree n ≥ 5. Let

T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k. Then X2

ω(An, T̂ ) = 0. In particular, T has the weak

approximation property and the Hasse norm principle holds for K/k.

Remark 1.12. Applying Theorem 1.2 to T = R
(1)
K/k(Gm), it follows from Theorem 1.9 thatH1(k,PicX) = 0

if and only if A(T ) = 0 and X(T ) = 0, i.e. T has the weak approximation property and the Hasse norm
principle holds for K/k. In the algebraic language, the latter condition X(T ) = 0 means that for the
corresponding norm hypersurface f(x1, . . . , xn) = b, it has a k-rational point if and only if it has a kv-
rational point for any valuation v of k where f ∈ k[x1, . . . , xn] is the polynomial of total degree n defined
by the norm map NK/k : K

× → k× and b ∈ k× (see [Vos98, Example 4, page 122]).

Let nTm be the m-th transitive subgroup of Sn up to conjugacy (see Butler and McKay [BM83], [GAP]).
Let k be a number field, K/k be a field extension of degree n and L/k be the Galois closure of K/k with

Gal(L/k) ≃ G. Then we may regard G as the transitive subgroup G = nTm ≤ Sn. Let v be a place of k
and Gv be the decomposition group of G at v. Using Theorem 1.4, Kunyavskii [Kun84] gave a necessary
and sufficient condition for the Hasse norm principle for n = 4:

Theorem 1.13 (Kunyavskii [Kun84, page 1899]). Let k be a number field, K/k be a field extension of degree
4 and L/k be the Galois closure of K/k. Let G = Gal(L/k) = 4Tm (1 ≤ m ≤ 5) be a transitive subgroup

of S4 and H = Gal(L/K) with [G : H] = 4. Let T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k. Then

A(T ) ≃X(T ) = 0 except for 4T2 ≃ V4 and 4T4 ≃ A4. For 4T2 ≃ V4 and 4T4 ≃ A4, either (i) A(T ) = 0
and X(T ) ≃ Z/2Z or (ii) A(T ) ≃ Z/2Z and X(T ) = 0, and the following conditions are equivalent:
(ii) A(T ) ≃ Z/2Z and X(T ) = 0;
(iii) there exists a place v of k (which ramifies in L) such that V4 ≤ Gv.

Drakokhrust and Platonov [DP87] gave a necessary and sufficient condition for the Hasse norm principle
for n = 6 (G = 6Tm (1 ≤ m ≤ 16)):

Theorem 1.14 (Drakokhrust and Platonov [DP87, Lemma 12, Proposition 6, Lemma 13]). Let k be a
number field, K/k be a field extension of degree 6 and L/k be the Galois closure of K/k. Let G = Gal(L/k) =

6Tm (1 ≤ m ≤ 16) be a transitive subgroup of S6 and H = Gal(L/K) with [G : H] = 6. Let T = R
(1)
K/k(Gm)

be the norm one torus of K/k. Then X(T ) = 0 except for 6T4 ≃ A4 and 6T12 ≃ A5. For 6T4 ≃ A4 and
6T12 ≃ A5, (i) X(T ) ≤ Z/2Z; and (ii) X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k (which ramifies
in L) such that V4 ≤ Gv.

The number of transitive subgroups nTm of Sn (2 ≤ n ≤ 15) up to conjugacy is given as follows (see
Butler and McKay [BM83] for n ≤ 11, Royle [Roy87] for n = 12, Butler [But93] for n = 14, 15 and [GAP]):

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

# of nTm 1 2 5 5 16 7 50 34 45 8 301 9 63 104
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The following theorem which is one of the main results of the paper [HKY22] classifies the norm one tori

T = R
(1)
K/k(Gm) with non-vanishing H1(k,PicX) ̸= 0 for [K : k] = n ≤ 15 and n ̸= 12.

Theorem 1.15 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Theorem 1.15]). Let 2 ≤ n ≤ 15 be an integer with
n ̸= 12. Let k be a field, K/k be a separable field extension of degree n and L/k be the Galois closure of K/k.
Assume that G = Gal(L/k) = nTm is a transitive subgroup of Sn and H = Gal(L/K) with [G : H] = n. Let

T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k of dimension n− 1 and X be a smooth k-compactification of

T . Then H1(k,PicX) ̸= 0 if and only if G is given as in Table 1. In particular, if k is a number field and
L/k is an unramified extension, then A(T ) = 0 and H1(k,PicX) ≃X(T ).

Table 1: H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl) ≠ 0 where G = nTm with 2 ≤ n ≤ 15 and n ̸= 12

G H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl)

4T2 ≃ V4 Z/2Z
4T4 ≃ A4 Z/2Z

6T4 ≃ A4 Z/2Z
6T12 ≃ A5 Z/2Z

8T2 ≃ C4 × C2 Z/2Z
8T3 ≃ (C2)

3 (Z/2Z)⊕3

8T4 ≃ D4 Z/2Z
8T9 ≃ D4 × C2 Z/2Z
8T11 ≃ (C4 × C2)⋊ C2 Z/2Z
8T13 ≃ A4 × C2 Z/2Z
8T14 ≃ S4 Z/2Z
8T15 ≃ C8 ⋊ V4 Z/2Z
8T19 ≃ (C2)

3 ⋊ C4 Z/2Z
8T21 ≃ (C2)

3 ⋊ C4 Z/2Z
8T22 ≃ (C2)

3 ⋊ V4 Z/2Z
8T31 ≃ ((C2)

4 ⋊ C2)⋊ C2 Z/2Z
8T32 ≃ ((C2)

3 ⋊ V4)⋊ C3 Z/2Z
8T37 ≃ PSL3(F2) ≃ PSL2(F7) Z/2Z
8T38 ≃ (((C2)

4 ⋊ C2)⋊ C2)⋊ C3 Z/2Z

9T2 ≃ (C3)
2 Z/3Z

9T5 ≃ (C3)
2 ⋊ C2 Z/3Z

9T7 ≃ (C3)
2 ⋊ C3 Z/3Z

9T9 ≃ (C3)
2 ⋊ C4 Z/3Z

9T11 ≃ (C3)
2 ⋊ C6 Z/3Z

9T14 ≃ (C3)
2 ⋊Q8 Z/3Z

9T23 ≃ ((C3)
2 ⋊Q8)⋊ C3 Z/3Z

10T7 ≃ A5 Z/2Z
10T26 ≃ PSL2(F9) ≃ A6 Z/2Z
10T32 ≃ S6 Z/2Z

14T30 ≃ PSL2(F13) Z/2Z

15T9 ≃ (C5)
2 ⋊ C3 Z/5Z

15T14 ≃ (C5)
2 ⋊ S3 Z/5Z

Remark 1.16. In Table 1, only the abelian groups of prime exponent p appear as H1(k,PicX). However,
we find that H1(k,PicX) ≃ Z/4Z for G = 12T31 ≃ (C4)

2 ⋊ C3 and G = 12T57 ≃ ((C4 × C2) ⋊ C4) ⋊ C3

by using the same technique as in the proof of Theorem 1.21.

Additionally, by using the same method of Theorem 1.21, we obtain the vanishing H1(k,PicX) = 0 for
the 5 Mathieu groups Mn ≤ Sn where n = 11, 12, 22, 23, 24 (see Dixon and Mortimer [DM96, Chapter 6],
Gorenstein, Lyons and Solomon [GLS98, Chapter 5] for the 5 Mathieu groups):
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Theorem 1.17 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Theorem 1.17]). Let k be a field, K/k be a separable
field extension of degree n and L/k be the Galois closure of K/k. Assume that G = Gal(L/k) = Mn ≤ Sn
(n = 11, 12, 22, 23, 24) is the Mathieu group of degree n and H = Gal(L/K) with [G : H] = n. Let

T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k of dimension n− 1 and X be a smooth k-compactification of

T . Then H1(k,PicX) = 0. In particular, if k is a number field, then A(T ) = 0 and X(T ) = 0.

Let Z(G) be the center of a group G, [G,G] be the commutator group of G and Sylp(G) be a p-Sylow
subgroup of G where p is a prime. Let OrbG(i) be the orbit of 1 ≤ i ≤ n under the action of G ≤ Sn.

By Theorem 1.21, we obtain the following theorem which gives a necessary and sufficient condition for
the Hasse norm principle for K/k where [K : k] = n ≤ 15 and n ̸= 12. Note that a place v of k with
non-cyclic decomposition group Gv as in Theorem 1.18 must be ramified in L because if v is unramified,
then Gv is cyclic.

Theorem 1.18 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Theorem 1.18]). Let 2 ≤ n ≤ 15 be an integer with
n ̸= 12. Let k be a number field, K/k be a field extension of degree n and L/k be the Galois closure of K/k.
Assume that G = Gal(L/k) = nTm is a transitive subgroup of Sn, H = Gal(L/K) with [G : H] = n and

Gv is the decomposition group of G at a place v of k. Let T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k of

dimension n− 1 and X be a smooth k-compactification of T . Then A(T ) ≃X(T ) = 0 except for the cases
in Table 1. For the cases in Table 1 except for G = 8T3, either (a) A(T ) = 0 and X(T ) ≃ H1(k,PicX) or
(b) A(T ) ≃ H1(k,PicX) and X(T ) = 0. For G = 8Tm (m = 9, 11, 15, 19, 22, 32), we assume that H is the
stabilizer of one of the letters in G. Then a necessary and sufficient condition for X(T ) = 0 is given as in
Table 2.
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Table 2: X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = nTm as in Table 1

G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

4T2 ≃ V4 V4 ≤ Gv (Tate [Tat67] for 4T2 ≃ V4)
(Kunyavskii [Kun84] for 4T4 ≃ A4)4T4 ≃ A4

6T4 ≃ A4 V4 ≤ Gv (Drakokhrust and Platonov [DP87])
6T12 ≃ A5

8T3 ≃ (C2)
3 see the second paragraph after Theorem 1.8 (Tate [Tat67])

8T4 ≃ D4

V4 ≤ Gv (Tate [Tat67] for 8T4 ≃ D4)
8T13 ≃ A4 × C2

8T14 ≃ S4
8T37 ≃ PSL2(F7)

8T2 ≃ C4 × C2 Gv = G (Tate [Tat67] for 8T2 ≃ C4 × C2)
8T21 ≃ (C2)

3 ⋊ C4

(i) V4 ≤ Gv where V4 ∩ [Syl2(G), Syl2(G)] = 1 with Syl2(G)◁G
(equivalently, |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4 ∩Z(G) =
1), (ii) C4×C2 ≤ Gv where (C4×C2)∩ [Syl2(G), Syl2(G)] ≃ C2

(equivalently, C4×C2 is transitive in S8) or (iii) (C2)
3⋊C4 ≤ Gv

8T31 ≃ (C2)
4 ⋊ V4

8T38 ≃ 8T31⋊ C3

8T9 ≃ D4 × C2
(i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4 ∩
[G,G] = 1; or (ii) C4 × C2 ≤ Gv

8T11 ≃ Q8 ⋊ C2 C4 × C2 ≤ Gv where C4 × C2 is transitive in S8

8T15 ≃ C8 ⋊ V4

(i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4 ∩
[G,G] = 1 (equivalently, |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4
is not in A8) or (ii) C4×C2 ≤ Gv where (C4×C2)∩ [G,G] ≃ C2

(equivalently, C4 × C2 is transitive in S8)

8T19 ≃ (C2)
3 ⋊ C4

(i) V4 ≤ Gv where V4 ∩ Z(G) = 1 and V4 ∩ Z2(G) ≃ C2 with
the upper central series 1 ≤ Z(G) ≤ Z2(G) ≤ G (equivalently,
|OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4 ∩ Z(G) = 1); or
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where C4 × C2 is not transitive in S8 or
[G,G] ≤ C4 × C2

8T22 ≃ (C2)
3 ⋊ V4 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 8 and V4 ∩

Z(G) = 1 or (ii) C4×C2 ≤ Gv where C4×C2 is transitive in S88T32 ≃ 8T22⋊ C3

9T2 ≃ (C3)
2

9T5 ≃ (C3)
2 ⋊ C2

9T7 ≃ (C3)
2 ⋊ C3

9T9 ≃ (C3)
2 ⋊ C4 (C3)

2 ≤ Gv (Tate [Tat67] for 9T2 ≃ (C3)
2)

9T11 ≃ (C3)
2 ⋊ C6

9T14 ≃ (C3)
2 ⋊Q8

9T23 ≃ 9T14⋊ C3

10T7 ≃ A5 V4 ≤ Gv
10T26 ≃ PSL2(F9) D4 ≤ Gv

10T32 ≃ S6

(i) V4 ≤ Gv where N
G̃
(V4) ≃ C8 ⋊ (C2 ×C2) for the normalizer

N
G̃
(V4) of V4 in G̃ with the normalizer G̃ = NS10(G) ≃ Aut(G)

of G in S10 (equivalently, |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 10) or
(ii) D4 ≤ Gv where D4 ≤ [G,G] ≃ A6

14T30 ≃ PSL2(F13) V4 ≤ Gv
15T9 ≃ (C5)

2 ⋊ C3 (C5)
2 ≤ Gv

15T14 ≃ (C5)
2 ⋊ S3
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We determine 64 cases with H1(k,PicX) ̸= 0 when [K : k] = 12 as follows: (Note that there exist
exactly 301 transitive subgroups 12Tm of S12 up to conjugacy (see Royle [Roy87] and [GAP]).)

Theorem 1.19 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY23, Theorem 1.1]). Let k be a field, K/k be a separable
field extension of degree 12 and L/k be the Galois closure of K/k. Assume that G = Gal(L/k) = 12Tm (1 ≤
m ≤ 301) is a transitive subgroup of S12 and H = Gal(L/K) with [G : H] = 12. Let T = R

(1)
K/k(Gm) be the

norm one torus of K/k of dimension 11 and X be a smooth k-compactification of T . Then H1(k,PicX) ̸= 0
if and only if G is given as in Table 3. In particular, if k is a number field and L/k is an unramified
extension, then A(T ) = 0 and H1(k,PicX) ≃X(T ).

In Table 3, V4 ≃ C2 × C2 is the Klein four group, Q8 is the quaternion group of order 8, PSL2(F11) is
the projective special linear group of degree 2 over the finite field F11 of 11 elements, and Sn(m) and An(m)
mean that Sn(m) ≃ Sn = mTx ≤ Sm and An(m) ≃ An = mTx ≤ Sm respectively.

Table 3: H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl) ̸= 0 with G = 12Tm (1 ≤ m ≤ 301)

G H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl)

12T2 ≃ C6 × C2 Z/2Z
12T3 ≃ D6 Z/2Z
12T4 ≃ A4(12) Z/2Z
12T7 ≃ A4(6)× C2 Z/2Z
12T9 ≃ S4 Z/2Z
12T10 ≃ S3 × V4 Z/2Z
12T16 ≃ (S3)

2 Z/2Z
12T18 ≃ S3 × C6 Z/2Z
12T20 ≃ A4(4)× C3 Z/2Z
12T31 ≃ (C4)

2 ⋊ C3 Z/4Z
12T32 ≃ (C2)

4 ⋊ C3 (Z/2Z)⊕2

12T33 ≃ A5(12) Z/2Z
12T34 ≃ (S3)

2 ⋊ C2 Z/2Z
12T37 ≃ (S3)

2 × C2 Z/2Z
12T40 ≃ ((C3)

2 ⋊ C4)× C2 Z/2Z
12T43 ≃ A4(4)× S3 Z/2Z
12T47 ≃ (C3)

2 ⋊Q8 Z/2Z
12T52 ≃ (A4 × V4)⋊ C2 Z/2Z
12T54 ≃ (S4 × C2)⋊ C2 Z/2Z
12T55 ≃ ((C4)

2 ⋊ C3)× C2 Z/2Z
12T56 ≃ ((C2)

4 ⋊ C3)× C2 Z/2Z
12T57 ≃ ((C4 × C2)⋊ C4)⋊ C3 Z/4Z
12T59 ≃ (C2)

3 ⋊A4(6) Z/2Z
12T61 ≃ ((C4)

2 ⋊ C2)⋊ C3 Z/2Z
12T64 ≃ ((C4)

2 ⋊ C3)⋊ C2 Z/2Z
12T65 ≃ ((C4)

2 ⋊ C3)⋊ C2 Z/2Z
12T66 ≃ ((C2)

4 ⋊ C3)⋊ C2 Z/2Z
12T70 ≃ (S3)

2 × C3 Z/2Z
12T71 ≃ (C3)

3 ⋊ V4 Z/2Z
12T74 ≃ S5(12) Z/2Z
12T75 ≃ A5(6)× C2 Z/2Z
12T77 ≃ (S3)

2 ⋊ V4 Z/2Z
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Table 3 (continued): H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl) ̸= 0 with G = 12Tm (1 ≤ m ≤ 301)

G H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl)

12T88 ≃ (C2)
4 ⋊A4(6) Z/2Z

12T92 ≃ (((C4)
2 ⋊ C2)⋊ C3)× C2 Z/2Z

12T93 ≃ (((C4 ⋊ C4)× C2)⋊ C2)⋊ C3 Z/2Z
12T96 ≃ (((C4)

2 ⋊ C3)⋊ C2)× C2 Z/2Z
12T97 ≃ (((C4)

2 ⋊ C3)⋊ C2)× C2 Z/2Z
12T100 ≃ (((C2)

4 ⋊ C3)⋊ C2)× C2 Z/2Z
12T102 ≃ ((C2)

4 ⋊ C3)⋊ C4 Z/2Z
12T117 ≃ (S3)

3 Z/2Z
12T122 ≃ ((C3)

2 ⋊Q8)⋊ C3 Z/2Z
12T130 ≃ (C3)

4 ⋊ V4 ≃ C3 ≀ V4 Z/2Z
12T132 ≃ ((C3)

3 ⋊ V4)⋊ C3 Z/2Z
12T133 ≃ (C3)

3 ⋊A4(4) Z/2Z
12T144 ≃ (C2)

5 ⋊A4(6) Z/2Z
12T168 ≃ (C3)

4 ⋊ (C2)
3 Z/2Z

12T171 ≃ (C3)
4 ⋊ (C4 × C2) Z/2Z

12T172 ≃ (C3)
4 ⋊D4 Z/2Z

12T174 ≃ (C3)
4 ⋊Q8 Z/2Z

12T176 ≃ ((C3)
3 ⋊ C2)⋊A4(4) Z/2Z

12T179 ≃ PSL2(F11) Z/2Z
12T188 ≃ (C2)

6 ⋊A4(6) ≃ C2 ≀A4(6) Z/2Z
12T194 ≃ (C3)

4 ⋊A4(4) ≃ C3 ≀A4(4) Z/2Z
12T210 ≃ (C3)

4 ⋊ (D4 × C2) Z/2Z
12T214 ≃ (C3)

4 ⋊ ((C4 × C2)⋊ C2) Z/2Z
12T230 ≃ (C2)

5 ⋊A5(6) Z/2Z
12T232 ≃ ((C3)

4 ⋊Q8)⋊ C3 Z/2Z
12T234 ≃ ((C3)

4 ⋊ C2)⋊A4(4) Z/2Z
12T242 ≃ (C3)

4 ⋊ ((C2)
3 ⋊ V4) Z/2Z

12T246 ≃ (C3)
4 ⋊ ((C2)

3 ⋊ C4) Z/2Z
12T255 ≃ (C2)

6 ⋊A5(6) ≃ C2 ≀A5(6) Z/2Z
12T261 ≃ (S3)

4 ⋊ V4 ≃ S3 ≀ V4 Z/2Z
12T271 ≃ ((C3)

4 ⋊ (C2)
3)⋊A4(4) Z/2Z

12T280 ≃ (S3)
4 ⋊A4(4) ≃ S3 ≀A4(4) Z/2Z

Remark 1.20. Theorem 1.19 enables us to obtain the group T (k)/R of R-equivalence classes over a local

field k via T (k)/R ≃ H1(k,PicX) ≃ H1(G, [JG/H ]
fl) for norm one tori T = R

(1)
K/k(Gm) with [K : k] = 12

(see Colliot-Thélène and Sansuc [CTS77, Corollary 5, page 201], Voskresenskii [Vos98, Section 17.2] and
Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22, Section 7, Application 1]).

By Theorem 1.19 and Ono’s theorem (see Theorem 1.9) which claims that the Hasse norm principle

holds for K/k if and only if X(T ) = 0 where T = R
(1)
K/k(Gm) is the norm one torus of K/k, the Hasse

norm principle holds for K/k with [K : k] = 12 as in the cases in Theorem 1.19 except for the cases as in
Table 1. By using Drakokhrust and Platonov’s method (see [HKY23, Section 6] for details) and some new
useful functions of GAP [GAP] provided in [HKY23, Section 7], we will prove the following main theorem
of this paper which gives a necessary and sufficient condition for the Hasse norm principle for K/k with
[K : k] = 12:
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Theorem 1.21 (Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY23, Theorem 1.3]). Let k be a number field, K/k be a
field extension of degree 12 and L/k be the Galois closure of K/k. Let G = Gal(L/k) = 12Tm (1 ≤ m ≤ 301)
be a transitive subgroup of S12, H = Gal(L/K) with [G : H] = 12 and Gv be the decomposition group of G

at a place v of k. Let T = R
(1)
K/k(Gm) be the norm one torus of K/k of dimension 11 and X be a smooth

k-compactification of T . Then A(T ) ≃ X(T ) = 0 except for the 64 cases in Table 3. For the 64 cases in
Table 3 except for 3 cases G = 12T31, 12T32, 12T57 as in Tables 4-3, 4-4, 4-5, we have either (a) A(T ) = 0
and X(T ) ≃ Z/2Z or (b) A(T ) ≃ Z/2Z and X(T ) = 0. We assume that H is the stabilizer of one of the
letters in G. Then X(T ) is given as in Tables 4-1 to 4-5. Moreover, for the cases in Table 4-1 and Table
4-3, X(T ) is also given for general H ≤ G with [G : H] = 12.

In Tables 4-1 to 4-5, M16 = ⟨x, y | x8 = y2 = 1, yxy−1 = x5⟩ is the modular type 2-group of order 16,
Z(G) is the center of a group G, D(G) is the derived subgroup of G and Di(G) := D(Di−1(G)) is the i-th
derived subgroup (D0(G) := G), Sylp(G) is a p-Sylow subgroup of G where p is a prime number, NG(G

′) is
the normalizer of a subgroup G′ ≤ G, Φ(G) is the Frattini subgroup of G, i.e. the intersection of all maximal
subgroups of G, and OrbG(i) is the orbit of 1 ≤ i ≤ n under the action of G ≤ Sn.

Note that a place v of k with non-cyclic decomposition group Gv as in Tables 4-1 to 4-5 must be ramified
in L because if v is unramified, then Gv is cyclic.
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Table 4-1: X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12Tm as in Table 3

X(T ) ≤ Z/2Z, and
G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

12T2 ≃ C6 × C2

V4 ≤ Gv (Tate [Tat67] for 12T2, 12T3, 12T4)

12T3 ≃ D6

12T4 ≃ A4(12)

12T16 ≃ (S3)
2

12T18 ≃ S3 × C6

12T20 ≃ A4(4)× C3

12T33 ≃ A5(12)

12T70 ≃ (S3)
2 × C3

12T71 ≃ (C3)
3 ⋊ V4

12T130

≃ (C3)
4 ⋊ V4 ≃ C3 ≀ V4

12T132 ≃ ((C3)
3 ⋊ V4)⋊ C3

12T133 ≃ (C3)
3 ⋊A4(4)

12T179 ≃ PSL2(F11)

12T194

≃ (C3)
4 ⋊A4(4) ≃ C3 ≀A4(4)

12T7 ≃ A4(6)× C2
V4 ≤ Gv where V4 ∩ D(G) = V4 (equivalently, |OrbV4(i)| = 2 for any
1 ≤ i ≤ 12) with D(G) ≃ V4, A4, A5, A5 for 12T7, 12T9, 12T74, 12T75
respectively

12T9 ≃ S4
12T74 ≃ S5(12)
12T75 ≃ A5(6)× C2

12T34 ≃ (S3)
2 ⋊ C2

D4 ≤ Gv12T172 ≃ (C3)
4 ⋊D4

12T40 ≃ ((C3)
2 ⋊ C4)× C2

C4 × C2 ≤ Gv12T171 ≃ (C3)
4 ⋊ (C4 × C2)

12T43 ≃ A4(4)× S3 V4 ≤ Gv where V4∩S3 = 1 for the unique characteristic subgroup S3◁G
of order 6 (equivalently, |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12)

12T47 ≃ (C3)
2 ⋊Q8

Q8 ≤ Gv
12T122 ≃ ((C3)

2 ⋊Q8)⋊ C3

12T174 ≃ (C3)
4 ⋊Q8

12T232 ≃ ((C3)
4 ⋊Q8)⋊ C3

12T52 ≃ (A4 × V4)⋊ C2 (i) V4 ≤ Gv where V4∩(A4×V4) ≃ C2, V4∩Z(G) = 1 and V4∩D2(G) = 1
for the characteristic subgroup A4 × V4 ◁ G of order 48 (equivalently,
|OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4 ∩D2(G) = 1),
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where (C4 × C2) ∩ (A4 ⋊ C4) ≃ V4 (resp. C4 × C2 ≤
S4×C2) for the characteristic subgroup A4⋊C4◁G (resp. S4×C2◁G)
of order 48 (resp. 48) (equivalently, |OrbC4×C2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12
and |OrbC4×C2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12), or
(iii) D4 ≤ Gv where D4 ∩ A4 ≃ V4 (resp. D2(G) ≤ D4) for the
unique characteristic subgroup A4◁G (resp. the characteristic subgroup
D2(G) ≃ V4 ◁G) of order 12 (resp. 4) (equivalently, |OrbD4(i)| = 4 for
8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12)

12T55 ≃ ((C4)
2 ⋊ C3)× C2 C4 × C4 ≤ Gv
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Table 4-1 (continued): X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12Tm as in Table 3

X(T ) ≤ Z/2Z, and
G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

12T64 ≃ ((C4)
2 ⋊ C3)⋊ C2 (i) D4 ≤ Gv where Φ(D2(G)) ≤ D4 for the unique characteristic sub-

group Φ(D2(G)) ≃ V4 ◁G of order 4 (equivalently, |OrbD4(i)| = 4 for 8
of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12), or
(ii) (C4)

2 ≤ Gv

12T65 ≃ ((C4)
2 ⋊ C3)⋊ C2 (i) M16 ≤ Gv, or

(ii) (C4)
2 ≤ Gv

12T96 (i) V4 ≤ Gv where V4 ∩ Syl2(D(G)) = 1 and V4 ∩ Z(G) = 1 (resp.
V4 ∩ Syl2(D(G)) = 1 and V4 ∩ Z(G) = 1, resp. V4 ∩ Z(G) = 1 and
V4 ∩ Z(G) = 1), for characteristic subgroups D(G) ≃ (C4)

2 ⋊ C3,
Syl2(D(G)) ≃ (C4)

2, Z(G) ≃ C2, Φ(Syl2(D(G))) ≃ V4◁G (equivalently,
V4 ∩ Z(G) = 1 with Z(G) ≃ C2 and V4 ∩ D(G) = 1 with D(G) ≃
(C4)

2 ⋊ C3),
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where (C4 × C2) ∩ 12T55 ≃ V4 (resp. (C4 × C2) ∩
Syl2(12T55) ≃ V4) for the unique characteristic subgroup 12T55 ≃
((C4)

2⋊C3)×C2◁G (resp. Syl2(12T55) ≃ (C4)
2×C2◁G) of order 96

(resp. 32) (equivalently, (C4×C2)∩Z(G) ≃ C2 and (C4×C2)∩D(G) ≃
C2),
(iii) D4 ≤ Gv where D4∩D(G) ≃ V4 (resp. D4∩Syl2(D(G)) ≃ V4, resp.
Φ(Syl2(D(G))) ≤ D4) with Syl2(D(G)) ≃ (C4)

2 ◁G, Φ(Syl2(D(G))) ≃
V4 ◁ G (equivalently, |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbD4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12), or
(iv) (C4)

2 ≤ Gv

≃ (((C4)
2 ⋊ C3)⋊ C2)× C2

12T97 (i) (C4)
2 ≤ Gv,

(ii) C8 × C2 ≤ Gv, or
(iii)M16 ≤ Gv whereM16∩D(G) ≃ C4×C2 (equivalently, |OrbM16(i)| =
8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbM16(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12) with
D(G) ≃ (C4)

2 ⋊ C3.

≃ (((C4)
2 ⋊ C3)⋊ C2)× C2

12T117 ≃ (S3)
3 V4 ≤ Gv where V4 ∩ Dih((C3)

3) = 1 for the unique characteristic
subgroup Dih((C3)

3) ≃ (C3)
3 ⋊ C2 ◁ G of order 54 (equivalently,

|OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12)

12T176 ≃ ((C3)
3 ⋊ C2)⋊A4(4)

12T168 ≃ (C3)
4 ⋊ (C2)

3 V4 ≤ Gv where V4 ∩ Dih((C3)
4) = 1 for the unique characteristic

subgroup Dih((C3)
4) ≃ (C3)

4 ⋊ C2 ◁ G of order 162 (equivalently,
|OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12)

12T234 ≃ ((C3)
4 ⋊ C2)⋊A4(4)

12T246 ≃ (C3)
4 ⋊ ((C2)

3 ⋊ C4) Syl2(G) ≃ (C3
2 )⋊ C4 ≤ Gv

12T261 ≃ (S3)
4 ⋊ V4 ≃ S3 ≀ V4 (i) V4 ≤ Gv where V4 ∩ (S3)

4 = 1 (resp. V4 ∩ D(12T261) = 1) for the
unique characteristic subgroup (S3)

4 ◁ G (resp. D(12T261) ≃ (C3)
4 ⋊

(C2)
3 ◁ G) of order 1296 (resp. 648) (equivalently, |OrbV4(i)| = 4 for

any 1 ≤ i ≤ 12),
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where (C4 × C2) ∩ (S3)

4 ≃ C2 (resp. (C4 × C2) ∩
D(12T261) ≃ C2) with (S3)

4◁G (resp. D(12T261) ≃ (C3)
4⋊(C2)

3◁G)
(equivalently, |OrbC4×C2(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbC4×C2(i)| =
4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12),
(iii) D4 ≤ Gv where D4 ∩ (S3)

4 ≃ C2 with (S3)
4 ◁ G (equivalently,

|OrbD4(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12),
(iv) Q8 ≤ Gv, or
(v) (C2)

3 ⋊ C3 ≤ Gv

12T280

≃ (S3)
4 ⋊A4(4) ≃ S3 ≀A4(4)
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Table 4-2: X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12Tm as in Table 3

X(T ) ≤ Z/2Z, and
G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

12T10 ≃ S3 × V4 V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 1212T37 ≃ (S3)
2 × C2

12T54 ≃ (S4 × C2)⋊ C2 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4∩D(G) ≃ C2

with D(G) ≃ A4 × C2,
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12, |OrbD4(i)| = 2
for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, and D2(G) ≤ D4 with D2(G) ≃ V4 ◁G

12T56 ≃ ((C2)
4 ⋊ C3)× C2 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and (i-1) V4 ∩

D(G) ≃ C2 with D(G) ≃ (C2)
4◁G, V4∩Z(G) = 1 with Z(G) ≃ C2◁G

and any non-zero element of V4 is a product of 4 (different) transpositions
or, (i-2) V4 ≤ D(G), V4 ∩ Z(G) = 1 and V4 is not a normal subgroup of
NS12(G) with NS12(G) ≃ ((((C2)

4 ⋊ C2)× C2)⋊ C3)⋊ C2

12T59 ≃ (C2)
3 ⋊A4(6) (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4 ∩

Z(Syl2(G)) = 1 for the characteristic subgroup Z(Syl2(G)) ≃ V4 ◁ G
of order 4 with Syl2(G) ≃ (C2)

3 ⋊ V4 ◁G, or
(ii) (C4 × C2)⋊ C2 ≤ Gv

12T88 ≃ (C2)
4 ⋊A4(6)

12T61 ≃ ((C4)
2 ⋊ C2)⋊ C3 (i) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 2

for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, and D4 ∩ N8 ≃ C2 for the unique characteristic
subgroup N8 ≃ (C2)

3 ◁G of order 8, or
(ii) (C4)

2 ≤ Gv

12T66 ≃ ((C2)
4 ⋊ C3)⋊ C2 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and NG(V4) ≃

(C2)
4 ⋊ C3, or

(ii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 2
for 4 of 1 ≤ i ≤ 12

12T77 ≃ (S3)
2 ⋊ V4 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12,

(ii) C4 × C2 ≤ Gv, or
(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| =
4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12

12T210 ≃ (C3)
4 ⋊ (D4 × C2)

12T92 (i) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 2
for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, and D4 ∩ N16 ≃ C2 for the unique characteristic
subgroup N16 ≃ (C2)

4 ◁G of order 16, or
(ii) (C4)

2 ≤ Gv

≃ (((C4)
2 ⋊ C2)⋊ C3)× C2

12T93 (i) C4 ⋊ C4 ≤ Gv where |OrbC4⋊C4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4⋊C4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(ii) (C4 ⋊ C2)⋊ C4 ≤ Gv

≃ (((C4 ⋊ C4)× C2)⋊ C2)⋊ C3

12T100 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and (i-1) NG(V4) ≃
(C2)

4, (i-2) NG(V4) ≃ ((C2)
4 ⋊ C3) × C2, or (i-3) NG(V4) ≃ (C2)

5 and
any non-zero element of V4 is a product of 4 (different) transpositions,
or
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| =
2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12

≃ (((C2)
4 ⋊ C3)⋊ C2)× C2
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Table 4-2 (continued): X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12Tm as in Table 3

X(T ) ≤ Z/2Z, and
G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

12T102 ≃ ((C2)
4 ⋊ C3)⋊ C4 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and (i-1) V4 ∩

D(G) ≃ C2 with D(G) ≃ (C2)
4 ⋊ C3 ◁G, V4 ∩ Z(G) = 1 with Z(G) ≃

C2 ◁ G and any non-zero element of V4 is a product of 4 (different)
transpositions or, (i-2) V4 ≤ D(G), V4 ∩ Z(G) = 1 and V4 is not a
normal subgroup of G,
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(iii) G16,3 := (C4 × C2) ⋊ C2 ≤ Gv where |OrbG16,3(i)| = 8 for 8 of
1 ≤ i ≤ 12 and |OrbG16,3(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12

12T144 ≃ (C2)
5 ⋊A4(6) (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12, V4 ∩ D2(G) = 1

with D2(G) ≃ (C2)
3 ◁G and NG(V4) ≃ ((C2)

4 ⋊ C3)× C2 is transitive
in S12,
(ii) (C4)

2 ≤ Gv,
(iii) G16,3 := (C4 × C2) ⋊ C2 ≤ Gv where |OrbG16,3(i)| = 4 for any
1 ≤ i ≤ 12,
(iv) C4 ⋊ C4 ≤ Gv, or
(v) (C4 × C2)⋊ C4 ≤ Gv

12T188 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4 ∩ E64 = 1
for the unique characteristic subgroup E64 ≃ (C2)

6 ◁G of order 64,
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12,
(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 4 (resp. 8) of 1 ≤ i ≤ 12,
|OrbD4(i)| = 2 for 8 (resp. 4) of 1 ≤ i ≤ 12, D4 ∩ E64 ≃ C2 (resp. C2)
with E64 ≃ (C2)

6 ◁ G and D4 ∩ ((C4)
2 × C2) ≃ C2 (resp. C4) for the

unique characteristic subgroup (C4)
2 × C2 ◁G of order 32,

(iv) (C4)
2 ≤ Gv where (iv-1) |Orb(C4)2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12,

|Orb(C4)2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 or (iv-2) |Orb(C4)2(i)| = 4 for any
1 ≤ i ≤ 12 and (C4)

2 ∩ E64 ≃ (C4)
2 with E64 ≃ (C2)

6 ◁G,
(v) G16,3 := (C4 × C2)⋊ C2 ≤ Gv where (v-1) |OrbG16,3(i)| = 4 for any
1 ≤ i ≤ 12, G16,3 ∩ G64 ≃ (C4 × C2) ⋊ C2 (resp. C4 × C2), G16,3 ∩
G128 ≃ (C2)

3 (resp. C4 × C2) and G16,3 ∩ E64 ≃ V4 (resp. V4), or
(v-2) |OrbG16,3(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12, |OrbG16,3(i)| = 2 for 4 of
1 ≤ i ≤ 12, G16,3 ∩ G64 ≃ V4 (resp. (C2)

3), G16,3 ∩ G128 ≃ C4 × C2

(resp. (C4 × C2) ⋊ C2) and G16,3 ∩ E64 ≃ V4 (resp. V4) for the unique
characteristic subgroup G64 ≃ ((C2)

4 ⋊ C2) × C2 ◁ G of order 64, the
unique characteristic subgroup G128 ≃ (((C2)

4 ⋊ C2)× C2)⋊ C2 ◁G of
order 128 and E64 ≃ (C2)

6 ◁G, or
(vi) C4 ⋊ C4 ≤ Gv where (vi-1) |OrbC4⋊C4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12,
|OrbC4⋊C4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 or (vi-2) |OrbC4⋊C4(i)| = 4 for
any 1 ≤ i ≤ 12 and (C4 ⋊ C4) ∩ ((C4)

2 × C2) ≃ C4 × C2 for the unique
characteristic subgroup (C4)

2 × C2 ◁G of order 32, or
(vii) (C4 × C2)⋊ C4 ≤ Gv

≃ (C2)
6 ⋊A4(6) ≃ C2 ≀A4(6)
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Table 4-2 (continued): X(T ) = 0 for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12Tm as in Table 3

X(T ) ≤ Z/2Z, and
G X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that

12T214 (i) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12,
(ii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| = 4
for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(iii) Q8 ≤ Gv

≃ (C3)
4 ⋊ ((C4 × C2)⋊ C2)

12T230 ≃ (C2)
5 ⋊A5(6) (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4 ∩ E32 = 1

for the unique characteristic subgroup E32 ≃ (C2)
5 ◁G of order 32,

(ii) (C4)
2 ≤ Gv,

(iii) G16,3 := (C4 × C2) ⋊ C2 ≤ Gv where |OrbG16,3(i)| = 4 for 8 of
1 ≤ i ≤ 12, |OrbG16,3(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 and G16,3 ∩ E32 ≃ V4
for E32 ≃ (C2)

5 ◁G,
(iv) C4 ⋊ C4 ≤ Gv, or
(v) (C4 × C2)⋊ C4 ≤ Gv

12T242 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12,
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12,
(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 8 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and |OrbD4(i)| =
4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12, or
(iv) Q8 ≤ Gv

≃ (C3)
4 ⋊ ((C2)

3 ⋊ V4)

12T271

≃ ((C3)
4 ⋊ (C2)

3)⋊A4(4)

12T255 (i) V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and V4 ∩ E64 = 1
for the unique characteristic subgroup E64 ≃ (C2)

6 ◁G of order 64,
(ii) C4 × C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12,
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12 and (C4 × C2) ∩ E64 ≃ C2

for E64 ≃ (C2)
6 ◁G,

(iii) D4 ≤ Gv where |OrbD4(i)| = 4 for 4 (resp. 8) of 1 ≤ i ≤ 12,
|OrbD4(i)| = 2 for 8 (resp. 4) of 1 ≤ i ≤ 12, D4 ∩ E64 ≃ C2 (resp. C2)
for E64 ≃ (C2)

6 ◁G and NG(D4) ≃ D4 × (C2)
3 (resp. D4 × V4),

(iv) (C4)
2 ≤ Gv where (iv-1) |Orb(C4)2(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12,

|Orb(C4)2(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 or (iv-2) |Orb(C4)2(i)| = 4 for any
1 ≤ i ≤ 12 and (C4)

2 ≤ D(G) with D(G) ≃ (C2)
5 ⋊A5 ◁G,

(v) G16,3 := (C4 × C2)⋊ C2 ≤ Gv where (v-1) |OrbG16,3(i)| = 4 for 8 of
1 ≤ i ≤ 12, |OrbG16,3(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 and G16,3 ∩ E64 ≃ V4
for E64 ≃ (C2)

6 ◁ G or (v-2) |OrbG16,3(i)| = 4 for any 1 ≤ i ≤ 12
G16,3∩E64 ≃ V4 with E64 ≃ (C2)

6◁G, andNG(G16,3) ≃ ((C2)
4⋊C2)×C2

or ((C4 × V4)⋊ C2)× C2,
(vi) C4 ⋊ C4 ≤ Gv where (vi-1) |OrbC4⋊C4(i)| = 4 for 8 of 1 ≤ i ≤ 12,
|OrbC4⋊C4(i)| = 2 for 4 of 1 ≤ i ≤ 12 or (vi-2) |OrbC4⋊C4(i)| = 4 for any
1 ≤ i ≤ 12 and C4 ⋊ C4 ≤ D(G) with D(G) ≃ (C2)

5 ⋊A5 ◁G, or
(vii) (C4 × C2)⋊ C4 ≤ Gv

≃ (C2)
6 ⋊A5(6) ≃ C2 ≀A5(6)
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Table 4-3: X(T ) for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12T31 as in Table 3

G X(T ) ≤ Z/4Z
12T31 ≃ (C4)

2 ⋊ C3 (I) X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that (C4)
2 ≤

Gv;
(II) X(T ) ≃ Z/2Z if and only if there exists a place v of k such that
V4 ≤ Gv and (I) does not hold

Table 4-4: X(T ) for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12T57 as in Table 3

G X(T ) ≤ Z/4Z
12T57 (I)X(T ) = 0 if and only if there exists a place v of k such that Syl2(G) ≃

(C4 × C2)⋊ C4 ≤ Gv;
(II) X(T ) ≃ Z/2Z if and only if there exists a place v of k such that
C4×C2 ≤ Gv where |OrbC4×C2(i)| = 4 for 4 (resp. 8) of 1 ≤ i ≤ 12 and
|OrbC4×C2(i)| = 2 for 8 (resp. 4) of 1 ≤ i ≤ 12 and (I) does not hold

≃ ((C4 × C2)⋊ C4)⋊ C3

Table 4-5: X(T ) for T = R
(1)
K/k(Gm) and G = Gal(L/k) = 12T32 as in Table 3

G X(T ) ≤ (Z/2Z)⊕2

12T32 ≃ (C2)
4 ⋊ C3 (I) X(T ) = 0 if and only if

(I-i) there exists a place v of k such that Syl2(G) ≃ (C2)
4 ≤ Gv, or

(I-ii) there exist places v1, v2 of k such that V4 ≃ V
(1)
4 ≤ Gv1 , V4 ≃

V
(2)
4 ≤ Gv2 where |Orb

V
(1)
4

(i)| = |Orb
V

(2)
4

(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and

V
(1)
4 ̸= V

(2)
4 ;

(II) X(T ) ≃ Z/2Z if and only if there exists a place v of k such that
V4 ≤ Gv where |OrbV4(i)| = 2 for any 1 ≤ i ≤ 12 and (I) does not hold
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Remark 1.22. As a consequence of Theorem 1.21, we obtain the Tamagawa number τ(T ) of norm one tori

T = R
(1)
k/k(Gm) over a number field k via Ono’s formula τ(T ) = |H1(G, JG/H)|/|X(T )| whereH1(G, JG/H) is

given as in Section 9 (Appendix) of the arXiv version (arXiv:1910.01469) of [HKY22] (see Ono [Ono63, Main
theorem, page 68], Voskresenskii [Vos98, Theorem 2, page 146] and Hoshi, Kanai and Yamasaki [HKY22,
Section 8, Application 2]).
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(d’après Brylinski et Künnemann), Expo. Math. 23 (2005) 161–170.

[CTS77] J.-L. Colliot-Thélène, J.-J. Sansuc, La R-équivalence sur les tores, Ann. Sci. École Norm. Sup.
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