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群環の中心とイデアル
音喜多純拓（千葉大学大学院理学研究院）

　本稿は第 67回代数学シンポジウム（京都大学数理解析研究所, 2022/8/30）における筆者の講演（タイト
ルは上と同じ）の内容をまとめた概説である.

　以下では Gを有限群, k を標数 p > 0の代数的閉体とする. Gの表現について考えるため, 一般の多元環
の表現論と同様, 群環 kGをブロック分解する. すなわち kGを両側加群として直既約分解し, その直和因子の
１つを B とし, ブロックと呼ぶ. 本分野では多元環の分離拡大から派生した概念である「不足群」を用いて,

B の表現論的性質や環論的構造を解明する研究が進められており, 例えば巡回不足群を持つブロックの決定な
どが代表的な成果である（次章参照）. 本稿で紹介するのはブロックの中心に関する筆者の研究であり, 筆者
自身による予想や近年の結果を３章で述べる. この分野のより詳しい解説については永尾・津島「有限群の表
現」（裳華房）を参照していただきたい.

1 不足群
B を群環 kG のブロックとする. G の部分群 H に対し, 自然な作用の制限によって kG, および B は両側

kH-加群と見なせる. このとき全射な B-両側加群としての準同型写像

µH : B ⊗kH B → B, β1 ⊗ β2 7→ β1β2

が存在するが, これはどのような場合に分裂するだろうか？ここでは |H\G|が pと素と仮定しよう. そして τ

を
τ : B → B ⊗kH B, β 7→ 1

|H\G|
∑

t∈H\G

βt−1 ⊗ tb

（ここで bは B のブロック冪等元. この写像が well-definedであることの説明は省略）とすると µH ◦ τ が恒
等写像となるので µH は分裂する（したがって特に Gの Sylow p-部分群 S に対して µS は分裂する）. では,

この写像を用いて B の「不足群」を定義しよう.

定義 1.1. µH が分裂する Gの部分群 H の中で極小なもの D を B の不足群（defect group）という.

上記の理由により, 不足群は p-群として選べる. またすべての不足群は G-共役であることが知られている.

共役な群は同型であるから, 本質的には不足群はブロックに対して一意的に定まる p-群であると考えてよい.

D の位数が pd のとき dを不足数（defect）という. 上の定義は多元環の分離拡大から派生した概念であり, B

が「分離的」という性質にどの程度近い（または離れている）かを Gの部分群を用いて測る目的がある. 例え
ば D が自明な群であるのは B が（通常の意味で）分離的 k-多元環の場合に限り, このとき B は単純環であ
る. 他にブロックと不足群の関係について知られている代表的な例としては以下の結果がある.

定理 1.2 (Rickard [8]). B が有限表現型となるのは D が巡回群のとき, かつそのときに限る. このとき B が
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群環 kM と導来同値となるようなメタ巡回群M が存在する. ここでM は D と巡回群 I の半直積で, I は D

に忠実に作用し, 位数は p− 1の約数.

定理 1.3 (Erdmann [1]). p = 2, D が位数 4の初等可換群のとき, B は kD, または kA4（ここで A4 は 4次
交代群）に導来同値である. このとき B は tame表現型である.

この他に B が tame表現型になる場合として p = 2で D が二面体群, 一般四元数群, 準二面体群の場合が
ある.

2 ブロックの中心
この章では本稿の主題であるブロックの中心と不足群の関係性について述べる. 前章と同様, B をブロック,

その不足群を D とする. このとき B の中心 ZB は可換な局所環であり, その Jacobson 根基 J はただ一つの
極大イデアルである. ZB の埋め込み次元（embedding dimension, J/J2 の k-次元）を r とし, r ≥ 1と仮定
すると, J は r 個の元 x1, . . . , xr で生成される. このとき ZB の任意の元は, これらの積と単位元の線形和で
表されるので, 多元環として次のように書ける:

ZB ' k[X1, . . . , Xr | X1, . . . , Xrの関係式]　（ただし r = 0のときは ZB ' k）

ここで ZB の Loewy列の長さ（Loewy length）を Lとすると

L := min{l ≥ 1 | J l = 0} = max{deg(f) | f ∈（上の同型における右辺）}+ 1

である. では ZB の構造を決定できるいくつかの例を挙げよう.

例１ D が自明な群の場合は ZB ' k.
例２ p = 2, D が位数 2の巡回群の場合. このとき ZB ' kD ' k[X | X2 = 0].

例３ p = 3, D が位数 3の巡回群の場合. このとき定理 1.2より B は kD, または kS3（ただし S3 は 3次対
称群）に導来同値である. 前者の場合は ZB ' kD ' k[X | X3 = 0]. 後者の場合において S3 の関係
式を

< g, h | g3 = h2 = 1, gh = hg2 >

とすると S3 の共役類は {{1}, {g, g2}, {h, gh, g2h}} なので kS3 の中心は 1, U := g + g2, V := h +

gh+ g2hを k-基底に持つ. ここで基底を 1, 1 + U, V に取り直すと

(1 + U)2 = 1 + 2U + U2 = 1 + 2U + (g2 + 2 + g) = 1 + 2U + (2 + U) = 0,

V 2 = {(1 + U)h}2 = (1 + U)h(1 + U)h = (1 + U)2h2 = 0,

(1 + U)V = (1 + U){(1 + U)h} = 0

より ZB ' k[X,Y | X2 = Y 2 = XY = 0]である.

この例で見たように ZB の構造を完全に決定できるのは不足群が特別な構造を持ついくつかの場合に限定
されている. そこでX1, . . . , Xr に成り立つ関係式を探し, ブロックの解明に役立てようというのが本研究の動
機である. すでに知られている性質として以下のものがある.

定理 2.1 (Külshammer [2], Okuyama [5]). 記号は上の通りとする.
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(1) D の指数（exponent）を pe とすると, J のすべての元は pe 乗で 0となる. 特に任意の 1 ≤ i ≤ r に対
して (Xi)

pe

= 0.

(2) ZB の Loewy列の長さ Lは pd 以下である（dは不足数）.

ここで「D の指数（exponent）」とは, D の各元の位数の最大値, すなわち D の極大巡回部分群の位数であ
る（一般の群の指数の定義はこれとは異なるが, p-群の場合はこのように解釈して差し支えない）.

これらの結果に基づいて次章では ZB の Loewy列に関する筆者自身の予想を紹介し、現在までに得られて
いる成果を述べる.

3 予想と結果
前章までと同様, B は kGのブロックで不足群 D を持つとする. また pd, pe をそれぞれ D の位数, および
指数とする（すなわち dは不足数）. ここでは ZB の Loewy列の長さに関する問題を提起する. 定理 2.1に
基づき, dと eを用いて効率良く上限を与える方法を考えたい. そこで筆者が [6]において研究したのが次の予
想である.

予想（L）ZB の Loewy列の長さはm(pe− 1)+ pn 以下ではないか？（ここでm,nは d = me+n, e > n

を満たす非負整数. ただし d = 0の場合は除く）

この上限の式は常に pd 以下になるので, この予想が正しければ定理 2.1 (2) の精密化になる. またこの式
は d, e の単調増加関数になっている. 次の定理でこの予想が解決している場合を紹介する（Külshammer-

Otokita-Sambale [3], Külshammer-Sambale [4], Otokita [6]）.

定理 3.1. B, および D が以下のいずれかの条件を満たせば予想（L）は正しい.

(1) D が可換群
(2) p = 2, D がメタ巡回群
(3) B が巡回超焦点部分群（cyclic hyperfocal subgroup）を持つ. （例えば p 6= 2, Dがメタ巡回群の場合）
(4) p = 2, |D| ≤ 16

　本稿の最後に, 上の予想とは別に, 下限に関する研究を挙げる.

定理 3.2 (Otokita [7]). Dを可換群とし, q = (pe− 1)/(p− 1)とすると zq 6= 0となる ZB の Jacobson根基
の元 z が存在する. したがって ZB の Loewy列の長さは q + 1（すなわち (pe + p− 2)/(p− 1)）以上である.
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二次元共形場理論の定式化とその構成
(Construction and Formulation of Conformal Field Theory)

理化学研究所 森脇 湧登

1 序文

非自明な四次元の場の量子論の構成は未だ成されていない。しかし場の量子論からは Seiberg-Witten 不

変量や Chern-Simon 理論 (Jones 多項式) など数学の幅広い分野で重要な対象が自然と現れる。そこで、場

の量子論と呼ばれる物理理論を数学的に理解することは重要である。高次元の場の量子論は難しいが、二次

元で共形対称性を持つ場の量子論である二次元共形場理論は「場と場の積」のなす代数構造を用いて数学

的に定式化することができる (フル頂点代数)。本稿ではこのフル頂点代数が、可換結合代数の一般化であ

ることを解説し、その代数構造がリーマン面のモジュライ空間の operad構造から現れることを説明する。

本稿は [M1, M2, M3, M4, M5]に基づく。

2 共形場理論

2.1 場の量子論と相関関数

図 1:

そもそも場の量子論とは「何を目的としてどんな構造を持った物理理

論」だろうか。場の量子論の物理への応用は幅広く、また様々な構造を

持っている。それらを記述することは到底筆者にはできないが、ここで

は「相関関数」と呼ばれる物理量を中心に場の量子論の一つの側面につ

いて述べたい。

私たちは「モノを見る」ことでモノの形を知るが、モノを見るとは、光

(光子)をモノに当ててその散乱を観測していることに他ならない。同様

に原子核や素粒子の構造を調べるためには、素粒子と素粒子をぶつけて

その散乱過程を観測することが、基本的な手法となる。ぶつけるエネル

ギーに応じて、実験の結果は変わるため、素粒子の構造をより詳細に調べるには膨大なエネルギーが必要

となる。加速器実験では素粒子を高速に加速させてそういった高いエネルギースケールを実現している。

こうした素粒子スケールの現象は量子の世界であるから、状態は量子力学と同様にベクトル空間で表さ

れる。(古典的な世界と違って異なる状態は重ね合わせが可能である) また相対論 E = mc2により、エネル

ギー E からは質量が生じる。すなわち散乱過程では様々な新しい素粒子が誕生しうる。よって相対論で不

変な理論を作るためには状態のなすベクトル空間 F は必然的に無限次元でなくてはならない。量子力学と

相対論のいくつかの要請を課すと、理論が場の量子論の形にならないといけないことは [We] において物理

的に議論されている。

次に散乱過程を記述する数学的構造について述べる。場の量子論では理論が定義される時空を決める必

要があるが、ここでは時空は時間方向に 1次元、空間方向に 3次元の自由度がある平坦な時空 R1+3を考え

る。R1+3 の n個の点 z1, . . . , zn ∈ R1+3 を取り、n個の状態 a1, . . . , an ∈ F を取る。そして時空の点 zi に

aiの状態が置かれた物理状態 (図 1を参照)を考える。相関関数は図 1のような物理状態に対して、複素数

を返す関数である。より形式的に述べると

Xn(R1+3) = {(z1, . . . , zn) ∈ (R1+3)n | zi ̸= zj}

1



を n点の配位空間とすると、場の量子論の相関関数は

Corn : Xn(R1+3)× F⊗n → C

なる関数と理解できる (図 2)。

図 2:

相関関数の物理的な意味を説明すると、状態のなすベクト

ル空間 F は粒子をラベルしてる。たとえば量子電磁気学と

呼ばれる場の量子論の場合は電子や光子を表すベクトルが F

には入っている。図 1 は zi に粒子 ai を置いた状態である。

z1, . . . , znの第一成分は時間を表しているため、仮に z1, . . . , zk

を過去と思い、zk+1, . . . , znを未来の時空の点だとすると、過

去に (z1, a1), . . . , (zk, ak)であった物理状態が散乱過程を経て、

(zk+1, ak+1), . . . , (zn, an) になる確率 (複素数の絶対値を取っ

たものが確率を表す)を教えてくれるのが、相関関数である。

Remark 2.1 相関関数が現実の現象を記述・予測する上でどのように役立つかはたとえば [PS]などを参

照されたい。

相関関数が満たすべき公理系としてはたとえば Osterwalder–Schrader axioms が知られている。一方で、

相関関数ではなくそれを”生成する”量子場を元に場の量子論を定式化することもでき、Wightman axioms

として知られている [Ha]。

量子場とは大雑把にいって状態 a ∈ F 毎に定義される作用素値の超関数

O : F × C→ EndF, (a, z) 7→ Oa(z) (1)

のことである。量子場は別の見方をすると各時空の点 z ∈ R1+3 に対して、F 上の積

·z : F ⊗ F → F, a ·z b = Oa(z)b (2)

を定めているとも考えられる。

Remark 2.2 共形場理論の場合でも、Oa(z)が超関数であるため a ·z bは元の空間 F には入らず、F をよ

り大きくしたベクトル空間に入る。よって (2)は文字通りに well-defined とは言えない。F が大きくなって

いく様子をきちんと定式化した概念が Costello-Gwilliam の factorization algebra であり [CG]、F をその

ままにして zを形式的級数だと思うことで、こうした解析的な困難を避けたアプローチが 本稿で紹介する

フル頂点代数である。

本稿では量子場を用いて Wightman axioms により近い定式化を行う。Wightman axioms は基本的には

状態のなすベクトル空間 F がヒルベルト空間 (正定値内積)を持つことを仮定しているが、本稿のアプロー

チはより代数的でありそういった仮定は必要としないことは重要である。

2.2 二次元の共形場理論の代数構造

時空Rn上の (ユークリッド的)場の理論にはポアンカレ群Rn⋊SO(n)が作用する。この対称性がより大

きな対称性 Rn ⋊ SO(n) ⊂ SO(n+ 1, 1)(共形対称性)に拡張されている場の理論を共形場理論 (Conformal

field theory)と呼ぶ。共形対称性は特にスケール変換 x 7→ rx を含む r ∈ R>。

以下、二次元の共形場理論を考える。また時空 R2 を Cとみなす。二次元共形場理論の状態の空間 F に

は、(大域的)共形対称性 SO(3, 1) ∼= PSL2Cが作用している。共形群 PSL2Cが 3点の配位空間X3(C)に三
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重可移に作用しているため、共形場理論が通常の場の量子論に比べて理論的に簡単になる。詳細は省くが

(日本語による数学的な説明は [M3]参照)、(2)は二次元の共形場理論の場合

a ·z b =
∑
r,s∈R

ar,sbz
r z̄s (3)

という級数展開を持つ。z ∈ Cを代入してしまうと Remark 2.2に述べたように a ·z b /∈ F となってしまっ
て、積の定義域と値域に困難が生じる。しかし、各 zr z̄sの係数 ar,sbは F に入っており、well-defined な積

(r, s) : F ⊗ F → F, (a, b) 7→ ar,sb (r, s ∈ R) (4)

を定める。このように共形場理論ならば全てを束ねてしまうと ill-define になってしまう積を、well-defined

な積の族 {(r, s) : F ⊗ F → F}r,s∈R に分解することができる。また z, z̄を形式的な変数と思い EndF 係数

の形式的級数のなす空間 EndF [[z, z̄, |z|R]]を考えると、(1)の量子場は線形作用素

O•(z) : F → EndF [[z, z̄, |z|R]] (5)

a 7→ Oa(z) =
∑
r,s∈R

ar,sz
r z̄s (6)

として理解することができる。この線形作用素を共形場理論では頂点作用素と呼ぶ。

量子場から相関関数を復元するには、真空と呼ばれる特別なベクトル |0⟩ ∈ F とその双対ベクトル ⟨0| ∈ F ∗

を用いる。このとき相関関数は量子場を用いて次のように書ける:

Corn(a1, z1, . . . , an, zn) = ⟨0|Oa1(z1) · · ·Oan−1(zn−1)Oan(zn) |0⟩ (7)

= ⟨0| a1 ·z1
(
· · ·
(
an−1 ·zn−1

(an ·zn |0⟩)
)
· · ·
)

(8)

∈ C[[z1, z̄1, |z1|R, . . . , zn, z̄n, |zn|R]]

ただし右辺は開部分集合

{|z1| > |z2| > · · · > |zn|} ⊂ Xn(C) (9)

において絶対収束する C値の形式的級数であり、この領域の上で左辺の関数と一致する。(8)は、通常の C
代数における括弧付きの積 a1(a2(a3a4))を彷彿とさせる。C代数の場合は

(結合法則) (ab)c = a(bc)

(交換法則) ab = ba (10)

を課すと全ての順序の括弧付きの積が等しくなることは代数学における非常に基本的な命題である。これ

を C 代数の coherence Theorem と呼ぶことにする。Polyakov は共形場理論においても結合法則と交換

法則を課すことで、(8)にような全ての順序の括弧付きの積が解析接続をすると一致することを予想した

(Bootstrap 仮説 [P])。本稿では以下、この Bootstrap 仮説を定式化し、その証明にリーマン面のモジュラ

イ空間の operad 構造が重要な役割を果たすことを述べる。

2.3 樹と開領域

この章では一般の括弧積とその収束域 (9)を定義する。自然数 n ≥ 1に対して、Trn を 1から nまでの

数字の順序付きの括弧積とする。たとえば

Tr3 = {1(23), (12)3, 2(13), (21)3, 1(32), (13)2, 3(21), (32)1, 2(31), (23)1, 3(12), (31)2}
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である。頂点作用素 (6)と A ∈ Trn、a1, . . . , an ∈ F が与えられると、頂点作用素の括弧付きの合成が考え
られる。たとえば (31)(42) ∈ Tr4 に対しては、

Cor(31)(42)(a1, a2, a3, a4) = ⟨0| (a3 ·x3 a1) ·x1 (a4 ·x4 a2)

を対応させる。ただし Cor(31)(42)(a1, a2, a3, a4)がX4(C)上の相関関数 Cor(a1, a2, a3, a4)と一致するため

には x1, x2, x3, x4 を次のように変数変換しないといけない

x1 = z1 − z2, x2 = z2,

x3 = z3 − z1, x4 = z4 − z2.
(11)

また Cor1(2(34))(a1, a2, a3, a4)は開領域 (9)で絶対収束するが、Cor(31)(42)(a1, a2, a3, a4)は別の開領域

U(31)(42) = {|z3 − z1| < |z1 − z2|, |z4 − z2| < |z1 − z2|} ⊂ X4(C) (12)

で絶対収束する。一般に A,B ∈ Trn に対して UA ∩ UB が空でないとは限らず、結合法則や交換法則は解

析接続の意味での等号でしかないことに注意せよ。

変数変換のルールは樹を使って述べることができる。Trnの元に対して自然に樹 (binary tree)を対応させ

ることができる。たとえば図 3の樹は (5(23))((17)(64)) ∈ Tr7に対応している。Cor(5(23))((17)(64))を定義す

るのに必要な形式的変数 xiと樹の頂点の間には自然な一対一対応がある。変数 xiがどのように変数変換され

るべきかは図 3に記述されている。図 3の頂点にかかれた zi−zjは次のようなルールで決まっている: 頂点 v

の左下の頂点の子孫である葉の中で一番右側の葉のラベルを i、vの全ての子孫である葉の中で一番右側の葉

のラベルを jとしたとき、vには zi− zj が対応する。

z3 − z4

z5 − z3

5 z2 − z3

2 3

z7 − z4

z1 − z7

1 7

z6 − z4

6 4

図 3:
また各 A ∈ Trn に対して開領域 UA は、辺で繋がる全ての頂点に対して、上側の頂点を v下側の頂点を

wとすると |xw| < |xv|という大小関係を課すことで定まる。たとえば図 3の場合は

U(5(23))((17)(64)) = {|z2 − z3| < |z5 − z3| < |z3 − z4|, |z1 − z7| < |z7 − z4| < |z3 − z4|, |z6 − z4| < |z7 − z4|}

となる。

2.4 定式化: 定義と定理

この章ではフル頂点代数の定義を述べて、Coherence Theorem を説明する。簡単のためにコンパクトな

フル頂点代数の定義を述べる [M2]。F を R2次数付きベクトル空間 F =
⊕

h,h̄ Fh,h̄とする。また F は次の

三つの条件を満たすとする:

1. h− h̄ /∈ Zならば Fh,h̄ = 0;

2. あるN が存在して、h ≤ N または h̄ ≤ N ならば Fh,h̄ = 0;
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3. 任意のH ∈ Rに対して
∑

h,h̄∈R2,
h+h̄<H

dimFh,h̄ は有限.

線形作用素 L(0), L(0) ∈ EndF を次の条件で定める:

L(0)|Fh,h̄
= hidFh,h̄

, L(0)|Fh,h̄
= h̄idFh,h̄

.

コンパクトなフル頂点代数とは上記の三条件を満たす R2 次数付きベクトル空間 F と線形作用素

O•(z) : F → EndF [[z, z̄, |z|R]]

a 7→ Oa(z) =
∑
r,s∈R

ar,sz
r z̄s

(13)

および真空と呼ばれるゼロでないベクトル |0⟩ ∈ F0,0 で以下の条件を満たすものである:

1. 任意の a ∈ F に対して Oa(z) |0⟩ ∈ F [[z, z̄]]かつ limz→0Oa(z) |0⟩ = a;

2. O|0⟩(z) = idF ;

3. 任意の a ∈ F に対して

z
d

dz
Oa(z) = [L(0), Oa(z)]−OL(0)a(z)

z̄
d

dz̄
Oa(z) = [L(0), Oa(z)]−OL(0)a(z).

4. 任意の a1, a2, a3 と u ∈ F∨ に対して、⟨u, a1 ·z1 (a2 ·z2 a3) は {|z2| < |z1| ∈ (C×)2}において絶対収
束、⟨u, (a1 ·z0 a2) ·z2 a3 は {|z0| < |z2| ∈ (C×)2}において絶対収束。

5. 任意の a1, a2, a3 と u ∈ F∨ に対して、ある X2(C×) = {(z1, z2) ∈ (C×)2 | z1 ̸= z2}上の実解析的関
数 Fa1,a2,a3 で、

Fa1,a2,a3
||z1|>|z2| = u(a1 ·z1 (a2 ·z2 a3))

Fa1,a2,a3 ||z2|>|z1| = u(a2 ·z2 (a1 ·z1 a3))

Fa1,a2,a3
||z2|>|z0| = u((a1 ·z0 a2) ·z2 a3))

(14)

を満たすものが存在する。ただし z0 = z1 − z2。

Remark 2.3 (14)は結合法則と交換法則に対応する。実際、a(bc) = b(ac)は c = 1とすることで交換法則

を導く。より交換法則に近い形で同値な公理を書くこともできるが、ここではそれはしない ([M1]を参照)。

F をコンパクトなフル頂点代数とする。また Oreal analytic
Xn(C) をXn(C)上の実解析的な関数のなす関数環と

する。

フル頂点代数 F が coherent (物理の言葉では consistent) であるとは、任意の n ≥ 0に対してある線形

写像

F⊗n → Oreal analytic
Xn(C)

があって、任意の Aと a1, . . . , an ∈ F に対して、CorA(a1, . . . , an)が UA において絶対収束し、

Cor(a1, . . . , an)|UA
= CorA(a1, . . . , an)

が成り立つことを言う。

我々は フル頂点代数 の coherence をある条件の下で証明した。以下ではその条件を述べるために準備を

行う。
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F をコンパクトなフル頂点代数とする。線形写像 L(−1), L(−1) ∈ EndF を a ∈ F に対して

Oa(z) |0⟩ = a+ (L(−1)a)z + (L(−1)a)z̄ + . . .

によって定める。すなわち L(−1)a, L(−1)aは z, z̄の係数。すると L(−1), L(−1)は次の性質を満たす [M2]:

OL(−1)a(z) = [L(−1), Oa(z)] =
d

dz
Oa(z)

OL(−1)a(z) = [L(−1), Oa(z)] =
d

dz̄
Oa(z).

(15)

よって

FL = {a ∈ F | L(−1)a = 0},

FR = {a ∈ F | L(−1)a = 0}

とおくと、a ∈ FL に対して対応する量子場 Oa(z)は (15)より

d

dz̄
Oa(z) = 0

を満たす。すなわち Oa(z)は正則な場になっており、(3)より

Oa(z) =
∑
n∈Z

an,−1z
n

という級数展開を持つことが分かる (反正則な形式的変数が現れない)。このような正則な形式的変数のみ

が現れる代数は 80年代に Borcherds が導入した頂点代数と呼ばれる代数になっている [B]。フル頂点代数

は頂点代数の一般化になっている。まとめると次が成立する [FLM, LL, FB, M2]:

Proposition 2.1 F をフル頂点代数とすると、FL, FR は頂点代数の構造を持つ。逆に Z次数付き頂点代
数はフル頂点代数である。

Remark 2.4 Borcherds の頂点代数はカイラル共形場理論と呼ばれる物理理論の数学的な定式化になって

いる。一方でカイラルでないフルの共形場理論は Huang-Kong によって full field algebra として定式化さ

れた [HK]。我々はの定式化は 2.2章の最後で述べられた Polyakovの Bootstrap 仮説に基づいた full field

algebraの再定式化になっている [P]。

C1(F )を次のベクトルで貼られる F の部分空間とする:

{v(−1,−1)a,w(−1,−1)a | a ∈ F, v ∈ FL, w ∈ FR}.

フル頂点代数がC1余有限であるとは、F/C1(F )が有限次元ベクトル空間であることをいう。このとき [M4]

の結果を用いるとことで、次が成り立つ [M5]:

Theorem 2.1 C1 余有限なフル頂点代数は coherent である。

Remark 2.5 C1 余有限という条件は有理的な共形場理論ならばいつでも満たされる条件であり非常に多

くの例で満たされる (たとえば [M6]の code CFTはその例)。一方で、C1 余有限は変形では保たれないの

で [M2]で構成された CFTの変形を行うと C1余有限でない CFTをいくらでも作ることができる。しかし

[M2]の変形は coherenceを保つことは簡単に分かる。C1 余有限という条件を緩めて、[M7]で構成された

generic level のWZW模型を含むように定理を述べることもできるが、ここでは割愛する [M5]。

次の章では証明のアイデアを簡潔に述べる。
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2.5 Moduli space の operad 構造と基本亜群の生成元

交換法則と結合法則が、結合代数の coherence を導くことは結合代数の場合は 樹 (binary tree) を調べる

ことで組み合わせ論的に示すことができる。これは operad の言葉で言えば 可換代数 operad Comの生成

元が、「交換法則と結合法則」であるということに他ならない。共形場理論の coherence も operad を通じ

て述べることができる。共形場理論の相関関数は配位空間Xr(C)の上に住んでいる。Xr(C)は点付きリー
マン面のモジュライ空間であり、リーマン面の張り合わせにより、{Xr(C)}r≥0の適切なコンパクト化の上

には operad の構造が入る (図 4参照)。この operadは Fulton-MacPherson operadと呼ばれる。

図 4: 図 5:

図 6: 図 7:

共形場理論の consistency とは、基本的には相関関数がリーマン面の張り合わせと整合的であることと

同値である。C1 余有限という条件を課すと、相関関数たちが holonomic D加群の解になることが分かり

[M4]、整合性を相関関数のモノドロミーのレベルでチェックすれば十分である。これは Fulton-MacPherson

operad を up to homotopy で考えれば良いことに対応する。Fulton-MacPherson operadの基本亜群のな

す operad は colored parenthesized braid operad と呼ばれる [T, Ba, F]。

[M4] では C1 余有限という条件の下で、相関関数たちのモノドロミーが colored parenthesized braid

operadの表現を成すことを示した [M4, 定理 6.21]。

colored parenthesized braid operadの元は大雑把にいって配位空間Xr(C)の道 (基本亜群Π1(Xr(C))の
射)である。共形場理論の coherence は colored parenthesized braid operad が braiding と associator (交

換法則と結合法則 の対応物) から生成されることから従う (図 7はその一例)。ここで braiding は図 5の

X2(C)内の道、associator は図 6のX3(C)内の道。
本稿では、二次元の場の量子論の性質を調べる上で、リーマン面のモジュライ空間の operad構造が重要

な役割を果たすことを述べた。高次元の場の量子論において operad はどのような役割を果たすだろうか。
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はじめに

本稿の目的は,数の超越性や代数的独立性に関する先行結果の紹介および筆者らによる最近
の結果 [17]の報告である. 本稿は全 3章からなり,各章の内容は以下の通りである.
1章では,研究背景として超越数論における基本的な結果を述べる. はじめに,代数的数の有
理数近似に関するLiouvilleの定理 (定理 1.1)を証明し,その応用として超越数の実例を与え
る. その後,ネイピア数 eや円周率 πの超越性を導く Lindemannの定理 (定理 1.2)および指
数関数値の代数的独立性に関する Lindemann-Weierstrassの定理 (定理 1.3)を紹介する. ま
た後半では, Liouvilleのアイデアを巧妙に利用し,代数的独立となる数集合の実例を与えた
Adamsの定理 (定理 1.5)について解説する. 一般に,代数的独立性を導くプロセスは複雑か
つ予備知識を必要とする場合が多いが, Adamsの証明は Liouvilleの手法の拡張となってお

∗〒 036-8561青森県弘前市文京町 3番地弘前大学理工学研究科
e-mail: tachiya@hirosaki-u.ac.jp
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り読み易いと思う. 対象とする数集合は限定的ではあるが,代数的独立性の証明法の一端を
感じて頂きたく証明についても省略せずに詳しく述べた.
2章では, 超越数論の分野に大きな進展を与えた Nesterenkoの定理 (定理 2.1)を紹介し, そ
の直接的な応用として導かれる代数的独立性に関する先行結果について述べる. その後, 3
章では Nesterenkoの定理をある条件下で改良し, より一般の保型関数値の代数的独立性を
導く判定条件を与える. 本判定条件は, 2つの関数値の代数的独立性と関数の比の非定数性
が同値であることを主張するものであり, その応用は多岐にわたる. 章の最後に, 実際の応
用例として,フィボナッチ数列やルカ数列を含む無限級数・無限積の代数的独立性に関する
結果を与える. 本研究結果は, Daniel Duverney氏 (Baggio Engineering School, Lille), Carsten
Elsner氏 (FHDW–University of Applied Sciences, Hannover),金子昌信氏 (九州大学)との共同
研究に基づくものである.
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1 超越数と代数的独立性

1.1 Liouvilleの定理と超越数
零でない整数係数多項式の根となる複素数を代数的数という. 一方,代数的数でない複素数
を超越数という. この定義によって,複素数は代数的数と超越数に二分される. 例えば,有理
数 a/bは多項式 bx − aの根であるので代数的数である. また,無理数

√
2や虚数単位 iにつ

いても,それぞれ多項式 x2 − 2, x2 + 1の根であるので代数的数である. 特に,代数的数の集
合は体をなす.
一方, 超越数となると定義の性格上その存在すら明らかではない. 実際, G.W. Leibnizや
L. Eulerらによって超越数の概念は既に認識されていたようであるが,具体的な超越数につ
いては 1844年の J. Loiuvilleによる結果 [25, 26]まで一つも知られていなかった. 超越数の
実例は,ディオファントス近似に関する次の定理の応用として導かれる.

定理 1.1 (J. Liouville [27]). αを次数 dの代数的数とする. このとき, αのみに依存する正定
数 cが存在し,不等式 ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c

qd
(1.1)

が αと異なるすべての有理数 p/q (q > 0)に対して成り立つ.

注意 1.1. αの次数が 2以上のときαは有理数ではないので,定理 1.1における「αと異なる」
という表現は不要である.

証明. αと異なる有理数 p/q (q > 0)を固定する. はじめに, |α− p/q| < 1の場合を考える. α
の Z上の最小多項式を P (x)とおく. ここで, d = degP (x), P (p/q) ̸= 0に注意すれば

|P (p/q)| ≥ 1

qd
. (1.2)
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一方, P (x)の x = αにおけるテーラー展開 P (x) =
∑d

i=0 ci(x − α)i に x = p/qを代入する
と, c0 = P (α) = 0より

|P (p/q)| ≤
d∑

i=1

|ci|
∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣i ≤ C

∣∣∣∣pq − α
∣∣∣∣ . (1.3)

ここで, C :=
∑d

i=1 |ci|であるが cdは P (x)の最高次の係数であるので, C ≥ cd ≥ 1. よって,
(1.2), (1.3)より ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ C−1

qd
. (1.4)

不等式 (1.4)は |α− p/q| > 1のときも成り立つ.

定理 1.1は,不等式 (1.1)の意味において,代数的数の有理数近似には限界があることを主張
している. 言い換えれば,非常に良い有理数近似をもつような数は超越数でなくてはならな
い. この事実は,超越数の具体例を与える.

系 1.1. α :=
∞∑
k=1

1

10k!
= 0.110001000000000000000001000 . . . は超越数.

証明. αを次数 dの代数的数と仮定する. いま, αの第 n部分和

pn
qn

:=
n∑

k=1

1

10k!
, qn := 10n!

はαと異なる有理数であるので,定理 1.1よりαのみに依存する正定数 cが存在し, n ≥ 1に
対して ∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ ≥ c

qdn
(1.5)

が成り立つ. 一方, n ≥ 1に対して∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ = ∞∑
k=n+1

1

10k!
≤ 1

10(n+1)!

∞∑
k=0

1

10k
≤ 2

10(n+1)!
=

2

qn+1
n

. (1.6)

不等式 (1.5), (1.6)は nが十分大きいとき両立しないので矛盾.

Liouvilleによる超越数の発見を契機として, 様々な数の超越性が明らかにされた. 1873年,
Ch. Hermiteは自然対数の底 e = 2.71828 . . . の超越性を示した. その後, F. Lindemann(1882)
はHermiteの方法を一般化し,次の結果を得た.

定理 1.2 (F. Lindemann [24]). αが零でない代数的数ならば, eαは超越数.

定理 1.2においてα = 1とおけば, Hermiteの結果である eの超越性が従う. さらに,定理 1.2
より代数的数 α ̸= 0, 1に対して, logαは超越数であることがわかる. ここで, logαは対数
関数 log zの固定された分枝に z = αを代入した値である. 特に, 円周率 π = −iLog(−1)
は超越数である. また代数的数 α ̸= 0に対して, sinα, cosα, tanαは超越数である. 実際,
sinαが代数的数であると仮定すれば, cos2 α = 1 − sin2 αより cosαも代数的数. したがっ
て, sinα + i cosα = eiα は代数的数. これは定理 1.2に矛盾. 同様にして, cosα, tanαが超越
数であることもわかる. その後,定理 1.2は次のように一般化された.
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定理 1.3 (Lindemann-Weierstrassの定理). α1, α2, . . . , αnを相異なる代数的数とする. このと
き, eα1 , eα2 , . . . , eαnは任意の代数体上で線形独立である.

定理 1.3は, Lindemannによって主張され, 1885年に K. Weierstrass [41]により証明が与え
られた. それゆえ, 定理 1.3は Lindemann-Weierstrassの名を冠している. なお, ごく最近,
Yu. V. Nesterenko [30]により Lindemann-Weierstrassの定理の新たな証明が報告された. 超
越数論におけるその他の古典的な結果や近年の研究動向については,文献 [4, 22, 28, 38, 40]
などを参照するとよい.

1.2 代数的独立性

複素数 α1, α2, . . . , αnに対して,

P (α1, α2, . . . , αn) = 0

となる零でないn変数整数係数多項式P (x1, x2, . . . , xn)が存在するとき, α1, α2, . . . , αnはQ
上代数的従属であるという. そのような多項式が存在しないとき, α1, α2, . . . , αnはQ上代数的
独立と呼ばれる. したがって, α1, α2, . . . , αnがQ上代数的独立ならば,各αj (j = 1, 2, . . . , n)
は超越数である. 一般に,与えられた数集合に対する代数的従属性・独立性を決定すること
は難しい問題である. 歴史上初めて代数的独立性が示された数集合の実例は,指数関数値の
集合である. これは, Linemann-Weierstrassの定理 (定理 1.3)と同値である次の主張により与
えられる.

定理 1.4. α1, α2, . . . , αnをQ上線形独立な代数的数とする. このとき, eα1 , eα2 , . . . , eαn はQ
上代数的独立である.

例えば, e, e
√
2, e
√
3はQ上代数的独立である. つまり, P (e, e

√
2, e
√
3) = 0をみたす非零整数

係数多項式 P (x1, x2, x3)は存在しない.

1.3 Adamsの定理とその後の進展
超越性や代数的独立性を導く手法・過程は, 与えられた数の固有の性質に強く依存するた
め,その意味で万能的な手法は存在しない. それこそが本分野の難しさであり面白さである
と筆者は感じている. 本節では,代数的独立性を導く手法の一例として, W. W. Adamsの証
明法を紹介したい. 証明のアイデアは 1.1節で述べた Liouvilleの定理 (定理 1.1)の証明を基
盤としたものであるため, 予備知識を必要とせず比較的理解しやすいと思う. 以下, 複素数
a1, a2, . . . , anに対して, ai11 a

i2
2 · · · ainn = 1をみたすような整数 ij (j = 1, 2, . . . , n)が ij = 0

(j = 1, 2, . . . , n)の場合に限るとき, a1, a2, . . . , anは乗法的独立であるという. 例えば,相異
なる有理素数 p1, p2, . . . , pnは乗法的独立である.

定理 1.5 (W. W. Adams [1]). 正整数 a1, a2, . . . , anが乗法的独立であるならば,

α1 :=
∞∑
k=1

1

ak!1
, α2 :=

∞∑
k=1

1

ak!2
, . . . , αn :=

∞∑
k=1

1

ak!n

はQ上代数的独立である.
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証明. α1, α2, . . . , αnはQ上代数的従属であると仮定する. このとき, 零でない多項式 P ∈
Z[x1, x2, . . . , xn]で, P (α1, α2, . . . , αn) = 0をみたすものが存在する. はじめに,整数m ≥ 1
に対して

Rℓ,m :=
m∑
k=1

1

ak!ℓ
=
rℓ,m
am!
ℓ

, ℓ = 1, 2, . . . , n,

とおき,無限個のmに対してP (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m) ̸= 0が成り立つことを示す. もしそう
でなければ,十分大きいすべての整数mに対して

P

(
r1,m
am!
1

,
r2,m
am!
2

, , . . . ,
rn,m
am!
m

)
= 0. (1.7)

以下,多項式 P の (x1, x2, . . . , xn) = (α1, α2, . . . , αn)におけるテーラー展開を

P (x1, x2, . . . , xn) =
∑
I∈Λ

cI(x1 − α1)
i1(x2 − α2)

i2 · · · (xn − αn)
in (1.8)

とおく. 多項式 P は零でないので, S := {I ∈ Λ | cI ̸= 0}は空でない有限集合. また,
a1, a2, . . . , anは乗法的独立であるので,

aj11 a
j2
2 · · · ajnn = min{ai11 ai22 · · · ainn | I := (i1, i2, . . . , in) ∈ S}

となる J0 := (j1, j2, . . . , jn) ∈ Sが唯一つ存在する. このとき, (1.7), (1.8)より十分大きいm
に対して

cJ0

(
r1,m
am!
1

− α1

)j1

· · ·
(
rn,m
am!
n

− αn

)jn

= −
∑

I∈Λ\{J0}

cI

(
r1,m
am!
1

− α1

)i1

· · ·
(
rn,m
am!
n

− αn

)in

.

(1.9)
よって,不等式

1

a
(m+1)!
ℓ

< αℓ −Rℓ,m = αℓ −
rℓ,m
am!
ℓ

<
2

a
(m+1)!
ℓ

, ℓ = 1, 2, . . . , n, (1.10)

に注意すれば, (1.9)より

0 < |cJ0| ≤ 2d
∑

I∈Λ\{J0}

|cI |

(
aj11 a

j2
2 · · · ajnn

ai11 a
i2
2 · · · ainn

)(m+1)!

(1.11)

が成り立つ. ここで, dは多項式 P の総次数である. しかし, 任意の I = (i1, i2, . . . , in) ∈
Λ \ {J0}に対して, ai11 a

i2
2 · · · ainn > aj11 a

j2
2 · · · ajnn であるので,十分大きいmに対して (1.11)は

成立しない. 以上より,無限個のmに対して P (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m) ̸= 0が成り立つ.
以下, P (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m) ̸= 0をみたすmについて考える. 必要があれば適当に順序を
入れ替えることにより a1 < a2 < · · · < anとしてよい. このとき, P は整数係数多項式であ
るので

|P (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m)| ≥
1

am!d
n

. (1.12)

また, P (α1, α2, . . . , αn) = 0であるので (1.8)より

|P (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m)| ≤
∑
I∈Λ

|cI |
∣∣∣∣r1,mam!

1

− α1

∣∣∣∣i1 · · · ∣∣∣∣r1,mam!
n

− αn

∣∣∣∣in
≤
∑
I∈Λ

|cI | ·max

{∣∣∣∣rℓ,mam!
ℓ

− αℓ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ℓ = 1, 2, . . . , n

}
≤ C ∥(α1, α2, . . . , αn)− (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m)∥ . (1.13)
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ここで, C :=
∑

I∈Λ |cI | > 0であり, ∥ · ∥はRn上のユークリッド距離を表す. よって, (1.12),
(1.13)より

∥(α1, α2, . . . , αn)− (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m)∥ ≥
C−1

am!d
n

. (1.14)

一方,不等式 (1.10)より

∥(α1, α2, . . . , αn)− (R1,m, R2,m, . . . , Rn,m)∥ ≤
n∑

ℓ=1

|αℓ −Rℓ,m| <
2n

a
(m+1)!
1

. (1.15)

しかし,不等式 (1.14), (1.15)はmが十分大きいとき両立しないので矛盾.

例 1.1.
∑∞

k=1 1/2
k!,
∑∞

k=1 1/3
k!,
∑∞

k=1 1/5
k!はQ上代数的独立.

注意 1.2. Liouvilleの定理 (定理 1.1)の証明と同様に,「零でない有理整数の絶対値は 1以上」
という基本的事実が定理 1.5の証明においても重要な役割を果たしている (不等式 (1.2), (1.12)
参照).

Liouvilleの級数 f(z) =
∑∞

k=1 z
k!に代表される空隙級数の値の代数的独立性に関する研究は,

J. v. Neumann [31]やO. Perron [35]らの仕事もあり, 1900年代に大きく進展した (cf. [2, 11,
36, 37]). 例えば, P. Bundschuh-F.-J. Wylegala [8]は,絶対値が異なる代数的数 α1, α2, . . . , αn

(0 < |αi| < 1)に対して, f(αi) (i = 1, 2, . . . , n)はQ上代数的独立であることを示している.
特に,任意の整数 n ≥ 2に対して, n− 1個の数

∑∞
k=1 1/m

k! (m = 2, 3, . . . , n)はQ上代数的
独立である. D. Masserは,この結果を包括する次の予想を提出した.

予想 1.1 (Masser予想). α1, α2, . . . , αnを 0 < |αi| < 1 (i = 1, 2, . . . , n)をみたす代数的数
とする. このとき, αi/αj (1 ≤ i < j ≤ n)が 1のベキ根でないならば, f(αi) =

∑∞
k=1 α

k!
i

(i = 1, 2, . . . , n)はQ上代数的独立である.

予想 1.1において, αi/αjが 1のベキ根でないという条件は必要である. 実際, α1 = ζα2 (ζは
1のベキ根)ならば,十分大きい整数 kに対して αk!

1 = (ζα2)
k! = αk!

2 が成り立つため, f(α1)
と f(α2)はQ上代数的従属となる. 予想 1.1に関しては, Masser自身によって n = 2の場合
が示され,その後,西岡 [32, 33]によって n = 2, 3の場合およびその p進版が証明された. こ
れらの仕事を経て, Masser予想は最終的に西岡 [34]により肯定的に解決された.

2 保型関数の値の数論的性質

本章では, アイゼンシュタイン級数値の代数的独立性に関する Nesterenkoの結果とその直
接的な応用について述べる. 以下, H := {τ ∈ C | Im(τ) > 0}は上半平面を表すものとする.

2.1 Nesterenkoの定理とその応用
整数 k ≥ 2に対して,正規化されたアイゼンシュタイン級数E2k(τ)は

E2k(τ) =
1

2ζ(2k)

∑
(m,n)̸=(0,0)

1

(mτ + n)2k
, τ ∈ H,

により定義される. ここで, ζ(s)はリーマンゼータ関数である. よく知られているように,関
数E2k(τ)は重さ 2kの保型形式であり,そのフーリエ級数展開は

E2k(τ) = 1− 4k

B2k

∞∑
n=1

σ2k−1(n)e
2πinτ (2.1)
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により与えられる. ここで, σ2k−1(n) :=
∑

d|n d
2k−1 (n ≥ 1)は約数関数, B2kは 2k番目のベ

ルヌーイ数である. 特に, k = 2, 3のとき

E4(τ) = 1 + 240
∞∑
n=1

σ3(n)e
2πinτ , E6(τ) = 1− 504

∞∑
n=1

σ5(n)e
2πinτ . (2.2)

また, (2.1)の右辺に k = 1を代入して得られる級数を関数E2(τ)として定める:

E2(τ) := 1− 24
∞∑
n=1

σ1(n)e
2πinτ , τ ∈ H. (2.3)

1996年, Nesterenkoはアイゼンシュタイン級数の値の代数的独立性に関する次の定理を証
明した.

定理 2.1 (Yu. V. Nesterenko [29]). 任意の τ ∈ Hに対して, eπiτ , E2(τ), E4(τ), E6(τ)のうち少
なくとも 3つの数はQ上代数的独立である.

特に, eπiτ (τ ∈ H)が代数的数ならば, 3つの数 E2(τ), E4(τ), E6(τ)はQ上代数的独立であ
る. この事実と, (2.2), (2.3)および約数関数の母関数のランベルト級数表示

∞∑
n=1

σ2k−1(n)z
n =

∞∑
n=1

n2k−1zn

1− zn
, |z| < 1

を組み合わせれば,任意の代数的数 α (0 < |α| < 1)に対して 3つの数
∞∑
n=1

nαn

1− αn
,

∞∑
n=1

n3αn

1− αn
,

∞∑
n=1

n5αn

1− αn

がQ上代数的独立であることもわかる. また, E8(τ) = E4(τ)
2, E10(τ) = E4(τ)E6(τ)のよう

に,すべてのE2k(τ) (k ≥ 4)は 2つの関数E4(τ)とE6(τ)の多項式として表すことができる
ので,定理 2.1の主張はアイゼンシュタイン級数の値全体に波及する. 例えば, eπiτ (τ ∈ H)
が代数的数ならば, 3つの数E2(τ), E8(τ), E10(τ)もまたQ上代数的独立である.
アイゼンシュタイン級数をはじめとして,強い対称性をもつ保型形式の世界では,関数の間
に非自明な代数関係式が豊富に存在する. それゆえ,定理 2.1を起点として幅広い保型形式
の特殊値の数論的性質を導くことが可能となる. 例えば, K. Barré-Sirieixら [5]は q := e2πiτ

が代数的数となるような τ ∈ Hに対して,楕円モジュラー関数

j(τ) := 1728
E4(τ)

3

E4(τ)3 − E6(τ)2
=

1

q
+ 744 + 196884q + · · · (2.4)

の値は超越数であることを示したが, この結果は定理 2.1の系として捉えることができる.
また, D. Bertrandはアイゼンシュタイン級数とテータ零値

ϑ2(τ) := 2
∞∑
n=0

eπi(n+1/2)2τ ,

ϑ3(τ) := 1 + 2
∞∑
n=1

eπin
2τ ,

ϑ4(τ) := 1 + 2
∞∑
n=1

(−1)neπin2τ ,

の間の関係式に着目し,定理 2.1から次の結果を導いた.

7



定理 2.2 (D. Bertrand [6]). α, β, γ ∈ {2, 3, 4}, α ̸= βとする. このとき,任意の τ ∈ Hに対し
て, eπiτ , ϑα(τ), ϑβ(τ), Dϑγ(τ)のうち少なくとも 3つの数はQ上代数的独立である. ここで,
D := 1

πi
d
dτ

.

定理 2.2より,代数的数 α (0 < |α| < 1)に対して, 3つの数

∞∑
n=0

αn(n+1),
∞∑
n=1

αn2

,
∞∑
n=1

(−1)nαn2

(2.5)

のうち,任意の 2つの数はQ上代数的独立であることがわかる. 特に,これらはすべて超越
数である. 一方,ヤコビの恒等式 ϑ3(τ)

4 = ϑ2(τ)
4 + ϑ4(τ)

4 (τ ∈ H)から, (2.5)における 3つ
の数はQ上代数的従属である. なお, Bertrandとは独立に, Duverney-西岡 (啓)-西岡 (久)-塩
川 [12, 15]らも定理 2.1の応用として,テータ零値とその導関数の値の代数的独立性に関す
る結果を導いている.

定理 2.1, 2.2には,フィボナッチ数列 {Fn}やルカ数列 {Ln}を含む無限級数・無限積への興
味深い応用がある. ここで,数列 {Fn}, {Ln}はそれぞれ次の漸化式により定義される:

Fn+2 = Fn+1 + Fn (n ≥ 0), F0 = 0, F1 = 1,

Ln+2 = Ln+1 + Ln (n ≥ 0), L0 = 2, L1 = 1.

例えば, τ0 ∈ Hを eπiτ0 = (3−
√
5)/2をみたす複素数とするとき,等式

∞∑
n=1

1

F2n−1
=

√
5

4
ϑ2(τ0)

2,
∞∑
n=1

1

L2n

=
1

4

(
ϑ3(τ0)

2 − 1
)

(2.6)

が成り立つことが知られている (cf. [7, § 3.7 Comments and Exercises]). ここで,定理 2.2を
応用すれば, eπiτ0 は代数的数であるので, (2.6)の右辺に現れる 2つの数 ϑ2(τ0), ϑ3(τ0)はQ
上代数的独立であることがわかる. したがって,等式 (2.6)より 2つの逆数和

∑∞
n=1 1/F2n−1,∑∞

n=1 1/L2nの Q上の代数的独立性が従う. また, Duverney-西岡 (啓)-西岡 (久)-塩川は, 定
理 2.1を応用することによって,任意の整数 s ≥ 1に対し

∞∑
n=1

1

F 2s
n

,
∞∑
n=1

1

L2s
n

,
∞∑
n=1

1

F s
2n−1

,

∞∑
n=1

1

Ls
2n

(2.7)

はすべて超越数であることを示している (cf. [14, 15]). その後,この方面の応用研究は急速
に進み,現在では (2.7)の数を含むような幅広い数集合に対して代数的独立性が議論されて
いる (cf. [18, 19, 20, 21]). その一方で,フィボナッチ数やルカ数の基本的な逆数和

∞∑
n=1

1

Fn

= 3.35988 . . . ,
∞∑
n=1

1

Ln

= 1.96285 . . .

に対しては, (2.6) のような保型形式の特殊値による表現は発見されておらず, それゆえ
定理 2.1, 2.2の直接的な応用として数論的性質を導出するまでには至っていない. 特に,∑∞

n=1 1/Fn,
∑∞

n=1 1/Lnの超越性は未解決である. なお,
∑∞

n=1 1/Fn,
∑∞

n=1 1/Lnがともに無
理数であることは, R. André-Jeannin [3]によって証明されている (cf. [9, 13, 39]).
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2.2 フィボナッチ数列を含む無限積

最近,フィボナッチ数列を含む無限積

ξ1 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

Fn

)
= 13.15096 . . . , ξ2 :=

∞∏
n=3

(
1− 1

Fn

)
= 0.18978 . . .

に対して,テータ零値の特殊値による明示的な表現

ξ1 = 2β−5/4
ϑ2(τ0)

ϑ4(4τ0)
, ξ2 =

√
5

6
β−5/4

ϑ2(τ0)ϑ3(τ0)ϑ4(τ0)

ϑ4(4τ0)
(2.8)

が見出され, 定理 2.2の新たな応用として, ξ1, ξ2のQ上の代数的独立性が明らかにされた
([16]). ここで, τ0 ∈ Hは

eπiτ0 = β :=

√
5− 1

2

をみたす複素数である. 実際, ξ1, ξ2のQ上の代数的独立性は次のようにして導かれる. まず,
表現 (2.8)およびテータ零値の間の関係式を用いると等式

ξ31ξ2 =
16
√
5

3
β−5ϑ2(2τ0)

2,
ξ2
ξ1

=

√
5

12
ϑ4(2τ0)

2 (2.9)

が得られる. このとき, eπi(2τ0) = β2は代数的数であるので,定理 2.2より (2.9)の右辺に現れ
る 2つの数 ϑ2(2τ0), ϑ4(2τ0)はQ上代数的独立である. したがって, (2.9)より 2つの数 ξ1, ξ2
もQ上代数的独立であることがわかる. 特に, ξ1, ξ2はともに超越数である.
なお, ξ1の超越性のみを示す場合は,定理 2.2は必要としない. 実際,等式

ξ21 = 8β−5/2
ϑ2(2τ0)

ϑ4(2τ0)

と楕円モジュラー関数 (2.4)のテータ零値による表現

j(τ) = 256
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
, λ := λ(τ) =

ϑ2(τ)
4

ϑ3(τ)4
,

および先に述べた j(τ)の値の超越性に関する Barré-Sirieixらの結果 [5]を組み合わせるこ
とで, ξ1の超越性は直ちに導かれる.

2.3 ルカ数列を含む無限積

さて, 2.2節における議論はルカ数列を含む無限積

ν1 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

Ln

)
= 4.79628 . . . , ν2 :=

∞∏
n=2

(
1− 1

Ln

)
= 0.33589 . . .

に対しても適用できるだろうか. すなわち, 定理 2.2の直接的な応用として ν1, ν2の代数的
独立性を導くことはできるだろうか. 2.2節における ξ1, ξ2に対する議論を整理すれば,この
問いは,次のように二つに分けて述べることができる.

問 1. ν1, ν2をテータ零値の特殊値として明示的に表現することはできるか?
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問 2. そのような表現が存在するとき, (テータ零値の間の代数関係を利用して)代数的独立
性が既知であるテータ零値の特殊値を ν1, ν2により生成できるか?

(なお, ξ1, ξ2の場合は表現 (2.8), (2.9)が問 1,問 2に対する肯定的な回答を与えている). 問 1
に対しては, ξ1, ξ2の場合と同様に,テータ零値の三重積公式を利用することによって次のよ
うな表現が得られた.

ν31 = 2β−3/4ϑ2
2(τ0)ϑ2(3τ0) ·

ϑ4(4τ0)

ϑ2(2τ0)
· ϑ

2
4(6τ0)

ϑ2
4(2τ0)

, (2.10)

ν32 =
1

20
√
5
β−3/4ϑ2

2(τ0)ϑ2(3τ0) ·
ϑ4(2τ0)

ϑ2(2τ0)
· ϑ4(4τ0)

ϑ4(6τ0)
. (2.11)

ここで,これらの表現を用いて問 2に対する回答を試みるならば,表現 (2.10),(2.11)を起点と
して ν1, ν2の代数的独立性を導く新たな関係式を見つける必要があるが,残念ながら (2.9)に
対応するような所望の関係式を導出することはできなかった. また,問 2そのものに対して
も肯定的な回答を与える表現が存在するか否かは現在まで判明していない. それゆえ, ξ1, ξ2
の場合と異なり,定理 2.2の直接的な応用として ν1, ν2の代数的独立性を導くことは難しい
状況にある.
改めて状況を整理してみる. そもそも ν1, ν2のテータ零値による表現に着目 (執着?)した理
由は,定理 2.2の直接的な応用を見据えたためであった. 本方針は既知の研究結果に当ては
めるという点で単純明快ではあるが,対象とする数が (2.10),(2.11)のような複雑な表現をも
つ場合はうまく機能しない. また仮に ν1, ν2に対して定理 2.2の枠組みにのせる戦略が遂行
できたとしても,対象とする数集合が変わる度に同様の困難はつきまとうため,実用面にお
いては一定の課題が残るものである.
この問題を解消すべく,本研究ではこれまでと逆方向のアプローチを採用した. 具体的には,
定理 2.2の根源であるNesterenkoの定理 2.1を,より一般の保型関数が扱える形に拡張する
ことを試みた. 言わば, ν1, ν2がもつ保型関数値による表現が (複雑であろうが)そのまま適
用できるように定理の側を書き直したわけである. 幸いなことに本計画は功を奏し,対象と
する数が保型関数値による表現をもつことさえ確認できれば,代数的独立性を議論できるこ
とがわかった (定理 3.1参照). すなわち,上述の問 1に対して肯定的な回答を与えれば,問 2
に対する回答は与えずとも,代数的独立性を判定できる状況を構築することができたわけで
ある. 次章では,主定理 3.1と証明の概略,そして ν1, ν2の代数的独立性を含めたいくつかの
応用について解説する.

3 代数的独立性の判定条件

本章の内容は, Daniel Duverney氏, Carsten Elsner氏, 金子昌信氏との共同研究 [17]に基づ
くものである. 主定理（定理 3.1)は, 2つの保型関数の値が代数的独立となるための必要十
分条件を与えたものであるが,その証明は前章で述べたNesterenkoの定理を基盤とする.

3.1 主定理とその証明の概略

はじめに主定理を述べるための準備を行う. N ≥ 1を整数とし, Γ(N)をレベルN の主合同
部分群とする:

Γ(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ ( a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
(mod N)

}
.
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定義 3.1. kを整数とし, f(τ)をH上の有理型関数とする. γ = ( a b
c d ) ∈ SL2(Z)に対して,関

数 f |[γ]kの τ ∈ Hにおける値を

f(τ)|[γ]k := (cτ + d)−kf

(
aτ + b

cτ + d

)
と定める. 関数 f(τ)が次の 2つの条件をみたすとき, f(τ)を Γ(N)に関する重さ kの保型関
数という (cf. [23, p. 125]).
(i)任意の γ ∈ Γ(N)に対して, f |[γ]k = f .
(ii)任意の γ ∈ SL2(Z)に対して,関数 f |[γ]kは次の形のフーリエ級数展開をもつ.

f(τ)|[γ]k =
∞∑

n=−m

ane
2πinτ/N . (3.1)

さらに,関数 f(τ)がH上正則であり,かつ (3.1)においてすべての n < 0に対し an = 0であ
るならば, f(τ)を Γ(N)に関する重さ kの保型形式という.

主結果は以下の通りである.

定理 3.1. N ≥ 1を整数とする. 関数 f1(τ), f2(τ)を,それぞれΓ(N)に関する重さ k1, k2の零
でない保型関数とし,それらの e2πiτ/N に関するフーリエ級数展開の係数は円分体Q(e2πi/N)
に属するとする. また τ0 ∈ Hを,関数 f1(τ), f2(τ)の零点でも極でもなく, eπiτ0 が代数的数
であるような複素数とする. このとき, 2つの値 f1(τ0)と f2(τ0)がQ上代数的独立であるた
めの必要十分条件は,関数の比 f1(τ)

k2/f2(τ)
k1 が定数でないことである.

定理 3.1は,条件をみたす 2つの保型関数値の代数的独立性は,より単純に関数としての性質
に帰着されることを主張している. それゆえ,本結果は応用面において有用である. 定理 3.1
の応用例については次節で詳しく述べることとして,ここでは,定理 3.1の証明について解
説する.

以下, Γ(N)に関する重さ0の保型関数のうち,そのフーリエ級数展開の係数が円分体Q(e2πi/N)
に含まれるものすべてを有理数体Qに添加して得られる体を FN とおく. このとき, F1 =
Q(j(τ))であり, また FN/F1はガロア拡大となることが知られている (cf. [10, Chapter 15,
A]).ここで, j(τ)は (2.4)で与えた楕円モジュラー関数である. 定理 3.1の証明には次の補題
を用いる.

補題 3.1 ([17, Lemma 1]). N ≥ 1を整数, x(τ), y(τ) ∈ FN とする. また, τ0 ∈ Hは関数 x(τ),
y(τ)の極ではないとする. このとき, y(τ)が定数でないならば, x(τ0)はQ(y(τ0))上代数的で
ある.

定理 3.1の証明の概略. はじめに, fk2
1 /f

k1
2 が定数であると仮定する. もし, f2が定数ならば,

f2 ∈ Q(e2πi/N)は代数的数. 以下, f2は定数でないとする. このとき, fk2
1 /f

k1
2 は定数である

ので, k1, k2の少なくとも一つが零でなければ, f1(τ0)と f2(τ0)はQ上代数的従属である. ま
た, k1 = k2 = 0ならば, f1, f2 ∈ FN であるので補題 3.1より f1(τ0)はQ(f2(τ0))上代数的で
ある. よって, f1(τ0)と f2(τ0)はQ上代数的従属である.
次に, fk2

1 /f
k1
2 が定数でないと仮定する. このとき, k1, k2の少なくとも一つは零でないので,

k1 ̸= 0としてよい (k1 = 0, k2 ̸= 0ならば,以下において fk2
1 /f

k1
2 を fk1

2 /f
k2
1 に置き換えて議

論すればよい). ここで, E4 := E4(τ)を重さ 4のアイゼンシュタイン級数とすれば,関数

x(τ) :=
Ek1

4

f 4
1

, y(τ) :=
fk2
1

fk1
2

(3.2)
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はともに FN に属する. また, y(τ)は定数でないので,補題 3.1より x(τ0)はQ(y(τ0))上代数
的である. したがって,

E4(τ0)
k1 = x(τ0) · f1(τ0)4

はQ(y(τ0), f1(τ0)) ⊆ K := Q(f1(τ0), f2(τ0))上代数的. よって, k1 ̸= 0に注意すれば, E4(τ0)
はK上代数的である. また, (3.2)において x(τ)を x(τ) := Ek1

6 /f
6
1 に置き換えて同様の議論

を行えば, E6(τ0)もK上代数的であることがわかる. 以上により,超越次数に関する次の不
等式を得る.

2 ≥ trans. degQ K
= trans. degQ K(E4(τ0), E6(τ0))

≥ trans. degQ Q(E4(τ0), E6(τ0)) = 2.

ここで,最後の等式はNesterenkoの定理 2.1を用いた (実際は, 2つの数E4(τ0)とE6(τ0)に対
するQ上の代数的独立性で十分である). したがって, trans. degQ K = 2であるので, f1(τ0)
と f2(τ0)はQ上代数的独立である.

3.2 主定理の応用

定理 3.1を応用して,ルカ数列を含む 2つの無限積

ν1 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

Ln

)
, ν2 :=

∞∏
n=2

(
1− 1

Ln

)
がQ上代数的独立であることを示そう. 2.3節では,テータ零値を用いた表現 (2.10), (2.11)
を与えたが,本節では議論の簡略化のためデデキントエータ関数

η(τ) := eπiτ/12
∞∏
n=1

(
1− e2πinτ

)
, τ ∈ H,

用いた表現

ν1 = 2β−1/4 · η(2τ0)
3

η(τ0)2
· η(3τ0)
η(4τ0)

, ν2 =
1√
5
β−1/4 · η(2τ0)

2

η(3τ0)
· η(6τ0)
η(4τ0)

(3.3)

を採用する. ここで, τ0 ∈ Hは eπiτ0 = β := (
√
5− 1)/2をみたす複素数である. よく知られ

ているように, η(τ)24は SL2(Z)に関する重さ 12の保型形式である. 以下,関数 f1, f2を

f1(τ) := g1(τ)
24, f2(τ) := g2(τ)

24

と定める. ここで,

g1(τ) :=
η(2τ)3

η(τ)2
· η(3τ)
η(4τ)

, g2(τ) :=
η(2τ)2

η(3τ)
· η(6τ)
η(4τ)

. (3.4)

このとき, 関数 f1, f2はともに Γ(12)に関する重さ 12の保型形式であり, e2πiτ/12に関する
フーリエ級数展開の係数は有理数である. また, eπiτ0 = (

√
5− 1)/2は代数的数であり,関数

の比
f1(τ)

12

f2(τ)12
=

(
g1(τ)

g2(τ)

)288

=

(
η(2τ)

η(τ)2
· η(3τ)

2

η(6τ)

)288
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は定数ではない. よって,定理 3.1を適用することにより, 2つの数 f1(τ0) = g1(τ0)
24, f2(τ0) =

g2(τ0)
24はQ上代数的独立であること,すなわち g1(τ0)と g2(τ0)はQ上代数的独立であるこ

とがわかる. ここで, (3.3), (3.4)より

ν1 = 2β−1/4g1(τ0), ν2 =
1√
5
β−1/4g2(τ0)

であるので, 2つの数 ν1, ν2はQ上の代数的独立である.

フィボナッチ数列 {Fn}やルカ数列 {Ln}を含むいくつかの無限級数・無限積は,デデキント
エータ関数の特殊値による表現をもつことがわかっている (cf. [17, pp. 7,8]). それゆえ,上
述の議論のように定理 3.1を応用することで,代数的独立性に関する結果を導くことができ
る. 例えば,論文 [17]においては以下の結果が得られた.

定理 3.2 ([17, Theorem 2]). 4つの無限積

ξ1 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

Fn

)
, ξ2 :=

∞∏
n=3

(
1− 1

Fn

)
,

ν1 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

Ln

)
, ν2 :=

∞∏
n=2

(
1− 1

Ln

)
のうち,任意の 2つの数はQ上代数的独立. 一方,任意の 3つの数はQ上代数的従属.

系 3.1. 定理 3.2と同じ主張が次の 4つの無限積に対しても成り立つ.

ξ3 :=
∞∏
n=2

(
1 +

(−1)n

Fn

)
, ξ4 :=

∞∏
n=3

(
1− (−1)n

Fn

)
,

ν3 :=
∞∏
n=2

(
1 +

(−1)n

Ln

)
, ν4 :=

∞∏
n=1

(
1− (−1)n

Ln

)
.

系 3.1は定理 3.2と等式

ξ3 = 6ξ2, 12ξ4 = ξ1, 2
√
5ν3 = ν1, ν4 = 2

√
5ν2

から直ちに従う.

定理 3.3 ([17, Theorem 3]). 6つの数

λ1 :=
∞∑
n=1

1

F2n−1
, ξ5 :=

∞∏
n=1

(
1 +

1

F2n−1

)
, ξ6 :=

∞∏
n=2

(
1− 1

F2n−1

)
,

λ2 :=
∞∑
n=1

1

L2n

, ν5 :=
∞∏
n=1

(
1 +

1

L2n

)
, ν6 :=

∞∏
n=1

(
1− 1

L2n

)
のうち, Q上代数的従属となる 3つの例外 {ξ5, ν5}, {ξ5, ν6}, {ν5, ν6}を除いて,任意の 2つの
数はQ上代数的独立. 一方,任意の 3つの数はQ上代数的従属.

なお,定理 3.3において除外された 3つの例外に対しては,デデキントエータ関数の間の代
数関係式を経由して,具体的な従属関係式が得られている. 例えば,整数係数多項式

S(X,Y ) := 212(3X − Y )(X + Y )3 −X3Y 5(3X + Y )8

は, (X,Y ) = (ν25 , ν
2
6)で消滅する.
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[25] J. Liouville, Mémoires et communications des Membres et des correspondants de
l’Académie, C. R. Acad. Sci. Paris 18 (1844), 883–885.
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même réductible à des irrationelles algébriques, J. Math. pures appl. 16 (1851), 133–142.

[28] M. R. Murty and P. Rath, Transcendental Numbers, Springer, New York, 2014.

[29] Yu. V. Nesterenko, Modular functions and transcendence questions, Mat. Sb. 187 (1996),
65–96; English transl. Sb. Math. 187 (1996), 1319–1348.

[30] Yu. V. Nesterenko, Lindemann-Weierstrass theorem, Translation of Vestnik Moskov. Univ.
Ser. I Mat. Mekh. 2021, no. 6, 3–7. Moscow Univ. Math. Bull. 76 (2021), 239–243.

[31] J. v. Neumann, Ein System algebraisch unabhängiger Zahlen, Math. Ann. 99 (1928), 134–
141.

[32] K. Nishioka, Algebraic independence of certain power series of algebraic numbers, J. Num-
ber Theory 23 (1986), 354–364.

[33] K. Nishioka, Algebraic independence of three Liouville series, Arch. Math. 47 (1986), 117–
120.

[34] K. Nishioka, Proof of Masser’s conjecture on the algebraic independence of values of Liou-
ville series, Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 62 (1986), 219–222.
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線型周期と ε-二分法
鈴木美裕
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保型形式とは代数群G上の関数であり, 保型形式の周期 (period)とは部分群H 上での保型形式の
積分である. そのような積分が 0であるかどうかと, 保型形式に付随する保型 L関数の零点の存在と
が深く関係していることは古くから知られており, 多くの研究がなされている.

保型形式の空間に実現される表現を扱う保型表現論の立場から見ると, 周期とは, 部分群H の作用
で不変な線型形式のことである. そのような線型形式は, しばしば局所体上の群 (p進群や Lie群)の
表現の上の線型形式の無限積に分解される. 従って, 保型形式の周期に関する問題のある部分は, 局所
体上の群の表現に関する類似の問題へと帰着される.

本稿では, 局所体上の一般線型群 (とその内部形式)の表現が, 線型周期と呼ばれる周期をもつため
の条件に関する予想 (Prasad-Takloo-Bighash予想, 略称 PTB予想)について説明する.

PTB 予想は, 局所体上の群の表現のパラメータづけ (局所 Langlands 対応, 略称 LLC) に基づ
いて, 周期をもつ表現を特徴づける予想である. 局所体上の群の表現の分類に関する問題が一般に
「Langlands プログラム」と呼ばれるのに対して, PTB予想のような, 周期をもつ表現の特徴づけに
関する問題は「相対 Langlands プログラム」 と呼ばれている.

「相対Langlandsプログラム」の適切な枠組みや定式化と言えるものは,まだはっきりとは確立され
ておらず,いくつかの興味深い現象が散在的に証明され,あるいは予想されているだけである. 本稿の後
半では, それらの散在的に発見されている現象の中で最も「成功している」局所Gan-Gross-Prasad

予想 (略称GGP予想)について簡単に触れた後, GGP予想をモデルケースとして, PTB予想の精密
化となるような予想を定式化する.

本稿は, 2022年 8月 30日に第 67回代数学シンポジウムで行われた講演「周期積分と関数等式」に基づくものであり, ア
リゾナ大学の薛航 (Hang Xue)氏との共同研究 [SX]および北海道大学の田森宥好氏との共同研究 [ST]の内容を含む.
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1. LLC (局所 Langlands対応)

この節では, 一般線型群とその内部形式の局所 Langlands対応 (LLC)について, PTB予想の主張
を述べるのに必要な事項をまとめる.

基礎体 F を局所体, Dを F 上の中心的斜体とし, dimF (D) = d2とする. 群G = GLm(D)は, 局所
体 F の位相から自然に定まる位相に関して局所コンパクト位相群になる. このような形の群を, 一般
線型群GLn(F )の内部形式という. ただし, n = mdとおいた.

本稿全体を通して, 群Gの表現とは複素ベクトル空間上の表現とし, F が非アルキメデス局所体の
場合は滑らかな (smooth)許容 (admissible)表現を, F ∈ {R,C}の場合は SAF表現1を指すものとす
る. 群Gの既約表現 (の同型類)の集合を, Irr(G)と表わす.

一般に, 連結簡約代数群Gに対して, Langlands双対群と呼ばれるC上の簡約代数群 Ĝが定義され
る. 上で定義した群Gの Langlands双対群は, Ĝ = GLn(C)である.

局所体 F のWeil群をWF と表わし, Weil-Deligne WDF を以下で定義する:

WDF =

WF × SL2(C) F が非アルキメデス局所体のとき
WF F ∈ {R,C}のとき

準同型 φ : WDF → Ĝのうち, いくつかの条件を満たすものを Gの L-パラメータという. まずは
G = GLn(F )の場合に, GLn(F )の L-パラメータを定義する.

定義 1.1. 準同型 φ : WDF → GLn(C)であって, 以下の 3条件を満たすものを GLn(F )の L-パラ
メータという (2番目の条件は, F が非アルキメデス局所体のときのみ考える).

• φ|WF
: WF → GLn(C)はWF の滑らかな表現,

• φ|SL2(C) : SL2(C)→ GLn(C)は SL2(C)の代数的表現,

• 任意の σ ∈WF に対して φ(σ, 1) ∈ GLn(C)は半単純元.

2つの L-パラメータの間の同値関係をGLn(C)の元による共役で定め, GLn(F )の L-パラメータの同
値類の集合を ΦF (GLn) (あるいは単に Φ(GLn))と表わす.

L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)がWeil-Deligne群WDF の n次元表現として既約であるとき, φは離
散的 (discrete)であるといい, 離散的な L-パラメータの同値類の集合をΦdisc(GLn)と表わす. 任意の
L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)は, 離散的な L-パラメータによる直和分解

(1.1) φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ · · · ⊕ φr, φi ∈ Φdisc(GLni), n = n1 + n2 + · · ·+ nr

をもつ. このとき, φがG = GLm(D)の L-パラメータであるとは, 全ての niが dの倍数であること
をいう. 群G = GLm(D)の L-パラメータの同値類の集合を ΦF (G) (あるいは単に Φ(G))と表わす.

群 Gに対する局所 Langlands対応とは, 全単射 recG : Irr(G) → Φ(G)であって, いくつもの「良
い性質」を満たすもののことである. 以下, 全単射 recGが満たす「良い性質」のごく一部を列記する.

勿論これらだけでは recGを一意に特徴づけることはできないことを注意しておく. 全単射 recGの性
質に関するより詳しい解説としては, [三枝 14, § 3.1]及び [ABPS16, § 2]を参照.

1smooth admissible moderate growth Fréchet representation のこと.
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全単射 recGが満たす「良い性質」の一部
(a) 任意の表現 π ∈ Irr(G)に対して, recG(π

∨) = recG(π)
∨が成り立つ. ここで, ∨は反傾 (contra-

gredient)表現を表わす. また, 表現 πの中心指標が自明であることと, L-パラメータ recG(π)

の像が SLn(C)に含まれることは同値である.

(b) 表現 π ∈ Irr(G)が離散系列表現であることと, recG(π)が離散的な L-パラメータであること
は同値である. ただし, πが離散系列表現であるとは, Gの適当な指標 χであって, π⊗ χがユ
ニタリ表現であり, π⊗ χの 0でない行列係数が PGLm(D)上 2乗可積分になるようなものが
存在することをいう.

(c) L-パラメータ φ ∈ Φ(G)を (1.1)の形で離散的な L-パラメータの直和に分解し, 各 iに対して
mi := ni/dとおいて, recGLmi (D)(πi) = φiとなるように離散系列表現 πi ∈ Irr(GLmi(D))を
とる. このとき, 適当な置換 σ ∈ Srであって, φ = recG(π)を満たすGの表現 π ∈ Irr(G)が,

放物型誘導表現 πσ(i) × πσ(2) × · · · × πσ(r)の唯一の既約商となるようなものが存在する.

注 1.2. 性質 (c)では, Gの既約表現の表現論的な構成に関して, 暗に次のような事実も述べている:

任意の既約表現 π ∈ Irr(G)に対して, 分割m = m1 + · · ·mrとGLmi(D)の既約離散
系列表現 πi, i = 1, . . . , rであって, πが放物型誘導表現 π1 × π2 × · · · × πr の唯一の
既約商となるようなものが存在する.

さらに, このような離散系列表現 π1, . . . , πrは, 並び替えを除いて πから一意的に決まる. このとき,

π = π1 ⊞ π2 ⊞ · · ·⊞ πr =
r

⊞
i=1

πi

と表わし, 右辺を π1, . . . , πrの Langlands和 (Langlands sum)という.

上記の性質 (a)–(c)はいずれも, Gの表現の構造とWeil-Deligne群WDF の表現としての L-パラ
メータの構造とが, LLCを通して整合的に対応していることを示している. さらに recGは, 表現論的
な構造だけでなく, 整数論的な構造とも, 次のような意味で整合的である. 局所体 F の非自明な加法
指標 ψを 1つ固定する. L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)に対して, L因子および ε因子とよばれる複素関
数 L(s, φ)と ε(s, φ, ψ)が定義される. 詳細は [Tat, § 3]と [GR10, § 2]を参照. 次の定理は, recGが L

因子と ε因子を「保つ」対応であることを示す.

定理 1.3 ([Hen00], [Kna94], [Bad08] § 6). 全単射 recGは L因子と ε因子を保つ. つまり, 任意の既
約表現 π ∈ Irr(G)に対して

L(s, π) = L(s, recG(π)), ε(s, π, ψ) = ε(s, recG(π), ψ).

ただし, L(s, π)と ε(s, π, ψ)は, [GJ72]で定義された, 表現 πの L因子および ε因子とする.

L-パラメータが自己双対的 (self-dual)であるとき, その ε因子からルート数 (root number)という
符号が次のように定義される.
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命題 1.4 (cf. [GGP12] § 5). L-パラメータφ ∈ Φ(G)に対して, recG(π) = φとなるGの表現π ∈ Irr(G)

をとり, その中心指標を ωπ とする. このとき,

ε(12 , φ, ψ)ε(
1
2 , φ
∨, ψ) = ε(12 , π, ψ)ε(

1
2 , π
∨, ψ) = ωπ(−1)

が成り立つ. ただし, ωπはF×の指標とみなしている. さらに, πが自己双対的であってωπが自明指標
であるとき (つまりφ = φ∨かつφの像がSLn(C)に含まれるとき), 符号 ε(12 , π, ψ) = ε(12 , φ, ψ) ∈ {±1}
は加法指標 ψのとり方によらない. これを ε(π)または ε(φ)と表わし, πまたは φのルート数という.

次節で PTB予想を述べる際に必要になる, L-パラメータに関する用語をいくつか定義しておく.

定義 1.5. 局所体 F の有限次拡大Eをとり, WDEをWDF の部分群とみなす. 群GLn(F )のL-パラ
メータ φ ∈ ΦF (GLn)のWDE への制限

bcE/F (φ) := φ|WDE
∈ ΦE(GLn)

を φの底変換 (base change)という.

定義 1.6. 正整数 nが偶数であるとする. L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)の像が (適当なGLn(C)-共役をと
ると)シンプレクティック群 Spn(C)に含まれるとき, φはシンプレクティック型 (of symplectic type)

であるという.

L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)がシンプレクティック型であるとき, φ = φ∨かつ φの像は SLn(C)に含
まれるので, ルート数 ε(φ)が定義できる. また, シンプレクティック型という性質は底変換で保たれ
るので, φがシンプレクティック型ならば, bcE/F (φ)のルート数 ε(bcE/F (φ))も定義される.

定義 1.7. 表現 π ∈ Irr(G)に対して, 対応する L-パラメータを φ = recG(π)とおく. また, φに対応
する GLn(F )の表現を π′ := rec−1GLn(F )(φ)とする. 表現 πが生成的 (generic)であるとは, 対応する
GLn(F )の表現 π′が生成的2であることとする.

2. PTB (Prasad-Takloo-Bighash予想)

一般に, 局所体 F 上の簡約代数群Gの表現 πに対して, その (H,χ)-周期とは, HomH(π, χ)の元の
ことをいう. ここで, H はGの F 上定義された閉部分群であり, χはH の指標である. また, 0でな
い (H,χ)-周期をもつとき, 表現 πは (H,χ)-格別 ((H,χ)-distinguished)であるという. 特に, 指標 χ

が自明指標であるときは, 単にH-周期, H-格別という. さらに, 部分群H が明らかな場合はH-も省
略する.

以下, 前節の記号を引き続き使う. 特にG = GLm(D)はGLn(F )の内部形式とする. PTB予想で
は, Gの表現の線型周期を考える. これは次のように定義される. 局所体 Eを F の 2次拡大とし, F -

代数の埋め込み E ↪→ Mm(D)が存在すると仮定する. これは, nが偶数であることと同値である. そ
のような埋め込みを 1つとってE×はG = Mm(D)×の部分群とみなし, H をE×のGにおける中心
化群とする3. このように定義した閉部分群H に関する周期を, ここでは線型周期とよぶ.

2群 GLn(F ) の生成的な表現の定義は, 例えば [BZ76, Definition 5.7] を参照. ただし, [BZ76] では generic ではなく
“non-degenerate(非退化)”という用語を使っている.
3このとき, H は Gの対称部分群 (F 上定義された Gのある対合の固定点のなす群)であり, GLn/2(E)の内部形式である.
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線型周期は定数倍を除いて一意的であることが, ほとんどの場合に示されている. これを重複度 1

定理 (multiplicity one theorem)という.

定理 2.1 ([Guo97], [BM19], [Lu22]). 局所体 F の標数が 2でないとする. このとき, 任意の既約表現
π ∈ Irr(G)に対してm(π) := dimCHomH(π,C)とおくと, m(π) ≤ 1が成り立つ.

PTB予想は, 表現 π ∈ Irr(G)がH-格別であるための必要条件を, L-パラメータとルート数によっ
て記述する予想である.

予想 2.2 ([PTB11] § 11, Conjecture 1). 表現 πがH-格別ならば, 次の 2条件が成り立つ: 対応する
L-パラメータを φ = recG(π)とおくと,

(1) L-パラメータ φはシンプレクティック型である,

(2) 底変換 bcE/F (φ)のルート数が ε(bcE/F (φ)) = (−1)mを満たす.

さらに, πが離散系列表現ならば, πがH-格別であることと条件 (1), (2)は同値である.

注 2.3. Prasadと Takloo-Bighashによる元の予想は, 予想 2.2とは以下の点で異なる:

• 元の予想では, より一般に (H,χ)-格別表現を考えている. ここで, χは E×の指標であって, 被
約ノルムと合成してH の指標とみなしたものである.

• [PTB11]では, 標数 0の非アルキメデス局所体の場合のみを扱っている.

• 元の予想では, 表現 πが生成的であるという条件が課されている. この条件は予想 2.2の真偽に
は影響しないということが, [Suz21]で示されている.

直近 3年ほどの研究で, 少なくとも体 F の標数が 0ならば, PTB予想は多くの場合正しいというこ
とが示されている. 本節の残りで, これまでにわかっていることについて説明する.

定義 2.4. 表現 π ∈ Irr(G) であって, 次の条件を満たす離散系列表現 πi ∈ Irr(GLmi(D)), πj ∈
Irr(GLmj (D))による Langlands和 (注 1.2参照)の表示

π =⊞
i∈Iπ

πi ⊞ ⊞
j∈Jπ

(πj ⊞ π∨j ), m =
∑
i∈Iπ

mi + 2
∑
j∈Jπ

mj

をもつものの集合を Irr◦(G)とおく:

• 任意の i ∈ Iπ に対して, ni = midは偶数かつ πiは格別.

• 任意の i, i′ ∈ Iπ に対して, i 6= i′ならば πi 6' πi′ .

集合 Irr◦(G)を使うと, 現在までに証明されている事実は次のようにまとめられる.

定理 2.5 ([Suz21], [Xue21], [Séc], [SX], [ST]). 体 F の標数が 2でないとする.

(1) 表現 π ∈ Irr(G)が格別ならば π ∈ Irr◦(G)である.

(2) 体 F の標数が 0であってQ2の拡大体ではないとする. また, 表現 π ∈ Irr(G)が離散系列表現
であるとする. このとき, πが格別であることと予想 2.2の条件 (1), (2)は同値である.

(3) さらに, F がQp (p 6= 2)の有限次拡大であるとし, π ∈ Irr(G)が生成的であるとする. このと
き, πが格別であることと π ∈ Irr◦(G)は同値である.
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特に, 定理 2.5の (1)と (2)から次が従う.

系 2.6. 体 F の標数が 0であってQ2の拡大体ではないとする. このとき, PTB予想は正しい.

3. GGP (Gan-Gross-Prasad予想)

序文で述べたように, 本節では局所GGP予想についてごく簡単にまとめる. 予想の詳しい主張に
ついては [GP92]または [GGP12, § 17]を参照.

局所 GGP予想は, 局所体上の古典群の対の表現が Bessel周期 (または Fourier-Jacobi周期)をも
つための条件を与える予想である. ここでは, 特殊直交群 (special orthogonal group)であって余階数
(corank)が 1の場合のみ扱うことにする4.

局所体 F 上の n + 1次元の非退化な 2次空間 V と, V の余次元 1の非退化な部分空間W をとる.

ただし, V から定まる特殊直交群 SO(V )は準分裂 (quasi-split)であるとする. また, SO(W )は自然
に SO(V )の部分群とみなせることに注意する. 表現を考える群はG = SO(V ) × SO(W )であり, 周
期を考える部分群 H は, SO(W )を Gに対角に埋め込んだものである. 前節までと同様, 既約表現
π ∈ Irr(G)が HomH(π,C) 6= 0を満たすとき, πはH-格別 (H-distinguished)であるという. 部分群
H に関する周期をBessel周期という. Bessel周期に対しても, 線型周期の場合と同様に重複度 1定理
が示されている.

定理 3.1 ([AGRS10], [Wal12c], [SZ12]). 局所体 F の標数が 0であるとする. このとき, 任意の既約
表現 π ∈ Irr(G)に対してm(π) := dimCHomH(π,C)とおくと, m(π) ≤ 1が成り立つ.

GGP予想の主張について説明する前に, 群Gに対する局所 Langlands予想の主張について説明し
ておく. 連結簡約代数群Gの Langlands双対群 Ĝは次のようになる:

Ĝ =

Spn(C)× SOn(C) nが偶数のとき,
SOn+1(C)× Spn−1(C) nが奇数のとき.

一般線型群の場合と同様に, 準同型 φ : WDF → Ĝ ⋊WF のうち, いくつかの条件を満たすものをG

の L-パラメータといい, それらの同値類の集合をΦ(G)と表わす. また, L-パラメータ φ ∈ Φ(G)に対
して, 有限群 Sϕを次のように定義する.

定義 3.2. 代数群 Z
Ĝ
(φ)の連結成分のなす群 Z

Ĝ
(φ)/Z

Ĝ
(φ)◦ を Sϕ と表わす. これを φの S-群 (S-

group, component group)という. ただし, Z
Ĝ
(φ)は φの像の Ĝにおける中心化群であり, Z

Ĝ
(φ)◦は

その単位元を含む連結成分である.

上で定義した S-群 Sϕは, 一般の連結簡約代数群でも同じように定義される. LLCの主張では, S-

群の既約表現が重要な役割を果たす. 群Gは特殊直交群の積なので, 任意の L-パラメータ φ ∈ Φ(G)

に対して Sϕは Z/2Zの有限個の直積と同型である. 特に, Sϕの既約表現は 2次指標のみである5.

4GGP 予想は, Gross と Prasad [GP92] によって 90 年代に発表された特殊直交群の表現に関する予想を, Gan, Gross,
Prasad [GGP12]の 3人が一般の古典群に拡張したものである. その意味で, 本稿で説明する予想は Gross-Prasad予想と
呼ばれることも多い.
5一般の簡約代数群の場合, S-群は可換とは限らず, 2次元以上の既約表現をもつこともある.
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一般線型群の場合と違い, 特殊直交群 Gの LLCでは, Gだけでなく Gの純内部形式 (pure inner

form)と呼ばれる複数の群の表現を一斉に扱う必要がある. 体 F 上の n+ 1次元の非退化な 2次空間
V ′であって, V と同じ判別式をもつものから定まる特殊直交群 SO(V ′)を, SO(V )の純内部形式とい
う. そのような V ′と, n次元の非退化な 2次空間W ′であってW と同じ判別式をもつものに対して,

G′ = SO(V ′)× SO(W ′)はGの純内部形式である. 群Gの純内部形式の集合をX(G)とする.

さらに, W ′が V ′の部分空間であって, その直交補空間がW の V における直交補空間と同型であ
るとき, G′はGの relevantな純内部形式という. 純内部形式G′が relevantならば, SO(W ′)をG′に
対角に埋め込むと部分群H ′が得られるので, G′の表現のH ′に関する周期を考えることができる.

群Gとその純内部形式に対する局所 Langlands予想とは, 全射

recG :
∐

G′∈X(G)

Irr(G′) ↠ Φ(G)

であって, いくつもの「良い性質」を満たすものが存在するという主張である.

全単射 recGに期待される「良い性質」の一部
(a) 各 L-パラメータ φ ∈ Φ(G)に対して, ファイバー Πϕ := rec−1G (φ)は有限集合である. これを

φのL-パケット (L-packet)という. L-パケットの位数は Sϕの既約表現の個数に等しい. 今の
場合, Sϕは可換群なので |Πϕ| = |Sϕ|が成り立つ.

(b) 任意の π ∈ Πϕに対して次が成り立つ:

L(s, π) = L(s, φ), ε(s, π, ψ) = ε(s, φ, ψ).

ただし, L(s, π)と ε(s, π, ψ)は [Sha90]で定義された, 表現 πの L因子および ε因子とする.

(c) 群GのWhittakerデータ6 θを 1つとると, θに関して生成的な表現は, 各 L-パケットに高々
1つ含まれる. また, 全単射

Jθ : Πϕ → Irr(Sϕ)

が定まる. L-パケット Πϕが生成的な表現を含むとき, Πϕに含まれる θに関して生成的な表
現の Jθによる像は Sϕの自明表現である.

以下, 群GのWhittakerデータ θを固定する. 各 L-パラメータ φ ∈ Φ(G)に対して χϕを, φの部分表
現のルート数を使って [GGP12, § 6, § 17]で明示的に構成された Sϕの 2次指標とする.

予想 3.3 ([GGP12] Conjecture17.1, Conjecture 17.3). 群Gとその純内部形式に対して局所Langlands

予想が成り立つと仮定する. 生成的な表現を含む L-パケットΠϕを考える.

(1) L-パケットΠϕは, Gの relevantな純内部形式の格別な表現をただ 1つ含む.

(2) L-パケットΠϕに含まれるただ 1つの格別な表現 πに対して, Jθ(π) = χϕが成り立つ.

局所体 F の標数が 0のとき, この予想は以下の論文においてすでに証明されている:

• F がQpの有限次拡大のとき · · · [Wal10], [Wal12a], [Wal12b], [MW12]

• F = Rのとき · · · [Luo], [Che], [CL]
6Whittakerデータの定義などについては, [GP92]または [GGP12, § 9]を参照.
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• F = Cのとき · · · [Möl], [Che]

4. 精密化

PTB予想は, ルート数を用いて格別な表現のある種の特徴づけを与えているという点でGGP予想
とよく似ているが, いくつかの点で異なっている. 例えば,

• GGP予想は生成的な表現を含むL-パケットに属する表現が格別かどうかを判定する必要十分条
件を与えているのに対し, PTB予想では任意の既約表現に対して格別であるための必要条件を
与えている.

• GGP予想では, L-パケット内のどの表現が格別であるかを, S-群の指標によって決定している
が, PTB予想の設定では recGが全単射なので, 通常の意味での L-パケットは 1元集合となって
しまい, S-群の表現を考えることは無意味に思える.

これらの点を考慮して, この節では, GGP予想の主張の形に合わせて PTB予想を精密化する.

上で 2つ挙げたGGP予想との相違点のうち後者は, LLCの定式化そのものに起因する問題である.

従って, これを解決するためには, LLCの定式化を見直すことが必要になる.

Arthur [Art06]は, 前節で述べたものとは少し違った S-群の定義を提案している. この新しい S-群
の定義を採用すると, GLn(F )の内部形式の表現を全てまとめて分類することが可能になり, L-パケッ
トは一般に 1元集合ではなくなる. ここでは, [ABPS16]に従って, この形の LLCの主張を述べる.

まずは, GLn(F )の内部形式のパラメータを与える. 群 SLn(C)の中心を Z(SLn(C))と表わす. こ
れは 1の n乗根全体のなす群であり, Z/nZと同型である.

定義 4.1. 以下, Dは F 上の中心的斜体とし, h(D)でそのHasse不変量を表わす. Hasse不変量 h(D)

は, dimF (D) = d2とするとき, 1の原始 d乗根であることに注意する.

(1) 群GLn(F )の F 上の内部形式の全体 {GLm(D) | dimF (D) = d2,md = n}を X̃F (GLn) (あるい
は単に X̃(GLn))と表わす.

(2) 群G ∈ X̃(GLn)に対して, Z(SLn(C))の指標 χGを, χG(ζn) = h(D)を満たすものとして定める.

ただし, ζn = exp
(
2π
√
−1

n

)
とする.

次に, [Art06]で導入された S-群と, それに対応する「拡張された」L-パケットの定義を述べる.

定義 4.2. L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)を 1つとる.

(1) 有限群 Sϕを, C上の代数群 ZSLn(C)(φ)の連結成分のなす群 ZSLn(C)(φ)/ZSLn(C)(φ)
◦とする. こ

れを, φの S-群 (S-group, component group)という. ただし, ZSLn(C)(φ)は φの像の SLn(C)に
おける中心化群であり, ZSLn(C)(φ)

◦はその単位元を含む連結成分である.

(2) 各G ∈ X̃(GLn)に対してΠϕ(G) := rec−1G (φ)とし, 有限集合Πϕ ⊂
∐

G∈X̃(GLn)
Irr(G)を

Πϕ :=
∐

G∈X̃(GLn)

Πϕ(G)

で定め, これを L-パケットという.
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S-群 SϕはZ(SLn(C))/(Z(SLn(C))∩ZSLn(C)(φ)
◦)と同型であり, 特に有限巡回群であって, 位数は

nの約数である. さらに, φが離散的ならば Sϕ = Z(SLn(C))が成り立つ. また, 各Πϕ(G)は φ ∈ Φ(G)

ならば 1元集合であり, そうでなければ空集合である.

定義 4.2で定義した S-群 Sϕと L-パケットΠϕを使うと, GLn(F )とその内部形式の LLCは次のよ
うに一まとめにして扱うことができる.

定理 4.3 ([ABPS16] Lemma 2.1, Theorem 2.2). L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn)をとる.

(1) 群G ∈ X̃(GLn)に対応する指標 χG ∈ Irr(Z(SLn(C)))が φの S-群を経由する, つまり以下の図
式を可換にする Sϕの指標が存在することと, φ ∈ Φ(G), つまりΠϕ(G) 6= ∅は同値である.

Z(SLn(C))
χG //

����

⟲
C×

Sϕ
χπ

::t
t

t
t

t
t

このとき誘導される Sϕの指標を, Πϕ(G) = {π}となる表現 π ∈ Irr(G)を使って χπ と表わす.

(2) 内部形式全体をわたる表現の集合∐
G∈X̃(GLn)

Irr(G)の非交和分解∐
G∈X̃(GLn)

Irr(G) =
∐

ϕ∈Φ(GLn)

Πϕ

が成り立つ. さらに, 写像Πϕ → Irr(Sϕ); π 7→ χπ は全単射である.

定理 4.3の形の LLCを使って, PTB予想の精密化にあたる予想を定式化する. まず, 次のような形
の L-パラメータの集合を考える.

定義 4.4. L-パラメータ φ ∈ Φ(GLn) であって, 次の条件を満たす離散的な L-パラメータ φi ∈
Φdisc(GLni), φj ∈ Φdisc(GLnj )による直和分解

φ =
⊕
i∈Iϕ

φi ⊕
⊕
j∈Jϕ

(φj ⊕ φ∨j ), n =
∑
i∈Iϕ

ni + 2
∑
j∈Jϕ

nj

をもつものの集合を Φ◦(GLn)とおく:

• 任意の i ∈ Iϕに対して, niは偶数かつ φiはシンプレクティック型.

• 任意の i, i′ ∈ Iϕに対して, i 6= i′ならば φi 6= φi′ .

定義 2.4と定義 4.4を比較すると, Irr◦(G)に属する表現の L-パラメータはΦ◦(GLn)の元であるこ
とがわかる7. 従って, 定理 2.5 (1)の主張から次が得られる.

定理 4.5. 局所体 F の標数が 0であるとし, 既約表現 π ∈ Irr(G)が格別表現であるとする. このとき,

recG(π) ∈ Φ◦(GLn)である.

7ここで, 離散系列表現に対する予想 2.2 の前半の主張を一部使っていることに注意する. これは F の標数が 0 の場合
[Xue21]において証明されている.
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以下ではΦ◦(GLn)に属するL-パラメータと, それに対応するような表現だけを扱うことにする. さ
らに, GGP予想に合わせて生成的な表現を含む L-パケットを考える. そのような L-パケット内のど
の表現が格別であるかを, S-群の指標によって記述する予想を定式化する.

予想 4.6. L-パラメータ φ ∈ Φ◦(GLn)を 1つとる. ただし, Πϕが生成的な表現を含むとする. このと
き, 表現 π ∈ Πϕが格別であるための必要十分条件は, 任意の i ∈ Iϕに対して

ε(bcE/F (φi)) = χπ(ζn)
1
2
dim(ϕi)

が成り立つことである. ただし, dim(φi)は φiをWeil-Deligne群WDF の表現とみなしたときの次元
である. 上式の両辺とも±1のいずれかであることに注意する.

特に φが離散的であるとき, π ∈ Πϕが格別であるための必要十分条件は

ε(bcE/F (φ)) = χπ(−1)

で与えられ, Πϕに属する n個の表現のうちの半分が格別であって, 残り半分は格別でない.

注 4.7. 予想 4.6は, F がQp (p 6= 2)の有限次拡大のとき正しい. これは定理 2.5から直ちに従う.

注 4.8. GGP予想では, 生成的な表現を含む L-パケットにはちょうど 1つ格別な表現が含まれてい
た. 重複度 1定理 (定理 3.1)より, これは次のように言い換えられる : L-パケット上の重複度の和

m(Πϕ) :=
∑
π∈Πϕ

m(π)

は一定の値 1である.

一方で, PTB予想の場合, φを動かすごとにm(Πϕ)の値は変動し, Πϕが生成的な表現を含んでい
たとしても一定ではない. ただし, L-パラメータ φがシンプレクティック型で離散的ならば

m(Πϕ) =
n

2

となって一定値になる.

このような違いは, Bessel周期と線型周期の間の以下の 2つの相違点に原因があると考えられる :

• いずれの場合も, 代数多様体 G/H への Gの Borel部分群の作用は Zariski開軌道をもつ. その
ような等質空間を球多様体 (spherical variety)という. GGP予想の場合 Borel部分群の開軌道
はただ 1つであるのに対して, PTB予想の場合, 開軌道は複数ある.

• 群Gの任意の既約緩増加 (tempered)表現 (resp.既約離散系列表現 )の行列係数がH/(Z(G)∩H)

上で可積分であるとき, 球多様体G/Hは強緩増加 (strongly tempered), (resp.強離散的 (strongly

discrete))であるという. ただし, Z(G)はGの中心を表わす. GGP予想の場合G/H は強緩増
加であるが, PTB予想の場合は強離散的であって強緩増加ではない.

一般に, 強緩増加な球多様体であって Borel部分群の開軌道がただ 1つであるものに対して, GGP

予想のような現象が成り立つと期待されている8 (例えば [SV17], [WZ]などを参照). PTB予想は, こ
8[SV17]によると, 「球多様体が type N spherical rootを持たない」という条件も必要である.

10



れらの条件が満たされない場合に, GGP予想のような格別表現の記述がどこまで成立するのか, どの
ように一般化されるのかを探る 1つの手がかりになると考えられる.

謝辞. 代数学シンポジウムでの講演の機会を下さった, 世話人の皆様に感謝申し上げます. 特に, 数論
のプログラム責任者である原隆先生 (津田塾大学), 大野泰生先生 (東北大学)およびシンポジウム責任
者の森脇淳先生 (京都大学)に心より感謝いたします. また, 跡部発先生 (北海道大学)に原稿を読んで
いただき有益な助言を賜りました. この場を借りてお礼申し上げます.
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惰性的素数における
CM楕円曲線の反円分岩澤理論

太田 和惟∗（大阪大学理学研究科）

概要

本稿は, 2022年に開催された第 67回代数学シンポジウムにおいて著者が行っ
た講演に関する報告である.

1 はじめに
本稿では, 第 67回代数学シンポジウムの著者の講演で解説した, Ashay Burungale

氏と小林真一氏との共同研究によって得られた成果 [4, 5] について報告する.

素数 pが虚二次体K で完全分解する場合の CM楕円曲線の岩澤理論は非常に理解
が進んでいるが, 惰性する場合は未知な部分が多い. そのような状況で, Rubin [23]

は惰性的素数の場合の反円分岩澤理論の先駆的な研究を行い重要な礎を築き, 基本的
な予想 (Rubin 予想) を提出した. 本稿では, [4] の主結果である Rubin 予想の証明
と, [4, 5]においてそれがどのような数論的な応用をもたらすかを概説する.

構成は次のようになっている. §2で CM楕円曲線の岩澤理論的現象を観察しモチ
ベーションを簡単に確認する. §3で Rubin予想の主張を説明し, [4]の主結果を解説
する. §4で主結果から得られる数論的応用を概説し, §5で Rubin予想の証明につい
て解説する.

2022年 12月 31日
本研究は JSPS科研費 JP17K14173, JP21K13774, JP22H00096 の助成を受けたものです.
∗kazutoota@math.sci.osaka-u.ac.jp
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■謝辞 第 67 回代数学シンポジウムにおける講演の機会をいただき, 会場責任者で
ある森脇淳氏, シンポジウム責任者である小島秀雄氏, および数論のプログラム責任
者である原隆氏 (津田塾大学) と大野泰生氏に感謝いたします. 特に, 講演の依頼をく
ださいました原隆氏に心からお礼申し上げます.

本稿を通じて使う記号

p ≥ 5を素数とし, 埋め込み ι : Q ↪→ C, ιp : Q ↪→ Qp を固定する. Qや Qp の有限
次拡大 Lに対し, OL で Lの整数環を表し, GL で Lの絶対 Galois群を表す.

整数 n ≥ 1に対し, µn で 1の n乗根全体のなす群を表し, Lが Qp の有限次拡大の
とき, OL(1) := lim←−n

µpn ⊗Z OL とおく.

2 CM楕円曲線の岩澤理論
この節では, CM楕円曲線の岩澤理論を簡単に概説する.

Coates-Wiles [8] の Birch and Swinnerton-Dyer 予想 (BSD予想) に対する初め
ての一般的な結果に代表されるように, CM 楕円曲線の岩澤理論は目覚ましい数論的
な成果をもたらしてきた. 岩澤理論では, 代数体K 上の数論的な対象 (K 上の楕円曲
線や GK の p進表現など) に付随する数論的な群や (p進)L関数の, Zp 拡大 K∞/K

(つまり, Gal(K∞/K) ∼= Zp となるアーベル拡大) における振る舞いが中心的な対象
であるが, その様相は素数 pと Zp 拡大に大きく依存する. これを観察してみよう.

E を pで良還元をもつ Q上の楕円曲線とし, 虚二次体 K で虚数乗法をもつとする
(つまり, End(E)⊗Z Q ∼= K). K の円分 Zp 拡大をKcyc

∞ で表し, 反円分 Zp 拡大 (cf.

(4.1))を Kac
∞ で表す. 下の定理 2.1より, rankE(L) (K ⊆ L ⊊ K∞) の漸近的な振

る舞いが, Zp 拡大K∞/K と pに強く依存することがわかる.

定理 2.1 wE/Q = ±1 を E のルートナンバーとする (特に, wE/Q =

(−1)ords=1L(E,s)). n ≥ 0 に対し, K ⊆ Kn ⊆ K∞ を [Kn : K] = pn となる
唯一の部分体とする. このとき, n≫ 0に対し,

rankE(Kn)−rankE(Kn−1) =


0 (K∞ = Kcyc

∞ ),

c1(p
n − pn−1) (K∞ = Kac

∞, pがK で完全分解),

cn(p
n − pn−1) (K∞ = Kac

∞, pがK で惰性).
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ここで, cn :=

0 ((−1)n+1 = wE/Q),

2 ((−1)n+1 = −wE/Q).

注意 2.2 (1) 上の定理は, Gross-Zagier, Kolyvagin, Greenberg, Rohrlich, Ru-

bin らの結果から従う (cf. [2, 10]). K∞ = Kac
∞ で p が K で惰性する場合は

Greenberg (未出版)によるが, [5]にも証明がある.

(2) K∞ = Kac
∞ とし, φ を E に付随する K 上の Hecke 指標とすると,

L(E/Kn, s) =
∏

χ∈(Gal(Kn/K))∧ L(φχ, s)
2 なので (χは Gal(Kn/K)の指標

全体をわたる), BSD 予想により rankE(Kn) の振る舞いは, ords=1L(φχ, s)

や φχのルートナンバーの振る舞いと関係が深いと期待される. これについて
は (3.1), (4.3)を参照されたい.

K∞ = Kcyc
∞ の場合は円分岩澤理論とよばれ, 楕円曲線に限らず非常に一般的な数

論的な対象に対して, 岩澤理論の中核をなす, p進 L関数と Selmer群の等価性を予想
するタイプの岩澤主予想が定式化されるなど理解が進んでいる (cf. [19]). pが K で
完全分解する場合は, E が pで良通常還元をもつので, 「通常」の場合 (より一般に
Panchishkin条件を満たす場合) の岩澤理論として, やはり一般的な設定で同タイプ
の岩澤主予想が考察されている (cf. [11]). しかし, K∞ = Kac

∞ で pが惰性する場合
は Panchishkin 条件を満たさない場合の反円分岩澤理論となり, 上記の一般的に展開
されている岩澤理論の枠に当てはまらず, p進 L関数や Selmer 群に関する一般的な
予想もない. 定理 2.1で観察された「nの偶奇に rankE(Kn)の振る舞いが依る」と
いう不思議な現象はこの場合の豊穣な岩澤理論のほんの一部の現れだと考えられ, よ
り深く理解するために, まずは CM 楕円曲線の場合を考察して一般化への最初のス
テップとしたい.

しかし, pが惰性する場合の CM楕円曲線の反円分岩澤理論は, p進 L関数の存在
自体も非自明で, 未知の部分も多かった. 例えば, pが完全分解するとき, Zp 拡大の局
所単数群から定まる岩澤加群は階数が 1となり, 楕円単数が生成する部分加群による
商がトーションとなり, その特性イデアルが p進 L関数の生成するイデアルと一致す
るということが本質的に重要であった. 一方で, pが惰性する時は, 同様の性質を満た
す p 進 L 関数は構成されておらず, 局所単数群の岩澤加群も階数が 2 になってしま
い, ナイーブな類似が成り立たない.

Rubin [23]は pが惰性する場合の基礎的な研究を行い, 以下で解説するように, 局

3



所単数群の階数 1の部分加群で, 注意 2.2 (2) で述べたようなルートナンバーの振る
舞いを反映するものを 2つ導入し (cf. 定義 3.1), p進 L関数を導入するなど (cf. 定
義 4.1), 重要な成果をあげた. Rubin予想は, この 2つの階数 1の部分加群が直和分
解を与えるというものであり, シンプルではあるが驚くほど多くの応用をもたらす.

3 主結果
この節では, Rubin 予想 (予想 3.3) の正確な主張を述べ, [4]の主定理を紹介する.

3.1 記号

Ψ を Qp の不分岐二次拡大とし, F をパラメーターが −p の OΨ 上の Lubin-

Tate 形式群とすると, TF := lim←−F [pn] は GΨ が連続的に作用する階数 1 の OΨ

上の自由加群で, この作用を与える指標を κ : GΨ → AutOΨ
(TF ) = O×

Ψ で表す.

τ ∈ Gal(Ψ/Qp)を非自明な元とし, κτ : GΨ → O×
Ψ を, κτ (g) = κ(τ̃−1gτ̃)で定義す

る (ただし, τ̃ ∈ GQp
は位数 2の τ のリフトを表す). 指標 κ/κτ の核に Galois理論

で対応する Ψの拡大体はただ一つの Zp 拡大 Ψ∞/Ψを含む (Ψの反円分 Zp 拡大と
よぶ). Γ = Gal(Ψ∞/Ψ)とおき, Λ = OΨ[[Γ]] := lim←−n

OΨ[Γ/Γ
pn

]を対応する岩澤代
数とすると, T⊗−1

F (1) := HomOΨ
(TF ,OΨ(1))と

T := HomOΨ(TF ,OΨ(1))⊗OΨ Λ

にも GΨ が作用する. ここで, g ∈ GΨ は [g−1] ∈ Λ× による積で Λに作用するもの
とする ([g]は g の GΨ → Γ ⊆ Λ× における像を表す).

3.2 Rubin予想

まず, Rubin予想の主張を述べるためにいくつかの記号を導入する. Ξを Γの Qp

値有限指標全体のなす集合を表し,

Ξ+ =
{
χ ∈ Ξ

∣∣ χの導手が p2m (m ∈ Z)
}
,

Ξ− =
{
χ ∈ Ξ

∣∣ χの導手が p2m+1 (m ∈ Z)
}

とおく (これは, 分解 Ξ = Ξ+ ⊔ Ξ− を与える). χ ∈ Ξに対し,

exp∗χ : H1(Ψ,T)→ Ψ(Im(χ))
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を, χでの特殊化 Λ→ OΨ[Im(χ)] が誘導する

H1(Ψ,T)→ H1(Ψ, T⊗−1
F (1)(χ))

と双対指数写像 (dual exponential map)

H1(Ψ, T⊗−1
F (1)(χ))→ coLie(F )⊗OΨ

Ψ(Im(χ)) = Ψ(Im(χ))

の合成として定義する (最後の同一視は, coLie(F ) の OΨ 上の基底を固定すること
で定める).

定義 3.1（Rubin [23]） ガロワコホモロジー群 H1(Ψ,T)の部分加群 H1
±(Ψ,T)を

次で定義する.

H1
±(Ψ,T) =

{
x ∈ H1(Ψ,T)

∣∣ 任意のχ ∈ Ξ∓に対し exp∗χ(x) = 0
}
.

注意 3.2 (1) Ξ± は CM 楕円曲線に付随する K 上の Hecke 指標のルートナン
バーの振る舞いと非常に関係が深い. K を pで不分岐な虚二次体とする. E を
K で虚数乗法をもつ Q 上の楕円曲線とし, p で良還元をもつとする. E に付
随するK の Hecke指標を φとし, K∞/K を反円分 Zp 拡大とする. 任意の有
限指標 χ : Gal(K∞/K) → Q×

p に対し, Hecke 指標 φχ のルートナンバーを
w(φχ)とすると w(φχ) ∈ { ±1 }が成り立ち, さらに χの導手を pn とすると

w(φχ) =

{
wE/Q (pがK で完全分解),

(−1)nwE/Q (pがK で惰性).
(3.1)

したがって, pが K で惰性するとき, ε = wE/Q ∈ { ±1 }とおくと, χ ∈ Ξ±ε

であることと w(φχ) = ±1 であることが同値となる (ただし, Γ を分解群と
見なすことで Gal(K∞/K) と同一視した). このとき, z ∈ H1(Ψ,T) を楕円
単数から定まるコホモロジー類の像とすると, χ ∈ Ξ に対して exp∗χ(z) は
L(φχ−1, 1)の代数的部分で書けるので (cf. (4.1)),

z ∈ H1
ε(Ψ,T) (3.2)

がわかる.

(2) Rubin のオリジナルの定義は, 局所単数群から定まる岩澤加群の部分加群と
して定義されるものだったが, それと定義 3.1 のものは自然に同一視できる
(cf. [5, §2]).
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Rubin は, H1
±(Ψ,T)が階数 1の自由 Λ加群であり, H1

+(Ψ,T)∩H1
−(Ψ,T) = { 0 }

であることを示し (cf. [23, Proposition 8.1]), 次のように H1
±(Ψ,T)が, H1(Ψ,T)に

おける互いの補空間になっていることを予想した.

予想 3.3（Rubin [23]） 次が成り立つ:

H1(Ψ,T) = H1
+(Ψ,T)⊕H1

−(Ψ,T).

注意 3.4 予想 3.3は局所的な主張で, 素数 pにしかよらない (§2でとった虚二次体
や楕円曲線にはよらない).

この予想が正しいというのが, [4]の主結果である:

定理 3.5 予想 3.3は正しい.

予想 3.3は一見すると非常にシンプルな予想だが, 驚くほど様々な応用をもたらす.

次の節ではその応用について概観する. 定理 3.5の証明は §5で解説する.

4 CM楕円曲線の数論への応用
この節では, 予想 3.3の, 特に Rubin が導入した p進 L関数への応用を中心に概説
する. 簡単のため, 本稿では類数が 1 の虚二次体の場合の応用を述べるが, この節で
述べる定理はより一般的な設定で成り立つ (cf. [4, 5]). また, ここで述べられない応
用もいくつかあり, それらについては [5, 7]を参照されたい.

4.1 記号

K を p が惰性する虚二次体とし, Kfull
∞ を K の全ての Zp 拡大の合成体とする

と, これは Gal(Kfull
∞ /K) ∼= Z⊕2

p となる K のアーベル拡大で, Gal(Kfull
∞ /K) に

Gal(K/Q) = { 1, τ } ∼= Z/2Z が作用する. Gal(Kfull
∞ /K)± を τ が ±1 で作用する

部分加群とすると, これは Zp 上階数 1 の自由加群である. 反円分 Zp 拡大 K∞ は
Gal(Kfull

∞ /K)+ の固定体として定義される (なお, Gal(Kfull
∞ /K)− の固定体が Kcyc

∞

である). 以下, 注意 3.2のように, Gal(K∞/K)と Gal(Ψ∞/Ψ)を同一視する.

E を K で CMをもつ Q上の楕円曲線で, pで良還元をもつものとする. 素イデア
ル pOK での E の極小Weierstrass 方程式を固定すると, E の形式群 Ê と F との
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OΨ 上の同型が得られ, Galois表現 GQ → AutZp
(Tp(E))の GΨ への制限は §3.1で

導入した表現GΨ → AutOΨ(TF )と同一視される. φを EK (E のK への底変換) に
付随するK 上の Hecke指標とし, fをその導手とする.

4.2 Rubin の p進 L関数

この小節では, Rubin の p進 L関数を導入する.

v± ∈ H1
±(Ψ,T)を Λ上の基底とする. 次を満たすような楕円単数のコホモロジー

類の像 zφ ∈ H1(Ψ,T)をとる: 任意の χ ∈ Ξに対し,

exp∗χ(zφ) =
Lpf(φχ

−1, 1)

ΩK
. (4.1)

ここで, Lpf(φχ
−1, s)は pfを割る素点での Euler因子を除いた L関数, ΩK ∈ C× は

CM周期を表す.

定義 4.1 ε = w(φ) ∈ { ±1 } (φのルートナンバー)とおくとき, zφ ∈ H1
ε(Ψ,T)で

あることに注意し (cf. 注意 3.2), Lp(φ,ΩK , vε) ∈ Λを

Lp(φ,ΩK , vε)vε = zφ

で定義する.

注意 4.2 定義から明らかに, Λのイデアルの等式

charΛ(H
1
ε(Ψ,T)/Λzφ) = (Lp(φ,ΩK , vε))

を得る. ここで, charΛ は特性イデアルを表す. 上の等式は, §2で簡単に説明した pが
K で完全分解のときの p進 L関数と楕円単数の間にある関係の類似になっている.

(4.1)より, Lp(φ,ΩK , vε)は次のような補間性質をもつ.

命題 4.3 任意の χ ∈ Ξε に対して,

χ(Lp(φ,ΩK , vε)) =
1

exp∗χ−1(vε)
· Lpf(φχ, 1)

ΩK
. (4.2)

ここで, χが誘導する OΨ 代数の準同型 Λ→ Qp を同じ記号 χで表す.

注意 4.4 (1) 定理 3.5から, exp∗χ(vε) ̸= 0がわかる (cf. [23, Lemma 10.1]).
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(2) p が K で完全分解するときの p 進 L 関数の補間公式には一般化 Gauss 和と
p 進周期が表れるが, (4.2) の exp∗χ−1(vε) は Gauss 和のような形をしており,

またある種の p 進周期のようなものではないかと期待される (cf. [23, page

421]).

(3) [6] では exp∗χ(vε) の p 進付値を決定し, その応用として, χ ∈ Ξε を動くとき
の Lpf(φχ, 1)/ΩK の p進付値の漸近公式を得られている.

4.3 Rubin の p進 L関数の特殊値

命題 4.3では, χ ∈ Ξε での特殊値が考察されているが, Rubin [23]は χ ∈ Ξ−ε で
の特殊値がどうなるかを問いかけている. この小節では χ ∈ Ξ−ε での特殊値に関し
て得られた [5]の結果を概説する.

まず, χ ∈ Ξ−εのとき, (4.2)は有限個の例外を除いて成り立たないことに注意する.

実際, 無限個の χ ∈ Ξ−ε に対し (4.2) が成り立つと仮定すると, L(φχ, 1) = 0なので
(注意 3.2), Lp(φ,ΩK , vε) は無限個の零点をもつ Λ の元になり Lp(φ,ΩK , vε) = 0

となるが, 有限個の χ ∈ Ξε を除いて (4.2) の右辺は非零なので (cf. [20]), これは矛
盾である.

χ ∈ Ξ−ε のとき, 常に L(φχ, 1) = 0 なので, 近年では BDP 公式 (Bertolini-

Darmon-Prasanna [3]) と呼ばれ重要な役割を果たしているものの類似として, 素朴
には χ(Lp(φ,ΩK , vε))と楕円曲線の有理点とが結びつくのではないかと期待される
が, その期待に応えるのが次の定理である.

定理 4.5 ε := wE/Q = −1とする. このとき,次を満たすP ∈ E(Q)と cP ∈ Q×O×
K

が存在する.

(1) χが自明指標 1 ∈ Ξ+ = Ξ−ε のとき,

1(Lp(φ,ΩK , vε)) = (1 + p−1)
logÊ(P )

2

logÊ(1(v−))
cP .

ここで, 1が誘導する準同型写像

H1(Ψ,T)→ H1(Ψ, T⊗−1
F (1)) ∼= H1(Ψ, Tp(E))τ

((−)τ は複素共役 τ による Gal(Ψ/Qp) の作用のひねりを表す) を同じ記
号 1 で表し, logÊ は Ê に付随する形式対数を表す (H1

−(Ψ,T) の定義か
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ら exp∗1(v−) = 0 なので, 1(v−) ∈ H1(Ψ, Tp(E))τ は Kummer 写像による
Ê(OΨ)の像に属することに注意する).

(2) P がねじれ元でないことと ords=1L(E, s) = 1が同値.

(3) 上の (2)が成り立つとき,

cP =
L′(E, 1)

ΩK⟨P, P ⟩NT
.

ここで, ⟨−,−⟩NT は Néron-Tate 高さ対を表す.

注意 4.6 pが K で完全分解するときの定理 4.5の類似は Rubin によって示されて
いる (cf. [25]).

Sel(Kn, Tp(E)) ⊆ H1(Kn, Tp(E)) を通常のコンパクトな Selmer 群とする.

Gal(Kn/K)が作用する OΨ 加群M と Gal(Kn/K)の指標 χに対して

Mχ =
{
x ∈M ⊗OΨ OΨ(µpn )

∣∣ 任意の σ ∈ Gal(Kn/K)に対して, σx = χ(σ)x
}

とおく.

χ が自明指標でない場合にも, 定理 4.5 に比べると精密さは欠けるが, 次のような
結果を得られる.

定理 4.7 χ ∈ Ξ−ε とし, 導手を pn+1 > 1 であるとする. このとき, 次を満たす
zχ ∈ Sel(Kn, Tp(E))χ

−1 が存在する.

(1)

χ(Lp(φ,ΩK , vε)) = exp∗χ−1(v−ε) logÊ(locp(zχ)).

ここで locp : Sel(Kn, Tp(E))→ Ê(OΨn
)は局所化写像を表す.

(2) ords=1L(φχ, s) = 1ならば, zχ ∈ (E(Kn)⊗OK
Ψ)χ

−1 の生成元となる.

注意 4.8 (1) 定理 4.5, 4.7 の証明については本稿で解説しないが, 鍵の一つ
は定理 3.5 によってガロワコホモロジー H1(Ψ,T) の構造がよくわかり
Lp(φ,ΩK , vε) の, いわゆる Coleman 構成ができることである. χ が自明
指標であるときは, さらに p進 Gross-Zagier 公式 (cf. [16]) などの p進高さ関
数に関する諸公式が重要な役割を果たす.
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(2) (ここでは, pがK で完全分解してもよいとする.) [20]より, n≫ 0に対し,

ords=1L(φχ, s) =
1− w(φχ)

2
=

{
c1/2 (pがK で完全分解)

cn/2 (pがK で惰性)
(χ ∈ Ξn).

(4.3)

ここで, Ξn は導手 pn+1 である Gal(K∞/K) 上の指標全体のなす集合を
表し, 二つ目の等式は (3.1) による. (E(Kn)/E(Kn−1)) ⊗OK

Ψ(µpn) =

⊕χ∈Ξn(E(Kn) ⊗OK
Ψ)χ なので, 定理 2.1, 4.7 より, p が K で惰性すると

き, (−1)n+1 = −εとなる n ≫ 0に対し (E(Kn)/E(Kn−1)) ⊗OK
Ψ(µpn)の

生成元は {zχ}χ∈Ξn
で与えられる.

4.4 岩澤主予想

Agboola-Howard [1] の結果と定理 3.5 を合わせて, p 進 L 関数 Lp(φ,ΩK , vε) を
ある種の Selmer群と結びつける岩澤主予想が成り立つことを説明する.

導手が pn+1 を割る χ ∈ Ξと x ∈ Ê(OΨn
)に対し,

λχ(x) = p−n
∑

σ∈Gal(Ψn/Ψ)

χ−1(σ) logÊ(x
σ) ∈ Ψn(Im(χ))

とおく. また,

Ê(OΨn)
± =

{
x ∈ Ê(OΨn)

∣∣∣ 任意のχ ∈ Ξ±に対し, λχ(x) = 0
}

とおく.

定義 4.9 (1) H1
±(Ψn, E[p∞]) ⊆ H1(Ψn, E[p∞]) を, Ê(OΨn) ⊗OΨ Ψ/OΨ の

Kummer写像における像で定義する.

(2) Sel±(K,E[p∞]) ⊆ H1(K,E[p∞])を

Sel±(Kn, E[p∞])

= ker

H1(Kn, E[p∞]) −→ H1(Kn,p, E[p∞])

H1
±(Kn,p, E[p∞])

×
∏
v∤p

H1(Kn,v, E[p∞])


で定義する. ただし, v は Kn の pを割らない有限素点を渡り, Kn,v は v での
完備化を表し, Kn,p は pを割るKn の唯一の素点における完備化を表す.

10



定理 4.10 X±を lim−→n
Sel±(Kn, E[p∞])の Pontryagin双対で定義する. ε = wE/Q

とする. このとき, Λのイデアルの等式

charΛ (X−ε) = (Lp(φ,ΩK , vε)) (4.4)

が成り立つ.

証明 Rubin [24]が示した二変数岩澤主予想を用いて, Agboola-Howard [1]が (4.4)

を予想 3.3に帰着した. このことと定理 3.5 より定理 4.10が従う.

5 定理 3.5の証明
この節では, 定理 3.5の証明について解説する. 記号は §3と同じものとする.

5.1 Rubinの判定法

Rubin は予想 3.3を, ある種の L関数の法 p消滅性を満たす CM楕円曲線と, 法 p

消滅性を満たす CM点 (あるいは, Heegner 点) の族の存在に帰着した. その議論を
辿ることにより, 次を示すことができる.

定理 5.1 次の二つの主張 (a), (b)が正しければ, 予想 3.3は正しい.

(a) p exp1(ξ) ̸≡ 0 mod pとなる ξ ∈ H1
+(Ψ,T)が存在する. ここで,

p exp1 : H1(Ψ,T)→ H1(Ψ, T⊗−1
F (1))

p exp∗

−−−−→ coLieOΨ
(F ) = OΨ

なので, 上の合同式が意味をもつことに注意する.

(b) 次の 2条件を満たす (cn) ∈
∏

n≥0 F (OΨn) が存在する.

Trn+1/ncn+1 = −cn−1 (n ≥ 1), (5.1)

Tr1/0c1 ̸≡ 0 mod pF (OΨ). (5.2)

ここで, Trn+1/n : F (OΨn+1
)→ F (OΨn

)はトレース写像を表す.

証明 本質的に [23, Theorem 8.4]の証明の議論からわかる.

注意 5.2 (1) 上の主張 (a), (b) と CM楕円曲線, CM点との関係を述べる.
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(a) p が惰性する虚二次体 K と OK で虚数乗法をもつヒルベルト類体上の楕
円曲線 E で諸性質を満たすものをとり, その K へのWeil制限に対応する K

上の Hecke 指標 φ が w(φ) = 1 を満たすと仮定すると, 対応する楕円単数の
コホモロジー類 zφ が注意 3.2 (1) と同様に H1

+(Ψ,T)の元を与える. さらに,

L(φ, 1)の代数部分の法 p非消滅性を仮定すると (a) が成り立つことがわかる.

Rubin はこのことを用いて, (a) が成り立つ素数 pの集合は密度 1であること
を示した (cf. [23, Proposition 8.2]).

(b) pが惰性する虚二次体 K と OK で虚数乗法をもつヒルベルト類体上の楕
円曲線 E をとり, モジュラー曲線 X0(N)から E への射を固定する (N は E

の導手). X0(N) 上の CM 点の族の像によって, (5.1) を満たす族が構成でき
る. しかしながら, (5.2) が非常に難しい.

(2) Rubin は 5 ≤ p ≤ 1000で p ̸≡ 1 mod 12となる素数に対して (a), (b) が成り
立つことを確かめている (cf. [23, Computation])

(3) Qp の円分 Zp 拡大に沿った局所有理点の族で (b) と同様の性質を満たすもの
は, 超特異還元をもつ楕円曲線の円分岩澤理論において非常に重要な役割を果
たしていることから (cf. [15, 17]), (b) の族も反円分岩澤理論で重要な役割を
果たすと期待され, 構成が望まれてきた. 円分 Zp 拡大は高さ 1の Lubin-Tate

形式群の等分点から得られ, Perrin-Riou 理論 (cf. [18]) が族の構成において
も非常に本質的な役割を果たすが, 反円分 Zp 拡大は高さ 2 の Lubin-Tate 形
式群の等分点から得られる拡大の部分拡大として得られ, このような状況にお
ける Perrin-Riou 理論や近年進展している (φ,Γ) 加群の理論は未だ有理点の
構成へ応用できないように思われる. 本稿で説明する [4]における局所有理点
の族の構成はこれらの p 進表現の理論は使わずに行われ, [4] の幾何的な構成
がこれらの理論にも新たな視点を与えるのではないかと期待している.

上の定理より, 定理 3.5を示すためには, 任意の p ≥ 5に対して, (a), (b) が成り立
つことを示せばよい. 以下では, その証明について概説する. 詳細は原論文 [4]を参照
されたい.
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5.2 (a)の証明

[23]が出版された頃にはなかった Finis [9]の L関数の法 p非消滅性と楕円単数の
捻りを用いることで証明する.

pが惰性する虚二次体 F と無限型 (1, 0)で, w(φ) = 1などのいくつかの条件を満
たす F 上の Hecke指標 φをとり fをその導手とする. l ∤ 2pを F で完全分解する素
数とすると, [9]により, 有限個の有限反円分指標 ν : GF → Q×

p で導手が l のべきを
割るものを除いて,

Llf(φν, 1)

ΩF
̸≡ 0 mod p. (5.3)

(5.3) を満たす有限反円分指標 ν を一つ固定し, 楕円単数の捻りを用いて次の性質を
満たす ξν ∈ H1(Ψ,T)⊗OΨ[Im(ν)]が構成できる (cf. [14, Proposition 15.9]): 任意
の χ ∈ Ξに対して

exp∗χ(ξν) =
Lplf(φνχ

−1, 1)

ΩF
. (5.4)

χ ∈ Ξ± に対し w(φνχ−1) = ±1 がわかるので, (5.4) より ξν ∈ H1
+(Ψ,T) ⊗

OΨ[Im(ν)] を得る. (5.3) と (5.4) より, p exp1(ξν) ̸≡ 0 mod p を得る. これから
(a) が従う.

5.3 (b)の証明

5.3.1 アイデア
注意 5.2で述べたように, CM点の族から (5.1)を満たす族を構成できる. (5.2)を
示すには, 局所化写像 E(K) → E(Ψ) における像の p 非可除性を確かめる必要があ
るが, 局所化写像の余核は一般に難しい (CM点の E(K)における p非可除性に関す
る結果は [26]によって得られている).

[4]における鍵となるアイデアは, CM点 (大域的) の代わりに, 形式 CM点 (局所
的)を考えるというものである. x = (Ax, Cx) ∈ X0(N)(Qp) (Cxはレベル構造, つま
り位数 N の Ax の巡回部分群) が CM点であるとは, 大雑把には, Ax が CM楕円曲
線であるような有理点であった. 一方, Ax 自体は CM楕円曲線でないかもしれない
が, その形式群 Âx が End(Â)⊗Qp

∼= Ψを満たすとき, x = (Ax, Cx) ∈ X0(N)(Qp)

を形式 CM 点とよぶ. たとえば, p で良超特異還元をもつ Qp 上の楕円曲線 A は
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End(Â)⊗Qp
∼= Ψを満たす.

5.3.2 (cn)n の大雑把な構成
E を Q 上の楕円曲線で p で良超特異還元をもつものとし, その導手を N とする.

形式群 Ê は F と OΨ 上同型であることに注意する. π : X0(N) → E を保型性か
ら定まる射とし, 必要なら E を同種でとりかえることにより π は強Weilとする. E

の Zp 上のネロンモデルを E とし, X0(N) の Zp 上の整モデルを X とする. E の
普遍性から定まる射X0(N) → E の特殊ファイバーを π : X0(N)Fp

→ EFp
と表す.

X0(N)Fp2
の超特異楕円曲線に対応する点の個数の評価と (モジュラー曲線の種数

公式などを用いた) π の分岐点の評価などにより, x0 = (A0, C0) ∈ X0(N)(OΨ) で
あって,

End(Â0) ∼= OΨ

c := (p+ 1)π(x0) ∈ Ê(OΨ) \ pÊ(OΨ) (5.5)

となるものが構成できる.

Gross [13]により, p同種写像の列

A0 → A1 → · · · → An → An+1 → · · ·

であって, End(Ân) ∼= Zp + pnOΨn
となるものが構成できる. A0 のレベル構造 C0

は An のレベル構造を誘導し, 形式 CM点 xn ∈X0(N)を得る. π(xn+1) ∈ E は Ψn

の適当な (p + 1)次拡大体上定義され, cn ∈ E(Ψn)を π(xn+1)のトレースとして定
義すると, (cn) は (5.1) と Tr1/0(c1) = −c を満たすことが示せ, (5.5) より (5.2) を
満たすことがわかる. このようにして, (b) の証明がなされる.
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超幾何モチーフの1-拡大
朝倉政典 (北大理)

1 はじめに
複素数 αi, βjをパラメーターとする超幾何級数とは,次で定義される冪級数である.

nFn−1

(
α1, . . . , αn

β1, . . . , βn−1
; t

)
:=

∞∑
i=0

(α1)i · · · (αn)i
(β1)i · · · (βn−1)i

ti

i!
.

ここで (α)i = α(α + 1) · · · (α + i − 1)は Pochhammerの記号である. これはC \ {0, 1}
に解析接続され,多価解析関数になる. これを超幾何関数という (e.g. [Sl]). 特に, n = 2

のときガウスの超幾何関数とよばれている.
超幾何関数の複素関数としての性質は古くからよく研究されてきた ([NIST]には超
幾何関数に関する多くの公式が掲載されている). この関数が顕著に現れるのは、代数
多様体の周期積分としてである。例えば、楕円曲線 y2 = x(1− x)(1 − tx)の周期積分
は次のようにガウスの超幾何関数で表される.∫ 1

0

dx

y
=

∫ 1

0

dx√
x(1− x)(1− tx)

= π 2F1

(
1
2
, 1
2

1
; t

)
.

また, K3曲面や Calabi-Yau多様体にも周期積分が超幾何関数で表されるものが多数知
られている. このように, 周期積分が超幾何関数で表されるとき, あるいはもっと一般
に,超幾何関数と何らかの意味で関連付けられているとき,そのような代数多様体のコ
ホモロジーを “超幾何モチーフ”と呼んでいる. ただし,筆者の知る限り,数学的対象と
しての確立された超幾何モチーフの定義はないようであり,状況や設定に応じて用語を
使い分けているのが現状と思われる. 本稿では,超幾何モチーフを,超幾何微分方程式

Pα,β :=
∏
i

(Dt − βi + 1)− t
∏
j

(Dt + αj),

(
Dt := t

d

dt

)
に,ホッジ構造とフロベニウス構造を付加した対象として定義する (定義 2.4).
本稿の主題は,超幾何モチーフHの 1-拡大

0 // H ⊗Q(r) //M // Q // 0
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である. これは,筆者が長年研究している p進レギュレーター (サントミックレギュレー
ター)と密接に関係している (cf. §3.2). 超幾何モチーフの 1-拡大の完全な分類を与え
ること, そしてその拡大データを具体的に決定することが目標である. 本稿では, H が
βj = 1を満たす超幾何モチーフのとき specialとよび, specialな超幾何モチーフの 1-拡
大の分類についての最近の研究を紹介する. また最後に述べる, t = 0における退化ファ
イバーの p進レギュレーターを p進 polygamma関数で記述できるだろうという予想を
認めれば,上記 1-拡大から定まるサントミックレギュレーターが完全に決定できること
を紹介する.

2 超幾何モチーフ
2.1 超幾何級数,超幾何微分方程式
Kを標数 0の体とする. α ∈ Kに対し, (α)i := α(α + 1) · · · (α + i − 1)(Pochhammer
の記号)と書く. αi, βj ∈ Kであって βj 6∈ Z≤0を満たすものに対し,

Fα,β(t) = nFn−1

(
α1, . . . , αn

β1, . . . , βn−1
; t

)
:=

∞∑
i=0

(α1)i · · · (αn)i
(β1)i · · · (βn−1)i

ti

i!
∈ K[[t]]

を超幾何級数という. 超幾何級数は,微分作用素

Pα,β := Dt

∏
i

(Dt + βi − 1)− t
∏
j

(Dt + αj), Dt = t
d

dt
.

の定める超幾何微分方程式
Pα,βy = 0

の解になっており,逆に, Pα,βy = 0を満たす t = 0で極をもたない冪級数解は, Fα,β(t)

の定数倍しかない.

2.2 超幾何モチーフ
pを素数, W = W (Fp)を Witt環, K = Frac(W )を商体とする. F をW の Frobenius
とする. W -スキーム Sに対し, SK := S ×W K, SFp

:= S ×W Fpと書く.
W上有限生成な可換環A = W [t1, . . . , tn]/Iに対し,A† := W [t1, . . . , tn]

†/IW [t1, . . . , tn]
†

は弱完備化を表す. ここで,

W [t1, . . . , tn]
† = {

∑
aIt

I | |aI |pr|I| → 0 (∃ r ∈ R>1)}.

A†上の (p-th) Frobenius写像とは, F -線形 (i.e. σ(αx) = F (α)σ(x))かつ σ(x) ≡ xp mod
pを満たす環準同型写像をいう. AがW 上スムースのとき, Frobenius写像が存在する
ことが知られている (Artinの近似定理). 以下, A†K := A† ⊗W Kと書く.
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定義 2.1 埋め込み K ↪→ Cを固定する. S をW 上スムースなアフィンスキーム, σ :

O(S)† → O(S)†をFrobenius写像とする. DSK
をOSK

上の微分作用素の層とする. データ

(HB, HdR,W•, F
•, c,Φ)

を次のものとする.

• HBは S(C)an上の有限次元Qベクトル空間の局所系,

• HdRはOSK
上有限階数である左DSK

-加群,

• c : Oan
SC
⊗Q HB

∼= Oan
SC
⊗OS

HdRは比較同型,

• W• = (WB,•,WdR,•)はそれぞれ, HB, HdRの重さフィルトレーションの組,

• F •はHdRのホッジフィルトレーション,

• H†dR := O(S)†K ⊗O(SK) HdRとして, Φ : σ∗H†dR
∼→ H†dRはO(S)†K-加群の同型写像.

このときアーベル圏 F-VMHS(S, σ)を, 次の (i),(ii)を満たす (HB, HdR,W•, F
•, c,Φ)か

らなる圏として定義する.

(i) (HB, HdR,W•, F
•, c)は S(C)上の混合ホッジ構造の許容変動 (admissible variation

of mixed Hodge structure),

(ii) Φ(WdR,i) ⊂ WdR,i かつ Φ∇ = ∇Φ. ここで∇ : HdR → Ω1
SK/K ⊗HdR はDSK

の左
作用から定まる接続である.

定義 2.2 Tate object

Q(r) = (Q(r),OSK
,W•, F

•, c,Φ) ∈ F-VMHS(S, σ)

を, GrW−2rQ(r) = Q(r), Gr−rF OSK
= OSK

, Φ = p−rσなるものとして定める.

スムースなW -スキームの射 f : U → Sが一定の条件を満たすとき, F-VMHS(S, σ)
の対象

H i(U/S) = (Rifan
∗ Q, H i

dR(UK/SK),W•, F
•, c,Φ)

が自然に定まる. これは次の定理から従う.

定理 2.3 (比較同型, cf. [AM, 2.5]) f : U → Sを smooth射で,境界に関して “よい条件”
を満たすものとする. このときリジッドコホモロジーとの比較同型

O(S)†K ⊗O(S) H
i
dR(UK/SK)

∼=−→ H i
rig(UFp

/SFp
), i ≥ 0

が成り立つ.
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定義 2.4 (超幾何モチーフ) S = SpecW [t, (t− t2)−1]とする.

(1) H ∈ F-VMHS(S, σ)は, ホッジ構造としての重さが dであり, かつある αi, βj ∈
Z(p) ∩ (0, 1]があって,左DSK

-加群の同型
HdR

∼=
⊕

DS/DSPα,β

が存在するとする. このとき, Hを重さ dの超幾何モチーフという.

(2) 上で, 0 < αi < 1かつ βj = 1と取れ,さらに, d ≥ 0で Pα := Pα,(1,...,1)のランクが
d+ 1であるとき,超幾何モチーフ Hを specialという.

2.3 超幾何モチーフの例
(定義 2.4の意味で)超幾何モチーフを与える多様体の例は多数知られている. 以下,

S = SpecW [t, (t− t2)−1]とする.

楕円曲線. p > 2とし, f : E → SをWeierstrass方程式 y2 = x(1− x)(1− tx)の定める
楕円曲線とする. このとき, F-VMHS(S, σ)の対象

H1(E/S) = (R1fan
∗ Q, H1

dR(EK/SK),W•, F
•, c,Φ) ∈ F-VMHS(S, σ)

が定まる. ドラムコホモロジーについて,同型
H1

dR(EK/SK) ∼= DSK
/DSK

P 1
2
, 1
2

が成り立つ. 従って, H1(E/S)は重さ 1の specialな超幾何モチーフである.

Dwork K3. p > 2とし, f : X → Sを tx40 + x41 + x42 + x43 = 4x0x1x2x3の定める 4次曲
面の族とする. このとき, F-VMHS(S, σ)の対象

H2(X/S) = (R2fan
∗ Q, H2

dR(EK/SK),W•, F
•, c,Φ) ∈ F-VMHS(S, σ)

が定まる. T (X/S) = H2(X/S)/NS(X/S)とおくと,同型
T (X/S)dR ∼= DSK

/DSK
P 1

4
, 2
4
, 3
4

が成り立つ. 従って, T (X/S)は重さ 2の specialな超幾何モチーフである.

BCMモチーフ. 斉次式
n∑

i=0

xi = 0,
∏
i∈I

xni
i = t

∏
j∈J

x
mj

j .

の定める射影多様体を BCM多様体という (BCM=Beukers, Cohen, Mellit). BCM
多様体のコホモロジーから超幾何モチーフ (specialでないものを含む)を構成でき
る (具体的な構成は [RR]を参照).
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大坪. 最近,大坪紀之氏は,アフィン方程式

xNi + yNi = 1 (i = 1, 2, · · · , d), (−1)dtxN1 · · · xNd = yN1 · · · yNd

で定義される多様体を考え,コホモロジーが超幾何モチーフ (specialでないものを
含む)を与えることを示した.

[As3]. アフィン多様体
d∏

i=0

(1− xni
i ) = t

の d次コホモロジーの重さ dの部分は, specialな超幾何モチーフを与える. この多
様体の特徴は,ミルナーK群に高次 Rossシンボルが定義されることである,{

1− x0
1− ζ0x0

, . . . ,
1− xd
1− ζdxd

}
.

これは次節で述べる超幾何モチーフの 1-拡大を与える.

3 超幾何モチーフの1-拡大
3.1 Specialな超幾何モチーフの拡大群
H ∈ F-VMHS(S, σ)に対し,拡大群

Ext(S,σ)(Q, H) := ExtF-VMHS(S,σ)(Q, H)

は,完全列
0 −→ H −→M −→ Q −→ 0

の同型類として定義される. 一般論より, 拡大群はアーベル群の構造をもつ. edR ∈
F 0MdRを 1 ∈ OSの持ち上げとするとき,写像

δ : Ext(S,σ)(Q, H) −→ F 0W0H
1
dR(S,HdR) ∩H1

B(S(C), HB),

を次で定める.
δ : (0→ H →M → Q→ 0) 7−→ ∇(edR).

S = SpecW [t, (t− t2)−1]とし, HHG ∈ F-VMHS(S, σ)を重さ dの specialな超幾何モチー
フとする. このとき,拡大群

Ext(S,σ)(Q, HHG(d+ 1)), (HHG(j) := HHG ⊗Q(j))

について次の定理が成り立つ.
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定理 3.1 分解
HHG,dR =

⊕
α

Hα, Hα
∼= DSK

/DSK
Pα

を固定し, pαをHαへの射影とする. 1DSK
に対応する元を ωα ∈ Hαと書く. このとき次

が成り立つ.

(1) H = HHG(d+ 1)に対する写像 δは単射である.

(2) 次のいずれかを満たすとする.

(i) d ≥ 2.

(ii) d = 1であり, α = (α1, α2)としたとき α1 + α2 6= 1.

このとき
Im(pαδ) ⊂ Q · Cα

dt

t
⊗ ωα, ∃Cα ∈ K×. (3.1)

(3) d = 1で α1 + α2 = 1とする. このとき

Im(pαδ) ⊂
〈
Cα

dt

t
⊗ ωα, C

′
α

dt

t− 1
⊗ ωα

〉
Q
, ∃Cα, C

′
α ∈ K×. (3.2)

上の定理の証明のスケッチを述べる. 写像 δ が単射であることは, F-VMHS(S, σ)で
なく VMHS(S)のときは, H0(S(C), HHG,B) = 0という事実から従う. 従って, 完全列
0→ HHG(d+ 1)→M → Q→ 0の δによる像が消えれば,この完全列はHodge構造と
して分裂する. F-VMHS(S, σ)のときの単射性を示すには,この分裂が Frobenius作用に
ついても両立することを示す. (3.1)と (3.2)の証明では,

F d+1W2d+2H
1
dR(S,HdR)

を具体的に求めることが大部分を占める. その際, Hは complex variation of Hodge struc-
tureとして構造が一意に定まっているという事実を使う ([De, 1.13]).

3.2 p進レギュレーター
定理 3.1より, H(d+ 1)による 1-拡大がどのくらい存在するかある程度分かった. 次
のステップは,その拡大のデータを求めることである. 写像

Rσ : Ext(S,σ)(Q, H) −→ H†dR/(1−Φ)F
0H†dR, (0→ H →M → Q→ 0) 7→ edR−Φ(edR)

と定義する. Rσの与えるH†dR/(1 − Φ)F 0H†dRの元を拡大データという. これはサント
ミックレギュレーター写像と次のように関係している.
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定理 3.2 ([AM, 3.3]) U, S をW 上のスムースアフィンスキームとし, f : U → S をス
ムース射で, “よい条件”を満たすものとする. このとき,シンボル写像

[−]U/S : KM
m (O(U)) −→ Ext(S,σ)(Q, Rm−1f∗Q(m))

があって, W -有理点 x ∈ S(W )で σで固定されるものに対し, Ux = f−1(x)とおくと,

Rσ([ξ]U/S)|Ux ∈ Hm−1
dR (Ux,K/K)/(1− p−mΦ)FmHm−1

dR (Ux,K/K)

は, Besserのサントミックレギュレーターに一致する.

3.3 p進 polygamma関数
整数 r ∈ Zおよび z ∈ Zpに対し,

ψ̃(r)
p (z) = lim

n∈Z>0,n→z

∑
1≤k<n,p∤k

1

kr+1
(3.3)

とおく. 次の事実から,これはwell-definedでありZp上の連続関数を定めることが従う.

∑
1≤k<ps,p∤k

km ≡


−ps−1 p ≥ 3 and (p− 1)|m
2s−1 p = 2 and 2|m
1 p = 2 and s = 1

0 otherwise

mod ps. (3.4)

p進オイラー定数

γp = − lim
s→∞

1

ps

∑
0≤j<ps,p∤j

log(j), (log = Iwasawa log).

とする. Lp(s, χ)を p進 L関数として, p進 polygamma関数を次で定義する ([A1]).

ψ(r)
p (z) =

{
−γp + ψ̃

(0)
p (z) r = 0

−Lp(1 + r, ω−r) + ψ̃
(r)
p (z) r 6= 0.

(3.5)

ただし,本稿では ψ
(r)
p (z)は現れず, ψ̃(r)

p (z)のみ扱う.

3.4 退化ファイバーの p進レギュレーターについての予想
S = SpecW [t, (t− t2)−1]とし, H ∈ F-VMHS(S, σ)を重さ d > 0の special HGMとす
る. また Frobenius σは σ(t) = ctp, c ∈ 1 + pW で与えられているとする. 同型

HdR =
⊕

Hα, Hα
∼= DS/DSPα
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を固定する. ωα ∈ Hαを 1DS
+ DSPαに対応する元とする. Ĥα := K[[t]] ⊗O(S) Hαの

K[[t]]上の基底
Ĥα = 〈ω̂(0)

α , ω̂(1)
α , . . . , ω̂(d)

α 〉

で次を満たすものをとる (このような基底は一意に存在する).

• Dtω̂
(0)
α = 0,

• ω̂(d)
α = Fα(t)

−1ωα,ここで Fα(t) = Fα,(1,...,1)(t)は超幾何級数,

• 各 i ∈ {1, . . . , d}に対し, ∃G(i−1)
α ∈ 1 + tK[[t]]があってDtω̂

(i)
α = G

(i−1)
α ω̂

(i−1)
α を満

たす.

Xiを次数 iの不定元とし,形式的な展開式

exp(X1 +
1

2
X2 +

1

3
X3 +

1

4
X4 + · · · )

=1 +

degree 1︷︸︸︷
X1 +

degree 2︷ ︸︸ ︷(
1

2
X2

1 +
1

2
X2

)
+

degree 3︷ ︸︸ ︷(
1

6
X3

1 +
1

2
X1X2 +

1

3
X3

)
+ · · ·

=1 + P1(X) + P2(X) + P3(X) + · · ·

によって多項式 Pi(X)を定める.

κi,α :=

{∑
m ψ̃

(0)
p (αm)− p−1 log c i = 1∑

m ψ̃
(i−1)
p (αm) i ≥ 2.

とおく.

予想 3.3 ξ ∈ Ext(S,σ)(Q, H(d+ 1))を

δ(ξ) =
∑
α

Cα
dt

t
ωα

を満たすものとする.
Rσ(ξ) =

∑
α

Cα

∑
i

ε̂i,α(t)ω̂
(i)
α

とするとき,
ε̂d−i,α(0) = (−1)iPi+1(κα), i = 0, 1, . . . , d. (3.6)

ここで, P (κα)は各Xiに κi,αを代入した値を表す.

次の定理は, [A1, Theorem 4.8]の証明と同じ方法で示すことができる.

定理 3.4 i = 0のときは (3.6)は正しい.
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予想 3.3を認めれば, Rσは基底 {ω̂(i)
α }iを用いて具体的に記述できる. すると,代数的ド

ラムコホモロジーの基底 {Di
tωα}iによる記述が得られ,その行列成分はすべて overcon-

vergentでなくてはならない. 逆に,この overconvergenceによって予想 3.3にある定数項
が特徴づけれられると推測できるので, [KT]にあるテクニックを使って定数項を数値計
算することができる. こうして数多くの例を計算した結果,予想 3.3にある式を予想す
るに至った.

重さ dの specialな超幾何モチーフ HHGに対する拡大群

Ext(S,σ)(Q, HHG(d+ 1))

の研究は,代数的K理論では d + 1次ミルナーK群のレギュレーターの研究に相当す
る. 他の次数 Ext(S,σ)(Q, HHG(j))についての研究は, まだ途上であるが, いくつかの興
味深い計算結果がある. また, ここまで基底 Sを SpecW [t, (t − t2)−1]に限定してきた
が,周期積分と超幾何関数を慣れ親しんだ人たちからすれば,その被覆曲線に一般化し
ておくのが自然であろうし, GKZ方程式の観点からは, Sを高次元化するのが自然な流
れである. それらについては,今後の課題である.
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ガンマ関数の関数等式とCM周期の単項関係式の
対応とその応用

加塩朋和 ∗

本稿は第 67回代数学シンポジウムにおける同タイトルの講演内容をまとめたもので
す. この場を借りて, 講演と寄稿の機会を与えて下さった代数学シンポジウム責任者の小
島秀雄先生 (新潟大学), 数論プログラム委員の大野泰生先生 (東北大学), 原隆先生 (津田塾
大学)に心より感謝申し上げます.

Abstract

Eulerのガンマ関数は倍数公式や反射公式などの関数等式を満たしている. 一方で
CM周期は, (特別な場合には)虚数乗法型の代数曲線の周期積分を使って定義され, 幾
何的な性質から導かれる単項関係式を満たしている. Chowla-Selberg公式やRohrlich
の公式により, ガンマ関数の特殊値と虚二次体や円分体のCM周期を結びつけること
ができ, その結果タイトルにある “対応”が生まれることになる. 本稿ではこれらの事
実を概観したのち, この “対応”の p進類似を解説する. 特に応用として, Fermat曲線
の Frobenius行列に関する Colemanの公式の “部分的な別証明”を紹介する.

1 Eulerのガンマ関数とその特殊値
Eulerのガンマ関数は次式で定義される．

Γ(z) :=

∫ ∞
0

tz−1e−t dt (Re(z) > 0).

0 1 2 3 4

2

4

6

8

10

Gamma[x]

この定義から直ちに

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−t dt = 1,

zΓ(z) =

∫ ∞
0

(tz)′e−t dt = Γ(z + 1)

が導ける. これらを合わせて自然数点での明示公式が得られる:

Γ(n) = (n− 1)! (n ∈ N).

∗東京理科大学, kashio_tomokazu@ma.noda.tus.ac.jp
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次に, 本稿では有理数点での値に着目したい. 例えば

Γ(1/4) = 3.625609908 . . . ,

Γ(1/3) = 2.678938534 . . . ,

Γ(1/2) = 1.772453850 . . . ,

Γ(2/3) = 1.354117939 . . . ,

Γ(3/4) = 1.225416702 . . . , . . .

などである. これら一つ一つは見てすぐに意味が分かるような数値ではない (と思う). し
かし, 値達の間には

Γ(1/2)2 = 3.141592653 . . . = π,

Γ(1/4)Γ(3/4)

π
= 1.414213562 . . . =

√
2,

Γ(1/3)Γ(2/3)

π
· 3
2

= 1.732050807 . . . =
√
3

などの関係式が存在する. これらの関係式は, 以下の関数等式の, 特別な場合であること
が分かる.

反射公式 · · · Γ(z)Γ(1− z) = π

sin πz
,

倍数公式 · · ·
d−1∏
k=0

Γ(z + k
d
) = d

1
2
−dz(2π)

d−1
2 Γ(dz) (d ∈ N). (1)

本稿では, 関係式だけでなく, 有理数点での値Γ(a/n)そのものにも, CM周期と呼ばれ
る幾何的な不変量としての意味付けが与えられることを観察する. この意味付けを通して,

“ガンマ関数の関数等式”と “CM周期の単項関係式”の対応
を調べることが, 本稿のテーマとなる.
本稿の概要を述べる. §2ではCM周期と呼ばれる幾何的な不変量を復習する. このCM

周期を記述するのには, 志村の周期記号が非常に便利である. §3ではCM周期が満たすい
くつかの単項関係式を紹介する. §4では∆関数や η関数の特殊値に関するChowla-Selberg
公式と, Fermat曲線の周期積分に関する Rohrlichの公式を復習する. これらの公式を通
して, ガンマ関数の有理数点での値 Γ(a/n)に CM周期としての意味付けを与えることが
できる. その結果 §5において, タイトルにもある “ガンマ関数の関数等式とCM周期の単
項関係式の対応”が観察できる. §6では, 上記のストーリーの p進類似物たちを紹介する.
また §7では, Fermat曲線上の絶対フロベニウス作用を p進ガンマ関数で表したColeman
の公式を紹介する. §8の内容が本稿における主結果 ([Ka3]の主結果)である. p進ガンマ
関数は関数等式である程度特徴付けられる. そしてその関数等式に対応する単項関係式を
“Fermat曲線上の絶対フロベニウス作用”も満たすことを示す. その結果, Colemanの公
式が “ある程度自動的に成立する”ことが示せる.
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2 CM周期と志村の周期記号
総実代数体の虚二次拡大体を CM体と呼ぶ. 虚二次体や円分体はその特別な場合である.
整数論において, CM体Kに関連する以下の不変量がよく研究されてきた.

• Kの虚数乗法 (Complex Multiplication)を持つアーベル多様体の周期.

• Kの代数的Hecke指標の L関数の臨界値.

• Kの最大総実部分体上のHilbert保型形式のCM点での特殊値.

これらは統一的な表記ができ, ある意味で同じ不変量であることが知られている. より具
体的には, 上記 3つの値の超越数部分が

円周率 πと, [K : Q]2個の不変量 pK(σ, τ)達の単項式
として書ける (σ, τ はHom(K,C):=“KのCへの埋め込み全体”を動く). これはRiemann
ゼータ関数 ζ(s) =

∑
n∈N n

−sの非負整数点での値の超越数部分が πの冪で与えられる事:

ζ(2n) = π2n · 2
2n−1|B2n|
(2n)!

∈ π2n ·Q (0 ≤ n ∈ Z)

の類似といえよう. [Yo, p62, Theorem 1.2, p64, Theorem 1.4, p65, Theorem 1.5]に具体
的な式がある. より詳しくは [Sh]を参照して欲しい.
不変量 pK(σ, τ)は志村の周期記号, またはCM周期と呼ばれる. 円周率 πのようにはっ

きり値が与えられているのではなく, C×/Q×の元として与えられる. 本稿では正確な定義
は与えない. 話を簡単にするために, Kを虚二次体として例を紹介する. この場合KのC
への埋め込みは恒等写像 idと複素共役写像 ρの二つであり, 志村の周期記号は

pK(id, id), pK(ρ, ρ), pK(id, ρ), pK(ρ, id) ∈ C×/Q×

の四つがあり, これらは以下で与えられる. 代数体上定義された楕円曲線E : y2 = f(x)で
Kの虚数乗法を持つもの, すなわち

End(E)⊗Z Q ∼= K

となるものをとる. E(C)上の非自明な閉路 γに対し, 志村の周期記号の値はそれぞれ

pK(id, id) = pK(ρ, ρ) :≡ π−1
∫
γ

dx

y
mod Q×, (2)

pK(id, ρ) = pK(ρ, id) :≡
∫
γ

xdx

y
mod Q× (3)

となる. 最右辺の積分値は楕円曲線 E のモデルや閉路 γ のとり方によるが, mod Q×で
well-defined, すなわち虚二次体Kのみによることが示せる. 一般のCM体の場合の周期記
号の定義には, Eq. (2), Eq. (3)のような周期積分を “分解”する操作と理論が必要になる.
より具体的に

レムニスケート周率 ϖ := 2

∫ 1

0

dx√
1− x4

= 2.622057554 . . .
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を考えよう. これは円周率

π := 2

∫ 1

0

dx√
1− x2

の類似物でもある. 対応する楕円曲線

E : y2 = 1− x4

を考える. E上の自己準同型として

“
√
−1倍” = [ϕ : : (x, y) 7→ (

√
−1x, y)] ∈ End(E) s.t. ϕ4 = idE

が存在するので, Eは虚二次体Q(
√
−1)の虚数乗法をもつ.

γ = E(R)をE(C)の閉路と考えて積分を計算すると∫
γ

dx

y
=

∫ 1

−1

dx√
1− x4

+

∫ −1
1

dx

−
√
1− x4

= 4

∫ 1

0

dx√
1− x4

= 2ϖ
閉路γ

となり, Q(
√
−1)のCM周期は

pQ(
√
−1)(id, id) :≡ π−1ϖ mod Q×

と書ける.

3 CM周期の“単項関係式”

CM周期は様々な単項関係式を満たすことが知られている. 本稿では特に以下の 2種類に
注目する.

• 複素共役 ρ ∈ Hom(C,C)と, σ, τ ∈ Hom(K,C)に対し

pK(σ, τ)pK(σ, ρ ◦ τ) ≡ 1 mod Q×.

• 体拡大K ⊂ L (K,Lは共にCM体)と τ ∈ Hom(K,C), σ̃ ∈ Hom(L,C)に対し

pK(σ̃|K , τ) ≡
∏

τ̃ |K=τ

pL(σ̃, τ̃) mod Q×. (4)

ただし積は τ̃ ∈ Hom(L,C) s.t. τ̃ |K = τ を動く.

話を簡単にするために, 再びK を虚二次体とし, 代数体上定義されK の虚数乗法をもつ
楕円曲線 Eを考える. このときK の CM周期は Eq. (2), Eq. (3)で与えられていた. de
Rhamコホモロジー上のカップ積により

∧ : H1
dR(E,Q)× H1

dR(E,Q)→ H2
dR(E,Q) ∼= H1

dR(Gm,Q) = Q · dx
x

( dx
y

, xdx
y

) 7→ dx
y
∧ xdx

y
= c · dx

x
(∃c ∈ Q)
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と書ける (一般に曲線の 2次コホモロジー群は乗法群の 1次コホモロジー群と同型である
ことに注意). 加えて, de Rhamの同型はカップ積に関して環準同型なので, 適切な積分経
路 (領域)に対して∫

dx
y
·
∫

xdx
y

=

∫
dx
y
∧ xdx

y
= c

∫
dx
x
= c′ · 2πi (∃c′ ∈ Q) (5)

という関係が成り立つ. Eq. (2), Eq. (3), Eq. (5)により, 複素共役に関する単項関係式

pK(id, id)pK(id, ρ) ≡ 1 mod Q×

が得られる. 一般の場合などの詳細は [Sh, Theorem 32.5]を参照.

4 Chowla-Selberg公式とRohrlichの公式
ここでは古典的な 2つの公式がCM周期と関係していることを紹介する.

Chowla-Selberg公式. Ramanujanの∆関数 (モジュラー判別式)は次式で定義される.

∆(z) = e2πiz
∞∏
n=1

(1− e2nπiz)24.

Dedekindの η関数とは次の関係がある.

∆(z) = η(z)24.

Chowla-Selberg公式は次で与えらえれる:

(2π)12h
∏

a∈ClK

|∆(a)|2 = 1

dK

dK∏
a=1

Γ( a
dK

)6wKχK(a). (6)

ただし, Kは虚二次体とし, ClK , dK , χK , wK , hK はそれぞれKのイデアル類群, 判別式,
2次Dirichlet指標, 含まれる 1の冪根の数, 類数を表す. イデアル類 a ∈ ClK を∆に代入
した値は, 代表元 a = Zω1 ⊕ Zω2 (Im(ω1/ω2) > 0)を用いて

∆(a) := N(a)12∆(ω1/ω2)ω
−12
2

で定義する.
∆(z)はレベル 1, 重さ 12の楕円保型形式なので, そのCM点での値の超越数部分は周

期記号で表せる. 具体的には, 虚二次体Kと τ ∈ K (Im(z) > 0)に対して

∆(z) ≡ pK(id, id)
12 mod Q× (7)

を満たす. Eq. (6), Eq. (7)を合わせると, 虚二次体KのCM周期の明示公式

pK(id, id) ≡ π−
1
2

∏
a∈(Z/dKZ)×

Γ( a
dK

)
wKχ(a)

4hK mod Q×

を得る.
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Rohrlichの公式. Fermat曲線

Fn : x
n + yn = 1

を考える. Fnの種数は (n− 1)(n− 2)/2であり, H1
dR(Fn,Q)の基底は

xr−1ys−ndx (0 < r, s < n, r + s 6= n)

で与えられる. さらに積分値が 0にならないような Fn(C)の閉路 γに対し∫
γ

xr−1ys−ndx ≡
Γ( r

n
)Γ( s

n
)

Γ( r+s
n
)

(
= B( r

n
, s
n
)
)

mod Q× (8)

となることが分かる.
一般の nに対しFnはアーベル多様体ではないが, そのヤコビ多様体の既約成分が円分

体の虚数乗法を持つことが知られている. よって Eq. (8)の積分値は円分体のCM周期で
書ける ([Yo, Chap. III, §2. 特に (2.3)]). Eq. (8)を “ガンマ関数に関して解く”ことで, ガ
ンマ関数の有理数点での値を円分体のCM周期で表した次式を得る [Ka2, Theorem 3]:

Γ( a
n
) ≡ π1−⟨ a

n
⟩

∏
b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn)(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩ mod Q×. (9)

ただし 〈α〉は αの小数部分を表し, σbはQ(ζn)のCへの埋め込み

[σb : ζn 7→ ζbn] ∈ Hom(Q(ζn),C)

を表すこととする.

5 ガンマ関数の関数等式とCM周期の単項関係式の“対応”

Eq. (9)により
ガンマ関数の有理数点での値 Γ(a/n)と円分体のCM周期 pQ(ζn)(σ, τ)

が結び付けられた. また, ガンマ関数は関数等式を, CM周期は単項関係式を, それぞれ満
たしていた:

ガンマ関数の関数等式 · · ·


反射公式: Γ(z)Γ(1− z) = π

sin πz
,

倍数公式:
d−1∏
k=0

Γ(z + k
d
) = d

1
2
−dz(2π)

d−1
2 Γ(dz).
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CM周期の単項関係式 · · ·


複素共役 ρ: pK(σ, τ)pK(σ, ρ ◦ τ) ≡ 1 mod Q×,

体拡大K ⊂ L: pK(σ̃|K , τ) ≡
∏

τ̃ |K=τ

pL(σ̃, τ̃) mod Q×.

これらには以下の “対応”がある. より正確には, Eq. (9)により以下の同値が導かれる. た
だし, ガンマ関数の関数等式は有理数点 a/nでの値に限り, 等式ではなく mod Q×での合
同式に退化する. またCM周期の単項関係式は円分体の場合に限られる.

Γ( a
n
)Γ(n−a

n
) ≡ π ⇐⇒ pQ(ζn)(id, σb)pQ(ζn)(id, σ−b) ≡ 1,

d−1∏
k=0

Γ( a
n
+ k

d
) ≡ π

d−1
2 Γ(da

n
) ⇐⇒ pQ(ζn)(id, σb) ≡

∏
c≡b mod n

pQ(ζdn)(id, σc). (10)

ここで合同式は全て mod Q×である. 最後の式は体拡大Q(ζn) ⊂ Q(ζdn)の場合のCM周
期の単項関係式 Eq. (4)となっている.

6 p進類似
以降では前節までの議論の p進類似を考える. この節では対象となる関数や関係式を列挙
する.

森田の p進ガンマ関数. Eulerのガンマ関数の p進類似物は森田の p進ガンマ関数と呼ば
れる. これは連続関数

Γp(z) : Zp → Z×p

であり,

Γp(n) := (−1)n
n−1∏

0<k<n, p∤k

k (n ∈ N),

Γp(z) = lim
N∋np-adic→ z

Γp(n) (z ∈ Zp)

で定義される.

p進ガンマ関数の関数等式. 関数等式の p進版は次の形をしている:

反射公式 · · · Γp(z)Γp(1− z) ≡ 1 mod µ∞,

倍数公式 · · ·
d−1∏
k=0

Γp(z +
k
d
) ≡ d1−dz+(dz)1Γp(dz) mod µ∞ (p ∤ d).

ただし µ∞は 1の冪根全体からなる群であり, z ∈ Zpに対し z0 ∈ {1, 2, . . . , p}, z1 ∈ Zpを
z = z0 + pz1

で定める. 1の冪根部分を明示的に書くこともできるが本稿では省略する.
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p進周期. (代数曲線やアーベル多様体の)周期 (積分)は, 閉路と微分形式の pairing

HB
1 × H1

dR → C,

(γ, ω) 7→
∫
γ

ω

とみなせる. これは de Rhamの同型
H1

B ⊗ C ∼= H1
dR ⊗ C

と対応する. この de Rhamの同型を p進Hodge理論の比較同型に取り替えることで, 別
の paring, すなわち p進周期

HB
1 × H1

dR → BdR,

(γ, ω) 7→
∫
γ,p

ω

を定義できる. ここでBdRは Fontaineの p進周期環である. 志村の周期記号
pK(σ, τ) ∈ C×/Q×

と同様の “分解”の操作を行うことで, p進版の周期記号
pK,p(σ, τ) ∈ B×dR/Q

×

が定義できる.
通常の周期 (記号)とその p進版を同時に考える “副産物”を紹介する. 虚二次体の場合

の周期積分値 Eq. (2), Eq. (3)は楕円曲線等のモデルのとり方によっていた. しかしその
影響は, 2種類の積分値 ∫

γ
ω,
∫
γ,p
ωに同変的に現れる. 例えば積分路を 2周すれば,

∫
γ
ωも∫

γ,p
ωも同時に 2倍になる. 即ち, これらの “比”

[

∫
γ

ω :

∫
γ,p

ω] ∈ (C× × B×dR)/Q
×

は楕円曲線や閉路のとり方によらないことが分かる. これは一般のCM体Kに対しても
同様に成り立つ現象である. すなわち, 周期記号の比は

[pK(σ, τ) : pK,p(σ, τ)] ∈ (C× × B×dR)/Q
×
(µ∞ × µ∞) (11)

に値をとる. mod µ∞の曖昧さは, 周期記号の定義に必要な “分解”の操作で現れる. 詳し
くは [Ka2, §5.1]を参照.

周期の単項関係式. 志村の周期記号と同様の単項関係式を, p進版の周期記号も満たすこ
とが示せる. それだけでなく, 比 (Eq. (11))が well-definedなことから, 以下が成り立つ
[Ka2, Proposition 4].

• 複素共役 ρ ∈ Hom(C,C)と, σ, τ ∈ Hom(K,C)に対し
pK(σ, τ)pK(σ, ρ ◦ τ) ≡ pK,p(σ, τ)pK,p(σ, ρ ◦ τ) mod µ∞.

• 体拡大K ⊂ L (K,Lは共にCM体)と τ ∈ Hom(K,C), σ̃ ∈ Hom(L,C)に対し
pK(σ̃|K , τ)∏
τ̃ |K=τ pL(σ̃, τ̃)

≡ pK,p(σ̃|K , τ)∏
τ̃ |K=τ pL,p(σ̃, τ̃)

mod µ∞. (12)

ただし積は τ̃ ∈ Hom(L,C) s.t. τ̃ |K = τ を動く.
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絶対フロベニウス作用. p進版の周期記号の定義には p進Hodge理論の比較同型が用いら
れていた. これは de Rhamの同型より豊富な情報を持っている. 虚数乗法を持つアーベル
多様体は潜在的良還元を持つことから, その p進周期はBdRの部分環BcrisとQpの合成環
BcrisQpに含まれる. また, 部分環Bcrisには絶対フロベニウス作用Φが作用している. よっ
てp進周期が値をとる合成環BcrisQp上には, (適当な基礎体上の)Weil群Wp ⊂ Gal(Qp/Qp)
の半線形な作用

Φτ := Φdeg τ ⊗ τ ↷ Bcris ⊗Qur
p
Qp
∼= BcrisQp (τ ∈ Wp)

が考えられる.

7 Colmanの公式 (Fermat曲線のFrobenius行列)

Coleman は Fermat 曲線上の絶対フロベニウス作用を明示的に計算した [Co]. これは
Rohrlichの公式 Eq. (9)の p進類似とみなせる. 本稿では, 前節までに準備した周期記
号を用いて書き換えた形で紹介する.

BdRの部分集合
B̃cris :=

{
z ∈ B×dR

∣∣ ∃n ∈ N s.t. zn ∈ BcrisQp

}
を考える. 0より大きく 1より小さい有理数 a/n (0 < a < n, (a, n) = 1)に対し

P ( a
n
) :=

Γ( a
n
) · π

1
2
− a

n
p

∏
b∈(Z/nZ)× pQ(ζn),p(id, σb)

1
2
−⟨ab

n
⟩

π1− a
n

∏
b∈(Z/nZ)× pQ(ζn)(id, σb)

1
2
−⟨ab

n
⟩

∈ B̃cris/µ∞ (13)

とおく. ただし πp ∈ Bcrisは πの p進類似を表す. 以下 2点に注意してほしい.

• Rohrlichの公式 Eq. (9)より
Γ( a

n
) ≡ π1− a

n

∏
b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn)(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩ mod Q×

である. しかし周期記号は mod Q×でしか定まらないので, 商

Γ( a
n
)

/
π1− a

n

∏
b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn)(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩

は, このままでは意味を持たない.

• Eq. (11)での議論により, 比
[
∏

b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn),p(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩ :

∏
b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn)(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩]

は mod µ∞で定まる. しかし, それぞれC×, B×dRの元なので, 商∏
b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn),p(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩
/ ∏

b∈(Z/nZ)×

pQ(ζn)(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩

は, このままでは意味を持たない.
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それゆえ, Eq. (13)の形にしてようやく mod µ∞で値が定まるのである.
Colemanの公式から以下を得る.

定理 7.1 ([Co, Theorem 1.7], [Ka1, Theorem 3], [Ka3, Theorem 2.4]). p ∤ n, deg τ = 1の
とき

Γp(
a′

n
) ≡ p

1
2
− a

n
P (a

′

n
)

Φτ (P (
a
n
))

mod µ∞ (14)

ただし a′は 0 < a′ < n, pa ≡ a′ mod nを満たす自然数である.

Colemanは p | nの場合の式も与えている [Co, Theoprem 3.13]. また, Colmanが与え
た元々の公式は mod µ∞の合同式ではなく等式である.

8 主結果 · · · Colemanの公式は, ある程度“自動的に”従う
本節では [Ka3]の主結果を紹介する. 次が鍵となる命題であり, p進連続関数は “倍数公式”
によって凡そ特徴付けられることを意味する.

命題 8.1 ([Ka3, Proposition 3.2]). 連続関数 f(z) : Zp → Cpが

f(dz) =
d−1∏
k=0

f(z + k
d
) (p ∤ d ∈ N) (15)

f(pn + 1)

f(pn)
=
f(pn+1 + 1)

f(pn+1)
(n ∈ N) (16)

を満たせば, 定数 a, bが存在して

f(z) = az−
1
2 bz1+

1
2

と表せる.

Eq. (15)は倍数公式から補正項を取り除いたものである. Eq. (16)も以下の意味で “倍
数公式の仲間”だと思える: もしも “p倍公式”

f(pz) =

p−1∏
k=0

f(z + k
p
)

が成り立ったとする. 実際は
k
p
/∈ Zp (0 < k ≤ p− 1)

なので, Zp上の関数等式としては意味をなさない. しかし zの場合と z + 1/pの場合

f(p(z + 1
p
)) =

p−1∏
k=0

f(z + k+1
p
)
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の辺々の商を考えると
f(pz)

f(pz + 1)
=

f(z)

f(z + 1)

となり, “p倍公式”から Eq. (16)を導くことができる.
Colemanの公式Eq. (14)の右辺はEulerのガンマ関数, 周期記号, その p進類似で定義

されていた. Eulerのガンマ関数はオリジナルの倍数公式 Eq. (1)を満たしていた. そし
て, 周期記号やその p進類似, そしてそれらの商は, 対応する単項関係式を満たしている
(Eq. (4), Eq. (10), Eq. (12)). これらのことから以下の “倍数公式”が導ける:

d−1∏
k=0

P ( a
n
+ k

d
) ≡ “補正項” · P (ad

n
) mod µ∞ (∀d ∈ N) (17)

“補正項”部分は明示的に書き下せる. 使っている関数等式は p進とは関係ないので条件
p ∤ dが不要であることにも注意して欲しい.

Colemanの公式 Eq. (14)の両辺の商

f(a
′

n
) := p

1
2
− a

n
P (a

′

n
)

Φτ (P (
a
n
))

/
Γp(

a′

n
)

を考え, 以下を仮定する:

仮定. 絶対フロベニウス作用は p進連続的である. 特に f : Zp → Cpと見なせる.

実際は “p | nの場合の絶対フロベニウス作用の p進連続性”も仮定する必要がある. 詳細
は [Ka3, Assumption 3.4]を参照. すると Eq. (17)より

f(dz) ≡
d−1∏
k=0

f(z + k
d
) mod µ∞ (p ∤ d ∈ N),

f(pn + 1)

f(pn)
≡ f(pn+1 + 1)

f(pn+1)
mod µ∞ (n ∈ N)

が導ける. よって命題 8.1より以下を得る.

定理 8.2 ([Ka3, Corollary 3.6]). “絶対フロベニウス作用の p進連続性”より, 定数 a, bが
存在して

p
1
2
− a

n
P (a

′

n
)

Φτ (P (
a
n
))
≡ az−

1
2 bz1+

1
2Γp(

a′

n
) mod µ∞

となることが導ける.
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9 一般化に向けて
本稿の話題はCM体が円分体Q(ζn)の場合であり, 扱った式は

Rohrlichの公式 Eq. (14), Colemanの公式 Eq. (9)

であった. これらを一般のCM体に拡張した予想が
吉田敬之氏の予想 (絶対CM周期記号)[Yo], その p進類似 [KY1, KY2, Ka2]

として与えられている. 例えば, 吉田予想と一般の場合の “絶対フロベニウス作用の p進
連続性”から, 吉田予想の p進類似が導けるか, などは興味深い問題であると思われる.
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団代数と団散乱図 †

中西　知樹（名古屋大学）

概要. Gross-Hacking-Keel-Kontsevich はホモロジカルミラー対称性における散乱図の手法を
用いて，団代数理論におけるいくつかの重要な未解決問題を解決した．本稿では，彼らの理論
における中心的対象である団散乱図に関する基本事項の説明をし，また，二重対数元と五角関
係式の役割を明らかにする．

1. はじめに
団代数（cluster algebra）は, 2000年ごろにFominと Zelevinskyによって導入された可換代

数のクラスである. 団代数の定式化と基礎理論は, Fomin，Zelevinsky，および Berensteinに
よる団代数四部作（Cluster Algebras I–IV [FZ02, FZ03, BFZ05, FZ07]）により「一通りの」
完成を見た. そしてその具体的な成果として，Laurent現象, 有限型団代数の分類, 分離公式,

などの重要な結果が得られた. その後，多くの研究者の研究によって，Fominと Zelevinskyに
よる

(1) C 行列の符号同一性予想 [FZ07]

(2) 団変数の Laurent正値性予想 [FZ02]

という二つの予想が団代数理論において基幹をなすことが明らかとなった．これらの予想に
関してさまざまな部分クラスに対する個別の肯定的な解決がなされたものの, また一方で，完
全に一般的な証明を得ることは難しい問題であることも徐々に認識されていった.

このような状況を大きく変えたのはGross-Hacking-Keel-Kontsevichによる論文 [GHKK18]

であった. 彼らは, Kontsevich-Soibelman [KS06], Gross-Siebert [GS11]によりホモロジカル
ミラー対称性の研究において導入された散乱図の概念と手法を用いて，上の二つの予想の証
明を含む団代数に関する多くの重要な結果を与えた．これによって，団代数理論は大きく進
展し，新たな段階に入った．
本稿では， [GHKK18]における中心的対象である団散乱図（cluster scattering diagram）

の基本事項について，予備知識を仮定せずできるだけ簡明に説明する. あわせて，[GHKK18]

においては陰に隠れている二重対数元と五角関係式の果たす役割を明らかにし，団散乱図の
構造をより一層明確にする．詳細は団散乱図および団代数と団散乱図の関係に関する著者に
よる包括的なレビュー [Nak21a, Nak21b]を参照していただきたい.

2. 団代数と団散乱図
はじめに, 団代数と団散乱図のそれぞれの構成の原理を俯瞰しておこう（表 1）.

rを正の整数として，r× r整数行列Bに対して, DBが反対称行列となるような r× r正有
理対角行列Dが存在するとき, Bを反対称化可能（skew-symmetrizable）といい, Dを Bの

† プログラムでは「団代数と団散乱図式」というタイトルであったが，講演の際にタイトルを表記のように変
更した.

1



2 中西　知樹

団代数/団パターン 団散乱図
初期データ B: r × r 反対称化可能整数行列 B: 左と同じ

補助データ x = (x1, . . . , xr): 変数の組 N : ランク rの格子
y = (y1, . . . , yr): 変数の組 e1, . . . , er: N の基底

構成の原理 変異 整合性

背後にある構造 なし 構造群 G

表 1. 団代数と団散乱図の構成の比較.

反対称化子（skew-symmetrizer）と呼ぶ. 団代数と団散乱図はどちらも任意の r× r反対称化
可能整数行列 Bを一つ与えることにより定まる．rは団代数および団散乱図のランクと呼ば
れる．
まず団代数については, 上の行列B（初期変異行列（initial exchange matrix））に変数の組

x = (x1, . . . , xr), y = (y1, . . . , yr)を合わせた初期種子（initial seed）(x,y, B)を考え, これ
にある規則で与えられる変異（mutation）を繰り返すことにより（一般には無限個の異なる）
新しい種子（seed）が得られる．これらの種子の集まりを団パターン（cluster pattern）と呼
ぶ. そして, それらの種子に含まれる変数 xの Laurent多項式を団変数（cluster variable）と
呼ぶ．このとき，すべての団変数の生成する代数として団代数（cluster algebra）A(B)が定
まる. 本稿では団代数の代数構造について論じるわけではないので，以下「団代数」と「団パ
ターン」をほぼ同義語として扱うことにする．Fomin-Zelevinskyによるこの団代数の構成の
根本的な問題点は, 背後の構造が何もないことである. すなわち, 種子の「変異」には概念的
な支えがなく, ただ得られる結果の有用性によってのみ，その定義が正当化されているのであ
る．別の言い方をすると，「団代数とは何か？」という問に対する概念的に明確な答をわれわ
れはまだ持っていないのである．
一方の団散乱図は, 整合散乱図（consistent scattering diagram）と呼ばれるある種の錐複

体の特別なものであり, その構成は整合性（consistency）に基づく. 構成の詳細は追って述べ
ることにして，団散乱図の構成の背後には構造群（structrue group）と呼ばれる行列Bから
定まるある群があり, この群が団散乱図を局所的・大域的に統制する．これが団代数との大き
な相違であり，重要な点であることを強調しておきたい．
次に, 団代数と団散乱図の関係を簡単な例を用いて説明する．ランク 2の団代数の初期交換

行列として

B =

(
0 −3
3 0

)
(2.1)

を考える．付随する団代数A(B)は無限型（無限個の異なる種子を持つ）である．一般に，団
代数の各種子に対してそのトロピカル化としてG行列（G-matrix）という r × rユニモジュ
ラー行列が定まる [FZ07]. また，G行列を集めたものをGパターン（G-pattern）という．各
G行列の列ベクトル（g ベクトル（g-vector））の張る Rr における（凸有理多面）錐（G錐
（G-cone））を集めたものは扇をなす [Rea14]. これを団代数A(B)に付随するG扇（G-fan，あ
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∆G(B)

deg = 1 deg = 2 deg = 3 deg = 4 D(B)

図 1. G扇∆G(B)と団散乱図D(B)の例．

るいは gベクトル扇）と呼び, ∆G(B)と表す．G扇はGパターンの幾何学的表示であり，団
代数の全ての情報はG扇から復元できる．この事実を，脱トロピカル化（detropicalization）
という．式 (2.1)の Bに対するG扇の構成の流れを図 1の上段に示す．左端の図の黄色の錐
（第一象限）が初期 G行列 I に対応する G錐である. 以下, 変異（1, 2 の二方向がある）に
より得られる G錐を両側に順次貼り合わせていくことにより G扇∆G(B)（右端の図）が得
られる．図では細かい部分が表せないが，実際には無限個のG錐があり，図の黄色の領域が
∆G(B)で，赤い 2本の非有理半直線が∆G(B)の境界である．
一方，Bに付随する団散乱図D(B)は，詳細はのちに述べるが，ある次数に関して帰納的

に構成される（図 1の下段）．左端の図は次数 1で整合的である．これを次数 2で整合的にす
るためには壁（wall）と呼ばれる半直線を一本加える．以下，次数を上げる度に壁が増え，最
終的に得られる図が団散乱図D(B)（右端の図）である．（正確には，図はD(B)の台と呼ば
れるものである．）赤い 2本の線（これらは壁には含まれない）はG扇の境界であり，赤い線
の外側は上のG扇の図と完全に一致する．一方，赤い線の内側のグレーの部分には全ての有
理半直線の壁が稠密に現れる [DM21]．この領域は非公式に “the Badlands”と呼ばれる1．
上の例は以下のように一般化される [GHKK18]．
(a) 任意の反対称化可能整数行列 Bに対して, G扇∆G(B)は対応する団散乱図D(B)に
（適当な意味で）埋め込まれる．したがって，団散乱図は対応する団代数の全ての情報
を含有している．

(b) それに加えて，団散乱図はG扇の外側にも複雑で興味深い構造（Badlands）を持つ．
これらが [GHKK18]における最も基本的な結果であり，(a)の埋め込みを通して，さらに団散
乱図の性質から団代数に関するさまざまの重要な結果が得られる．(a)の事実は団代数A(B)

と団散乱図D(B)の双方が同じ初期データBにより定まることを考えれば納得はできるもの
の，上の例の構成の過程の違いを見てもわかるように大変非自明な事である．
なお，「散乱図（scattering diagram）」という用語は [GS11]で導入されたが，図 1のD(B)

を第 2象限側から粒子が入射し，原点で衝突し崩壊し，第 4象限側に散乱したものと見立てそ

1badlands （悪地）は極度に侵食した峡谷状の枯れ谷の地形を意味する. アメリカ・サウスダコタ州の The

Badlands National Parkが有名である．
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のように名付けたと思われる．（一方，[KS14]ではこれを壁越え構造（wall-crossing structure）
と呼んでいるが, [KS06]でも衝突（collision）という同じニュアンスの用語が現れる．）
以上で概略の説明を終え，以下では団散乱図に関する基本事項についてより具体的に述べ

ていくことにする．

3. 二重対数元と五角関係式
3.1. 構造群. まず，一般の散乱図の基礎となる構造群を導入する．これは，ファイバー束にお
ける構造群のような役割をなすものである．
しばらくは，最終的な目標である団散乱図の初期データである反対称化可能整数行列Bを

忘れ，r × r反対称有理行列 Ω = (ωij)を任意に一つ固定する．Ωに付随する群GΩを以下の
手順で構成する．ランク rの自由アーベル群N ' Zrとその基底 e1, . . . , erを任意に一つ固定
する．これにより以下の二つが定まる．

(1). N 上の反対称有理形式
{·, ·} : N ×N → Q, {ei, ej} = ωij .(3.1)

(2). N の正元の集合

N+ :=

{
n =

r∑
i=1

aiei

∣∣∣∣∣ ai ∈ Z≥0, n 6= 0

}
.(3.2)

これらを用いて, まずQ上のN+次数付き Lie代数 gΩを以下で定める.

gΩ =
⊕
n∈N+

QXn,(3.3)

[Xn, Xn′ ] = {n, n′}Xn+n′ .(3.4)

上のリー括弧 [·, ·]が Jacobi恒等式をみたすことは簡単に確かめられる．次に, n =
∑r

i=1 aiei ∈
N+に対して次数を deg(n) =

∑r
i=1 aiと定め，gΩの次数に関する完備化を ĝΩとする．ĝΩの

元X は形式的無限和により
X =

∑
n∈N+

cnXn (cn ∈ Q)(3.5)

と表される．
最後に，ĝΩに対応する群GΩを定める．形式的な全単射

exp : ĝΩ → GΩ

X 7→ exp(X)
(3.6)

を考える．すなわち，exp(X)はXに一対一に対応するGΩの元を表す単なる記号である．そ
して，GΩにおける積を Baker-Campbell-Hausdorff（BCH）公式

exp(X) exp(Y ) = exp

(
X + Y +

1

2
[X,Y ] +

1

12
[X, [X,Y ]]− 1

12
[Y, [X,Y ]] + · · ·

)
(3.7)

により定める．BCH公式は Lie代数と Lie群の関係でよく知られた式で，Lie代数の元X に
対する形式的ベキ級数 exp(X) :=

∑∞
k=0X

k/k!の積公式を与える（例えば [Jac79]）．特に，積
は結合的である．今の場合，exp(X)は形式的な記号であるが，ĝΩがN+次数付きであるこ
とから (3.7)の右辺はGΩの元となる．これによりGΩに積が定まり，GΩは群となる．任意
の g = exp(X) ∈ Gと c ∈ Qに対して，gの有理べきを gc = exp(cX)と定める．以上の構成
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は，より一般的な状況で [KS14]により与えられたものであるが，群GΩには特に固有の名前
がない．これは不便であるので，ここではのちに定める散乱図式の構造群（structure group）
と呼ぶことにする．また，誤解のない限りGΩをGと表すことにする．
次に，Gにおける無限積を定める．任意の ℓ ∈ Z>0に対して，

(N+)>ℓ :={n ∈ N+ | deg(n) > ℓ},(3.8)

(N+)≤ℓ :={n ∈ N+ | deg(n) ≤ ℓ}(3.9)

と定める．このとき，

exp

( ∑
n∈(N+)>ℓ

cnXn

)
(3.10)

という形の元のなすGの部分集合G>ℓはGの正規部分群となる．G>ℓによる商群をG≤ℓ =

G/G>ℓと表し，πℓ : G→ G≤ℓを標準射影とする．G≤ℓの元の代表元は

exp

( ∑
n∈(N+)≤ℓ

cnXn

)
(3.11)

と表される．作り方より，Gは逆極限 lim←Gℓと一致する．Gの元の形式的な無限積 p（可算
全順序列）に対して，各 ℓに対して πℓの像が idではないような因子が有限個しかないとき，
有限積 πℓ(p)の極限 limℓ→∞ pℓによりGの元が一意的に定まる．これをGにおける無限積と
いう．
3.2. y表現. 変数 y = (y1, . . . , yr)に対して，Q[[y]]を yの Q上の形式的ベキ級数環とする．
n ∈ N+に対して，Q[[y]]のベクトル空間としての自己準同形写像 X̃nを

X̃n(y
n′
) = {n, n′}yn+n′

(3.12)

で定めると，以下が成り立つ．
(a) 対応Xn 7→ X̃nは Lie代数 ĝのQ[[y]]上の表現X 7→ X̃ に線形拡張される．
(b) X̃nは代数Q[[y]]の微分である．

また，(b)の事実より exp(X̃) :=
∑∞

k=0(X̃)k/k!はQ[[y]]の代数としての自己同形写像となる
[Jac79]．以上より，群Gの表現

ρy : G → Aut(Q[[y]])

exp(X) 7→ exp(X̃)
(3.13)

が得られる．これをGの y表現（y-representation）と呼ぶ．（以下で見るように，これは団
代数における y変数の変異と関係をしている．）
3.3. 二重対数元. Eulerにより導入された以下のべき級数で定まる複素関数

Li2(x) =

∞∑
j=1

xj

j2
(3.14)

を二重対数関数（dilogarithm）という．ここでは特に以下の性質が重要である．

x
d

dx
(−Li2(−x)) =

∞∑
j=1

(−1)j+1

j
xj = log(1 + x).(3.15)
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元 n ∈ N+に対して，n = tn′（t ∈ Z> 0, n′ ∈ N+）ならば t = 1となるとき nは原始的
（primitive）という．すべての原始的なN+の元のなす集合をN+

prと表す．任意の n ∈ N+
prに

対して，exp(
∑∞

j=1 cjnXjn)という形のGの元全体の集合G
∥
n はGの部分アーベル群となる．

これを nの平行部分群（parallel subgroup）と呼ぶ．
各 n ∈ N+に対して，nの二重対数元（dilogarithm element）Ψ[n]を以下で定める．

Ψ[n] = exp

( ∞∑
j=1

(−1)j+1

j2
Xjn

)
∈ G∥n0

.(3.16)

ここで，n0は，n ∈ Z>0n0となる原始的元である．上の無限和（あるいはGにおける無限積）
を逆転させて，exp(Xn)をΨ[jn]の有理べきの無限積で表すこともできる．したがって，Gの
任意の元 gは二重対数元の有理べきの（無限かもしれない）積で表すことが可能であり，この
意味で二重対数元はGを生成する．
さて，y表現のもとで Ψ[n]は Q[[y]]の自己同形写像として以下のように作用することが，

(3.15)と本質的に同じ計算によりわかる．

Ψ[n](yn
′
) = yn

′
exp

( ∞∑
j=1

(−1)j+1

j
{n, n′}yj

)
= yn

′
(1 + yn){n,n

′}.(3.17)

この式の右辺は，（nを適当に取ることにより）団代数における y変数（係数）の変異（正確
にはその Fock-Goncharov分解における自己同型部分 [FG09]）を与える．
以上をまとめると，二重対数元は二重対数関数の「代数化」であり，また，団代数の変異

を表現として実現する．

3.4. 五角関係式. 二重対数元は群Gにおいて以下の特筆すべき関係式をみたす．

定理 3.1. 任意の n1, n2 ∈ N+, c1, c2, c
′ ∈ Qに対して，以下の関係式が成り立つ．

(1). （可換関係式（commutative relation））{n2, n1} = 0のとき，
Ψ[n2]Ψ[n1] = Ψ[n1]Ψ[n2].(3.18)

(2).（五角関係式（pentagon relation）（c = 1 [GHKK18],一般の場合 [Nak21b]）{n2, n1} =
c 6= 0のとき，

Ψ[n2]
1/cΨ[n1]

1/c = Ψ[n1]
1/cΨ[n1 + n2]

1/cΨ[n2]
1/c.(3.19)

(3.18)は自明であるが重要である．(3.19)は y表現を用いて示すことができる．
詳細は省くが，五角関係式は二重対数関数に対する著名なAbelの恒等式（五角恒等式）の

「代数化」とみなすことができる．

4. 整合散乱図
4.1. 散乱図. 引き続き，群G = GΩを前節で定めたものとする．
前節のランク rの自由アーベル群N に対して，M = Hom(N,Z)，MR =M ⊗Z Rとおき，

〈·, ·〉 : N×MR → Rを標準ペアリングとする．n ∈ N+
prに対して，n⊥ = {z ∈MR | 〈n, z〉 = 0}

とおく．
散乱図の構成要素は以下で定める壁である．

定義 4.1 (壁). 群G = GΩに対して，以下の三つ組 (d, g)nを壁（wall）という．
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• 法ベクトル（normal vector）： n ∈ N+
pr,

• 台（support）： d ⊂ n⊥は次元 r − 1の（凸有理多面）錐（強凸とは限らない），
• 壁元（wall element）： g ∈ G∥n．

なお，法ベクトル nは dまたは gから一意的に定まるが，明示的に与えておくと便利なので
データとして加えてある．

例えば，(n⊥,Ψ[tn]c)n（t ∈ Z>0, c ∈ Q）は壁である．

定義 4.2 (散乱図). 群G = GΩの壁の族D = {wλ = (dλ, gλ)nλ
}λ∈Λ （Λは添字集合）が以下

の条件をみたすとき構造群Gの散乱図（scattering diagram）という．
• 有限性条件（finiteness condition）：任意の ℓ ∈ Z>0に対して，πℓ(gλ) 6= idとなる壁
wλは有限個である．ただし，πℓ : G→ Gℓは標準射影である．

また，各 ℓ ∈ Z>0に対して定まる散乱図Dの有限部分集合Dℓ = {wλ ∈ D | πℓ(gλ) 6= id}を
散乱図Dの次数 ℓの縮小（reduction）という．

散乱図Dに対して，Dの台（support）Supp(D)と特異点集合（singular locus）Sing(D)

を以下で定める．
Supp(D) =

⋃
λ∈Λ

dλ,(4.1)

Sing(D) =
⋃
λ∈Λ

∂dλ ∪
⋃

λ,λ′∈Λ
dim dλ∩dλ′=r−2

dλ ∩ dλ′ .(4.2)

定義 4.3 (許容曲線). 散乱図式Dに対して，以下の条件をみたす曲線 γ : [0, 1]→MRを許容
曲線（admissible curve）という．

• γはなめらかである．
• γは Sing(D)とは交わらない．
• γの始点 γ(0)と終点 γ(1)は Supp(D)に属さない．
• γは Supp(D)と横断的に交わる．

以下，曲線 γは考えている散乱図Dに対する許容曲線とする．

定義 4.4 (道順序積). 散乱図Dと曲線 γに対して，各 ℓ ∈ Z>0に対して，次数 ℓの縮小Dℓの
壁のうち曲線 γと交わるものを交わる順にw1, . . . , wkとする．ただし，同時に複数の壁と交
わるときは，それらの順序は任意に選ぶ．γと壁wi = (di, gi)ni の交差符号 ϵiを

ϵi =

1 〈ni, γ′(ti)〉 < 0,

−1 〈ni, γ′(ti)〉 > 0
(4.3)

と定める．ただし，γ′(t)は γ(t)の tにおける速度ベクトルである．このとき，
pγ,Dℓ

= gϵkk · · · g
ϵ1
1 , pγ,D = lim

ℓ→∞
pγ,Dℓ

(4.4)

により定まるGの元 pγ,Dを γに沿う道順序積（path-ordered product）という．

定義 4.5 (同値性). 散乱図D, D′に対して，双方に許容される任意の曲線γに対してpγ,D = pγ,D′

が成り立つとき，DとD′は同値（equivalent）という．
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散乱図Dに対して，台の分割と統合，壁元の分割と統合，自明な壁元 idを持つ壁の付加と
削除を（無限回を許し）繰り返すことによりDに同値な散乱図が無数に得られる．
4.2. 整合散乱図. 以下が散乱図における最も重要な概念である．

定義 4.6 (整合性). 散乱図Dに対して，任意の閉曲線 γに対して pγ,D = idが成り立つとき，
Dは整合（consistent）という.

基本群においてよく知られているように，上の条件は「任意の曲線 γに対して pγ,Dは γの
始点と終点にのみ依存する」という条件と同値である．
MRにおける正および負の象限（orthant）C±を

C+ := {z ∈MR | 〈ei, z〉 ≥ 0 (i = 1, . . . , r)},(4.5)

C− := {z ∈MR | 〈ei, z〉 ≤ 0 (i = 1, . . . , r)}(4.6)

と定める．任意の n ∈ N+
prに対して，n⊥と C±の内部 Int(C±)は交わらない．したがって，壁

の台と Int(C±)も交わらない．整合散乱図Dに対して，この事実とDの整合性より，始点が
C+の内部に，終点が C−の内部にある曲線 γ+−に対して，pγ+−,D ∈ Gは γ+−の取り方によ
らないことがわかる．この元を g(D)とおくと，写像

φ : {構造群Gのすべての整合散乱図 }/ ∼ → G

[D] 7→ g(D)
(4.7)

が定まる．ここで，[D]は散乱図の同値によるDの同値類である．
以下は，整合散乱図の存在と内在的な意味を示すもので，散乱図に関する最も基本的な定

理である．

定理 4.7 ([KS14]). 写像 φは全単射である．

定理の内容は，以下のように咀嚼できる．
• 整合散乱図Dのすべての情報は g(D)に含有されている．
• 整合散乱図とは，群Gの元の壁による幾何学的分解を表したものである．

4.3. 五角関係式と整合散乱図. 定理 4.7を示すため，[KS14]では写像 φの逆写像，すなわち，
各 g ∈ Gに対する整合散乱図の構成が与えられた．その構成は明示的ではあるが概念的でも
あり，散乱図の具体的な形を与えてくれるわけではない．一方，以下の例で見るように，二重
対数元と五角関係式を用いることにより，ある種の整合散乱図の具体的な形を自然に得るこ
とができる．
以下，初期データ Ωとして

Ω =

(
0 −1
1 0

)
, {e2, e1} = 1(4.8)

を考える．また，n = n1e1 + n2e2 ∈ N+に対して, Ψ[n]を
[
n1

n2

]
とも表すことにする．

例 4.8 (A2型団散乱図). 式 (4.8)の Ωに対して五角関係式 (3.19)を適用して，[
0

1

][
1

0

]
=

[
1

0

][
1

1

][
0

1

]
(4.9)
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(a) A2

γ1

γ2

•

• qq

w1

w2

w3

[
1

0

]
[
0

1

]

[
1

1

]

//

OO

??

(b) B2

[
1

0

]
[
0

1

]2

[
1

1

]2[
1

2

]
(c) G2

[
1

0

]
[
0

1

]3

[
1

1

]3[
2

3

][
1

2

]3[
1

3

]

図 2. ランク 2の有限型団散乱図．

が得られる．以下の壁

w1 = (e⊥1 ,Ψ[e1])e1 , w2 = (e⊥2 ,Ψ[e2])e2 ,

w3 = (R≥0(e∗1 − e∗2),Ψ[e1 + e2])e1+e2 .
(4.10)

を持つ散乱図Dを考える（図 2 (a)）．すると，関係式 (4.10)はDの（唯一の）整合関係式

pD,γ1 = pD,γ2(4.11)

とみなすことができる．したがって，Dは整合関係式となる．これは次節で定義する団散乱
図の特別なもので，DをA2型の団散乱図と呼ぶ．また，Dの台はA2型のG扇とみなすこと
ができる．式 (4.9)の右辺に現れるベクトルがA2型の正ルートであることにも注目する．

例 4.9 (B2型団散乱図). 式 (4.8)の Ωに対して五角関係式を繰り返す適用して，関係式

[
0

1

]2 [
1

0

]
=

[
0

1

]([
1

0

][
1

1

][
0

1

])
=

[
1

0

][
1

1

][
0

1

][
1

1

][
0

1

]

=

[
1

0

][
1

1

]2 [
1

2

][
0

1

]2(4.12)

が得られる．ここで，関係式 (4.12)に現れる二重対数元 [n1, n2]に分数n1/n2（[1, 0]に対しては
∞）を対応させると，関係式 (4.12)の左辺は左から見て単調減少であり，一方，（最後の等式の）
右辺は単調増加になる．このような形の二重対数元の積をそれぞれ，反整列（anti-ordered），
整列（ordered）と呼ぶことにする．この性質より，関係式 (4.12)は図 2 (b)の散乱図Dの（唯
一の）整合関係式とみなすことができる．この整合散乱図を B2 型の団散乱図と呼ぶ．Dの
台は B2 型の G扇とみなすことができる．ただし，B2 型の G扇と対応させるため，同一視
MR ' R2を e∗1 7→ e1, e

∗
2/2 7→ e2 で与えている．右辺に現れるベクトルがB2型の正ルートで

あることにも注目する．
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例 4.10 (G2型団散乱図). 同様にして，式 (4.8)のΩに対して五角関係式を繰り返すことによ
り，以下の関係式が得られる．[

0

1

]3 [
1

0

]
=

[
0

1

]([
1

0

][
1

1

]2 [
1

2

][
0

1

]2)

=

[
1

0

][
1

1

]2 [
1

2

][
1

1

][
1

2

]2 [
1

3

][
0

1

]3

=

[
1

0

][
1

1

]3 [
2

3

][
1

2

]3 [
1

3

][
0

1

]3
.

(4.13)

最後の等式の右辺は整列である．よって，これを図 2 (c)の散乱図Dの（唯一の）整合関係式
とみなすことができる．この整合散乱図をG2型の団散乱図と呼ぶ．Dの台はG2型のG扇と
みなすことができる．ただし，G2型のG扇と対応させるため，同一視MR ' R2を e∗1 7→ e1,

e∗2/3 7→ e2 で与えている．右辺に現れるベクトルがG2型の正ルートであることにも注目する．

上の 3つの例で見たように，五角関係式は，団散乱図，G扇（団代数），そしてルート系の
情報をすべて「知っている」のである．

5. 団散乱図
5.1. 平行部分群と散乱図. 団散乱図を定義するために，さらに準備をする．
引き続き，構造群G = GΩの散乱図を考える．
各 n ∈ N+

prに対して，(3.3)で定めたリー代数 g = gΩの分解
g = gn+ ⊕ gn0 ⊕ gn−,(5.1)

gn0 =
⊕

n′∈N+

{n′,n}=0

gn′ , gn± =
⊕

n′∈N+

{n′,n}≷0

gn′ , gn = QXn(5.2)

を考える．さらに部分 Lie代数 gn0 を
gn0 = g∥n ⊕ g⊥n(5.3)

g∥n =
⊕

n′∈Z>0n

gn′ , g⊥n =
⊕

n′∈N+

{n′,n}=0, n′ ̸∈Z>0n

gn′(5.4)

と分解する．gと同様に gn±，g
∥
n，g⊥n を完備化し，それらに対応するGの部分群をGn

±，G∥n，
G⊥n とおく．特に，G∥nは 3.3節で定めた平行部分群に他ならない．これより，元 g ∈ Gの一
意的な分解

g = gn+(g
∥
ng
⊥
n )g

n
− (gn± ∈ Gn

±, g
∥
n ∈ G∥n, g⊥n ∈ G⊥n )(5.5)

が得られる．そこで，写像（群準同形写像ではない）
ψ : G → S∥ :=

∏
n∈N+

pr

G∥n

g 7→ (g
∥
n)n∈N+

pr

(5.6)

を考える．このとき，次の事実が成り立つ．
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• 0
n⊥

•p∗(n)

内への壁

••

外への壁

図 3. 内への壁と外への壁

定理 5.1 ([GHKK18]). 写像 ψは全単射である．

二つの全単射 (4.7)，(5.6)を組み合わせると，任意の h = (hn) ∈ S∥に対して整合散乱図の
同値類が一意的に定まる．その任意の代表元をD(h)とおく．
散乱図D(h)（の同値類）の特徴づけを与えるため，加群準同形写像

p∗ : N → MR

n {·, n}
(5.7)

を導入する．ただし，{·, n}はN 上の反対称形式の線形拡張である．
〈n, p∗(n)〉 = {n, n} = 0(5.8)

より，p∗(n) ∈ n⊥であることに注意する．

定義 5.2 (内への壁/外への壁). 壁w = (d, g)nに対して，p∗(n) ∈ dが成り立つときwを内へ
の（incoming）壁と呼び，p∗(n) 6∈ dが成り立つときwを外への（outgoing）壁と呼ぶ（図 3）．

例えば，壁 (n⊥, g)nは内への壁である．
散乱図Dに対して，Dのすべての内への壁からなるDの部分集合をDinとおく．この概念

を用いて，散乱図D(h)は以下のように特徴付けられる．

定理 5.3 ([GHKK18]). 任意の h = (hn) ∈ S∥に対して，
Din = {(n⊥, hn)n | n ∈ N+

pr}(5.9)

となる整合散乱図Dが同値を除き一意的に存在する．また，そのようなDはD(h)と同値と
なる．

5.2. 団散乱図. 準備が整ったので，いよいよ団散乱図の定義を与える．
Bを任意の r× r反対称化可能整数行列とする．行列Bを，r× r正整数対角行列∆と r× r

反対称有理行列 Ωにより
B = ∆Ω(5.10)

と分解する．例えば，Bの反対称化子Dに対して，適当な正整数 λをかけて λD−1が正整数
対角行列になるようにすると，∆ = λD−1，Ω = λ−1DBは上の分解を与える．また，上の分
解は一意的ではないが，任意の分解を一つ選ぶことにする．
行列 Ω = (ωij)と補助データN および e1, . . . , er から，今まで述べたように散乱図の構造

群G = GΩが定まる．
一方，行列∆ = diag(δ1, . . . , δr)から以下の新たなデータが定まる．
• N の部分群N◦ = ⊕r

i=1Zδiei．
• N◦の双対群M◦ = Hom(N◦,Z) = ⊕r

i=1Zδ
−1
i e∗i．ただし，e∗1，· · ·，e∗r ∈M は e1, . . . ,

erの双対基底である．包含関係M ⊂M◦ ⊂MRに注意する．
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• 各 n ∈ N+ に対して，δ(n)n ∈ N◦ となる最小の正の有理数 δ(n)を nの正規化因子
（normalization factor）という．例えば，δ(ei) = δiである．また，任意の n ∈ N+と
正整数 tに対して，δ(tn) = t−1nが成り立つ．

定理 5.3において

hn =

Ψ[ei]
δi n = ei,

id n 6= ei (i = 1, . . . , r)
(5.11)

とおくと，以下の定理が得られる．

定理 5.4 ([GHKK18]). 任意の δ1, . . . , δr ∈ Z>0に対して，

Din = {(e⊥i ,Ψ[ei]
δi)ei | i = 1, . . . , r}(5.12)

となる整合散乱図Dが同値を除き一意的に存在する．

この定理にもとづき，団散乱図が定義される．

定義 5.5. B を任意の r × r反対称化可能整数行列として，B = ∆Ωを (5.10)における分解
とする．このとき，定理 5.4により同値を除き一意的に定まる構造群GΩの散乱図D = D(B)

をBに付随する団散乱図（cluster scattering diagram（CSD））という．

注意 5.6. Bの異なる分解B = ∆′Ω′に対しては構造群の同形GΩ ' GΩ′ が存在し，得られる
団散乱図はこの同形のもとで分解 B = ∆Ωに対する団散乱図と同一視できる．したがって，
団散乱図D(B)は本質的にBのみに付随して定まる．

5.3. ランク 2の団散乱図と整列補題. 団散乱図の定義が与えられたので，あらためてランク
2の場合を吟味する．簡単のため，B = Oの場合を除く．このとき，2× 2反対称化可能行列
Bとその分解を

B =

(
0 −δ1
δ2 0

)
=

(
δ1 0

0 δ2

)(
0 −1
1 0

)
= ∆Ω (δ1, δ2 ∈ Z>0).(5.13)

としても一般性を失なわない．行列 Ωは (4.8)と同じものに取ったことに注意する．この B

に対する内への壁の条件を分かりやすく言い直そう．(5.7)の準同形写像 p∗は，終域を縮小し
て準同形写像

p∗ : N →M◦(5.14)

ともみなせる．p∗の上の基底 e1, . . . , erおよび δ−11 e∗1, . . . , δ
−1
r e∗r に関する表現行列をA = (aij)

とおくと，

aij = 〈δiei, p∗(ej)〉 = {δiei, ej} = δiωij = bij(5.15)

となり，表現行列はBで与えられる．よって，(5.13)のBの符号から，n ∈ N+
prの像 p∗(n)は

e∗1，e∗2に関する第二象限（原点を除く境界を含む）に属することがわかる．したがって，今
の場合には，壁が内への壁であるための必要十分条件は壁の台 dが第二象限（原点を除く境界
を含む）と交わりを持つことである．
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そこで，図 2の 3つの整合散乱図をあらためて見ると，それぞれ (δ1, δ2) = (1, 1)，(2, 1)，
(3, 1)に対して条件 (5.12)をみたすことがわかる．したがって，それらは対応する行列B(

0 −1
1 0

)
,

(
0 −1
2 0

)
,

(
0 −1
3 0

)
(5.16)

に付随する団散乱図であることがわかった．一般に，有限個の壁からなる散乱図を代表元に
持つ団散乱図を有限型（of finite type）という．式 (5.13)のBに対して，D(B)が有限型にな
る必要十分条件は δ1δ2 ≤ 3であることがわかっていて，これは対応する団代数A(B)が有限
型となる条件とも一致する．
以下では非有限型 δ1δ2 ≥ 4の場合を考えよう．任意の壁元 gはΨ[n]c（n ∈ N+, c ∈ Q）の

無限積で表されることを思い出そう．すると，内向きの壁に対する条件 (5.12)より，有限型
の場合と同様に，団散乱図D(B)の整合条件は

Ψ[e2]
δ2Ψ[e1]

δ1 = Ψ[e1]
δ1(· · · )Ψ[e2]

δ2 (右辺はΨ[n]cの整列積)(5.17)

という形をしていなければならない．したがって，以下のことが問題となる．
• このような関係式は任意の δ1，δ2に対して存在するか？
• 存在するならば有限型と同様に五角関係式を適用して得られるか？

以下の定理は両方の問に対する肯定的な答を与える．

定理 5.7 (整列補題（Ordering Lemma）[Nak21b]). ランク2の場合に，任意のΨ[n]δ(n)（n ∈ N+）
の有限反整列積は，可換関係式 (3.18)と五角関係式 (3.19)を（必要ならば無限回用いて）Ψ[n]δ(n)

（n ∈ N+）の（無限かもしれない）整列積に直すことができる．

この定理の証明は具体的な整列のアルゴリズムを与え，そのアルゴリズムが途中で実行不
可能にならないことを示すことにより得られる．例えば，積Ψ[e2]

1/2Ψ[e1]は五角関係式で整
列不可能な反整列積であり，計算過程でこのような積が決して出てこないことを示す必要が
ある．また，アルゴリズムを SageMathのプログラムにしたものが [Nak21b]により与えられ
ていて，具体的な整列積の形を計算機で（計算時間が許す範囲で）任意の次数まで求めること
ができる．
非有限型団散乱図は，さらにアフィン型（δ1δ2 = 4）と非アフィン型（δ1δ2 ≥ 5）に分類さ

れる．それぞれの場合の例を見てみよう．

例 5.8 (A
(1)
1 型団散乱図). ここでは (δ1, δ2) = (2, 2)の場合（A(1)

1 型）について述べる．まず
結果を述べると，整合関係式は[

0

1

]2 [
1

0

]2
=

[
1

0

]2 [
2

1

]2 [
3

2

]2
· · ·

∞∏
j=0

[
2j

2j

]22−j

· · ·

[
2

3

]2 [
1

2

]2 [
0

1

]2
(5.18)

で与えられる．対応する団散乱図の台は図 4 (a)に図示したものになる．この整合関係式自体
は [Rei09, GPS10, Rea20]などによりすでにいろいろな方法で知られていた結果を二重対数
元で書き直しものである．また，これが五角関係式から得られることの直接の証明は [Mat21]

による．今の場合，n ∈ N+
prに対して δ(n) = 2，また δ((2j , 2j)) = 21−j であることに注意を

する．
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····
(a) A

(1)
1

····
(b) A

(2)
2 (c) 非アフィン型

図 4. ランク 2の無限型団散乱図の例．

以下では，五角関係式を (5.18)の右辺が無限積となる理由を発見的に説明する．まず，有
限型の場合と同様に， 左辺に五角関係式を適用ことにより，関係式[

0

1

]2 [
1

0

]2
=

[
1

0

][
1

1

]2 [
1

2

][
1

0

][
1

1

]2 [
1

2

][
0

1

]2
.(5.19)

が得られる．この積は [1, 2]と [1, 0]の反整列積を含み，まだ整列化されていない．また，n′ =
(1, 2) と n = (1, 0)に対して，{n′,n} = 2であることにも注意する．まず，最初の近似として
mod G>3による近似を考える．すると，[1, 2]と [1, 0]は可換であり，あとは五角関係式を適
用して [

0

1

]2 [
1

0

]2
≡

[
1

0

]2 [
2

1

]2 [
1

1

]4 [
1

2

]2 [
0

1

]2
mod G>3(5.20)

を得る．これは確かに (5.22)と適合している．
次に，より高次の近似を得るために，反整列積 [1, 2][1, 0]に対して五角関係式 (3.19)で c = 2

としたものを適用する．構造を見やすくするため，記号 [n1, n2]2 := [n1, n2]
1/2 を用いると，

関係式 [
1

2

][
1

0

]
=

[
1

2

]2
2

[
1

0

]2
2

=

[
1

0

]
2

[
2

2

]2
2

[
3

4

]
2

[
1

0

]
2

[
2

2

]2
2

[
3

4

]
2

[
1

2

]2
2

.(5.21)

を得る．これは関係式 (5.19)と同じ構造を持つことに注意する．そこで，次の近似として，
mod G>7による近似を考える．すると，[3, 4]と [1, 0]は可換であり，あとは c = 2に対する
五角関係式を適用して[

1

2

][
1

0

]
≡

[
1

0

]2
2

[
3

2

]2
2

[
2

2

]4
2

[
3

4

]2
2

[
1

2

]2
2

=

[
1

0

][
3

2

][
2

2

]2 [
3

4

][
1

2

]
mod G>7.(5.22)

を得る．さらに，これを (5.19) に代入して，再び c = 1に対する五角関係式を適用して[
0

1

]2 [
1

0

]2
≡

[
1

0

]2 [
2

1

]2 [
3

2

]2 [
4

3

]2 [
1

1

]4 [
2

2

]2 [
3

4

]2 [
2

3

]2 [
1

2

]2 [
0

1

]2
mod G>7(5.23)

を得る．これは確かに (5.22)と適合している．mod G>2ℓ−1で以上の操作を繰り返すことに
より，(5.22)に収束する関係式が順次得られる．

(δ1, δ2) = (1, 4)，(4, 1)（A(2)
2 型)の場合も同様である．(δ1, δ2) = (1, 4)の団散乱図の台を

図 4 (b)に図示する．
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例 5.9 (非アフィン無限型団散乱図). δ1δ2 ≥ 5（非アフィン無限型）の場合は，整合関係式は
非常に複雑となり，一般的な公式はまだ知られていないが最も興味深い．(δ1, δ2) = (3, 3)の
場合はD(B)の台は図 1で提示したものであるが，比較のため図 4 (c)に再掲する．これは非
アフィン無限型の典型例であり，他の場合も同様の状況が起こると考えられている．一般に，
同一視MR ' R2，e∗1/δ1 7→ e1, e

∗
2/δ2 7→ e2のもとで，Badlandsの境界（図 4 (c)の赤い線の

傾き）は
δ1δ2 ±

√
δ1δ2(δ1δ2 − 4)

−2δ2
(5.24)

で与えられ，Badlandsの内部の全ての有理傾きに対する壁が現れることが予想されていて
[GHKK18]，δ1 = δ2の場合には実際に正しいことが示されている [DM21]．実際の状況を見る
には，前述の SageMathのプログラム [Nak21b]が有効である．このプログラムにより，例え
ばmod G>7での整合関係式[

0

1

]3 [
1

0

]3
≡

[
1

0

]3 [
3

1

]3([
5

2

]9 [
2

1

]9 [
4

2

]18 [
3

2

]39 [
4

3

]204 [
1

1

]9 [
2

2

]18

×

[
3

3

]54 [
3

4

]204 [
2

3

]39 [
1

2

]9 [
2

4

]18 [
2

5

]9)[
1

3

]3 [
0

1

]3
.

(5.25)

が得られる．ここで，括弧の中が Badlandsの内部に対応する．これを見ると，Badlands内
の壁に対応する次数 7以下の全ての n ∈ N+に対する二重対数元が現れている．これは上に
予想されている有理傾きに対する壁が現れるという性質よりさらに強い性質であるが，今の
ところ様々な δ1, δ2に対する全ての計算例で反例はなく，一般に成り立つことが予想される．

6. 団散乱図の正実現
6.1. 団散乱図の正実現の構成. 既に述べたように，一般に，壁元を二重対数元Ψ[n]の有理べ
きの無限積で表すことができるが，団散乱図においてはベキ cを特別な正有理数に限ることが
できる．
定理 6.1 ([GHKK18]). 任意の r× r反対称化可能整数行列に対して，すべての壁元がΨ[n]δ(n)

（n ∈ N+）の積であるような（一意的ではない）団散乱図D(B)が存在する．
特に，Ψ[n]δ(n)の負べきが出ないことが重要であり，このような団散乱図D(B)を団散乱図の

正実現（postive realization）という．必要に応じて壁元を分解して，すべての壁元をΨ[n]δ(n)

（n ∈ N+）とすることも可能である．また，正実現の台は，同値な散乱図の台の中で最小の
台を持つ．
以下では [GHKK18]による正実現の構成を，[GHKK18]の大筋に従いつつ，その一部（[GHKK18]

において perturbation trick及び change of lattice trickと呼ばれる議論）を整列補題に置き
換えて与えることにする．
構成に先立って以下の重要な概念を導入する．

定義 6.2 (継目). (1). 散乱図Dの壁w1 = (d1, g1)n1，w2 = (d2, g2)n2 に対して，台の交わり
j = d1 ∩ d2の次元が r − 2のとき，jを継目（joint）という.

(2). 継目 jに対して，
Nj = {n ∈ N | 〈n, j〉 = 0} ⊂ N(6.1)
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と定める．反対称形式 {·, ·}のNjへの制限が 0となるとき，jは平行（parallel），そうでない
とき，jは垂直（perpendicular）という．（したがって，(1)の継目 jが平行となる必要十分条
件は {n1, n2} = 0である．）

位相的な理由により，散乱図Dの整合性は，レベル ℓへの還元Dℓの各継目の周りの閉曲
線に関するmod G>ℓでの整合性に帰着される．

構成 6.3 (正実現の構成 [GHKK18, Nak21b]). 散乱図Dℓを次数 ℓに関して帰納的に与え，極
限D = limℓ→∞Dℓで正実現を与える．
ステップ 1．D1を以下で与える．

D1 = {(e⊥i ,Ψ[ei]
δi)ei | i = 1, . . . , r}.(6.2)

ステップ 2．（これはステップ 3の特別な場合であるが，明瞭さのために重複を厭わずに述
べる．）D1の各垂直継目 j = e⊥i ∩ e⊥j に対して，必要なら iと jを取り替えて {ej , ei} = c > 0

とする．δjc = {δjej , ei} = bij は整数であり，同様に，δicも整数である．そこで，五角関係
式 (3.19)を用いて，

Ψ[ej ]
δjΨ[ei]

δi = (Ψ[ej ]
1/c)cδj (Ψ[ei]

1/c)cδi

≡ Ψ[ej ]
δiΨ[ei + ej ]

cδiδjΨ[ei]
δj mod G>2

(6.3)

を得る．ここで，σ(j,−p∗(ei + ej))を継目 jと−p∗(ei + ej)の張る錐とする．jに対して，外
向きの壁

(σ(j,−p∗(ei + ej)),Ψ[ei + ej ]
cδiδj )ei+ej(6.4)

を新たに加えて，得られる散乱図をD2とおく．
ステップ 3．散乱図Dℓが与えられたする．必要ならばDℓの壁の台を分割して，Dℓの相異

なる継目は交わるならば互いの境界でしか交わらないと仮定して良い．Dℓの各垂直継目 jに
対して，N+

j = Nj ∩N+，N+
j,pr = Nj ∩N+

prとおく．このとき，ẽ1, ẽ2 ∈ N+
prで以下をみたす

ものが一意的に存在する．
N+

j ⊂ Q≥0ẽ1 ⊕Q≥0ẽ2, {ẽ2, ẽ1} > 0.(6.5)

この ẽ1と ẽ2を基準として，Dℓにおいて jを含む壁のうち第 2象限に現れるものの壁元の積の反
整列積を考え，それを整列補題を用いて整列積で表す．そして，その中でちょうどdeg(tn) = ℓ+1

となるような壁元Ψ[tn]sδ(tn)に対して，それぞれ外向きの壁
(σ(j,−p∗(n)),Ψ[tn]sδ(tn))n(6.6)

を新たに加えて，得られる散乱図をDℓ+1とおく．
ステップ 4． 最後に極限D = limℓ→∞Dℓを取ると求める正実現が得られる．

このようにして得られる散乱図Dは各垂直継目の周りで整合的であることは作り方からわ
かる．さらに，Dと定理 5.4で存在がわかっている団散乱図D(B)との「差」を調べることに
より，各平行継目の周りでも整合的であることがわかる，というのが [GHKK18]の構成と論
証の巧みな点である．
上の構成を逆転させることにより，団散乱図の構造に関する次の基本的事実が同時に得ら

れる．



団代数と団散乱図 17

e⊥1

e⊥2 e⊥3

C+

(a) A3

e⊥1

e⊥2 e⊥3

C+

(b) A
(1)
2

e⊥1

e⊥2 e⊥3

C+

(c) 非アフィン無限型

図 5. ランク 3の団散乱図の例．

定理 6.4 ([Nak21b]). 団散乱図の任意の整合関係式は，可換関係式と五角関係式を（必要なら
無限回）適用して自明なもの（g = g）に還元できる．

6.2. ランク 3の団散乱図の例. 上で述べた正実現の構成を忠実にたどることにより，簡単な場
合にランク 3の団散乱図の例を実際に構成することが可能である．詳細は [Nak21b]に譲り，
ここでは典型的な 3つの場合の団散乱図の台の図示のみを与える（図 5）．なお，これらの図
はMR ' R3における散乱図をR3内の単位球面に射影し，さらに焦点 (−1,−1,−1)/

√
3から

平面に立体射影をしたものである．したがって，曲線が壁でそれらの交点が継目である．ま
た，正確な射影図ではなく，トポロジカルな概形である．

(a)．有限型 (A3型）：B =

0 −1 0

1 0 −1
0 1 0

. （図 5 (a)）．

(b)．アフィン型 (A
(1)
2 型）：B =

0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0

.（図 5 (b)）．赤い壁は図 4 (a)のランク 2

の赤い壁に相当する．
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図 6. ランク 3の Badlandsの未完成図 （[Nak21b]から転載）. これは，図 5

(c)のグレーの部分を拡大したものである．3桁の数字は法ベクトルを表し，ま
た継目に書かれている数字は正実現の構成において継目を生成する二つの壁の
法ベクトル n1，n2に対する |{n2, n1}|の値である．

(c)．非アフィン無限型：B =

0 −1 0

1 0 −2
0 2 0

. （図 5 (c)をおよび図 6）．図 5 (c)における

グレーの領域を拡大したものが図 6である．また，図 6のグレーの領域がランク 3における
Badlandsの未完成図である．未完成図と断ったのは Badlandsの境界はフラクタル図形とな
るため，正確な境界を描ききることができないからである．また，フラクタル図形になるの
は，ランク rが 3以上の場合に，G扇をパラメタライズする正則 r木グラフ Trがフラクタル
図形であるからである．

6.3. 団代数への応用. 最後に団散乱図の団代数との関係および団代数への応用について結果
のみを駆け足でまとめる．
まず定理 6.1の正実現の構成（およびその他のこと）を用いて，以下が示される．

定理 6.5 (団散乱図の変異不変性（mutation invariance），[GHKK18]). 任意の反対称化可能
整数行列 Bとその変異 B′に対して，最小台を持つ団散乱図をD(B)とD(B′)とする．この
とき，Supp(D(B))と Supp(D(B′))は適当な区分線形変換で移り合う．
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Supp(B)

12

3 4
5

←→
12

3 4

5 ←→

Supp(B′)

1 2

34

5

図 7. 団散乱図の変異不変性：A2型の例.

例 6.6. A2 型の例を考える．B =

(
0 −1
1 0

)
に対して，例えば 1方向の変異 B′ = µ1(B)は

B′ = −B で与えられる．これに対する団散乱図 Supp(D(B))と Supp(D(B′))の間の区分線
形変換は図 7で与えられたものとなる．ここでD(B)の第 2象限がD(B′)の第 1象限に対応
していることに注意をする．

一般に，B の変異を繰り返して得られる団散乱図の正象限 C+に対応する錐が，区分線形
変換のもとで Supp(D(B))における部屋（chamber）として次々と隣接して現れ，扇をなす．
これをD(B)における部屋構造（chamber strucutre）という．これより，さらに以下の事実
が示される．

定理 6.7 ([GHKK18]). (a)．G扇∆G(B)も Supp(D(B))と同じ区分線形変換による変異不
変性を持つ．

(b)．G扇∆G(B)の次元 r− 1の錐の和集合は，極小台を持つ団散乱図D(B)の台に部屋構
造を保ちながら埋め込まれる．

(c)．G扇∆G(B)の次元 r − 1の錐の法ベクトル（cベクトル）は，(b)の埋め込みのもと
で対応する団散乱図D(B)の壁の法ベクトルと（正負を除き）一致する．

上の定理の (c)より以下が直ちに得られる．

定理 6.8 (C行列の符号同一性（sign-coherence）[GHKK18]). 団代数のC行列の各列ベクト
ル（cベクトル）は，正または負ベクトルである．

また定理 6.7 (b)の埋め込みの帰結として，団代数 A(B)の団変数の初期団変数に関する
Laurent多項式表示は，団散乱図D(B)におけるテータ関数（theta functions）と呼ばれるも
のの特別なものとみなすことができる．（これは楕円関数論におけるテータ関数とは無関係で
ある．）一方，テータ関数は折れ線（broken line）と呼ばれる幾何的組合せ論的対象を用いて
記述され，これと定理 6.1の正実現を組み合わせてテータ関数の係数の正値性が示される．こ
れより，以下が得られる．

定理 6.9 (団変数の Laurent正値性（Laurent positivity）[GHKK18]). 団代数の任意の団変
数の初期団変数に関する Laurent多項式表示の 0でない係数は全て正である．

以上見たように，団代数（団パターン）を団散乱図の一部とみなすことにより，これまで
未解決であった団代数理論における主要な未解決問題が自然な形で解決された．そして，今
後この見方をさらに深めることにより，団代数に対するより概念的・内在的理解と定式化が得
られることを筆者は大いに期待している．
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Sci. de l’École Norm. Sup. 42 (2009), 865–930; arXiv:math/0311245 [math.AG].

[FZ02] S. Fomin and A. Zelevinsky, Cluster algebras I. Foundations, J. Amer. Math. Soc. 15 (2002),

497–529 (electronic); arXiv:math/0104151 [math.RT].

[FZ03] , Cluster algebras II. Finite type classification, Invent. Math. 154 (2003), 63–121;

arXiv:math/0208229 [math.RA].

[FZ07] , Cluster algebras IV. Coefficients, Compositio Mathematica 143 (2007), 112–164;

arXiv:math/0602259 [math.RT].

[GHKK18] M. Gross, P. Hacking, S. Keel, and M. Kontsevich, Canonical bases for cluster algebras, J. Amer.

Math. Soc. 31 (2018), 497–608; arXiv:1411.1394 [math.AG].

[GPS10] M. Gross, R. Pandharipande, and B. Siebert, The tropical vertex, Duke Math. J. (2010), no. 153,

297 – 362; arXiv:0902.0779 [math.AG].

[GS11] M. Gross and B. Siebert, From affine geometry to complex geometry, Annals of Math. 174 (2011),

95–138; arXiv:math/0703822.

[Jac79] N. Jacobson, Lie algebras, Dover Publications, New York, 1979.

[KS06] M. Kontsevich and Y. Soibelman, Affine structures and non-Archimedean analytic spaces, Prog.

Math. 244 (2006), 321–385; arXiv:math/0406564.

[KS14] , Wall-crossing structures in Donaldson-Thomas invariants, integrable systems and mirror

symmetry, Homological mirror symmetry and tropical geometry, Lect. Notes Unione Ital., vol. 15,

Springer, 2014, pp. 197–308; arXiv:1303.3253 [math.AG].

[Mat21] K. Matsushita, Consistency relations of rank 2 cluster scattering diagrams of affine type and the

pentagon relation, 2021, arXiv:2112.04743 [math.QA].

[Nak21a] T. Nakanishi, Cluster algebras and scattering diagrams, Part II. Cluster patterns and scattering

diagrams, 2021, preliminary draft for a monograph, arXiv:2103.16309 [math.CO].

[Nak21b] , Cluster algebras and scattering diagrams, Part III. Cluster scattering diagrams, 2021,

preliminary draft for a monograph; arXiv:2111.00800 [math.CO].

[Rea14] N. Reading, Universal geometric cluster algebras, Mathematische Zeitschrift 277 (2014), 499–547;

arXiv:1209.3987.

[Rea20] , A combinatorial approach to scattering diagrams, Algebraic Combinatorics 3 (2020),

603–636; arXiv:1806.05094 [math.CO].

[Rei09] M. Reineke, Poisson automorphisms and quiver moduli, J. Inst. Math. Jussieu 9 (2009), 653–667,

arXiv:0804.3214 [math.RT].



非半単純モジュラーテンソル圏

芝浦工業大学 清水健一

はじめに. Turaev によって導入されたモジュラーテンソル圏 [Tur94, BK01] は, 2次元の有理的共形場理論

や 3次元の位相的量子場の理論の研究から見いだされた代数的構造であり, ある種の有限性と非退化性を満た

す　
・
半
・
単
・
純　なリボン圏として定義される. モジュラーテンソル圏からは 3次元の位相的量子場の理論を構成する

ことができ, 特に閉 3次元多様体の不変量や閉曲面の写像類群の射影表現が得られる. このような低次元トポ

ロジーに動機がある研究の他にも, 1の冪根における量子群の表現圏の ‘半単純化’として得られる圏や, テン

ソル圏の研究において重要な Drinfeld center などがモジュラーテンソル圏の例となっており, このような純

代数的な観点からの研究も盛んである. また, 近年では, トポロジカル相や, 量子計算の立場からも研究されて

いるようである [RW18]. さて, それらに興味がある読者にとっては申し訳ないことであるが, 本稿は上述のよ

うな研究の解説を目的としない. 本稿が主題とするのは, Lyubashenko [Lyu95a, Lyu95b, Lyu95c] によって

導入された　
・
非
・
半
・
単
・
純　なモジュラーテンソル圏である.

誤解のないように強調しておけば, 半単純なモジュラーテンソル圏の研究において解決すべき問題はまだま

だたくさんある. それにも関わらず我々が非半単純な設定を考えるのは, 純粋に数学的に興味深いからという

理由もあるが, 実際に表現論, 位相的量子場の理論, 共形場理論などに由来する様々な動機および例があるとい

うことも述べておきたい. Lyubashenko [Lyu95c] によって示されているように, 1の冪根 q における小さな

量子群 uq(g) の表現圏は, q の位数に関する適当な仮定の下で半単純ではないモジュラーテンソル圏になって

いる. このような例の何らかの重要な側面を, モジュラーテンソル圏の理論によって照らし出すことはできな

いだろうか. 低次元トポロジーにおいては, テンソル圏を用いて結び目や多様体の不変量を構成する理論があ

るが, これらの理論で実例として用いられる圏は半単純であることが多い. 半単純ではないモジュラーテンソ

ル圏から, 新しい種類の不変量が得られないだろうか. 有理的とは限らない共形場理論から, 半単純ではないモ

ジュラーテンソル圏が生じるのではないかという期待もある.

Lyubashenko [Lyu95a, Lyu95b, Lyu95c] は, 非半単純モジュラーテンソル圏を定式化し, そのような圏か

ら閉 3次元多様体の不変量や閉曲面の写像類群の射影表現が得られることを示している. 有限テンソル圏の一

般論 [EO04, EGNO15] が整備されて後, 非半単純モジュラーテンソル圏の研究は大きく進展した. 本稿では,

そのような研究に基づく Lyubashenko のモジュラー性の特徴づけ [Shi19] を紹介した後, ホップ代数的な手

法を用いた非半単純モジュラーテンソル圏の構成法を与える [Shi19, LW22b]. 紙数の関係上, 簡単な解説のみ

に留めるが, 共形場理論と関連すると思われる新しい構成方法 [GLO18, Neg21, LW22a] や, Lyubashenko の

不変量を修正して位相的量子場の理論に拡張するという結果 [DRGG+22, DRGG+23] も紹介する.

謝辞. 本稿は, 第 67回代数学シンポジウムにおける筆者の講演に基づいたものです. 主催者の方々, 特に講演

の機会を与えていただいた群論・表現論分野のプログラム責任者である東京女子大学の山内博さん, 名古屋大

学の柳田伸太郎さんの両氏には, この場を借りて厚く御礼申し上げます.
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記号. 本稿を通して, k は代数閉体とし, 特に断りのない限り, ベクトル空間は k 上のものを考える. 単に代数

といえば, k 上の単位的かつ結合的な多元環を意味する. 代数 A に対し, A-mod で有限次元左 A-加群の圏を

表す. 余代数とは, 余結合律および余単位律を満たす線形写像 ∆ : C → C ⊗k C (余積), ε : C → k (余単位)

が与えられているベクトル空間 C である. 余代数の余積を表示するために,

∆(c) = c(1) ⊗ c(2), ∆(c(1))⊗ c(2) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3) = c(1) ⊗∆(c(2))

のような Sweedler 記法を用いる.

1 半単純モジュラーテンソル圏

1.1. テンソル圏. まずはじめに ‘テンソル圏’ という語について説明しておきたい. この語は, 現状, 文献に

よって様々な意味で使われているが, 我々は [EGNO15] の意味でこの語を用いる. その場合に最も基本となる

例は, 群 G の有限次元表現の圏 C := kG-mod であろう. この圏の対象 X と Y が与えられたとき, それらの

テンソル積 X ⊗k Y は g · (x⊗ y) = gx⊗ gy (g ∈ G, x ∈ X, y ∈ Y ) で与えられる作用によって圏 C の対象
となる. また, X の双対空間 X∗ = Homk(X, k) は, (g · ξ)(x) = ξ(g−1x) (g ∈ G, ξ ∈ X∗, x ∈ X) で与えら

れる作用によって圏 C の対象となる. この ‘双対表現’に付随して, 線形写像

evalX : X∗ ⊗k X → k, ξ ⊗ x 7→ ξ(x), coevX : k→ X ⊗k X
∗, c 7→ c

m∑
i=1

xi ⊗ xi (1.1)

が定義される (ただし {xi}mi=1 は X の基底, {xi} は {xi} の双対基底である). 線形写像 evalX (evaluation)

と coevX (coevaluation) は C の射となっていることに注意しよう. テンソル圏というのは, このような設定

を代数的に抽象化したものである.

定義 1.1 ([EGNO15]). 局所有限アーベル圏 (locally finite abelian category) とは, 体 k 上の線形アーベル
圏であって, すべての対象の長さが有限であり, Hom 空間がすべて有限次元となっているようなもののことで

ある. テンソル圏 (tensor category) とは, 双線形関手 ⊗ : C × C → C, 対象 1 ∈ C および自然同型

aX,Y,Z : (X ⊗ Y )⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), ℓX : 1⊗X → X, rX : X ⊗ 1→ X (X,Y, Z ∈ C)

が与えられた局所有限アーベル圏 C であって, 以下の条件を満足するものである.

(1) 自然同型 a, ℓ および r は, 五角形公理および三角形公理を満たす.

(2) 各対象 X ∈ C は左双対対象 X∗ を持つ.

(3) 対応 X 7→ X∗ によって与えられる反変関手 C → C は反圏同値である.

(4) 単位対象 1 は C の単純対象である.

竹内 [Tak77] の結果により, 局所有限アーベル圏というのは, ある余代数の上の有限次元余加群の圏と同値

なものとして特徴づけられる [EGNO15, Theorem 1.9.15]. 条件 (2) における X の左双対対象というのは,

ある等式を満たす C の射 evalX : X∗ ⊗X → 1 と coevX : 1 → X ⊗X∗ が存在するということを以って特

徴づけられる C の対象 X∗ である. 条件 (3) は, 各対象 X が右双対 (つまり, X を左双対とするような対象)

を持つことと同値である. 基礎体 k は代数閉体と仮定しているため, 条件 (4) から HomC(1,1) ∼= k が従う.

テンソル圏の定義について, より詳しくは [EGNO15, Definition 4.1.1] を参照いただきたい.
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例 1.2 (ホップ代数). 体 k 上の双代数 (bialgebra) とは, 余代数の構造を持った代数であり, 余積と余単位が

代数射となっているようなもののことである. H を双代数とする. 左 H-加群 X と Y に対し, X ⊗k Y は

h · (x⊗ y) = h(1)x⊗ h(2)y (h ∈ H,x ∈ X, y ∈ Y )

によって定義される作用によって左 H-加群となる. また, ベクトル空間 1 := k を余単位によって左 H-加群

にすることができる. X, Y , Z を左 H-加群とするとき, ベクトル空間の自然な同型

aX,Y,Z : (X ⊗k Y )⊗k Z → X ⊗k (Y ⊗k Z), ℓX : 1⊗k X → X, rX : X ⊗k 1→ X (1.2)

は H-加群の射となっている. この構造により, 有限次元 H-加群の圏は, テンソル圏の公理から双対の存在に

関する事柄を除いたものを満たす.

ベクトル空間 Homk(H,H) は, 畳み込み積 f ∗ g := ∇ ◦ (f ⊗ g) ◦∆ (f, g ∈ Homk(H)) によって代数とな

る (ただし ∇ : H ⊗k H → H は H の積から誘導される線形写像である). 畳み込み積に関する idH の逆元を

対合射 (antipode) と呼び, 本稿では S : H → H で表す. 対合射を持つ双代数をホップ代数 (Hopf algebra)

と呼ぶ. ホップ代数の簡単な例として群 G の群環 kG がある. これは, ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1

(g ∈ G) によって与えられる構造射によってホップ代数となる. Lie 代数 g の普遍包絡環 U(g) や, アフィン

代数群スキーム G の座標環 O(G) もホップ代数である. ある種の g や G に対しては, U(g) や O(G) にパラ
メータ q を入れて変形した量子包絡環 Uq(g) や量子座標環 Oq(G) と呼ばれるホップ代数も定義されており,

重要な研究対象である.

さて, H をホップ代数とし, X を有限次元左 H-加群とする. このとき X∗ は (h ·ξ)(x) = ξ(S(h)x) (h ∈ H,

ξ ∈ X∗, x ∈ X) によって定義される作用と, 式 (1.1) によって定義される線形写像 evalX と coevX によっ

て X の左双対対象となる. 一般には S は全単射とは限らないため [Tak71], 対応 X 7→ X∗ が反圏同値であ

ることは保証されない. しかし, S が全単射でないホップ代数は, むしろ構成するのが難しいくらいである. S

の全単射性を仮定しておけば, 有限次元左 H-加群の圏はテンソル圏となる. H の有限次元性, 代数としての

可換性, 余代数としての可換性のいずれかを仮定すれば, H の対合射は全単射となることを附記しておく.

例 1.3. G を群とする. G で次数付けられた有限次元ベクトル空間と, その間の G-次数付けを保つような線形

写像からなる圏を VecG とする. この圏の対象 X =
⊕

g∈GXg, Y =
⊕

g∈G Yg に対し, テンソル積 X ⊗k Y

を (X ⊗k Y )g =
⊕

g=pqXp ⊗ Yq (g ∈ G) によって G-次数付きベクトル空間とする. このテンソル積とベク

トル空間の自然な同型 (1.2) により, VecG はテンソル圏となる. なお, 左双対対象は, 双対ベクトル空間の上

に (X∗)g = (Xg−1)∗ (g ∈ G) によって次数付けを入れたものとなる.

実は, 圏 VecG をテンソル圏にする方法は他にもある. 関数 ω : G×G×G→ k× を用意し, VecG の対象

X, Y , Z に対して線形写像 aωX,Y,Z : (X ⊗k Y )⊗k Z → X ⊗k (Y ⊗k Z) を

aωX,Y,Z((x⊗ y)⊗ z) = ω(p, q, r)x⊗ (y ⊗ z) (p, q, r ∈ G, x ∈ Xp, y ∈ Yq, z ∈ Zr)

で定義する. この自然同型 aω = {aωX,Y,Z} が五角形公理を満たすための必要十分条件は

ω(p, q, r) · ω(pq, r, s)−1 · ω(p, qr, s) · ω(p, q, rs)−1 · ω(q, r, s) = 1 (p, q, r, s ∈ G),

つまり ω が 3-cocycle 条件を満たすことである. これに加えて, ω は正規化条件 ω(g, 1, h) = 1 (g, h ∈ G) も
満たすとしておく. このとき圏 VecG は, 上で定義した自然同型 aω と, ベクトル空間の圏と同じ ℓ と r に

よってテンソル圏となる [EGNO15, Example 2.3.8].
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群や Lie 代数の表現論では, (X ⊗k Y )⊗k Z と X ⊗k (Y ⊗k Z) は区別されず, 単に X ⊗k Y ⊗k Z などと

書かれる. 上のような例を扱う場合は, このような略記の導入は危険である. それにも関わらず, テンソル圏の

一般論を展開する際には, 自然同型 a, ℓ, r は恒等射であると仮定されることが多い. Mac Lane のコヒーレン

ス定理 [ML98] により, どんなテンソル圏も, a, ℓ, r が恒等射であるようなテンソル圏と (テンソル圏として)

同値になるからである. これを踏まえて, 以降では, a, ℓ, r は恒等射であると仮定する.

1.2. リボン・テンソル圏. 絡み目 (link) とは, 有限個の円周 S1 を R3 へ埋め込んだもののことである. 連結

成分がひとつであるような絡み目を結び目 (knot) という. 量子群の表現からジョーンズ多項式をはじめとす

る結び目や絡み目の不変量を構成することができるが, リボン・テンソル圏とは, このような理論の背景にあ

る圏論的な構造を抽出したものである. はじめから結び目などを考えるのは大変だから, まずは組みひも的な

構造を持ったテンソル圏について述べる.

定義 1.4. C をテンソル圏とする. 自然同型 σX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X (X,Y ∈ C) で,

σX⊗Y,Z = (σX,Z ⊗ idY )(idX ⊗ σY,Z), σX,Y⊗Z = (idY ⊗ σX,Z)(σX,Y ⊗ idZ) (X,Y, Z ∈ C)

を満たすものを C の組みひも構造 (braiding) と呼ぶ. 組みひも構造が与えられたテンソル圏を組みひもテン

ソル圏 (braided tensor category) と呼ぶ*1.

Bn を n 本のひもからなる組みひもの群とし, σi ∈ Bn (i = 1, · · · , n− 1) を, i 番目のひもと (i+ 1) 番目

のひもが, (i+ 1) 番目のひもを上にして交差しているような組みひもとする. 絵で描くと,

σi =

1 2

· · ·

i i+ 1

· · ·

n

∈ Bn.

C を組みひもテンソル圏とし, σ をその組みひも構造とする. C の対象 V から, 組みひも群の表現

Bn → AutC(V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n

), σi 7→ idV ⊗ · · · ⊗ idV︸ ︷︷ ︸
i−1

⊗ σV,V ⊗ idV ⊗ · · · ⊗ idV︸ ︷︷ ︸
n−i−1

(1.3)

が得られる. もう少し一般的に, 各成分が C の対象でラベル付けられているような組みひもは, C の射として
解釈することができる. (1.3) は, すべての成分が V でラベル付けられている場合である.

円周の代わりに, 有限個のアニュラス S1 × [0, 1] を R3 へ埋め込んだものを枠付き絡み目 (framed link) あ

るいはリボン (ribbon) と呼ぶ. 組みひもテンソル圏に構造を追加し, 組みひもだけではなく, リボンも射とし

て解釈できるようにしたものがリボン・テンソル圏である.

定義 1.5. リボン・テンソル圏 (ribbon tensor category) とは,

θX⊗Y = σY,XσX,Y (θX ⊗ θY ), (θX)∗ = θX∗ (X,Y ∈ C)

を満たす自然同型 θX : X → X (X ∈ C) が与えられた組みひもテンソル圏 C である. 自然同型 θ は C の捻
り同型 (twist) などと呼ばれる.

*1 組みひも圏と呼んでもよいと思うが, 本稿では [EGNO15] の意味でのテンソル圏になっていることを常に仮定してしまっている
ので, わざわざ組みひもテンソル圏と書くことにした. すぐ後に出てくるリボン・テンソル圏についても, 事情は同じである.
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図 1 リボンの捻り

X
Y

Z

↑ ↓ ↓ ↓ X∗ ⊗ Y ⊗X ⊗ Z

X∗ ⊗X ⊗ Y ⊗ Z

1⊗ Z ⊗ Y

idX∗⊗σY ,X⊗idZ

evalX⊗σ−1
Z,Y

図 2 リボン (の一部) をリボン圏における射として解釈する

捻り同型は, 図 1のような, リボンの ‘捻り’と理解される. 図 2にようにして, 各成分がリボン・テンソル圏

C の対象でラベル付けられた向きの付いたリボンを, C の射として解釈することができる. この方法により, 対

象 V ∈ C をとるごとに, 向きのついたリボン L の不変量 IV (L) ∈ HomC(1,1) ∼= k が得られる. 例えば V

が単純対象である場合など, θV が idV の定数倍になっているときは, 不変量 IV (L) の構成方法を捻り数を用

いて少し修正することで向きのついた絡み目の不変量を構成できる.

群 G に対する kG-mod は, σX,Y (x⊗ y) = y ⊗ x によって定義される写像を組みひも構造とする組みひも
圏である. この組みひも圏においては σY,XσX,Y = idX⊗Y が成り立つことに注意せよ. このような組みひも

圏は対称テンソル圏 (symmetric tensor category) と呼ばれており, とても重要なクラスなのであるが, こと

結び目不変量の構成などを目的とする場合には興味深いものとは言えない. 対称テンソル圏というのは, ひも

の交差の上下を区別しない設定であり, その状況においては, すべての結び目はほどけてしまう.

例 1.6. 半単純 Lie 代数 g に付随する量子群 Uq(g) の有限次元表現の圏は, 対称テンソル圏 U(g)-mod の変

形とみなせるような, リボン・テンソル圏の構造を持つ. 圏 Uq(g)-mod の単純対象 (つまり Uq(g) の有限次元

既約表現) から, 上で説明した方法によって絡み目不変量が構成される. 例えば g = sl2 とし, Uq(sl2) の自然

表現をとれば, Jones 多項式が得られる. 解説としては, [Tur94, Kas95] などを参照されたい.

後で紹介する構成の材料として, リボン・テンソル圏の簡単な例を与えておこう.

例 1.7. G を群とし, 例 1.3のテンソル圏 VecG を考える (簡単のため, 3-cocycle ω : G×G×G→ k× は自
明なものをとる). もし G が非可換なら, VecG は組みひもテンソル圏になり得ない. そこで, G は可換である

とする. 関数 β : G×G→ k× を用意し, 自然同型 σβ
X,Y : X ⊗k Y → Y ⊗k X (X,Y ∈ VecG) を

σβ
X,Y (x⊗ y) = β(g, h)y ⊗ x, (g, h ∈ G, x ∈ Xg, y ∈ Yh)

で定義する. この σβ が VecG の組みひも構造を与えるための必要十分条件は,

β(pq, r) = β(p, r)β(q, r), β(p, qr) = β(p, q)β(p, r) (p, q, r ∈ G) (1.4)

である. 条件 (1.4) を満たす β をひとつ選び, VecG を β から誘導される組みひも構造によって組みひもテン

ソル圏とみる. 対象 X ∈ VecG に対して θX : X → X を θX(x) = β(g, g)x (g ∈ G, x ∈ Xg) で定義すれば,

θ は VecG の捻り同型となる.

1.3. モジュラーテンソル圏. 単純対象の同型類の個数が高々有限であるような半単純テンソル圏をフュー

ジョン圏 (fusion category) と呼ぶ. C をリボン・フュージョン圏とし, その単純対象の完全代表系を {Vi}i∈I

とする. 図 3のような, 対象 Vi と Vj でラベル付けされたホップ絡み目 (正確には, それを捻りのない, 向きの
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Vi Vj

図 3 ホップ絡み目

ついたリボンとしてみたもの) の不変量を Sij ∈ k とする. 行列 S = (Sij) を C の S-行列と呼ぶ. C が対称
テンソル圏であるときは, Sij の計算の際にホップ絡み目は ‘ほどけて’ しまい, S の階数は 1 となる. このよ

うな状況の対極にあるのがモジュラーテンソル圏である.

定義 1.8. 可逆な S-行列を持つリボン・フュージョン圏をモジュラーテンソル圏 (modular tensor category

[Tur94, BK01]) と呼ぶ.

モジュラーテンソル圏からは, モジュラー群 SL2(Z) の射影表現が構成される. このことは, モジュラーテ

ンソル圏が ‘モジュラー’ と呼ばれることの所以とされる [BK01, Remark 3.1.3]. 具体的には, C をモジュ
ラーテンソル圏とし, その単純対象の完全代表系を {Vi}ni=1 とする. S を C の S-行列とする. 行列 T を, そ

の (i, i) 成分 θi が θVi = θi · idVi によって与えられるような n 次の対角行列とする. このとき,

SL2(Z)→ PGLn(k),
(
0 −1
1 0

)
7→ S,

(
1 1
0 1

)
7→ T (1.5)

によって SL2(Z) の射影表現が定義される [BK01, Chapter 3]. さらに, S と T を適当に正規化すれば, 射影

でない通常の表現にすることもできる.

モジュラー群 SL2(Z) はトーラス S1 × S1 の写像類群である. 射影表現 (1.5) は, 実は, より大きなトポロ

ジー的構造の一角である. これを説明するために, コボルディズムの圏 Cobd (d = 1, 2, 3, · · · ) を導入しよう.

この圏の対象は向き付けられた閉 (d− 1) 次元多様体である. Σ と Σ′ をこの圏の対象とする. 向き付けられ

た d 次元多様体 M と向きを保つ微分同相写像 ϕ : ∂M → Σ tΣ′ の組 (M,ϕ) を Σ から Σ′ へのコボルディ

ズム (cobordism) という (ここで Σ は Σ の向きを逆にしたものを意味する). Σ から Σ′ への射は, コボル

ディズムの適当な同値関係に関する同値類である. コボルディズム Σ→ Σ′ と Σ′ → Σ′′ を間の Σ′ において

張り合わせることでコボルディズム Σ→ Σ′′ が得られるが, これが圏 Cobd における射の合成を定義する. こ

の圏の恒等射は Σ× [0, 1] の類である.

d-次元の位相的量子場の理論 (topological quantum field theory, TQFT) とは, 圏 Cobd からベクトル空

間の圏への関手であって, 多様体の非交和をベクトル空間のテンソル積に写すなどの代数的な性質を満足する

ものである. d 次元の TQFT τ : Cobd → Vec が与えられたとすると,

(1) 向き付けられた閉 d 次元多様体の不変量が得られる. 実際, そのような多様体 M は Cobd における射

M : ∅ → ∅ とみなせる. TQFT の公理によって τ(∅) = k であるため, τ(M) : τ(∅)→ τ(∅) は k の要
素とみなせる. これが M の不変量となる.

(2) 向き付けられた閉 (d − 1) 次元多様体 Σ の写像類群 MCG(Σ) の表現が得られる. 実際, 微分同相

f : Σ → Σ に対し, 多様体 Mf = Σ × [0, 1] を考え, これを ϕ(x, 0) = x ∈ Σ, ϕ(x, 1) = f(x) ∈ Σ に

よってコボルディズム Mf : Σ→ Σ にする. f の同値類に対して τ(Mf ) : τ(Σ)→ τ(Σ) を対応させる
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ことで, MCG(Σ) の表現が得られる.

モジュラーテンソル圏に対して中心電荷 (central charge [BK01, Remark 3.1.20]) と呼ばれる有理数が定義

される. 中心電荷がゼロであるモジュラーテンソル圏からは, 3次元 TQFTが構成される. 中心電荷がゼロで

ないときに同様の構成をすると, 射の合成が上手く保たれず, 厳密には上で定義した意味での TQFTではない

ものになってしまう (TQFT with anomaly). それでも閉曲面の写像類群の射影表現が得られることは示され

る. この構成において, 特に閉曲面としてトーラスをとったものが (1.5) である. モジュラーテンソル圏を用

いた TQFTの構成について, これ以上の詳しいことについては [Tur94] や [BK01] を参照されたい.

モジュラーテンソル圏の重要な例として, 有理的な頂点作用素代数の表現圏がある (Huang-Lepowsky に

よる解説 [HL13]). また, 1 の冪根における量子群の表現圏を ‘半単純化’ して得られる圏も重要な例である

[BK01]. これらについて解説することは筆者の力量を超えるため, ここでは割愛し, 以下では比較的簡単な例

を紹介するに留める. 以下の例は, 後で紹介する構成の材料であったり, 雛形であったりする.

例 1.9. 基礎体 k は標数 0 の代数閉体であるとする. G を有限アーベル群とし, 条件 (1.4) を満たす関数

β : G × G → k× を選ぶ. VecG は β から誘導される組みひも構造によってリボン・テンソル圏となるの

であった (例 1.7). G の要素 g によって次数付けられた 1 次元ベクトル空間を kg で表すとき, {kg}g∈G は

VecG の単純対象の同型類の完全代表系である. S-行列の (g, h) 成分は Sg,h = β(g, h)β(h, g) と計算される.

G∨ で G の指標群を表す. 指標の直交関係より, VecG がモジュラーテンソル圏となることと,

ϕ(g)(x) = β(g, x)β(x, g) (g, x ∈ G) で定義される写像 ϕ : G→ G∨ は全単射である (1.6)

ということが同値であることが分かる.

例 1.10 (Drinfeld center). テンソル圏 C に対し, C の Drinfeld center と呼ばれる圏 Z(C) が以下のよ
うにして定義される. この圏の対象は, C の対象 V と, 組みひも構造の定義と類似の等式を満たす自然同型

cX : V ⊗X → X ⊗ V (X ∈ C) からなる組 (V, c) である. この圏の射 f : (V, c) → (W,d) は, 任意の対象

X ∈ C に対して (f ⊗ idX)cX = dX(idX ⊗ f) を満たすような C の射 f : V →W である. 圏 Z(C) は,

(V, c)⊗ (W,d) = (V ⊗W, (c(−) ⊗ idW )(idV ⊗ d(−))) ((V, c), (W,d) ∈ Z(C))

によって定義されるテンソル積と σ(V,c),(W,d) = cW によって定義される組みひも構造によって組みひもテン

ソル圏となる.

テンソル圏 C において, 二重同型をとることによって定義される関手 (−)∗∗ はテンソル関手となる. 恒等関

手から (−)∗∗ へのテンソル関手としての同型 jX : X → X∗∗ (X ∈ C) で, 任意の対象 X ∈ C に対して

evalX∗(jX ⊗ idX∗)coevX = evalX∗∗(jX∗ ⊗ idX∗∗)coevX∗

を満たすものが与えられているとき, C は trace-spherical [BW99, DSPS20] であるという*2. 基礎体 k が標
数 0の代数閉体であり, C が trace-spherical なフュージョン圏であるとき, Z(C) はモジュラーテンソル圏と
なる [Müg03a, EGNO15].

*2 非半単純な設定での TQFT に関する研究に基づき, [DSPS20] では, [BW99] で導入された spherical という性質の定義を修正
することが提案された. [DSPS20] では, 修正前の [BW99] の定義を trace-spherical, 修正後の定義を spherical と呼んでおり,

我々はこの用語法に従っている. 半単純性な設定では, これらの条件は同値なので, 気にしなくてもよい.
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例 1.11. H を有限次元ホップ代数とする. H 上の (left-left*3) Yetter-Drinfeld (YD) 加群とは, 左 H-加

群であると同時に左 H-余加群でもあるようなベクトル空間 M であって, Yetter-Drinfeld 条件

h(1)m(−1) ⊗ h(2)m(0) = (h(1)m)(−1)h(2) ⊗ (h(1)m)(0) (h ∈ H,m ∈M) (1.7)

を満たすもののことである (ただし, 左 H-余作用を, Sweedler 記法のように m 7→ m(−1) ⊗m(0) と表してい

る). H 上の有限次元 YD 加群の圏を H
HYD で表すことにする. これは, 左 H-加群としてのテンソル積と左

H-余加群としてのテンソル積によってテンソル圏となる. さらに,

σM,N :M ⊗k N → N ⊗k M, σM,N (m⊗ n) = m(−1)n⊗m(0) (M,N ∈ H
HYD,m ∈M,n ∈ N)

によって定義される組みひも構造を持つ. なお, 条件 (1.7)は意味が理解しにくいかもしれないが, 実は σM,N

が H-加群の射であることを要求しているに過ぎない.

C を有限次元左 H-加群の圏とする. 対象 M ∈ H
HYD に対し, 自然同型 cX :M ⊗k X → X ⊗k M (X ∈ C)

を cX(m⊗ x) = m(−1)x⊗m(0) (x ∈ X, m ∈M) で定義する. 実は, 対応 M 7→ (M, c) は組みひもテンソル

圏の同型 H
HYD ∼= Z(C) を与える. ここで基礎体 k は標数 0の代数閉体であり, H は半単純であると仮定しよ

う. このとき, Larson-Radford の定理 [LR88] により, C は trace-spherical なフュージョン圏であるとわか

る. したがって, 例 1.10で紹介した結果より, H
HYD はモジュラーテンソル圏となることがわかる.

2 非半単純モジュラーテンソル圏

2.1. 動機, あるいは期待. 本稿の冒頭で, ‘非半単純’ なモジュラーテンソル圏を研究する動機および理論の

発展に期待されることを述べた. 筆者は主に有限次元ホップ代数と, 関連するテンソル圏の研究をしている.

本稿の主題とは直接的には関係しないのだが, せっかくなので, ホップ代数の研究の立場から非半単純モジュ

ラーテンソル圏を研究する動機を述べておきたい.

Andruskiewitsch-Santos [AFS09] によれば, ホップ代数の概念は Lie 群のコホモロジー論と代数群の理論

に出自を持つとされる. 初期のホップ代数の研究における手法や問題意識も, これらの理論に影響を受けてい

るところが大きかったことであろう. 1980年代半ばに量子群が発見されて以降は, 量子群の理論をハブ港とし

て, 数多くの新手法がホップ代数の理論に輸入された. そのような流れの中, 半単純ホップ代数の研究におい

て, モジュラーテンソル圏に関する結果ないし考え方を用いていくつかの問題が解かれた. しばらくの間, 基礎

体 k は標数 0 の代数閉体であるとし, H は k 上の有限次元半単純ホップ代数とする.

1. H の既約表現の次元は, H の次元を割り切るであろう (Kaplansky’s 6th conjecture). この予想は一般

には未解決であるが, いくつかの部分的解答が与えられている [EG98, CM16]. Etingof-Gelaki [EG98]

は, モジュラーテンソル圏の理論 (特に, テンソル積の分解則を S-行列を用いて記述する Verlinde 公

式 [BK01]) を用いて, H
HYD の既約な対象の次元が H の次元を割り切るということが示した. もし

H-mod が組みひも構造を持つなら, H-mod は H
HYD の部分圏とみなすことができ, 予想が従う.

2. 線形写像 Pn : H → H (n = 0, 1, 2, · · · ) を P0(h) = ε(h)1H (h ∈ H), Pn+1 = idH ∗ Pn で定義する

(ここで ∗ は例 1.2 の中で用いた畳み込み積である). H が有限群 G の群環であるとき, Pn(g) = gn

(g ∈ G) となる. そこで, 有限群の exponent の定義を真似て, exp(H) を線形写像の列 {Pn} の周期と

*3 H-作用の左右, H-余作用の左右で計 4 つのバージョン H
HYD, HYDH , HYDH , YDH

H がある. どれも圏として同型なので, ど
れを選んでも一般論を展開する上では問題ない.
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して定義しよう. Etingof-Gelaki [EG99] は, 列 {Pn} は周期的であり, その周期 exp(H) が dim(H)3

を割り切ることを示した. 周期性の部分は, 実はモジュラーテンソル圏の T-行列が有限位数であること

を主張する Vafa の定理 [BK01] の帰結である.

現在の (半単純とは限らない) ホップ代数の研究において, Yetter-Drinfeld 加群および Drinfeld center は

基本的かつ重要な道具となっている. 上述の Etingof-Gelaki による結果は, 標数 0の代数閉体上の半単純ホッ

プ代数 H に対する Z(H-mod) (∼= H
HYD) がモジュラーテンソル圏であることが本質的に用いられている. こ

のような経緯を踏まえると, 半単純とは限らない有限次元ホップ代数の研究においても, ‘非半単純’なモジュ

ラーテンソル圏の理論をよく理解することが重要なのではないかという予感が生じるのである.

2.2. Lyubashenko の定義. 本稿の冒頭および前節では, 我々が ‘非半単純’モジュラーテンソル圏なるもの

を考えたい動機について述べた. 文献を紐解けば, そのようなものは既に Lyubashenko によって 1990 年代

半ばに導入されている [Lyu95a, Lyu95b, Lyu95c]. 一連の論文の中で, Lyubashenko は ‘非半単純’なモジュ

ラーテンソル圏を定式化し, そのような圏から, 半単純の場合と同様に, 閉 3次元多様体の不変量や閉曲面の写

像類群の射影表現が得られることを示している. ひとまず Lyubashenko によるモジュラーテンソル圏の定義

を紹介しよう. 大きな枠組みとしては, 以下に述べる意味での有限テンソル圏として定式化される.

定義 2.1 ([EGNO15]). 単純対象の同型類の個数が高々有限個であり, すべての対象が射影被覆を持つような

局所有限アーベル圏を有限アーベル圏 (finite abelian category) と呼ぶ*4. 有限アーベル圏であるようなテン

ソル圏を有限テンソル圏 (finite tensor category) と呼ぶ.

モジュラーテンソル圏を, 組みひも構造が何らかな意味で ‘非退化’であるような, 半単純とは限らない有限

リボン・テンソル圏として定義したい. S-行列は半単純性がなくても定義可能であるが, 非退化性の良い指標

であるとは言い難い. 例えば標数 p > 0 で位数 p の巡回群 Cp の表現圏を考えると, 単純対象は自明表現のみ

であり, S-行列は 1 × 1 行列 (1) である. この行列は可逆であるが, kCp-mod は対称テンソル圏であるから,

本来モジュラーなものと対極に位置するべきもののはずである.

Lyubashenko の非退化性条件を説明するためには, 少々の圏論的技巧を要する.

(1) まずはじめに, テンソル圏において様々な代数的対象を定義できることに注意しておきたい. 例えば,

テンソル圏 C における代数とは, いくつかの等式を満たすような射 mA : A ⊗ A → A (‘積’) および

uA : 1 → A (‘単位元’) が与えられた C の対象 A である. A と B を C における代数とする. もし C
が組みひも構造 σ を持つならば, A⊗B は積

A⊗B ⊗A⊗B idA⊗σB,A⊗idB−−−−−−−−−−−−−→ A⊗A⊗B ⊗B mA⊗mB−−−−−−−−−→ A⊗B (2.1)

と単位元 uA ⊗ uB : 1 = 1⊗ 1→ A⊗B によって C の代数となる. このように代数のテンソル積が定

義されることを使って, 組みひもテンソル圏における双代数およびホップ代数が定義される.

(2) 次に, 淡中双対理論の基本的なアイデアと, その一般化について触れておく. H をホップ代数とし, C を
有限次元右 H-余加群の圏とする. C からベクトル空間の圏への忘却関手を U とするとき, H は

H ∼=
∫ X∈C

U(X)∗ ⊗k U(X)

*4 Lyubashenko の論文では, ‘bounded abelian category’ と呼ばれている. 有限アーベル圏は, ある有限次元代数の上の有限次元
加群の圏と同値であるような線形圏として特徴づけられる [EGNO15, §1.8].
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として復元される (ここで, 積分記号は, ある種の余極限として定義される余エンド [ML98] を意味す

る). これが, いわゆる淡中再構成である. このプロセスにおいては, C がホップ代数の余表現の圏であ
ることや, U の値域がベクトル空間の圏であることはあまり本質的ではない. 実際, テンソル圏 C から
組みひも構造を持つテンソル圏 V へのテンソル積を保つような完全関手 U : C → V が与えられたと
き, 余エンド H :=

∫X∈C
U(X)∗ ⊗ U(X) は, V の ind-completion [KS06] におけるホップ代数となる

(なお, C の有限性を仮定すれば, H ∈ V となり, ind-completion は不要である). このようにして関手

U からホップ代数 H を構成する手続きのことを, もはや何かを再構成しているわけではないというこ

とから, ここでは淡中構成と呼ぶことにしよう.

さて, C を組みひも有限テンソル圏 (つまり, 組みひも構造が与えられた有限テンソル圏) とする. C 上の恒
等関手に対して淡中構成を適用することで, C におけるホップ代数 F :=

∫X∈C
X∗ ⊗X を得る. さらに, F の

ホップ代数としての構造と整合的なペアリング ω : F⊗ F→ 1 が, 射の族

X∗ ⊗X ⊗ Y ∗ ⊗ Y
idX∗⊗σY ∗,XσX,Y ∗⊗idY−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ X∗ ⊗X ⊗ Y ∗ ⊗ Y evalX⊗evalY−−−−−−−−−−−−→ 1 (X,Y ∈ C)

から誘導される. この射を絵で描くとホップ絡み目の上側を切り取ったようなものになっており, S-行列の残

り香を感じられるかもしれない.

定義 2.2. C, F および ω を上の通りとする. 射の合成

F = F⊗ 1 idF⊗coevF−−−−−−−−−−→ F⊗ F⊗ F∗ ω⊗idF∗−−−−−−−−→ 1⊗ F∗ = F∗

が同型射であるとき, C の組みひも構造は非退化であるという. 非退化な組みひも構造と捻り同型を持つ有限

テンソル圏をモジュラーテンソル圏*5と呼ぶ.

後で説明するように, C が半単純である場合は, 定義 2.2は S-行列を用いた定義 1.8と同値である. 以降, ‘モ

ジュラーテンソル圏’ という語は定義 2.2の意味で用いることとし, 定義 1.8のものは ‘半単純モジュラーテン

ソル圏’ と呼んで区別することにしよう. なお, 定義 2.2では F のホップ代数構造は使われていない. 本稿で

は説明しないが, ホップ代数としての構造は, モジュラーテンソル圏から閉 3次元多様体の不変量や閉曲面の

写像類群の射影表現を構成する際に必要となる.

例 2.3 (ホップ代数の場合 [KL01, §7.4.6]). H を有限次元ホップ代数とし, 有限テンソル圏 C = H-mod を考

える. C の組みひも構造は, 普遍 R-行列 (universal R-matrix) と呼ばれる H ⊗kH の要素と 1対 1に対応し

ている. そこで, 以下では普遍 R-行列 R =
∑

i ai ⊗ bi ∈ H ⊗k H が与えられているとし, 対応する C の組み
ひも構造を σ とする. 具体的には,

σX,Y : X ⊗k Y → Y ⊗k X, σX,Y (x⊗ y) =
∑
i

biy ⊗ aix (X,Y ∈ C, x ∈ X, y ∈ Y ).

H の双対空間 H∗ は自然なホップ代数構造を持ち, 左 H-加群は右 H∗-余加群と同一視される. 淡中双対の考

え方をなぞると, 余エンド F =
∫X∈C

X∗ ⊗k X はベクトル空間として H∗ と同一視でき, さらに H の F へ
の作用 ▷ は 〈h ▷ f, h′〉 = 〈f, S(h(1))h′h(2)〉 (f ∈ F, h, h′ ∈ H) で与えられることが分かる. F のホップ代数
としての構造は割愛する. ペアリング ω は普遍 R-行列を用いて

ω : F⊗k F→ k, ω(f ⊗ g) =
∑
i,j

〈f, aibj〉〈g, S(biaj)〉 (f, g ∈ F) (2.2)

*5 = perfect modular category [Lyu95c, Definition 2.2.2] = modular category [KL01, Definition 5.2.7].
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によって与えられる. つまり, ω の非退化性は (H,R) の factorizability [RSTS88, Sch01] と同値である.

さて, ひとまず非退化性の判定条件を具体的に書き下すことはできたが, 実際に非自明な例を与えるのは簡

単ではない. Lyubashenko は, 単純 Lie代数 gに付随する ‘小さな’量子群 uq(g) の表現圏が, 1 の冪根 q の

位数に関する適当な条件の下でモジュラーテンソル圏となることを示している [Lyu95c]. g = sl2 の場合に,

uq(g) とその普遍 R-行列がどのようなものになるのか紹介しよう. 基礎体 k は標数 0 の代数閉体であるとす

る. N > 1 を奇数とし, q ∈ k を 1 の原始 N 乗根とする. uq(sl2) は, 関係式

KE = q2EK, KF = q2FK, EF − FE =
K −K−1

q − q−1
, EN = FN = 0, KN = 1

を満たす E, F , K によって生成される代数に対し,

∆(E) = E ⊗K + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 +K−1 ⊗ F, ∆(K) = K ⊗K

によって一意的に定まるホップ代数構造を与えたものとして定議される. このホップ代数 uq(sl2) は,

R =
1

N

N−1∑
i,j,k=0

(q − q−1)k

[k]q!
qk(k−1)/2+2k(i−j)−2ijEkKi ⊗ F kKj ∈ uq(sl2)⊗k uq(sl2)

(ただし [0]q! = 1, [k]q! = [k]q · [k − 1]q! (k = 1, 2, · · · ), [k]q =
qk − q−k

q − q−1
)

で与えられる普遍 R-行列を持つ [Kas95, IX.7]. この R に対してペアリング (2.2) は非退化となるのである

が, そもそも R が普遍 R-行列であるということからして明らかではない. 本稿では, その計算を追ってみる

ようなことはしない. ここで R をきちんと書いてみたのは, むしろ問題の複雑さを実感していただくためで

ある.

2.3. 非退化性の特徴づけ. 前節で紹介した Lyubashenko による非退化性の定義は, S-行列を用いた半単純モ

ジュラーテンソル圏の定義と随分と乖離している. モジュラーテンソル圏の理論に踏み込む際にまず問題とな

るのが, この定義の難しさかもしれない. 例 2.3で紹介したように, ホップ代数の表現圏の場合には余エンドや

ペアリング ω を具体的に表示することはできる. しかし, これも例 2.3で見たように, 実際に ω の非退化性を

確認することは簡単とは限らない. ホップ代数の表現圏とは限らない, 一般的な設定の場合には, そもそも余エ

ンドの具体的な表示が知られていないかもしれない.

このような問題意識を踏まえて, ここでは, Lyubashenko の非退化性条件と同値な条件を紹介したい. まず

は, 定義 2.2 と S-行列との関係性について説明しておこう. C を組みひも有限テンソル圏とし, F と ω をモ

ジュラーテンソル圏の定義で用いたものとしよう. ペアリング ω により, 線形写像

Ω : HomC(1,F)→ HomC(F,1), a 7→ ω ◦ (a⊗ idF) (a ∈ HomC(1,F))

が誘導される. さて, C の単純対象の同型類の代表系を {Vi}i∈I としよう. C が半単純であるとき, 余エンド F
は C の対象として

⊕
i∈I V

∗
i ⊗ Vi と同型となる (この表示は分かりやすく感じられるかもしれないが, 余エン

ドとしての普遍性を使いたいときには難儀するため, 一長一短がある). 線形写像 Ω の始域と終域は, この直和

分解に関する良い基底を持っており, その基底に関する Ω の行列表示が S-行列となっているのである. C が
半単純ではない場合は, Ω の始域と終域の良い基底は知られておらず, Ω の行列表示として標準的なものがあ

るというわけではない. しかし, それでも写像 Ω の可逆性を考えることはできるだろう.
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Lyubashenko の非退化性の複雑な定義は, 果たして ‘良い’ ものなのであろうか. 例えば, S-行列の観点から

は, むしろ上で導入した写像 Ω の可逆性こそを ‘非退化性’ と呼ぶべきかもしれない. 本稿では詳しくは延べ

ないが, Schneider [Sch01] の factorizable Hopf algebra に関する結果を受け, Etingof らは組みひも有限テ

ンソル圏の factorizability という条件を導入した [ENO04]. これも組みひも構造の ‘非退化性’ を意識した条

件のひとつである. もうひとつの ‘非退化性’ 条件として, Müger center を用いたものを紹介する.

定義 2.4. C を組みひもテンソル圏とし, その組みひも構造を σ とする. 充満部分圏

C′ = {T ∈ C | σX,TσT,X = idT ⊗ idX for all X ∈ C}

を C の Müger center と呼ぶ.

単位対象 1 の有限直和に同型な対象は, いつでも C′ に属する. C′ の対象がそのようなもの以外にないとき,

C の Müger center は自明であるということにする. C が対称テンソル圏であるということは, C′ = C であ
ることと同値である. 組みひも構造の非退化性は, 要するに ‘対称テンソル圏とは程遠い’ と言いたいわけだか

ら, Müger center が自明となる場合に相当するのではなかろうか. Müger [Müg03b] は, 半単純な設定では,

その推察が実際に正しいということを示している.

Lyubashenko の非退化性条件は, そこから閉 3次元多様体の不変量や閉曲面の写像類群の射影表現が得ら

れると既にわかっているため, ‘良い’ ものであると考えたい. しかしながら, 定義を満たしているかどうかの確

認の難しさや, 半単純の場合との比較から, 他の非退化性条件に目移りしてしまうかもしれない. さて, それで

は, どの条件が ‘正しい’のだろうか. 結局どれでも良いというのが以下の定理の主張である.

定理 2.5 ([Shi19]). 組みひも有限テンソル圏 C に対し, 以下の条件は同値である.

1. C は Lyubashenko の意味で非退化である.

2. C は [ENO04] の意味で factorizable である.

3. C の Müger center は自明である.

4. 上で導入した線形写像 Ω : HomC(1,F)→ HomC(F,1) は全単射である.

これらの条件の同値性は, 半単純の場合には良く知られていたことである [EGNO15]. この定理を証明

するためには, Lyubashenko がモジュラーテンソル圏の基礎理論を築いた時点ではまだ存在していなかっ

た様々な手法が必要である. 中核となるのは Etingof-Ostrik によって築かれた有限テンソル圏の基礎理論

[EO04, EGNO15] であるが, それに加えて, Hopf monad [BV07, BV12, BLV11] の理論や, テンソル圏にお

ける指標理論 [Shi17b] などが必要となる.

この定理により, 組みひも有限テンソル圏の非退化性の確認が大幅に簡単になる場合がある. 例えば, C を有
限テンソル圏とする. 上の定理と [ENO04] の結果を合わせると, Drinfeld center Z(C) の組みひも構造は非
退化であるとわかる. Z(C) がモジュラーであると言い切るに足りないのは, これが捻り同型を持たない (つま

りリボンでない) ことがあるからである. Z(C) の捻り同型は, Kauffman-Radford の Drinfeld double に関す

る結果 [KR93] を一般化する形で, [Shi16, Shi17a] において分類された. それらの結果をまとめると,

定理 2.6. C が [DSPS20] の意味で spherical ならば, Z(C) はモジュラーテンソル圏である.

Müger は, 例 1.10で紹介した半単純モジュラーテンソル圏の Drinfeld center による構成方法を, 半単純と

は限らない場合に拡張することができるかと問うている [Müg10, Open Problem (7)]. 上の定理は, この問題

に対する肯定的な解答を与える.
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3 小さな量子群のモジュラー性

3.1. 組みひも Yetter-Drinfeld 加群. 定理 2.6は有限テンソル圏の Drinfeld center がモジュラーテンソ

ル圏となるための十分条件を与える. この結果は自明なものではないのだが, 半単純モジュラーテンソル圏の

研究においては, Drinfeld center は例として基本的なものであり, むしろ Drinfeld center として得られない

ようなものに興味があるという状況である. これを踏まえると, 定理 2.6 は, 非半単純なモジュラーテンソル

圏の研究の出発地点に立ったに過ぎないという感じがある. ここでは, 非退化な組みひも有限テンソル圏の,

Drinfeld center 以外の構成方法を与えよう.

我々の目標となるのは小さな量子群 uq(g) である. ここでは Sommerhäuser [Som96] や Majid [Maj99] の

構成を, テンソル圏の理論の立場から見直したものを使う. まず, C を組みひも有限テンソル圏とし, その組み

ひも構造を σ とする. 例 1.11でホップ代数上の YD 加群を導入したが, Bespalov [Bes95] により, C におけ
るホップ代数に対しても YD 加群が定義されている.

定義 3.1 (= a crossed module [Bes95, Definition 2.6]). B を C におけるホップ代数とする. B 上の組みひ

も YD 加群とは, 左 B-加群の構造 aM : B ⊗M →M および左 B-余加群の構造 δM :M → B ⊗M が与え

られた対象 M ∈ C であって, Yetter-Drinfeld 条件

(∇⊗ idM )(idH ⊗ σM,B)(δMaM ⊗ idB)(idB ⊗ σB,M )(∆⊗ idM )

= (∇⊗ aM )(idB ⊗ σB,B ⊗ idM )(∆⊗ δM )
(3.1)

を満たすようなものである (ここで, ∇ : B ⊗B → B と ∆ : B → B ⊗B は, それぞれ, ホップ代数 B の積と

余積である). B
BYD(C) で B 上の YD 加群の圏を表す.

C が有限次元ベクトル空間の圏のとき, 条件 (3.1) は (1.7) になり, B
BYD(C) は例 1.11の意味での YD 加

群の圏となる. 例 1.11を一般化する形で, B
BYD(C) は組みひも有限テンソル圏であることが示される. そこで

B
BYD(C) の Müger center (定義 2.4) を計算すると,

定理 3.2 ([Shi19]). B
BYD(C) の Müger center と, C のそれは, 圏同値である.

定理 2.5と 3.2から, C の組みひも構造が非退化であり, さらに B
BYD(C) が捻り同型を持つならば, B

BYD(C)
はモジュラーテンソル圏となるということがわかる. B

BYD(C) の捻り同型が存在するための十分条件も知られ
ている. C における B-加群の圏を B-modC で表す. この圏は, B のホップ代数構造から誘導されるテンソル

積によって有限テンソル圏となる. Laugwitz [Lau20] によれば, B
BYD(C) は B-modC の ‘relative Drinfeld

center’ として表すことができる. 定義より, それは Z(B-modC) の充満部分圏である. したがって,

補題 3.3. もし Z(B-modC) が捻り同型を持てば, B
BYD(C) も捻り同型を持つ.

ここまでの話をまとめると, 以下のような構成が得られる. C を非退化な組みひも構造を持つ有限テンソル
圏とし, B を C におけるホップ代数とする. このとき, 定理 3.2より, B

BYD(C) は非退化な組みひも構造を持
つ有限テンソル圏である. もし Z(B-modC) が捻り同型を持つならば, B

BYD(C) はモジュラーテンソル圏で
ある. なお, 前章の終わりで言及したが, Drinfeld center の捻り同型は [Shi16, Shi17a] において分類されて

いる.

この構成の具体例をひとつ見てみよう. 組みひも有限テンソル圏 C が, 有限次元ホップ代数 H 上の左加群

の圏として与えられていたとする. 定義より, 圏 B
BYD(C) の対象は左 H-加群, 左 B-加群および左 B-余加群

の構造を持っている. これらの構造をすべて忘れることにより, B
BYD(C) から Vec への忘却関手が得られる.
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したがって, 淡中双対により, U -mod ≈ B
BYD(C) を満たすホップ代数 U が存在することがわかる. このホッ

プ代数 U は Majid [Maj99] の二重ボゾン化 (double bosonization) という方法によって具体的に記述され

る. それによれば, U はベクトル空間としては U = B∗ ⊗k H ⊗k B のような ‘三角分解’ を持つ (そもそも

Sommerhäuser [Som96] や Majid [Maj99] の目的は, このような三角分解を持つ, 量子群に似たホップ代数を

系統的に構成することであった). テンソル積の左の成分から順に, B
BYD(C) の対象の B-余作用, H-作用, B-

作用を担当していると思うと分かりやすい. U の積と余積は複雑であるが, B-余作用, H-作用, B-作用が満た

すべき整合性の条件から自然に導かれるものである. B
BYD(C) は組みひも構造を持つから, U は普遍 R-行列

を持つ. それも Majid [Maj99] の方法によって具体的に記述される.

例 3.4. 例 2.3で紹介した uq(sl2) が, ここまでの話の中でどのように理解されるのかを説明したい. 基礎体 k
は標数 0の代数閉体であるとする. N > 1 を奇数とし, q を 1 の原始 N 乗根とする. G = 〈g | gN = 1〉 とし,

β : G × G → k× を β(gi, gj) = q2ij で定義する. この関数は条件 (1.4) および (1.6) を満たす. テンソル圏

VecG に β によって誘導される非退化な組みひも構造を入れたものを C としよう.

少々唐突に思われるかもしれないが, 代数 B = k[x]/(xN ) を考える. G-次数付けを deg(x) = g で与えるこ

とにより, B は C における代数となる. 代数射 ∆ : B → B ⊗k B を ∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x で定義する (ただ

し B ⊗k B は (2.1) によって与えられる積によって C における代数とみなす). 代数 B は, この余積 ∆ によ

り, C におけるホップ代数になる. 定理 3.2より, B
BYD(C) の組みひも構造は非退化である.

G の指標群を Γ とすれば, C = kΓ-mod とみなせる. したがって, 二重ボゾン化の手法により, テンソル圏

として U -mod ≈ B
BYD(C) であり, ベクトル空間として U = B∗ ⊗k kΓ⊗k B となっているようなホップ代数

U が得られる. 実はこの U が uq(sl2) である. テンソル積分解における B∗, kΓ, B の部分が, それぞれ, KF ,

K, E で生成される uq(sl2) の部分代数に相当する.

3.2. Nichols 代数による一般化. この説では, 前節の uq(sl2) の構成を Nichols 代数の理論に基づいて一般

化する. V を有限次元ベクトル空間とし, Yang-Baxter 方程式

(c⊗ idV )(idV ⊗ c)(c⊗ idV ) = (idV ⊗ c)(c⊗ idV )(idV ⊗ c) (on V ⊗k V ⊗k V )

を満たす V ⊗k V 上の自己同型 c が与えられていると仮定する. このとき, (1.3) において σV,V を c に置き

換えた式により, 組みひも群の表現の系列 ρn : Bn → GL(V ⊗n) (n = 1, 2, · · · ) が得られる. Nichols 代数と

は, この表現によるテンソル代数の ‘対称化’ である. とはいえ, 対称群 Sn と違って Bn は無限群であるから,

定義には少々工夫が必要となる. まず, σ ∈ Sn に対し, その最短表示に現れる基本互換 (i, i + 1) を σi ∈ Bn

に置き換えて得られる組みひも群の要素を σ̂ と書くことにする (この対応 σ 7→ σ̂ は, Matsumoto section と

呼ばれる, Bn から Sn への well-defined な写像を定める). そして,

定義 3.5. 次数付きベクトル空間 B(V, c) =
⊕∞

n=0 Bn(V, c) を,

Bn(V, c) = V ⊗n/Ker(Sc
n), Sc

n =
∑
σ∈Sn

ρn(σ̂) : V
⊗n → V ⊗n (n = 0, 1, 2, · · · )

によって定義する. ベクトル空間 B(V, c) は V 上のテンソル代数の商として次数付き代数となる. この次数

付き代数を (V, c) に付随する Nichols 代数と呼ぶ.

基礎体の標数が 0であるとき, V 上の対称代数は, c が c(x ⊗ y) = y ⊗ x で与えられるときの B(V, c) に

相当する. この意味で, Nichols 代数は対称代数の一般化とみなせるが, 一般には可換代数であるとは限らない
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し, 有限次元になったりすることもある. 例えば, char(k) 6= 2 で c が c(x⊗ y) = −y ⊗ x で与えられるとき,

B(V, c) は V 上の外積代数となる. これに似た例として,

例 3.6. q ∈ k× とする. V = kx を不定元 x で張られる 1 次元ベクトル空間とし, c(x⊗ x) = qx⊗ x で与え
られる線形写像 c : V ⊗ V → V ⊗ V を考えよう. このとき Sc

n を計算してみると,

Sc
n(x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸

n

) =
∑
σ∈Sn

qℓ(σ)x⊗ · · · ⊗ x =

n∏
k=1

(1 + q + · · ·+ qk−1) · x⊗ · · · ⊗ x

となる (ただし ℓ(σ) は σ の最短表示の長さである). q が 1 の冪根でないなら Ker(Sc
n) = 0 であり, した

がって B(V, c) = k[x] (1変数多項式環) である. q の位数が N > 1 のときは, N ≥ n に対して Sc
n = 0 とな

るため, B(V, c) は例 3.4で用いた B = k[x]/(xN ) であることがわかる.

既約余加群がすべて 1次元であるようなホップ代数は点状 (pointed) であるという. Nichols 代数は様々な

分野で現れるが, 本稿の中で重要となるのが Andruskiewitsch-Schneider による有限次元点状ホップ代数の分

類に関する研究 [AS10] である. H を有限次元点状ホップ代数とする. このとき, H の余根基 (余代数に対す

る Jacobson 根基のようなもの) から定まるフィルトレーションに関する次数付きベクトル空間 gr(H) は, 次

数付きホップ代数となっている. π : gr(H)→ gr0(H) を第 0成分への射影とし,

B := {b ∈ H | (idH ⊗ π)∆(b) = b⊗ 1}, G := {g ∈ H | ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1}

とおく. G は有限群である. Radford [Rad85] と Majid [Maj94, Maj97] の結果より, B は kG
kGYD における

ホップ代数の構造を持ち, gr(H) は B のボゾン化 (bosonization) と同型であることがわかる. H は G の

要素と ‘歪原始元’ と呼ばれる種類の元で生成されると予想されており, 実際にそうなっている場合は, B は

適当な (V, c) の Nichols 代数となる. 現在の有限次元点状ホップ代数の分類プログラムの指導原理は, 端的

に言えば以上の議論の逆である. すなわち, まず (V, σV,V ) に付随する Nichols 代数が有限次元となるよう

な対象 V ∈ kG
kGYD を分類する (ここで σ は kG

kGYD の組みひも構造である). そして, それぞれの V に対し,

B(V, σV,V ) をボゾン化したものの変形をすべて決定するのである.

有限次元 Nichols 代数の研究は, このような背景の下で盛んに行われ, 結果として, 我々は膨大な数の有限次

元 Nichols 代数を得ている. これを踏まえて, モジュラーテンソル圏の構成方法を以下に与えよう.

(1) G を有限アーベル群とし, C = VecG とする.

(2) 条件 (1.4) および (1.6) を満たす β : G×G→ k× を用意し, C に非退化な組みひも構造を入れる.

(3) 対象 V ∈ C で Nichols 代数 B := B(V, σV,V ) が有限次元となるようなものをひとつとる.

(4) B は ∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x (x ∈ V ) によって与えられる余積により, C におけるホップ代数となる.

(5) 組みひも YD圏 B
BYD(C) は非退化な組みひも構造を持つ有限テンソル圏である. 必要なら, 二重ボゾ

ン化の手法により, この圏を実現するホップ代数を構成できる.

(6) もし Z(B-modC) が捻り同型を持つならば, B
BYD(C) はモジュラーテンソル圏である.

このレシピにおける設定の下では, B(V, σV,V ) は ‘対角型’ と呼ばれる種類の Nichols 代数となる. 標数 0の

代数閉体上の有限次元の対角型 Nichols 代数は, Heckenberger によって完全に分類された [Hec09]. 詳細な解

説と関係する膨大なデータが Andruskiewitsch-Angiono [AA17] によって与えられている. それによれば, 有

限次元の対角型 Nichols 代数には, 単純 Lie 代数と関係する標準型, 標数 0 の Lie superalgebra と関係する

スーパー型, 正標数における単純 Lie (super)algebra と関係する (super)modular 型, そして, 未だ何処の星

から来たものなのか判明していない UFO 型と呼ばれる系列がある.
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例 3.7 ([Shi19]; Laugwitz-Walton [LW22b]). 基礎体 k は標数 0の代数閉体であるとする. 例 3.4を一般化

する形で, 小さな量子群 uq(g) を構成する方法を紹介する. A = (aij)i,j=1,··· ,m を有限型カルタン行列とし,

di (i = 1, · · · ,m) を di ∈ {1, 2, 3}, diaij = djaji (i, j = 1, · · · ,m) を満たすものとする. N > 1 を奇数とし,

det(DA) と N は互いに素であると仮定する. 以上のデータを元に, まず有限アーベル群 G を

G = 〈g1, · · · , gm | gNi = 1, gigj = gjgi (i, j = 1, · · · ,m)〉

で定義する. q を 1 の原始 N 乗根とし, 条件 (1.4) を満たす関数 β : G×G→ C× を β(gi, gj) = qdiaij で定

義する. N に関する条件は, β によって与えられる C := VecG の組みひも構造が非退化条件 (1.6) を満たす

ように設定されている.

さて, V を x1, · · · , xm を基底とするベクトル空間とし, deg(xi) = gi (i = 1, · · · ,m) によって G-次数付け

を定める. このとき B := B(V, σV,V ) はカルタン型 (標準型の一種) の Nichols 代数であり, 有限次元である

とわかる (本当のところは, 有限次元 Nichols 代数のリストを眺め, B が有限次元になるようにパラメータを

選んでおいたのである). カルタン行列 A に対応する半単純 Lie 代数を g とする. テンソル圏 B
BYD(C) から

ベクトル空間の圏への忘却関手に対して淡中構成を適用すれば, uq(g) と同型なホップ代数が生じる.

この例について, 2点の補足をしておく.

(1) 本稿ではモジュラーテンソル圏の構成が目的であったため q が 1の冪根である場合を考えた. 1の冪根

でない q に対する Uq(g) も, YD圏を用いた類似の方法によって構成される. この構成の詳細およびテ

ンソル圏の理論からの解釈については, Laugwitz [Lau20] を参照されたい.

(2) 上の例では, 1の冪根 q の位数は奇数であると仮定されている. Lenter-Ohrmann [LO17] は, uq(g) と

その一般化の表現圏の組みひも構造の非退化性を, q の位数が偶数の場合も含めて決定している.

例 3.8. 本章の最後に, Laugwitz-Walton [LW22b, Example 5.18] が, A(1|1) 型ルート系に対応するスー
パー型 Nichols 代数を用いて, 表現圏がモジュラーテンソル圏となるようなホップ代数を構成していることに

触れておきたい. これは, 本章で紹介した構成方法を用いてはじめて発見されたものと思われる. このように,

対角型 Nichols 代数のリストには, まだまだ未知のモジュラーテンソル圏が埋まっているのではないかと思わ

れる.

4 発展的な話題

最後に, モジュラーテンソル圏についての発展的な話題について紹介したい.

4.1. Log-modular quantum groups. G を有限群とし, O(G) = (kG)∗ とする. O(G) は kG-mod にお

ける代数の構造を持つ. ホップ加群の基本定理 [Mon93] によれば, kG-mod における O(G) 加群の圏は Vec

と同値になる. さて, 有限テンソル圏 C が D := kG-mod を部分テンソル圏として含んでいるとする. このと

き C における O(G)-加群の圏 O(G)-modC を考える. 関手 C → O(G)-modC , X 7→ O(G)⊗X による D の
像は, 上述のホップ加群の基本定理より, Vec と同値になる. この意味で, O(G)-modC というのは, C の部分
圏 D を Vec に ‘潰した’ ようなものと思える. この構成は de-equivariantization [DGNO10] と呼ばれる

(群作用による ‘不動点圏’を与える equivariantization の逆になっているためである).

さて, C をリボン・フュージョン圏とする. このとき C の Müger center C′ は対称テンソル圏である. ここ

で, 都合よく, ある有限群 G が存在し, C′ が kG-mod とリボン・テンソル圏として同値であったとしよう. こ
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のとき, C′ ≈ kG-mod を de-equivariantization によって潰してしまうことにより, 新しい半単純モジュラー

テンソル圏が生じる. この構成をモジュラー化 (modularization [Bru00]) と呼ぶ.

Gainutdinov-Lentner-Ohrmann [GLO18] および Negron [Neg21] は, モジュラー化のアイデアを用いて,

対数的共形場理論と関係すると予想されるモジュラーテンソル圏を構成している. これらは, 最早ホップ代数

ではなく, 準ホップ代数 [BCPO19] の表現圏として実現されている. 目的とする準ホップ代数を構成するた

め, [GLO18] では, 例 1.3で紹介した群と 3-cocycle から構成されるテンソル圏における Nichols 代数を用い

ている. このような, ホップ代数の表現圏や YD圏以外のテンソル圏における Nichols 代数は, 純代数的な観

点からも研究の必要があると思われる.

4.2. 局所加群による構成. 共形場理論と関係すると思われるモジュラーテンソル圏のもうひとつの構成方法

として, Laugwitz-Walton [LW22a] による局所加群を用いた方法を紹介する. C を組みひも構造 σ を持つモ

ジュラーテンソル圏とし, A を C における可換代数とする. A 上の局所加群 (= dyslectic module [Par95])

とは, A-modC の対象 M であって, 作用 ρM : A⊗M →M が ρM ◦ σM,A = ρM ◦ σ−1
A,M を満たすものであ

る. 局所 A-加群の圏を A-modlocC で表すことにしよう. 正確な条件は長くなるので説明しないが, A が分離性

などの条件を満たすとき, A-modlocC はモジュラーテンソル圏となる [LW22a].

この構成は, Kirillov-Ostrik [KO02] による局所加群による半単純モジュラーテンソル圏の構成方法を非半

単純な設定へと一般化するものである. 同論文でそのような構成方法が与えられた背景には, 頂点作用素代数

の拡大の理論がある. 同論文によれば, ある種の頂点作用素代数 V の拡大は, V の表現圏における分離性など

の条件を満たす可換代数と対応している (なお, 同論文の設定の元では, V の表現圏は半単純モジュラーテン

ソル圏となる). 局所加群の圏は, 拡大として得られる頂点作用素代数の表現圏として現れる. 同様のことが非

半単純な設定でも成り立つかどうかは, 興味深い問題である.

4.3. 修正トレースとTQFT. Lyubashenko は, 半単純とは限らないモジュラーテンソル圏から, 閉 3次元多

様体の不変量や閉曲面の写像類群の射影表現を構成した [Lyu95a, Lyu95b, Lyu95c]. モジュラーテンソル圏

が半単純である場合は, これらは 3次元 TQFT (with anomaly) の一部となっている. 半単純ではない場合は

どうかというと, 実は, Lyubashenko の 3次元多様体の不変量を TQFTに拡張することは一般には不可能で

あることが知られている. ところが最近, Lyubashenko の不変量を適切に ‘renormalize’ することで, モジュ

ラーテンソル圏 C から 3次元 TQFT が構成できることが示された [DRGG+22, DRGG+23]. ただし, 正確

に言えば, この ‘TQFT’ の定義域は C に関する admissible cobordism category [DRGG+23] と呼ばれるも

ので, 通常のコボルディズムの圏と比べて, 双対対象が存在するとは限らないなどの違いがある. この結果と,

関連する研究についての解説として, [BDR21] も紹介しておきたい.

Lyubashenko の 3次元多様体の不変量を ‘renormalize’ する際に用いられるのが, 修正トレース (modified

trace) と呼ばれるものである. 一般に, C をテンソル圏とし, テンソル関手の同型 jX : X → X∗∗ (X ∈ C) が
与えられていると仮定する. このとき右側部分トレースなる線形写像

HomC(P ⊗X,Q⊗X)→ HomC(P,Q) (P,Q,X ∈ C)

が j を用いて定義される. Proj(C) で C の射影的対象からなるクラスを表す. C 上の右側修正トレースとは,

線形写像の族 {tP : HomC(P, P ) → k}P∈Proj(C) であって, 通常のトレースのような巡回性を満たし, さらに

右側部分トレースと整合的であるようなものである. 左側修正トレースや, 両側修正トレースについても同様

にして定義される.
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この修正トレースという概念は, 半単純ではないテンソル圏を用いて意味のある結び目不変量を構成しよう

とする取り組みの中で導入された [BDR21, Section 2]. 有限テンソル圏の修正トレースは, 中山関手と深い

関係があることがわかっている [SS21, SW21]. 修正トレースの存在や一意性 (up to scalar) は重要な問題で

あるが, [SS21] では, 有限テンソル圏が非自明な両側修正トレースを持つことと, それが [DSPS20] の意味で

spherical であることが同値であることが示された. また, [SW21] では, ‘trace field theory’ なる関手が修正

トレースを用いて構成されており, 様々な興味深い帰結が得られている.

4.4. おわりに. 本稿では, 非半単純モジュラーテンソル圏の構成方法を詳しく取り上げた. 本稿の冒頭で述べ

た様々な研究領域からの非半単純モジュラーテンソル圏への期待は, まだ成就されたとは言い難い. それでも,

最終章で述べたような部分的な結果が続々と出ており, 今後の発展が見込まれる.

私自身は, ホップ代数の理論において知られていることをテンソル圏の枠組みで再解釈してみるということ

を常々行っているのだが, 本稿で紹介した YD 圏や Nichols 代数を用いた非半単純モジュラーテンソル圏の構

成は, そのような取り組みの成功例のひとつと言えるかもしれない. また, その逆の流れとして, テンソル圏の

研究の中で新たに生まれた代数的手法にインスピレーションを授かることも少なくない. 最後に紹介した修正

トレースなどはその一例であり, ホップ代数の表現論の立場から調べなければならないことが多くあると考え

ている (それで少し調べてみたのが [SS21] である). 総括していえば, テンソル圏の理論の周辺には数多くの

分野からの問題意識や手法が持ち込まれており, それらの相互作用が面白いということである. 本稿が読者に

そのことを伝えられていることを祈りつつ, ここで筆を置くことにしたい.
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一般化量子アフィン Schur–Weyl双対性と圏同値

直井克之

概要

Kang–柏原–Kim により導入された一般化量子アフィン Schur–Weyl 双対性関手は, 箙

Hecke代数の有限次元加群圏から量子アフィン代数の有限次元加群圏へのモノイダル関手であ

る. 本稿では, 特別な場合にこの関手が, 箙 Hecke代数の有限次元加群圏全体と, 量子アフィン

代数のある加群圏（Hernandez–Leclercのコア部分圏）の間の圏同値を与える, という筆者の

最近の結果と, その証明の概略を紹介する.

1 歴史的背景

1.1 量子アフィン代数と箙 Hecke代数

量子群 Uq(g)は, Lie代数 gの普遍包絡環 U(g)の q変形としてDrinfel′d [Dri87]と神保 [Jim85]

により 80年代に導入された代数であり, その有限次元加群から Yang–Baxter方程式の解を体系的

に構成することができる. その導入当初から, gが有限次元単純 Lie代数の場合だけでなく, gがア

フィン Lie代数の場合 (大雑把に言えば, 有限次元単純 Lie代数 g0 に対し g = g0 ⊗ C[t±]と表せ
る場合）も, その量子群 Uq(g)からパラメータ付きの方程式解が得られることから, 活発に研究が

なされていた. このアフィン Lie代数 gに付随する量子群 Uq(g)を量子アフィン代数 (quantum

affine algebra)と呼ぶ. 量子アフィン代数の有限次元加群は, Yang–Baxter方程式以外にも様々

な数学的対象（結晶基底, 箙多様体, 団代数など）と興味深い関連を持つことが知られており, 現在

でも重要な研究対象である.

量子群の発見から 20 年以上を経てから, 本稿のもう一方の主役である箙 Hecke 代数 (quiver

Hecke algebra) が Khovanov–Lauda [KL09] と Rouquier [Rou08] により発見された*1. 箙

Hecke 代数は, Lie 代数 g に付随して定義される代数の族 {R(β)}β∈Q+
であり, ある種の量子群

を圏化する. もう少し詳しく述べると, 各 R(β) たちは次数付き代数であり, 有限次元次数付き

加群圏たちの直和
⊕

β∈Q+
R(β)-fgmod はモノイダル圏の構造を持つ. このとき Grothendieck

群
⊕

β∈Q+
K(R(β)-fgmod)は Z[q±1]代数とみなすことができ, これが量子展開環 UZ(n−)

∨*2 と

Z[q±1]代数として同型となる, というのが「{R(β)}β∈Q+
が量子群を圏化する」という主張の正確

な意味である. さらに g が対称型*3のとき,
⊕

β R(β)-fgmod の (自己双対) 単純加群のクラスと

*1 このため箙 Hecke代数は Khovanov-Lauda-Rouquier代数とも呼ばれる.
*2 UZ(n−)∨ は Uq(g)のある Z[q±1]部分代数である.
*3 対応する Cartan行列が対称行列となるもの.
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UZ(n−)
∨ の上大域基底 (upper global basis) が, この同型を通して対応することも知られている

[VV11, Rou12].

アフィン Lie代数に付随する箙 Hecke代数は量子アフィン代数（の部分代数）を圏化するので,

その意味では箙 Hecke 代数と量子アフィン代数が関係することは明らかである. しかしこれとは

全く別に, 二つの代数の間には非常に興味深い関係があることが分かってきた. それが次節で述べ

る一般化量子アフィン Schur–Weyl双対性である.

1.2 一般化量子アフィン Schur–Weyl双対性

Schur–Weyl 双対性は, 対称群 Sd と一般線形群 GL(n,C) それぞれの有限次元加群圏の間に,

様々な良い性質を持つ関手を与える理論であり, 1900 年代初頭に Schurにより創設された（その

後自身の著書でこれを広めたのがWeylである). これまでに, 様々な Schur–Weyl双対性の一般化

や variant が得られている. その一つが Chari-Pressley [CP96], Cherednik [Che87], Ginzburg–

Varagnolo–Vasserot [GRV94] による量子アフィン Schur–Weyl 双対性 (quantum affine Schur–

Weyl duality) である. これは A 型のアフィン Hecke 代数 (アフィン Weyl 群の群環 C[Sd] ⋉
C[t±1

1 , . . . , t±1
d ]の q 変形) と A型の量子アフィン代数 Uq(ŝln)に対し, それぞれの有限次元加群圏

の間の関手を与える理論である.

一方別の話として, A型のアフィン Hecke代数は, 特殊線形 Lie代数の普遍包絡環 U(sln)およ

びその表現を圏化することが知られていた (Lascoux–Leclerc–Thibon–有木理論 [Ari96]). 上で述

べた箙 Hecke代数による量子群の圏化の理論は, この LLT–有木理論のある種の一般化であり, そ

の意味では箙 Hecke代数は A型アフィン Hecke代数の拡張とみなすこともできる.

すると A型アフィン Hecke代数の別の性質である量子アフィン Schur–Weyl双対性についても,

箙 Hecke代数に拡張できるのではないか, という期待が生まれる. この期待を実現したのが Kang–

柏原–Kim [KKK18] による一般化量子アフィン Schur–Weyl 双対性 (generalized quantum

affine Schur–Weyl duality) である. すなわち彼らは, 箙 Hecke代数の有限次元加群圏から (A

型と限らない一般の) 量子アフィン代数の有限次元加群圏への関手を構成する, 体系的な手法を

考案したのである. 本稿では, この手法により構成される関手の中でも, とりわけ良い性質を持つ

Hernandez–Leclercのコア部分圏への関手を扱う. これについて次節で説明しよう.

1.3 Hernandez–Leclercのコア部分圏

少し話が前後するが, Hernandezと Leclercは [HL15]の中で, ADE 型量子アフィン代数の有限

次元加群圏 C の Grothendieck 代数 K(C)*4について研究を行った*5. その中で彼らは, コア部分

圏 (core subcategory) と呼ばれるモノイダル部分圏 C0 ⊆ C を定義し, その Grothendieck代数

K(C0)が UZ(n−)
∨ の q = 1での特殊化と同型となり, さらに単純加群のクラスが上大域基底の特

*4 テンソル積により, Grothendieck群K(C)は代数構造を持つ.
*5 正確には, 彼らはK(C)を適切に q 変形して得られる代数 (量子 Grothendieck環) について研究を行った.
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殊化と一致する, という事実を示した. 一方 1.1節で述べた箙 Hecke代数の圏化の理論を特殊化す

ると,
⊕

β∈Q+
K(R(β)-fmod0)*

6もやはり UZ(n−)
∨
∣∣
q=1
と同型であり, その単純加群は上大域基底

の特殊化と一致することが分かる. すなわち量子アフィン代数と箙 Hecke 代数という二つの代数

が, 全く同じ対象を圏化するのである.

Kang–柏原–Kim [KKK15]は, これが単なる Grothendieck代数の一致にとどまらないことを示

した. すなわち彼らは, 前節で述べた関手の構成法を用いて
⊕

β∈Q+
R(β)-fmod0 から C0 へのモノ

イダル関手を構成し, さらにこれが単純対象の同型類の間の全単射を与えることを証明したのであ

る. この後藤田 [Fuj22, Fuj20]により, 箙多様体の同変 K群による量子アフィン代数の幾何的実現

の理論を用いた更なる考察がなされ, この関手が圏同値を与えることも示されている.

コア部分圏 C0 の定義は ADE 型限定のものであったが, その後様々な研究 [KKKO16, KO19,

OS19]を経て, 現在ではすべての量子アフィン代数の有限次元加群圏に対しそのコア部分圏が定義

されており, さらに上で述べた Kang–柏原–Kimの結果も拡張されている. すなわち箙 Hecke代数

の有限次元加群圏からコア部分圏へのモノイダル関手で, 単純加群の全単射を与えるものが構成さ

れているのである. 筆者は [Nao21]において, 上で述べた藤田の結果を拡張し, 一般の量子アフィ

ン代数に対しこれらの関手が圏同値であることを示した. 一般の量子アフィン代数には対応する箙

多様体が存在せず, 幾何的表現論の結果を用いることはできない. 代わりに筆者は, 純代数的な手法

により証明を与えた. 本稿では, この結果について説明を行うとともに, その証明の概略を述べたい

と思う.

2 記号・定義の準備

2.1 量子アフィン代数

gを有限次元複素単純 Lie代数, h ⊆ gをその Cartan部分代数とし, {α1, . . . , αn} ⊆ h∗ を単純

ルートの集合, I = {1, . . . , n}をその添え字集合とする. R ⊆ h∗をルート系とし, g = h⊕
⊕

α∈R gα

でルート空間分解を表す. 正ルートの集合 R+ := (
∑

i Z≥0αi) ∩ Rに対し, n± :=
⊕

α∈±R+
gα と

おく. このとき三角分解 g = n+ ⊕ h⊕ n− が得られる. {ei, hi, fi | i ∈ I}を対応する Chevalley生

成元とする. また i ∈ I に対し, ϖi ∈ h∗ を ⟨hj , ϖi⟩ = δij を満たす元とする (基本ウェイト). ルー

ト格子 Q, ウェイト格子 P , およびそれらの部分モノイド Q+, P+ を

Q =
∑
i∈I

Zαi, Q+ =
∑
i∈I

Z≥0αi, P =
∑
i∈I

Zϖi, P+ =
∑
i∈I

Z≥0ϖi

で定める. ( , )で, Weyl群不変かつmin{(α, α) | α ∈ R} = 2を満たす h∗ 上の双線形形式を表す.

例 2.1. 特殊線形 Lie 代数 sln+1 は, トレース 0 の n + 1 次正方行列のなす単純 Lie 代数である

(ブラケット積は [X,Y ] := XY − Y X により定まる). このとき対角行列のなす部分 Lie 代数は

*6 R(β)-fmod0 はK(R(β)-fgmod)
∣∣
q=1

= K(R(β)-fmod0)となるような, 有限次元 R(β)加群圏 R(β)-fmodの部

分圏である. 3節参照
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Cartan 部分代数となる. また εi ∈ (Matn+1(C))∗ (1 ≤ i ≤ n + 1) を ⟨Ekl, εi⟩ = δikδil で定め

(Eij はMatn+1(C)の標準基底), 以下 εi を h∗ の元とみなす. このとき, 上で述べた各記号は以下

のような標準的な取り方ができる (これらの記号は, これ以降の例でも断りなく用いる):

I = {1, . . . , n}, αi = εi − εi+1, R = {εi − εj | i ̸= j}, R+ = {εi − εj | i < j},
n+ = {上三角行列で対角成分がすべて 0}, n− = {下三角行列で対角成分がすべて 0},
ei = Ei,i+1, hi = Eii − Ei+1,i+1, fi = Ei+1,i, ϖi = ε1 + · · ·+ εi.

ĝ = g⊗C[t±1]は, [X ⊗ f(t), Y ⊗ g(t)] = [X,Y ]⊗ f(t)g(t)により Lie代数となる (ループ Lie

代数). 以下 g = g⊗ 1 ⊆ ĝにより, gを ĝの部分 Lie代数とみなす. このとき,

Î = I ⊔ {0}, e0 = e−θ ⊗ t, f0 = eθ ⊗ t−1, h = −hθ

(θ ∈ R+ は最高ルート, eα はルート αに付随するルートベクトル, hα は対応する余ルート) とお

くと, ĝは {ei, hi, fi | i ∈ Î}を生成元にもつ. 以下, 基礎体 kを C(q)の代数的閉包とする. 量子ア

フィン代数 Uq(ĝ)は, ĝの普遍包絡環 U(ĝ)の q 変形であり, {ei, hi, fi | i ∈ Î}に対応する生成元
{Ei,K

±1
i , Fi | i ∈ Î}といくつかの関係式 (例えば [KKK18]等参照)により定義される k上の結

合的代数である*7.

例 2.2. g = sl2 のとき, Uq(ŝl2)は {Ei,K
±1
i , Fi | i ∈ {0, 1}}から生成され, 以下を定義関係式と

する k代数である: i, j ∈ {0, 1}に対し,

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = 1, KiEjK

−1
i = q−2+4δijEj ,

KiFjK
−1
i = q2−4δijFj , EiFj − FjEi = δij

Ki −K−1
i

q − q−1
,

3∑
k=0

(−1)kpkE3−k
i EjE

k
i =

3∑
k=0

(−1)kpkF 3−k
i FjF

k
i = 0 (i ̸= j).

ただし k = 1, 2のとき pk = q2 + 1 + q−2, k = 0, 3のとき pk = 1とする. それぞれの生成元は “

極限 q → 1”において, 以下のように対応する:

E0 ↔ f1 ⊗ t, E1 ↔ e1, F0 ↔ e1 ⊗ t, F1 ↔ f1,
K±

i − 1

q − 1
↔ ±(−1)δi0hi.

Uq(ĝ)には余積 (coproduct) ∆: Uq(ĝ) → Uq(ĝ)⊗ Uq(ĝ), 余単位射 (counit) ε : Uq(ĝ) → k, 対

合射 (antipode) S : Uq(ĝ) → Uq(ĝ)
opp と呼ばれる 3つの代数射が定義され, これらにより Uq(ĝ)

は Hopf代数となる (例えば [Kas95]など参照). このためM , N を Uq(ĝ)加群とするとき, M ⊗N
は ∆によりやはり Uq(ĝ)加群となる. またM の双対空間には S あるいは S−1 により, 2通りの

Uq(ĝ)加群の構造が定まる. 前者を左双対, 後者を右双対と呼び, それぞれ ∗M , M∗ と表す. また ε

により定義される 1次元表現を自明表現と呼ぶ.

*7 正確にはこれは量子ループ代数と呼ぶべきものであり, 量子アフィン代数は通常その中心拡大を指す. 本稿では “量
子アフィン Schur–Weyl 双対性”という言葉との整合性から, あえてこれを量子アフィン代数と呼ぶことにする. ち
なみに有限次元加群を考える限りは, どちらの代数を扱っても本質的に差はない.
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可積分*8な有限次元 Uq(ĝ)加群の圏を C = Cĝ と表す. このとき C はテンソル積と自明表現によ
りモノイダル圏の構造を持つ. i ∈ I に対し, 単純対象 V ∈ C のウェイト空間分解が

dimk Vϖi
= 1, Vλ ̸= 0⇒ ϖi − λ ∈ Q+

を満たすとき, V を iに付随する基本表現と呼ぶ. iに付随する基本表現は, k× の元でパラメトラ

イズされる. 以下 i ∈ I と a ∈ k× に付随する基本表現を V (i, a)と表す.

例 2.3. a ∈ C× に対し, φa(X ⊗ f(t)) = f(a)X は Lie 代数の準同型 φa : ĝ → g を定め

る (評価写像 (evaluation map)). g = sln+1 のとき評価写像は q 変形に持ち上がり, 代数射

Φa : Uq(ŝln+1)→ Uq(sln+1) (a ∈ k×)が定義できる ([Jim86]). このとき V (i, a)は, Uq(sln+1)の

最高ウェイト ϖi の単純加群 V (ϖi)の, Φa に関する引き戻しにより得られる.

有限型の量子群の場合と異なり, M,N ∈ C が単純加群であるときM ⊗N とN ⊗M が同型とな
るとは限らない. しかし以下の定理が述べるように, 片方の加群を “アフィン化”すると同型となる.

命題 2.4 ([Kas02]). M,N ∈ C を単純加群とし, u ∈ M , v ∈ N を最高ウェイトベクトル*9とす

る. M(z) :=M ⊗k k(z)に対し

Ei(v ⊗ f(z)) = Eiv ⊗ zδi0f(z), Fi(v ⊗ f(z)) = Fiv ⊗ z−δi0v, Ki(v ⊗ f(z)) = Kiv ⊗ f(z)

(i ∈ Î, v ∈ M , f(z) ∈ k(z)) と定めることで, M(z) を (Uq(ĝ),k(z)) 双加群とみなす. このとき

(Uq(ĝ),k(z)) 双加群の同型 RM,N (z) : M(z) ⊗k N
∼→ N ⊗k M(z)で, RM,N (z)(u ⊗ v) = v ⊗ u

を満たすものがただ一つ存在する. RM,N (z)は (正規化) R行列と呼ばれる.

2.2 箙 Hecke代数

gを単純 Lie代数とし, 簡単のため本節では gが対称型であると仮定する*10. β =
∑

i∈I miαi ∈
Q+ に対し, m =

∑
imi とおき,

Iβ := {i = (i1, . . . , im) ∈ Im | αi1 + · · ·+ αim = β}

と定める. このとき, g に付随するウェイト β の箙 Hecke 代数 R(β) = Rg(β) は, 対称群の群環

と多項式環の |Iβ |個の直和の半直積 C[Sm]⋉
(⊕

i∈Iβ C[x1, . . . , xm]e(i)
)
を適切に変形した C代

数であり, 生成元 {e(i) | i ∈ Iβ}, {xk | 1 ≤ k ≤ m}, {τl | 1 ≤ l < m} からある関係式 (例えば

[KKK18]参照) で定義される*11.

*8 Uq(ĝ) 加群M が可積分であるとは, ウェイト空間分解M =
⊕

λ∈P Mλ を持ち, Ei, Fi が局所べき零に作用する
こと.

*9 単純加群 V に対し, dimVλ = 1かつ Vµ = 0 (µ− λ ∈ Q+ \ {0})を満たす λ ∈ P+ がただ一つ存在する. これを
最高ウェイトと呼び, 0でない v ∈ Vλ を最高ウェイトベクトルと呼ぶ (ℓ最高ウェイトベクトルと呼ぶ文献も多い).

*10 実際には任意の Kac–Moody Lie代数に対し, 付随する箙 Hecke代数が定義できる.
*11 定義関係式を決定するには, g, β 以外にもう少し追加のデータを与える必要がある. ただし本稿で主に扱う ADE 型
の場合は, データによらず得られる代数はすべて同型である.
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例 2.5. g = sln+1 のとき R(β)の定義関係式 (の一つの取り方) は, 以下のようになる (sl ∈ Sm

は lと l + 1を入れ替える互換を表す) :

e(i)e(i′) = δii′e(i),
∑
i∈Iβ

e(i) = 1, xkxl = xlxk, xke(i) = e(i)xk, τle(i) = e(sl(i))τl,

τkτl = τlτk (|k − l| > 1), τ2ke(i) =

{
(±xk ∓ xk+1)e(i) ik = ik+1 ± 1,

e(i) それ以外,

(τkxl − xsk(l)τk)e(i) =

{
(−1)l−k+1e(i) l − k ∈ {0, 1}, ik = ik+1,

0 それ以外,

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(i) =

{
±e(i) ik = ik+1 ∓ 1 = ik+2,

0 それ以外.

場合分けが与えられている関係式を, 全て “それ以外” のものに変えると, C[Sm] ⋉(⊕
i∈Iβ C[x1, . . . , xm]e(i)

)
の定義関係式が得られる.

R(β)は, 次のように次数を定めることで次数付き代数となる:

deg e(i) = 0, deg xke(i) = (αik , αik), deg τke(i) = −(αik , αik+1
).

R(β)-fgmod で有限次元次数付き加群の圏を表す. β, γ ∈ Q+ に対し, M ∈ R(β)-fgmod と

N ∈ R(γ)-fgmodを取った時, M と N の畳み込み積 (convolution product) M ◦N が

M ◦N := R(β + γ) ⊗
R(β)⊗R(γ)

(
M ⊗N

)
により定義され, M ◦ N ∈ R(β + γ)-fgmod となる. このことから,

⊕
β∈Q+

R(β)-fgmod はモノ

イダル圏となる. このときその Grothendieck 群
⊕

β∈Q+
K(R(β)-fgmod) には, 積 [M ] · [N ] =

[M ◦N ]と q[M ] = [M [−1]] (次数のシフト) により Z[q±1]代数の構造が定まる.

定理 2.6 ([KL09, Rou08, VV11, Rou12]).

(1)
⊕

β∈Q+
K(R(β)-fgmod) は UZ(n−)

∨ と Z[q±1] 代数として同型である. ここで UZ(n−)
∨ は,

U(n−) ⊆ U(g)に対応する部分代数 Uq(n−) ⊆ Uq(g)のある Z[q±1]格子である.

(2) (1)の同型は, 以下のような Z[q±1]基底の間の 1対 1対応を与える:⊕
β∈Q+

K(R(β)-fgmod) ⊇ {自己双対な単純加群のクラス } ∼→ {上大域基底 } ⊆ UZ(n−)
∨

(上大域基底 (upper global basis)については, [Kas94]参照).

3 Kang–柏原–Kimによる関手の構成

本章以降 gは (対称型とは限らない) 単純 Lie代数とし, C で可積分有限次元 Uq(ĝ)加群の圏を

表す. 本章では Kang–柏原–Kim [KKK18] により導入された, 与えられた C の単純加群の列を用
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いて, (この列から定まる) 箙 Hecke代数の有限次元加群圏から C へのモノイダル関手を構成する
手法について述べる.

{Wȷ}ȷ∈J を C の実単純加群*12の列とする (J は添え字集合*13). 各 J の元の組 ı, ȷ に対し,

bı,ȷ ∈ Z≥0 を R行列 RWı,Wȷ(z) : Wı(z) ⊗Wȷ → Wȷ ⊗Wı(z)の z = 1における極の位数とする.

またグラフ Σを次のように定める: 頂点集合は J であり, 2点 ı, ȷ間の辺の本数を bı,ȷ+ bȷ,ıとする.

補足 3.1. bı,ȷ = 0 のとき R 行列を z = 1 で特殊化でき, Uq(ĝ) 加群の準同型 RWı,Wȷ
(1) : Wı ⊗

Wȷ →Wȷ ⊗Wı を得ることができる. このため bı,ȷ + bȷ,ı = 0であることは, Wı ⊗Wȷ
∼=Wȷ ⊗Wı

となることと同値である. つまり Σの辺の本数は, Wı ⊗Wȷ とWȷ ⊗Wı がどのくらい同型から遠

いかを表す値とみなせる.

以下 gを, その Dynkin図形が Σであるような Kac–Moody Lie代数とし*14, gに付随する各記

号は gを添えて表す (αg
ı , Q

g
+ 等). また gに付随するウェイト β ∈ Qg

+ の箙 Hecke代数 Rg(β)を,

単に R(β)と表す.

例 3.2. k ∈ Z>0 に対し J = {−k + 1,−k + 3, . . . , k − 1} とし, Uq(ŝln+1) の基本表現の族

{V (1, qȷ) | ȷ ∈ J}を考える. このとき

bı,ȷ =

{
1 ȷ− ı = 2

0 それ以外

が成り立つ. よって Σは Ak 型の Dynkin図形であり, g = slk+1 となる.

次に各 β ∈ Qg
+ に対し, (Uq(ĝ), R(β))双加群を定義する. まず各 ıに対し

Ŵı,z =Wı ⊗k kJz − 1K
とおく (Uq(ĝ)加群構造はWı(z)と同様に定める). β =

∑
ȷ∈J mjα

g
ȷ と書き, m =

∑
ȷmȷ とおく.

Uq(ĝ)加群 Ŵ⊗β を

Ŵ⊗β =
⊕
ȷ∈Jβ

Ŵȷ, Ŵȷ = Ŵȷ1,z1⊗̂ · · · ⊗̂Ŵȷm,zm

と定める (⊗̂はテンソル積の完備化). このとき, Ŵ⊗β に右からの R(β)作用を次のようにして定

めることができる. 生成元たちの作用は, e(ȷ)が Ŵȷ への射影, xk が (zk − 1)倍で作用し, τk は各

Ŵȷ に

id
Ŵ(ȷ1,...,ȷk−1)

⊗ rk ⊗ id
Ŵ(ȷk+2,...,ȷm)

: Ŵȷ → Ŵsk(ȷ)

で作用する (sk ∈ Sm は k と k + 1 を入れ替える互換). ここで rk : Ŵȷk,zk⊗̂Ŵȷk+1,zk+1
→

*12 単純加群M ∈ C が実であるとは, M ⊗M がやはり単純であること.
*13 以下 i, j は主に gの添え字集合 I の元を表すときに用いるため, J の元を表すときは ı, ȷを主に用いる.
*14 本稿で主に扱うのは g が単純 Lie代数となる場合だけである.
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Ŵȷk+1,zk⊗̂Ŵȷk,zk+1
は

rk(v) =


(
RWȷk

,Wȷk+1
(zk/zk+1)− id

)
(zk − zk+1)

−1(v)
∣∣∣
zk↔zk+1

(ȷk = ȷk+1)

(zk/zk+1 − 1)bȷk,ȷk+1RWȷk
,Wȷk+1

(zk/zk+1)(v)
∣∣∣
zk↔zk+1

(ȷk ̸= ȷk+1)

と定める. この作用により, Ŵ⊗β は (Uq(ĝ), R(β))双加群となる.

R(β)-fmod0 で, xk ∈ R(β) (k = 1, . . . ,m)の作用がべき零であるような有限次元 R(β)加群の

なす圏を表す*15. M ∈ R(β)-fmod0 に対し Ŵ⊗β ⊗R(β) M は C の対象となり, これにより関手

Fβ : R(β)-fmod0 → C が得られる.

定義 3.3. 関手
F :=

⊕
β∈Qg

+

Fβ :
⊕

β∈Qg
+

R(β)-fmod0 → C

を一般化量子アフィン Schur–Weyl双対性関手と呼ぶ.

例 3.4. β = αȷ (単純ルート) のとき, R(αȷ)は 1変数多項式環 k[x]と同型となる. このとき 1次

元単純加群 k[x]/(x) ∈ R(αȷ)-fmod0 の F での行先は,

F
(
k[x]/(x)

)
= Ŵȷ,z ⊗k[x] k[x]/(x) ∼=Wȷ ⊗k kJz − 1K/(z − 1) ∼=Wȷ

よりWȷ である.

定理 3.5 ([KKK18]). (i) F はモノイダル関手である. 特にM,N ∈
⊕

β R(β)-fmod0 に対し,

F(M ◦N) ∼= F(M)⊗F(N)

が成り立つ.

(ii) gが有限次元単純 Lie代数ならば, F は完全関手である.

4 コア部分圏と主定理

前章で述べた Kang–柏原–Kimの構成法からは, 様々な関手が構成できる. 本稿の主定理は, そ

れらの中でとりわけ良い性質を持つ, Hernandez–Leclercのコア部分圏への関手に関するものであ

る. まずこの部分圏に関して述べよう.

C の単純加群は基本表現の有限列でパラメトライズされる. このことから分かるように, C は非
可算無限個の単純加群の同型類を持ち, きわめて大きな圏である. そこでまず以下のような部分圏

を考える (コア部分圏はこの CZ よりさらに小さな部分圏である).

*15 次数を忘れることで自然な忘却関手 R(β)-fgmod → R(β)-fmod0 が定義でき, これは Z 代数の同型
K(R(β)-fgmod)

∣∣∣
q=1

= K(R(β)-fmod0)を誘導する.
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定義 4.1. 各 i ∈ I に対し ri ∈ Z>0 と si ∈ Z≥0 を適切に取り,

IZ = {(i, 2kri + si) | i ∈ I, k ∈ Z} ⊆ I × Z

と定める. このとき {V (i, qℓ) | (i, ℓ) ∈ IZ}を含み, テンソル積を取る操作で閉じるような C の最
小の Serre部分圏を CZ と表し, Hernandez-Leclerc部分圏と呼ぶ (正確な定義は [HL15, HL16]

参照).

例 4.2. g = sln+1 のとき, 全ての i ∈ I に対し ri = 1とし, si ∈ {0, 1}を si ≡ i (mod 2)と定め

ると IZ が得られる*16. 例えば n = 3の場合にこの IZ を図示すると以下のようになる:

i\ℓ · · · −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 · · ·
1 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
2 · · · ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ · · ·
3 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

任意の単純対象 V ∈ C は, 適切な CZ の単純対象 V1, . . . , Vk と a1, . . . , ak ∈ k× を取ることで,

V ∼= ψ∗
a1
(V1)⊗ · · · ⊗ ψ∗

ak
(Vk)

の形で表せる. ここで ψa は簡単な Uq(ĝ) の代数自己同型である. このことから, C を調べる際に
CZ に話を制限しても (少なくとも単純加群に関しては) ほとんど情報は失われない.

大雑把に述べると, CZ の中で “双対を取る操作に関する基本領域”に当たる部分圏がコア部分圏

である. これをもう少し正確に述べよう. 任意の (i, ℓ) ∈ IZ に対し, 対応する基本表現の左双対
∗V (i, qℓ) はある (j, k) ∈ IZ に対し ∗V (i, qℓ) ∼= V (j, qk) を満たす. よって D(i, ℓ) = (j, k) と定

めることで, 全単射 D : IZ
∼→ IZ が定義できる. このとき IZ への D±1 の作用に関する基本領域

I0Z ⊆ IZ をうまく選ぶことで, 以下の定義が得られる (I0Z の選び方は, 補足 4.5内の文献参照).

定義 4.3. {V (i, qℓ) | (i, ℓ) ∈ I0Z}を含み, テンソル積を取る操作で閉じるような CZ の最小の Serre

部分圏を C(I0Z)と表し, Hernandez-Leclercのコア部分圏と呼ぶ*17.

例 4.4. g = sln+1 とし, IZ を例 4.2 のようにとる. ξ : I → Z を, すべての i ∈ I に対し

ξ(i + 1) − ξ(i) ∈ {±1}, ξ(i) ≡ i (mod 2) を満たす関数とする (高さ関数). このとき部分集合

I0Z(ξ) ⊆ IZ を
I0Z(ξ) := {(i, ℓ) ∈ IZ | ξ(n+ 1− i)− n+ 1 ≤ ℓ ≤ ξ(i)}

と定める. このとき ξ 7→ C
(
I0Z(ξ)

)
により高さ関数と CZ のコア部分圏が 1対 1に対応する. 例え

ば n = 3, ξ(i) = 4− iのとき I0Z(ξ)を図示すると, 以下のようになる:

*16 Hernandez-Leclerc圏の取り方は一意ではなく, この場合も r = 1, si ≡ i+ 1 (mod 2)としてもよい.
*17 以下の例でみるように I0Z の選び方は様々なバリエーションがあり, コア部分圏は全く一意ではない.

9



i\ℓ · · · −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
1 ◦ • • • ◦ ◦
2 · · · ◦ • • ◦ ◦ · · ·
3 ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦

また (i, ℓ) ∈ IZ に対し, D(i, ℓ) = (n + 1 − i, ℓ + n + 1) となる. このとき各 ξ に対し, I0Z(ξ) が

D±1 の作用に関して基本領域であることは, 容易に確認できる.

補足 4.5. まず ADE 型の場合に, コア部分圏が [HL15]において定義され, さらに下で述べる定理

4.6が [KKK15]により (ADE 型で) 証明された. その後これらの結果を他の型へ拡張する試みが

なされ, BC 型は [KO19], FG型は [OS19]において, それぞれコア部分圏の定義, および定理 4.6

の証明がなされた. また [FO21]では, Qデータと呼ばれる組合せ論的対象を用いることで, 型によ

らない統一的なコア部分圏の定義も与えられている.

gの型に応じて, 単純 Lie代数 gを以下の型で定める (以下mで gのランクを表す).

g An Dn En Bn Cn F4 G2

g An Dn En A2n−1 Dn+1 E6 D4

定理 4.6. C0 := C(I0Z) を Uq(ĝ) のコア部分圏とする. このときある部分集合 J =

{(i1, ℓ1), . . . , (im, ℓm)} ⊆ I0Z が存在して, 単純加群の族 {V (ik, q
ℓk) | 1 ≤ k ≤ m} に

Kang–柏原–Kimの構成法を施して得られる関手を F :
⊕

β R(β)-fmod0 → C とすると, F の行先
はすべて C0 に含まれる. またこの F に関し以下が成り立つ.

(a) この箙 Hecke代数 R(β)は単純 Lie代数 gに付随するものである.

(b) F はモノイダルかつ完全な関手である*18.

(c) F は単純加群を単純加群にうつし,
⊕

β R(β)-fmod0 と C0 の単純加群の同型類の一対一写像を
誘導する.

特にこの定理と定理 2.6から以下の系が従う.

系 4.7. Z代数の同型

K(C0) ∼=
⊕
β

K(R(β)-fmod0) ∼= UZ(n−)
∨
∣∣∣
q=1

が成り立つ. さらにこれらの同型は, 単純加群のクラスと上大域基底 (の特殊化) との全単射を与

える.

例 4.8. g = sln+1 とし, IZ を例 4.2 のようにとる. ξ を高さ関数とし I0Z(ξ) の元の番号付け

I0Z(ξ) = {(i1, ℓ1), . . . , (ir, ℓr)}を,
p < s⇒ ℓp ≥ ℓs

*18 これは定理 3.5と (a)から従う.
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がすべての 1 ≤ p, s ≤ r に対して成り立つように選ぶ (このとき r = n(n + 1)/2 となる).

sk ∈ Sn+1 (1 ≤ k ≤ n)を k と k + 1を入れ替える互換とするとき, si1si2 . . . sir は最長元 w0 =

(n + 1, n, . . . , 1)の簡約表示になる. よって βk = si1 · · · sik−1
(αik)とおくと, R+ = {β1, . . . , βr}

が成り立つ. このとき
J := {(ik, ℓk) ∈ I0Z(ξ) | βk は単純ルート }

とおくと, この J は定理 4.6を満たす. 例えば n = 3, ξ(i) = 4− iの場合, I0Z(ξ)の番号付けとして

{(i1, ℓ1), . . . , (i6.ℓ6)} = {(1, 3), (2, 2), (3, 1), (1, 1), (2, 0), (1,−1)}

が取れる. このとき対応する簡約表示は w0 = s1s2s3s1s2s1 であり,

β1 = α1, β2 = α1 + α2, β3 = α1 + α2 + α3, β4 = α2, β5 = α2 + α3, β6 = α3

であるから, J = {(1, 3), (1, 1), (1,−1)}となる.

以下が本稿の主定理であり, ADE 型の場合は [Fuj22, Fuj20] において, 一般の場合は [Nao21]

において証明が与えられた*19.

定理 4.9. 定理 4.6 の関手 F は,
⊕

β R(β)-fmod0 と C0 の (モノイダル圏としての) 圏同値を与

える.

このことから, 即座に以下の系が得られる.

系 4.10. 単純 Lie代数の組 (g, g′)が以下のいずれかであるとする.

g Bn Cn F4 G2

g′ A2n−1 Dn+1 E6 D4

Uq(ĝ), Uq(ĝ
′)のコア部分圏 C0, C′0 をそれぞれ任意にとるとき, C0 と C′0 はモノイダル圏として同

値である.

Proof. 定理 4.9 から, C0 と C′0 はともに同じ箙 Hecke 代数に関する
⊕

β R(β)-fmod0 と同値であ

る. よって系が従う.

*19 本稿では簡単のため, 非ねじれ型 (untwisted type)の量子アフィン代数に対してのみ定理を述べているが, [Nao21]

ではねじれ型 (twisted type) の場合も扱っている.
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5 主定理の証明

5.1 アフィン最高ウェイト圏

本節では, 定理 4.9 の証明において重要な役割を果たすアフィン最高ウェイト圏について述べ

る*20. Aをネター k代数とし, その Jacobson根基を I とあらわす. 以下 A/I は有限次元であり,

Aは I 進位相に関し完備であると仮定する. {L(π) | π ∈ Π}を Aの (有限次元) 単純加群の同型

類とし, 各 π に対し P (π) で射影被覆を表す. 集合 Π に半順序 ≤ が与えられていると仮定し, 各

π ∈ Πに対し∆(π) (標準加群 (standard module))を, ∆(π)の単純部分商が全て L(σ) (σ ≤ π)
に同型となるような P (π)の極大商 A加群とする. 有限生成 A加群の圏を, A-modと表す.

定義 5.1. A-modが以下の条件を満たすとき, 半順序集合 (Π,≤)に付随するアフィン最高ウェイ
ト圏であるいう.

(i) 全ての π ∈ Πに対し, P (π)はフィルトレーション

P (π) = V0 ⊇ V1 ⊇ · · · ⊇ Vmπ
= 0

で, V0/V1 ∼= ∆(π)かつ, 全ての i > 0に対しある σi > π が存在して Vi/Vi+1
∼= ∆(σi)を満たすも

のが存在する.

(ii) 全ての π ∈ Πに対し, 自己準同型代数 EndA
(
∆(π)

)
は形式的べき級数環 kJz1, . . . , znπK と同

型であり, ∆(π)は EndA
(
∆(π)

)
上有限ランク自由加群である*21.

π ∈ Π に対し Nπ を EndA
(
∆(π)

)
の極大イデアルとし, ∆(π) := ∆(π)/Nπ∆(π) とおく (真標

準加群 (proper standard module)). 真標準加群の双対概念である, 真余標準加群 (proper

costandard module) ∇(π)も定義できる.

アフィン最高ウェイト圏の間の関手に対して, 以下のような同値となるための十分条件が知られ

ており, これが定理 4.9の証明で本質的な役割を果たす.

定理 5.2 ([Fuj18]). i = 1, 2に対し, 代数Ai が中心上有限生成であり, さらにAi-modが (Πi,≤i)

に付随するアフィン最高ウェイト圏であると仮定する. 完全関手 F : A1-mod → A2-modに対し,

ある半順序を保つ全単射 f : Π1 → Π2 が存在して,

F
(
∆(π)

) ∼= ∆
(
f(π)

)
, F

(
∇(π)

) ∼= ∇(f(π))
がすべての π ∈ Π1 で成り立つとき, F は同値である.

*20 主定理の証明の概略を理解するだけであれば, 必ずしも正確な定義は必要ないので, 興味のない方は適当に読み飛ば
していただいて構わない.

*21 文献によっては, EndA
(
∆(π)

)
としてより一般の代数を許容するものもある.
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5.2 定理 4.9の証明の概略

本節を通して, 量子アフィン代数 Uq(ĝ)とそのコア部分圏 C0 を固定し,

F =
⊕

β∈Qg
+

Fβ :
⊕

β∈Qg
+

R(β)-fmod0 → C0

を対応する一般化量子アフィン Schur–Weyl双対性関手とする. 以下 Rβ := R(β)-fmod0 と略記

する. まず q 指標の理論により, 以下の命題が示せる.

命題 5.3. C0 の block分解 C0 =
⊕

β∈Q+
C0,β で, 各 β ∈ Q+ に対し Fβ

(
Rβ) = C0,β となるもの

が存在する.

よって各 β ∈ Qg
+ に対し Fβ : Rβ → C0,β が圏同値となることを示せば十分である. これを定理

5.2を用いて示す, というのが大まかな証明のアイデアである. しかしながら, Rβ と C0,β はそのま
まではアフィン最高ウェイト圏とはならず, 定理 5.2は適用できない. そこでこれらの圏を含むア

フィン最高ウェイト圏 R̂β , Ĉ0,β をそれぞれ定義し, こちらに定理 5.2を適用することを考える.

以下 β ∈ Qg
+ を固定する. R̂β の定義は比較的容易で, R̂(β)を R(β)の次数付けに関する完備化

とし*22, R̂β := R̂(β)-modとすればよい. すると Rβ に属する R(β)加群は自然に R̂(β)加群に持

ち上がり, Rβ = R̂(β)-fmod ⊆ R̂(β)-modとみなせる. さらに以下の定理が成り立つ.

定理 5.4 ([Kat14, BKM14, Fuj18]). R̂(β)-modはアフィン最高ウェイト圏である.

一方 Ĉ0,β については R̂β ほど自然な候補はなく, この Ĉ0,β にあたる圏を見つけることが定理 4.9

の証明の重要なステップである.

補足 5.5. 先行研究において定理 4.9を ADE 型で示した [Fuj22]では, 箙多様体の同変 K群の有

限生成加群圏を Ĉ0,β として採用している*23. しかし, ADE 型でない場合には対応する箙多様体

が (現状) 存在しないため, この手法は一般の型には拡張できない. ちなみに [Fuj20]では, やはり

ADE 型の場合に, より幾何的な手法により定理 4.9に別証明を与えている. こちらの証明も箙多

様体を用いており一般の型には拡張できない.

[Nao21] における Ĉ0,β の定義について述べよう. 3 章において Fβ を定義する際に考えた

(Uq(ĝ), R(β))双加群 Ŵ⊗β は, 自然に (Uq(ĝ), R̂(β))双加群に持ち上がる. そこで k代数 Eβ を

Eβ := EndR̂(β)opp(Ŵ
⊗β)

とおく*24. このとき Eβ の有限生成加群圏 Eβ-modが Ĉ0,β にあたる圏である. 上で述べたように

証明を完了するには, この圏がアフィン最高ウェイト圏であり, さらに (適切な意味で) C0,β を含む

*22 例えば β = αi (単純ルート) のとき R(αi) ∼= k[x]であるが, このとき R̂(αi) = kJxKとなる.
*23 この圏が C0,β を含むことは, [Nak01]の結果を用いて示される.
*24 これは Schur代数 EndC[Sd]

opp

(
(Cn)⊗d

)
のある種の一般化である.
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ことを示す必要がある. より正確に述べると, 以下の命題が成り立つ.

命題 5.6. (i) Uq(ĝ)の Ŵ⊗β への作用により, 自然な代数射 Φβ : Uq(ĝ)→ Eβ が定義できる. この

とき, 引き戻し Φ∗
β は圏同値 Eβ-fmod

∼→ C0,β を引き起こす (よって C0,β ⊆ Eβ-modとみなせる).

(ii) Eβ-modはアフィン最高ウェイト圏である.

関手 Fβ : Rβ → C0,β は自然に F̂β : R̂β → Ĉ0,β に持ち上がり, 定理 5.2, 定理 5.4 と上の命題 (ii)

を適用することで F̂β が圏同値であることが示せる. このとき上の命題 (i)より, Fβ の同値性が証

明される.
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成基金・基盤研究 (C) No.20K03554による助成を受けたものです.

参考文献

[Ari96] S. Ariki. On the decomposition numbers of the Hecke algebra of G(m, 1, n). J.

Math. Kyoto Univ., 36(4):789–808, 1996.

[BKM14] J. Brundan, A. Kleshchev, and P. J McNamara. Homological properties of finite-

type Khovanov–Lauda–Rouquier algebras. Duke Math. J., 163(7):1353–1404, 2014.

[Che87] I. V. Cherednik. A new interpretation of Gelfand-Tsetlin bases. Duke Math. J.,

54:563–577, 1987.

[CP96] V. Chari and A. Pressley. Quantum affine algebras and affine Hecke algebras. Pac.

J. Math., 174(2):295–326, 1996.

[Dri87] V. G. Drinfel′d. A new realization of Yangians and of quantum affine algebras.

Dokl. Akad. Nauk SSSR, 296(1):13–17, 1987.

[FO21] R. Fujita and S.-J. Oh. Q-data and representation theory of untwisted quantum

affine algebras. Commun. Math. Phys., 384(2):1351–1407, 2021.

[Fuj18] R. Fujita. Tilting modules of affine quasi-hereditary algebras. Adv. Math., 324:241–

266, 2018.

[Fuj20] R. Fujita. Geometric realization of Dynkin quiver type quantum affine Schur–Weyl

duality. Int. Math. Res. Not. IMRN, 2020(22):8353–8386, 2020.

[Fuj22] R. Fujita. Affine highest weight categories and quantum affine Schur-Weyl duality

of Dynkin quiver types. Represent. Theory, 26:211–263, 2022.

[GRV94] V. Ginzburg, N. Reshetikhin, and E. Vasserot. Quantum groups and flag varieties.

In Mathematical aspects of conformal and topological field theories and quantum

groups. AMS-IMS-SIAM summer research conference, June 13-19, 1992, Mount

Holyoke College, South Hadley, MA, USA, pages 101–130. Providence, RI: Amer-

14



ican Mathematical Society, 1994.

[HL15] D. Hernandez and B. Leclerc. Quantum Grothendieck rings and derived Hall

algebras. J. Reine Angew. Math., 2015(701):77–126, 2015.

[HL16] D. Hernandez and B. Leclerc. A cluster algebra approach to q-characters of

Kirillov-Reshetikhin modules. J. Eur. Math. Soc. (JEMS), 18(5):1113–1159, 2016.

[Jim85] M. Jimbo. A q-difference analogue of U(g) and the Yang-Baxter equation. Lett.

Math. Phys., 10(1):63–69, 1985.

[Jim86] M. Jimbo. A q-analogue of U(gl(N + 1)), Hecke algebra, and the Yang-Baxter

equation. Lett. Math. Phys., 11(3):247–252, 1986.

[Kas94] M. Kashiwara. Crystal bases of modified quantized enveloping algebra. Duke

Math. J., 73(2):383–413, 1994.

[Kas95] C. Kassel. Quantum groups, volume 155 of Grad. Texts Math. New York, NY:

Springer-Verlag, 1995.

[Kas02] M. Kashiwara. On level-zero representations of quantized affine algebras. Duke

Math. J., 112(1):117–175, 2002.
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3次元の双有理幾何

川北真之

京都大学数理解析研究所

3次元の極小モデルプログラムが完成して四半世紀が経ち，一般次元のフリップの存在をはじめ

として，高次元の極小モデル理論は大きく発展した．それと並行して極小モデル理論を応用するこ

とにより，3次元の双有理幾何が明示的に研究されてきた．このようにして解明された 3次元の双

有理幾何の様子を，極小モデルプログラムの手順に沿って解説する．

基礎体は複素数体 Cとする．=次元空間 C= の原点における解析的近傍を > ∈ D= で表す．

1 極小モデルプログラム

曲面の極小モデル理論の復習から入る．( を滑らかな射影的曲面とする．( を一点を中心に爆発

させて新しい曲面を得る操作は ( の双有理幾何においては本質的ではない．爆発で得られる曲線

は (−1)-曲線であり，逆に任意の (−1)-曲線は Castelnuovoの収縮定理によって収縮される．そこで

(−1)-曲線の収縮 ( → ) によって ( を ) で取りかえる操作を繰り返すと，Picard 数の減少により

有限回の操作ののちに (−1)-曲線を持たない曲面に到達する．その曲面 ( は次のいずれかである．

• ( は極小モデル．すなわち標準因子  ( がすべての曲線 � と非負の交叉数 ( ( · �) ≥ 0を持つ．

• ( は曲線上の P1 束であるか，射影平面 P2 と同型．前者では P1 束の底曲線を �とおき，後者で

は � = Spec Cとおくことで，− ( が相対的に豊富なファイバー構造 ( → �が入る．

到達先が極小モデルとファイバー構造のどちらになるかは，標準因子  ( が擬有効かどうか，すな

わち有効因子の極限と数値的同値かどうかという ( の性質から決まる．

曲面の極小モデル理論の高次元化において問題となるのが特異点である． (−1)-曲線の収縮は反

標準因子 − - が相対的に豊富な写像 - → . として一般化されるが，もとの - が滑らかであっ

ても . もそうであるとは限らない．例えば 3 次元空間の芽 > ∈ C3 を位数 2 の巡回群 Z2 の作用

(G1, G2, G3) ↦→ (−G1,−G2,−G3) で割って得られる商特異点 > ∈ . = C3/Z2 の原点を中心とする爆発

c : - → . を考えると，- は滑らかで − - は相対的に豊富である．. の標準因子  . は 2倍する

と Cartier になるWeil 因子であり，例外因子 � に対して  - = c∗ . + (1/2)� となる．一般に Z

を 1 の原始 A 乗根として > ∈ D
= の巡回群 ZA の作用 (G1, . . . , G=) ↦→ (Z

01G1, . . . , Z
0=G=) (08 ∈ Z)

による商を > ∈ D
=/ZA (01, . . . , 0=) と書き 1

A
(01, . . . , 0=) 型の商特異点と呼ぶ．上の特異点 > ∈ .

は 1
2 (1, 1, 1) 型である．

1
2 (1, 1, 1) 型の特異点 > ∈ . においては爆発 c : - → . がその特異点解消であり，標準因子の

比較  - = c∗ . + (1/2)� における � の係数 1/2 が正であることが − - の相対豊富性を担保し

ている．この観察をもとに高次元の極小モデル理論が許す特異点として端末特異点が定義される．

そのような特異点 G ∈ - は標準因子  - が Q-Cartier であること，すなわちある正の整数倍 A -



が Cartier になることが曲線との交叉数を考える上で不可欠である．これを - が Q-Gorenstein で

あるといい，最小の正整数 A を G ∈ - の指数と呼ぶ．このとき引き戻し `∗ - が有理係数の因子

として定義される．正規特異点 G ∈ - が端末的であるとは，Q-Gorenstein であって，特異点解消

` : - ′ → - において例外因子 �8 たちを用いて  - ′ = `
∗ - +

∑
8 38�8 と表したとき，すべての係

数 38 ∈ Qが正であることをいう．

特異点のさらなる障害は，3次元以上では収縮写像 c : - → . が余次元 1で同型となる場合があ

ることである．このとき仮に  . が Q-Cartierならば  - = c∗ . となり − - の相対豊富性に矛盾

する．よって . は Q-Gorenstein にはなりえず  . との交叉数は定義できない．その状況を立て直

す操作が c のフリップ c+ : -+ → . であり，c+ は  -+ が相対的に豊富である余次元 1で同型な写

像として定義される．

極小モデルプログラムでは端末特異点のみを持つ射影代数多様体のうちすべての因子が Q-

Cartier であるものを考える．そのような代数多様体のなす圏を C と書く．与えられた - ∈ C に

対してプログラムは次のように走る．

1  - がネフならば - を極小モデルとして出力する．

2  - がネフでないならば − - が相対的に豊富な収縮写像 c : - → . が存在する．

3 . の次元が - の次元より小さいとき，c は森ファイバー空間と呼ばれ，これを出力する．

4 c が双有理で例外因子を持つとき，c は因子収縮写像と呼ばれる．- を . ∈ C で取りかえて 1

にもどる．Picard数 d(. ) = d(-) − 1は減少する．

5 c が余次元 1で同型なとき，c はフリップ収縮写像と呼ばれる．c のフリップ c+ : -+ → . をと

り，- を -+ ∈ C で取りかえて 1にもどる．Picard数 d(-+) = d(-) は変わらない．

3次元森ファイバー空間は一般ファイバーの次元が 1, 2, 3のときそれぞれ 2次曲線束，del Pezzo

曲面束，Fano多様体である．フリップの存在およびフリップ列の終止性がいえればプログラムが

機能することが Picard 数の推移からわかる．3 次元フリップの終止は Shokurov [86]，存在は森

[67]による．Birkar，Cascini，Hacon，Mckernan [9, 31]は一般次元でフリップの存在を証明し，さ

らに例えば相対次元が 0の設定では，フリップ列の方向を上手に選べば終止することを示してプロ

グラムを機能させた．

2 端末特異点

指数 1の端末特異点 G ∈ - は Gorenstein 特異点である．Reid [77]は 3次元 Gorentein 特異点を

孤立 cDV特異点 (compound Du Val)として特徴付けた．ここで G ∈ - が cDV特異点であるとは，

その一般超平面切断 G ∈ ( が Du Valであることをいう．指数 A が一般の端末特異点 G ∈ - は指数

1被覆 Ḡ ∈ -̄ の商 G ∈ - = -̄/ZA として表される．ここで Ḡ ∈ -̄ も端末的なので，Reidの結果より

半不変関数 b ∈ O-̄ を用いて

G ∈ - = (b = 0) ⊂ D
4/ZA (01, 02, 03, 04)

と記述される．森 [66]はこれが端末特異点となる条件を調べていくつかの型 c�/A, . . . , c�/2に分



類した．最も典型的である cA/A 型の特異点は

G ∈ - = (G1G2 + 5 (G3, G
A
4) = 0) ⊂ D

4/ZA (1,−1, 0, 1) (1, A は互いに素)

と表される．分類の十分性は Kollár，Shepherd-Barron [58]により確認されている．

Reid [78]はこの分類結果を受けて，3次元の双有理幾何の研究を牽引する役目を担うことになる

重要な洞察を行った．指数 1の 3次元端末特異点 G ∈ - の一般超平面切断は Du Valであるが，指

数が一般のときも超平面切断の代わりに − - と線型同値な一般の曲面 G ∈ ( ⊂ - を考えればやは

り G ∈ ( は Du Valであるという洞察である．例えば上の c�/A 型特異点では ( = (G4 = 0) ∼ − -

を考えると G ∈ ( = (G1G2 + 5 (G3, 0) = 0) ⊂ D
3/ZA (1,−1, 0) は �型の Du Val特異点になっている．

彼は反標準因子系 | −  - | の一般元 ( を general elephantと呼び，次の予想を立てた．

General elephant予想 端末的な 3次元代数多様体 - について，反標準因子 − - が豊富となる適

切な状況下では - の general elephant ( は高々 Du Val特異点しか持たない．

3次元双有理幾何が general elephant 予想を解決しながら発展した様子を以下で見ることになる．

3 フリップ

はじめに 3次元フリップの最初の例を挙げる．通常 2重点 > ∈ . = (G1G2 + G3G4 = 0) ⊂ D
4 のイ

デアル (G2, G4) に沿う爆発 - → . およびイデアル (G1, G4) に沿う爆発 -+ → . はともに余次元 1

で同型であり，図式 - → . ← -+ は標準因子に関して中立なフロップとなる．これを Atiyahのフ

ロップと呼ぶ [4]．これを巡回群 Z2 の作用 (G1, G2, G3, G4) ↦→ (−G1, G2, G3,−G4) で割って得られる図

式 -/Z2 → ./Z2 ← -+/Z2 は Franciaのフリップとして知られている [25]．

3 次元フリップ収縮写像は解析的には既約な曲線の収縮たちに分解される．そこで例外集合

c−1 (H) が既約なフリップ収縮写像 c : � ≃ P1 ⊂ - → H ∈ . を考える．川又 [48] はフリップより

も扱いやすいフロップの存在を 3 次元で証明した上で，次のようにフリップの存在をフロップの

存在に帰着させる枠組を与えた．仮に組 (-,)/2) が標準特異点を持つ曲面 ) ∼ −2 - が見つか

れば，) に沿って分岐する - の 2重被覆 ` : -̄ → - をとると分岐公式  -̄ = `∗ ( - + )/2) より

-̄ は標準的である．c : - → . の持ち上げ c̄ : -̄ → .̄ は  -̄ に関して中立なので，そのフロップ

c̄+ : -̄+ → .̄ の商として c のフリップ c+ : -+ → . が得られる．

この設定で general elephant 予想は一般の曲面 ( ∼ − - が Du Valであることを主張するが，そ

のとき逆同伴より組 (-, ( = 2(/() は標準的になる．特に |2( | の一般元 ) に対しても組 (-,)/2)

は標準的なので，川又の枠組により c のフリップが存在する．森 [67]は c の分類とともに general

elephant 予想もしくはよい ) の存在を示してフリップを明示的に構成したのである．なお例外集

合が既約な場合の general elephant 予想はのちの Kollárとの共同研究 [57]で完全に示されている．

分類の手法は埋め込み � ⊂ - の緻密な解析に尽きるが，ここでは着想の本質的な一端を垣間

見るために，- 上の Gorenstein でない特異点は高々 2 個であることを証明する．自然な準同型

O- ( - ) ⊗ O- (− - ) → O- の � への制限

(O- ( - ) ⊗ O�/tors) ⊗ (O- (− - ) ⊗ O�/tors) → O�



を考える．O- ( - ) ⊗ O�/tors は O- ( - ) ⊗ O� をねじれ部分で割った商であり，� ≃ P1 上

のある可逆層 OP1 (B) と同型である．全射 '1c∗O- ( - ) ։ �1(OP1 (B)) と川又–Viehweg 消滅

'1c∗O- ( - ) = 0 により −1 ≤ B である．同様に O- (− - ) ⊗ O�/tors ≃ OP1 (B′) においても

−1 ≤ B′．一方で上の制限写像は Gorenstein でない特異点 ?1, . . . , ?; において全射ではないから，

単射 OP1 (B) ⊗ OP1 (B′) ↩→ O� (−
∑

8 ?8) が誘導される．次数比較より −2 ≤ B + B′ ≤ −;，すなわち

; ≤ 2．

4 点への因子収縮写像

3次元因子収縮写像の例外因子は曲面なので，それは点か曲線に収縮される．まず点に収縮する

写像 c : � ⊂ - → H ∈ . を考える．� = c−1 (H) が例外因子である．関係式  - = c∗ . + 3� に現

れる � の係数 3 は食違い係数と呼ばれ，端末特異点 H ∈ . の指数 = とあわせて c の基本的な数値

的不変量である．食違い係数 3 は =3 ∈ Zとなる正の有理数である．

収縮先が商特異点，通常 2重点のときの川又 [50]，Corti [21]の結果，および食違い係数が 1以下

のときの早川 [33, 34]の研究ののち，私は因子収縮写像 c の系統的研究を行った [42, 43, 44, 45]．

相対的に豊富な因子 −� が定める次数付き O. 代数 R =
⊕

8∈N c∗O- (−8�) によって - = Proj. R

と表される．私の手法は R を数値的情報 38 = dim c∗O- (−8�)/c∗O- (−(8 + 1)�) から回復させる

ものである．消滅定理 '1c∗O- (−8�) = 0より適当なコンパクト化ののちに

38 = j(O- (−8�)) − j(O- (−(8 + 1)�))

であり，Euler標数の差である右辺が Reidによる次の特異点版 Riemann–Roch 公式 [78]により計

算される．

一般に 3次元端末特異点は商特異点たちの集合に変形されるので，- 上の特異点たちを変形して

商特異点の集合 { 1
A8
(1,−1, 18)}8∈� が得られる．これを - のかご (basket)と呼ぶ．- 上のQ-Cartier

因子 � は各点で � ∼ 48 - と表される．このとき Euler標数 j(O- (�)) は通常の Riemann–Roch

公式による値 � (� −  - ) (2� −  - )/12 + �22 (-)/12 + j(O- ) と - のかごの貢献
∑

8∈� 28 (�) の

和となる．各貢献項 28 (�) は A8, 18 , 48 を用いて明示的に表示される．

結果として c は数値的に通常型 o1, o2, o3と 15個の例外型 e1, . . . , e16 (e4は存在しない)に分

類され，すべて例を持つ．この数値的分類から R を復元して c の幾何的分類を導く際に - 上の

general elephant 予想が必要となり，それを証明した．幾何的な分類は以下にまとめられる．

定理 例外因子が点に収縮する 3次元因子収縮写像 c : � ⊂ - → H ∈ . は，食違い係数が非常に小

さい場合を除き，適当な表現

H ∈ . = ( 5 (G1, . . . , G5) = G5 + 6(G1, . . . , G4) = 0) ⊂ D
5/ZA

のもとで重み付き爆発である．

ここで H ∈ . はつねに D
4/ZA に埋め込めるが，c を記述する際には D

5/ZA への埋め込みが必要

になる場合が生じる．食違い係数が非常に小さい場合は例外因子の候補が計算可能な程度に絞られ

るので，上の結果は実用上満足いくものである．



5 曲線への因子収縮写像

次いで例外因子が曲線に収縮する 3次元因子収縮写像 c : � ⊂ - → � ⊂ . を考える．この場合

c は曲線 � 上の一般の点の近くでは � を中心とする爆発である．特に � ⊂ . が与えられたとき c

は存在すれば一意であり， - = c∗ . + � である．次数付き代数 R =
⊕

8∈N c∗O- (−8�) による

表現 - = Proj. R において 8 次部分 c∗O- (−8�) は � を定めるイデアル I ⊂ O. の 8 次記号べき

I (8)
= I 8O. ,[ ∩O. に等しい．ただし [は � の生成点．よって c が存在すればI の記号べき代

数S =
⊕

8∈N I (8) は有限生成であり，- は, = Proj. S と . 上同型になる．

- 上の general elephant 予想は � を含む . 上の一般の曲面 ( ∼ − . が Du Valであることを意

味する．この性質を � ⊂ . について仮定するとき，記号べき代数 S =
⊕

8∈N I (8) は有限生成で

, = Proj. S は標準特異点を持つことがわかる．この下では, → . が因子収縮写像の唯一の候補

であるから，解析的な芽 H ∈ � ⊂ ( ⊂ . から出発して定まる, がさらに端末的かどうかを決定す

ることが問題となる．

この問題について Tziolas [90, 91, 92] と Ducat [23] による研究が挙げられる．Tziolas は . が

Gorensteinで � が滑らかな曲線の場合を考えた．出発点である Jaffe [41]による芽 H ∈ � ⊂ ( の分

類はMcKay対応と関連する．いくつかの場合，, は適当な表示における重み付き爆発として記述

される．例えば Du Val特異点 H ∈ ( が最も基本的な �1 型のとき，表示

H ∈ � = (G1軸 ) ⊂ . = (G1G2 + G
2
3 + G

=
4 = 0) ⊂ D

4

によって, → . は重み (0, 2, 1, 1) 付きの爆発であり，, はつねに端末的である．

一方で Ducat は . が滑らかな場合を一般的に考えた．� が局所交叉のときの構造は直ちに分か

るのでそうでないとする．このとき O. 加群としての O� の射影的分解が Eisenbud [24]による行

列分解を用いて記述できて Jaffeの分類に呼応する分類を持つ．Ducatは � を中心とする . の通常

の爆発からはじめて Papadakis，Reid [74] の unprojection によりモデルを取りかえてゆき最終的

に , に到達した．例えば H ∈ ( が �1 型のとき , は重み付き射影空間 P(1, 1, 1, 2) との直積への

埋め込み , ⊂ . × P(1, 1, 1, 2) を持つ．さらに , が端末的であるための必要十分条件は H ∈ � の

重複度が 3であることである．

6 Sarkisovプログラム

例えば射影空間 P= は自明な束 P< × P=−< → P< の全空間と双有理であるように，一般に森ファ

イバー空間は双有理的には多くの構造を持ちうる．Sarkisovプログラムは二つの森ファイバー空間

-/(，./) の全空間に双有理射 - d . が与えられたとき，それを基本的なリンクたちに分解する．

このプログラムは有理性問題における次の重要な結果の証明をもとに定式化された [19, 32, 82]．

定理 (Iskovskikh–Manin [40]) 滑らかな 3次元 4次超曲面 -4 ⊂ P4 は有理的ではない．

Iskovskikh とManinは実質的に - を森ファイバー空間 - → Spec Cとみて，それが他の森ファ

イバー空間. → ) と双有理的につながらないことを証明して非有理性を示した．つまり -/Spec C

は森ファイバー空間の圏において有理性と対極の性質である双有理超剛性を有することを証明した

のである．



定義 c : - → ( を森ファイバー空間とする．もう一つの森ファイバー空間 i : . → ) (c と同じ

でもよい) と全空間の双有理射 5 : - d . が任意に与えられたときに，ある - の自己双有理射

f : - d - と底空間の双有理射 6 : ( d ) が存在して，生成ファイバーの同型 - ×( [( ≃ . ×) [)

を導く可換図式

- .

( )

5 ◦f

c i

6

をつくるとき，c は双有理剛的であるという．さらに f としてつねに - の恒等写像を選べるとき，

c は双有理超剛的であるという．

代数多様体が有理的かどうかを調べることは基本的な問題である．有理性から順に安定有理性，

単有理性，有理連結性，単線織性へと概念が拡がり，最後の単線織性は数値的な判定が可能である

[10, 65]．曲面に対しては有理性から有理連結性まで同値であるが，3 次元以上では最初の 3つは

すべて異なり [3, 5, 18]，単有理性と有理連結性も異なるであろうと予想されている．

7 2次曲線束

3次元多様体からの 2次曲線束 c : - → ( に対してはフリップ収縮写像の議論の多くが解析的な

芽 B ∈ ( の上で通用する．大きな違いは相対次元が正のために '1c∗O- ( - ) が消滅するとは限ら

ないことである．それでも森，Prokhorov [68, 69, 70]は c−1 (B) が既約すなわち c−1 (B) ≃ P1 の場

合に - 上の general elephant予想を証明して近傍 c−1 (B) ≃ P1 ⊂ - → B ∈ ( を分類した．帰結とし

て底曲面 ( は �型の Du Val特異点しか持たないという Iskovskikh の予想を得た．

2次曲線束 c : - → ( は伝統的には生成ファイバーを変えずに標準 2次曲線束に取りかえて研究

される [81]．すなわち c は滑らかな射影代数多様体間の相対次元 1の平坦射で，− - は相対的に

豊富，相対 Picard数 d(-/() = 1である．c は ( 上階数 3の局所自由層 c∗O- (− - ) のつくる P2

束に埋め込まれ，退化域が判別因子 Δ ⊂ ( として定まる．- が有理的ならば ( もそうなので，有

理性問題では ( は有理的であると仮定する．この下で Shokurov [85]と Iskovskikh [38]は - の有

理性を ((,Δ) で判定する予想を立て，- が有理的ならば線型系 |2 ( + Δ| は空であると予想した．

これは ( が射影平面または Hirzebruch 曲面のとき，つまり森ファーバー構造を持つときに証明さ

れている [85]．

判別因子は一般の 2次曲線束 c : - → ( に対しても定義できる．2 ( + Δに擬有効でない  ( を

加えて 4 ( + Δをつくる．Sarkisov [80, 81]は 4 ( + Δがなお擬有効ならば c は双有理超剛的であ

ることを証明した．

8 Del Pezzo曲面束

Del Pezzo 曲面束 c : - → � の生成ファイバー -[ = - ×� [ は � の関数体上の del Pezzo 曲面

であり，その次数 3 =  2
-[

(1 ≤ 3 ≤ 9) が基本的な不変量となる．標準 2 次曲線束のように，生

成ファイバー -[ を変えずに c をよい del Pezzo 曲面束で取りかえる問題を考える．- が 3 次元

のときは曲線の代数的な芽 1 ∈ � の上で考えればよい．Corti [20]は 3 ≥ 3 のとき，全空間 - が



Gorenstein でファイバー � = - ×� 1 が整である del Pezzo 曲面束を -[ の標準モデルと呼び，そ

の存在を証明した．� の非常に豊富な因子 − � による P3 への埋め込みは延長されて，埋め込み

- ⊂ P3 × �を持つ．なお 3 = 2, 1のときは � が整ならば � はそれぞれ P(1, 1, 1, 2), P(1, 1, 2, 3) へ

埋め込まれるが，Abban，Fedorchuk，Krylov [1]は変数を一つ増やしてそれぞれ P(1, 1, 1, 2, 2) × �,

P(1, 1, 2, 3, 3) × �へ埋め込まれる -[ のモデル -/�の存在を証明した．

よいモデルの存在は - 上の general elephant予想と関連しており，general elephant予想について

は Hacking，Prokorov [29, 75]により � = - ×� 1 が対数的端末特異点を持つ場合に示されている．

一般にはファイバー � は重複度 <を持ち，素因子 %を用いて � = <%と表される．森，Prokhorov

[71]は特異点版 Riemann–Roch公式を用いて重複度 < が 6以下であることを示した．

Del Pezzo曲面束 c : - → P1 の次数 3 が 5以上ならば - が有理的であることはよく知られてい

る．3 = 4のとき Alexeev [2]は c から標準 2次曲線束へのリンクを構成して - の有理性を位相的

Euler 標数 j(-) が 0, −4, −8のいずれかであることで特徴付けた．最終的な完成は Shramov [87]

による．3 が 3以下のときは双有理剛性が調べられ，Pukhlikovは  2 条件を，Grinenkoは  条件

を提唱した．

K2 条件  2
-
は - の曲線が生成する錐 NE(-) ⊂ #1(-) の内部に属さない．

K条件 − - は - の可動因子が生成する錐Mov(-) ⊂ #1(-) の内部に属さない．

 2 条件から  条件が従うことは簡単にわかる．以下では - は滑らかとする．Pukhlikov [76] は

3 = 2のとき c が  2 条件をみたせば双有理剛的，3 = 1のとき  2 条件をみたせば双有理超剛的で

あることを証明した．Grinenko [27, 28]は 3 = 1のとき，c が  条件をみたすことと双有理超剛

的であることは同値であることを証明した．

9 Fano多様体

Fano多様体 - は一般の 2点が有理曲線で結ばれる有理連結多様体である．- が滑らかなとき，

Campana [11] と Kollár，宮岡，森 [54, 55, 56] は 2 点をいくつかの有理曲線の鎖で結び，それに

有理曲線を付加して変形することで 1 本の有理曲線 � で結んだ．この曲線の − - に関する次数

(− - · �) を抑えることによって，滑らかな Fano多様体たちの族の有界性が得られる．

有界性を特異点付きの Fano多様体に対して示したのが Birkar [7, 8]である．正の実数 Y を固定

するとき，Fano多様体のうちすべての上空の因子が対数的食違い係数 Y 以上を持つものは有界な

族をなすという BAB予想 (Borisov–Alexeev–Borisov) を証明した．ちなみに Y の仮定を外して単

に対数的標準な Fano多様体を集めると双有理な意味でも有界にはならない．Lin [61]が構成した

とおり，次数 2= + 3の判別因子 Δ= を持つ標準 2次曲線束 -= → P2 からの収縮写像 -= → .= で得

られる Fano多様体 .= について，それらが双有理的に有界であれば = ≥ 5における -=/P
2 の双有

理超剛性により Δ= の算術種数 ?0 (Δ=) = (= + 1) (2= + 1) も上から抑えられるはずだからである．

滑らかな 3 次元 Fano 多様体 - は del Pezzo 曲面の 3 次元版として豊かな研究対象であり，特

に Picard 数 1 のものは Iskovskikh [36, 37, 39] によって明示的に分類されている．向井 [72] によ

るベクトル束を用いた記述は双正則的である．Iskovskikh の分類の前提は Shokurovによる general

elephant 予想の解決 [83] と適切な下での直線の存在 [84] である．Fano 多様体に対する general



elephant 予想は最も大域的な主張であり，Gorenstein 性を外すと反例が出てくる．反標準因子系

| −  - | が空になる例や，それが唯一の元 ( ∈ | −  - | を持ち，( が楕円特異点を持ったり正規でな

かったりする例が知られている [35, 79]．

Corti，Pukhlikov，Reid [22]は Iskovskikh，Maninの結果を大幅に拡張して，重み付き射影空間の

一般の超平面 - ⊂ P(1, 01, 02, 03, 04) として実現される 3次元 Fano多様体は双有理剛的であるこ

とを示した．Fano多様体の双有理剛性と K安定性との関係は目下さかんに研究されている対象で

ある．Fano 多様体の K 多重安定性と Kähler–Einstein 計量を持つことは同値であるという Yau，

Donaldson，Calabiの予想は近年 X. Chen，Donaldson，Sun [17]によって解決され，特異点を持つ

場合へと拡張されている [6, 60, 62]．Stibitz，Zhuang [88]によれば，有理的な対数的標準閾に相当

する U不変量が 1/2以上である双有理超剛的な Fano多様体は K安定であり Kähler–Einstein 計量

を持つ．Cheltsov [12]と Kim，岡田，Won [52]により上の Fano多様体 - ⊂ P(1, 01, 02, 03, 04) の

U 不変量は 1/2以上であることが確かめられ，それが双有理超剛的ならば Kähler–Einstein 計量を

持つ．

10 極小モデル

双有理同値な極小モデルたちは森ファイバー空間とは対照的に多くの性質を共有する．二つの

極小モデル -，- ′ の双有理射 - d - ′ は余次元 1 で同型であり，川又 [51] はそれがフロップ

の有限列に分解されることを見た．Kollár [53] はさらに 3 次元フロップ - → . ← -+ は解析

的に対合 (involution) を用いて記述されることを観察した．特に - と -+ の解析的特異点集合は

等しい．例として前述の Atiyah のフロップを考える．. = (G1G2 + G3G4 = 0) 上で c : - → . と

c+ : -+ → . はそれぞれイデアル (G2, G4) と (G1, G4) に沿う爆発であった．このとき c+ は G1 と G2

の交換 (G1, G2, G3, G4) ↦→ (G2, G1, G3, G4) で定まる . の対合 ] : . → . による合成 ] ◦ c : - → . で

ある．

極小モデル - における重要な問題はネフ標準因子  - が半豊富であることを主張するアバンダ

ンス予想である．ここで小平次元 ^ = ^(-) と数値的小平次元 a = a(-) を導入する．小平次元 ^

は十分大きく割り切れる整数 ; に対して線型系 |; - | が定める有理写像 i; : - d P�0 (O- (; - ))

の像 i; (-) の次元であり，数値的小平次元 a は  a
-
が数値的に非自明であるような最大の整数で

ある．アバンダンス予想は川又 [46]，中山 [73]，Lai [59]らの仕事により次の二つの主張に帰着さ

れている．

• ^ ≥ 0．

• a ≥ 1ならば ^ ≥ 1．

3次元の場合は前者は宮岡 [64]により，後者は a = 1のとき宮岡 [63]，a = 2のとき川又 [49]によ

り示されている．a = 3から ^ = 3が従うことは一般論による．

アバンダンスは滑らかな極小モデル - に対して ; - が自由になる正の整数 ; の存在を主張する

が，そのような ; を上から抑えられるかどうかは興味深い問題である．^ が次元に等しいときは

Hacon，McKernan [30] および高山 [89] により正しい．3 次元に限れば ^ = 0, 1, 2 のときそれぞ

れ川又 [47]，藤野，森 [26]，Viehweg，Zhang [93]により示されて有界性は完成している．次の問



題は ; を明示的に抑えることである．J. A. Chen，M. Chen [13, 14, 15, 16]は 3次元極小モデル -

において ^ = 3 ならば ℎ0 (O- (12 - )) ≥ 1，ℎ0 (O- (24 - )) ≥ 2であり，すべての ; ≥ 57 に対し

て ; - の定める有理写像 i; が双有理的であることを特異点版 Riemann–Roch公式を用いて証明し

た．現在知られている最も悪い例は 46次超曲面 -46 ⊂ P(4, 5, 6, 7, 23) であり，; = 23ではじめて

i; が双有理的になる．
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名古屋大学大学院多元数理科学研究科 金銅誠之2

1 はじめに
主題は標数 2の代数閉体上の話であるが，この節では簡単のため断らない限り複素数体上で考える．Kummer曲

面の定義はアーベル曲面（あるい 2次元複素トーラス）の (−1)-倍写像による商曲面の非特異極小モデルとして定
義される．が，歴史的には 19世紀に P3 内の 16個の node（𝐴1 型有理二重点）を持ち 16個の trope（二重 2次曲

線）を含む 4次曲面（Kummer 4次曲面）として発見された．1822年に物理学者の A. J. Fresnelが特別な場合に，

1864年に E. Kummerが一般の場合に発見した．Kummerが与えた定義方程式は[
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑡2) + 𝑎(𝑥𝑦 + 𝑧𝑡) + 𝑏(𝑥𝑧 + 𝑦𝑡) + 𝑐(𝑥𝑡 + 𝑦𝑧)

]2 + 𝐾𝑥𝑦𝑧𝑡 = 0

である．この式において，例えば 𝑥 = 0とすると 2次式の平方となっており，𝑥 = 0での切り口が tropeである．そ

の後，1870年に F. Klein [9]が Kummer 4次曲面と quadratic line complexとの間の美しい関係を見出した．P3 内

の直線のなす Grassmann多様体を 𝐺 = 𝐺 (1, 3)とすると，Plücker埋め込みで 𝐺 は P5の非特異 2次超曲面となる．

Quadratic line complexとは二つの 2次超曲面の交叉𝐺 ∩𝑄（𝑄は別の 2次超曲面）を指し，P3内の直線のなす 3次

元族に他ならない．ただし 𝐺 ∩𝑄は非特異であると仮定する．Quadratic line complex 𝐺 ∩𝑄から自然に Kummer 4

次曲面 𝑆 ⊂ P3とその双対 Kummer 4次曲面 𝑆∨ ⊂ (P3)∨およびそれらの非特異極小モデルである 𝐾3曲面 Σ ⊂ P5，

種数 2の曲線 𝐶やそのヤコビ多様体であるアーベル曲面 𝐽 (𝐶)が得られ，𝐽 (𝐶)/⟨𝜄⟩ � 𝑆 � 𝑆∨が成り立つ．ここで 𝜄

は (−1)-倍写像である．

以上の話は標数が 2でなければそのまま成り立つ．ここでは標数 2の場合に類似が成り立つか，を問題とする．

標数 2の場合の問題点は二つある．一つは 2次超曲面を扱うので標数 2の 2次形式の特殊性に注意する必要があ

る．もう一つは種数 2の曲線やアーベル曲面の様子が随分と異なる．表 1にその主な違いを列挙しておく．

char 𝑝 𝑝 ≠ 2 𝑝 = 2 𝑝 = 2 𝑝 = 2

𝐽 (𝐶) の 2階数 −− 2 (𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦) 1 0 (𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟)

𝐶 → P1の分岐点の個数 6 3 2 1

𝐽 (𝐶) の 2分点の個数 16 4 2 1

𝐽 (𝐶)/⟨𝜄⟩の特異点 16𝐴1 4𝐷4 2𝐷8 4O1
0,1

表 1: 種数 2の曲線とヤコビアン

表において，𝐶は種数 2の曲線，𝐽 (𝐶)はそのヤコビアンである．𝐽 (𝐶)の 2倍写像の核の被約部分の階数を 2階数

と呼ぶ．𝐶 は超楕円曲線なので P1の二重被覆として表せる．また 𝜄は 𝐽 (𝐶)の inversion（(−1)-倍写像に相当）で
ある．特異点の項で，例えば 2𝐷8は 𝐷8型有理二重点を二つ持つという意味であり，最後の 4O1

0,1はWagreich [17]

1桂利行氏との共同研究である．
2JSPS 科研費基盤 (A) No. 20H00112 の援助を受けている．



の意味での楕円型特異点を指す．種数 2の曲線 𝐶 は 𝐽 (𝐶)の 2階数で 3種類に分けられるが，2階数が 2のものを

ordinary，0のものを supersingularと呼ぶ．種数 2の曲線に関しては井草 [6]が詳しい．標数 2の場合の特異点の

違いを見出したのは塩田 [16]，桂 [7]である．

このような状況ではあるが，標数 2の場合にも Kummer 4次曲面と quadratic line complexの関係の類似は存在

する．なぜ上のような違いが起こるかを簡単に説明しておく．

標数が 2でなければ，𝐺 ∩𝑄が非特異であるという仮定の下で，𝐺 と 𝑄は同時対角化できる：

𝐺 =

{ 6∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 = 0

}
, 𝑄 =

{ 6∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑋
2
𝑖 = 0

}
.

ここで (𝑋1, · · · , 𝑋6) は P5 の斉次座標，𝑎1, . . . , 𝑎6 ∈ C, 𝑎𝑖 ≠ 𝑎 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗) である．このとき種数 2の曲線は

𝑦2 =
6∏
𝑖=1

(𝑥 − 𝑎𝑖)

で与えられる．標数が 2でないときは，2次形式は付随した対称行列で決まる．一方，標数 2では，2次形式は付

随した交代行列では決まらない．この違いが，標数 2では 𝐺 ∩ 𝑄 が非特異でも同時対角化できない場合を許し，
種数 2の曲線に 3つの種類が起こる理由となる（詳しくは節 4を見よ）．

Kummer曲面と quadratic line complexの関係に関してはベクトル束のモジュライの観点からNarasimhan-Ramanan

[14]が再構築している．標数 2では Bhosle [1]が P2𝑔+1 内の二つの 2次超曲面の交叉を研究し，交叉上の (𝑔 − 1)

次元部分空間のなす多様体が種数 𝑔 の超楕円曲線のヤコビアンに同型であることを示している（ただし，𝑔 = 2

の場合の ordinary に相当する場合に限っている）．標数 2の Kummer 4次曲面の定義方程式は ordinary の場合に

Laszlo-Pauly [11], [12]が，一般の場合に Duquesne [4]が与えている．Kummer 曲面の歴史については Dolgachev

[3]に詳しい．Kummer曲面と Quadratic line complexに関しては，Griffiths-Harris [5], Cassels-Flynn [2]が教科書と

して挙げられる．

2 種数 2の曲線の井草の標準形：標数 2の場合
標数 2の曲線とそのヤコビアンの特徴については表 1にまとめておいた．ここでは種数 2の曲線の井草の標準

形を紹介しておく：

𝑦2 + 𝑦 =


𝛼𝑥 + 𝛽𝑥−1 + 𝛾(𝑥 − 1)−1 （𝐽 (𝐶) は 𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦）,

𝑥3 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥−1 （𝐽 (𝐶) の 2階数が 1）,

𝑥5 + 𝛼𝑥3 （𝐽 (𝐶) は超特異）．

ここで定数 𝛼, 𝛽, 𝛾は ordinaryの場合には全て 0ではなく，2階数が 1の場合には 𝛽は 0でない．

3 Quadratic line complex

この節では古典的な quadratic line complexと Kummer曲面の話を紹介する．標数は断らない限り任意標数とす

る．前のように 𝐺 = 𝐺 (1, 3) ⊂ P5 はグラスマン多様体とする．まず Schubert cycleを導入する．点 𝑝 ∈ P3 および

平面 ℎ ⊂ P3 に対して

𝜎(𝑝) = {ℓ ∈ 𝐺 : 𝑝 ∈ ℓ}, 𝜎(ℎ) = {ℓ ∈ 𝐺 : ℓ ⊂ ℎ}, 𝜎(𝑝, ℎ) = {ℓ ∈ 𝐺 : 𝑝 ∈ ℓ ⊂ ℎ}

と定めると，𝜎(𝑝), 𝜎(ℎ) は P5 の平面で，𝜎(𝑝, ℎ) は直線である．逆に 𝐺 に含まれる P5 の平面と直線はこの形を

している．



今，𝑄を P5内の 2次超曲面とし，交叉 X = 𝐺 ∩𝑄は非特異であると仮定する．この仮定から，Xに含まれる平
面は存在しないことが示せる．よって 𝜎(𝑝) ∩ X = 𝜎(𝑝) ∩𝑄は平面 𝜎(𝑝) 内の 2次曲線である．そこで

𝑆 = {𝑝 ∈ P3 : 𝜎(𝑝) ∩𝑄 は特異 2次曲線 }, 𝑅 = {𝑝 ∈ 𝑆 : 𝜎(𝑝) ∩𝑄 は二重直線 }

と定める．これらの双対

𝑆∨ = {ℎ ∈ (P3)∨ : 𝜎(ℎ) ∩𝑄 は特異 2次曲線 }, 𝑅∨ = {ℎ ∈ 𝑆∨ : 𝜎(ℎ) ∩𝑄 は二重直線 }.

も定まる．𝑆が Kummer 4次曲面，𝑆∨ がその双対である．𝑆と 𝑆∨ は射影同値であることも知られている．

次に 𝑆, 𝑆∨のブローアップとなっている曲面を定義する．𝑥 ∈ Xに対し ℓ𝑥 を対応する P3内の直線する．直線 ℓ𝑥

が特異であるとは，ある点 𝑝 ∈ P3が存在して，𝑥が 2次曲線 𝜎(𝑝) ∩𝑄の特異点であるときをいう．この点 𝑝は 𝑥

に対して一意的に定まり，ℓ𝑥 の焦点と呼ばれる．この双対版も定義できる．そこで

Σ = {𝑥 ∈ X : ℓ𝑥 は特異 }

と定義すると，次が成り立つ．

命題 3.1. (Griffiths and Harris [5, p.767], Cassels and Flynn [2, Lemma 17.2.1]) 𝑥 ∈ Xに対し，

𝑥 ∈ Σ ⇐⇒ 𝑄の 𝑥 での接空間 𝑇𝑥 (𝑄) は 𝐺 にある点で接している.

𝑥 に対して ℓ𝑥 の焦点 𝑝を対応させる写像

𝜋 : Σ → 𝑆, 𝜋∨ : Σ → 𝑆∨

が定まる．2次曲線 𝜎(𝑝) ∩ 𝑄 が二重直線の場合，二重直線上の任意の点 𝑥 に対し ℓ𝑥 は特異であり，この二重直

線が 𝜋によって 1点 𝑝 ∈ 𝑅に写される．これから 𝜋は Kummer曲面の 𝑅でのブローアップを与えていることが分

かる．

P5 内の非特異な 2次超曲面 𝑄 に含まれる平面全体は 2組の 3次元既約族から成る（標数 2でも類似が成り立

つ）．𝑄 = 𝐺 の場合には {𝜎(𝑝)}𝑝∈P3 , {𝜎(ℎ)}ℎ∈(P3)∨ がそれらである．2次超曲面からなる束

{𝑡0𝐺 + 𝑡1𝑄} (𝑡0:𝑡1) ∈P1

を考えよう．上に述べたことから，二重被覆

𝑝 : 𝐶 → P1

が定まる．𝑝−1 ((𝑡0, 𝑡1)) ((𝑡0, 𝑡1) ∈ P1) は束のメンバー 𝑡0𝐺 + 𝑡1𝑄 に含まれる平面の既約族に対応している．𝑝の分
岐は束のメンバー 𝑡0𝐺 + 𝑡1𝑄が含む既約な平面の族がただ一つ，すなわち 2次超曲面が特異点を持つ場合である．

標数が 𝑝 ≠ 2とすると，「はじめに」で述べたように 𝐺 と 𝑄は同時対角化でき，命題 3.1を用いれば，

Σ =

{ 6∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 =

6∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑋
2
𝑖 =

6∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑋

2
𝑖 = 0

}
であることが容易に分かり，𝐶も「はじめに」において与えたものであることが確かめられる．この場合，Σは非

特異であり，従って 𝐾3曲面であり，𝜋 : Σ → 𝑆, 𝜋∨ : Σ → 𝑆∨は非特異極小モデルを与える射である．Σは 32本の

直線を含んでいる3．𝑆の 16個の nodes上の 16個の例外曲線および 𝑆上の 16個の tropesの固有変換である．後

者から成る 16個の直線をブローダウンすることで，𝑆∨ が得られる．

332 本の直線の交わり関係は (166)-configuration と呼ばれる．



さて 𝐴 (⊂ 𝐺 (1, 5)) を X 上の直線全体のなす多様体とする．このとき 𝐴 � 𝐽 (𝐶) であることが知られている
(Griffiths and Harris [5, Chap. 6, §3], Cassels and Flynn [2, Theorem 17.0.1])．一方，各直線 𝐿 ∈ 𝐴に対し，P3 内の

点 𝑝𝐿 と平面 ℎ𝐿 が存在して 𝐿 = 𝜎(𝑝𝐿 , ℎ𝐿) 表せる．よって写像

𝜑 : 𝐴→ 𝑆, 𝜑∨ : 𝐴→ 𝑆∨, 𝜑(𝐿) = 𝑝𝐿 , 𝜑∨ (𝐿) = ℎ𝐿

が定まる．このとき 2次曲線 𝜎(𝑝𝐿) ∩𝑄は 2本の直線に分解している，すなわち

𝜎(𝑝𝐿) ∩𝑄 = 𝜎(𝑝𝐿 , ℎ𝐿) + 𝜎(𝑝𝐿 , ℎ′) （ℎ′は 𝑝𝐿 を含む平面）

となっており，𝜑により 2直線 𝜎(𝑝𝐿 , ℎ𝐿), 𝜎(𝑝𝐿 , ℎ′)は 𝑝𝐿に写され，従って 𝜑, 𝜑∨は二重被覆である．𝜎(𝑝𝐿 , ℎ𝐿) =
𝜎(𝑝𝐿 , ℎ′) の場合，𝜑は 𝑝𝐿 (∈ 𝑅) で分岐している．以上から 𝜑, 𝜑∨ はそれぞれ 𝑅, 𝑅∨ で分岐する二重被覆である．

実は 𝜑, 𝜑∨ は写像 𝐽 (𝐶) → 𝐽 (𝐶)/⟨𝜄⟩に他ならないことも知られている．

4 Pencils of quadratic forms（標数 2の場合）
𝑄1, 𝑄2 を P5 の二次超曲面およびそれらの定義方程式（2次形式）を表すこととする．𝑄1, 𝑄2に付随した交代形

式をそれぞれ 𝐴1, 𝐴2とし，対応する交代行列も 𝐴1, 𝐴2で表す．ここで 𝐴1は正則と仮定し，𝐴−1
1 𝐴2の特性多項式を∏

𝑖

(𝑡 − 𝑎𝑖)2𝑚𝑖 , 𝑎𝑖 ≠ 𝑎 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗)

とする．Klingenberg [10]により 𝐴1, 𝐴2 は以下の標準形に変形できる4：𝐴𝑖 =
©«

0 𝐴′
𝑖

𝑡 𝐴′
𝑖 0

ª®¬とするとき，
𝐴′

1 =

©«
0 0 1

0 1 0

1 0 0

ª®®®®¬
, (𝑎) 𝐴′

2 =

©«
0 0 𝑎1

0 𝑎2 0

𝑎3 0 0

ª®®®®¬
, (𝑏) 𝐴′

2 =

©«
0 0 𝑎1

0 𝑎2 0

𝑎2 1 0

ª®®®®¬
または (𝑐) 𝐴′

2 =

©«
0 0 𝑎1

0 𝑎1 1

𝑎1 1 0

ª®®®®¬
.

この結果を使うことで，例えば最初の (𝑎) の場合，

𝑄1 :
3∑
𝑖=1

(𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑝𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑡𝑖𝑌2

𝑖 ) = 0, 𝑄2 :
3∑
𝑖=1

(𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑟𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑠𝑖𝑌2

𝑖 ) = 0 (1)

とできる．ただし (𝑋1, 𝑌1, 𝑋2, 𝑌2, 𝑋3, 𝑌3) は P5 の斉次座標である．ここで 𝑋𝑖𝑌𝑖 を保つ変数変換を施すことで，

𝑄1 :
3∑
𝑖=1

𝑋𝑖𝑌𝑖 = 0, 𝑄2 :
3∑
𝑖=1

(𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2

𝑖 ) = 0

とできる．このようにして以下の 2次形式の標準形を得る．

命題 4.1. 𝑄1に付随した交代形式は正則であるとする．このとき𝑄1, 𝑄2は変数変換で次のいずれかに変形できる．

(𝑎) :


𝑄1 :

∑3
𝑖=1 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 0,

𝑄2 :
∑3

𝑖=1 𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2

𝑖 = 0.

(2)

(𝑏) :


𝑄1 :

∑3
𝑖=1 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 0,

𝑄2 :
∑3

𝑖=1
(
𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2

𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2
𝑖

)
+ 𝑏1𝑋2𝑌3 + 𝑏2𝑋3𝑌2 + 𝑏3𝑋2𝑋3 + 𝑏4𝑌2𝑌3 = 0

(3)

4[10] では標数は 2 以外と仮定しているが，Bhosle [1] も指摘しているように，[10] の証明は標数 2 でも成り立つ．



ここで 𝑎2 = 𝑎3, 𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4, (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) ≠ (0, 0, 0, 0) である．

(𝑐) :


𝑄1 :

∑3
𝑖=1 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 0,

𝑄2 :
∑3

𝑖=1
(
𝑎𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2

𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2
𝑖

)
+ 𝐶 = 0

(4)

ここで

𝐶 = 𝑏1𝑋2𝑌3 + 𝑏2𝑋3𝑌2 + 𝑏3𝑋2𝑋3 + 𝑏4𝑌2𝑌3 + 𝑏5𝑋1𝑌2 + 𝑏6𝑋2𝑌1 + 𝑏7𝑋1𝑋2 + 𝑏8𝑌1𝑌2

であり，𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4, 𝑏5𝑏6 = 𝑏7𝑏8, (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) ≠ (0, 0, 0, 0), (𝑏5, 𝑏6, 𝑏7, 𝑏8) ≠ (0, 0, 0, 0) である．

注意 4.1. (𝑏), (𝑐) の場合，Klingenbergの結果によって 2次形式は式 (1)の 𝑄2 にそれぞれ 𝑋3𝑌2, 𝑋2𝑌1 + 𝑋3𝑌2 を加

えた形である．𝑄1 の 𝑝𝑖𝑋
2
𝑖 + 𝑡𝑖𝑌2

𝑖 を消す変換を施したため 𝑄2 はやや複雑な式 (3), (4)に変換される．

5 Kummer 4次曲面と quadratic line complexes: ordinary case

命題 4.1で得た標数 2の場合の二つの 2次超曲面の標準形を出発点として，Kummer 4次曲面 𝑆 とそのブロー

アップである Σや種数 2の曲線 𝐶 を求める．区別のため Case (a)の場合はこれらをそのまま 𝑆, Σ, 𝐶 と表し，(b)

の場合は 𝑆1, Σ1, 𝐶1と，(c)の場合は 𝑆0, Σ0, 𝐶0と表す．どの場合も同様の結果が得られるが，ここでは概観が分か

るように最も簡単な (a)の場合を述べ，次節に (b), (c)の場合の方程式を述べることにする．

補題 5.1. X,X1,X0 をそれぞれ (a), (b), (c)の場合の 𝑄1 ∩𝑄2 を表す．このとき次が成り立つ．

(a) Xが非特異⇐⇒ ∏
𝑖 𝑐𝑖𝑑𝑖 ≠ 0.

(b) X1が非特異⇐⇒ 𝑐1𝑑1 ≠ 0且つ 𝑏2𝑏4𝑐2 + 𝑏1𝑏4𝑐3 + 𝑏1𝑏3𝑑2 + 𝑏2𝑏3𝑑3 ≠ 0.

(c) X0が非特異⇐⇒ 𝑐1 (𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)(𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8) + 𝑐3 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)(𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6) + 𝑑1 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)(𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5) +

𝑑3 (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)(𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5) ≠ 0.

以下，X,X1,X0 は非特異と仮定する．まず Kummer 4次曲面の方程式であるが，2次曲線 𝜎(𝑝) ∩ 𝑄2 が特異点

を持つ条件を計算することで得られる．

定理 5.1. （Ordinaryの場合） (1) Kummer 4次曲面 𝑆は次で与えられる：

(𝑎1+𝑎2)2 (𝑐3𝑥
2𝑦2+𝑑3𝑧

2𝑡2)+ (𝑎1+𝑎3)2 (𝑐2𝑥
2𝑧2+𝑑2𝑦

2𝑡2)+ (𝑎2+𝑎3)2 (𝑐1𝑥
2𝑡2+𝑑1𝑦

2𝑧2)+ (𝑎1+𝑎2) (𝑎2+𝑎3) (𝑎3+𝑎1)𝑥𝑦𝑧𝑡 = 0.

(2) 𝑆は次の 4点

𝑃1 = (1, 0, 0, 0), 𝑃1 = (0, 1, 0, 0), 𝑃3 = (0, 0, 1, 0), 𝑃4 = (0, 0, 0, 1)

で 𝐷4 型有理二重点を持ち，次の 4個の tropeを含んでいる：

Θ1 : 𝑥 = (𝑎1+𝑎2)
√
𝑑3𝑧𝑡+(𝑎1+𝑎3)

√
𝑑2𝑦𝑡+(𝑎2+𝑎3)

√
𝑑1𝑦𝑧 = 0, Θ2 : 𝑦 = (𝑎1+𝑎2)

√
𝑑3𝑧𝑡+(𝑎1+𝑎3)

√
𝑐2𝑥𝑧+(𝑎2+𝑎3)

√
𝑐1𝑥𝑡 = 0,

Θ3 : 𝑧 = (𝑎1+𝑎2)
√
𝑐3𝑥𝑦+(𝑎1+𝑎3)

√
𝑑2𝑦𝑡+(𝑎2+𝑎3)

√
𝑐1𝑥𝑡 = 0, Θ4 : 𝑡 = (𝑎1+𝑎2)

√
𝑐3𝑥𝑦+(𝑎1+𝑎3)

√
𝑐2𝑥𝑧+(𝑎2+𝑎3)

√
𝑑1𝑦𝑧 = 0.

各 trope Θ𝑖 は 4個の特異点の内 3点 𝑃 𝑗 ( 𝑗 ≠ 𝑖) を通る．

次に Σであるが，これも命題 3.1を用いることで計算できる．



定理 5.2. （Ordinaryの場合） (1)曲面 Σは次で与えられる：

Σ =

{ 3∑
𝑖=1

𝑋𝑖𝑌𝑖 =
3∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2

𝑖 =
3∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 0

}
.

(2) Σは次の 8本の直線を含んでいる： Θ̃1 : 𝑋1 = 𝑋2 = 𝑋3 =
∑

𝑖

√
𝑑𝑖𝑌𝑖 = 0, 𝐸1 : 𝑌1 = 𝑌2 = 𝑌3 =

∑
𝑖
√
𝑐𝑖𝑋𝑖 = 0,

Θ̃2 : 𝑌1 = 𝑌2 = 𝑋3 =
√
𝑐1𝑋1 +

√
𝑐2𝑋2 +

√
𝑑3𝑌3 = 0, 𝐸2 : 𝑋1 = 𝑋2 = 𝑌3 =

√
𝑑1𝑌1 +

√
𝑑2𝑌2 +

√
𝑐3𝑋3 = 0,

Θ̃3 : 𝑌1 = 𝑋2 = 𝑌3 =
√
𝑐1𝑋1 +

√
𝑑2𝑌2 +

√
𝑐3𝑋3 = 0, 𝐸3 : 𝑋1 = 𝑌2 = 𝑋3 =

√
𝑑1𝑌1 +

√
𝑐2𝑋2 +

√
𝑑3𝑌3 = 0,

Θ̃4 : 𝑋1 = 𝑌2 = 𝑌3 =
√
𝑑1𝑌1 +

√
𝑐2𝑋2 +

√
𝑐3𝑋3 = 0, 𝐸4 : 𝑌1 = 𝑋2 = 𝑋3 =

√
𝑐1𝑋1 +

√
𝑑2𝑌2 +

√
𝑑3𝑌3 = 0.

これら 8本の直線の交わりは図 1の通りである．

𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝐸4

Θ̃1

Θ̃2

Θ̃3

Θ̃4

図 1: Σ上の 8本の直線

(3) Σは Θ̃𝑖 と 𝐸 𝑗 の 12個の交点で 𝐴1型有理二重点を持つ．特に Σの非特異極小モデル Σ̃は 𝐾3曲面である．Σ̃

上の 20個の非特異有理曲線のなす双対図形は図 2の通りである．ただし図では，Θ̃𝑖 , 𝐸 𝑗 の固有変換も同じ記号で

表し，無印の頂点は特異点解消の例外曲線を表す．
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Θ̃1
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Θ̃4
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図 2: Σ̃上の 20本の非特異有理曲線の双対図形

注意 5.1. 図 2において，𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4 を中心とする 4個の 𝐷4 型 Dynkin図形および Θ̃1, Θ̃2, Θ̃3, Θ̃4 を中心とす

る 4個の 𝐷4型 Dynkin図形が存在する．最初の 4個の 𝐷4型 Dynkin図形に対応した 16個の非特異有理曲線をブ

ローダウンすると 4個の 𝐷4型有理二重点を持つ曲面が得られるが，これが 𝑆に他ならない．後者の 4個の 𝐷4型

Dynkin図形に対応した 16個の非特異有理曲線をブローダウンすると双対 𝑆∨ が得られる．

注意 5.2. Peters–Stienstra [15]は複素数体上で図 2の 20個の非特異有理曲線を含む 1次元族を構成している．また

向井–大橋 [13]は複素数体上のある Enriques曲面の構成に定理 5.1の 4次曲面を用いている．



最後に種数 2の曲線も定義に従って計算することで得られる．

定理 5.3. （Ordinaryの場合） Quadratic line complex X に付随した種数 2の曲線は次で与えられる：

𝑧2 + (𝑡 + 𝑎1) (𝑡 + 𝑎2) (𝑡 + 𝑎3)𝑧 = 𝑐1𝑑1 (𝑡 + 𝑎2)2 (𝑡 + 𝑎3)2 + 𝑐2𝑑2 (𝑡 + 𝑎1)2 (𝑡 + 𝑎3)2 + 𝑐3𝑑3 (𝑡 + 𝑎1)2 (𝑡 + 𝑎2)2.

また 𝐶 の井草の標準モデルは

𝑦2 + 𝑦 =
√
𝑐1𝑑1 (𝑎2 + 𝑎3)

(𝑎1 + 𝑎2) (𝑎1 + 𝑎3)
𝑥 +

√
𝑐2𝑑2 (𝑎1 + 𝑎3)

(𝑎1 + 𝑎2) (𝑎2 + 𝑎3)𝑥
+

√
𝑐3𝑑3 (𝑎1 + 𝑎2)

(𝑎1 + 𝑎3) (𝑎2 + 𝑎3)(𝑥 + 1)

である．

注意 5.3. 井草の標準モデルが非特異であるのは∏
𝑖 𝑐𝑖𝑑𝑖 ≠ 0であった（節 2）．これはXが非特異である条件 Lemma

5.1 (a)に一致している．また任意の ordinaryな種数 2の曲線は quadratic line complexに付随したものとして得ら

れることも明らかであろう．

注意 5.4. Kummer 4次曲面 𝑆は 𝐽 (𝐶)/⟨𝜄⟩に同型であるが，標数が 2以外では線形系 |2Θ|による像でもあり，さら
に Σ ⊂ P5は線形系 |4Θ −∑

𝑝𝑖 |（𝑝𝑖 は 2分点）による像であることも知られている（例えば Griffiths-Harria [5]）．

ここで Θは 𝐽 (𝐶) 上のテータ因子である．標数 2でも Kummer 4次曲面 𝑆 は |2Θ| による像である（Laszlo-Pauly

[11], Duquesne [4]）．また ordinaryの場合だけではあるが，Σは線形系 |4Θ −∑
2𝑝𝑖 |による像であることも示すこ

とができる（[8]）．

6 付録：2階数 1および超特異の場合
前節では ordinaryの場合を説明した．ここでは残りの場合の 𝑆, Σ, 𝐶 の定義方程式を列挙しておく．計算は大変

になるが，方法は ordinaryの場合と全く同様である．詳細は [8]参照．

6.1 2階数 1の場合

(1) Kummer 4次曲面 𝑆1 は次で与えられる：

𝑏2
3𝑐1𝑥

4 + 𝑏2
2𝑑1𝑦

4 + 𝑏2
1𝑑1𝑧

4 + 𝑏2
4𝑐1𝑡

4 + (𝑏2
3𝑑2 + 𝑏2

2𝑐2 + (𝑎1 + 𝑎2)2𝑐3 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑏2𝑏3)𝑥2𝑦2

+(𝑏2
3𝑑3 + 𝑏2

1𝑐3 + (𝑎1 + 𝑎2)2𝑐2 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑏1𝑏3)𝑥2𝑧2 + (𝑏2
2𝑑3 + 𝑏2

4𝑐3 + (𝑎1 + 𝑎2)2𝑑2 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑏2𝑏4)𝑦2𝑡2

+(𝑏2
1𝑑2 + 𝑏2

4𝑐2 + (𝑎1 + 𝑎2)2𝑑3 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑏1𝑏4)𝑧2𝑡2 + (𝑎1 + 𝑎2)2 (𝑏3𝑥
2𝑦𝑧 + 𝑏2𝑥𝑦

2𝑡 + 𝑏1𝑥𝑧
2𝑡 + 𝑏4𝑦𝑧𝑡

2) = 0.

(2)曲面 Σ1 は次で与えられる：

3∑
𝑖=1

𝑋𝑖𝑌𝑖 =
3∑
𝑖=1

(𝑎𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2

𝑖 ) + 𝑏1𝑋2𝑌3 + 𝑏2𝑋3𝑌2 + 𝑏3𝑋2𝑋3 + 𝑏4𝑌2𝑌3

=
3∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑏1𝑏3𝑋

2
2 + 𝑏2𝑏3𝑋

2
3 + 𝑏2𝑏4𝑌

2
2 + 𝑏1𝑏4𝑌

2
3 = 0.

ここで 𝑎2 = 𝑎3, 𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4 である．

(3)種数 2の曲線 𝐶1 は次で与えられる：

𝑣2+(𝑡+𝑎1)(𝑡+𝑎2)2𝑣 = (𝑡+𝑎2)4𝑐1𝑑1+(𝑡+𝑎1)2 (𝑡+𝑎2)2
(
𝑏1𝑏2 + 𝑐2𝑑2 + 𝑐3𝑑3 + 𝑏1

√
𝑐3𝑑2 + 𝑏2

√
𝑐2𝑑3 + 𝑏3

√
𝑑2𝑑3 + 𝑏4

√
𝑐2𝑐3

)



+(𝑡 + 𝑎1)2 (𝑡 + 𝑎2){𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3) + 𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3)},

また 𝐶1 の井草の標準形は次で与えられる：

𝑦2 + 𝑦 = 𝑥3 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥−1.

ここで

𝛼 =
6
√
𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3) + 𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3)√

𝑎1 +
√
𝑎2

+
3
√
{𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3) + 𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3)}2

𝑎2
1 + 𝑎2

2

+

√
𝑐2𝑑2 + 𝑐3𝑑3 + 𝑏1𝑏2 + 𝑏4

√
𝑐2𝑐3 + 𝑏2

√
𝑐2𝑑3 + 𝑏1

√
𝑐3𝑑2 + 𝑏3

√
𝑑2𝑑3

3
√
𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3) + 𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3)

,

𝛽 =

√
𝑐1𝑑1

3
√
𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3) + 𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3)

𝑎2
1 + 𝑎2

2

である．節 2で述べたように井草の標準形においては 𝛽 ≠ 0であった．すなわち

𝑐1𝑑1 ≠ 0,且つ 𝑏4 (𝑏2𝑐2 + 𝑏1𝑐3) + 𝑏3 (𝑏1𝑑2 + 𝑏2𝑑3) ≠ 0

であるが，これは X1 が非特異である条件と一致している (Lemma 5.1(b)).

6.2 超特異の場合

(1) Kummer 4次曲面 𝑆0 は次で与えられる：

(𝑏2
3𝑐1 + 𝑏2

7𝑐3)𝑥4 + (𝑏2
2𝑑1 + 𝑏2

8𝑐3)𝑦4 + (𝑏2
1𝑑1 + 𝑏2

6𝑑3)𝑧4 + (𝑏2
4𝑐1 + 𝑏2

5𝑑3)𝑡4

+𝑏5 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)𝑥𝑡3 + 𝑏7 (𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5)𝑥3𝑡 + 𝑏2 (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)𝑥𝑦3 + 𝑏8 (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)𝑦3𝑧

+𝑏3 (𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5)𝑥3𝑦 + 𝑏4 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)𝑧𝑡3 + 𝑏6 (𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)𝑦𝑧3 + 𝑏1 (𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)𝑧3𝑡

+(𝑏2
2𝑐2 + 𝑏2

3𝑑2)𝑥2𝑦2 + (𝑏2
1𝑐3 + 𝑏2

3𝑑3 + 𝑏2
6𝑐1 + 𝑏2

7𝑑1)𝑥2𝑧2 + (𝑏2
5𝑐2 + 𝑏2

7𝑑2)𝑥2𝑡2

+(𝑏2
6𝑑2 + 𝑏2

8𝑐2)𝑦2𝑧2 + (𝑏2
2𝑑3 + 𝑏2

4𝑐3 + 𝑏2
5𝑑1 + 𝑏2

8𝑐1)𝑦2𝑡2 + (𝑏2
1𝑑2 + 𝑏2

4𝑐2)𝑧2𝑡2

+𝑏7 (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)𝑥2𝑦𝑧 + 𝑏3 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)𝑥2𝑧𝑡 + 𝑏8 (𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5)𝑥𝑦2𝑡 + 𝑏2 (𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)𝑦2𝑧𝑡

+𝑏1 (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)𝑥𝑦𝑧2 + 𝑏6 (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)𝑥𝑧2𝑡 + 𝑏4 (𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5)𝑥𝑦𝑡2 + 𝑏5 (𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)𝑦𝑧𝑡2 = 0.

ここで 𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4, 𝑏5𝑏6 = 𝑏7𝑏8 である．

(2)曲面 Σ0 は次で与えられる：

3∑
𝑖=1

𝑋𝑖𝑌𝑖 =
3∑
𝑖=1

(𝑎𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑐𝑖𝑋2
𝑖 + 𝑑𝑖𝑌2

𝑖 ) + 𝑏1𝑋2𝑌3 + 𝑏2𝑋3𝑌2 + 𝑏3𝑋2𝑋3 + 𝑏4𝑌2𝑌3 + 𝑏5𝑋1𝑌2 + 𝑏6𝑋2𝑌1 + 𝑏7𝑋1𝑋2 + 𝑏8𝑌1𝑌2

= 𝑎2
3∑
𝑖=1

𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑏5𝑏7𝑋
2
1 + (𝑏1𝑏3 + 𝑏6𝑏7)𝑋2

2 + 𝑏2𝑏3𝑋
2
3 + 𝑏6𝑏8𝑌

2
1 + (𝑏2𝑏4 + 𝑏5𝑏8)𝑌2

2 + 𝑏1𝑏4𝑌
2
3

+(𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)𝑋1𝑌3 + (𝑏2𝑏6 + 𝑏3𝑏8)𝑋3𝑌1 + (𝑏2𝑏7 + 𝑏3𝑏5)𝑋1𝑋3 + (𝑏4𝑏6 + 𝑏1𝑏8)𝑌1𝑌3 = 0.

ここで 𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4, 𝑏5𝑏6 = 𝑏7𝑏8 である．

(3)種数 2の曲線 𝐶0 は次で与えられる：

𝑧2 + (𝑡 + 𝑎)3𝑧 = (𝑡 + 𝑎)4 (𝑐1𝑑1 + 𝑐2𝑑2 + 𝑐3𝑑3 + 𝑏1𝑏2 + 𝑏5𝑏6)



+(𝑡 + 𝑎)3 [𝑏6𝑏8𝑐1 + (𝑏5𝑏8 + 𝑏2𝑏4)𝑐2 + 𝑏1𝑏4𝑐3 + 𝑏5𝑏7𝑑1 + (𝑏1𝑏3 + 𝑏6𝑏7)𝑑2 + 𝑏2𝑏3𝑑3]

+(𝑡 + 𝑎)2
(
𝑏2

8𝑐1𝑐2 + 𝑏2
6𝑐1𝑑2 + 𝑏2

5𝑐2𝑑1 + 𝑏2
7𝑑1𝑑2 + 𝑏2

4𝑐2𝑐3 + 𝑏2
2𝑐2𝑑3 + 𝑏2

1𝑐3𝑑2 + 𝑏2
3𝑑2𝑑3 + 𝑏1𝑏3𝑏5𝑏8 + 𝑏2𝑏4𝑏6𝑏7

)
+(𝑡 + 𝑎)

[
(𝑏1𝑏3𝑏

2
8 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
6)𝑐1 + (𝑏1𝑏3𝑏

2
5 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
7)𝑑1 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
1 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
4)𝑐3 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
3 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
2)𝑑3

]
+(𝑏2

1𝑏
2
8 + 𝑏2

4𝑏
2
6)𝑐1𝑐3 + (𝑏2

3𝑏
2
8 + 𝑏2

2𝑏
2
6)𝑐1𝑑3 + (𝑏2

1𝑏
2
5 + 𝑏

2
4𝑏

2
7)𝑐3𝑑1 + (𝑏2

3𝑏
2
5 + 𝑏

2
2𝑏

2
7)𝑑1𝑑3.

また 𝐶0 の井草の標準形は次で与えられる：

𝑦2 + 𝑦 = 𝑥5 + 𝛼1

𝛼2
𝑥3.

ここで

𝛼1 = 𝑏6𝑏8𝑐1 + (𝑏5𝑏8 + 𝑏2𝑏4)𝑐2 + 𝑏1𝑏4𝑐3 + 𝑏5𝑏7𝑑1 + (𝑏1𝑏3 + 𝑏6𝑏7)𝑑2 + 𝑏2𝑏3𝑑3

+(𝑏1𝑏8 + 𝑏4𝑏6)
√
𝑐1𝑐3 + (𝑏3𝑏8 + 𝑏2𝑏6)

√
𝑐1𝑑3 + (𝑏1𝑏5 + 𝑏4𝑏7)

√
𝑐3𝑑1 + (𝑏3𝑏5 + 𝑏2𝑏7)

√
𝑑1𝑑3,

𝛼2 =
5
√[

(𝑏1𝑏3𝑏
2
8 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
6)𝑐1 + (𝑏1𝑏3𝑏

2
5 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
7)𝑑1 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
1 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
4)𝑐3 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
3 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
2)𝑑3

]3
.

井草の標準形において 𝛼2 ≠ 0である．すなわち

(𝑏1𝑏3𝑏
2
8 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
6)𝑐1 + (𝑏1𝑏3𝑏

2
5 + 𝑏2𝑏4𝑏

2
7)𝑑1 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
1 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
4)𝑐3 + (𝑏5𝑏8𝑏

2
3 + 𝑏6𝑏7𝑏

2
2)𝑑3 ≠ 0

であるが，𝑏1𝑏2 = 𝑏3𝑏4, 𝑏5𝑏6 = 𝑏7𝑏8に注意すれば，これはX0が非特異である条件と一致している (Lemma 5.1(c)).
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Quiver Heisenberg Algebras: a cubical analogue of preprojective

algebras

源　泰幸　（大阪公立大学）

1 導入

箙 Qの道代数 kQと前射影的代数 Π(Q)は有限次元代数の表現論における重要な研究対象であるのみならず、

他の分野（Klein特異点とMcKay対応、団代数、 幾何学的表現論、etc.）でも重要な役割を演じる基本的な数学

的対象である。

前射影的代数 Π(Q)は具体的な生成元と関係式から定義される代数であるが、Auslander-Reiten理論によれば

道代数 kQの加群圏 kQmodから生み出されると言える。

私は M. Herschend氏との共同研究により前射影的代数のある種の中心拡大代数 vΛ(Q)を箙 Heisenberg代数

と名付けその性質を明らかにした。箙 Heisenberg代数は先に研究されていた代数の特殊な場合であるが、我々は

Π(Q)と同様に、vΛ(Q)が kQmodの AR理論と密接に関係していることを発見した。vΛ(Q)は Π(Q)と一次元高

い類似の性質を持つ。さらに我々は道代数 kQの一次元高い類似の代数 vB(Q)を見出いした。そして、これらが

root系や compound du Val特異点と関係していることを発見した。

1.1 取り決め

このノートでは kは体を表す。代数といえば k代数を、代数上の加群は左加群を意味する。加群M にたいする

M∗ は k双対をあらわす：M∗ := Homk(M,k).

2 Auslander-Reiten 理論概観

Auslander-Reiten理論（AR理論）については教科書 [3, 4]や概説 [19]をご覧頂きたい。

ここでは、AR理論の一側面を手短に紹介する。

圏は対象と射から構成されていた。なので、一般の圏をイメージすると以下の様な取り留めのないものになる：

• •
��

��

��

•
$$ ��

ddDD

• //

00

RR

•

ss

����
��
��
�

//////// •
��
ddDD

??�������

??�������

• •

WW//////////////
oo // •

��
•

AR理論は、線形圏 Cにその骨格とも言える箙
−→
Γ (C)（Auslnader-Reiten 箙）を定義する。更に、有限次元代数

Aの加群圏Amod（やその他の圏）にはAuslander-Reiten 移送やAuslnader-Reiten 列という概念を与え、Amod

（やその他の圏）の AR箙が整然とした構造を持つことを教える。

1



2.1 Auslander-Reiten 箙

定義 2.1. 線形圏 C にたいし AR箙
−→
Γ (C)を次で定める：

• 頂点は直既約対象（:=非自明な直和分解を持たない非零対象）、

• 頂点（＝直既約対象）xから yへの矢印は xから yへの既約射（:= “それ以上分解できない射”）。

2.2 Auslander-Reiten 移送、Auslander-Reiten列

線形圏 C の骨格である、と言っても AR箙
−→
Γ (C)は一般に定義されるものである。一般の線形圏というのは取

り留めもないので、一般に AR箙といってもそれはやはり取り留めのない只の箙であると言うしかなく、求める

手立てもない。

しかし、加群圏 Amodには、AR移送と呼ばれる関手対

τ : Amod ⇄ Amod : τ−1

と、AR列と呼ばれる Amodの短完全列が定義される1。以下に見る様に、これらは AR箙
−→
Γ (Amod)の構造に

強い制限を与え、さらにこれを求める手段を提供する。

2.2.1

M が入射的でない直既約加群の場合、M から始まる AR列は次の形をした短完全列である2：

(2-1) 0→M → N → τ−1(M)→ 0

今回の研究では次の事実が重要である。

命題 2.2. M から始まる AR列の中間項への射M → N にはM からの既約射が全て現れる。中間項からの射

N → τ−1M には τ−1M への既約射が全て現れる。

M //⊕r
i=1Ni

// τ−1(M)

N1

))RRR
RRR

RRR
RRR

RRR

N2

++XXXX
XXXXX

XXXXX

M

88rrrrrrrrrrr

44jjjjjjjjjj

((PP
PPP

PPP
PPP

... τ−1(M)
−→
Γ (Amod)

Nr

44iiiiiiiiiiiiiii

定義 2.1を振り返ると、AR列を求めることが出来れば AR箙
−→
Γ (Amod)のなかで頂点M から出ていく矢印と

頂点 τ−1M に入っていく矢印が全て得られたことになる。さらに、これら二種類の矢印の本数が一致することも、

この命題は示唆している。

AR移送 τ, τ−1は構成的に定義され、有限次元代数 Aとその加群M が与えられれば実際に計算3できることも

多々ある。加群M から出発し、τ(M), τ−1(M)を求め、AR列の中間項 N を決定する、という作業を繰り返す

ことで、AR箙
−→
Γ (Amod)（の一部）を計算することが出来たりする。

1圏 Amodは加群圏 Amodから射影加群を経由する射を 0射とする事で得られる剰余圏 Amod := Amod /[射影加群]であり（射影）安
定圏と呼ばれる。射影加群を入射加群に置き換えることで（入射）安定圏 Amod = Amod /[入射加群] が構成される。

2双対的に、射影的でない直既約加群M にたいしては、M で終わる AR 列があり、それは τ(M) が左端にある短完全列である。
3「加群を計算する。」というのは多元環の表現論でよく使われる言い回しだが、加群の組成列を求め代数 A の生成系の作用を決める、と

かいう意味である。



2.2.2

圏論的には次の様に見ることが出来る。

根基陪関手 rad(−,+)と呼ばれる Hom陪関手 HomC(−,+)の部分陪関手が存在する。Mitchellの論文 [22]の

タイトルに示されているように、線形圏 C を “対象を複数もつ代数”と見做すことが出来る4。その観点のもとで

Hom陪関手の部分陪関手は両側イデアルに対応し、特に根基陪関手 rad(−,+)は Jacobson根基に対応する。

直既約加群M から加群 N への射 f : M → N が左 rad近似とは f が rad(M,N)に属し、かつ、rad(M,L)に

属する任意の射 g :M → Lは全て f :M → N を経由することをいう。

M
f //

g

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
N

���
�
�

L

射 f :M → N が左極小というのは f が 0→ L (L ̸= 0)という形の直和成分をもたないことをいう。

左極小な左 rad近似を左極小 rad近似と呼ぶ。同様に、右 rad近似、右極小射、右極小 rad近似を定義する。

補題 2.3. 入射的でない直既約加群M から始まる AR列 (2-1)のなかで、中間項への射M → N はM の極小左

rad近似である。中間項からの射N → τ−1(M)は τ−1(M)の極小右 rad近似である。

3 箙Qの道代数kQと前射影的代数Π(Q)

箙Q = (Q0, Q1, h, t)とは有向グラフの別名だった。道代数 kQとはQの道を基底とし、道の合成を積と定める

代数だった（合成できない道の積は 0と定める）。

以下に基本的な二つの例を挙げる：

例 3.1. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合。道代数 kQは 3次上半三角行列代数である：

kQ = ke1 ⊕ ke2 ⊕ ke3 ⊕ kα⊕ kβ ⊕ kαβ

=


ke1 kα kαβ

0 ke2 kβ

0 0 ke3

 ∼=

k k k

0 k k

0 0 k

 .

例 3.2. Q : ⟲ (loop)の場合。道代数 kQは一変数多項式代数である：

kQ = ke· ⊕ kx⊕ kx2 ⊕ · · · ∼= k[x].

道代数 kQが有限次元であるための必要十分条件は Qが有限非輪状（つまり、頂点、矢印が有限個で、有向サ

イクルをもたない）ことである。そこで、

♠ 以下、（loopを除いて）箙 Qは連結有限非輪状と仮定。

定義 3.3. 有限次元代数Aが有限表現型（resp. 無限表現型) を持つとは、直既約加群の同型類が有限個（resp. 無

限個）のことをいう。

道代数の表現型に関する基本定理は次です：

定理 3.4 (Gabriel). 箙 Qにたいして次が成り立つ：

kQは有限表現型 ⇐⇒ Qは Dynkin箙

kQは無限表現型 ⇐⇒ Qは non-Dynkin箙
4浅芝先生の [2] の第 1,2 章も参考になります。



例 3.5. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合、AR箙
−→
Γ (kQmod) 
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♣ 頂点 1, 2に対応する直既約射影加群 P1 = kQe1, P2 = kQe2 から始まる AR列は以下である：


k

k

0


$$I

II
I

P1 =


k

0

0


<<xxxxx 

0

k

0

 = τ−1P1


k

k

k


$$I

II
I

P2 =


k

k

0


""F

FFF
F

<<xxxxx 
0

k

k

 = τ−1P2
0

k

0


::uuuu

3.0.1 次元ベクトルとルート系

kQ加群M の次元ベクトル dimM を以下で定める：

dimM := (dim eiM)i∈Q0 ∈ ZQ0.

次元ベクトルは kQmodの Grothendieck 群と ZQ0 = Z⊕#Q0 の群同型を与える：

dim : K0(kQ)
∼=−−−→ ZQ0, 単純加群 Si 7→基本ベクトルe⃗i.

定理 3.6 (Kac-Gabriel). 同型写像 dimは、直既約加群の次元ベクトルと、Qから定まる（一般化された）root系

の正の rootsへの全射を与える：

ind(kQmod)
surj−−−−−−−→ RQ,+,

ind(P(Q) ∨ I(Q))
1:1−−−−−−−→ Rre

Q,+,

ind(R(Q))
∞:1−−−−−−→ Rim

Q,+.



例 3.7. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合の次元ベクトル： 
1

1

1


��;

;;
;;

1

1

0


��;

;;
;;

AA�����

0

1

1


��;

;;
;;

1

0

0
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0

1

0
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0

0
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3.1 前射影的代数Π(Q)

箙 Qの二重化 Qとは、各矢 α : i→ j に形式的に α∗ : j → iを付け加えたもの：

Q i
α // j

�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O

i

α

''
j

α∗

ff Q

定義 3.8. (1) 各頂点 i ∈ Q0 にたいして網目関係式 ρi ∈ kQを以下で定める：

ρi :=
∑

α∈Q1:t(α)=i

αα∗ −
∑

α∈Q1:h(α)=i

α∗α.

(2) 総和 ρ :=
∑

i∈Q0
ρi も網目関係式と呼ばれる5。

(3) 箙 Qの前射影的代数 Π(Q)を kQの網目関係式による剰余環として定める：

Π(Q) =
kQ

(ρ)
=

kQ

(ρi | i ∈ Q0)
.

例 3.9. Q =⟲の場合。二重化箙Qは二つの loopであり、道代数は二変数非可換多項式環 kQ = k⟨x, x∗⟩であり、
網目関係式は二つの変数の可換子 ρ· = xx∗ − x∗x = [x, x∗]である。

Q = ·x
##

x∗
{{

, kQ = k⟨x, x∗⟩, ρ· = xx∗ − x∗x.

このことから、前射影的代数は二変数可換多項式環 Π(⟲) ∼= k[x, y].と分かります：

Π(⟲) =
kQ

ρ
=

k⟨x, x∗⟩
[x, x∗]

∼= k[x, y].

例 3.10. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合に、二重化箙 Qと網目関係式 ρ1, ρ2, ρ3 を書き下すと以下のものが得られる：

Q 1
α //

2
β //

α∗
oo 3,

β∗
oo

ρ1 = αα∗, ρ2 = −α∗α+ ββ∗, ρ3 = −β∗β.

5世間ではこちらが網目関係式と呼ばれる



道代数 kQには、道の長さにより次数が定義されるが、それとは別の次数を二重化箙の道代数にたいし導入する。

定義 3.11. 二重箙 Qに次数（∗次数）を以下で定める：

deg∗ ei := 0 for i ∈ Q0, deg∗ α := 0, deg∗ α∗ := 1 for α ∈ Q1.

すると、deg∗ ρi = 1であり、Π(Q)は ∗次数代数。
Π(Q)の ∗次数 n部分を Π(Q)n と表す。すると、Π(Q)0 = kQであり、Π(Q)n は両側 kQ加群。

3.2 箙の道代数 kQのAR理論と前射影的代数

道代数 kQの場合には、gldimkQ ≤ 1という特殊事情から、AR移送 τ−1 は加群圏の自己関手に持ち上がり、

次の形に表せる：

τ−1 : kQmod→ kQmod,

τ−1(M) = Ext1kQ(kQ
∗,kQ)⊗kQ M,

ただし、kQ∗ := Homk(kQ,k)（kQの k双対に自然な kQ両側加群の構造を与えたもの）.

定理 3.12 (Baer-Geigle-Lenzing [5], Crawley-Boevey [7], Ringel [23]).

(1) 次の両側 kQ加群の同型が存在する：

Π1
∼= Ext1kQ(kQ

∗,kQ).

(2) 任意の kQ加群M にたいして、次の同型が存在する：

τ−1(M) = Π1 ⊗kQ M.

(3) 次の次数代数の同型が存在する：

Π(Q) ∼= TkQ(Π1)

ただし、TkQ はテンソル代数をあらわす：

TkQ(Π1) := kQ⊕Π1 ⊕ (Π1 ⊗kQ Π1)⊕ (Π1 ⊗kQ Π1 ⊗kQ Π1)⊕ · · · .

特に、Πn = Π1 ⊗kQ Π1 ⊗kQ · · · ⊗kQ Π1（n個）

定義 3.13. Πn = τ−n(kQ)（n ≥ 0）の直和の直和因子を前射影的加群と呼ぶ。さらに、それらの直和も前射影加

群6とよぶ。その全体を P(Q)と表す。

P(Q) := add{τ−n(kQ) | n ≥ 0}.

上の定理 3.12の記述から何となく予測できることですが、Π(Q)を kQ加群と見た場合には次の直和分解があ

る。証明された順番は時系列では逆であることを注意しておく。

定理 3.14 (Gelfand-Ponomarev [13], Dlab-Ringle [9]). 次の kQ加群の同型が存在する：

Π(Q) ∼=
⊕

N∈indP(Q)

N.

Qが Dynkinの場合、P(Q) = kQmodが知られている。

6前射影的加群というのは τ を施していくといずれ射影加群になる加群とも言い換えられる。それが命名の理由と想像される。因みに、射
影加群に τ を施すと 0 になる。



系 3.15. Dynkin箙 Qにたいして、次の kQ加群の同型が存在する：

Π(Q) ∼=
⊕

N∈ind(kQmod)

N.

特に、次の等式が成り立つ：

dimΠ(Q) ∼=
∑

N∈ind(kQmod)

dimN =
rh(h+ 1)

6
.

ただし、hは Coxeter数、r := #Q0. （二つ目の等号は Etingof-Rains[10]による。）

3.2.1

箙 Qが Dynkinか否かで Π(Q)の性質は大きく変わる。どちらの場合でも良いホモロジー代数的性質を持つ。

定理 3.16. 次が成り立つ：

(1) Qが Dynkinのとき、Π(Q)は安定 2-Calabi-Yau Frobenius代数。

（Frobenius:= 片側加群として Π(Q) ∼= Π(Q)∗）,

（安定 2-CY:= 安定圏（≃特異導来圏）modΠ(Q)は 2-CY三角圏.）

(2) Qが non-Dynkinのとき、Π(Q)は 2-Calabi-Yau 代数。

3.2.2 A3 箙の場合：

Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合、 
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Π(Q) ∼=


k

k

k



⊕
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⊕
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dimΠ(Q) = 10 =
3 · 4 · (4 + 1)

6
(r = 3, h = 4).

♣ 網目関係式は AR列に由来する、と見做せることに注意しておく。
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4 箙Heisenberg代数

箙 Heisnberg代数 vΛ(Q)はパラメーター v ∈ k×Q0（“重み”）をもつ。

定義 4.1. 重み v ∈ k×Q0 にたいして以下を定める：

(1) 各頂点 i ∈ Q0 にたいして、 荷重網目関係式 vϱi を以下で定める：

vϱi := v−1
i ρi,

vϱ :=
∑
i∈Q0

vϱi =
∑
i∈Q0

v−1
i ρi.

(2) 各矢印 a ∈ Q1 にたいして, 箙 Heisenberg 関係式 vηa を aと vϱとの交換子と定める：

vηa := [a, vϱ] = avϱ− vϱa = v−1
h(a)aρh(a) − v

−1
t(a)ρt(a)a.

(3) 箙 Heisenberg 代数 vΛ(Q)を二重箙 Qの道代数を箙 Heisenberg関係式で割ったものと定める：

vΛ(Q) :=
kQ

(vηa|a ∈ Q1)
.

例 4.2. Q =⟲の場合には、例 3.9から考察を継続すると、箙 Heisenberg代数は通常の二変数 Heisenberg代数で

あると分かります：
vΛ(⟲) ∼= k⟨x, y⟩/([x, [x, y]], [y, [x, y]])

注意 4.3. 研究初期段階ではパラメーターが v = (1, 1, · · · , 1)の場合のみを考えていた。この場合に関係式 vηa =

[a, ρ]は通常の２変数 Heisenberg代数の関係式 [x, [x, y]], [y, [x, y]]の類似物の見做せた。なので箙 Heisenberg代数

という名称を与えた。



通常の二変数 Heisenberg代数は Artin-Schelter正則代数 [1]（＝次数付き捻じれ Calabi-Yau代数）の具体例で

す。二変数で生成されたAS正則代数は他にも多数あるので、それらの箙版を研究してみるとなにか面白いことが

分かるかも知れない。

例 4.4. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合：

Q : 1
α // 2

β //
α∗

oo 3
β∗

oo .

網目関係式は以下のものだった：

ρ1 = αα∗, ρ2 = −α∗α+ ββ∗, ρ3 = −β∗β.

重み v = (v1, v2, v3)
t ∈ k×Q0 にたいする箙 Heisenberg関係式は以下である：

vηα = [α, vϱ] = v−1
2 αρ2 − v−1

1 ρα = −(v−1
2 + v−1

1 )αα∗α+ v−1
2 αββ∗,

vηβ = −(v−1
2 + v−1

3 )ββ∗β + v−1
2 α∗αβ,

vηα∗ = (v−1
1 + v−1

2 )α∗αα∗ − v−1
2 ββ∗α∗,

vηβ∗ = (v−1
2 + v−1

3 )β∗ββ∗ − v−1
2 β∗α∗α.

4.1 先行研究：前射影的代数の拡大と変形

補題 4.5. 次の代数同型がある：

vΛ(Q) ∼=
k[z]Q

(ρi − (viz)ei | i ∈ Q0)
.

このことから QHAvΛ(Q)は次の代数の特殊化であるとわかる：

• 前射影的代数の中心拡大 (Etingof-Rains [10] (2006))

Π(Q)λ,µ :=
k[z]Q

(ρi − (λiz + µi)ei | i ∈ Q0)

ただし、λi, µi ∈ k for each i ∈ Q0.

これは次の代数の特殊化である。

• N = 1-quiver algebra (Cachazo-Katz-Vafa [6](2001))

Π(Q)P :=
k[z]Q

(ρi − Pi(z)ei | i ∈ Q0)

ただし、Pi(z) ∈ k[z] for each i ∈ Q0.

これは次の代数族の引き戻しである。

• 前射影的代数の変形族 (Crawley-Boevey-Holland [8](1998))

Π(Q)• :=
k[z1, · · · , zr]Q

(ρi − ziei | i ∈ Q0)

ただし、r = #Q0.



4.1.1

重み v ∈ kQ0 と kQ加群M の次元ベクトル dimM の内積

を以下で表す：

v · dimM :=
∑
i∈Q0

vi dim(eiM).

定義 4.6. 重み v ∈ kQ0 が正則とは、任意の直既約 kQ加群M の

次元ベクトルと直交しないことをいう：

v · dimM ̸= 0

注意 4.7. k = Cかつ Qが Dynkinの場合。同一視 h = kQ0 の下で、Lie環論での正則元と一致する、

次の先行結果がある。

定理 4.8 ((1) Etingof-Rains [10], (2) Eu-Schedler [12], (3) Etingof-Latour-Rains [11]).

chark = 0とする。箙 Qは Dynkin、重み v ∈ kQ0 は正則とする。次が成り立つ：

(1) QHA vΛ(Q)は有限次元 Frobenius代数であり、次が成り立つ：

dim vΛ(Q) =
∑

N∈ind(kQmod)

(dimN)2 =
rh2(h+ 1)

12

ただし hは Qの Coxeter数、r := #Q0.

(2) QHA vΛ(Q)は安定 3-Calabi-Yau.

(3) genericな正則重み v ∈ kQ0 にたいして vΛ(Q)は対称代数。

（対称代数:= 両側加群として vΛ ∼= vΛ∗ ⇒ Frobenius代数）

前節の結果と比較すると、箙 Heisenberg代数 vΛ(Q)は前射影的代数 Π(Q)と１次元だけ高い類似の性質を持っ

ていることが分かる。

特に (1)は系 3.15の次元公式の類似である。しかし、後者が kQ加群としての直和分解から次元をとることで

得らたのに比べ、前者は次元だけが求められていた。この vΛ(Q)の次元公式の上にある kQ加群の直和分解を与

えたの我々の主結果の一つである。

4.2 結果

4.2.1 普遍Auslander-Reiten列

α ∈ Q1 にたいして vηα = [α, vϱ], vηα∗ = [α∗, vϱ] だったので次がなりたつ：

deg∗ vηα = 1, deg∗ vηα∗ = 2.

なので、QHAvΛ(Q)は ∗次数代数であり、また 0次部分は道代数 kQと一致する：vΛ(Q)0 = kQ.

荷重網目関係式 vϱはQHAvΛ(Q)の中心元であり、これが生成する両側イデアルによる剰余代数は前射影的代数

Π(Q)と一致する：Π(Q) = vΛ(Q)/(vϱ). 別の言い方をすれば、以下の ∗次数 vΛ両側加群の完全列が存在する：

U : vΛ(−1)
vϱ−−−−→ vΛ

vπ−−−−→ Π −→ 0

ただし、vπは標準的な射影、(−1)は ∗次数を −1ずらす関手。



この完全列の ∗次数 1次部分は次の両側 kQ加群の完全列を与える：

AR : kQ
vϱ−−→ vΛ1

vπ−−→ Π1 → 0.

直既約加群M とのテンソル積 ARM := AR⊗kQ M を観察する。kQ⊗kQ M ∼=M, Π1 ⊗kQ M ∼= τ−1(M)だっ

たので、次の形を得る：

ARM : M
vϱM−−−−→ vΛ1 ⊗kQ M

vπM−−−−→ τ−1(M)→ 0.

定理 4.9 (普遍 Auslander-Reiten列). 重み v ∈ kQ0は正則とする。M が入射的でない直既約 kQ加群であれば、

写像 vϱM は単射であり、完全列 ARM はM から始まる AR列である：

0→M
vϱM−−−−→ vΛ1 ⊗kQ M

vπM−−−−→ τ−1(M)→ 0.

4.2.2 ∗次数 2の関係式 vηα∗ について

掛け算写像 vµ : vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 → vΛ2, x⊗ y → xyは全射であり、核は Π1の商である。別の言い方をすると、次

の両側 kQ加群の完全列が存在する：

Π1

vη∗

−−−→ vΛ1 ⊗kQ
vΛ1

vµ−−→ vΛ2 → 0

準同型 vη∗ : Π1 → vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 の大雑把な説明は “α∗ を vηα∗ に送る”である。

M を（適切な仮定を満たす）直既約 kQ加群とする。M から始まる AR列は次の形である：

M // vΛ1 ⊗kQ M
vπ̃M // τ−1(M)

N1

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T

N2

,,YYYYY
YYYYYY

YYYY

M

77oooooooooooo
44hhhhhhhhhhh

))RRR
RRRR

RRRR
R

... τ−1(M)

Nr

33hhhhhhhhhhhhhhhh

中間項 vΛ1 ⊗kQ M から始まる AR列の直和7は次の形である：

M vΛ1 ⊗kQ M
vϱvΛ1⊗M // vΛ1 ⊗kQ

vΛ1 ⊗kQ M // τ−1(vΛ1 ⊗kQ M)

N1

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTT

,,ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZZZZ
// L1

//

--[[[[[[[[
[[[[[[[[

[[[[[ τ−1(N1)

N2

,,YYYYY
YYYYYY

YYYYYY

22ddddddddddddddddddd L2

11ccccccccccccccccccccc τ−1(N2)

M
... τ−1(M)

44iiiiiiiiiiiiiiiiiii
22ddddddddddddddddddd

++XXXXX
XXXXXX

XXXXXX
XX

Nr

33ggggggggggggggggg // Ls
// τ−1(Nr)

ただし、中間項 vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 ⊗kQ M の直和因子 τ−1(M), L1, . . . , Lsは重複度をもち、それはN1, . . . , Nr からそ

れぞれに入ってきている矢印の本数である。例えば L1 の重複度は 2である。

AR理論的な考察から、中間項から中間項の中間項への射 vρvΛ1⊗M : vΛ1 ⊗kQM → vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 ⊗kQM から一

つ目の AR列の右側の射 vπM : vΛ1 ⊗kQ M → τ−1(M)には retraction が存在すると分かる。

その section （の定数倍）を ∗次数 2の関係式から得られる準同型 vη∗M : τ−1(M)→ vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 ⊗kQ M が与

える、ということが次の定理が主張である。
7正確には、中間項の直既約因子から始まる AR 列の直和、と言うべきもの。



定理 4.10. 重み v ∈ kQ0は正則とする。直既約 kQ加群M は入射的でなく vΛ1 ⊗kQM も入射加群を直和因子に

持たないとする。すると、kQ加群準同型写像 vξM : vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 ⊗kQ M → τ−1

1 (M)が存在して次の図式を可換

にする：

τ−1(M)

vη∗
M

��

λ idτ−1(M)

��

vΛ1 ⊗kQ M

vπM

22

vρvΛ1⊗M // vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 ⊗kQ M

vξM

))R
RRRRRRRRRR

τ−1(M),

ただし、

λ := −v · dim(vΛ1 ⊗kQ M)

v · dim(M)
.

注意 4.11. vξM 以外の上の図式に現れる射は両側加群の射とM とのテンソル積であるが、vξM は一般にはそう

はならない。より詳しくいうと：

genericな正則重み v ∈ kQ0 にたいしては、両側 kQ加群準同型 vξ : vΛ1 ⊗kQ
vΛ1 → Π̃1 で以下を満たすものは

存在しない：
vξM = vξ ⊗M (∀M ∈ ind(kQmod)).

しかし、重み v ∈ kQが正則であり、Coxeter行列 Φの転置 Φt の固有ベクトルであり、固有値が −1でなけれ
ばこの様な vξが存在する。

このことからも、箙 Heisenberg代数 vΛ(Q)の性質は重み v ∈ kQに依存することがわかる。

4.2.3

次の定理は箙 Heisenberg代数 vΛ(Q)の kQ上の代数としての記述を与える。

定理 4.12. 次の次数代数の同型がある：
vΛ(Q) ∼=

TkQ
vΛ1

(Im vη∗)
.

前射影的代数Π(Q)はAR移送を生み出す両側加群Π(Q)1 = Ext1kQ(kQ
∗,kQ)の kQ上のテンソル代数であり、

その意味で Π(Q)は kQmodの AR理論から生み出される、と言っていいであろう。上の定理は vΛ(Q)が AR列

の中間項を生み出す両側加群 vΛ(Q)1 のテンソル代数に中間項の中間項から τ−1(M)を除するという関係式を課

したものであると主張する。このことから、前射影的代数 Π(Q)と同様に箙 Heisenberg代数 vΛ(Q)も kQmodの

AR理論から生み出される、と言っていいであろう。

4.2.4 vΛの kQ加群としての直既約分解

定理 4.13. 重み v ∈ kQ0 は正則とする。次の kQ加群の同型がある：

vΛ(Q) ∼=
⊕

N∈indP(Q)

N⊕ dimN .

Dynkin 箙にたいしては、P(Q) = kQmodなので、



系 4.14. Dynkin箙 Qと正則重み v ∈ kQ0 にたいして、次の kQ加群の同型がある：

vΛ(Q) ∼=
⊕

N∈ind(kQmod)

N⊕ dimN .

特に次が成り立つ：

dim vΛ(Q) =
∑

N∈ind(kQmod)

(dimN)2 =
rh2(h+ 1)

12
.

注意 4.15. 系の次元公式は、標数 chark = 0の場合には Etingof-Rainsによる結果（定理 4.8(1) ）である。彼ら

の証明は、量子関数環 Fq(SL(2))の有限次元余加群のテンソル圏 C̃q を用いて、vΛ(Q)の道の長さに関する次数部

分の次元の漸化式を得ることで実行される。道の長さに関する次数を使っていることから、彼らの証明方法を詳

細に調べて我々の道代数加群としての同型を得ることは困難であろうと予想される。

例 4.16. Q : 1
α−→ 2

β−→ 3の場合：

vΛ0e2 =


k

k

0

, vΛ1e2 =


k

k

k

⊕

0

k

0

, vΛ2e2 =


0

k

k

.

vΛ(Q) ∼=


k

0

0

⊕

0

k

0

⊕

0

0

k

⊕

k

k

0


⊕2

⊕


0

k

k


⊕2

⊕


k

k

k


⊕3

.

dimvΛ(Q) = 20 =
3 · 42 · (4 + 1)

12
(r = 3, h = 4).

4.2.5

定理 4.17. Qを Dynkin箙とする。

(1) 正則重み v ∈ kQ0 にたいしては vΛ(Q)は対称代数になる。

(2) 正則でない重み vにたいしては vΛ(Q)は無限次元になる。

定理 4.18. Qを non-Dynkin箙とする。vΛ(Q)は 3-Calabi-Yau代数である。

4.3 導来箙Heisenberg代数と根基ベキ近似

ここまで加群の圏 kQmodで話しを進めてきたが、実際の証明ではまず導来圏 Db(kQmod)を調べる。そのた

めに、Happel[15]による導来圏 Db(Amod)の AR理論を用いる。そして、 導来箙 Heisenberg代数 vΛ̃(Q)と呼ば

れる微分次数代数を導入する。以下に基本的な性質を述べる：

• chark ̸= 2の時はポテンシャル付き箙 (Q,− 1
2
vϱρ)にたいする Ginzburg DG代数 [14, 21, 25]である：

vΛ̃(Q) = G(Q,−1

2
vϱρ).

• 0次コホモロジー代数 H0(vΛ̃(Q))は vΛ(Q)に一致する。

H0(vΛ̃(Q)) ∼= vΛ(Q)

• 導来前射影的代数 Π̃(Q)への射 vπ̃ : vΛ̃(Q) → Π̃(Q)が存在し、0次コホモロジーでは vπ : vΛ(Q) → Π(Q)に一

致する。



• 次の形の完全三角がある：
Ũ : vΛ̃(Q)(−1)

vϱ−−→ vΛ̃(Q)
vπ̃−−→ Π̃(Q)→

定理 4.19. 完全三角 Ũの ∗次数 1部分を ÃRとする：

ÃR : kQ
vϱ−−→ vΛ̃(Q)1

vπ̃−−−→ Π̃(Q)1 → .

この ÃRは普遍 AR三角である。正確には次が成り立つ：

直既約対象M ∈ Db(kQmod)にたいして ÃRM := ÃR⊗L
kQ M は AR三角。

ÃRM : M
vϱM−−−−→ vΛ̃1 ⊗L

kQ M
vπ̃M−−−−→ Π̃1 ⊗L

kQ M.→

節 2.2.2で説明したこと（の導来圏版）より、∗次数 1部分 vΛ̃1 は根基陪関手 rad(−,+)に関する極小近似を司

る、といえる。

2以上の自然数 nにたいして ∗次数 n部分 vΛ̃nは根基陪関手の n乗 radn(−,+)に関する極小近似を司る、こと

を示すのが主結果である。

定理 4.20. nを自然数とする。箙 Qが Coxeter数 hの Dynkin箙の場合は 0 ≤ n ≤ h− 2を満たすとする。直既

約対象M ∈ indDb(kQmod)にたいして次が成り立つ：

(1) vπ̃n,M := vπ̃n ⊗L M : vΛ̃n ⊗L
kQ M → Π̃n ⊗L

kQ M は極小右 radn 近似射である。

(2) 極小左 radn 近似射が存在する：

β(n) :M → vΛ̃n ⊗L
kQ M

注意 4.21. 荷重網目関係式の n乗 vϱn :M → vΛ̃n ⊗L
kQ M が極小左 radn 近似を与えるとは限らない。

しかし、chark = 0の場合には genericな重みにたいして荷重網目関係式の n乗が極小左 radn近似を与えるこ

とが分かる。

注意 4.22. 根基陪関手のベキ radnに関する近似理論の研究は Igusa-Todorov[17]により開始された。これは加群

圏を扱っているが、伊山 [18]は AR移送をもつ線形圏として τ 圏を導入し、より一般的に論じている。

AR理論的な考察から次の系が得られる。さらに、この系でM が直既約射影加群とすれば定理 4.13を得られる。

系 4.23. 次の場合以外を考える：Qは wild 箙であり、M は正則加群8。

すると、次の同型がある：
vΛ̃⊗L

kQ M ∼=
⊕

N∈CM

N⊕ dimHom(M,N)

ただし CM はM の属する AR箙の連結成分。

5 代数 vB(Q)

定義 5.1. 箙 Qと正則重み v ∈ kQ0 にたいして有限次元代数 vB(Q)を次で定義する：

vB(Q) :=

(
kQ vΛ1

0 kQ

)
.

この代数 vB(Q)は道代数 kQの 1次元高い類似の性質を持つ。

8この “正則加群” は道代数 kQ をそれ上の加群とみたものではない。定義は教科書 [3, 24] 等をご覧いただきたい。



5.1 Gabrielの定理の類似

伊山-Oppermann [20], Herschend-伊山-Oppermann [16]は高次 AR理論の観点から高次 (n次)表現型の概念

を導入した。道代数 kQにたいしては 1表現型は通常の表現型と一致する。代数 vB(Q)の 2表現型にたいして

Gabrielの定理（定理 3.4）の類似がなりたつ：

定理 5.2. 箙 Qと正則重み v ∈ kQ0 にたいして次が成り立つ：

vB(Q)は 2有限表現型 ⇐⇒ Qは Dynkin箙,

vB(Q)は 2無限表現型 ⇐⇒ Qは non-Dynkin箙.

5.2 root系との関係

両側 kQ-vB(Q)DG加群X を以下で定める：

X :=
(
kQ, Π̃1

)
.

関手 F = X⊗L
vB(Q)− : Db(vB(Q)mod)→ Db(kQmod)はGrothendieck群に落とすと、vB(Q)の “正の cluster

roots □+”と kQの（正とは限らない）roots ∆との全単射を与える：

Db(vB(Q)mod)
F=X⊗L

vB(Q)− // Db(kQmod)

K0(
vB(Q))

K0(F ) // K0(kQ)

ZQ0 ⊕ ZQ0
// ZQ0

□+

?�

OO

1:1 // ∆
?�

OO

関手 F は (2-)APR傾関手と整合的である。道代数 kQに対しては APR関手はGrothendieck群では reflection

になるので、上のK0(F )は root系の 2重被覆みたいなものを与える。

疑問. Lie環論的な意味はあるのか？？？？

なにか心当たりがある方は教えていただけると大変にありがたいです。

6 結語

箙 Qの道代数 kQと前射影的代数 Π(Q)は重要な数学的対象である。代数 vB(Q)と QHAvΛ(Q)はこれらの一

次元高い類似物（と見做せそう）なので、今後の研究の発展に期待したい。
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ブローアップ代数のゴレンシュタイン性について
居相　真一郎 （北海道教育大学）

1 導入
与えられた可換な Noether 局所環 (A,m) の中に，いつ Rees 代数 R(I) =

⊕
i≥0 I

i

が Cohen-Macaulay環となるイデアル I が存在するか？という問いは，川崎健の算術的
Cohen-Macaulay化として結実した（[19]，さらに川崎健は [20]において，基礎環が必ず
しも局所環ではない場合に，それが存在するための必要十分条件を与えている）。他方，
R(I)が Gorenstein環となるイデアル I を含む基礎環 Aの構造に関する研究は，環 Aが
Cohen-Macaulayではない場合には，依然として十分な進展を示しているとは言い難い。
その理由としては，R(I)が Gorenstein 環となるイデアル I を含む非 Cohen-Macaulay

局所環の具体例を解析した文献が少ないためであると考える。この報告では，Rees代数
のGorenstein性に関する研究を（基礎環Aが必ずしも Cohen-Macaulayではない場合に
限って）概観しながら，最終節において，系列的かつ大量に Gorenstein Rees 代数 R(I)
の具体例を提供したい。この系列的かつ大量に具体例を提供するという内容は，明治大学
の遠藤直樹・後藤四郎・松岡直之との最近の共同研究の一部の紹介である。
以下，この報告を通して，(A,m)をネーター局所環とし，tを A上の不定元する。Rees

代数 R(I) =⊕i≥0 I
i は，A上の多項式環 A[t]の部分環として見ると扱いやすい。これ

からは，Aのイデアル I に対して，

・R(I) = A[It] (⊆ A[t])

・R′(I) = A[It, t−1] (⊆ A[t, t−1])

・ G(I) = R′(I)/t−1R′(I)

とおく。上からそれぞれを，イデアル I の Rees 代数，拡大 Rees 代数，随伴次数環と
呼び，これらを纏めて，ブローアップ代数という。多項式環 A[t] と Laurent 多項式環
A[t, t−1] の自然な次数付けから，ブローアップ代数には次数環の構造が入る。次数環
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として R(I) ∼= ⊕
i≥0 I

i である。代数幾何学では，次数環 R(I) が定める射影スキーム
ProjR(I)は，SpecAの I を中心とするブローアップと呼ばれ，非常に重要な概念であり，
うまくイデアル I を選び，ProjR(I)が特異点を持たないように出来ることは，SpecAの
特異点解消に他ならない。
本報告では，ブローアップ代数の環構造に注目する。特に，Rees 代数の Gorenstein性
について解説を行いたい。Rees代数の「魅力」の一つは，基礎環 Aが「悪い環」でも，イ
デアル I をうまく取れれば，Rees代数 R(I)を「良い環」にすることが出来るというこ
とであると考えられる。特に，高さが正である Aのイデアル I を見つけて，その Rees代
数 R(I)を Cohen-Macaulay環に出来るとき，R(I)を Aの算術的 Cohen-Macaulay化
と呼ぶ。その到達点は川崎の算術的 Cohen-Macaulay 化であり，川崎は非常に一般的な
環において，そのようなイデアル I の構成に成功した。これは特異点解消とは違ってくる
が，川崎の結果は多大な影響を与えた。例えば，川崎は「Noether環が双対化複体を持つ
ならば，その環は有限次元 Gorenstein環の準同型像である」という Sharp予想の肯定的
な解決を導いた。このような研究方向に関して，出発点となったと思われるM. Hochster

と J. L. Robertsの著名な次の具体例を紹介する。

例 1 (Hochster-Roberts [15], 1974年). k[[x, y]] を体 k 上の x, y を不定元とする形式的
冪級数環とし，その部分環

A = k[[x2, y, x3, xy]]

を考える。この局所環 Aは Cohen-Macaulayではない。q = (x2, y)Aとおく。このとき
次が正しい。

1. R(q)は Cohen-Macaulay環である。（Gorenstein環ではない。）

2. R(q2)は Gorenstein環である。

この例は，Cohen-Macaulay性と Gorenstein性は環直和因子には保たれないことを示
すために提出されたが，そればかりではなく，非 Cohen-Macaulay 環の算術的 Cohen-

Macaulay 化と算術的 Gorenstein 化を構成した初めての具体例であると思われる。この
算術的 Cohen-Macaulay 化の具体例は，下田保博によって綿密に解析され，次のように
一般化された。なお，特に断らない限りこの報告の中では，環の次元とは，Krull次元の
ことである。

定理 2 (下田 [23], 1979年). Aを 2次元 Noether局所整域とし，a, bを Aのパラメータ
系とする。q = (a, b)とおくと，次の 2条件は同値である。
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(1) R(q)は Cohen-Macaulay環である。

(2) 等式 (aA :A b) ∩ (bA :A a) = aA ∩ bAが成り立つ。

これは，R(q) は Cohen-Macaulay 性を基礎環 A の言葉で表したもので，この等式
(aA :A b) ∩ (bA :A a) = aA ∩ bAはとても魅力的ではあるが，一見では，環 Aの中で何
を意味しているのかということは分からない。この等式を解釈するために，いくつか記号
を準備させてほしい。以下，Q(A)によって Aの全商環を表し，Q(A)の有限生成 A-部分
加群 Lと Aの非零因子 aに対して，

L

a
= a−1L

(
= { a−1f | f ∈ L}

)
とおく。これは Q(A)の有限生成 A-部分加群である。また，任意の整数 i に対して，

Hi
m(A) = lim−→ExtiA(A/m

n, A)

によって i番目の mに関する Aの局所コホモロジー加群を表す。これらの記号を使うと，
下田の等式は次のように理解される。

補題 3. Aを 2次元の Noether局所環とする。{a, b}は Aのパラメータ系であり，aと b

は共に Aの非零因子であると仮定する。

B =
A

a
∩ A
b

とおく。このとき，次の 3条件は同値である。

(1) 等式 (aA :A b) ∩ (bA :A a) = aA ∩ bAが成り立つ。

(2) (a, b) ·H1
m(A) = (0)である。

(3) a, bは B 上の正則列である。

このとき，B は Aの拡大環であり，有限生成 A-加群となっている。

上の条件 (2) はパラメータ系 a, b が「標準的」と呼ばれるものであることを言ってい
る。この概念は一般的に，「unconditioned strong d-sequence」と呼ばれ，後藤四郎・山
岸規久道 [11]によって非常に深く研究された。これは算術的 Cohen-Macaulay化の構成
の研究に多大な影響を与えたと考えられる。また，条件 (3)は a, bが「Aの拡大環で有限
生成 Cohen-Macaulay A-加群であるもの」を表現していることを言っている。この構成
方法は [5]に詳しい。
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これまでの例や結果を鑑みると，基礎環が必ずしも Cohen-Macaulayでない場合には，
Rees代数の「良い性質」は，そのまま基礎環には遺伝しないけれども，基礎環の何かあ
る「解析すべき性質」を浮き出させてくれているように感じる。この報告では，Rees代
数の「良い性質」が，その基礎環のどのような性質を浮き彫りにするのかということに注
目しながら話を進めたい。
下田保博 [23] の証明は，等式 (aA :A b) ∩ (bA :A a) = aA ∩ bA を，上の補題の条件

(2)に対応する「パラメータ系 a, bが unconditioned strong d-sequenceをなすこと」に
翻訳する作業が肝となっている。これは「達人的」な計算によってなされているが，上の
補題の同値性の証明は，条件 (3)を経由することによって見やすくなる。証明を観察して
みたい。

証明. Q(A)の A-部分加群 Lに対して，

L

a
∩ L
b
=
aL ∩ bL
ab

=
b(aL :L b)

ab
=
aL :L b

a

と計算できる。L = Aの場合を考えると，B =
aA :A b

a
と書けるので，この両辺に aを

かけて，aB = aA :A bとなる。同様にして bB = bA :A aを得る。従って，

(aA :A b) ∩ (bA :A a) = aB ∩ bB

となることに注意しよう。まず，(1)⇔(3)を示す。上の等式により，条件 (1)と

aA ∩ bA = aB ∩ bB

であることは同値である。これは等式
aA ∩ bA

ab
=
aB ∩ bB

ab

が成り立つことと同値である。この等式は

B =
aB :B b

a

と書き変えられるので，条件 (1) と aB = aB :B b であることは同値であることが分か
る。従って (1)⇔(3)が正しい。
次に，(2)⇔(3)を示そう。B の定義により，A ⊆ B であり，(a, b) ·B/A = (0)である。
故に ℓA(B/A) <∞である。よって，A-加群の完全列

0→ A→ B → B/A→ 0
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の局所コホモロジーを取り，A-加群の完全列

0→ B/A→ H1
m(A)→ H1

m(B)→ 0

を得る。従って，depthAB ≥ 2なら，B/A ∼= H1
m(A)なので，(a, b) ·H1

m(A) = (0)が得
られる。その様な訳で，(3)⇒(2)が正しい。
さて，B/A ∼= aB/aA = (aA :A b)/aAであり，B/Aは mの十分大きなべきを掛ける
と消えるので，

aA :A b ⊆
⋃
n≥0

aA : mn

が成り立つ。では，条件 (2)を仮定しよう。すると，すぐ上の包含は等号となる。実際，
元 aをかける写像（これは a−→のように表される）から導かれる完全列

0→ A
a−→ A→ A/aA→ 0

の局所コホモロジーを取ると，A-加群の完全列

0→ H0
m(A/aA)→ H1

m(A)
a−→ H1

m(A)

を得るが，a · H1
m(A) = (0)なので，H0

m(A/aA)
∼= H1

m(A)なる。局所コホモロジーの定
義により，

H0
m(A/aA) =

( ⋃
n≥0

aA : mn

)/
aA

であるが，b ·H1
m(A) = (0)なので，⋃n≥0 aA : mn ⊆ aA :A bが成り立つ。このような訳

で，等式 ⋃n≥0 aA : mn = aA :A bを得る。纏めると，

H1
m(A)

∼= H0
m(A/aA)

∼= (aA :A b)/aA ∼= B/A

となっている。A-加群の完全列

0→ B/A→ H1
m(A)→ H1

m(B)→ 0

を思い出すと，ℓA(B/A) = ℓA(H
1
m(A))であることにより，H1

m(B) = (0)でなくてはなら
ない。これは B が Cohen-MacaulayA-加群であることを言っているので，B のパラメー
タ系 a, bは B 上の正則列である。

下田の定理 2 は次のように高次元化されている。これは M. Herrmann, S. Ikeda, U.

Orbanzによるこの分野の詳細な教科書 [14]の中で端的に整理されている。
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定理 4 ([5], [9], [14]). Aを d次元 Noether局所環とし，qを Aのパラメータイデアルと
する。このとき，d ≥ 2ならば，次の 3条件は同値である。

(1) R(q)は Cohen-Macaulay環である。

(2) 整数 iが i 6= 1, dなるとき Hi
m(A) = (0)であり，qH1

m(A) = (0)である。

(3) Aの拡大環Bで有限生成Cohen-Macaulay A-加群であるものが存在して，qB ⊆ A
を満たす。

では他方，Hochster-Robertsの例 1で，なぜ 2乗を取ったパラメータイデアルの Rees

代数 R(q2) は Gorenstein 環となるのだろうか？このことは，q2 の随伴時数環 G(q2) の
a-不変量を「好ましいもの」に揃えることが本質的であるが，後の節で解説したい。ここ
では，この例の Gorenstein性について，一般化する方向での成果として，次の下田保博
の結果を紹介させてほしい。

定理 5 (下田, 1991年). Aを 2次元 Noether局所環とし，a, bを Aのパラメータ系とす
る。q = (a, b)とおくと，次の 2条件は同値である。

(1) R(q2)は Gorenstein環である。

(2) (i) 元 a, bはどちらも Aの非零因子であり，
(ii) 等式 [aA :A b] ∩ [bA :A a] = aA ∩ bAが成り立ち，
(iii) 局所環 A/(abA+ a[aA :A b] + b[bA :A a])は Gorensteinである。

これが，この Rees代数の Gorensetin性を，基礎環 Aの言葉で特徴づけた最初の結果
であると思われる。この結果は３０年ほど前の明治大学で行われた可換環論セミナーで報
告されたものである。上の条件 (2)の (ii)については，先ほど解説した。新しく出てきた
(iii)も魅力的なものであるが，Rees代数 R(q2)が Gorensteinであるとき，基礎環 Aは
どのような性質をもつものなのか？という問いに端的には答えてくれてはいないように
思える。そのため，この条件のままでは，一般次元への拡張は難しい。この報告の第３節
で，同時期に後藤四郎によって提出された新たな条件を考察することによって，この結果
が一般次元に拡張出来ることを紹介する。第４節では，その拡張された結果から得られる
高次元の Gorensetin Rees代数の具体例を，大量かつ系統的に提供したい。次の第２節で
は，第３, ４節の補足のために Gorenstein Rees代数の一般論を簡単に解説する。
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2 Gorenstein Rees代数の一般論
H. Bass は自己入射次元が有限である Noether 局所環を Gorenstein 環と呼んだ（[2]

1963年）。この定義はとても明確であるが，本報告では，A. Grothendieckによる「正準
加群（canonical module）」を用いた Gorenstein環の定義から出発したい。（なお，論文
[2]の中において，両方の定義の関係性を J. P. Serreから言及を受けたと，当時の事情が
述べられている。）以下，この節では，Aは正則局所環 Rの準同型像であると仮定する。

KA = ExtmR (A,R)

(ここでm = dimR− dimAである) とおき，Aの正準加群という。特に，Aが１次元整
域であり，剰余体A/mは無限体で，その整閉包Aが有限生成A-加群なるとき，c = A : A

とおくと，D. Gorensteinの論文 [4]の中に出てくる著名な等式

ℓA(A/c) = 2ℓA(A/A)

が成り立つことと，KA
∼= Aであることが同値となっている事が知られている（cf. [22],

[24]）。ここで，ℓA(−)は A-加群としての長さを表している。つまり，D. Gorenstein の
等式は環 A とその整閉包 A との「差」の条件であるが，それを正準加群 KA を用いて，
基礎環 A だけの条件で言い表すことができる。この報告では（この事実に示唆を受け
たと思われる Grothendieckの定義に戻って）局所環 Aが Gorenstein環であるとは，A
は Cohen-Macaulay 局所環であってかつ KA

∼= A であるときにいう。この意味では，
Gorenstein環の理論は，正準加群の理論の一部として捉えることが出来る。つまり，正準
加群はどのようなものなのか？ということを調べていくことが本報告の研究方法の根幹で
ある。なお，局所環 Aが Cohen-Macaulay環であることと，整数 iが i 6= dimR−dimA

（即ち，整数 iが正準加群になる番号以外の所）なるとき，

ExtiR(A,R) = (0)

が成り立つことは同値である。このような事が起こっていると，正準加群は非常に扱いや
すい。例えば，局所環 Aの正則列で割ってやって，次元が 0の場合を考えればよいとい
うような芸当が出来たりする。他方，Aが Cohen-Macaulay 局所環とは限らない場合は
異様である。正準加群を正則元で割ってやっても，それは，割ってやった環上の正準加群
とは限らない。本報告の主題である Rees代数が Gorenstein環であっても，基礎環 Aが
Cohen-Macaulay環であるとは限らないので，このような異様な基礎環の正準加群を丹念
に調べていくことが，本研究の肝となっている。
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次に，次数付きの正準加群を見ていきたい。N = {0, 1, 2, . . . } とする。N-次数環
S =

⊕
i∈N Si は，環 S0 上 1次の元で生成される有限生成代数である。以下，S0 は正則

局所環 Rの準同型像であるとする。R上の不定元 X1, X2, . . . Xℓ を，S の 1次の生成元
に対応させることによって，S は N-次数付き多項式環 T = R[X1, X2, . . . Xℓ]の準同型像
となる。

KS = ExtmT (S, T (−ℓ))

(ここで，m = dimT − dimS である)とおき，S の次数付き正準加群と呼ぶ。可換環論で
次数環 S が Gorenstein環であるとは，任意の P ∈ SpecS に対して，その局所化 SP が
Gorenstein局所環となるときにいうが，後藤四郎・渡辺敬一 [12]によって，a-不変量

a(S) = −min{n ∈ Z | [KS ]n 6= (0)}

が定義され，次数環 S が Gorenstein 環であることは，S は Cohen-Macaulay 環であっ
て，次数 S-加群として KS

∼= S(a)であることと同値であることが知られている。（但し，
a = a(S)である。）なお，局所環 A（もしくは，次数環 S）が quasi-Gorenstein環である
とは，A-加群として KA

∼= A（もしくは，次数 S-加群として KS
∼= S(a)）であるときに

いう。つまり，Gorenstein性の定義から Cohen-Macaulay性を除いたものである。
さて，ブローアップ代数の考察を行おう。以下，I ( 6= A)は Aのイデアルとする。Rees

代数の Krull次元は，ほとんどの場合が dimR(I) = dimA + 1となる（[26]）。例えば，
htAI > 0なら，dimR(I) = dimA + 1である。本報告を通して，Rees代数の Krull次
元は dimA+ 1であると仮定する。gradeAI によって，I に含まれる正則列の長さの最大
値を表す。まず，次の Rees代数の基本事実から始めたい。

補題 6. Rees代数R(I)が Cohen-Macaulay環であるならば，gradeAI > 0である。

実際，環として R(I)/R(I)+ ∼= A であり，dimR(I) = dimA + 1 であるので，
htR(I)R(I)+ = 1となる。このとき，R(I)+ の中に斉次元の非零因子が取れるので，そ
れを cti（但し，iは正整数で，c ∈ Ii である）と表すと，cが I 内の非零因子である。
このような訳で以下，gradeAI > 0 であると仮定する。R(I) の環構造を G(I) の環構
造と G(I)の a-不変量によって特徴付けることは，後藤・下田 [10] 1982年の成功によっ
て幕を開けたが，この方向での Gorenstein Rees代数研究における金字塔は，次の池田信
の結果である。

定理 7 (池田 [18], 1986 年). gradeAI ≥ 2 とする。このとき R(I) が Cohen-Macaulay

環ならば，次の 2条件は同値である。
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(1) R(I)は Gorenstein環である。

(2) KA
∼= Aかつ KG(I) ∼= G(I)(−2)である。

この定理により，gradeAI ≥ 2なるとき，Gorenstein Rees代数R(I)の与える影響は，
Aと G(I)は共に quasi-Gorenstein 環であり，G(I)の a-不変量は −2に決まってしまう
ということが分かる。とても美しい結果であるが，見惚れてしまい gradeAI = 1の場合
を見過ごしてしまいそうになる。gradeAI = 1 のときには，もう少し歪んだ基礎環や随
伴次数環の情報が得られる。なお，Hochster-Robertsの例 1は，gradeAI = 1の場合と
なっている。重要な場合で，見過ごしてはならないと思う。これからは，gradeAI = 1の
場合も含めて，詳しく見ていきたい。まず，ブローアップ代数の a-不変量について，以下
の 2つの補題はブローアップ代数の基本事実として知られている。

補題 8. 次が正しい。

1. a(R(I)) = −1である。

2. R(I)が Cohen-Macaulay環ならば，a(G(I)) < 0である。

3. R(I)が Gorenstein環ならば，a(G(I)) =

−2 (gradeAI ≥ 2の場合)

−1 (gradeAI = 1の場合)
である。

上の主張 3に注目してほしい。R(I)が Gorenstein環であるならば，随伴時数環 G(I)
の a-不変量は −2か −1かで固定されてしまう。一方，R(I)が Cohen-Macaulay環とな
る例で，G(I)の a-不変量を任意の負の値を選んで作ることが出来る。例えば，基礎環 A

が Cohen-Macaulayであるときには，J. Barshay [1] 1973年によって，Aのパラメータ
イデアル qの Rees代数 R(q)は Cohen-Macaulay環であり，さらに，G(q)の a-不変量
については，次の事実がわかっている。

補題 9. Aが d次元 Noether局所環で，qが Aのパラメータイデアルであるならば，
a(G(q)) = −d

である。

では，R(I)が Gorenstein環であるとき，なぜ G(I)の a-不変量は −1や −2に限定さ
れるような振る舞いをするのだろうか？ここでは少し天下りではあるが，次の後藤四郎・
西田康二の結果によって理解したい。（彼らの結果は，単に「イデアル」のブローアップ
代数ではなく，一般的に「イデアルのフィルトレーション」のブローアップ代数を考察し
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ている。この報告では，簡単のために「イデアル」のブローアップ代数として，結果を紹
介している。）

定理 10 (後藤・西田 [8] 1994年). R(I)が Gorenstein環であるならば，次数 G(I)-加群
の完全列

0→ G(I)(−2)→ KG(I) → Ext1A(A/I,A)(−1)→ 0

が存在する。

次数環としての自然な準同型 G(I) → G(I)/G(I)+ = A/I によって，Ext1A(A/I,A)

を 0 次のみの次数 G(I)-加群と見ている。従って Ext1A(A/I,A)(−1) は 1 次のみの次数
G(I)-加群である。
任意の整数 n と N-次数環 S 上の Z-次数加群M に対して，M≥n =

⊕
i≥nMi のよう

に表すこととしよう。すると，この定理は，次数 G(I)-加群として

[KG(I)]≥2
∼= G(I)(−2)

であり，A-加群として
[KG(I)]1 ∼= Ext1A(A/I,A)

となっていることを言っている。このような訳で，gradeAI の振る舞いによって G(I)の
a-不変量が決定される。
池田信の定理 7の gradeAI = 1の場合も含めた主張は，次のように端的に纏めること
ができている。

定理 11 (後藤・西田 [8] 1994年, Trung-Viêt-Zarzuela [25] 1995年). Rees 代数R(I)が
Cohen-Macaulay環ならば，次の 2条件は同値である。

(1) R(I)は Gorenstein環である。

(2) [KG(I)]≥2
∼= G(I)(−2)である。

つまり，KG(I)の 2次以上の所が問題で，1次の所はどうなっていても構わないというこ
とである。なお，池田の定理 7によると，gradeAI ≥ 2のときには，R(I)は Gorenstein

性は，基礎環 Aが quasi-Gorensteinであることを導くが，gradeAI = 1の場合はそうと
はならない。しかしながら，次のことがわかっている。それを注意してこの節を終わり
たい。
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命題 12 (後藤・西田 [8]). R(I)は Gorenstein環であるならば， A-加群として

KA
∼= HomA(I, A)

が成り立つ。

なお，上の命題によると，Rees代数R(I)が Gorenstein環であるならば，自然な A-加
群の完全列 0→ I → A→ A/I → 0の HomA( , A)を取ることにより，A-加群の完全列

0→ A→ KA → Ext1A(A/I,A)→ 0

を得る。よって，gradeAI ≥ 2なるときには KA
∼= Aとなり，池田の結果を導く。

3 Rees代数R(qd)の Gorenstein性
この節では，第 1 節で紹介した下田保博の結果を，高次元化した結果を紹介したい。
つまり，この節の標題にあるようなパラメータイデアル q の d 乗の Rees 代数 R(qd) の
Gorenstein 性について解説する。ここで d = dimA ≥ 2 である。なぜ d 乗なのだろう
か？この辺から探っていきたい。
nを正整数とする。イデアル I の n冪を取ったイデアル In の随伴次数環 G(In)の a-

不変量に関する次の L. T. Hoa の公式を紹介することから始める。ここで，[−]はガウス
記号を表す。即ち，有理数 q に対して，[ q ] = max{i ∈ Z | i ≤ q} と定めるものである。

定理 13 (Hoa [17] 1993年). I を m-準素イデアルとする。このとき，等式

a(G(In)) =
[
a(G(I))

n

]
が成り立つ。

補題 9 によるとパラメータイデアルの随伴次数環の a-不変量は −d であった。そうす
ると次の事実が単純計算によって得られる。

系 14. d = dimA ≥ 2 とし，q を A のパラメータイデアルとすると，次が正しい。
1. n = d− 1 =⇒ a(G(qn)) = −2である。
2. n = d =⇒ a(G(qn)) = −1である。

実は，Rees代数 R(qn)が Gorenstein環であるとき，qが Aの標準的なパラメータイ
デアルであるならば，上の逆が正しい。このことを見てみよう。まず，a(G(qn)) = −2の
場合，即ち gradeAq ≥ 2の場合には，次のような非常に強いことが成り立つ。
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定理 15 (Herrmann-Hyry-Korb [13], 1998 年). A のパラメータイデアル q が標準的で
あり，ある正整数 nが存在して Rees代数R(qn)が Gorenstein環であるとせよ。このと
き，gradeAq ≥ 2であるならば，基礎環 Aは Gorenstein環である。

つまり，gradeAq ≥ 2 なるときには，基礎環 A が Gorenstein 環になってしまうよう
な影響を，Gorenstein Rees代数R(qn)は与える。基礎環 Aが Gorenstein環や Cohen-

Macaulay環である場合には，Rees代数の Gorenstein性は非常に深く研究され，多くの
結果が発表されている。この報告では，基礎環 Aが非 Cohen-Macaulay環である場合に
焦点を絞って解説していることを了解してほしい。詳細を詳しく述べないが，基礎環 A

が 2 次元以上の Gorenstein 局所環であるときには，すでに大石彰によって，Rees 代数
R(qn)が Gorensteinになるならば，n = d − 1でなくてはならないことが示されている
（大石 [21]，1993年）。従って，これら２つの結果を合わせると，標準的なパラメータイデ
アル qに関して，系 14の主張 1の逆が正しいことが分かる。
定理 15 の教えてくれていることは，基礎環が非 Cohen-Macaulay 環である場合は，

gradeAq = 1のときに限るということである。この場合の結果は当時からほどんど見当た
らないが，近年，系 14の主張 2の逆について，後藤四郎との共同研究 [7] によって次の
ような結果を得た。以下，この節の結果のすべては [7]の中にあるものの紹介である。

命題 16. d = dimA ≥ 2とする。Aのパラメータイデアル qが標準的であり，ある正整数
nが存在して Rees代数 R(qn)が Gorenstein環であるとせよ。このとき，gradeAq = 1

であるならば，n = dである。

次の結果を記述するために，記号を準備したい。有限生成 A-加群M に対して，

rA(M) = ℓA(Ext
depthA M
A (A/m,M))

とおき，M の型（type）と呼ぶ。基礎環 A が Cohen-Macaulay 環でM = A の場合に
は，Aが Gorenstein環であることと，rA(A) = 1であることは同値である。しかしなが
ら，いま，基礎環 Aは Cohen-Macaulayであるとは限らないので，rA(A) = 1とはどう
いうことなのか，余り良く分かっていないと思われる。なお，ℓA(M) <∞のときには，

rA(M) = ℓA(HomA(A/m,M))

であるので，rA(M)はM の礎石 (socle) の A/m上ベクトル空間としての次元に他なら
ない。このときには，型は良く計算される不変量である。また，Aの m-準素イデアル I

に対して，eI(A)によって I の重複度を表す。
次の定理は，下田保博の定理 5の一般次元への拡張である。
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定理 17. d = dimA ≥ 2 とし，q = (a1, a2, . . . , ad) を A のパラメータイデアルと
する。非負整数 i で i 6= 1, d なるものに対して Hi

m(A) = (0) であると仮定する。
c = (0) :A H1

m(A)とおく。このとき，ℓA(H1
m(A)) <∞であるとすると，次の３条件は同

値である。
(1) Rees代数R(qd)は Gorensteinである。

(2) H1
m(A) 6= (0)，rA(H

1
m(A)) = 1，c =

∑d
i=1(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . ad)A :A ai で

ある。
(3) depthA = 1，rA(A) = 1，ec(A) = 2ℓA(A/c)，qは cの節減である。

このとき，基礎環 Aの (S2)化 Ãは Gorenstein環であり，等式 c = A : Ãと等式
ℓA(Ã/c) = 2ℓA(Ã/A)

が成り立つ。

上の定理は Rees代数 R(qd)の Gorenstein性を，いくつかの不変量を用いて，基礎環
Aの中だけの言葉で表している。ここで，qは cの節減であるとは，cm+1 = qcmとなる非
負整数mが存在するときにいう。また，環 Aの (S2)化とは，環Aを含む全商環Q(A)内
の有限生成 A-部分加群であり，Serreの (S2)条件を満たす最小のものである。このよう
なとき，コロン「 :」は Q(A)内で考えている。つまり，A : Ã = {f ∈ Q(A) | Ã · f ⊆ A}
である。なお，基礎環 Aが Buchsbaum 局所環であるときには，上の定理は次のように
端的に書き表すことが出来る。

系 18. 環 Aは Buchsbaum 局所環であり，d = dimA ≥ 2で depthA = 1なるものと仮
定する。 このとき，次の２条件は同値である。

(1) Rees代数R(qd)は Gorenstein環である。
(2) em(A) = 2であり，qは mの節減である。

このとき，非負整数 iで i 6= 1, dなるものに対して，Hi
m(A) = (0) である。

なお，Hochster-Roberts の例 A = k[[x2, y, x3, xy]]は Buchsbaum 局所環となってい
る。また，q = (x2, y)Aは mの節減であり，em(A) = 2であることが簡単に計算できる。
従って，上の系を使っても，Rees代数R(q2)は Gorenstein環であることが分かる。
また，Buchsbaum局所環ではない環A = k[[x2, y, x5, xy]]を見てみよう。q = (x4, y)A

とおくと，上の定理を使って，Rees代数R(q2)はGorenstein環となっていることが分か
る。実際，c = (x4, xy, y)Aであり，qは cの節減となっていて，ec(A) = 4 = 2ℓA(A/c)

であると計算できる。
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4 Gorenstein Rees代数の具体例
この節で紹介する結果は，特に断らない限り遠藤直樹・後藤四郎・松岡直之（明治大学）
との最近の共同研究 [3]の一部の紹介である。初めに，定理 17の条件を，Aの全商環内
のある拡大環 B の言葉で翻訳して，見やすくした次の結果を挙げたい。

定理 19. 次の２条件 (1)と (2)は同値である。

(1) (i) Rees代数R( q )は Cohen-Macaulay環であり，
(ii) Rees代数R(qd)は Gorenstein環である。

(2) 環 Aの Cohen-Macaulay拡大環 B が存在して，次の 3条件を満たす。
(i) 0 < ℓA(B/A) <∞である。
(ii) rA(B/A) = 1である。
(iii) A : B = qB である。

このとき，B は Gorenstein環である。

定理 17 の条件 (3) を見返してほしい。Rees 代数 R(qd) の Gorenstein 性を基礎環 A

だけの言葉で表現しているが，実際のところ rA(A) = 1であるような局所環とは如何なる
ものなのかを捉え難い。一方で，上の定理のように，基礎環 Aとその拡大環 B との「差」
の条件という視点に立つことによって，Rees代数 R(qd)が Gorensteinとなる基礎環 A

の具体例が大量に作りやすくなった。この節の目標は，上の条件 (2)内の (i)，(ii)，(iii)

を満たす高次元の具体例を系統的かつ大量に与えることである。

命題 20. k を体とし，t1, t2, . . . を k 上の不定元とする。任意の正整数 i に対して，
Bi = k[[t1, t2, . . . , ti]] とおく。n を正整数とする。このとき，An は Bn の部分環で，
0 < ℓAn

(Bn/An) < ∞をみたすものとする。すると，dimAn = n，depthAn = 1であ
る。このとき，

An+1 = An + tn+1Bn+1

とおくと，An+1 は Bn+1 の部分環で dimAn+1 = n+ 1，depthAn+1 = 1である。さら
に，次が成り立つ。

1. 0 < ℓAn+1(Bn+1/An+1) <∞である。
2. rAn+1(Bn+1/An+1) = rAn(Bn/An)である。
3. An+1 : Bn+1 = (An : Bn)Bn+1 + tn+1Bn+1 である。
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この結果の言っていることは「下の環 An」の必要な情報が「上の環 An+1」に持ち上が
るということである。よって，低次元の良い具体例を作れば，いくらでもその次元を上げ
られる。このことを Hochster-Roberts の例 k[[x2, y, x3, xy]]で見てみよう。上の結果と
記号をそろえて，この例を

k[[t21, t2, t
3
1, t1t2]]

と表しておく。すると, この環も下から持ち上がってくるものと考えることが出来る。実
際，B1 = k[[t1]]の部分環

A1 = k[[t21, t
3
1]]

を考えると，Hochster-Roberts の例は

k[[t21, t2, t
3
1, t1t2]] = k[[t21, t

3
1, t2, t1t2]]

= k[[t21, t
3
1]] + t2k[[t1, t2]]

= A1 + t2B2

= A2

となっている。ここで，A1 = k[[t21, t
3
1]] は Gorenstein 局所環であることに注意しよう。

その極大イデアルを m1 と書く。A1-加群の完全列

0→ A1 → B1 → B1/A1 → 0

の HomA1
(A1/m1, )を取り，A1-加群の完全列

0→ HomA1
(A1/m1, B1/A1)→ Ext1A1

(A1/m1, A1)

を得る。Ext1A1
(A1/m1, A1)は A1/m1 と同型であるので，HomA1(A1/m1, B1/A1)もそ

う。このような訳で，等式 rA1(B1/A1) = 1を得る。また，

A1 : B1 = k[[t21, t
3
1]] : k[[t1]]

= t21B1

である。これらの情報が持ち上がって，0 < ℓA2
(B2/A2) <∞，rA2

(B2/A2) = 1，

A2 : B2 = (A1 : B1)B2 + t2B2

= (t21B1)B2 + t2B2

= (t21, t2)B2

が，命題 20により，得られる。
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故に，q = (t21, t2)A2 とおけば定理 19によりR(q2)はGorenstein環である。次に，環
A3 = A2 + t3B3

= k[[t21, t
3
1, t2, t1t2]] + t3k[[t1, t2, t3]]

= k[[t21, t
3
1, t2, t1t2, t3, t1t3]]

を考える。命題 20により，情報が持ち上がって，0 < ℓA3
(B3/A3) <∞，rA3

(B3/A3) = 1，

A3 : B3 = k[[t21, t
3
1, t2, t1t2, t3, t1t3]] : k[[t1, t2, t3]]

= (t21, t2, t3)B3

が導かれる。従って q = (t21, t2, t3)A3 とおけば，R(q3)は Gorenstein環である。この
ように，何処かの番号 nで，条件

(i) 0 < ℓAn
(Bn/An) <∞である。

(ii) rAn
(Bn/An) = 1である。

(iii) An : Bn = (a1, a2, . . . an)Bn となる a1, a2, . . . an ∈ Aが存在する。

をみたす Bn のある部分環 An を見付けることが出来れば，上のような作業をして，その
環 An から次元 n をどんどん上げて基礎環を作ることが出来て，Gorenstein Rees 代数
R(qn)が得られる。では，起点となるような環 A1 の例をいくつか挙げてみたい。なお，
下の主張 1は渡辺敬一 [27]の結果からの直接の帰結である。

例 21. k を体とし，t1, t2, . . . を k 上の不定元とする。任意の正整数 i に対して，Bi =

k[[t1, t2, . . . , ti]]とおく。nを正整数とする。このとき，次が成り立つ。

1. n = 1のとき（つまり B1 = k[[t1]]のとき），H を対称的な数値半群で 1 6∈ H なる
ものとすれば，H の数値半群環 A1 = k[[H]]は上の 3条件を満たす。

2. n = 1のとき A1 = k[[t21 + t31, t
4
1, t

6
1]]は上の 3条件を満たす。 なお，これは数値半

群環ではない。

もう少し具体例を与えたい。一般の可換環 Rと R-加群M に対して，R⋉M によって
R上M のイデアル化を表すこととする。即ち，R-加群としては R ⋉M = R ×M であ
り，これに積

(r,m) · (r′,m′) = (rr′, rm′ + r′m)

を考え，環構造を入れたものである。すると，M と R-加群として同型の (0) ×M は
R ⋉M のイデアルとなっている。これが「M のイデアル化」という名称の由来である。
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射影 ρ : R⋉M → Rは環の準同型写像であり，これにより R-加群を R⋉M -加群とみな
す。(R, n)が局所環なら，R⋉M も局所環で，その極大イデアルは n×M である。射影
ρは，環としての同型 (R⋉M)/(n×M) ∼= R/n を導く。

命題 22. (R, n)を Gorenstein局所環とし，d = dimR ≥ 2とする。Qを Rのパラメー
タイデアルとし， A = R⋉Qによって R上 Qのイデアル化を，B = R⋉Rによって R

上 Rのイデアル化を表す。 A-加群として

B/A = (R⋉R)/(R⋉Q) ∼= R/Q

となっている。よって，ℓA(B/A) = ℓR(R/Q) < ∞であり，rA(B/A) = rR(R/Q) = 1

である。さらに，

A : B = (0) :A B/A = (0) :A R/Q = Q×Q = Q(R×R) = QB

である。つまり，条件 (i)，(ii)，(iii)をすべて満たす。よって，R(qd)は Gorenstein環
である。

次に，可換環 R とそのイデアル I に対して，２つの自然な環の準同型写像 R → R/I

のファイバー積
R×R/I R = {(x, y) | x, y ∈ R, x ≡ y mod I}

を考える。これは直積環 R×Rの部分環である。ρ : R×R/I R→ Rを ρ(x, y) = xと定
義すると，ρは環の準同型写像であり，これにより R-加群を (R ×R/I R)-加群とみなす。
A = R×R/I Rとおき，B = R×Rとおく。B は Aの拡大環であり，A-加群の完全列

0→ A
ι→ B

φ−→ R/I → 0

が作れる。ここで ι : A→ B は包含写像であり，φ : B → R/I は φ(x, y) = x− y mod I

で定義されるものである。よって，A-加群として，

B/A ∼= R/I

である。ここで，R/I は有限生成 A-加群であるので，B もそう。よって R が Noether

環であるなら，Aもそうである。また，(R, n)が局所環で I ⊆ nであるなら，Aは局所環
であり，mを Aの極大イデアルとすると，環の準同型写像 ρは，環の同型

A/m ∼= R/n

を導く。
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命題 23. (R, n)を Gorenstein局所環とし，d = dimR ≥ 2とする。Qを Rのパラメー
タイデアルとし， ファイバー積 A = R×R/Q Rを考える。即ち，

A = {(x, y) | x, y ∈ R, x ≡ y mod Q}

である。B = R × Rとおく。B は Aの拡大環で，有限生成 Cohen-Macaulay A-加群で
ある。さらに，ℓA(B/A) = ℓR(R/Q) <∞であり，rA(B/A) = rR(R/Q) = 1である。

A : B = (0) :A B/A = (0) :A R/Q

= {(x, y) ∈ A | x ∈ Q, y ∈ R}
= Q×Q
= Q(R×R) = QB

である。つまり，条件 (i)，(ii)，(iii)をすべて満たす。よって，R(qd)は Gorenstein環
である。

実は，上で考察したイデアル化とファイバー積は統一的に扱うことが出来る。最後に，
一般化されたイデアル化の例を紹介したい。可換環 Rとそのイデアル I，元 α ∈ Rに対
して，R α

⋉ I によって，αによる R上 I の一般化されたイデアル化を表すこととする。即
ち，R-加群としては R

α
⋉ I = R× I であり，これに積

(r, i) · (r′, i′) = (rr′, ri′ + r′i+ α(ii′))

を考え，環構造を入れたものである。これは，α = 0のときには，イデアル化 R⋉ I その
ものであり，α = 1 のときには，ファイバー積 R ×R/I R と環として同型となっている
（そのファイバー積への対応は r ∈ Rと i ∈ I に対して，(r, i) 7→ (r, r + i)である）。
射影 ρ : R

α
⋉ I → Rは環の準同型写像であり，これにより R-加群を R

α
⋉ I-加群とみな

す。(R, n)が局所環でありかつ，I 6= Rであるかまたは α ∈ nなら，R α
⋉ I も局所環で，

その極大イデアルは n
α
⋉ I である。射影 ρは，環としての同型

(R
α
⋉ I)/(n× I) ∼= R/n

を導く。

命題 24. (R, n)を Gorenstein局所環とし，d = dimR ≥ 2とする。Qを Rのパラメー
タイデアルとし， A = R

α
⋉Q，B = R

α
⋉Rとおく。B は Aの拡大環であり，A-加群と

して
B/A = (R

α
⋉R)/(R⋉Q) ∼= R/Q

18



となっている。よって，ℓA(B/A) = ℓR(R/Q) < ∞であり，rA(B/A) = rR(R/Q) = 1

である。さらに，

A : B = (0) :A B/A = (0) :A R/Q = Q×Q = Q(R×R) = QB

である。つまり，条件 (i)，(ii)，(iii)をすべて満たす。よって，R(qd)は Gorenstein環
である。
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Samuel による UFD 判定の一般化とその応用

長峰 孝典

(小山工業高等専門学校 一般科)∗

概要

本稿では, 1964 年に P. Samuel が構成した UFD 判定の一般化を紹介する. その応用とし

て, 新たな UFD判定および 3項式 (3つの単行式) で定義される環が UFDとなるための条件

を与える.

1 はじめに

本稿は D. Daigle, G. Freudenburgとの共著論文 [DFN22]に基づく. [DFN22] は UFD (一意分

解整域) に関する研究成果をまとめたものである. UFDは基本的な環の種類ではあるが, その扱い

は簡単ではない. 例えば, Aが UFDであったとしても, その剰余環 A/I が UFDになるとは限ら

ない. 一方で, アフィン代数幾何学の諸問題を考える際には, 随所に UFDが現れる. 以下に, 著者

が取り組んでいる 2つの問題を紹介する.

問題 1.1. (Zariski の消去問題) k を体, A を k 上有限生成な整域とする. このとき, A[T ] ∼=

k[X1, . . . , Xn+1]ならばA ∼= k[Y1, . . . , Yn]となるか? (⇐⇒ SpecA×A1
k
∼= An+1

k のとき SpecA ∼=

An
k か?)

問題 1.1の仮定 “A[T ] ∼= k[X1, . . . , Xn+1]” をみたすとき, A は UFD であることに注意する.

n ≤ 2 の場合, この問題は肯定的である. なお, n = 1 のときは, Abhyankar, Heinzer および

Eakin [AEH72] による. n = 2 の場合, k の標数が 0 のときは藤田 [Fuj79], 宮西および杉江

[MS80] によって, k が完全体の場合は Russell [Rus81] によって示された. k が一般の体の場合は,

Bhatwadekarおよび Gupta [BG15] により示された (小島 [Koj16] による別証明もある).

しかしながら, n ≥ 3でかつ k の標数が正の場合は Gupta [Gup14a], [Gup14b] による反例があ

る. なお, n ≥ 3でかつ k の標数が 0の場合は未解決である.

次に述べる問題は, Hilbertの第 14問題の特殊な場合になっている.

∗ t.nagamine14@oyama-ct.ac.jp



問題 1.2. k を標数 0 の体とし, Ga = Spec k[T ] (基礎体 k の加法群) が多項式環 k[X1, . . . , Xn]

に作用するとする. このとき, 不変式環 k[X1, . . . , Xn]
Ga は k 上有限生成か?

Ga 作用による不変式環 k[X1, . . . , Xn]
Ga は n − 1 次元の UFD となる ([Fre17] などを参照).

n ≤ 3のとき, 問題 1.2は Zariski [Zar54] の結果から肯定的となる (Zariski’s finiteness theorem).

一方 n ≥ 5 のときには反例がある. 特に, n = 5 の場合の反例は Daigle および Freudenburg

[DF99] により与えられた. しかしながら, n = 4の場合は未解決である. 少なくとも, 生成元の個

数に上限がないことはわかっている ([DF01], [DFN22, Example 4.4]).

以上の通り, これら 2つの問題には共通して UFDが現れる. 特に, それぞれの未解決の場合は,

3次元の UFDを考えることになる*1. そのため, UFD (特に 3次元) をよく調べれば, これら 2つ

の問題への新たなアプローチが見出せるのではないかと考えたのが [DFN22] の始まりである.

本稿では第 67 回代数学シンポジウムでの講演内容に基づき, 以下の 4 種類の環に対する UFD

判定を紹介する.

(1) A[X]/(aX − b), ただし a, b ∈ A (定理 3.1).

(2) A[Z]/(Zc − F ), ただし c ∈ Z≥1, F ∈ A (定理 3.4).

(3) A[Z]/(aZn − b), ただし n ∈ Z≥1, a, b ∈ A (定理 3.6).

(4) A[Z1, . . . , Zn]/(Z
e1
1 · · ·Zen

n − F ), ただし e1, . . . , en ∈ Z≥1, F ∈ A (定理 3.7).

それぞれの定理では, Aが UFDのとき, 上記の形の環が UFDとなるための条件を与えている. 特

に, (1) および (2) の判定法は, Samuel [Sam64] による判定法 (定理 2.3, 2.4) の一般化になってい

る. なお, [DFN22]では上記の他に 2種類の判定法を構成している.

本稿は 4つの章で構成されている. 2章では必要な用語を準備し, UFD判定に関する先行研究を

紹介する. 3章では上記 (1)～(4) の判定法の詳細を述べる. なお, (1) および (2) の証明は省略す

る. 4章では, 3章で紹介した UFD判定を用いて, 3項式 (3つの単行式) で定義される, 体 k 上の

代数 B に対する UFD 判定を与える. なお, k が代数的閉体のとき, SpecB は複雑性 1 の代数的

トーラスの作用をもつ代数多様体になり, 幾何学的にも重要な対象である.

2 準備

本稿を通して, 環といえば可換で単位元をもつものとする. 環 Aに対して, A∗ で Aの単元群を

表す. 非負整数 n ≥ 0に対して, A[n] は A上 n変数の多項式環とする. Aが整域のとき frac(A)で

その商体を表す. また A ⊂ B が整域ならば tr.degAB で frac(B) の frac(A)上の超越次数を表す.

*1 問題 1.1では n = 3 のとき未解決で次元は dimA = 3, 問題 1.2では n = 4 のとき未解決で, 不変式環の次元は

dim k[X1, X2, X3, X4]Ga = 3である.



まず, Krull整域および atomic整域について思い出しておく. 整域 AがKrull整域であるとは,

以下の 3条件 (a), (b) および (c) をみたすときをいう. 以下, P(A)で Aの高さ 1の素イデアル全

体の集合を表す.

(a) p ∈ P(A)に対して, Ap は離散付値環である.

(b) A =
∩

p∈P(A)Ap が成り立つ.

(c) Aの非零元 x ∈ A \ {0}に対して, x ∈ pなる高さ 1の素イデアル pは有限個である.

Aが atomic整域であるとは, 零元でも単元でもないすべての元が有限個の既約元の積に分解され

るものをいう. 特にKrull整域は atomic整域である. よく知られているように, 以下の関係がある.

PID =⇒ UFD =⇒ Krull整域 =⇒ atomic整域.

なお, PIDは単項イデアル整域 (principal ideal domain) を表す.

Krull整域 Aに対して, Cl(A)で Aの因子類群 (divisor class group) を表す. よく知られている

ように, Cl(A)を用いて UFDを特徴づけることができる.

命題 2.1. (cf. [Fos73, Proposition 6.1]) 環 Aが UFDであるための必要十分条件は Aが Krull整

域で Cl(A) = 0をみたすことである.

2.1 永田の判定法

Aを整域, S ⊂ Aを積閉集合とする. このとき, Aが UFDならその商環 S−1Aも UFDである.

逆は一般には成り立たないが, 次に述べる永田の判定法は部分的に逆の主張を与える.

定理 2.2. A を atomic 整域, S ⊂ A を A の素元で生成された積閉集合とする. このとき, S−1A

が UFDなら Aも UFDである.

元々の永田の定理では, A は Noether 整域としている ([Nag57], Lemma 2). Samuel はこれ

を Aが Krull整域の場合に拡張した ([Sam64], Corollary to Theorem 6.3). さらに, Kaplansky

が ACCP (単項イデアルに関する昇鎖条件) をみたす Aに対して一般化した ([Kap74], Theorem

177). 上の形の判定方法は Cohnによる ([Coh77], § 9.3, Theorem 3.7).

2.2 Samuelの判定法

次に Samuel [Sam64] による, 2 種類の UFD判定について説明する. これらの一般化が本稿の

主結果である. 整域 Aに対して, a, b ∈ A \ {0}が互いに素であるとは aA ∩ bA = abAをみたすと

きをいう.



定理 2.3. (cf. [Sam64, Proposition 7.6]) A を整域, a, b ∈ A \ {0} を互いに素な元とする.

A[X] ∼= A[1], A′ = A[X]/(aX − b)とし A[b/a]を frac(A)の部分環とみなす. このとき以下が成

り立つ.

(a) A 代数としての全射 A[X] → A[b/a];X 7→ b/a の核は (aX − b) である. したがって,

(aX − b)は A[X]の素イデアルとなり A′ ∼= A[b/a]を得る.

(b) A が正規 Noether 整域で aA と aA + bA が素イデアルなら, A′ も正規 Noether 整域で

Cl(A′) ∼= Cl(A)をみたす.

(c) Aが Noether UFDで aAと aA+ bAが素イデアルなら, A′ も Noether UFDである.

この定理の主張 (a) は Samuelの元々の主張より強いものであるが, Samuelの証明の帰結とし

て得られる. なお, 次の章の定理 3.1でこの判定法の一般化を与える.

次は Samuelによる 2つ目の判定法である. なお定理 3.4で一般化を与える.

定理 2.4. (cf. [Sam64, Theorem 8.1]) R を UFD, A = R[x1, . . . , xn] ∼= R[n] とし, 各変数 xi

の次数が正となる次数を付けを与える. c ∈ Z≥1 を 1 以上の整数, f ∈ A は素元かつ斉次元で

gcd(c, deg f) = 1をみたすものとする. さらに, 次のいずれかの条件 (i) または (ii) をみたすと仮

定する.

(i) c ≡ 1 (mod deg f).

(ii) すべての有限生成射影 R加群は自由 R加群である.

このとき A[Z]/(Zc − f)は UFDである. ただし A[Z] ∼= A[1] である.

3 UFD判定

Aを整域, (a, b) ∈ A2 とする. 集合 P(A, (a, b))を, Aの素元 pで a ∈ pAかつ pA+ bA ̸= Aを

みたすものからなる集合と定める. ここで, 組 (A, (a, b))に対して以下の 4つの条件 P(i)～P(iv)

を考える.

P(i): a, bは零元でなく互いに素で, aは単元または Aの (有限個の) 素元の積である.

P(ii): すべての p ∈ P(A, (a, b))に対して, pA+ bAは素イデアルである.

P(iii): 同伴でないすべての組 p, q ∈ P(A, (a, b))に対して, q ̸∈ pA+ bAである.

P(iv): すべての p ∈ P(A, (a, b))に対して,
∩

i≥0(pA+ bA)i = (0)が成り立つ.

特に aが素元の冪乗の場合, 同伴でない組 p, q ∈ P(A, (a, b))は存在しないので, 条件 P(iii) はみ



たされる. 例えば, Samuelによる 1つ目の判定法 (定理 2.3) に現れる組 (A, (a, b))は, 条件 P(i)

～P(iv) のすべてをみたす.

3.1 1つ目の判定法

以下は定理 2.3の一般化である.

定理 3.1. (cf. [DFN22, Theorem 3.1]) Aを Krull整域, (a, b) ∈ A2, A[X] ∼= A[1] とし

A′ = A[X]/(aX − b)

と定める. (A, (a, b))が条件 P(i)～P(iv) のすべてをみたすとき, 以下が成り立つ.

(a) A′ は Krull整域で Cl(A′) ∼= Cl(A)をみたす.

(b) A′ が UFDであることと Aが UFDであることは同値である.

証明. [DFN22, Theorem 3.1]を見よ.

以下は定理 3.1の (証明の) 系である. 本稿では定理 3.1の証明を省略したため, 以下に詳細な証

明を述べる.

系 3.2. (cf. [DFN22, Corollary 3.5]) Aを Noether UFD, (a, b) ∈ A2, A[X] ∼= A[1] とし

A′ = A[X]/(aX − b)

と定める. (A, (a, b))が条件 P(i) および P(ii)をみたすとき, A′ は Noether UFDである.

証明. (A, (a, b))が条件 P(i) および P(ii)をみたすとする. 定理 2.3 (a) により A′ は整域で, Aは

A′ の部分環とみなせる. a ∈ A∗ のとき主張は明らかなので, a ̸∈ A∗ とする. このとき, 条件 P(i)

により, aは素元の積である.

P = P(A, (a, b))とし, Qを Aの素元 p ∈ Aで a ∈ pAをみたすものの集合とする (P ⊂ Qで

あることに注意しておく). もし p ∈ Qならば

A′/pA′ ∼= A[X]/(aX − b, p) ∼= A/(pA+ bA)[X] ∼= (A/(pA+ bA))
[1]
.

したがって, p ∈ P ならば pは A′ の素元, p ∈ Q \ P ならば pは A′ の単元である.

S ⊂ T をそれぞれ P , Qで生成される Aの積閉集合とする. a ∈ T なので, T−1A′ = T−1Aで

ある. さらに Q \ P ⊂ (A′)∗ なので, S−1A′ = T−1A′ となる. よって, S−1A′ = T−1A である.

A は Noether 環でかつ UFD であるから, 永田の判定法 (定理 2.2) を用いると A′ も UFD であ

る.



3.2 ブルバキの演習問題の反例

系 3.2でみたように, UFD判定をする場合において, Noether性を仮定することで条件 P(iii) お

よび P(iv) は不要となる. しかしながら, Noether環とは限らない場合, これらの条件は必要であ

る. これと関連して, ブルバキ [Bor72]の演習問題 (p.549, Exercise 15 (b), VII, § 1) 以下にを引

用する.

“Let A be a Krull domain and a, b two elements of A such that Aa and Aa + Ab are

prime and distinct. Show that A[X]/(aX + b) is a Krull domain and that [the class

group] C(A[X]/(aX + b)) is isomorphic to C(A).”

実は, この演習問題の主張には反例がある. ここではその反例を紹介する. さらにこの反例は定理

3.1における条件 P(iv) の必要性を表すものでもある.

k を標数 0の体, k[x, y] ∼= k[2] とする. 正整数からなる列 {s(n)}n≥1 を次で定める.

s(1) = 2, s(2) = 3, s(n) = n

n−2∏
i=1

s(i) (n ≥ 3).

k[x, y][Z0, Z1, Z2 . . .]を Zi を変数とする k[x, y]上の無限変数多項式環とする. さらに

A = k[x, y][Z0, Z1, Z2, . . .]/(xZi+1 + ys(i+1)−1Z
s(i+1)
i − Zi−1)i≥1

と定める. このとき次の定理を得る.

定理 3.3. (cf. [DFN22, Theorem 6.1, Lemma 6.7]) Aを上で定めたものとしA′ = A[T ]/(xT −y)

と定める. ただし A[T ] ∼= A[1] である. このとき以下が成り立つ.

(a) Aは Noethe環ではない UFDで, tr.degkA = 4である.

(b) x, y ∈ Aは同伴ではない Aの素元, xA+ yAは Aの極大イデアルである.

(c)
∩

n≥0(xA+ yA)n ̸= 0が成り立つ.

(d) A′ は単項イデアルに関する昇鎖条件をみたさない整域である.

証明. [DFN22, Theorem 6.1, Lemma 6.7]を見よ.

定理 3.3 (a) および (b) により, (A, (x,−y))はブルバキの演習問題の仮定をみたす. 特に Aは

UFDなので Cl(A) = 0である. しかしながら, (d) より A′ は UFDではない. よって, Cl(A′) ̸= 0

となり Cl(A) ̸∼= Cl(A′)である. ゆえに (A, (x,−y))はブルバキの演習問題の反例である.

一方, 定理 3.3 (b) より P(A, (x, y)) = {x}となり, (A, (x, y))は条件 P(i), P(ii) および P(iii)

をみたす. しかしながら, (c) より条件 P(iv)をみたさない. したがって, Noether環ではない場合,



定理 3.1において条件 P(iv)は必要である.

3.3 2つ目の判定法

次は Samuelの判定法 (定理 2.4) の一般化である.

定理 3.4. (cf. [DFN22, Theorem 3.8]) A を Z 次数付き整域とする. c ∈ Z≥1 を 1 以上の整数,

F ∈ Aを斉次元で gcd(c,degF ) = 1をみたすものとし,

B = A[Z]/(Zc − F )

と定める. ただし A[Z] ∼= A[1] とする. このとき, B は整域である. さらに, F が Aの素元ならば

次が成り立つ.

(a) Aが Krull整域であることと B が Krull整域であることは同値である.

(b) Aまたは B を Krull整域とする. このとき Cl(B)は Cl(A) ⊕ Cl(A)の直和因子で, Cl(A)

は Cl(B)⊕Cl(B)の直和因子である. さらに, Cl(A)または Cl(B)のどちらかが有限生成で

あれば Cl(A) ∼= Cl(B)である.

(c) Aが UFDであることと B が UFDであることは同値である.

証明. [DFN22, Theorem 3.8]を見よ.

系 3.5. R を UFDとする. n ≥ 3に対して, R[X1, . . . , Xn] ∼= R[n] とし, 整数 a1, . . . , an ∈ Z≥1

をとる. さらに, 以下のいずれかが成り立つと仮定する.

(i) n ≥ 4かつ gcd(an,
∏n−1

i=1 ai) = 1.

(ii) n = 3かつ a1, a2, a3 のどの 2つも互いに素である.

このとき, R[X1, . . . , Xn]/(X
a1
1 + · · ·+Xan

n )は UFDである.

証明. A = R[X1, . . . , Xn−1], F = −(Xa1
1 + · · · +X

an−1

n−1 ) ∈ A とする. ai に関する仮定は F が

frac(R)[X1, . . . , Xn−1]で既約であることを意味する. Rは UFDなので, F は Aでも既約である

(特に素元でもある). ω = lcm(a1, . . . , an−1)とし, Aに Z次数付き環の構造を, Xi が次数 ω/ai の

斉次元となるように定める. すると, F は次数 ω の斉次元で gcd(an, ω) = 1である. したがって,

定理 3.4 (c) より,

R[X1, . . . , Xn]/(X
a1
1 + · · ·+Xan

n ) = A[Xn]/(X
an
n − F )

は UFDである.



3.4 3つ目および 4つ目の判定法

ここでは一般化された Samuel の判定法 (定理 3.1および 3.4) を用いて, 新たな判定法を構成

する.

定理 3.6. (cf. [DFN22, Theorem 3.16]) A を Z 次数付き整域, a, b ∈ A \ {0} を互いに素な元,

n ∈ Z≥1 を gcd(n, deg b− deg a) = 1をみたす正整数とする. さらに, A[Z] ∼= A[1] に対して

B = A[Z]/(aZn − b)

と定める. このとき次が成り立つ.

(a) (aZn − b)は A[Z]の素イデアルである.

(b) Aを Noether UFDとする. bが Aの素元で (A, (a, b))が条件 P(ii)をみたすならば, B は

UFDである.

証明. (a) A[X] ∼= A[1] として, Z とは異なる A上の変数X を考える (A[X,Z] ∼= A[2] である). A

上の Z 次数付けを, X が次数 degX = deg b − deg a の斉次元となるように A[X] 上に延長する.

すると, aX − bは斉次元で環 A′ = A[X]/(aX − b)は Z次数付き環である. xを X の A′ での像

とし, A′ = A[x]と表す. このとき xは A′ における次数 deg x = deg b− deg aの斉次元である. 特

に定理 2.3 (a) より A′ は整域である. ここで

B ∼= A[X,Z]/(aX − b, Zn −X) ∼= A′[Z]/(Zn − x)

が成り立つ. gcd(n, deg x) = gcd(n,deg b− deg a) = 1であるので, 定理 3.4より A′[Z]/(Zn − x)

は整域, よって B も整域である. したがって, イデアル (aZn − b)は A[Z]の素イデアルである.

(b) Aは UFDなので, aは素元の積に分解できる. よって, (A, (a, b))は条件 P(i)をみたす. 特

に Aは Noether環なので, 系 3.2より A′ は UFDである. また, A′/xA′ ∼= A/bAより xは A′ の

素元である. したがって, 定理 3.4 (c) より B ∼= A′[Z]/(Zn − x)も UFDである.

定理 3.7. (cf. [DFN22, Theorem 3.17]) Aを Z次数付き整域, F ∈ Aを次数が ω ∈ Zの斉次元と

し, e1, . . . , en ∈ Z≥1 を gcd(e1, . . . , en, ω) = 1 をみたす正整数とする. さらに, A[Z1, . . . , Zn] ∼=

A[n] に対して
B = A[Z1, . . . , Zn]/(Z

e1
1 · · ·Zen

n − F )

と定める. このとき次が成り立つ.

(a) (Ze1
1 · · ·Zen

n − F )は A[Z1, . . . , Zn]の素イデアルである.

(b) Aが Norther UFDで F が Aの素元ならば B は UFDである.



証明には次の補題を用いる. この補題は Prime Avoidance Lemmaの帰結である.*2

補題 3.8. (cf. [DFN22, Lemma 2.9]) n ∈ Z≥0を非負整数とする. さらに, 整数 a1, . . . , an, b, c ∈ Z

を gcd(a1, . . . , an, b, c) = 1をみたすようにとる. このとき,

gcd(c, b+m1a1 + · · ·+mnan) = 1

をみたす整数m1, . . . ,mn ∈ Zが存在する.

証明. [DFN22, Lemma 2.9]を見よ.

この補題と, 定理 3.4および 3.6を用いて, 定理 3.7を証明する.

定理 3.7の証明. (a) n = 1のときは定理 3.4より従うため, n ≥ 2とする. 補題 3.8より, 次をみ

たす整数m1, . . . ,mn−1 ∈ Zがとれる.

gcd(en, ω − (m1e1 + · · ·+mn−1en−1)) = 1.

R := A[Z1, . . . , Zn−1]とおく. A上の Z次数付けを, i ∈ {1, . . . , n− 1}に対して Zi がmi 次の斉

次元となるように R上に延長する. ここで a = Ze1
1 · · ·Z

en−1

n−1 , b = F とおく. このとき a, bは R

の非零元で aR ∩ bR = abR, deg b = ω および deg a = m1e1 + · · ·+mn−1en−1 となる. よって

gcd(en,deg b− deg a) = gcd(en, ω − (m1e1 + · · ·+mn−1en−1)) = 1.

したがって, 定理 3.6 (a)より, イデアル (Ze1
1 · · ·Zen

n −F ) = (aZen
n −b)はA[Z1, . . . , Zn] = R[Zn]

の素イデアルである.

(b) Rは Noether UFDであることに注意しておく. bは Rの素元で, 各 i ∈ {1, . . . , n − 1}に

対して ZiR+ bRは Rの素イデアルである. よって (R, (a, b))は条件 P(ii) をみたす. したがって,

定理 3.6 (b) より, B = R[Zn]/(aZ
en
n − b)は UFDとなる.

4 応用 (3項式で定義される UFD)

最後にこの章では, 3 章で紹介した UFD 判定の応用として, 3 項式で定義される環に対する

UFD判定を与える. 以下 k を体とし, 次の 3つのデータを与える.

(D.1) 整数 n ≥ 2と nの分割 n = n0 + n1 + · · ·+ nr. ただし r ≥ 2かつ ni ≥ 1 (0 ≤ i ≤ r).

(D.2) 各 i ∈ {0, . . . , r}に対して, 正整数の組 βi = (βi1, . . . , βini
) ∈ (Z≥1)

ni .

(D.3) どの 2つも異なる定数 λ2, . . . , λr ∈ k∗.

*2 例えば次を見よ. www.math.lsa.umich.edu/∼hochster/615W17/supDim.pdf



1 つ目のデータ (D.1) は, k 上の変数を tij とする多項式環 k[T0, T1, . . . , Tr] ∼= k[n] を与える.

ただし, Ti = {ti1, · · · , tini
} とする (0 ≤ i ≤ r). 2 つ目のデータ (D.2) は r + 1 個の単項式

T β0

0 , . . . , T βr
r ∈ k[T0, . . . , Tr]を与える. ただし

T βi

i = tβi1

i1 · · · t
βini
ini

(0 ≤ i ≤ r)

と定める.

定理 4.1. (cf. [DFN22, Theorem 5.1]) 上記の 3つのデータ (D.1), (D.2)および (D.3)を与える.

0 ≤ i ≤ r に対して di = gcd(βi1, . . . , βini
)と定める. d0, . . . , dr のどの 2つも互いに素ならば

B := k[T0, . . . , Tr]/(T
β0

0 + λiT
β1

1 + T βi

i )2≤i≤r

は UFDで tr.degkB = n− r + 1である. さらに µ ∈ k∗ \ {λ2, . . . , λr}に対して, T β0

0 + µT β1

1 の

B での像は B の素元である.

証明. r ≥ 2に関する数学的帰納法を用いる. 部分環の列 B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Br = B を

Bm = k[T0, . . . , Tm]/(T β0

0 + λiT
β1

1 + T βi

i )2≤i≤m

で定める. なお, B1 = k[T0, T1] ∼= k[n0+n1] なので UFDである. さらに定理 3.7 (a)より, 任意の

µ ∈ k∗ に対して T β0

0 + µT β1

1 は B1 の素元である.

ここで, あるm ≥ 2に対して, B1, . . . , Bm−1 は UFDで, 任意の µ ∈ k∗ \ {λ2, . . . , λm−1}に対

して T β0

0 + µT β1

1 は Bm−1 の素元であると仮定する.

F = −(T β0

0 + λmT
β1

1 ) ∈ Bm−1 とおくと Bm = Bm−1[Tm]/(T βm
m − F )と表せる. よって, 定理

3.7 の判定法が使える形となる. 仮定より F は Bm−1 の素元である. 0 ≤ i ≤ m− 1なる iに対し

て, 以下をみたす整数 dij ∈ Zをとる.

di = gcd(βi1, . . . , βini
) = di1βi1 + · · ·+ dini

βini
.

Bm−1 への Z次数付けを, 各変数 tij が次数 deg tij = dijd0 · · · d̂i · · · dm−1 の斉次元となるように

定める. このとき, それぞれの単項式 T βi

i (0 ≤ i ≤ m− 1) に対して,

deg T βi

i = deg(tβi1

i1 · · · t
βini
ini

) = βi1 deg ti1 + · · ·+ βini
deg tini

= (di1βi1 + · · ·+ dini
βini

)(d0 · · · d̂i · · · dm−1)

= d0 · · · dm−1

である. したがって, F はBm−1の次数 degF = d0 · · · dm−1の斉次元である. 仮定より, d0, . . . , dr

のはどの 2つも互いに素なので gcd(βm1, . . . , βmnm ,degF ) = gcd(dm, d0 · · · dm−1) = 1. よって,

定理 3.7 (b)より Bm は UFDである.



µ ∈ k∗ \ {λ2, . . . , λm}に対して, G = T β0

0 + µT β1

1 ∈ Bm−1 とする. Gは Bm−1 の斉次元でか

つ素元なので, Bm−1 := Bm−1/GBm−1 は Z次数付き整域である. よって

Bm/GBm = Bm−1[Tm]/(T β0

0 + µT β1

1 , T β0

0 + λmT
β1

1 + T βm
m )

= Bm−1[Tm]/(T βm
m + (λm − µ)T β1

1 )

となる. 定理 3.7 (a) より, イデアル (T βm
m + (λm − µ)T β1

1 )は Bm−1 の素イデアル, よって Gは

Bm の素元である.

したがって B = Br は UFDで, 各 µ ∈ k∗ \ {λ2, . . . , λr}に対して T β0

0 + µT β1

1 は B の素元と

なる.

例 4.2. 森 [Mor77]は, 代数的閉体 k 上有限生成な 2次元の UFDで, 非自明な Z≥0 次数付けを持

つ場合の分類を与えた. それぞれの環は次の形をしている.

k[x, y, z1, . . . , zN ]/(xa + µiy
b + zcii )1≤i≤N ,

ただし N ≥ 0で, a, b, c1, . . . , cN ≥ 2はどの 2つも互いに素な整数, µ1, . . . , µN ∈ k∗ はどの 2つ

も異なる定数で µ1 = 1ある. この環は次のようにして 3つのデータから得られる.

(D.1) n = N + 2, r = N + 1, ただし T0 = x, T1 = y かつ Ti = zi−1, 2 ≤ i ≤ r;

(D.2) β0 = a, β1 = bかつ βi = ci−1, 2 ≤ i ≤ r;

(D.3) λi = µi−1, 2 ≤ i ≤ r.

注意 4.3. 定理 4.1で現れた k 代数 B は, 非退化な Zn−r 次数付けを与える. k が代数的閉体のと

き, これは代数多様体 X = Spec(B)が複雑性 1のトーラス作用を持つことを意味する. このよう

な代数多様体は, 曲面の場合に森 [Mor77] により, 3 次元の場合に石田 [Ish77] により分類された.

k の標数が 0 のときは, Hausen, Herppich および Süss [HHS11] が任意次元での分類を完成させ

た. 彼らの分類に現れる環は, 表示方法が異なるものの定理 4.1で与えたものと同型になる. しかし

ながら, 我々の表示方法は森の分類に沿った簡潔なものになっている. 特に定理 4.1は, 代数的閉体

とは限らない任意の体 k 上で成り立つ.
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K3曲面の導来圏の自己同値群
菊田 康平 ∗

1 導入
1.1 自己同値群
非特異射影複素代数多様体 X の導来圏 (derived category) を Db(X) と書く．導来圏は圏の一
種であり，X 上の連接層からなる有界複体を対象とし，複体の射のホモトピー同値類のなす空間を
考え，さらに擬同型で局所化したものを圏としての射の空間と定義することで得られる．標準的な
テキストとして [17]が挙げられる．また最近出版されたテキスト [35]は，連接層の導来圏につい
て基礎的な内容から [17]以降に進展した話題まで日本語で書かれた良書である．
代数幾何学はもちろん，シンプレクティック幾何学，表現論や数理物理学など様々な分野と
関わる．このとき導来圏そのものを (ただの X の不変量ではなく) ある種の幾何学的対象と捉
える視点は重要である．代数多様体の自己同型射に相当する，導来圏 Db(X) の自己同値関手
(autoequivalence) Φ : Db(X) → Db(X)を定義しよう．複体の次数を l ∈ Zずらすことで定義さ
れるシフト関手を [l] : Db(X) → Db(X) と書く．自己同値 (関手) とは，シフト [1] と可換かつ
Db(X)内の完全三角形を再び完全三角形に移すような自分から自分への圏同値関手として定義さ
れる．自己同値 (の自然同型類)からなる群を Db(X)の自己同値群 (autoequivalence group)とい
い，Aut(Db(X))と書く．自己同型射 f ∈ Aut(X)の引き戻し f∗ や直線束 L ∈ Pic(X)のテンソ
ル積 −⊗ Lは自己同値となり，これより自然な単射群準同型

Aut(X) ↪→ Aut(Db(X)), Pic(X) ↪→ Aut(Db(X))

が得られる．自己同型群 Aut(X)と全く同様に，自己同値群 Aut(Db(X))もまた群論における興
味深い研究対象となる．以下，導来圏がよく研究されており，かつ興味深い現象を数多く提供する
K3曲面に絞って考える．
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1.2 写像類群との比較
弦理論における双対性の 1 つの数学的定式化として，Kontsevich により提唱されたホモロ
ジー的ミラー対称性は，代数多様体の導来圏とシンプレクティック多様体の深谷圏の間の圏
同値を主張する．球面対象 (spherical object) E ∈ Db(X) に沿った球面捻り (spherical twist)

TE ∈ Aut(Db(X)) という自己同値関手は，ホモロジー的ミラー対称性の元でシンプレクティッ
ク多様体の Lagrangian 球面に沿った Dehn 捻りの代数多様体の導来圏の対応物として，Seidel–

Thomasにより導入された [34]．例えば K3曲面の場合，任意の直線束や (−2)曲線 C ⊂ X 上の
直線束OC が球面対象となる．ホモロジー的ミラー対称性から，自己同値群とシンプレクティック
写像類群の比較が自然に考えられるが，特に実 2次元，つまり写像類群 MCG(Σg)との比較を考
える．ここで Σg は種数 g の向き付け可能な閉曲面とする．球面捻りに留まらず交点数，圏論的エ
ントロピーや安定性条件の空間など，写像類群に関連する概念の (ミラー対称性における)対応物
として導入されたものが数多くある．以下の K3曲面の自己同値群と写像類群に関連する概念の対
応表も参考にされたい．
2節で紹介するように，自己同値群を理解するには，コホモロジー群への作用だけでは不十分で
あることが分かっている．そこで自己同値群の理解へのアプローチの一つとして，1930年代より
始まる豊富な歴史を有する写像類群との比較は非常に有効となる．この写像類群との比較という方
針に基づき，主に筆者の仕事に関わる内容を中心に，K3曲面の導来圏の自己同値群の幾何学的側
面 (3節)・群論的側面 (4節)・力学系的側面 (5節)を紹介することが本稿の目的である．

K3曲面の自己同値群 写像類群
Aut(Db(X)) MCG(Σg)

球面対象 E ∈ Db(X) 単純閉曲線 a ⊂ Σg

球面捻り TE ∈ Aut(Db(X)) Dehn捻り Ta ∈ MCG(Σg)

交点数 i(E1, E2) 交点数 i(a1, a2)

圏論的エントロピー 位相的エントロピー
安定性条件の空間 S(X) Teichmüller空間 T (Σg)

mass mσ(E) (σ ∈ S(X)) length lh(a) (h ∈ T (Σg))

球面対象のなす単体複体 C(X) 曲線複体 C(Σg)

2 K3曲面の自己同値群の基礎
この報告書では，K3曲面は全て C上かつ代数的であるとする．
X を K3曲面とする．整係数コホモロジー群 H∗(X,Z)上に，複素化の直和分解

H∗(X,C) = H2,0(X)⊕
(
H0(X,C)⊕H1,1(X)⊕H4(X,C)

)
⊕H0,2(X)



より，重さ 2の Hodge構造が定まる．この Hodge構造に関する algebraic part(
H0(X,C)⊕H1,1(X)⊕H4(X,C)

)
∩H∗(X,Z)

を N(X)と書く．具体的には，自由アーベル群N(X) = H0(X,Z)⊕Pic(X)⊕H4(X,Z)となる．
コホモロジー群 H∗(X,Z)上に，向井ペアリングと呼ばれる双線型形式が次で定義される:

((r1, c1, s1), (r2, c2, s2)) := c1.c2 − r1s2 − r2s1 ∈ Z, (ri, ci, si) ∈ H∗(X,Z)．

格子 (H∗(X,Z), (−,−))を向井格子と呼ぶ．向井格子は符号 (4, 20)のユニモジュラーな偶格子と
なる．
自己同値群 Φ ∈ Aut(Db(X))は向井格子 (H∗(X,Z), (−,−))に Hodge isometryとして作用す
ることから，次の群準同型が得られる．

Aut(Db(X))→ O(H∗(X,Z)); Φ 7→ ΦH (2.1)

任意の球面捻り TE に対して TH
E は鏡映となるので，T 2

E ∈ Aut0(Db(X)) となる．従って準
同型 (2.1) は単射ではない．そこで準同型 (2.1) の核を Aut0(Db(X)) とおく．言い換えると
Aut0(Db(X))はコホモロジー群に自明に作用する自己同値のなす正規部分群であり，ちょうど写
像類群の Torelli部分群に対応する．準同型 (2.1)の非単射性が，自己同値群の群構造の決定が非常
に難しいことの理由の一つである．対照的に自己同型群の場合，H2(X,Z) 上の Hodge isometry

のなす群への準同型は単射となる (cf. [20]):

Aut(X) ↪→ O(H2(X,Z))

この埋め込みから格子を用いた自己同型群の研究は大きく発展した．
X の超越格子を T (X) ⊂ H2(X,Z)と書く．T (X)は向井格子に関する N(X)の直交補空間と
なっている．有限指数部分群

AutCY(Db(X)) := {Φ ∈ Aut(Db(X)) | ΦH |T (X) = idT (X)}
= {Φ ∈ Aut(Db(X)) | ΦH |H2,0(X) = idH2,0(X)}

を考える．AutCY(Db(X)) の元を Calabi–Yau 自己同値と呼ぶ．ちょうど自己同型群のシンプレ
クティック自己同型に相当する概念であり，文献によってはシンプレクティック自己同値と呼ぶも
のもある．明らかに Aut0(Db(X)) ⊂ AutCY(Db(X))となる．

2.1 ピカール数 1の場合
K3曲面はピカール数 1，つまり Picard群 Pic(X) ⊂ H2(X,Z)の階数が 1であると仮定する．
豊富直線束が与える Pic(X) ' Zの生成元をH とおく．(H,H)は正偶数であり，d := (H,H)/2 ∈
Z>0 を次数と呼ぶ．このとき，自己同値群 Aut(Db(X))は有限生成となる．ピカール数 2以上で
は有限生成性は未解決である．また部分群 Aut0(Db(X))/[2]は全ての (球面層に沿った)球面捻り
の 2乗で生成される無限階数の自由群となる．



準同型 (2.1) において，H∗(X,Z) 上の Hodge isometry を N(X) 上に制限することで，群準
同型

AutCY(Db(X))→ O(N(X)) (2.2)

が得られる．N(X)の discriminant群に自明に作用し，かつ 3節で述べる P(N(X)⊗Z C)内の連
結成分 Ω+(X) を保つ O(N(X)) の部分群を，Γ+(X) と書く．この群 Γ+(X) は，Fricke モジュ
ラー群 Γ+

0 (d)と呼ばれる PSL(2,R)の部分群と同型になる [10]．Frickeモジュラー群はレベル d

の Hecke合同部分群
Γ0(d) :=

{(
a b
cd e

)
∈ PSL(2,Z)

}

と Fricke対合
(

0 − 1√
d√

d 0

)
∈ PSL(2,R) で生成され，virtually freeな第 1種 Fuchs群となる．

準同型 (2.2)から，次の短完全列が得られる [6, 33]:

1→ Aut0(Db(X))/[2]→ AutCY(Db(X))/[2]→ Γ+(X)→ 1

この短完全列は 3節で説明する安定性条件の空間への作用を用いて証明される．

3 幾何学的側面
3.1 安定性条件の空間への等長作用
幾何学的群論の発展から，与えられた群 Γ を研究する際に，非正曲率的な性質 (CAT(0) 性,

Gromov双曲性など)を持つ距離空間 (M,d)への等長作用 Γ ↷ (M,d)を調べることが非常に有効
であることが分かっている．例えば写像類群 MCG(Σg) は，Teichmüller 空間や曲線複体 (curve

complex)といった距離空間に等長的に作用する．ここで Teichmüller空間上ではWeil–Petersson

距離を考えており，CAT(0) になることが知られている．数理物理的な観点から “Bridgeland 安
定性条件 (stability condition)の空間”S(X)は Teichmüller空間の類似物と見なすことができる．
従って，K3曲面の自己同値群の安定性条件の空間という距離空間への等長作用

AutCY(Db(X))/[2] ↷ (S(X), d)

を考えていく．S(X)上の距離 dは以下で順に紹介していく．写像類群のこれまでの豊富な研究と
比較すると，K3曲面の自己同値群の幾何学的研究は始まって間もない．現在は距離空間や等長作
用自体を構成しその基本的性質を調べる段階にあり，それらを用いた自己同値群への応用は次の段
階だと考える．

Bridgeland [7] により導入された Db(X) 上の (数値的) 安定性条件とは v ∈ N(X) ⊗Z C と，
ある Db(X) 上の有界 t-構造の heart A ⊂ Db(X) の組 σ := (v,A) で，然るべき条件を満たす
ものである．準備が多く煩雑になるので定義は省略するが，特に重要な条件として，任意の対象



E ∈ Db(X)に対して，(σ に関する)Harder–Narasimhanフィルトレーション

0 = E0 E1
. . . Ep−1 Ep = E

A1
. . . Ap

//

����
��
��

__ //

����
��
��

__
(3.1)

と呼ばれる完全三角形の列の存在を課している．直感的な説明を加えると，安定性条件 σ を与え
ることで，σ-安定な対象の族が定まり，さらに対象 E を σ-安定な対象 A1, · · · , Ap ∈ Db(X)に順
に分解していくルールが定まる．また σ-安定な対象 A ∈ Db(X) に対して，phase と呼ばれる値
φσ(A) ∈ Rが定まる．例えば [3]で最近の流儀で安定性条件の定義と，関連する K3曲面の周辺知
識についてコンパクトにまとめてある．
Db(X) 上の安定性条件のなす集合を Stab(X) と書く．Stab(X) 上に，自然に位相を入れるこ
とができる．σ ∈ Stab(X) に対して，全ての点の構造層が σ-安定で同じ phase を持つとき，σ
は幾何学的であるという．幾何学的安定性条件からなる連結集合を含む Stab(X) の連結成分を
Stab†(X)と書く．安定性条件 (v,A) ∈ Stab†(X)が (v, v) = 0を満たすとき reducedであると定
義し，reduced な安定性条件のなす部分集合を Stab†red(X) と書く．S(X) を Stab†red(X) の自然
な C-作用に関する商位相空間と定義する:

S(X) := Stab†red(X)/C.

以下断らない限り K3曲面はピカール数 1であると仮定する．H ∈ Pic(X)を豊富直線束が与え
る生成元としていた．空間 Ω+(X)を

{v ∈ P(N(X)⊗Z C) | (v, v) = 0, (v, v̄) > 0)}

の [1 : iH : − 1
2H

2] ∈ P(N(X) ⊗ C)を含む連結成分として定義する．この空間は IV型有界対称
領域の一種であり，今の場合自然に上半平面 Hと同一視される．さらに向井格子に関する (−2)ク
ラスを用いた超平面補空間

Ω+
0 (X) := Ω+(X)\

⋃
δ∈N(X) s.t.(δ,δ)=−2

δ⊥

を考える．厳密には δ⊥ = P((Cδ)⊥) で 1 点集合となり，和集合 ⋃
δ⊥ は離散無限集合となる．

従って Ω+
0 (X)は Ω+(X)における開集合となる．

自然な連続写像 Stab(X)→ N(X)⊗Z C; (v,A) 7→ v は，連続写像

S(X)→ Ω+
0 (X)

を誘導する．

定理 3.1 (Bridgeland [8], Bayer–Bridgeland [6]). S(X) → Ω+
0 (X)は普遍被覆となる．さらに，

S(X)は可縮となる．



種数 g の双曲曲面のモジュライ空間M(Σg) := T (Σg)/MCG(Σg) の orbifold 基本群を考える
と，同型MCG(Σg) ' πorb

1 (M(Σg)) が得られる．同様にK3曲面X の自己同値群も，X のミラー
対称性において重要となる stringy Kählerモジュライ空間MK(X) := Ω+

0 (X)/Γ+
0 (d) の orbifold

基本群としての記述を持つ:

定理 3.2 (Bayer–Bridgeland [6], Huybrechts [19]). AutCY(Db(X))/[2] ' πorb
1 (MK(X))

注意 3.3. 由緒正しい空間 Ω+
0 (X)の普遍被覆になることから，Stab(X)よりも S(X)の方を重視

するのは自然である．従って (ミラー対称性のような数理物理だけでなく)距離空間への等長作用
という観点からも，Aut(Db(X))よりも AutCY(Db(X))/[2]を重視すべきであると考える．

3.1.1 距離 dP の曲率的性質
自然な同一視 Ω+(X) ' Hをもとに，Poincaré 距離の開集合 Ω+

0 (X)への制限を考え，普遍被
覆 S(X) → Ω+

0 (X) で引き戻すことで得られる S(X) 上の距離を dP とかく．距離 dP は，Fan–

Kanazawa–Yau [14] によりミラー対称性を動機として導入された S(X) 上のWeil–Petersson 距
離と一致する．
自己同値群 Aut(Db(X)),AutCY(Db(X))/[2] は距離空間 (S(X), dP ) に等長的に作用する．

Allcockは導来圏や安定性条件とは全く異なる文脈で，非正曲率リーマン多様体の超曲面補空間の
分岐被覆の曲率 (CAT(0)性)を考察した [1]．定理 3.1と合わせることで次が得られる．

定理 3.4 (Allcock [1], Bayer–Bridgeland [6]). 距離空間 (S(X), dP )の距離完備化は CAT(0)空
間となる．さらに，S(X)は可縮となる．

一般に完備化を取らないと測地空間にすらならない．この意味で上記の定理において，距離完備
化という操作が本質的である．

3.1.2 距離 dB の曲率的性質
まず次の小節でも重要となる，対象 E ∈ Db(X)の安定性条件 σ = (v,A) ∈ Stab(X)に関する

mass mσ(E) ∈ R≥0 という量を次で定義する:

mσ(E) :=

p∑
i=1

|(v, v(Ai))|.

ここで対象 A1, · · · , Ap ∈ Db(X)は，E の Harder–Narasimhanフィルトレーション (3.1)に現れ
る σ-安定な対象で，v(Ai) ∈ N(X)は Ai の数値類である．
C-商を取る前の空間 Stab†red(X)上に，次で定義される距離 dB が定まる．

定義 3.5 (Bridgeland [7]). σ, τ ∈ Stab†red(X)に対して，dB(σ, τ) ∈ R≥0 を次で与える．

dB(σ, τ) := sup
E ̸=0

{
|φ+σ (E)− φ+τ (E)|, |φ−σ (E)− φ−τ (E)|,

∣∣∣∣log mσ(E)

mτ (E)

∣∣∣∣} .



ここで E ∈ Db(X) の σ に関する Harder–Narasimhan フィルトレーション (3.1) を用いて，
φ+σ (E) := φσ(A1), φ

−
σ (E) := φσ(Ap) ∈ Rと定義される．この距離 dB は，実曲面内の単純閉曲

線の length を用いて定まる Teichmüller 空間上の Teichmüller 距離または Thurston(非対称) 距
離の類似である．
否定的な結果であるが，この距離 dB に関する曲率的性質を調べた．

定理 3.6 (K [22]). 次が成り立つ．

(i) 距離空間 (Stab†red(X), dB)は CAT(0)空間ではない．
(ii) 距離空間 (Stab†red(X), dB)は Gromov双曲空間ではない．

C-作用に関する dB の商距離が S(X)上に定まる．この商距離も同様に，CAT(0)でも Gromov

双曲的でもないことを期待するが，未解決である．

3.2 曲線の安定性条件の空間の Thurstonコンパクト化
まず Teichmüller 空間 T (Σg) の古典的な Thurston コンパクト化について簡単に復習する．

Teichmuller空間の元 tに付随して定まる計量に関する単純閉曲線 γ の length lt(γ)を用いて，無
限次元射影空間への位相的な埋め込み

Pl : T (Σg) ↪→ PS
≥0; t 7→ [lt(γ)]γ∈S ,

が得られる．このとき像の閉包はコンパクトとなる．Thurstonコンパクト化をこの像の閉包とし
て定義した．
1節の表にあるように，安定性条件から定まる対象の massという概念が，単純閉曲線の length

に対応する．これを出発点に，安定性条件の空間の Thurstonコンパクト化が自然に考えられる．

問題 3.7 (Bapat–Deopurkar–Licata [2]). 安定性条件をもつ三角圏 D に対して，S を Ob(D)の
ある部分集合とする．このとき連続写像

Pm : Stab(D)/C→ PS
≥0; σ 7→ [mσ(E)]E∈S

はコンパクト化を与えるか？すなわち，像への同相写像かつ像の閉包がコンパクトとなるか？

もちろん K3 曲面 X に対する S(X) の Thurston コンパクト化の構成が最終的な目標である．
その前段階として，まず曲線の場合を調べた [23]．この小節では [23]で得られた結果を紹介する．
C を C 上の非特異射影曲線とする．Stab(C) を Db(C) 上の安定性条件の空間とする．今の場
合，Stab(C)は連結かつ単連結となる. Geo(C)を幾何学的安定性条件のなす部分集合と定義する．
種数 1以上の場合，Geo(C) = Stab(C)となる．
点 p ∈ C を固定する．このとき，部分集合 S ⊂ Ob(Db(C)) を (i) 元は全て slope-安定な連接
層，(ii) OC ,Op,OC(−p) ∈ S，という 2条件を満たすものとする．準備ができたので結果を紹介
していく．



定理 3.8 (K–Koseki–Ouchi [23]). 連続写像

Pm : Geo(C)/C→ PS
≥0

は像への同相写像となる．さらに像の閉包 Geo(C)/C は閉円板と同相になり，特にコンパクトで
ある．

Geo(C)/Cを Geo(C)/Cの Thurstonコンパクト化と呼ぶ．
上述のように種数 0，つまり射影直線の場合のみ Geo(P1) ⊊ Stab(P1)となる．このとき次が得
られる．

命題 3.9 (K–Koseki–Ouchi [23]). (i) 部分集合 S ⊂ Ob(Db(P1))の取り方によらず，連続写像

Pm : Stab(P1)/C→ PS

は連続ではない．
(ii) 像 Pm(Stab(P1)/C)は Geo(P1)/Cの部分的なコンパクト化を与える．

射影直線の場合の非単射性は，Db(P1)の半直交分解の存在と密接に関わる．単射とならないこ
とは残念であるが，一方で全空間 Stab(P1)/Cが Geo(P1)/Cの部分的なコンパクト化となること
は興味深い現象である．
以下 X を種数 1，つまり楕円曲線とする．楕円曲線の場合，Polishchuk–Zaslow によるホモロ
ジー的ミラー対称性 [31]

ΦPZ : Db(X)
∼−→ DπFuk(X̃)

を介して，古典的なトーラス Σ1 の場合の Thurston コンパクト化との比較が可能となる．ここ
で，DπFuk(X̃)はミラートーラス X̃ の導来深谷圏で，Sph(X)と Sph(X̃)はそれぞれ Db(X)と
DπFuk(X̃)の球面対象 (の同型類)のなす集合とする．

定理 3.10 (K–Koseki–Ouchi [23]). 次の図式が可換となるような自然な連続写像 η, ι が存在する:

Stab(X)/C PSph(X)
≥0

Stab(X̃)/C PSph(X̃)
≥0

T (Σ1) PS
≥0.

Pm

∼

ΦPZ

∼

PΦPZ

Pm

Pl

∼η ι

さらに，この図式は 3つの Thurstonコンパクト化の間の同相写像を誘導する:

Stab(X)/C ' Stab(X̃)/C ' T (Σ1).

交点数を用いて，Thurston境界 ∂Stab(X)/Cの稠密な部分集合を構成することができる．この
意味で，コンパクト化の境界についても十分な理解が得られている．



またトーラスの写像類群の Nielsen–Thurston 分類を用いることで，自己同値の Nielsen–

Thurston分類が得られる:

定理 3.11 (K–Koseki–Ouchi [23]). Stab(X)/Cに非自明に作用するDb(X)自己同値は，周期的，
可約，擬 Anosovという 3つのタイプの内いずれか 1つとなる．

4 群論的側面
4.1 交点数，2つの球面捻りが生成する部分群
この小節の全ての内容は，より一般に proper dg圏の導来圏の compact対象のなす三角部分圏
に対して成り立つ．
ホモロジー的ミラー対称性に基づいて，1節の表にある交点数を導入する．対象 M,N ∈ Db(X)

に対して，交点数 i(M,N) ∈ Z≥0 を

i(M,N) :=
∑
p∈Z

dimC HomDb(X)(M,N [p]) (4.1)

で定義する．実際に，実曲面の導来深谷圏の場合に (4.1)は古典的な交点数と一致する．
次は球面捻りの反復合成に関する交点数の振る舞いを記述する基本不等式である．写像類群の場
合にも Dehn捻りの反復合成に関する全く同様の不等式が古典的に知られていた [15]．

定理 4.1 (Barbacovi–K [3]). E ∈ Db(X)を球面対象，M,N ∈ Db(X)を対象とする．このとき
任意の k ∈ Z\{0}に対して，次が成り立つ．

i(E,M)i(E,N) ≤ i(T k
EM,N) + i(M,N).

2 つの対象 M,N ∈ Db(X) が任意の整数 l ∈ Z に対して M 6' N [l] を満たすとき，M,N は
distinctであるという．
次の定理は，幾何学的群論において基本的な ping-pong補題を用いて，写像類群の場合と全く同
様に示される．定理 4.1にある基本不等式が証明の核となる．

定理 4.2 (Barbacovi–K [3]). E1, E2 ∈ Db(X)を distinctな球面対象とする．i(E1, E2) ≥ 2が成
り立つとき，任意の k1, k2 ∈ Z\{0}に対して，部分群 〈T k1

E1
, T k2

E2
〉 は階数 2の自由群 F2 と同型に

なる．

系として次が得られる．もちろん写像類群の場合に全く同様のことが知られていた．

系 4.3 (Barbacovi–K [3]). E1, E2 ∈ Db(X) を distinct な球面対象とする．このとき次が成り
立つ．

(i) i(E1, E2) = 0⇐⇒ 〈TE1
, TE2

〉 ' Z× Z.
(ii) i(E1, E2) = 1⇐⇒ 〈TE1 , TE2〉 ' B3，ここで B3 は組紐 3本のブレイド群である．



(iii) i(E1, E2) ≥ 2⇐⇒ 〈TE1
, TE2

〉 ' F2.

4.2 K3曲面の自己同値群の中心群
次は自己同値による球面対象の振る舞いと球面捻りの可換性の関係を述べた非常に基本的な主張
である．こちらも定理 4.1にある基本不等式を用いて示される．

定理 4.4 (Barbacovi–K [3]). E1, E2 ∈ Db(X) を球面対象，Φ ∈ Aut(D) を自己同値，k1, k2 ∈
Z\{0}を非零な整数とする．このとき，次は同値である:

(i) Φ ◦ T k1

E1
= T k2

E2
◦ Φ.

(ii) ある l ∈ Zに対して Φ(E1) = E2[l]，かつ k1 = k2.

以下，X を K3曲面とする．ここではピカール数に関する仮定は必要ない．ある群 Γの中心群
Z(Γ)とは，

Z(Γ) := {g ∈ Γ | 任意の h ∈ Γに対して gh = hg}

で与えられ，群の可換性を測る上で重要な不変量である．
上記の定理 4.4 に対応する主張を用いて，写像類群の中心群が計算される．自己同値群の場合
も全く同様の方針で中心群が計算できる．主張を述べる前にいくつか準備する．Aut†(Db(X))

を連結成分 Stab†(X) を保つ自己同値のなす部分群と定義する．ピカール数 1 の場合には
Aut†(Db(X)) = Aut(Db(X))が成り立つ．Aut(X)の部分群

Autt(X) :=
{
f ∈ Aut(X)

∣∣ H2(f)|NS(X) = idNS(X)

}
を超越自己同型群と呼ぶ．この群は有限巡回群であり，その位数を mX とする．また生成元
ft ∈ Autt(X)を 1つ固定する．

定理 4.5 (Barbacovi–K [3]). 次が成り立つ．

(i)

Z(Aut†(Db(X))) = Autt(X)× Z[1] ' (Z/mX)× Z.

(ii)

Z(Aut†CY(D
b(X))) =

{
〈 (f∗t )mX/2 ◦ [1] 〉 if mX is even

Z[2] if mX is odd

' Z.

5 力学系的側面
自己同型 f ∈ Aut(X) に対して位相的エントロピー htop(f) ∈ R≥0 という力学系的不変量

(i.e. 自己射の反復合成を用いて定義される量)が定まる．圏論的類似として，Dimitrov–Haiden–



Katzarkov–Kontsevichにより，自己同値関手の力学系的不変量である圏論的エントロピーが導入
された [9]．導入されてから 10年とまだ日が浅い理論ではあるが，筆者の結果を中心にこれまでの
発展の一部を振り返る．
この節では特に断りのない限り，X を C上の滑らかな射影代数多様体とする．対象 G ∈ Db(X)

を含む最小の thick 部分圏が Db(X) 自身と一致するとき，G を Db(X) の分裂生成子 (split-

generator)と呼ぶ．

例 5.1. very ampleな直線束 L ∈ Pic(X)に対して，対象⊕dimX
i=0 Li ∈ Db(X)は Db(X)の分裂

生成子となる．分裂生成子を自己同値で移したものも再び分裂生成子となる．

以下，G ∈ Db(X) を分裂生成子，Φ ∈ Aut(Db(X)) を自己同値，f ∈ Aut(X) を自己同型と
する．

定義 5.2 (Dimitrov–Haiden–Katzarkov–Kontsevich [9]). 分裂生成子 G に関する対象 E ∈
Db(X)の complexity δt(G,E) (t ∈ R)を次で定義する．

δt(G,E) := inf


p∑

i=1

enit

∣∣∣∣∣∣
0 E1

. . . Ep−1 E ⊕ E′

G[n1] . . . G[np]

//

����
��
��

__ //

����
��
��

__
 ∈ R≥0.

complexityを用いて圏論的エントロピーを定義する．

定義 5.3 (Dimitrov–Haiden–Katzarkov–Kontsevich [9]). 自己同値 Φ ∈ Aut(Db(X)) の圏論的
エントロピー ht(Φ) (t ∈ R)を次で定義する．

ht(Φ) := lim
n→∞

1

n
log δt(G,Φ

n(G′)) ∈ R.

圏論的エントロピーの定義において，極限は存在し，かつ分裂生成子の取り方によらないことに
注意する．またアプリオリには極限が発散し得るが，Fan–Filipにより任意の t ∈ Rで有限の値を
取ることが示されている [13]．
次に圏論的エントロピーの基本的な性質を紹介する．

命題 5.4 ([9, 27]). 次が成り立つ．

(i) l ∈ Z>0 に対して，ht(Φl
1) = lht(Φ1).

(ii) ht(Φ1Φ2) = ht(Φ2Φ1).

(iii) Φ1Φ2 = Φ2Φ1 ならば ht(Φ1Φ2) ≤ ht(Φ1) + ht(Φ2).

(iv) ht(Φ2Φ1Φ
−1
2 ) = ht(Φ1).

この命題から，既存のエントロピー理論 (位相的エントロピー，測度論的エントロピー等)と基
本的な性質を多く共有することがわかる．この意味で，力学系的不変量 ht(Φ)はエントロピーと呼
ぶに相応しいものである．



あるクラスの自己連続写像の位相的エントロピーに対して “エントロピー＝交点数の指数増大
度”というタイプの等式が成り立つ．次はその圏論的類似である．

定理 5.5 (Dimitrov–Haiden–Katzarkov–Kontsevich [9]). 次が成り立つ．

h0(Φ) = lim
n→∞

1

n
log i(G,ΦnG)

この定理を用いて，いくつかの具体的な自己同値の圏論的エントロピーが計算されている．

例 5.6 ([9, 30]). 次が成り立つ．

(i) ht([l]) = lt.

(ii) ht(−⊗ L) = 0.

(iii) ht(TE) ≥ (1− dimX)t かつ h0(TE) = 0.

また球面関手 (球面捻りではない) に沿った twist としての表示を持つ自己同値の圏論的エント
ロピーも Kim [28]，Barbacovi–Kim [4]により研究されている．
自己同型射 f ∈ Aut(X)から圏論的エントロピーと位相的エントロピーという 2つの力学系的
不変量が得られるが，これらは整合的である:

定理 5.7 (K–Takahashi [26]). 次が成り立つ．

h0(f
∗) = htop(f)

次の Gromov–Yomdinの定理は，位相的エントロピーという超越的な量が線型写像のスペクト
ル半径で書けるということを主張する代数多様体上の力学系において非常に重要な定理である．

定理 5.8 (Gromov [16], Yomdin [36]). 次が成り立つ．

htop(f) = log ρ(H∗(f))

Gromov–Yomdinの定理の圏論的類似として，圏論的エントロピーと数値的 Grothendieck群上
に誘導する自己同型

N (Φ) : N (Db(X))→ N (Db(X))

のスペクトル半径 (の自然対数) log ρ(N (Φ)) の比較を考える [26]．一般に下からの評価が成り
立つ．

定理 5.9 (K–Shiraishi–Takahashi [27]). 次が成り立つ．

h0(Φ) ≥ log ρ(N (Φ))

等式 h0(Φ) = log ρ(N (Φ))が成り立つ例が数多く知られている [4, 12, 21, 27, 26, 28, 30, 37]．
一方で，一般には成り立たないことが分かっている [4, 11, 29, 30]．



最近では Barbacovi–Kimにより，安定性条件の空間への自己同値群の作用とGL+(2,R)の普遍
被覆群の作用の整合性を用いた，Gromov–Yomdin型等式の新しいアプローチもなされている [5]．

K3 曲面特有の圏論的エントロピーの研究についても触れる．Sheridan–Smith [32, 33] によっ
て確立された，K3曲面のホモロジー的ミラー対称性における自己同値群の研究に基づき，次を示
した．

定理 5.10 (K–Ouchi [24]). 正の圏論的エントロピーのシンプレクティック Torelli写像類を持つ
K3曲面が存在する．

これは Thurston によって構成された “実曲面の写像類でホモロジー群には自明に作用するが，
力学系的に複雑な挙動を示す例”の実 4次元かつ圏論的な類似である．ホモロジー的ミラー対称性
は Novikov 体上の圏同値として定式化される．Novikov 体上の K3曲面とその複素モデルの間で
の圏論的エントロピーの不変性の証明が技術的に重要であった．

自己同値群を理解するという目的からは逸れるが，筆者らによる Serre 次元と呼ばれる三角圏
の不変量の研究 [25] も紹介する．良いクラスの三角圏 (例えば smooth proper dg 圏の導来圏の
perfect対象のなす三角部分圏)に標準的に備わる Serre関手の圏論的エントロピーを用いて，三角
圏の Serre次元が定義される．筆者は，大内氏，高橋氏と共同で Serre次元を研究し，Ikeda–Qiu

の大域次元との比較や，Serre次元が 1より小さいの三角圏の完全な分類を与えた．
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1. イントロダクション
本稿では、lc-trivial fibrationと呼ばれる代数多様体の間の射を扱う。双有理幾何学、

特に極小モデル理論において lc-trivial fibrationは頻繁に現れ、lc-trivial fibrationにお
ける標準束公式と代数多様体の次元による帰納法を組み合わせた議論はかなり強力で
ある。双有理幾何学の様々な結果、特にファノ型多様体の有界性についての近年の発展
には lc-trivial fibrationの標準束公式が無くてはならないものになっている。
ここでは、lc-trivial fibration with log big moduli partと呼ばれる特別な場合につい

て、極小モデル理論に関連する結果を紹介していく。
用語と記号 1.1. 本稿では、簡単のために代数多様体は全て複素数体上の射影的正規代
数多様体であるとし、Q-因子のみを扱う。また、Q-因子D =

∑
i aiDiに対し (各Diは

相異なる既約因子)、
D>0 :=

∑
ai>0

aiDi, D<0 :=
∑
ai<0

aiDi, D=1 :=
∑
ai=1

Di

と定義する。非特異代数多様体Xと単純正規交差因子Dに対し、Sが (X,D)のstratum
であるとは S = Xまたは SがDの幾つかの既約因子D1, · · · , Dkの共通部分の既約成
分であることと定義する。

2. Lc-trivial fibration

まず、本稿で登場する lc pairと klt pairを定義する。
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定義 2.1. 代数多様体Xと有効Q-因子∆の組 (X,∆)でKX +∆がQ-カルティエであ
るものを pairという。

(X,∆)をpairとするとき、(X,∆)が lc pairとは、全ての射影的双有理写像f : Y → X
と Y 上の素因子P に対し、KY − f ∗(KX +∆)におけるP の係数が−1以上になるもの
のことをいう。一方 (X,∆)が klt pairとは、全ての射影的双有理写像 f : Y → Xと Y
上の素因子 P に対し、KY − f ∗(KX +∆)における P の係数が真に−1より大きくなる
もののことをいう。
現在の極小モデル理論では、主に klt pairまたは lc pairの枠組み内で研究される。Lc

pair (X,∆)の極小モデル (X ′,∆′)でKX′+∆′が半豊富なものをgood minimal model
と呼ぶ。
上記の lc pairを用いて lc-trivial fibrationを定義する。

定義 2.2. ファイブレーション π : X → Z (π∗OX ≃ OZをみたす写像)と lc pair (X,∆)
の組が lc-trivial fibrationとは、KX +∆ ∼Q π

∗DをみたすZ上のQ-カルティエ因子
Dが存在するようなもののことである。
以下では、lc-trivial fibrationを π : (X,∆)→ Zと書くことにする。

注 2.3. 一般的に lc-trivial fibrationにおいては (X,∆)は lc pairと仮定しない ([1], [2],
[16], [17], [11])が、ここでは簡単のため上記の定義を採用する。また、一般に lc-trivial
fibration π : (X,∆) → Zには、KX + ∆ ∼Q π

∗DをみたすDの情報は含まれない。つ
まり、Dの取り方には任意性がある。
以下の極小モデル理論に現れる写像は全て lc-trivial fibrationの構造を持つ。

例 1. (X,∆)を lc pairでKX +∆が半豊富であるものとする。π : X → ZをKX +∆か
ら誘導されるファイブレーションとすると、π : (X,∆)→ Zは lc-trivial fibration
である。

例 2. π : X → Z を何らかの lc pair (X,∆)の森ファイバー空間とする。このとき、
−(KX + ∆)は Z 上相対的に豊富なので、ある豊富な因子 Aで (X,∆ + A)が lc
pairかつKX +∆+AがZ上相対的に数値的自明となるものが存在する。このと
き、π : (X,∆+ A)→ Zは lc-trivial fibrationになる。

例 3. (X,∆)がカラビ-ヤウ型、つまり (X,∆)が lc pairでKX +∆が数値的自明である
ものとする。このとき、Xから任意の代数多様体へのファイブレーションX → Z
について、(X,∆)→ Zは lc-trivial fibrationである。

(X,∆) → Z を lc-trivial fibrationとするとき、(X,∆)の幾何学、これを一般ファイ
バー F に制限した (F,∆|F )の幾何学、さらにZの幾何学が密接に関係している。上記
の状況における研究の流れの例を挙げておくと、

• 例1ではKX+∆ ∼Q π
∗DなるQ-カルティエ因子Dは豊富な因子なので、(F,∆|F )

とDを調べることにより、(X,∆)に関する結果が期待できる。(例えば [24])
• 例 2では−(KF +∆|F )が豊富なので、この性質と (X,∆)の幾何学を用いて、Z
に関する結果を得られることが期待できる。さらに、得られた結果と代数多様
体の次元による帰納法などを用いて、Zに関するより深い結果を得られれば、そ
れを (X,∆)に還元できることも期待できる。(例えば [3]、[26])
• 例 3で (X,∆)が klt pairのときは、Z 上に klt pair (Z,∆Z)でKZ + ∆Z ∼Q 0
となるものが存在する。よって、(F,∆|F )と (X,∆) (またはZ)を調べることに
より、Z (またはX)についての結果を得られることが期待できる。(例えば [7]、
[15]。またカラビ-ヤウ型の話題ではないが [18]も参照せよ)
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一般に、lc-trivial fibration π : (X,∆)→ Zが与えられたとき、まず (X,∆)と (F,∆|F )
の条件から ZやKX +∆ ∼Q π

∗DをみたすQ-カルティエ因子Dに関する性質を調べ、
さらにその性質を用いて (X,∆)についてさらに強い性質を証明する、という議論が多
いように思う。近年発展している有界性に関する結果 ([30], [26])や後述する固定点自
由化定理の結果 ([24])も、この方針に則って証明される結果である。極小モデル理論に
直接関連した応用としては、lc-trivial fibration (X,∆) → Z で (X,∆)が klt pairかつ
KX + ∆の小平次元が Z の次元と一致するとき、Birkar–Cascini–Hacon–McKernanの
結果 [6]と後述する標準束公式 ([27], [2]), さらに Nakayama–Zariski分解の理論 [31]を
用いて、(X,∆)の極小モデルまたは森ファイバー空間の存在が証明できる。
以下の lc-trivial fibrationに関する予想は、代数多様体の次元に関する帰納法をより

強力にするために重要である。
予想 2.4. π : (X,∆) → Z を lc-trivial fibrationとする。このとき、ある Z 上に lc pair
(Z,∆Z)が存在し、KX +∆ ∼Q π

∗(KZ +∆Z)が成立する。
この予想が成り立てば、(X,∆)の様々な幾何学が (Z,∆Z)上の幾何学に帰着できる。

予想 2.4は (X,∆)が klt pairの場合はAmbro [2]によって知られているが、一般には解
決されていない。それどころか、lc pairになるようなZ上のQ-因子が存在するかどう
かも知られていない。
現在、lc-trivial fibrationを扱う際には以下のKawamata、Ambroにより構築された

定理が頻繁に用いられる。
定理 2.5 (標準束公式, cf. [27], [1]). π : (X,∆) → Z を lc-trivial fibrationとするとき、
任意の射影的双有理写像 g : Z ′ → Zに対し (X,∆)→ Zと gにのみ依存するQ-因子BZ′

が定義できる。このとき、全ての Z ′に対し、BZ′ の係数は 1以下である。さらに、次
をみたすようなZの特異点解消 h : W → Zが存在する。
(1) SuppBW は単純正規交差、
(2) KX +∆ ∼Q π

∗DをみたすQ-カルティエ因子Dに対し、MW := h∗D− (KW +BW )
と定義すると、MW はネフQ-因子となる ([27])、

(3) 全ての射影的双有理写像 h′ : W ′ → W に対し、KW ′ +BW ′ = h∗(KW +BW ) ([1])。
g : Z ′ → Zに対し、定理 2.5のBZ′ を discriminant part、KX +∆ ∼Q π

∗Dをみた
すQ-カルティエ因子Dを取り、MZ′ := h∗D− (KZ′ +BZ′)で定義したMZ′をmoduli
partと呼ぶことにする。定理 2.5より、(W,B>0

W )は lc pairであることが分かる。
以下では、lc-trivial fibration (X,∆)→ Zと双有理写像Z ′ → Zに対し、discriminant

partをBZ′、moduli partをMZ′で表記する。
注 2.6. 与えられた lc-trivial fibration π : (X,∆)→ Zに対し、以下の事実を記しておく。

• 任意の g : Z ′ → Zに対し、B<0
Z′ は g-例外Q-因子であり、g∗BZ′ = BZ が成立。

• 任意のZ ′ → Zに対し、discriminant partはQ-因子として定まるが、moduli part
はQ-線形同値の差を除いて定義される。これは、moduli partがKX+∆ ∼Q π

∗D
をみたすDとKZ′の因子としての取り方に依存するからである。
• 定理 2.5の (1)–(3)をみたす h : W → Zは一意的ではない。例えば、(1)–(3)をみ
たす h : W → Zを取り、さらに双有理写像 h̃ : W̃ → W で W̃ が (1)をみたすよ
うにとる。このときKW̃ +BW̃ = h̃∗(KW +BW )が成立。よって、(3)について
は、任意の h′ : W ′ → W̃ について、

KW ′ +BW ′ = (h̃ ◦ h′)∗(KW +BW ) = h′∗(KW̃ +BW̃ )
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となり、(2)については、
MW̃ = (h ◦ h̃)∗D − (KW̃ +BW̃ ) = h̃∗(h∗D − (KW +BW )) = h̃∗MW

となり、MW̃ もネフQ-因子となる。
予想 2.4を標準束公式の観点からアプローチする場合、最も重要な部分はmoduli part

がどのような振る舞いをするかである。一般には次の予想がある。
予想 2.7 (B-semiample conjecture, [32, Conjecture 7.13, Remark 7.14]). π : (X,∆)→ Z
を lc-trivial fibrationとする。定理 2.5の (1)–(3)をみたす Z の特異点解消 h : W → Z
で、MW が半豊富になるものが存在する。
予想 2.4と予想 2.7は以下の関係がある。

定理 2.8. 与えられた lc-trivial fibration π : (X,∆)→ Zに対し、予想2.7が成り立てば、
予想2.4が成り立つ。
証明. 予想2.7がπ : (X,∆)→ Zに対し成り立てば、特異点解消h : W → Zで、SuppBW

は単純正規交差かつMW が半豊富であるものが存在する。KX +∆ ∼Q π
∗DなるDを取

ると、h∗D ∼Q KW +BW +MW が成立。Bertiniの定理より、ある有効因子GW ∼Q MW

が存在して、Supp (BW +GW )が単純正規交差かつBW +GW の係数が全て 1以下とな
る。また、B<0

W は h-例外因子なので、∆Z := h∗(BW +GW )は有効因子ある。このとき、
D ∼Q h∗(KW +BW +GW ) = KZ +∆Z

なので、KZ +∆ZはQ-カルティエ因子かつKX +∆ ∼Q π
∗(KZ +∆Z)が成立。さらに

KW +BW +GW = h∗(KZ +∆Z)

となるので、(Z,∆Z)は lc pair. よって予想 2.4が成り立つ。 �
現在は、Fujino–Gongyo [17]、Floris–Lazić [11]により、半豊富とまではいかないも

ののmoduli partについて強い性質が知られている。
定理 2.9 ([17], [11]). π : (X,∆)→ Zを lc-trivial fibrationとする。このとき、定理 2.5の
(1)–(3)をみたすZの特異点解消 h : W → Zで、さらに以下の性質をみたすものが存在
する。
(4) (W,B=1

W )の任意の stratum Sに対し、全射 ϕS : S → VS と VS 上の巨大Q-因子NS

が存在して、MW |S ∼Q ϕ
∗
SNSが成立。

この結果の帰結として以下の定理が知られている。
定理 2.10. 予想2.7は曲線Z上の lc-trivial fibration π : (X,∆)→ Zについては正しい。
なお、(X,∆)が klt pairの場合は定理 2.9も定理 2.10もAmbro ([1], [2])によって証明

されている。
3. Lc-trivial fibration with log big moduli part

Lc pair (X,∆)で lc-trivial fibration π : (X,∆) → Zの構造をもつものが与えられた
とき、(X,∆)の極小モデル理論の問題は Zの問題に帰着させることが可能である。実
際、定理 2.5の (1)–(3)と定理 2.9の (4)をみたすZの特異点解消 h : W → Zをとる。こ
のとき、Q-因子KW + B>0

W +MW について、(W,B>0
W )は lc pairでありMW はネフで
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あるから、極小モデル理論の観点からは通常の lc pairと同じような研究が可能である。
特にKW + B>0

W +MW に関する極小モデルプログラムを議論することができる。さら
にNakayama–Zariski分解の理論 [31]を用いると、このKW +B>0

W +MW に関する極小
モデルプログラムが停止すれば、(X,∆)が極小モデルを持つことも分かる。
ただ、KW+B>0

W +MWに帰着させて問題が簡単になるとは限らない。例えばMW ∼Q 0
の場合、本質的に lc pair (W,B>0

W )を扱うことと等しくなるので、(X,∆)の極小モデル
理論を考えることと難しさはほとんど変わらない。一方、MW が巨大かつ (W,B>0

W )が
klt pairであるなら、Birkar–Cascini–Hacon–McKernan [6]の結果を応用することによ
り、KW +B>0

W +MW に関する極小モデルプログラムで半豊富な因子で停止するものを
構成でき、結果として (X,∆)は good minimal modelを持つことが分かる。この状況を
(W,B>0

W )が klt pairでない場合にも一般化したのが以下の定義である。
定義 3.1 (Lc-trivial fibration with log big moduli part, [24, Definition 4.1]). Lc-trivial
fibration π : (X,∆)→ Zが lc-trivial fibration with log big moduli partであると
は、定理 2.5の (1)–(3)をみたすZの特異点解消 h : W → Zで、さらに以下の性質をみ
たすものが存在するもののことをいう。
(4′) (W,B=1

W )の任意の stratum Sに対し、MW |Sが巨大である。
注 3.2. Q-カルティエ因子Dが非特異多様体 Y と単純正規交差因子 Γからなる lc pair
(Y,Γ)に対し上記 (4′)の条件をみたすとき、Dは (Y,Γ)に関して対数的巨大 (log big)
と呼ばれる。定義 3.1の名前の由来はこの概念である。
以下の例に示すように、lc-trivial fibration with log big moduli partはいくらでも存

在する。π : (X,∆)→ Zを lc-trivial fibrationとする。
例 1. (W,B>0

W )が klt pairならB=1
W = 0なので、(4′)はmoduli partが巨大であることと

同値である。(X,∆)が kltであれば (W,B>0
W )も klt pairであり、このときmoduli

partの飯高次元は、πのファイバーのホッジ構造の変形に依存する。Moduli part
が巨大であることは、雑に言えばホッジ構造が最も変形する状況を意味する。

例 2. 定理 2.9の記号で、
n := max{dimS − dimVS |Sは (W,B=1

W )の stratum}

と定義する。Z上の超曲面H1, · · · , Hnをとり、Z ′ = H1∩· · ·∩Hn, X
′ := π−1(Z ′),

∆′ := ∆|X′ と定義すると、(X ′,∆′) → Z ′は lc-trivial fibration with log moduli
partになる。

Lc-trivial fibration with log big moduli partの概念は、論文 [24]の中で定義されたも
のであり、一般的ではない。定義 3.1を予想 2.4や予想 2.7の側面からみると、まずこの
概念は定理 2.9の特殊な状況として定義されている。定理 2.9の表記を使うと、一般に
dimW > dimVW であれば、lc-trivial fibrationの底空間の次元に関する帰納法やAmbro
の結果 [2, Theorem 3.3]を使うことにより何らかの結果を得られることが期待できる。
実際、Floris–Lazićによる結果 [11, Theorem E]では、[2, Theorem 3.3]を使い予想 2.7を
moduli partが巨大である場合にのみ考えればよいことを証明している。帰納法の議論
や [2, Theorem 3.3]が有効でない場合がmoduli partが巨大な場合である。また一般に、
(W,B=1

W )の任意の stratum Sに対し、(本稿ではなく [1], [16], [11]などの一般的な意味
での) lc-trivial fibration (YT ,ΓT )→ T と generically finite morphism g : T → Sが存在
して、g∗(MW |S)が (YT ,ΓT )→ T のmoduli partになるようなものが存在する。よって
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lc-trivial fibration with log big moduli partとは、どんな (YT ,ΓT )→ T に対しても帰納
法の議論や [2, Theorem 3.3]が使いづらいような状況、といえる。
以上のように、lc-trivial fibration with log big moduli partでは、lc-trivial fibrationの

構造を使って議論するより、3つ組 (W,B>0
W ,MW )を極小モデル理論の観点から調べるの

が有効である。実際、この 3つ組はBirkar–Zhang [10]により導入された generalized pair
と呼ばれるものの 1つである。より厳密には、generalized pair以前にBirkar–Hu [9]に
よって定義された polarized pairと呼ばれるものとして扱うことができる。Generalized
pairの概念は現在の双有理幾何学の発展に大きく貢献している対象であり、generalized
pairに関する双有理幾何学も lc pairや klt pairと同様に豊かな内容を持っている。文献
はいくつもあるが、Birkarによる解説記事 [4]、また極小モデルプログラムの基本定理
に関するものなら [10, Section 4]や [20]がある。本稿では、論文 [23]で証明された結果
を使う。
定理 3.3 ([23]). 非特異多様体X と単純正規交差Q-因子∆からなる lc pair (X,∆)と
これに関する対数的巨大 (注 3.2参照 )なネフQ-因子Mからなる 3つ組 (X,∆,M)を考
える。KX +∆+M が擬有効のとき、以下が成立する。
(i) KX +∆+M に関する極小モデルプログラムの有限ステップ

ϕ : X 99K X1 99K · · · 99K Xl

が存在して、KXl
+ ϕ∗∆+ ϕ∗M が半豊富となる。

(ii) さらにKXl
+ ϕ∗∆+ ϕ∗M のカルティエ指数を rとすると、dimXと rにのみ依存

する正の整数 nが存在して、n(KXl
+ ϕ∗∆+ ϕ∗M)は固定点自由となる。

この定理の証明はGeneralized pairの極小モデルプログラムの結果 ([10, Section 4],
[20])を使うが、全てのアイデアは lc pairの極小モデル理論 ([22])から来ている。

4. 極小モデル理論と lc-trivial fibration

以下では、「(X,∆)に対し極小モデル理論が成立する」という言葉の意味を、(X,∆)
から始まり極小モデルまたは森ファイバー空間で停止するような極小モデルプログラム
の有限列

(X,∆) 99K (X1,∆1) 99K · · · 99K (Xm,∆m)

が存在し、さらに (Xm,∆m)が極小モデルならKXm + ∆mは半豊富である、として定
める。

Lc pair (X,∆)が lc-trivial fibrationの構造 (X,∆)→ Zを持つとき、(X,∆)の極小モ
デル理論を Z の幾何学に帰着させるという発想はGongyo–Lehmann [19]に見られる。
彼らの結果は (X,∆)が klt pairの結果であるが、lc-trivial fibrationよりも一般的なファ
イブレーションに対して証明している。(X,∆)が lc pairの場合には [21]で得られた結
果があり、dimZが 3以下または dimZとKX +∆の飯高次元が共に 4の場合に (X,∆)
に関して極小モデル理論が成立することが知られている。
一方、以下の結果は lc-trivial fibration with log big moduli partという条件がついて

いるが、多様体についての次元の仮定を必要としない。
定理 4.1. (X,∆)を lc pairとする。(X,∆)が lc-trivial fibration with log big moduli part
の構造を持つなら、(X,∆)に対し極小モデル理論が成立する。
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証明の概略. KX +∆が擬有効でない場合、[25, Theorem 1.7]より、森ファイバー空間
で停止する極小モデルプログラムの有限列が存在する。よってKX + ∆が擬有効とし
てよい。(X,∆)が lc-trivial fibration with log big moduli part π : (X,∆)→ Zの構造を
持つとする。定理 2.5 (1)–(3)と定義 3.1 (4′)をみたす Zの特異点解消 h : W → Zをと
り、discriminant partをBW , moduli partをMW とする。このとき、定理 3.3 (i)より、
KW +B>0

W +MW に関する極小モデルプログラムの有限ステップ
ϕ : W 99K W1 99K · · · 99K Wl

が存在して、KWl
+ϕ∗B

>0
W +ϕ∗MW が半豊富となる。これより、特異点解消h′ : W ′ → W

でW ′ 99K Wlが写像になるものを取れば、h′∗(KW +B>0
W +MW )のNakayama–Zariski

分解の正部分が半豊富になる。KX +∆ ∼Q π
∗DなるZ上のQ-カルティエ因子Dを取

りこの事実を用いると、h′∗h∗DのNakayama–Zariski分解の正部分も半豊富になる。
f : X ′ → XをXの特異点解消で、π′ : X ′ 99K W ′が写像になるものとする。

X

π
��

X ′
foo

π′

��
Z W ′

h◦h′
oo

このとき、f ∗(KX + ∆) ∼Q π′∗(h′∗h∗D)なので、[31, III, 5.17 Corollary]を用いると、
f ∗(KX + ∆)のNakayama–Zariski分解の正部分が半豊富であることが分かり、さらに
[22, Theorem 2.23]より (X,∆)は good minimal modelを持つ。[25, Theorem 1.7]より、
(X,∆)から始まる極小モデルプログラムの有限列

(X,∆) 99K (X1,∆1) 99K · · · 99K (Xm,∆m)

で、KXm +∆mが半豊富になるものが存在する。よって定理 4.1が従う。 �

以下は定理 4.1の応用である。
定理 4.2. Lc-trivial fibration with log big moduli part π : (X,∆)→ Zと Z上のQ-カル
ティエ因子DでKX +∆ ∼Q π

∗Dをみたすものを取る。このとき、Z上の任意の豊富
なQ-因子Aに対し、ある lc pair (Z,∆Z)が存在して、KZ +∆Z ∼Q D+Aとなる。と
くに、Z上に lc pairの構造が存在する。
証明の概略. 定理 2.5 (1)–(3)と定義 3.1 (4′)をみたす Z の特異点解消 h : W → Z をと
り、discriminant partをBW、 moduli partをMW とする。このとき、十分大きな有理
数 t0 > 2 ·dimW と十分豊富なZ上のカルティエ因子LをとりKW +B>0

W + t0MW +h∗L
に定理 3.3 (i)をうまく適用することにより、Z上の双有理収縮 ϕ : W 99K W ′で、

• ϕ∗MW はネフ、
• ある t≫ t0が存在してKW ′ + ϕ∗B

>0
W + tϕ∗MW がZ上相対的に豊富

となるものが構成できる。W ′ → Zを h′と書くことにすると、ϕ∗B<0
W は h′-例外因子で

KW ′ + ϕ∗BW + ϕ∗MW ∼Q h
′∗D

となる。AをZ上の豊富なQ-因子をとり、また 0 < ϵ < 1
t
をA− ϵDが豊富であるよう

にとる。このとき、0 < ϵ′ ≪ ϵでA′ := ϵ′(KW ′ + ϕ∗B
>0
W + tϕ∗MW ) + h′∗(A− ϵ′D)が豊
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富となるようなものが取れる。すると、
h′∗(D + A) ∼Q(1 + ϵ′)(KW ′ + ϕ∗BW + ϕ∗MW ) + h′∗(A− ϵ′D)

=KW ′ + ϕ∗B
>0
W − (1 + ϵ′)ϕ∗B

<0
W + (1 + ϵ′ − ϵ′t)ϕ∗MW + A′

となり、構成から 1 + ϵ′ − ϵ′t > 0なので、
G′ ∼Q (1 + ϵ′ − ϵ′t)ϕ∗MW + A′

で、(W ′, ϕ∗B
>0
W − (1 + ϵ′)ϕ∗B

<0
W +G′)が sub-lc pairになるものが存在する。ϕ∗B<0

W は
h′-例外因子なので、∆Z := h′∗(ϕ∗B

>0
W − (1 + ϵ′)ϕ∗B

<0
W +G′)は有効因子で、(Z,∆Z)は

lc pair、さらに
KZ +∆Z = h′∗(KW ′ + ϕ∗B

>0
W − (1 + ϵ′)ϕ∗B

<0
W +G′) ∼Q D + A

なので、(Z,∆Z)が求める lc pairとなる。 �
予想 2.4や予想 2.7は lc-trivial fibration with log big moduli partの状況でも未解決で

ある。一方 3節でも述べた通り、lc-trivial fibration (X,∆)→ Zに対しZ上に lc pairの
構造が入るかどうかも一般には知られていない。定理 4.2はこの問題についての lc-trivial
fibration with log big moduli partの場合の肯定的解決を与えている。

5. 有効的固定点自由化定理
極小モデル理論の大きな 2つの予想として、「“良い”モデルの存在予想」と「アバン

ダンス予想」がある。“良い”モデルの存在予想はその名の通り、全ての lc pair (X,∆)
が “良い”モデル (極小モデルまたは森ファイバー空間)を持つだろうという予想である。
現在はKX +∆が擬有効でない場合に森ファイバー空間を持つ事が知られているので、
「KX +∆が擬有効のときに極小モデルを持つか？」という、極小モデルの存在予想と
なっている。「アバンダンス予想」は (X,∆)の極小モデル (X ′,∆′)について、KX′ +∆′

が常に半豊富だろう、という予想である。どちらも 4次元以上の lc pairで未解決であ
り、特にアバンダンス予想ではKX′ +∆′を何倍かすれば大域切断を持つかどうかも未
解決である。これは「非消滅予想」の極小モデル版の予想である。
KX +∆がネフである lc pair (X,∆)について、アバンダンス予想が成立していると

する。このとき、m(KX +∆)が固定点自由なカルティエ因子となる自然数mが存在す
るが、このmは具体的にどのような量に依存するか？というのは自然な問いである。こ
れを本稿では有効的固定点自由化予想と呼ぶことにする。理想的にはX の次元と n∆
がヴェイユ因子になるような最小の nのみに依存するmが存在すればよいが、これは
非常に難解な予想である。例えば、∆ = 0のとき、KX が数値的に 0な lc pair (X,∆)
について、固定点自由化予想が成立することはKX のカルティエ指数をXの次元のみ
による値で一様に抑えられることを意味する。そこで、本稿ではXの次元 dとKX +∆
カルティエ指数 rを固定した際の有効的固定点自由化予想について考える。
問 5.1. 任意の自然数 dと rに対し、dと rにのみ依存する自然数mで、以下をみたす
ものは存在するか？

• Lc pair (X,∆)で dimX = dかつ r(KX +∆)が半豊富なカルティエ因子になる
ものに対し、m(KX +∆)は固定点自由である。

∆が豊富な有効因子を含むとき、上記問は Fujino [13] (klt pairの場合はKollár [28])
によって解決されているが、一般の場合は全くと言っていいほど分かっていない。Kollár
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や Fujinoによる証明は、Kodaira型のコホモロジーの消滅定理に大きく依存している
ため、[28]や [13]の証明を一般の klt pairや lc pairに適用することは難しい。
問 5.1の (X,∆)はKX + ∆を用いて構成されるファイブレーションにより lc-trivial

fibrationの構造を持つ (2節の例 1参照)。よって問 5.1において lc-trivial fibrationの構
造の存在を仮定することは無意味である。ここでは、lc-trivial fibration with log big
moduli part π : (X,∆) → Z の構造を持つときを考えることにする。しかしこれだけ
では仮定として弱く、例えばKX + ∆ ∼Q 0の場合にあまり意味をなさない。よって、
π : (X,∆)→ Zの一般ファイバーに条件を課すことにする。これはKX +∆ ∼Q 0の場
合には (X,∆)そのものに条件を付けることと同じである。これらの仮定の下であれば、
以下の定理のように問 5.1が肯定的に成り立つことが分かる。
定理 5.2 (cf. [24, Theroem 4.3]). 任意の自然数 d、rと正の実数 vに対し、d, r, vのみに
依存する自然数mが存在して以下をみたす： π : (X,∆)→ Zを lc-trivial fibration with
log big moduli partで

• dimX = d、
• m(KX +∆)がネフなカルティエ因子、
• X 上のあるQ-カルティエなヴェイユ因子 Aが存在して、F を πの十分一般な
ファイバーとするとき、

– A|F が豊富、
– ある tが存在して (F,∆|F + tA|F )が lc pair、
– vol(A|F ) = v

をみたすとき、m(KX +∆)は固定点自由となる。
注 5.3. 定理 5.2のKX +∆についての仮定は半豊富まで必要なくネフだけで良い。つ
まり定理 5.2はアバンダンス予想も含めて成り立つことを示している。
証明のカギとなるのは以下の結果である。

補題 5.4 (cf. [24, Lemma 1.1, Lemma 3.1]). 任意の自然数 d、rと正の実数 vに対し、
d, r, vのみに依存する自然数mが存在して以下をみたす： π : (X,∆)→ Zを lc-trivial
fibrationで

• dimX = d、
• m(KX +∆)がカルティエ因子、
• X 上のあるQ-カルティエなヴェイユ因子 Aが存在して、F を πの十分一般な
ファイバーとするとき、

– A|F が豊富、
– ある tが存在して (F,∆|F + tA|F )が lc pair、
– vol(A|F ) = v

をみたすとき、Z上のあるQ-カルティエ因子Dが存在して、m(KX +∆) ∼ mπ∗Dか
つ Z の任意の特異点解消 h : W → Z と discriminant part BW、moduli part MW に対
し、mh∗D = m(KW +BW +MW )がカルティエ因子となる。
定理 5.2の証明の概略. 定理 5.2の仮定から、補題 5.4の性質をみたす自然数mとZ上の
Q-カルティエ因子Dが取れる。定理 2.5 (1)–(3)と定義 3.1 (4′)をみたす Zの特異点解
消 h : W → Zをとり、discriminant partをBW , moduli partをMW とする。このとき、
Z上でKW + B>0

W +MW に関する極小モデルプログラムを走らせることにより、Z上
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の双有理収縮射 ϕ : W 99K W ′でW ′ → Zを h′と書いたときに
KW ′ + ϕ∗B

>0
W + ϕ∗MW = h′∗D

となるものを構成できる。このとき、錐定理 ([29, Theorem 3.7])または [24, Lemma 3.1]
を繰り返し使うことにより、m(KW ′ +ϕ∗B

>0
W +ϕ∗MW )がカルティエ因子になる。また、

ϕはKW +B>0
W +MWに関する極小モデルプログラムの有限ステップなので、定理3.3 (ii)

が適用でき、dimW ′とmにのみ依存する自然数nが存在して、n(KW ′+ϕ∗B
>0
W +ϕ∗MW )

は固定点自由なカルティエ因子となる。nを変えることにより、nは d = dimXとmに
のみ依存するとしてよい。
f : X ′ → XをXの特異点解消で、π′ : X ′ 99K W ′が写像になるものとする。

X

π
��

X ′
foo

π′

��
Z W ′

h′
oo

このとき、
mnf ∗(KX +∆) ∼ mnπ′∗h′∗D = mπ′∗(n(KW ′ + ϕ∗B

>0
W + ϕ∗MW ))

なので、rmn(KX +∆)は固定点自由と分かる。この rmnが求める自然数である。 �
補題 5.4(と定理 5.2)の 3つ目の条件は、F がA|F による偏極化多様体として d, r, v

にのみ依存する有界族に含まれることを意味しており ([5, Corollary 1.8])、実際この条
件とほぼ同値である。この条件は一見強く、多様体自身の有界性のみに緩めることが自
然と期待されるが、以下の例に見られるように一般には不可能である。
例 5.5 (cf. [8, Example 3.1], [12]). 自然数mを固定する。P2とその中の楕円曲線Eを
とり、Eの群構造を 1つ固定する。Eの中の 9点 p1, · · · , p9で以下を満たすものを取る。

• Cの群構造で見たとき (m+ 1)
∑9

i=1 p1が単位元、
• あるP2の 3(m+1)次曲線Cで、p1, · · · , p9で多重度m+1の特異点、その他の
点は非特異なものが存在する。

P2をp1, · · · , p9で爆発したものをXとすると、−(m+1)KXは固定点自由でπ : X → P1

を定義し、−(m+ 1)KX ∼ π∗P (P は 1点)が成立する。特にmKX ∼Q π
∗DなるDは

カルティエ因子ではない。
よって、任意のmに対し、lc-trivial fibration π : (X, 0)→ Zで、
• dimX = 2,
• KX がカルティエ因子、
• 一般ファイバーが楕円曲線（特に、ある有界族に属する）、
• KX ∼Q π

∗DとなるどんなQ-カルティエ因子DをとってきてもmDはカルティ
エ因子ではない

となるものが存在する。
上記のような現象が起こる原因は、lc-trivial fibrationのファイバーの多重指数が有

界でないからである。実際、上記の例では、特別なファイバーで多重指数がm+1にな
るものが存在するが ([12])、補題 5.4の設定では、全てのファイバーの多重指数が一様に
上から抑えられる。
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定理 5.2はKX + ∆がネフの場合の有効的固定点自由化定理であったが、定理 5.2に
ある設定であれば −(KX + ∆)がネフの場合でも同様の主張が証明できる。とくに、
−(KX +∆)がネフの場合のアバンダンス予想も証明することができる。一般の lc pair
(X,∆)では、−(KX +∆)がネフであっても半豊富であることは期待できない (曲面で
反例が存在)上に、∆ = 0で−KX が半豊富なカルティエ因子であっても有効的固定点
自由化定理は成立しない (例 5.5がまさにその例である)。
定理 5.6 (cf. [24, Theroem 4.4]). 任意の自然数 d、rと正の実数 vに対し、d, r, vのみに
依存する自然数mが存在して以下をみたす： π : (X,∆)→ Zを lc-trivial fibration with
log big moduli partで

• dimX = d、
• −m(KX +∆)がネフなカルティエ因子、
• X 上のあるQ-カルティエなヴェイユ因子 Aが存在して、F を πの十分一般な
ファイバーとするとき、

– A|F が豊富、
– ある tが存在して (F,∆|F + tA|F )が lc pair、
– vol(A|F ) = v

をみたすとき、−m(KX +∆)は固定点自由となる。
証明のアイデアは定理 5.2と同じなので省略する。

6. 一般の lc-trivial fibrationでの有効的固定点自由化定理
最後に、lc-trivial fibration with log big moduli partでない状況での有効的固定点自

由化定理を紹介する。
定理 6.1. 任意の自然数 d、rと正の実数 vに対し、d, r, vのみに依存する自然数mが
存在して以下をみたす： e ∈ {1,−1}に対し e(KX +∆)が半豊富である klt pair (X,∆)
と e(KX +∆)から誘導されるファイブレーション π : X → Zで

• dimX = d、
• m(KX +∆)がカルティエ因子、
• X 上のある有効Q-カルティエ因子 Aが存在して、F を πの十分一般なファイ
バーとするとき vol(A|F ) = v

が成り立つものに対し、me(KX +∆)が固定点自由で |ne(KX +∆)|で定義される写像
が πと一致する。
証明の概略. 十分小さな t > 0を取ってZ上の (KX +∆+ tA)-極小モデルプログラムを
考え、(X,∆)を適切に取り換えることにより、Aが Z上相対的に豊富として良い。補
題 5.4と [24, Lemma 3.1]を使うことにより、d、r、vにのみ依存するm′とZ上のカル
ティエ因子Dが存在して、m′(KX + ∆) ∼ π∗Dとなる。このとき、Dは豊富である。
構成より、[28, Theorem 1.1]と [14, Theorem 7.1]を使えば、dimZにのみ依存するm′′

が存在して、m′′Dは非常に豊富となる。m′′を取り替えれば、m′′は dimX = dにのみ
依存しているとしてよい。このとき、m := m′m′′が定理 6.1の条件をみたす。 �
注 6.2. 定理 6.1では 3つ目の条件にAの有効性を仮定しているが、証明を少し変えれ
ば有効性の仮定が必要ないことが分かった。これは [24]が更新されるときに変更される
予定である。
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一般に d、r、vを固定したとき、定理 6.1のXは有界族に属するとは限らない。例え
ばKX +∆が巨大のとき、vol(KX +∆)がいくらでも大きくなる可能性がある。さらに
−(KX +∆)が半豊富な場合だと、∆ = 0かつXが有界族に属する場合でも有効的固定
点自由化定理は一般に成立しない (例 5.5と具体的な構成 [8, Example 3.1]参照)。しか
し多様体や pairの有界性を使う議論は様々な量の有限性や有界性を示すのに有効であ
るため、定理 6.1に似た結果が多様体の有界性の議論を使って証明される期待は十分に
ある。
謝辞. 講演の機会を下さったプログラム責任者の岡田拓三先生、渡邉究先生、会場責任
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hyperquotient特異点のminimal log discrepancy

中村 勇哉 ∗

この記事は, 第 67回代数学シンポジウムの講演内容をまとめたものであり, 柴田康介氏との
共同研究 [NS22,NSa,NSb]の内容の解説である.

1 イントロダクション
極小ログ食い違い係数 (MLD)は, 双有理幾何学で定義された特異点の不変量である. MLD

について ACC予想と LSC予想と呼ばれる 2つの重要な予想がある. この 2つの予想の重要
性はこの 2つの予想がフリップの停止予想を導くことにある (Shokurovの定理 [Sho04]). そ
の他関連する予想として, PIA予想と Shokurovの index予想と呼ばれているものがある. こ
の記事では, 商特異点や超商特異点に対する LSC予想と PIA予想, 商特異点に対する ACC予
想と index予想についての進展 (柴田康介氏との共同研究) について説明する. 以下, k を標数
0の代数閉体とし, k 上の代数多様体を扱う.

2 MLD

(X,∆) がログ対であるとは, X が正規代数多様体, ∆ が係数正の R-因子で, KX + ∆ が
R-Cartierであるときをいう. f : Y → X が正規代数多様体 Y からの双有理写像であるとき,

Y 上の R-因子∆Y が
f∗(KX +∆) = KY +∆Y

により定まる. E を Y 上の素因子とするとき, 食い違い係数 aE(X,∆)が

aE(X,∆) := 1− coeffE ∆Y

により定まる. 閉点 x ∈ X に対し, 極小ログ食い違い係数 mldx(X,∆)が

mldx(X,∆) := inf
E
aE(X,∆) ∈ R≥0 ∪ {−∞}

により定まる. ここで E は X 上空の素因子で X での中心 (像のこと) が {x}に一致するもの
全てを考える. mldx(X,∆)は R≥0 ∪ {−∞}に値をとることが知られている.

mldx(X,∆)は X の xでの特異点の良さ・悪さを反映していると考えられている (MLDが
小さいほど特異点は悪い).

∗ 東京大学数理科学研究科, nakamura@ms.u-tokyo.ac.jp
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この記事の後半ではイデアル版のログ対 (X,A) を中心に扱う. ここで X は Q-Gorenstein

であることを仮定し, A =
∏s

i=1 a
ri
i は R-イデアルである. つまり, ai ⊂ OX は非零のイデアル

であり, ri ∈ R>0 である. このセッティングでも同様に aE(X,A)が

aE(X,A) := 1 + coeffE(KY/X)−
s∑

i=1

ri ordE ai

により定義され, mldx(X,A)が定義される.

3 MLDに関する予想
予想 3.1 (ACC予想, Shokurov [Sho96]). dを正整数, I を DCCを満たす集合とする (つま
り, I の元からなる無限列であって単調減少するものは存在しない). このとき以下の集合

{mldx(X,∆) | x ∈ X, dimX = d, ∆ ∈ I}

は ACCを満たす (つまり, 単調増加する無限部分列をもたない). ただし, ∆ ∈ I で ∆のWeil

因子としての係数がすべて I に属することを表す.

ACC予想は 2次元の場合に Shokurov [Sho94]と Alexeev [Ale93]によって証明された. 3

次元の場合には川北 [Kaw15b, Kaw14], 中村 [Nak16b], Han-Liu-Luo [HLL] による部分的
な結果がある. Han-Liu-Luo [HLL] による結果が最も一般的で, 3 次元 terminal 対に対して
ACC予想を証明している.

予想 3.2 (LSC予想, Ambro [Amb99]). (X,∆)をログ対とする. このとき関数

|X| → R≥0 ∪ {−∞}; x 7→ mldx(X,∆)

は下半連続となる. ただし, 位相空間 |X|は X の閉点からなる集合に Zariski位相をいれたも
のである.

LSC予想は 3次元以下の場合に Ambro [Amb99]により証明された. また, Ein-Mustaţǎ-安
田 [EMY03]は弧空間の理論を応用することで, X が非特異の場合に LSC予想を証明した (次
元の制約はない). Ein-Mustaţǎ [EM04]はこの結果を局所完全交差多様体に拡張している. 中
村 [Nak16a]は別の方向の拡張として, 商特異点の場合に証明した. 中村と柴田 [NS22,NSa]は
さらに, 超商特異点の場合に証明した.

イントロダクションで述べた通り, ACC予想と LSC予想の重要性は Shokurov [Sho04]に
より証明された「ACC予想と LSC予想を認めると, フリップの停止問題が導かれる」ことに
ある.

予想 3.3 (PIA予想). (X,∆)をログ対とする. SをX の正規Cartier素因子で, S 6⊂ Supp(∆)

を満たすと仮定する. xを S の閉点とするとき,

mldx(X,∆+ S) = mldx(S,∆|S)

が成立する.
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PIA予想が証明されている状況は LSC予想が証明されている状況と同じである. まず, 3次
元以下の場合に正しい. Ein-Mustaţǎ-安田 [EMY03]は X が非特異の場合に PIA予想を証明
し, Ein-Mustaţǎ [EM04]は局所完全交差多様体に拡張している. 中村と柴田 [NS22,NSa]は,

X が商特異点の場合に (より一般に, 超商特異点の場合に) 証明した.

PIA予想の重要性は「MLDの問題を次元の低い問題に帰着できる」ことにある. 極小モデ
ル理論の様々な結果は次元に関する帰納法により証明されており, MLD の問題を次元の帰納
法で考える上で PIA予想の解決は重要なステップとなりうる. また, 特異点理論の面ではこの
逆の方向性も重要である. PIA予想を認めると「X について LSC予想が成立していれば S に
ついても成立する」ことが証明できる. X は S よりも次元が高いが, 特異点は S よりも通常良
くなっている. 例えば, 非特異多様体 X に対する PIA予想と LSC予想から, 超曲面特異点に
対する LSC予想が導かれることになる.

予想 3.4 (Shokurovの index予想). 正整数 dと非負実数 aに対し, 以下の条件を満たす正整
数 r(n, a)が存在する: d次元正規 Q-Gorenstein多様体 X 上の閉点 x ∈ X が mldx(X) = a

をみたすとき, r(n, a) ·KX は xで Cartierとなる.

index予想は一見するとかなり非自明な予想に思われる. mKX が xで Cartierである場合,

MLDの定義からmldx(X) ∈ 1
mZとなることがすぐにわかる. 従って, X のGorenstein index

からMLDの可能性が “ほぼ” (上界があれば) 有限になることが分かる. index予想はある意
味この逆も成り立つことを主張している. 即ち, MLD を固定して考えたときに Gorenstein

index の取りうる可能性が有限であることを主張しているのだ. index 予想は ACC 予想の証
明に利用できる可能性がある (中村 [Nak16b] により「Gorenstein index が有界であり, 係数
集合が有限集合である場合の ACC予想」が証明されている).

index 予想は, (d, a) = (2, 0) の場合に, 曲面の分類により証明されている (cf. [Sho92,

Corollary 5.10]). n = 2 の場合に (より一般にログ対に対するバージョンも), Chen-Han

[CH21, Theorem 1.4] により証明されている. (d, a) = (3, 0) の場合に, 石井 [Ish00] と藤野
[Fuj01] により証明されている. 藤野 [Fuj01] は一般次元であっても, a = 0 の場合の index

予想を双有理自己同型射に関する別の予想に帰着させている. X が 3 次元 terminal 多様
体の場合, 川又 [Kaw92] による分類から index 予想は証明することができる (Han-Liu-Luo

[HLL]ではさらにログ対に対しても証明している). X が 3次元 canonical多様体の場合, 川北
[Kaw15a]により証明された. X がトーリック多様体の場合, Ambro [Amb09]により証明され
た. X が商特異点をもち, aが次元に対して十分小さいときに, index予想はMoraga [Mor]に
より証明されている. 中村-柴田 [NSb]は X が商特異点を持つ場合に (aの条件なしに) index

予想を証明した.

4 LSC予想と PIA予想に弧空間の理論が有効な理由
前章で解説した LSC 予想・PIA 予想について知られている結果 [EMY03,EM04,Nak16a,

NS22, NSa] では弧空間の理論が本質的に利用されている. この章では, Ein-Mustaţǎ-安田
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[EMY03]の理論を概観し, LSC予想と PIA予想に対して弧空間の理論が, X が非特異の場合
に有効な理由 (そして, X が特異点を持つ場合にうまくいかない理由) を説明する.

まず, Ein-Mustaţǎ-安田 [EMY03]はMLDを弧空間の言葉で記述した. ここでは簡単のた
め, (X, ar)の形のイデアル版のログ対 (R-イデアルの定義において s = 1の場合である) を考
える (実際には一般の R-イデアルについても公式がある).

定理 4.1 (Ein-Mustaţǎ-安田 [EMY03]). (X, ar) をログ対, ℓKX が Cartier であると仮定す
る. このとき

Ca,b := cont≥a(a) ∩ cont≥1(mx) ∩ contb(nℓ,X) ⊂ X∞

とおくと,

mldx(X, a
r) = inf

a,b≥0

{
codimCa,b −

b

ℓ
− ra

}
が成立する.

ここで, X∞ や cont, codim, nℓ,X など弧空間に関連する未定義用語を以下簡単に説明する.

より詳しい弧空間の解説は [EM09]に委ねる.

まず, X∞ は X の弧空間である. X を k 上の代数多様体とする. このとき Xm を X の m

次 jet空間, X∞ を X の弧空間として定める. 集合としては

Xm = {Spec(k[t]/(tm+1))→ X : k-morphism}, X∞ = {Spec k[[t]]→ X : k-morphism}

が成立している. Xm は有限次元の scheme になるが, X∞ は一般には無限次元である.

X∞ = lim←−Xm が成立しており, φm : X∞ → Xm により射影を表す.

X のイデアル aと非負整数mに対し, contact locus contm(a)と cont≥m(a)が

contm(a) := {γ ∈ X∞ | ordγ(a) = m}, cont≥m(a) := {γ ∈ X∞ | ordγ(a) ≥ m}

により定義される. ここで, ordγ(a) は次のように定義される. まず, γ は環の射 γ∗ : OX →
k[[t]]を定める. 像 γ∗(a)で生成される k[[t]]のイデアルは (tm

′
)の形をしているが, このm′ を

ordγ(a)として定める.

codimC は, X∞ の部分集合 C の中で cylinderと呼ばれる特別なものに対して定義される.

C ⊂ X∞ が cylinderであるとはあるmに対し Xm の構成可能集合が存在し C がその φm に
よる逆像となっているときをいう. contact locusやそのいくつかの共通部分は cylinderとな
る. C が cylinderであることのポイントは φm(C)が任意の mについて構成可能集合となる
ことであり, 特に dimφm(C)が定義できることである. cylinder C に対する codimC の一般
的な定義は [EM09]を見ていただきたい. X が非特異である場合には, 十分大きなmに対し

codimC = dimXm − dimφm(C)

が成立している (十分大きな m について一定の値になる). また X が非特異である場合には
ジェット空間 Xm は簡単な構造をしており, dimXm = (m+ 1) dimX が成立している.

Nashイデアル nℓ,X は ΩdimX
X と ωX のズレを測るようなイデアルである. まず, 自然な射

f : (ΩdimX
X )⊗ℓ → OX(ℓKX)がある. ここで仮定から OX(ℓKX)は可逆層となる. したがって
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f の像を
Im f = nℓ,X ⊗OX(ℓKX)

と表すことができるようなイデアル nℓ,X ⊂ OX が存在する. これが Nashイデアルの定義で
ある. 定義から X が非特異であれば nℓ,X = OX となる. X が特異点を持つ場合は, Nashイ
デアルの存在が, 弧空間を用いた MLD の研究を難しくしている. 定理 4.1 に Nash イデアル
が登場する理由を簡単に説明する. MLDは双有理射 Y → X に対する ω− (標準因子K− に対
応) のズレを使って定義されている. 一方で, 弧空間はその定義から微分加群 Ω− と相性が良
い. 実際, 双有理射 Y → X が与えられたとき, 弧空間における cylinderの余次元のズレは, 微
分加群 Ω− を使って記述される (モチーフ積分における変数変換公式). X が特異点を持つ場合
には, ΩdimX

X と ωX にズレが生じ, 定理 4.1に Nashイデアルが登場することになるのである.

Ein-Mustaţǎ-安田 [EMY03]は定理 4.1を利用して,「X が非特異である場合の LSC予想・
PIA予想」を証明した. 以下, X が非特異である場合になぜ弧空間の理論が LSC予想・PIA

予想の証明に有効であるかを以下簡単に説明する (定理 4.1自体は特異点をもつ X についても
成立することに注意). X は非特異であることの特殊性は, Ca,b ⊂ X∞ が閉 cylinderとなるこ
とである. X が特異点を持つ場合,

Ca,b := cont≥a(a) ∩ cont≥1(mx) ∩ contb(nℓ,X)

は contb(nℓ,X) の寄与により一般に閉とはならない (cont≥b ではなく contb であることに注
意). しかし, X が非特異である場合, Nashイデアルが自明 nℓ,X = OX となるため, 定理 4.1

内の Ca,b は
Ca = cont≥a(a) ∩ cont≥1(mx)

に置き換えることができる. 以下説明するように Ca が (その形から) 閉 cylinderとなること
が重要となる.

X が非特異である場合, codimの定義から

codimCa = dimXm − dimφm(Ca)

が十分大きなmに対し成立する. 自然な射影 Xm → X を φm(cont≥a(a)) ⊂ Xm に制限した
もの g : φm(cont≥a(a))→ X を考える. このとき φm(Ca)は g の x ∈ X でのファイバーに一
致する. 従って, 「非特異多様体X に対する LSC予想」は定理 4.1により「g のファイバーの
次元の上半連続性」に言い換えることができる. 「g のファイバーの次元の上半連続性」を示
す際に Ca が閉となることが重要となることは想像に難くないであろう*1. 以上が, LSC予想
への弧空間を使ったアプローチが, X が非特異である際にうまくいく (そしてX が特異点を持
つ場合にうまく行かない) 理由である.

次に PIA 予想についても簡単に説明する. PIA 予想は定理 4.1 により, 「codimX∞ Ca

と codimS∞(Ca ∩ S∞) の比較」が必要となる. そのために, “弧空間における intersection

*1 一般に g が proper射であれば「g のファイバーの次元は上半連続性」となる. しかし, 今回の g は proper射
にはならない. そのために, ファイバーへの k∗-作用を考える必要がある. いずれにしても, Ca が閉であること
は「g のファイバーの次元は上半連続性」を示すために自然に要求したくなる条件である.
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theory”のようなものが必要となる. 通常の intersection theory では交わりにおいて想定通
りに次元が下がるために, 交わりを考える対象が閉であることが要求される. “弧空間におけ
る intersection theory”においても, 考える対象が閉であることが重要であることは自然に理
解していただけるものと思う. X が非特異である場合には, 先に述べた通り Ca が閉になり,

「codimX∞ Ca と codimS∞(Ca ∩ S∞)の比較」がうまくいくのである.

5 商特異点のMLD

中村と柴田 [NS22,NSa] は, 商特異点をもつ多様体 X に対し PIA 予想と LSC 予想を証明
した.

定理 5.1 ([NS22,NSa]). Y が閉点 x ∈ Y で商特異点をもつと仮定する. X は Y の余次元 c

の部分多様体で, y の周りで c個の式で定義されているものと仮定する. S は X の Cartier素
因子で xを通るものとする. X と S は xの周りで kltであることを仮定する. このとき X と
S に対し, PIA予想 (予想 3.3) が成立する.

定理 5.2 ([NS22,NSa]). 定理 5.1のセッティングにおいて, X に対し LSC予想 (予想 3.2) が
成立する.

中村 [Nak16a]は, 商特異点に対し LSC予想を証明しているため, 定理 5.2は定理 5.1の系
として得られる. 定理 5.1の証明のカギとなるのは, Denefと Loeserによる商特異点の弧空間
の研究 [DL02]である. 以下, 簡単に Denef-Loeserの理論 [DL02]を解説する.

まず, k[t]-schemeに対する弧空間の理論が必要となる. X を k[t]-schemeとする. このとき
X のm次 jet空間 Xm と弧空間 X∞ を

Xm := {Spec(k[t]/(tm+1))→ X : k[t]-morphism},
X∞ := {Spec k[[t]]→ X : k[t]-morphism}

により定める. Denef-Loeser [DL02] は Xm と X∞ に対しても (通常の k-scheme に対す
る弧空間と同じような) 理論を構築した. k[t]-scheme に対する弧空間の理論は, 通常の k-

scheme に対する弧空間の理論の拡張とみなせる. 実際, Y を k-scheme とし, k[t]-scheme X

を X = Y ×k k[t] により定めると, k[t]-scheme としての jet 空間 Xm は k-scheme としての
jet空間 Ym に同型となる.

続いて, Denef-Loeser [DL02]は商多様体の弧空間の理論を構築した. G ⊂ GLN (k)を有限
部分群とし, G のアファイン空間 A := AN

k への線型な作用を考える. X ⊂ A を G-不変な
部分多様体とする. このとき商多様体 X/G の弧空間 (X/G)∞ を調べることが目標となる.

Denef-Loeser [DL02] の理論とは簡単に述べると次のようなものである. 各 γ ∈ G に対し,

k[t]-scheme X
(γ) を定義し (後で構成法を記す), 自然に誘導される弧空間の射⊔

γ∈G

X
(γ)

∞ → (X/G)∞

が “ほとんど”全射な有限射であることを証明した. これにより, 商多様体の弧空間 (X/G)∞
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を X
(γ)

∞ を通じて研究することが可能となる.

以下, γ ∈ Gを固定し, k[t]-scheme X
(γ) の構成法を述べる. d := |G|を Gの位数, ξ ∈ k を

原始 d乗根とする. γ の位数は有限であるため, 対角化が可能である. AN
k の座標を取り換える

ことにより, γ = diag(ξe1 , . . . , ξeN )と対角化可能である. ここで ei は 0 ≤ ei < dとなるよう
にとることにする. Denef-Loeser [DL02]の重要なアイデアは次の環の射を考えることである:

λ∗γ : k[x1, . . . , xN ]G → k[t][x1, . . . , xN ]; xi 7→ tei/dxi.

ここで, 定義域を G-不変部分に定義しているため, 像が k[t][x1, . . . , xN ] に収まることに注意
する. IX ⊂ k[x1, . . . , xN ]G を X の定義イデアルとする. 記号の使い方に多少問題があるが,

λ∗γ(IX)を IX の像で生成されるイデアルを表すことにする. すると, λ∗γ は商環の間の射

k[x1, . . . , xN ]G/IX → k[t][x1, . . . , xN ]/λ∗γ(IX)

を誘導する. k[t]-scheme X
(γ) を

X
(γ)

:= Spec(k[t][x1, . . . , xN ]/λ∗γ(IX))

と定義する. すると schemeの間の射

X
(γ) → X/G

が得られ, 弧空間の間の射
X

(γ)

∞ → (X/G)∞

も誘導される. ここで X
(γ)

∞ は k[t]-schemeとしての弧空間である.

例 5.3. X ⊂ A3
k が x31 + x32 + x33 + x2x3 = 0 で定義されるとする. さらに d = 3, γ =

diag(ξ0, ξ1, ξ2)であるとする. このとき, X
(γ) は x31 + tx32 + t2x33 + tx2x3 = 0で定義されるよ

うな A1
k × A3

k の部分 schemeとなる. この例からも分かることであるが, t 6= 0のファイバー
は X に同型となる. t = 0への退化の仕方に群作用の情報を持たせていることが分かる.

Denef-Loeser [DL02] の理論を用いて, 中村と柴田 [NS22,NSa] は商多様体に対して, Ein-

Mustaţǎ-安田型の公式を証明した.

定理 5.4 ([NS22,NSa]). aを X/Gのイデアルとする. このとき

Ca,b,γ := cont≥a(aO
X

(γ)) ∩ cont≥1(mxOX
(γ)) ∩ contb(n

ℓ,X
(γ)) ⊂ O

X
(γ)

に対し,

mldx(X/G, a
r) = inf

a,b≥0,γ∈G

{
codimCa,b,γ + age(γ)− b

ℓ
− ra

}
が成立する.

定理 5.4 を使って, 定理 5.1 (や商特異点に対する LSC 予想) を証明することができる. X

が非特異である場合 (つまり X = A), Nash イデアルは n
ℓ,X

(γ) = O
X

(γ) をみたす. 従っ

7



て, Ca,b,γ が閉 cylinder となり, 前節で説明した Ein-Mustaţǎ-安田の証明法が適用できるこ
とがポイントとなっている. X/G 上で対応する cylinder Ca,b を考えると閉にならないが,

Denef-Loeserが定義した X
(γ)

∞ に Ca,b を引き戻して得られる Ca,b,γ は閉になるのである.

最後に定理 5.1においてX が kltであることを仮定している理由を説明する. PIA予想の証
明にあたり, 弧空間 X

(γ)

∞ の cylinderの余次元の比較が必要になる. この際, 想定通りに余次元
が下がることを証明するために, 弧空間 X

(γ)

∞ が自明でない (1点集合にならない) ことが必要
となる. X が kltであることを仮定することで, Hacon-McKernanによって示された「klt多
様体の特異点解消のファイバーが有理鎖連結である」こと, Graber-Harris-Starrにより示され
た「ファイバーが有理鎖連結であれば曲線はセクションをもつ」を利用し, X

(γ) 上に弧が十分
多く存在することを証明することができる. この議論は Ein-Mustaţǎ-安田の証明には現れな
い, 論文 [NS22]の議論の新しい部分である (通常の k-scheme X の場合, dimX ≥ 1であれば
X∞ は無限次元となる).

例 5.5. X が kltでない場合には弧空間X
(γ)

∞ が自明になることがある. X ⊂ A3
k が x31 + x32 +

x33 = 0で定義されるとする. さらに d = 3, γ = diag(ξ0, ξ1, ξ2)であるとする. このとき, X
(γ)

は x31 + tx32 + t2x33 = 0で定義されるような A1
k × A3

k の部分 schemeとなる. このとき, X
(γ)

が 1点集合になることが, tの次数に着目することで分かる.

以上の説明は群 G が AN
k に線形に作用する場合である (論文 [NS22] の内容). 論文 [NSa]

では非線形な作用を扱っている. 非線形な作用は, 完備化を経ることにより線形な作用に置き
換えることができる. 完備化を経ているため, k[x1, . . . , xN ][[t]]/I や k[t][[x1, . . . , xN ]]/J と
いった環の弧空間が登場する. 論文 [NSa]において, こういった弧空間の理論が整備され, 論文
[NS22]の証明が拡張されている.

6 商特異点の ACC予想・index予想
この章では, 商特異点の弧空間の理論を使った ACC予想・index予想への応用を説明する.

定理 5.4を使うことで, 次の事実を証明することができる.

命題 6.1 ([NS22]). 定理 5.4と同じ状況において,

mldx(X/G, a) = min
γ∈G

mldx
(
X/〈γ〉, aOX/⟨γ⟩

)
が成り立つ.

これにより, Borisov [Bor97] が提起した問題「商特異点の MLD の集合は巡回商特異点の
MLD の集合に一致するか？」を肯定的に解決することができる. さらに, 巡回商特異点の
MLD はトーリック多様体の MLD になり, トーリック多様体に対する ACC 予想は Ambro

[Amb06]により証明されている. 従って, 商特異点の ACC予想 (因子なしのバージョン) が正
しいことが分かる.
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定理 6.2 ([NS22]). dを正整数とする. このとき集合

{mldx(X) | dimX = dで X は xで商特異点をもつ }

は ACCを満たす.

命題 6.1は Shokurovの index予想にも応用することができる. 命題 6.1と線型有限群に対
する Jordanの定理を組み合わせることにより, 巡回商特異点の場合に帰着することができる.

トーリック多様体に対する index予想は Ambro [Amb09]により証明されているため, 一般の
商特異点に対する証明が完結する.

定理 6.3 ([NSb]). 商特異点に対し, Shokurovの index予想 (予想 3.4) が成立する.

Jordan の定理とは「各正整数 N に対し正整数 d(N) が存在し, 任意の有限部分群 G ⊂
GLN (k)に対し, 指数 d(N)以下の Gの正規部分アーベル群 H が存在する」という定理であ
る. Jordanの定理を index予想に利用するというアイデアはMoragaの論文 [Mor]から拝借
している. Jordanの定理を用い, 命題 6.1を二度適用することで比較的簡単に定理 6.3は証明
できる.
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偏極トーリック多様体の断面種数と格子点の数え上げ

土谷昭善 *（東邦大学・理学部）

概要
偏極多様体の古典的不変量として断面種数が知られている．断面種数は，それが小さい場

合には偏極多様体が分類されているなど，偏極多様体の分類理論において重要な役割を持つ．
一方，藤田隆夫は Castelnuovoによる曲線の種数に関する上限（Castelnuovo bound）の高次元
版として，断面種数の上限を与えた．その上限に達する偏極多様体を Castelnuovo多様体と呼
ぶ．本稿では偏極トーリック多様体の断面種数を議論する．偏極トーリック多様体は格子凸
多面体と１対１に対応しており，互いの性質をそれぞれ言い換えることができる．特に，偏極
トーリック多様体の様々な不変量は，付随する格子凸多面体に含まれる格子点の数え上げで計
算することが可能である．実際，断面種数は格子点の数え上げに関する組合せ論的不変量で計
算することができる．この方法を紹介し，さらに偏極トーリック多様体が Castelnuovoとなる
同値条件を格子凸多面体の言葉で与える．

1 格子凸多面体と偏極トーリック多様体
n次元複素射影多様体 Xと X上の豊富な因子 Dの組 (X,D)は偏極多様体と呼ばれる（豊富

な因子の代わりに X上の豊富な直線束 Lを用いて (X, L)を偏極多様体とすることもある）．格
子凸多面体から射影トーリック多様体が構成できることはよく知られているが，実は格子凸多
面体と偏極トーリック多様体は 1対 1に対応している．はじめにその対応について紹介する．
凸多面体とは Rn の有限個の点の凸閉包で表される集合のことである．特に，有界である．

またすべての頂点が格子点，つまりすべての頂点の成分が整数であるような凸多面体のことを
（Zn 上の）格子凸多面体という．P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体とすると，Pは一意的なファ
セット表現

P = {x ∈ Rn :任意の Pのファセット F に対し ⟨x,uF ⟩ ≥ −aF }
を持つ．ここで，⟨·, ·⟩は Rnの通常の内積であり，uF ∈ Znと aF ∈ Zは aF = 0ならば uF は原
始的であり，そうでなければ uF /aF < Znを満たすものである．今，XPを Pの正規扇に付随す
る C上の n次元トーリック多様体とする．このとき，Pの各ファセット F は XP の素因子と
対応する．それを DF と書く．さらに，

DP =
∑

aFDF

とおく．ここで F は Pのすべてのファセットを走る．すると DPは XPの豊富な因子となるこ
とが知られている ([3, Proposition 6.1.10])．したがって (XP,DP)は n次元偏極トーリック多様
体となる．
一方，Xを扇 Σ ⊂ Rnに付随する C上の n次元トーリック多様体とし，Σ(1)を Σのすべての

1次元錐の集合とする．このとき，各 1次元錐 ρ ∈ Σ(1)は X上の素因子 Dρと対応する．今，X
上の豊富な因子 D =

∑
ρ∈Σ(1) aρDρ に対し，

PD = {x ∈ Rn :任意の ρ ∈ Σ(1) に対し ⟨x,uρ⟩ ≥ −aρ}

と定義する．ここで．uρ は ρ ∈ Σ(1) を生成する原始的なベクトルである．このとき，PD は n
次元格子凸多面体となることが知られている ([3, Theorem 6.1.14])．

*akiyoshi@is.sci.toho-u.ac.jp
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この 2つの構成方法により，

{(X,D) : n次元偏極トーリック多様体 }

と
{P ⊂ Rn : n次元格子凸多面体 }

は 1対 1に対応する ([3, Theorem 6.2.1])．
偏極トーリック多様体と格子凸多面体のさまざまな性質は言い換えることが可能であり，そ

れぞれの対象を行き来することで，多くの結果が証明されている．トーリック多様体と格子凸
多面体の基本的な関係は [3]や [17]に詳しく書かれている．

2 格子凸多面体の数え上げ数学
本稿で考える格子凸多面体の研究は格子点に関する数え上げである．n次元格子凸多面体

P ⊂ Rn を与えた時，数え上げ関数

LP(k) := ♯(kP ∩ Zn)

を定義する．ここで kP := {kx : x ∈ P}である．1962年に Ehrhartにより，この数え上げ関数
LP(k)が kに関する n次の多項式で，定数項が 1であることが証明された ([4])．特に，LP(k)
の最高次の係数は Pの通常の体積 vol(P)と一致する．この多項式 LP(k)を Pの Ehrhart多項
式と呼ぶ．さらに，Macdonald ([16])により，Ehrhart–Macdonald相互法則 (reciprocity law)
と呼ばれる等式，

Lint(P)(k) = int(kP) ∩ Zn = (−1)nLP(−k) (∀n ∈ Z>0)

が成立することが証明された．ここで，int(P)は Pの内部を表す．
次に，Ehrhart多項式と同値な対象を定義する．今，Ehrhart多項式の母関数 1+

∑
k≥1 LP(k)tk

を考えると，以下のような有理関数の形として書ける：

1 +
∑
k≥1

LP(k)tk =
h∗0 + h∗1t + · · · + h∗ntn

(1 − t)n+1 .

この分子の多項式を h∗(P, t) = h∗0 + h∗1t + · · · + h∗ntnとすると，h∗(P, t)は tに関する，高々n次の
整数係数多項式になることが知られており，h∗(P, t)を Pの h∗ 多項式，h∗(P) = (h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
n)

を h∗ 列と呼ぶ（δ多項式や δ列とも呼ばれる）．さらに Ehrhart–Macdonald相互法則より，∑
k≥1

Lint(P)(k)tk =
h∗nt + h∗n−1t2 + · · · + h∗0tn+1

(1 − t)n+1

が得られる．特に，deg(P)を h∗(P, t)の次数とすると，

codeg(P) := n + 1 − deg(P) = min{r : int(rP) ∩ Zn , ∅}

が成り立ち，deg(P)と codeg(P)をそれぞれ Pの次数と余次数と呼ぶ．h∗多項式はこの他にも
格子凸多面体の情報を多く持った重要な不変量であり，特に
• h∗i ≥ 0 ([19])，
• h∗0 = 1, h∗1 = ♯(P ∩ Zn) − (n + 1)，
• r = codeg(P)とすると，h∗deg(P) = ♯(int(rP) ∩ Zn)，特に，h∗n = ♯(int(P) ∩ Zn)

が従う．さらに h∗(P, 1) = h∗0 + · · · + h∗n は P の正規化体積 Vol(P) = vol(P) · n! と一致する．
Ehrhart多項式や h∗ 多項式の基本的な情報は [1]を参照してほしい．
格子凸多面体の格子点の数え上げに関する研究の中で主な問題の 1つは h∗列の特徴づけで

ある．この問題に関連して，h∗ 列の古典的な 2つの不等式が知られている．
• h∗0 + h∗1 + · · · + h∗i ≤ h∗deg(P) + h∗deg(P)−1 + · · · + h∗deg(P)−i, 0 ≤ i ≤ ⌊deg(P)/2⌋ ([20])，
• h∗2 + h∗3 + · · · + h∗i+1 ≥ h∗n−1 + h∗n−2 + · · · + h∗n−i, 1 ≤ i ≤ ⌊(n − 1)/2⌋ ([7])，
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正規化体積が小さいときの h∗ 列の特徴づけが知られており，Vol(P) ≤ 3のときは，上の 2つ
の不等式で特徴づけられている（[9]）．一方，Vol(P) ≥ 4の場合は，更なる条件が必要となっ
ているが，Vol(P) = 4のときは [8]で，Vol(P) = 5のときは [11]と [21]で特徴づけが与えられ
ている．
この他にも様々な h∗列に関する不等式が知られているが，特に有名な不等式として日比の

下限定理がある．
定理 2.1 (日比の下限定理 [7]). n次元格子凸多面体 P ⊂ Rnが内部に格子点を持ったとする．つ
まり，h∗n , 0である．このとき，任意の 2 ≤ i ≤ n − 1に対し，h∗1 ≤ h∗i が成り立つ．
特に，内部に格子点を持てば，h∗列の全ての成分は正となることがわかる．この定理は組

合せ論的な手法で証明されている．そこで気になるのは，この定理が代数幾何学の文脈，つま
り，偏極トーリック多様体に対してはどういった意味を持つのかである．特に，等号が成り立
つときを考えていく．

3 断面種数とCastelnuovo多様体
古典的な代数幾何学における結果として，射影空間内の曲線に関する種数の上限が知られ

ている．
定理 3.1 ([2]). C ⊂ Pn を種数 g，次数 dとする非退化な既約曲線とする．このとき，

g ≤ m(d − n) − 1
2

m(m − 1)(n − 1)

が成り立つ．ただし，m = ⌊(d − 1)/(n − 1)⌋である．
この種数の上限はCastelnuovo boundと呼ばれ，この上限に達する曲線のことをCastelnuovo

曲線と呼ぶ．藤田はこの Castelnuovo曲線の高次元版を定義し，その性質を調べた．
(X, L)を n次元偏極多様体とし，χ(tL)を tLの Euler–Poincarè標数とする．このとき，χ(tL)

は tに関する n次多項式で χ j(X, L)を

χ(tL) =
n∑

j=0

χ j(X, L)
(
t + j − 1

j

)
と定める．ここで χ j(X, L) ∈ Zである．このとき，断面種数 g(X, L)は次の式で定義される:

g(X, L) := 1 − χn−1(X, L).

断面種数は偏極多様体の分類理論において重要な不変量である．藤田は Castelnuovo boundの
高次元版として，断面種数の上限を与えた．
定理 3.2 ([5]). Xを n次元複素射影的多様体，Lを h0(L) ≥ n + 2を満たす X上の豊富な直線束
とする．さらに，次の条件を仮定する：

1. Lは basepoint freeである．
2. |L|によって定まる射がその像に双有理である．

このとき，
g(X, L) ≤ m∆(X, L) − 1

2
m(m − 1)(Ln − ∆(X, L) − 1)

が成り立つ．ただし，m = ⌊(Ln − 1)/(Ln − ∆(X, L) − 1)⌋かつ ∆(X, L) = Ln + n − h0(L)である．
∆(X, L)は (X, L)の ∆種数と呼ばれている．
定理 3.2の条件 (2)の双有理性は上限を得るために必要不可欠である．偏極多様体がCastel-

nuovoであるとは命題 1の仮定を満たし，かつその断面種数がこの上限に達するときにいう．
断面種数や Castelnuovo多様体の詳細は [5]を参照してほしい．
注意 3.3. 藤田と同時期に Harrisにより Castelnuovo多様体が定義された．Harrisは断面種数で
はなく幾何種数でその上限を考え，同様に上限に達する多様体のことを Castelnuovo多様体と
呼んでいた．藤田と Harrisの定義した Castelnuovo多様体は全く別物なので，調べるときは注
意が必要である．Harrisが定義した Castelnuovo多様体に関しては [6]を参照してほしい．
本演では Castelnuovoトーリック多様体に着目する．
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4 組合せ論的藤田の上限定理
この節では定理 3.2の格子凸多面体版を与える．P ⊂ Rnを n次元格子凸多面体とし，(X, L)

を Pに付随する偏極トーリック多様体とする．このとき，定理 3.2に現れる偏極多様体の不変
量は Pの h∗ 列を使って，次のように書き直すことができる．
• h0(L) = ♯(P ∩ Zn) = h∗1 + (n + 1)，
• Ln = Vol(P) = h∗0 + · · · + h∗n，
• g(X, L) = h∗2 + 2h∗3 + · · · + (n − 1)h∗n ([15])，
• ∆(X, L) = h∗2 + h∗3 + · · · + h∗n．

さらに格子凸多面体に付随する直線束は常に basepoint free であることが知られている ([3,
Proposition 6.1.10])．もう 1つの性質である双有理性を Pの性質で説明するために用語を 1つ
準備する．
定義 4.1. n次元格子凸多面体 P ⊂ Zn が spanningであるとは，

Z((P ∩ Zn) × {1}) = Zn+1

が成立するときにいう．ただし，有限集合 A = {a1, . . . , ar} ⊂ Znに対し，ZA = {λ1a1+ · · ·+λrar :
λ1, . . . , λr ∈ Z}である．つまり，Pが spanningであることと，Znの任意の格子点が Pに含まれ
る格子点のアフィン整数結合で書けることと同値である．

spanning性はかなり緩い条件であり，断りもなしに仮定している論文も以前は多かった．し
かし，緩い条件にも関わらず，spanning凸多面体は次のような特殊な性質を持つことが最近わ
かった．
定理 4.2 ([12]). P ⊂ Rn を n次元 spanning凸多面体とする．このとき，任意の 0 ≤ i ≤ deg(P)
に対し，hi > 0である．
この結果により，最近，格子凸多面体の研究はさまざまな方面で一気に進んだ．この spanning

性の代数幾何学的な意味が双有理性である．
命題 4.3 ([13, Proposition 2.11]). P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体とし，(X, L)を Pに付随する偏
極トーリック多様体とする．このとき，|L|によって定まる射がその像に対し双有理である．
以上より，定理 3.2を格子凸多面体の言葉で書き直す準備ができた．

定理 4.4. P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体で h∗1 ≥ 1とする．さらに Pは spanningであると仮定
する．このとき，

h∗2 + 2h∗3 + · · · + (n − 1)h∗n ≤ m(h∗2 + · · · + h∗n) − m(m − 1)
2

h∗1 (1)

が成り立つ．ただし，m = ⌊(h∗1 + · · · + h∗n)/h∗1⌋である．
格子凸多面体が Castelnuovo であるとは，付随する偏極トーリック多様体が Castelnuovo

となるときにいう．定理 4.4から Castelnuovo凸多面体は spanningであることに注意する．一
方，この定理の条件 h∗1 ≥ 1は spanning凸多面体の場合，1種類の例外を除いて成り立つ．格
子凸多面体 P ⊂ Rn は h∗(P) = (1, 0, . . . , 0)，つまり h∗(P, t) = 1のとき単模単体と呼ばれる．特
に，Pが単模単体であることと，(X, L) = (Pn,O(1))であることは同値である．定理 4.2より，
spanning凸多面体 Pが h∗1 ≥ 1である必要十分条件は Pが単模単体でないことがわかる．した
がって Pが単模単体でなければ，定理 4.4における条件 h∗1 ≥ 1は必要ない．定義から単模単
体は Castelnuovoではないが，便宜上，単模単体も Castelnuovo凸多面体と呼ぶことにする．

Castelnuovo凸多面体の例を見る．
例 4.5. P ⊂ R2 を 2次元格子凸多面体で単模単体ではないとする．このとき，h∗(P) = (1, a, b)
で，a ≥ 1, b ≥ 0である．特に，a ≥ bである．2次元格子凸多面体が spanningなのは Pに含ま
れる頂点以外格子点をもたない格子三角形を考えれば容易にわかる．このとき，g(X, L) = bで
(1)の右辺は mb− m(m−1)

2 aである．この値は a = bと a > bに分けて考えると，どちらの場合も
bと一致するので，(1)の等号が成立する．よって 2次元格子凸多面体は Castelnuovoである．
つまり 2次元偏極トーリック多様体は Castelnuovoである．
この Castelnuovo凸多面体を組合せ論的に特徴づけるのが本研究の目標である．
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5 Castelnuovo凸多面体
格子凸多面体が内部に格子点を持つ場合，定理 2.1より，体積にある種の下限が存在する．

実際，
命題 5.1. P ⊂ Rn を内部に格子点を持つ n次元格子凸多面体とする．このとき，

Vol(P) ≥ 1 + (n − 1) · ♯(P ∩ Zn) + ♯(int(P) ∩ Zn)

が成り立つ．等号成立条件は任意の 2 ≤ i ≤ n − 1に対し，h∗1 = h∗i が成り立つことである．
この等号が成り立つことが，実は Castelnuovo凸多面体の特徴づけになっている．

定理 5.2 ([15]). P ⊂ Rn を内部に格子点を持つ n 次元格子凸多面体とする．このとき P が
Castelnuovoになることと，任意の 2 ≤ i ≤ n− 1に対し，h∗1 = h∗i が成り立つことは同値である．
つまり，内部に格子点を持つ場合，偏極トーリック多様体が定理 3.2の意味で極大断面種数

を持つことと，格子凸多面体が命題 5.1の意味で極小体積を持つことが同値ということがわか
る．なお格子凸多面体 Pが内部に格子点を持つことは，付随する偏極トーリック多様体 (X, L)
に対し，h0(L + KX) ≥ 1となることを意味している．
注意 5.3. 定理 5.2で spanningの仮定が落ちているが，[15]では spanningは仮定された状態で
証明されていた．しかし，この節の最後に，定理 5.2では spanningの仮定が実際に必要ないこ
とを説明する．
定理 5.2を使って高次元の Castelnuovo凸多面体の例を与える．

例 5.4. P ⊂ R3を 3次元の格子凸多面体で h∗(P) = (1, a, a, 1)を満たすものとする．この凸多面
体は反射的凸多面体と呼ばれる（一般次元での定義は h∗(P)が対称列となることである）．反射
的凸多面体は各次元に同型なものを除いて有限個しか存在しないことが知られており，3次元
の場合 4319個である．定理 5.2から 3次元反射的凸多面体は Castelnuovoであることがわかる．
代数幾何的には，3次元 Gorensteinトーリック Fano多様体 Xに対し，(X,−KX)が Castelnuovo
となることを意味している．
例 5.5. 一般次元で非自明な Castelnuovo凸多面体の無限類を与える．今，

v0 = (0, 0, . . . , 0),
v1 = (1, 0, . . . , 0),
v2 = (0, 1, 0, . . . , 0),
...

vn−1 = (0, . . . , 0, 1, 0),
vn = (an, . . . , an, an + 1)

を頂点とする n次元格子単体 P ⊂ Rn を考える．ここで aは正の整数である．このとき，計算
すると h∗(P) = (1, a, . . . , a)となることがわかる（[10]の Lemma 3.2の証明を参照）．よって定
理 5.2により Pは Castelnuovoである．
定理 5.2の証明では定理 2.1の結果を用いるために，内部に格子点を持つという仮定が必

要であった．一方，定理 2.1は最近，一般の格子凸多面体に関して一般化された．格子凸多面
体 P ⊂ Rn に対し，Zn

P ⊂ Zn を P ∩ Zn で張られる Zn の部分格子とし，Pを Zn
P 上の格子凸多

面体としてみたものを P̃とする．このとき，P̃は Zn
P 上 spanningである．特に，Pが（Zn 上

で）spanningであることと，Zn
P = Z

n は同値である．P̃に対し，格子を取り替えることで同様
に h∗ 多項式を定義し，deg(P̃)でその多項式の次数を表すこととする．また Pと P̃の h∗ 列を
それぞれ h∗(P) = (h∗0(P), . . . , h∗n(P))と h∗(P̃) = (h∗0(P̃), . . . , h∗n(P̃))で書くと，任意の iに対して
h∗i (P̃) ≤ h∗i (P)が成り立つ．特に，deg(P̃) ≤ deg(P)である．
定理 5.6 ([13]). P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体とする．このとき，任意の 2 ≤ i ≤ deg(P̃) − 1に
対し，h∗1 ≤ h∗i が成り立つ．特に，Pが spanningであれば，任意の 2 ≤ i ≤ deg(P) − 1に対し，
h∗1 ≤ h∗i が成り立つ．
この結果を使うと定理 2.1だけでなく，定理 4.2も系として得ることができる．spanning凸

多面体の場合，この定理を使ってある種の体積の下限を与えることができる．

5



命題 5.7. P ⊂ Rn を n次元 spanning凸多面体とする．このとき，

Vol(P) ≥ 1 + (deg(P) − 1) · ♯(P ∩ Zn) + ♯(int(rP) ∩ Zn)

が成り立つ．ただし，r = codeg(P)である．等号成立条件は任意の 2 ≤ i ≤ deg(P) − 1に対し，
h∗1 = h∗i が成り立つことである．
さて，Castelnuovo凸多面体は spanningであったため，定理 5.6の後半の主張を使うことが

できる．しかし，内部に格子点を持つ場合と違い，Castelnuovo凸多面体の特徴づけには極小
の体積だけでなく，追加の条件が必要である．それでは，一般の Castelnuovo凸多面体の特徴
づけを紹介する．
定理 5.8. P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体とする．このとき Pが Castelnuovoになることと，次
の 3つの条件が成り立つことは同値である：

1. Pは spanningである．
2. 任意の 2 ≤ i ≤ deg(P) − 1に対し，h∗1 = h∗i が成り立つ．
3. h∗1 ≥ h∗deg(P)，つまり ♯(P ∩ Zn) − (n + 1) ≥ ♯(int(rP) ∩ Zn)である．ただし r = codeg(P)．
内部に格子点を持つ場合と違い定理 5.8の (1)と (3)の条件は必要である．

例 5.9. P ⊂ R4 を

(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 2), (1, 0,−1, 0)

を頂点とする 4次元格子凸多面体とする．このとき，h∗(P) = (1, 1, 1, 1, 0)である．つまり定理
5.8の (2)と (3)の条件を満たしている．一方で (0, 0, 0, 1) ∈ Z4という格子点は P∩ Z4のアフィ
ン整数結合で書くことができないため，Pは spanningではない．したがって，定理 5.8より P
は Castelnuovoではない．
例 5.10. P ⊂ R3 を

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 2, 3), (0, 0,−1)

を頂点とする 3次元格子凸多面体とする．このとき，h∗(P) = (1, 1, 2, 0)である．さらに Pが
spanningであることも容易にわかる．よって定理 5.8の (1)と (2)の条件を満たしている．しか
し (3)の条件を満たしていないため，Pは Castelnuovoではない．
次に定理 5.8 から定理 5.2 を得る方法を紹介する．つまり定理 5.8 の条件 (1) と (3) がな

ぜ必要ないかを説明する．まず条件 (3) は簡単で，P が内部に格子点を持てば，その条件は
♯(P ∩ Zn) ≥ ♯(int(P) ∩ Zn) + (n + 1)であり，P ∩ Zn には少なくとも頂点（n + 1個以上）と内部
の格子点が含まれるため，その不等式は成り立つ．
次に条件 (1)だが，これは条件 (2)から導くことができる．定理 2.1の証明を追うと，等号

が成立するときは次のような性質を持つことがわかる．
命題 5.11 ([22]). P ⊂ Rnを内部に格子点を持つ n次元格子凸多面体とする．もし任意の 2 ≤ i ≤
n − 1に対し，h∗1 = h∗i を満たすとき，Pは単模三角形分割，つまりすべての極大単体が単模単
体であるような三角形分割を持つ．特に，このとき Pは spanningである．
以上より，本来必要であった spanning性の確認を込めて，定理 5.2を得ることができた．

5.1 整分割性
Castelnuovo凸多面体の特徴づけの応用を紹介する．n次元格子凸多面体 Pが十分豊富であ

るとは，任意の十分大きい整数 kに対し，

kP ∩ Zn = (P ∩ Zn) + · · · + (P ∩ Zn)︸                           ︷︷                           ︸
k

(2)

を満たすときにいう．ここで A, B ⊂ Zn に対し，A + B = {a + b : a ∈ A,b ∈ B}である．さらに
Pが整分割性を持つ，または IDPであるとは，任意の正の整数 kに対し (2)を満たすときにい
う．このとき，

IDP⇒十分豊富⇒ spanning
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という関係が成り立つ．また (X, L)を Pに付随する偏極トーリック多様体とすると，Pが十分
豊富であることと，Lが十分豊富であることは同値であり，さらに Pが IDPであることと，L
が正規生成であることは同値である．
格子凸多面体の研究の中心の 1つはいつ格子凸多面体が IDPとなるかである．その研究の

中で特に有名な予想を紹介する．n次元格子凸多面体 P ⊂ Rn が非特異であるとは，任意の P
の頂点に対し，その頂点から伸びる辺の方向ベクトルの集合が Zn の基底となっているときに
いう．このとき，格子凸多面体が非特異であることと，付随する偏極トーリック多様体が非特
異となることは同値である．特に，非特異凸多面体は十分豊富，つまり非特異射影的トーリッ
ク多様体の豊富な直線束は十分豊富であることが知られている．この事実より強い性質が成り
立つことが小田忠雄によって予想され，現在小田予想と呼ばれている．
予想 5.12 (小田予想 [18]). 非特異凸多面体は IDPである．つまり，非特異射影的トーリック多
様体の（十分）豊富な直線束は正規生成である．
小田予想は 1997年に提唱されて以降，格子凸多面体の研究の中心の 1つとなっているが，

3次元以上の高次元では部分的結果もほとんどない状況である（2次元の場合は比較的簡単に
わかる）．
一方，Castelnuovo多様体に対し，次の性質が知られている．

定理 5.13 ([5]). Castelnuovo多様体の豊富な直線束は正規生成である．
よって Castelnuovo凸多面体は IDPであることがわかる．非特異凸多面体は十分豊富，よっ

て spanningであったので，小田予想に関連して次のことがわかる．
定理 5.14. P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体で次の 3つの条件を満たすとする：

1. Pは spanning（または非特異）である．
2. 任意の 2 ≤ i ≤ deg(P) − 1に対し，h∗1 = h∗i が成り立つ．
3. h∗1 ≥ h∗deg(P) である．

このとき Pは IDPである．
この結果は次の結果のある種の一般化となっている．

定理 5.15 ([14]). P ⊂ Rn を n次元格子凸多面体で h∗(P) = (1, a, b, 0, . . . , 0)となるものとする．
もし a ≥ bならばこのとき Pは IDPである．
この定理の設定だと spanningであることは比較的容易に証明できるので，定理 5.14からこ

の定理を得ることができる．

6 今後の課題
あるクラスの偏極トーリック多様体の組合せ論的特徴づけが与えられれば，次に考えたい

問題はその分類である．もちろん Castelnuovo凸多面体は各次元に無限個あるので，何かしら
の設定を考えて分類する必要がある．例えば，3次元反射的凸多面体（3次元 Gorensteinトー
リック Fano多様体と 1対 1対応するもの)はすべて Castelnuovoであった．しかし，4次元以
上だと Castelnuovoとなる 4次元反射的凸多面体の割合は少ない（なお 4次元反射的凸多面体
は 473,800,776個存在する）．これは，高次元だと，Castelnuovoの条件はかなり強いものとな
ることが原因であろう．したがって，一般次元で Castelnuovo反射的凸多面体が分類できる可
能性はゼロではない．この他にも，非特異の場合を考えるなど，分類問題に関してはまだまだ
考える余地は多い．
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COMBINATORICS OF LATTICES OF SUBCATEGORIES OF A MODULE

CATEGORY

HARUHISA ENOMOTO

1. Introduction

This article is based on [Eno]. For a given ring Λ,

{C | C is a collection of Λ-modules satisfying (*)}

is a poset by inclusion for a given condition (*). In this way obtain various posets by changing (*).
These obtained poset can be considered as combinatorial invariants associated to a ring Λ, and
combinatorial properties of them are recently studied in the representation theory of algebras.

Then the following is a natural question.

Question 1.1. How these posets are combinatorially related?

The answer for this question will be useful also for pure combinatorics, since some important
posets in combinatorics can be realized as posets of some collections of modules.

Also, we can consider this as a kind of categorification of combinatorics, because by taking
invariants of the module category we obtain non-trivial results on combinatorics.

1.1. Examples and basic definitions. Throughout this article, let k be a field, and Λ denotes
a finite-dimensional k-algebra. All modules are finitely generated. We denote by modΛ the
collection (or category) of all finitely generated Λ-modules.

As a first easy example, consider collections C of k-modules which is

• closed under direct sums and direct summands, namely, X,Y ∈ C if and only ifX⊕Y ∈ C.
It is easy to see that such C must be equal to 0 or mod k, the collection of all k-modules. Therefore,
the poset of collections of k-modules satisfying this property is just a poset with two elements:
{0 < mod k}.

Next, consider k2 = k × k and the same condition. Every k2-module M is decomposed as

M = Sa1 ⊕ Sb2
for unique a, b ∈ N, where S1 := k⊕ 0 and S2 := 0⊕ k. Therefore, choosing a collection satisfying
the above condition is equivalent to choosing a subset of {S1, S2}. Thus, the poset in this case
looks like the following Hasse diagram.

mod k2

{Sa1} {Sb2}

0

This can be easily generalized to a ring kn as follows. Every kn-module M is decomposed
uniquely as

M = Sa11 ⊕ S
a2
2 ⊕ · · · ⊕ Sann

where Si := 0⊕· · ·⊕0⊕k⊕0⊕· · ·⊕0. Therefore, the poset is isomorphic to the powerset 2{1,...,n}

of {1, . . . , n}. Here, we can observe that some combinatorics come
The aim of this article is to consider the following two classes of collection of modules:

(1) Torsion class, whose poset is denoted by torsΛ
(2) Wide subcategory, whose poset is denoted by wideΛ
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The main result is that these two posets are closely related: one can obtain wideΛ from torsΛ
purely combinatorially.

2. Torsion classes

In the introduction, we consider collections of Λ-modules. This is equivalent to considering
Subcategories of modΛ, so we will use this terminology in the following.

When we consider subcategories of modΛ, the following theorem is fundamental.

Theorem 2.1 (Krull-Schmidt). Every M ∈ modΛ is decomposed uniquely as

M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn

such that each Mi is indecomposable.

This implies that considering subcategories (closed under direct sums and summands) is equiv-
alent to considering sets of indecomposable Λ-modules.

2.1. Definition. Now let us define torsion classes, which was initially introduced by Dickson as
a generalization of torsion modules over abelian groups.

Definition 2.2. A subcategory T of modΛ is a torsion class :⇔ closed under extensions and
quotients, that is, for any

0 L M N 0,

L,N ∈ T implies M ∈ T , and M ∈ T implies N ∈ T . We denote by torsΛ the poset of torsion
classes ordered by inclusion.

By the Krull-Schmidt theorem, we only have to consider indecomposable modules in a torsion
class.

Example 2.3. The easiest case is semisimple case:

• tors k = {0,mod k}.
• If Λ is semisimple, then a torsion class is just a subcategory closed under direct sum and

summands. Thus, torsΛ is the powerset of the set of indecomposable (=simple) modules.

Example 2.4. The next non-trivial but simple example is the upper triangular matrix algebra.
Consider Λ :=

[
k k
0 k

]
= {[ a b0 c ] | a, b, c ∈ k}.

Then it is known that there are precisely three indecomposable Λ-modules A,B,C (up to
isomorphism), together with a short exact sequence:

0 A B C 0.

This is the only non-trivial short exact sequence in modΛ in some sense, and by using this fact,
we can check that torsΛ looks as follows (here we identify a subcategory of modΛ and a subset of
{A,B,C}).

{A,B,C}

{B,C}

{A}

{C}

{}

Remark 2.5. A torsion class is usually defined a part of a torsion pair. A torsion pair (T ,F) is
a pair of subcategories of modΛ which divides modΛ into two parts: the torsion part T and the
torsion-free part F . Historically, they are generalizations of torsion groups and torsion-free groups.
Recently, torsion pairs are studied actively because they appear naturally when considering the
derived category and t-structures.



Figure 1. tors k(1
a−→ 2

b−→ 3)/(ab) calculated by Geuenich’s String Applet [Geu]

2.2. Combinatorial properties of the poset of torsion classes. In the rest, we assume torsΛ
is finite for simplicity. This poset enjoys the following remarkable combinatorial properties.

Proposition 2.6. torsΛ has the following properties:

• A complete lattice: for any family Ti of torsion classes,
∨
Ti and

∧
Ti(=

⋂
Ti) exist in

torsΛ.
• The Hasse diagram is an n-regular graph (n is the number of simple Λ-modules) [AIR].
• #{T | T covers i elements} = #{T | T is covered by i elements}.
• torsΛ is semidistributive [DIRRT].

This kind of properties are satisfied by some important posets arising in combinatorics. Indeed,
it is known that the following posets can be realized as torsΛ for a suitable Λ.

• Tamari lattice Tam: the poset of order of binary operation:

a(b(cd))

a((bc)d)

(ab)(cd)

(a(bc))d

((ab)c)d

• The Dynkin variants of the Tamari lattice, called Cambrian lattice (Tamari lattice corre-
sponds to type A) [IT].

• Finite Coxeter groups with weak order [Miz].

3. Wide subcategories

Next, we will move to wide subcategories.

Definition 3.1. A subcategory W of modΛ is wide if

• W is closed under kernels and cokernels: for every f : W1 → W2 with Wi ∈ W, we have
Ker f,Coker f ∈ W.

• W is closed under extensions.

We denote by wideΛ the poset of wide subcategories of modΛ.

Remark 3.2. An wide subcategory is an abelian subcategory since it has kernels and cokernels,
so an wide subcategory can be defined as an extension-closed exact abelian subcategory.

Thus, a wide subcategory is a small abelian category inside the module category. Such a
situation often occurs when we consider a ring homomorphism Λ → Γ, which give rises to a
functor modΓ→ modΛ. Under a good situation, this functor is fully faithful, and realizes modΓ
as a wide subcategory of modΛ. Indeed, under the assumption that torsΛ is a fintie set, it is



Figure 2. wide k(1
a−→ 2

b−→ 3)/(ab)

known that there is a bijection between wideΛ and a class of ring epimorphisms satisfying certain
conditions.

Now let us have a look at some examples.

Example 3.3. • If Λ is semisimple, then as in the case of torsion classes, a wide subcategory
is just a subcategory closed under direct sums and summands, and hence wideΛ = torsΛ ∼=
the powerset of the set of simple Λ-modules.

• Next consider the upper triangular matrix algebra again: Λ :=
[
k k
0 k

]
= {[ a b0 c ] | a, b, c ∈ k}.

By looking at the following fundamental short exact sequence:

0 A B C 0,

we can calculate wideΛ as follows:

{A,B,C}

{A} {B} {C}

{}

3.1. Combinatorial properties. In general, torsΛ and wideΛ behave quite differently, and the
Hasse diagrams are not similar. However, wideΛ also has good symmetry:

Proposition 3.4. wideΛ has the following properties:

• A complete lattice.
• Ranked (graded). This means that wideΛ has a rank function which is compatible with

the covering relations (such a function is given by taking the number of simple objects in
a wide subcategory).

• The rank of wideΛ is symmetric, that is,

ai := #{W | W is rank i} = #{W | W is rank n− i},
where n is the rank of modΛ (which is the number of simple Λ-modules).

• The rank is unimodal, that is,

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an/2 ≥ · · · ≥ an−1 ≥ an
holds [AHIKM].

Similarly to the case for torsion classes, these properties naturally arise in combinatorics, and
indeed the following posets are known to be realized as wideΛ for a suitable algebra Λ.

• Non-crossiong partition lattice NC
• The Dynkin variants of NC (NC corresponds to type A).
• The shard intersection order, a relatively new lattice structure on a finite Coxeter group

defined in [Rea], which is defined using (complicated) combinatorics of a hyperplane ar-
rangement [Tho].



Figure 3. from Wikipedia, T. Piesk (CC BY 3.0)

4. Main result

As we have seen, for a given algebra Λ, we have introduced two posets:

• torsΛ, the poset of torsion classes.
• wideΛ, the poset of wide subcategories.

The main result of this article is that we can compute wideΛ from torsΛ purely combinatorially.
Let us have a look at what this implies.

Example 4.1. Let Λ be an upper-triangular matrix algebra (of a fixed size). Then the following
isomorphism is known.

• torsΛ ∼= Tam (Tamari lattice)
• wideΛ ∼= NC (non-crossing partition lattice)

Therefore, our result will yield a non-trivial relation between these combinatorial posets.

4.1. Marks–Št’ov́ıček’s bijection. Let us see the following example again, for the algebra Λ :=[
k k
0 k

]
.

{A,B,C}

{A} {B} {C}

{}

{A,B,C}

{B,C}

{A}

{C}

{}
The left-hand side is wideΛ, and the right-hand side is torsΛ. From this, we can observe that

although they are non-isomorphic, the number of elements is same. This is not a coincidence.

Theorem 4.2 ([MS]). We have a bijection

T : wideΛ torsΛ'

where T(W) is the smallest torsion class containing W.

Therefore, at least set-theoretically, two sets wideΛ and torsΛ are related. However, this is not
enough for our viewpoint because

Problem 4.3. T : wideΛ→ torsΛ is order-preserving, but not a poset isomorphism.

Below, to deal with this problem, we will introduce a new poset structure ≤κ on torsΛ such
that

T : wideΛ ∼= (torsΛ,≤κ)

becomes an isomorphism of posets.
Suppose that we are given torsΛ just as an abstract lattice. The following is a working example.



Example 4.4. Λ :=
[
k k
0 k

]
. The Hasse quiver of torsΛ is as follows.

1

x

z

y

0

Here, the Hasse quiver is an orientation of the Hasse diagram such that a → b if a > b and
there is no c with a > c > b. We call an arrow in the Hasse quiver a Hasse arrow.

Definition 4.5. For each Hasse arrow a→ b in torsΛ, we label its arrow by

min{x ∈ torsΛ | b ∨ x = a}.
This is well-defined and called the join-irreducible label.

1

x

z

y

0

z

y

x

z

y

Using this label, [BTZ] introduced the extended kappa map κ : torsΛ
∼−→ torsΛ as follows.

Definition 4.6. For each x ∈ torsΛ, there is unique κ(x) ∈ torsΛ satisfying

{labels of Hasse arrows starting at x}
={labels of Hasse arrows ending at κ(x)}

The existence is not trivial, but holds in the generality of completely semidistributive lattice.

x • • •

• • •  κ(x)

b
a c

a b c

The following red orbit is the orbit of κ in our working example.

1

x

z

y

0

z

y

x

z

y

Using this order, we introduce a new poset structure on torsΛ.

Definition 4.7 (The kappa order). For x, y ∈ torsΛ, define

x ≤κ y :⇐⇒ x ≤ y and κ(x) ≥ κ(y).

It is clear from definition that the kappa order ≤κ is actually a poset structure. Now we are
ready to state our main result.

Theorem 4.8. T : wideΛ→ torsΛ induces a poset isomorphism:

wideΛ ∼= (torsΛ,≤κ)



Let us look at our working example to see what happens here. Using the above calculation of
the kappa orbit, one can easily construct the poset (torsΛ,≤κ):

1

x y z

0

Then this is isomorphic to wideΛ as the above figure illustrates.
Finally, we will explain a trick of this magic. The key point is that the extended kappa map,

purely combinatorially defined map, has a natural representation-theoretical meaning.
As a dual of torsion class, we can consider torsion-free class. Actually, the posets of tor-

sion classes and torsion-free classes are anti-isomorphic to each other, hence we have a bijection
ϕ : torsΛ

∼−→ torf Λ. On the other hand, by considering the dual of Marks–Št’ov́ıček’s bijection
T : wideΛ

∼−→ torsΛ, we obtain a bijection F : wideΛ
∼−→ torf Λ (where F(W) is the smallest

torsion-free class containing W). Note that the notion of wide subcategories is self-dual. Then,
by connecting these bijections, we obtain a bijection torsΛ → torsΛ, and actually this coincides
with κ ([BTZ]).

torsΛ wideΛ torf Λ

torsΛκ

T

[MS]

F

dual of [MS]
ϕ

By using this representation-theoretic interpretation of κ, we can easily prove our main result,
that is, T : (wideΛ,⊆)→ (torsΛ,≤κ) is a poset isomorphism as follows. For W1,W2 ∈ wideΛ, we
have

T(W1) ≤κ T(W2) :⇐⇒ T(W1) ⊆ T(W2) and κT(W1) ⊇ κT(W2)

⇐⇒ T(W1) ⊆ T(W2) and F(W1) ⊆ F(W2)

⇐⇒W1 ⊆ W2

Here the last equivalence is the only non-trivial part, but can be proved using general results on the
module category: for every subcategory C of modΛ closed under taking images of homomorphisms,
we have C = T(C) ∩ F(C).

By applying wideΛ ∼= (torsΛ,≤κ) for a suitable algebra, we obtain the following combinatorial
applications.

• Non-crossing partition lattice is isomorphic to the Tamari lattice together with ≤κ (and
the Dynkin invariants of this).

• The shard intersection order on a Coxeter group W coincide with ≤κ with respect to
the weak order (the corresponding algebra is so-called the preprojective algebra of Dynkin
type).

The last description of the shard intersection order is quite interesting because the original defi-
nition of the shard intersection order is somewhat complicated, but our results yields a relatively
simple combinatorial description of it using representation theory.
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