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2021年度 第66回 代数学シンポジウム 報告集
本書は令和 3年 8月 31日から 9月３日に Zoomによるオンライン開催された第 66回代数学シンポジウムの報告集です．

記
日程：2021年 8月 31日（火）～ 9月 3日（金）開催方法：Zoomによるオンライン開催1

(https://mathsoc.jp/section/algebra/algsympo.html)会場責任者：永井 保成プログラム責任者：[代数幾何] 金沢 篤・尾高 悠志 [環論] 有木 進・下元 数馬
[群論・表現論] 宗政 昭弘・直井 克之 [数論] 安田 正大・水野 義紀シンポジウム責任者：森脇 淳（連絡責任評議員）

プログラム
8月 31日（火）
9:45–10:45 渡邉 究（中央大学・理工学部）
接束の正値性

11:00–12:00 馬 昭平（東京工業大学・理学院）
カスプと有理同値

13:30–14:30 伊藤 敦（岡山大学・自然科学学域）
Linear systems on abelian varieties via M-regularity of Q-twisted sheaves

14:45–15:45 淺井 聡太（大阪大学・情報科学研究科）
傾理論とGrothendieck群の部屋構造・標準分解

16:00–17:00 中村 力（東京大学・数理科学研究科）
Toward large Cohen-Macaulay representation theory via purity

9月 1日（水）
*9:45–10:45 細野 忍（学習院大学・理学部）
周期積分の満たす微分方程式とK3ラムダ関数

*11:00–12:00 入谷 寛（京都大学・理学研究科）
ガンマ予想とトロピカル幾何

*13:30–14:30 宮崎 誓（熊本大学・先端科学研究部）
Castelnuovo-Mumford正則量とシジジーに関連する話題について

*14:45–15:45 井上 玲（千葉大学・理学研究院）
クラスター代数とその広がり

16:00–17:00 埴原 紀宏（名古屋大学・多元数理科学研究科）
形式的 dg代数のクラスター圏とその森田型定理

1感染症の感染拡大防止のため、予定していた早稲田大学理工学部における開催は見送ることになりました．



9月 2日（木）
*9:45–10:45 坂内 健一（慶應義塾大学・理工学部／理化学研究所・革新知能統合研究センター）
総実代数体の新谷生成類と同変ポリログ類

*11:00–12:00 関 真一朗（青山学院大学・理工学部）
数体の素元星座定理

*13:30–14:30 加藤 周（京都大学・理学研究科）
アフィン旗多様体の幾何学とその広がり

*14:45–15:45 三枝崎 剛（早稲田大学・基幹理工学部）
符号，格子と頂点作用素代数におけるレーマー型問題

16:00–17:00 宮本 雅彦（台湾中央研究院・数学研究所／筑波大学名誉教授）
Associativity of fusion products of C1-cofinite N -gradable modules of vertex operator algebra

9月 3日（金）
9:45–10:45 小寺 諒介（千葉大学大学院・理学研究院）

Affine Yangians and rectangular W-algebras

11:00–12:00 櫻井 太朗（千葉大学大学院・理学研究院）
有限群の指標とシロー部分群

13:30–14:30 広瀬 稔（名古屋大学・高等研究院）
Iterated integrals, motivic Galois groups, and cyclotomic associators

14:45–15:45 松坂 俊輝（名古屋大学・高等研究院）
Triangle modular knots and Rademacher symbols

16:00–17:00 阿部 知行（東京大学・カブリ数物連携宇宙研究機構）
コホモロジー理論の無限化とその応用

「*」の付いた講演は，専門分野以外の方も対象とした，サーベイなどを含む講演です。
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接束の正値性
中央大学・理工学部　渡邉　究

Contents

1. はじめに 1
2. 準備 2
2.1. 用語と記号 2
2.2. 有理曲線族 3
3. 接束による等質多様体の特徴付け 4
4. 接束の半正値性 6
5. ネフ接束をもつ Fano多様体に関するCP予想 7
5.1. Picard数が 2以上の場合 8
5.2. Picard数が 1の場合 8
6. 一般的な問題設定 10
7. 接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体 11
8. 正標数におけるネフ接束をもつ非特異射影多様体 13参考文献 15

1. はじめに
Xを種数 gのコンパクトRiemann面，KをXのガウス曲率とする．このとき，至るところ曲率Kが正になるXはどのようなものだろうか．この問いに対する解答を得るために，次のGauss-Bonnetの定理を思い出そう：

1

2π

∫

X

KdA = 2− 2g

曲率Kが至るところ正であれば，上の式の左辺が正の値をとるので，不等式
2 − 2g > 0を得る．gは非負整数値であるから，g = 0となる．すなわち，XはRiemann球面 P1と双正則となる．この考察の一般化として，次の Frankel予想が提唱された：
予想 1.1 (Frankel予想 [13]). Xを n次元コンパクトKähler多様体とする．Xの正則双断面曲率Rが正であれば，Xは Pnと双正則である．
この予想の代数幾何学版が次のHartshorne予想である：
代数学シンポジウムにおける講演の機会を下さったプログラム責任者の金沢篤さん，尾高悠志さん，会場責任者の永井保成さん，シンポジウム責任者の森脇淳先生に感謝いたします．また，鈴木拓さんには，原稿に目を通していただき，タイプミスなどを指摘していただきました。この場を借りて御礼申し上げます。本研究は科学研究費「基盤研究（C）（研究課題番号

!21K03170）」，「住友財団基礎科学研究助成」，「稲盛財団助成」のサポートを受けています.
1



予想 1.2 (Hartshorne予想 [17, Chapter 3, Problem 2.3]). X を代数閉体上定義されたm次元非特異射影多様体とする．接束 TXが豊富であれば，Xは Pm

と同型である．
Frankel予想はHartshorne予想から従うことが知られている（例えば，[28,

V. Corollary 3.4]参照）．Hartshorne予想は森により解決された [41]．また，同時期に森とは独立に，Siu-Yauにより Frankel予想の解析的な証明が与えられた [54]．Frankel予想やHartshorne予想のように接束や曲率の正値性の観点から代数多様体の構造を考察した結果は多々ある．本稿では特に接束がネフである代数多様体や接束がネフに近い条件を満たす代数多様体の構造に関する種々の結果を紹介する．

2. 準備
2.1. 用語と記号. 以下，基礎体は標数 p ≥ 0の代数閉体 kとする．また，本稿を通して，[18, 28, 29, 30, 31]の記号や表記を用いる．m次元射影空間とm次元非特異 2次超曲面をそれぞれ Pm, Qmと記す．
定義 2.1. X を k上定義された射影多様体とし，E をその上のベクトル束とする．

(i) OP(E)(1)がP(E)上の豊富な直線束となるとき，Eは豊富であるという．
(ii) OP(E)(1)が P(E)上のネフ直線束となるとき，Eはネフであるという．
(iii) [12, Definition 1.17] Eとその双対E∨がネフのとき（この条件はEと

(detE)∨がネフであることと同値である），Eは数値的に平坦であるという．
注意 2.2. [12]ではコンパクト複素多様体X 上のベクトル束に対して「ネフ」を定義している．その定義はXが射影多様体であれば定義 2.1 (ii)のネフと一致する．
定義 2.3 ([28, IV Definition 3.2]). Xをk上定義された非特異射影多様体とする．また，CをX上の有理曲線とし，その正規化によって得られる射を f : P1 → Xとする．

(i) f ∗TX がネフのとき，有理曲線Cを freeという．
(ii) f ∗TX が豊富なとき，有理曲線Cを very freeという．
(iii) 反標準因子−KX が豊富なとき，XをFano多様体という．
(iv) Xの一般の点を通る有理曲線が存在するとき，Xを単線織（uniruled）という．
(v) X の一般の 2点を通る有理曲線が存在するとき，X を有理連結（ra-

tionally connected（RC））という．
(vi) Xの一般の 2点を通る free有理曲線が存在するとき，Xを自由有理連結（freely rationally connected（FRC））という．
(vii) Xの一般の 2点を通る有理曲線の連結鎖が存在するとき，Xを有理鎖連結（rationally chain connected（RCC））という．



(viii) X上に very free有理曲線が存在するとき，Xを分離的有理連結（sep-
arably rationally connected（SRC））という．1

注意 2.4. Xを非特異射影多様体とする．
(i) 標数が 0ならば，X が uniruledであることとX 上に free有理曲線が存在することは同値である（[28, IV. Theorem 1.9]参照）．
(ii) Fano ⇒ RCCが成立する（[28, V. Theorem 2.13]参照）．
(iii) SRC ⇒ FRC ⇒RC ⇒ RCCが成立する．
(iv) TX がネフならば，smoothingに関する議論により，RCC ⇒ FRCが成立する（例えば，[28, Chapter II. 7.6]を参照）．
(v) 標数が 0ならば，SRC，RC，RCCは全て同値である（[28, IV. Theo-

rem 3.7, Theorem 3.10.3]参照）．
(vi) 有理曲線 C ⊂ X に対しその正規化を f : P1 → C ⊂ X とする．

Grothendieckの定理（例えば [49, Chap. 1, Theorem 2.1.1]参照）により，ある整数 a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ amが存在して，
f ∗TX = OP1(a1)⊕ OP1(a2)⊕ . . .⊕ OP1(am)

とかける．このとき，Cが free（resp. very free）であることと全ての
iに対し ai ≥ 0（resp. ai > 0）が成り立つことは同値である．

代数多様体間の非特異射 f : X → Y に対し，任意の（閉点上の）ファイバーが Pnと同型なとき，f を Pn束という（必ずしもベクトル束の射影化として記述できるわけではない）．
2.2. 有理曲線族. この小節では，命題 2.6と定理 2.7を除き，X を free有理曲線をもつ（すなわち，分離的単線織）非特異射影多様体とする．X 上の有理曲線のパラメータ空間の正規化を RatCurvesn(X)とかき（[28, Definition-
Proposition II.2.11]参照），その既約成分Mを有理曲線族（family of rational
curves）という．有理曲線族Mを一つ固定する．族Mによりパラメータ付けられる有理曲線をM曲線（M-curve）という．M曲線はすべて数値的に同値なので，族Mに対する反標準次数 deg(−KX) Mが定まる：deg(−KX) M =
−KX · C ([C] ∈ M)．構成法から，Mは普遍族 p : U → Mと評価写像
q : U → Xをもつ（[28, Theorem II.2.15]参照）：

U
p
!!

q
"" X

M

定義 2.5. 上記記号のもと，以下のように用語や記号を定める．
(i) Mと任意の x ∈ Xに対し p(q−1(x))の正規化をMxと記す．
(ii) 族Mxによりパラメータ付けられる有理曲線をMx曲線（Mx-curve）という．

1本来の定義は異なるが，X の非特異性から very free有理曲線の存在と同値になる（[28,
IV. Theorem 3.7]）．



(iii) 全てのM曲線の和集合を Locus(M) :=
⋃

[C]∈M C，全てのMx曲線の和集合を Locus(Mx) :=
⋃

[C]∈Mx
Cと記す．

(iv) q : U → Xが支配的となるとき，Mを支配的（dominant）という．
(v) q : U → X が全射となるとき，Mを被覆族 （covering family）という．
(vi) 一般の点 x ∈ Locus(M)に対しMxがスキームとして k上固有的なとき，Mを局所非分裂（locally unsplit）という．
(vii) Mがスキームとして k上固有的なとき，Mを非分裂（unsplit）という．
(viii) 支配的な既約成分のうち反標準次数が最小のものを極小有理成分（min-

imal rational component）という．bend-and-breakにより，
deg(−KX) M ≤ dimX + 1

となる．
(ix) Mを非分裂被覆族とする．2点 x1, x2 ∈ Xを結ぶM曲線の連結鎖が存在するとき，x1, x2 ∈ XはM同値（M-equivalent）であるという．

命題 2.6 ([28, IV Corollary 2.6]参照). X を非特異射影多様体とし，MをX上の局所非分裂有理曲線族とする．このとき一般の点 x ∈ Locus(M)に対し，以下が成立する；
dimLocus(Mx) ≥ deg(−KX) M+ codimX Locus(M)− 1.

定理 2.7 ([28, IV Theorem 4.16]参照). Xを非特異射影多様体とし，MをX上の非分裂有理曲線族とする．このとき，X の空でない開集合 X0とファイバーがM同値類となる射影射 ϕ : X0 → Z0が存在する．ϕをMに関する
rationally chain connected fibration（RCC-fibration）という．

3. 接束による等質多様体の特徴付け
本稿では等質多様体がしばしば現れる．ここでは等質多様体とその周辺の内容についてまとめる．
kを標数 p ≥ 0の代数閉体，Xを k上定義された射影多様体とする．Xが代数群の推移的作用をもつとき，Xを等質多様体という．本稿では等質多様体とは射影的なものを指す．等質多様体の構造について次が知られている：

定理 3.1. 等質多様体Xに対し，Abel多様体A，非特異連結線形代数群Gと放物的部分群 P が存在して，X ∼= A×G/P が成立する.

標数 0のとき，この定理はBorel-Remmertによって示された [3]．このとき，定理に現れるG/P は有理等質多様体（有理的である等質多様体）に他ならない．従って，Gは半単純線形代数群としてよく，G/P は印付きディンキン図形を用いて完全に分類される（例えば，[44, 2.2]を参照せよ）．正標数の場合はC. Sancho de Salasにより示された [51]．標数 0のときと異なり，この場合
P が被約とは限らない．そのことが原因で特殊な現象が起こり得る（例 3.5をみよ）．射影多様体Xに対し，自己同型群Aut(X)は自己同型関手を表現するスキームとして定義される [36, Theorem 3.7]．標数0かつXが非特異ならば，Aut(X)



のリー環 Lie(Aut(X))は次のようにみなせる：
Lie(Aut(X)) ∼= H0(X,TX).

これを用いて，等質多様体を接束の観点から特徴付けることができる：
命題 3.2. 標数 0のとき，射影多様体Xに対し，Xが等質多様体であることと接束 TXが大域切断により生成されることは同値である．特に，等質多様体の接束はネフである．
証明. GをAut(X)の単位元を含む既約成分とする．任意の点 x ∈ X に対し，軌道写像を考える：

µx : G → X; g +→ gx.単位元 e ∈ Gにおける µxの微分 dµx : TeG → TxX はX の代数的ベクトル場の xにおける評価写像に他ならない：
evx : H

0(X,TX) → TxX; v → vx.

よって，主張が従う．
さらに，Abel多様体と有理等質多様体は接束の観点から区別することができる．

命題 3.3. 標数 0のとき，非特異射影多様体Xに対し以下が成立する．
(i) XがAbel多様体であることと接束TXが自明であることは同値である．
(ii) Xが有理等質多様体ならば，その反標準因子に付随する層O(−KX)は豊富かつ大域切断により生成される．特に，XはFano多様体である．

証明. (i) Abel多様体の接束が自明であることはよく知られている．例えば，
[43, p.42 (iii)]を参照のこと．逆は，例えば [10, Corollary 3.19]から従う．

(ii) 代数群の知識を使わない簡単な証明として，森による証明が知られている． 例えば，[28, V. Theorem 1.4]を参照のこと．
系 3.4. 有理等質多様体G/P はネフ接束をもつ Fano多様体である．
標数 0のときとは異なり，正標数では様々な現象が起こる．

例 3.5 (非被約な安定化部分群をもつ等質多様体). 基礎体を標数 p > 0の代数閉体とする．pのべき q := pe (e ∈ Z 0)に対し，次の多様体Xqを考える：
Xq :=

{
((x0 : · · · : xn), (y0 : · · · : yn)) ∈ Pn

1 × Pn
2 |

n∑

i=0

xq
iyi = 0

}
.

ここで，Pn
1 と Pn

2 は共に n次元射影空間である．二つを区別するために Pn
1と Pn

2 と記す．F e を e次絶対 Frobenius射 F e : Pn
1 → Pn

1 とすると，Xq
∼=

P(F e∗(TPn
1
(−1)))となることに注意する．このXqは以下を満たす（[61, Exam-

ple 2.3]を参照せよ）：
(i) Xqは非被約な安定化部分群をもつ等質多様体である．
(ii) Xqが Fano多様体であることと q ≤ nとなることは同値である．
(iii) 接束 TXq はネフでない．従って，q ≤ nのとき Xq は接束がネフでない有理等質 Fano多様体であり，

q > nのときXqは Fanoでない有理等質多様体である．



例 3.6 (井草の例 [21]). 基礎体を標数 2の代数閉体とする．A1, A2をAbel多様体とし，A1が 2ねじれ点 a ∈ A1をもつとする．Y := A1 ×A2とおき，Y 上の対合 i(x, y) := (x+a,−y)を考える．基礎体の標数が 2なので，iは固定点をもたず，商多様体X := Y/〈i〉は以下を満たす（[61, Example 2.4]を参照せよ）：
(i) Xは非特異射影多様体である．
(ii) 接束 TX は自明である．従って，Xは接束が自明だが等質多様体でない．
例 3.5と例 3.6により，命題 3.2と命題 3.3は正標数では一般には成り立たないことが分かる．

4. 接束の半正値性
この節において，基礎体 kの標数は 0とする．Frankel予想の一般化として，正則双断面曲率が非負であるコンパクトKähler多様体を考えることは自然である．正則双断面曲率が非負であるコンパクトKähler多様体の構造定理として，一般化 Frankel予想が提唱され，最終的にMokにより解決された：

定理 4.1 (一般化 Frankel予想 [39]). 正則双断面曲率が非負であるコンパクト
Kähler多様体の普遍被覆はCkと射影空間と階数が 2以上のエルミート対称空間の積である．

Frankel予想における曲率の正値性を半正値性に置き換えたのが一般化Frankel予想である．同様に，Hartshone予想における接束の正値性を半正値性で置き換えた問題として，ネフ接束をもつ射影多様体の構造を考える．次の問題は
Campana-Peternellにより提唱された：
問 4.2 ([4]). 非特異射影多様体Xがネフ接束をもつとする．このとき，Xの構造を調べよ．

Campana-Peternellは [4]において，3次元以下のネフ接束をもつ多様体を分類した．
例 4.3. 命題 3.2により，等質多様体の接束は大域切断により生成されるので，特にネフである．また，等質多様体の有限エタール被覆/商もネフ接束をもつ．また，例えば P(TPn)は等質多様体なのでネフ接束をもつが，定理 4.1により正則双断面曲率が非負となるKähler計量をもたない．一方，正則双断面曲率が非負な射影多様体の接束はGriffith半正なのでネフである（例えば，[31,
6.1.D]参照）．従って，非特異射影多様体に対して，一般化 Frankel予想より問 4.2の方が一般的な問題である．
例 4.4. Eを楕円曲線C上の階数２の半安定ベクトル束とする．このとき，P(E)の接束はネフであるが P(E)は等質多様体ではない（[4, Theorem 3.1]）．
例 4.3により，問 4.2に現れるネフ接束をもつ射影多様体の例として等質多様体が挙げられる．一方，例 4.4により，等質多様体の有限エタール被覆/ 商ではないがネフ接束をもつ射影多様体が存在することが分かる．問 4.2に関する最も重要な結果として，Demailly-Peternell-Schneiderによる次の結果が知られている：



定理 4.5 ([12, Main Theorem]). Xをネフ接束をもつ非特異射影多様体とする．このとき，以下の条件を満たすXの有限エタール被覆 X̃ → Xが存在する：
(i) Albanese写像 α : X̃ → Alb(X̃)は非特異射である．
(ii) αのファイバーはネフ接束をもつ Fano多様体である

注意 4.6. [12]では定理 4.5を（より一般的な）コンパクトKähler多様体に対して証明している．
定理 4.5により，ネフ接束をもつ多様体の構成要素はネフ接束をもつ Fano多様体とAbel多様体であることが分かる．あとは，ネフ接束をもつFano多様体の構造が分かれば，問 4.2の解答が得られる．ネフ接束をもつ Fano多様体に関する事柄は次の章において紹介する．ここでは，ネフ接束をもつ射影多様体の収縮射やKleiman-Mori錐について知られていることをまとめる：

定理 4.7. Xをネフ接束をもつ非特異射影多様体，ϕ : X → Y をKX負な端射面の収縮射とする．このとき，以下が成立する：
(i) 収縮射 ϕ : X → Y はネフ接束をもつ非特異射影多様体 Y への非特異射である．
(ii) 収縮射ϕ : X → Y の任意のファイバーF はネフ接束をもつFano多様体であり，ρF = ρX − ρY を満たす．
(iii) Kleiman-Mori錐NE(X)は simplicialである．

証明. (i) は最初にDemailly-Peternell-Schneider [12, Theorem 5.2]においてアナウンスされたが，証明にギャップがあり，Solà Conde-Wísniewski [55, The-
orem 4.4]において示された．(ii)については，例えば [44, Proposition 3.7]をみよ．(iii)は Muñoz-Occhetta-Solá Conde-Watanabe [42, Proposition 4. 4]による（[44, Corollary 3.2]にも証明が載っている）．

5. ネフ接束をもつFano多様体に関するCP予想
この節において，基礎体の標数は 0とする．この節ではネフ接束をもつFano多様体に関して知られていることをまとめる：

定義 5.1. ネフ接束をもつ非特異 Fano多様体をCP多様体という．
予想 5.2 (Campana-Peternell予想（CP予想）, [4]). CP多様体は（有理）等質多様体である．
この予想に関して以下の事柄が知られている：

定理 5.3. 以下の非特異射影多様体Xに対しCP予想は成立する：
(i) dimX = 3のとき [[4] Campana-Peternell ’91].
(ii) dimX = 4かつ ρ(X) > 1のとき [[6] Campana-Peternell ’93].
(iii) dimX = 4かつ ρ(X) = 1のとき [[40] Mok ’02, [20] Hwang ’06].
(iv) dimX = 5かつ ρ(X) > 1のとき [[58] Watanabe ’14].
(v) dimX = 5かつ ρ(X) = 1のとき [[24] Kanemitsu ’17].
(vi) ρ(X) > dimX − 4のとき [[60] Watanabe ’15].
(vii) ρ(X) > dimX − 5のとき [[23] Kanemitsu ’16].



(viii) Fano余指数が 3以下のとき [[56] Suzuki-Watanabe ’20, [62] Watanabe
’21]

(ix) TX が bigかつ 1-ampleのとき [[55] Solá Conde-Wísniewski, ’04].
(x) X がトーリック多様体のとき [例えば，[15, Proposition 5.3] Fujino-

Sato, ’09 から従う].
(xi) X ⊂ PN が完全交叉のとき [[50] Pandharipande, ’13].
(xii) Xが horospherical多様体のとき [[34] Q. Li, ’17].

詳細は割愛するが金光による論文 [25]も非常に重要である．直接CP予想には関係ないが，Liの論文 [33]に spherical多様体のサイクルに関する結果が載っており，spherical多様体に対してCP予想を考える際に利用できる．以下，定理 5.3に挙げられた先行結果はどのように得られたか，基本的な研究方策について説明する．詳細は [44]を参照されたい．
5.1. Picard数が 2以上の場合. 以下の仮定 (∗)のもとで，Picard数が 2以上の n次元CP多様体をどのように考察するか説明する．

(∗) 次元が n− 1以下の多様体に対してCP予想が成り立つとする．
Xを Picard数が 2以上の n次元CP多様体とする．このとき，Xは少なくとも 2つ端射線の収縮射をもつ．その収縮射を ϕi : X → Yi (i = 1, 2)とかき，
ϕi (i = 1, 2)のファイバーを Fiとかく．

X
ϕ1

##!!
!!
!!
!! ϕ2

$$"
""

""
""

"

Y1 Y2

定理 4.7により，次が成り立つ：
(i) Yi, Fi (i = 1, 2)はCP多様体である;
(ii) dimYi, dimFi < dimX (i = 1, 2);
(iii) ρYi = ρX − 1かつ ρFi = 1.

仮定 (∗)により，Yi, Fi (i = 1, 2)は有理等質多様体となる．定理 5.3の (ii), (iv),
(vi), (vii)の証明の方針は同じで，この性質を用いて結果を導いている．ここでは，簡単のため，dimX = 3のときにどのように等質性を示すか説明する．まず，1次元のFano多様体はP1のみである．また，2次元のFano多様体は
del Pezzo曲面なので，2次元CP多様体は P1 × P1または P2である（定理 4.7
(i)により P2の blow upはネフ接束をもたないことに注意する）．従って，上記記号のもと，Fiは P1または P2であり，Yiは P1,P2または P1 × P1となる．これらから，ϕiはP1束かP2束となることも分かる．あとは，それぞれのケースごとに解析を行うことで，X は P1 × P1 × P1,P1 × P2もしくは P(TP2)のいずれかと同型であることが従う．
5.2. Picard数が 1の場合. X をピーカル数 1の CP多様体とする．dimX ≤
2 なら X は P1 か P2 と同型なので，m := dimX ≥ 3 と仮定する．M ⊂
RatCurvesn(X)を極小有理成分とし，小節 2.2と同様に普遍族と評価写像をそれぞれ p : U → Mと q : U → X とかく．また，族Mに対する反標準次数を dとする．



定理 5.4 ([44, Proposition 2.10]参照). 上記記号のもと，以下が成立する．
(i) Mは (m+ d− 3)次元非特異射影多様体である．
(ii) p : U → Mは P1束である．
(iii) q : U → Xは非特異射である．
(iv) 一般の点 x ∈ Xに対し，Mxと q−1(x)は同型である．

定理 5.5. 上記記号のもと，以下が成立する．
(i) d ≤ m+ 1;
(ii) d = m+ 1 ⇐⇒ X ∼= Pm;
(iii) d = m ⇐⇒ X ∼= Qm;
(iv) d ≥ 3.

証明. (i)は bend and break から従う．(ii)は [8]（または [27]）から，(iii)は
[11]から従う．(iv)を示そう．定理 5.4により，q : U → Xは相対次元 d−2の非特異射である．よって，d ≥ 2となる．さらに，d = 2とすると，q : U → Xは相対次元 0の非特異射なので，エタール射となる．XはFanoなので，単連結である．従って，qは同型射となる．一方，Xと同型なUはP1束構造 p : U → Mをもつ．仮定より ρX = 1かつ dimX 0= 1なので，これは矛盾．
もう一歩話を進めるために，Muñoz-Occhetta-Solá Conde-Watanabe-Wísniewskiによる次の結果を紹介する：

定理 5.6. ZをPicard数が nの非特異射影多様体とする．このとき以下は同値である：
(i) 相異なる端射線R1, · · · , Rn ⊂ N1(Z)が存在し，対応する収縮射がそれぞれ P1束となる．
(ii) 半単純代数群Gとそのボレル部分群Bが存在し，Z ∼= G/Bとなる．

証明. この結果は [59, 42, 47, 48]において段階的に示された．Zが Fanoの場合に [47]で証明を与え，[48]において上記の形に一般化された（[48, Theorem
A.1]）．
これを用いて，Mok [40]と Hwang [20]により示された次の定理を証明しよう：

定理 5.7. d = 3ならば，Xは等質多様体である．
証明. d = 3とすると，q : U → X は相対次元 1の非特異射である．このとき，曲線のモジュライ空間の hyperbolicityにより，qは P1 束となる（[40,
Lemma 1.2.2]）．いま，ρU = ρX + 1 = 2であり，U は相異なる P1束構造を２つもつ．従って，定理 5.7によりUは有理等質多様体となる．有理等質多様体の収縮射による像は再び有理等質多様体である．従って，Xの等質性が従う．
定理 5.5と定理 5.7により次が従う：

系 5.8. 4次元以下の多様体に対し，CP予想は成立する．
5次元の場合のCP予想を証明するには (m, d) = (5, 4)の場合を扱えばよい．金光は [24]において，非特異射 qの構造を決定し，定理 5.6を用いることにより



証明を与えた．このように，Picard数が 1のCP多様体は，普遍族 p : U → Mと評価写像 q : U → X を用いて研究するのが一般的である．X 上の有理曲線の幾何学を用いて，定理 5.6の (i)を満たす多様体Z → Xを構成することにより，Xの等質性を示すという方法が，いまのところ最も有効である．関連した問題が [45, 46]でも扱われていることに注意をしておく．
6. 一般的な問題設定

Demailly-Peternell-Schneiderの結果 [12]を元に，接束や曲率の正値性の観点から，どのような問題が考えられるだろうか．定理 4.5はネフ接束をもつ多様体を「有理曲線がたくさんのっている部分」（Fano多様体）と「有理曲線が（少ししか）のっていない部分」（Abel多様体）に分けることができることを意味している．定理 4.5において，「有理曲線がたくさんのっている部分」がFano多様体であることを証明するのは簡単ではない．また，「有理曲線がたくさんのっている部分」を調べる際には定理 4.7のように，収縮射の構造やKleiman-Mori錐の様子を調べる必要がある．このような考察から，以下の問題が自然に生じる：
問 6.1. Xを標数 p ≥ 0の代数閉体 k上定義された非特異射影多様体（もしくは，コンパクトKähler多様体やマイルドな特異点をもつ射影多様体）とする．さらに，X の接束（または曲率）がある種の正値性を満たすとする．このとき，以下の問題を考えよ：

(i) Xを「有理曲線がたくさんのっている部分」と「有理曲線が（少ししか）のっていない部分」に分解できるか？
(ii) 「有理曲線がたくさんのっている部分」は有理連結多様体となるか？さらに Fano多様体となるか？
(iii) Xの収縮射やKleiman-Mori錐を（ある程度）決定できるか？

Hartshorne予想，一般化Frankel予想，ネフ接束をもつ多様体以外にも，問
6.1に関連する様々な研究がある．ここでは，定理 4.5の一般化として，以下のCao-Höringと細野-岩井-松村の結果を紹介する：
定理 6.2 ([7, Theorem 1.3]). Xをネフ反標準因子をもつ非特異射影多様体とする．このとき，以下の条件を満たす（解析的に）局所自明な非特異射π : X → Bが存在する：

• πのファイバーは有理連結であり，KB ≡ 0となる．
さらに，以下を満たす有限エタール被覆X ′ → Xが存在する：

(i) X ′ ∼= Y × Z;
(ii) KY

∼= OY ;
(iii) Albanese写像Z → Alb(Z)は F をファイバーとしてもつ（解析的に）局所自明な非特異射である．

注意 6.3. 射影的 klt対 (X,∆)に対し，定理 6.2の一般化が成り立つことが知られている（[14, 57]）．
定理 6.4 ([19, Theorem 1.1]). Xを非特異射影多様体とし，その接束 TX が擬有効とする．このとき，以下の条件を満たす非特異射 π : X → Y が存在する：



(i) Y はAbel多様体のエタール商である．
(ii) πの一般ファイバーは有理連結である．
(iii) πの一般ファイバーの接束は擬有効である．

注意 6.5. ベクトル束の擬有効の定義は文献によって異なることに注意する．例えば，[19]と [35]における擬有効の定義は異なる．
解析的な結果は色々とあるが，筆者が不勉強なため文献を網羅することができない．例えば，[37]やその参考文献を参照されたい．以下の章では，問 6.1に関連する結果として，接束の２階外積がネフな非特異射影多様体に関する結果 [63]と正標数の場合のDemailly-Peternell-Schneider型の定理 [26]について紹介する．

7. 接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体
この章では接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体に関して問 6.1を考える．多様体の次元は常に 3以上とし，基礎体 kの標数を 0とする．まず，関連する先行結果を網羅する．
Campana-Peternellは [4]において，3次元以下のネフ接束をもつ多様体を分類した．その次のステップとして，2階外積がネフな 3次元非特異射影多様体を分類した [5]：

定理 7.1. X を 3次元非特異射影多様体とする．接束 TX はネフではないが 2階外積 ∧2TX がネフであるとき，Xは以下のいずれかと同型である：
(i) Xは P3の 1点ブローアップである；
(ii) XはPicard数 1かつFano指数が 2のFano多様体である．ただし，次数 1のものは除く．
また，佐藤-趙 [9]は森の結果 [41]の一般化として，接束の 2階外積が豊富な非特異射影多様体を分類した：

定理 7.2. Xを非特異射影多様体とする．接束の 2階外積∧2TXが豊富ならば，
Xは PmまたはQmと同型である．
他にも以下のような場合にそれぞれ分類結果が知られている（以下の (i)-(iv)すべてのケースにおいて，接束の 2階外積 ∧2TX はネフと仮定する）：

(i) Picard数が 2以上である 4次元 Fano多様体 [[64] Yasutake ’12].
(ii) 双有理収縮射をもつ Fano多様体 [[65] Yasutake ’14].
(iii) トーリック多様体 [[52] Schmitz ’18].
(iv) 接束の 2階外積 ∧2TX が強ネフな射影多様体 [[32] Li-Ou-Yang ’19].

これらを踏まえ，[63]において，接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体に関して問 6.1を考えた．まず，[63]の主結果を 3つ紹介する：
定理 7.3. X を接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体とする．このとき，以下が成立する：

(i) KX負な端射線の双有理収縮射をXがもつならば，XはBlpt(Pn)と同型である；
(ii) (i)の場合を除いて，KX 負な端射線の収縮射は非特異射である．



定理 7.4. X を接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体とする．もしX が有理連結多様体ならば，X は Fano多様体である．さらに，Kleiman-Mori錐
NE(X)は simplicialである．
定理 7.5. X を接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体とする．TX がネフでないならば，Xは Fano多様体である．
これらの定理が接束の 2階外積がネフな非特異射影多様体に関する問 6.1への解答を与える．また，接束がネフならその 2階外積もネフなので，[12]の一連の結果の一般化とみなすことができる．この結果により，一つの例外Blpt(Pn)を除き，（特にPicard数が 2以上のとき）TXがネフである多様体と∧2TXがネフである多様体の性質は非常に似ていると予想される．実際，次元が低いときはその予想は正しい（以下の系 7.9をみよ）．定理 7.3, 7.4, 7.5の証明の詳細は論文 [63]をみてもらうことにして，ここではなぜ∧2TXがネフであることから

TX がネフである多様体と同じような性質が導かれるか説明する．簡単だが次の補題が鍵となる：
補題 7.6. Xを接束の 2階外積がネフなm次元非特異射影多様体とする．このとき，もし有理曲線C ⊂ Xが freeでないならば，−KX · C ≥ m− 1となる．
証明. freeでない有理曲線 C ⊂ X に対し，その正規化により定まる射を f :
P1 → C ⊂ Xとする．このとき，以下を満たす整数 a1, . . . , amが存在する：

f ∗TX
∼=

m⊕

i=1

OP1(ai) (a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ am).

Cが freeでないことと微分 df : TP1 ↪→ f ∗TX を考えることにより，am < 0と
a1 ≥ 2を得る．一方，

2∧
f ∗TX

∼=
⊕

i>j

OP1(ai + aj)

となる．∧2 f ∗TX がネフであることから，am−1 + am ≥ 0を得る．従って，
am−1 ≥ −am > 0となる．以上から，
−KX · C = a1 + (a2 + . . .+ am−2) + (am−1 + am) ≥ 2 + (m− 3) + 0 = m− 1.

となり主張が従う．
Xを接束の 2階外積がネフなm次元非特異射影多様体とする．det(∧2 TX) =

ω1−m
X より，−KXはネフである．従って，定理 6.2により，有理連結多様体をファイバーとしてもつ局所自明な非特異射 π : X → Y が存在し，−KY ≡ 0となる．このことから，−KXが数値的に自明となるか，Xが単線織となるかいずれかである．−KX が数値的に自明ならば，X はAbel多様体のエタール商となる（[63, Lemma 3.5]参照）．従って，Xが極小有理成分Mをもつ場合を考えればよい．ここで鍵となるのが次の結果である：
定理 7.7 ([26, Proposition 4.4]参照). X を非特異射影多様体とする．M ⊂
RatCurvesn(X)を非分裂被覆族とし，任意のM曲線が freeだとする．そのとき，Mに関するRCC-fibration ϕ : X → Y が存在し，ϕはファイバーが既約な非特異射となる．



この定理は定理 4.7の一般化とみなすことができる．この結果により，TXがネフでなくても，非分裂被覆族Mに対しその任意のM曲線が freeであれば，M曲線を潰す収縮射の非特異性が従う．再びXを接束の 2階外積がネフなm次元非特異射影多様体とし，Xが極小有理成分Mをもつとする．このとき，Mが非分裂でないか非分裂であっても freeでないM曲線が存在したとすると，補題 7.6と bend-and-breakにより，
m− 1 ≤ deg(−KX) M ≤ m + 1となる．このような場合は例外的で，命題 2.6や定理 5.5 (ii), (iii)を用いることにより，Xの構造が決定される．従って，極小有理成分Mが非分裂であり，任意のM曲線が freeである場合を考えればよい．このときは接束がネフである場合に近い性質を持つので色々と調べることができる，というのが論文 [63]の大雑把なアイデアである．この節の最後に，定理 7.3, 7.4, 7.5の系を二つ述べる：
系 7.8. Xを接束の 2階外積がネフなm次元非特異射影多様体とする．もしXが toroidal sphericalならば，Xは有理等質多様体かBlpt(Pm)のいずれかと同型である．
系 7.9. Xを接束の 2階外積がネフなm次元非特異射影多様体とする．また，
4 ≤ m ≤ 6とする．もし，TX がネフでないならば，Xは以下のいずれかと同型である：

(i) Blpt(Pm)，または
(ii) Fano擬指数がm− 1かつ ρX = 1を満たす Fano多様体.

8. 正標数におけるネフ接束をもつ非特異射影多様体
この章では基礎体 kの標数を p > 0とする．このとき，ネフ接束をもつ非特異射影多様体に対して問 6.1を考える．多様体の次元は常に 3以上とする．

注意 8.1. 標数 0の世界と異なり，正標数の世界特有の現象が知られている．この章で扱う内容に大きく関係するのは以下の三つである：
(i) コホモロジーに関する現象：小平消滅定理やHodge対称性は一般に成立しない．
(ii) 有理連結性に関する現象：SRC，RC，RCCは一般に同値ではない．さらに，非特異Fano多様体はRCCとなることが知られているが，非特異 Fano多様体がRCかどうかは未だに分かっていない．
(iii) 射の非特異性に関する現象：generic smoothnessが一般に成立しない．また，コホモロジーの消滅定理が一般には成り立たないため，正標数では端射線に付随する収縮射が存在するか一般には分かっていない．

[26]において本質的に重要かつ証明にオリジナリティがあるのは次の結果である：
定理 8.2 (RCC ⇒ SRC). k上定義された非特異射影多様体X に対し，X の接束 TXがネフとする．このとき，XがRCCならば SRCである．従って，Xに対し，RCC，FRC，RC，SRCが同値となる．
詳細は割愛するが，この定理を示すために，Shenの定理 [53]を用いる．ここで，k上定義された非特異射影多様体X に対し，X の接束 TX がネフとす



る．このとき，XはRCCとする．背理法を用いるため，Xが SRCでないとする．すると，Shenの定理により（正標数における）ある foliationD（つまり，連接部分層D ⊂ TXは saturatedで，involutiveかつ p-closedである）が存在する．このとき，foliation Dによる商X/Dが存在する：X → X [1] := X/D．この商X [1]は再びネフ接束をもつRCC非特異射影多様体となる．この foliationをとる操作を繰り返すことにより，SRC非特異射影多様体 Y への純非分離射
X → Y を構成することができる．さらにこの射の構造を考察することにより，
Y 上にある群の作用を構成し矛盾が導かれる．これが大まかなアイデアである．また，この定理の系として次を得る：
系 8.3. k上定義された非特異射影多様体Xに対し，Xの接束 TX がネフとする．このとき，XがRCCならば以下が成立する：

(i) Xは代数的単連結である；
(ii) H1(X,OX) = 0；
(iii) 数値的に平坦なX上のベクトル束は自明である．
注意 8.1 (i)で述べたように，正標数においてコホモロジーの消滅定理は一般に成り立たないが，いくつかの議論は系 8.3により，置き換えることができる．ここで，k上定義された非特異射影多様体X に対し，X の接束 TX がネフとする．このとき，KX 負な端射線R ⊂ NE(X)に対し，Rに含まれる反標準次数が最小の有理曲線をCとする．また，[C]を含む極小有理成分をMとおく．このとき，仮定からMは非分裂被覆族となる．そこで，Mに関する

RCC-fibration を考え，定理 8.2と系 8.3を用いることにより，次の結果を得ることができる：
定理 8.4. k上定義された非特異射影多様体Xに対し，Xの接束 TX がネフとする．このとき，KX 負な端射線R ⊂ NE(X)に対し，Rの収縮射 f : X → Yが存在し，以下が成立する：

(i) f は非特異射である；
(ii) fの任意のファイバーはネフ接束をもつ非特異SRC Fano多様体である；
(iii) Y はネフ接束をもつ非特異射影多様体である．

さらに，X が Fano多様体ならば，Kleimann-Mori錐 NE(X)は simplicialである．
この定理を用いて，KX負な端射線を潰していくことにより，正標数の閉体上定義されたネフ接束をもつ非特異射影多様体に対して問 6.1の解答を得る：

定理 8.5. k上定義された非特異射影多様体Xに対し，Xの接束 TX がネフとする．このとき，以下を満たす非特異収縮射 ϕ : X → M が存在する：
(i) ϕはMRCC fibration2である；
(ii) ϕの任意のファイバーはネフ接束をもつ非特異SRC Fano多様体である；
(iii) TM は数値的に平坦である．（特に，M は有理曲線を含まない．）
この結果，正標数におけるネフ接束をもつ非特異射影多様体の構造研究は次の問題に帰着される：
2[28, IV. Definition 5.1.2]参照



問 8.6. k上定義された非特異射影多様体 X に対し，X の接束 TX がネフとする．
(i) XがFanoならば，Xは半単純線形代数群Gとその放物的部分群P の商G/P となるか？
(ii) TX が数値的に平坦ならば，XはAbel多様体のエタール商となるか？

注意 8.7. 問 8.6 (i)は dimX = 3もしくは完全交叉多様体X ⊂ PN ならば成立する [61, 16]．しかし，4次元以上では未解決である．また，問 8.6 (ii)は標数 0ではBeauville-Bogomolov分解から従うが，正標数では未解決である．接束が自明な場合でさえも一般には解決されていない（[38, 22]参照）．
最後に定理 8.5の応用を述べる．

定義 8.8. Xを k上定義された射影多様体，W2(k)を長さ 2のWitt環とする．
(i) X̃ ×W2(k) k ∼= Xを満たすW2(k)上の平坦スキーム X̃を（p2を法とした）Xの持ち上げ（lifting of X (modulo p2)）という．
(ii) (i)の記号のもと，X̃の Frobenius射 FX̃ のXへの制限がXの Frobe-

nius射 FX と一致するとする．そのような X̃ が存在するとき，X を
F-liftableという．

F-liftable 多様体については，例えば [2, 1] を参照されたい．[2, Proposi-
tion 6.3.2]において，次が示された：
命題 8.9. Xをネフ接束をもつピカール数 1の非特異射影多様体とする．もし
Xが F-liftableならば，Xは射影空間 Pmと同型である．
この結果と定理 8.4, 8.5を合わせることにより，次の系を得る：

系 8.10. k上定義された非特異射影多様体Xに対し，Xの接束TXがネフとする．もしXがF-liftableならば，以下を満たすKX負な非特異収縮射ϕ : X → Mが存在する：
(i) M は ordinary Abel多様体のエタール商である；
(ii) ϕの任意のファイバーは射影空間の積と同型である．
この章の内容は元の論文 [26]以外に [66]により詳しく紹介されている．
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tional curves, Dynkin diagrams and Fano manifolds with nef tangent bundle. Math.
Ann., 361(3-4):583–609, 2015.

[43] David Mumford. Abelian varieties. Tata Institute of Fundamental Research Studies
in Mathematics, No. 5. Published for the Tata Institute of Fundamental Research,
Bombay; Oxford University Press, London, 1970.
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Linear systems on abelian varieties

via M-regularity of Q-twisted sheaves

ҏ౻ɹರ ∗

֓ཁ

Ξʔϕϧଟ༷ମ্ͷ๛ͳઢଋ Lʹର͠ɼ|L⊗2|جఈࣗ༝ɼ|L⊗3|ࣹӨਖ਼نͳͲͷ
ྑ͍ੑ࣭͕Γཱͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽPareschi-Popa Ξʔϕϧଟ༷ମ্ͷ࿈ͷM-

ਖ਼ଇੑͱ͍͏֓೦Λಋೖ͠ɼ্هͷ݁ՌͷҰൠԽͱͯ͠ |L⊗p+3| (Np)ͱ͍͏ੑ࣭Λຬͨ͢

͜ͱͳͲΛࣔͨ͠ɽPareschi-Popa ͷ݁Ռ |L| ࣗͷجఈࣗ༝ੑɼࣹӨਖ਼ੑنɼ(Np) ʹ

͍ͭͯద༻Ͱ͖ͳ͔͕ͬͨɼۙ࠷ Jiang-Pareschi ͕M-ਖ਼ଇੑΛ Q೧Ε࿈ʹ֦ுͨ͠
͜ͱͰ |L| ࣗͷੑ࣭ΛM-ਖ਼ଇੑΛ༻͍ͯௐΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹͳͬͨɽຊߘͰ͜ͷ

ʹؔ͢Δۙ࠷ͷਐలΛհ͢Δɽ

1 ಋೖ

ຊߘͰஅΒͳ͍ݶΓଟ༷ମͳͲดମK = K ্ఆٛ͞Ε͍ͯΔͷͱ͢Δɽ

ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ X ্ͷ๛ͳઢଋ Aʹର͠ɼ

(a) A⊗2 جఈࣗ༝ɼ

(b) A⊗3 ඇৗʹ๛ʢLefschetzʣɼ

ͱ͍͏͜ͱΑ͘ΒΕ͍ͯΔɽଞʹ 1990લ·ͰʹҎԼͷ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯͨɽ*1

(b)’ A͕ݻఆҼࢠʢfixed divisorʣΛͨ࣋ͳ͚Ε A⊗2 ඇৗʹ๛ʢେᔹ [Ohb87]ʣɼ

(c) A⊗3 ࣹӨਖ਼نʢখઘ [Koi76]ʣɼ

(d) A⊗3 ͕ఆΊΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ʹର͠ɼX ͷ੪࣍ΠσΞϧ IX  ͱࣜ࣍2 Ͱੜࣜ࣍3

͞ΕΔʢMumford [Mum66], Kempf [Kem89]ʣɼ

(d)’ A͕جఈࣗ༝ͳΒɼA⊗2 ͕ఆΊΔຒΊࠐΈX ↪→ PN ʹର͠ɼX ͷ੪࣍ΠσΞϧ IX 

ͱࣜ࣍2 Ͱੜ͞ΕΔʢKhaledࣜ࣍3 [Kha92]ʣɼ

(e) m ≥ 4ͳΒ A⊗m ͕ఆΊΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ʹର͠ɼX ͷ੪࣍ΠσΞϧ IX  Ͱࣜ࣍2

ੜ͞ΕΔʢMumford [Mum66], Kempf [Kem89]ʣɽ

∗ ԬࢁେֶࣗવՊֶڀݚՊɹ ito-atsushi@okayama-u.ac.jp
*1 ͜ΕΒͷ݁Ռͷ͍͔ͭ͘ʹඪʹؔ͢ΔదͳԾఆ͕͍͍͕ͭͯͨɼຊߘͰղઆ͢Δ݁ՌΛ༻͍ΔͱҙඪͰ
Γཱͭ͜ͱ͕Θ͔Δɽ



(c)ͱ (e)ͷҰൠԽͱͯ͠ɼLazarsfeldҎԼͷ༧Λཱͯͨɽ

༧ 1.1 (Lazarsfeld༧). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A)ͱ p ≥ 0ʹର͠ɼA⊗p+3ੑ࣭ (Np)

Λຬͨ͢ɽ*2

ͨͩ͠ੑ࣭ {(Np)}p≥0 ɼࣹӨଟ༷ମ Y ্ͷ๛ͳઢଋ H ʹରͯ͠ఆٛ͞ΕΔਖ਼ੑ

ͷ݅ྻͰ͋Γɼp͕େ͖͍΄Ͳ͕݅͘ڧͳΔɽ*3 ྫ͑

• (N0) ⇔ H ͕ࣹӨਖ਼نɼ

• (N1) ⇔ (N0)͔ͭ |H|Ͱ Y ΛࣹӨۭؒʹຒΊࠐΜͩͱ͖ͷ੪࣍ΠσΞϧ͕ Ͱੜࣜ࣍2

͞ΕΔɼ

Ͱ͋Δɽ·ͨ (N−1)
def⇔ H ఈࣗ༝ɼͱఆٛ͢Δͱ߹͕ྑ͍ͷͰɼҎ߱ج͕ (Np) p ≥ −1

ʹରͯ͑͠ߟΔɽ͢ΔͱɼLazarsfeld༧ͷ p = −1, 0, 1ͷ߹ͦΕͧΕ (a), (c), (e)ʹଞͳΒ

ͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δɽ

Pareschi [Par00]ɼภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A)ͱ X ্ͷϕΫτϧଋ F ʹର͠ɼࣗવͳࣸ૾

H0(X,A⊗k)⊗H0(X,F) → H0(A⊗k ⊗ F)

͕શࣹʹͳΔͨΊͷఆ๏ʢదͳίϗϞϩδʔ͕ফ͑Δͱ͍͏݅ʣΛ༩͑ɼͦΕΛ༻͍ͯ

Lazarsfeld ༧Λඪ 0 ্Ͱߠఆతʹղܾͨ͠ɽͦͷޙ Pareschi-Popa [PP03] Ξʔϕϧଟ

༷ମ্ͷ࿈ʹର͠ M-ਖ਼ଇੑͱ͍͏֓೦Λಋೖͯ͠ Pareschi ͷఆ๏Λվྑ͠ɼ(a)ʙ(e)ɼ

Lazarsfeld༧ͳͲͷطͷ݁ՌͷҰൠԽΛ༩͑ͨɽ

ɼJiang-Pareschiۙ࠷ [JP20] ͕ M-ਖ਼ଇੑΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A) ্ͷ Q ೧Ε࿈
F〈tA〉 := F ⊗ tAʢࣜܗతͳςϯιϧੵʣʹର֦ͯ͠ுͨ͜͠ͱͰɼΞʔϕϧଟ༷ମ্ͷઢଋͷ

ઢܥܗΛΑΓৄ͘͠ௐΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹͳͬͨɽຊߘͰ͜ͷʹؔ͢Δۙ࠷ͷਐలΛղ

આ͢Δɽ

*2 Ξʔϕϧଟ༷ମͱݶΒͳ͍ C ্ͷΒ͔ͳภۃଟ༷ମ (Y,H) ʹରͯ͠ɼʮm ≥ p + dimX + 2 ͳΒ
KY +mL (Np)Λຬ͔ͨ͢ʁʯͱ͍͏ҪʹΑΔ͍͕͋Δɽp = 0ͷ߹ɼ͜ͷ͍ʮm ≥ dimX + 2ͳ
ΒKY +mLࣹӨਖ਼͔نʁʯͱͳΓɼ౻ా༧ͷ very amplenessͷ෦ʮm ≥ dimX +2ͳΒKY +mL

 very ampleʯΑΓ͍ڧओுͰ͋ΔɽҪͷ͍ dimY = 1ͷ߹ [Gre84]ΑΓै͏͕ɼචऀͷΔݶΓ
dimY = 2, p = 0ͷ߹ͰະղܾͰ͋Δɽ

*3 ๛ͳઢଋ H ͕ੑ࣭ (Np) Λຬͨ͢ͱɼ͖࣍ SH =
⊕

m≥0 Sym
m H0(H) Ճ܈ͱͯ͠ͷஅ RH =⊕

m≥0 H
0(H⊗m)ͷۃখࣗ༝ղΛ

· · · → Ep → · · · → E1 → E0 → RH → 0, Ei $ ⊕jSH(−aij).

ͱ͢Δͱ͖ɼҙͷ 1 ≤ i ≤ p ͱ j ʹର͠ E0 = SH ͔ͭ aij = i+ 1 ͕Γཱͭ͜ͱͱఆٛ͞ΕΔɽ͜ͷࣗ༝
ղ͕ۃখͰ͋Δ͜ͱ͔Β aij ≥ i+ 1ৗʹΓཱͭͷͰɼ(Np)ͱ͍͏݅ RH ͷ p࣍·Ͱͷγδδʔ͕Ͱ͖Δ
͚ͩ؆୯ͳঢ়گʹͳ͍ͬͯΔɼͱ͍͏͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɽ



ँࣙ

ୈ 66ճֶγϯϙδϜʹ͓͚ΔߨԋͷػձΛͩͬͨ͘͞ੈਓͷօ༷ʹँײਃ্͛͠·͢ɽ

ຊߘͰղઆͨ͠චऀͷڀݚՊݚඅʢ17K14162ʣͷॿΛड͚͍ͯ·͢ɽ

2 M-ਖ਼ଇੑ

M-ਖ਼ଇੑͱɼPareschi-Popa [PP03]ʹΑΓಋೖ͞ΕͨΞʔϕϧଟ༷ମ্ͷ࿈ʹର͢Δ֓

೦Ͱ͋Γɼࣹ Ө্ۭؒͷCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇੑͷྨࣅͱΈͳͤΔɽCastelnuovo-Mumford

ਖ਼ଇੑదͳ࣍ߴͷίϗϞϩδʔ͕ফ͑Δ͜ͱͰఆٛ͞ΕΔ͕ɼM-ਖ਼ଇੑҎԼͷΑ͏ʹద

ͳ࣍ߴͷίϗϞϩδʔΛ༻͍ͯఆٛ͞ΕΔɽ

ఆٛ 2.1. Ξʔϕϧଟ༷ମ X ্ͷ࿈ F ͱ i ≥ 0ʹର͠ɼ

V i(F) = {α ∈ X̂ := Pic0(X) |hi(F ⊗ α) )= 0}

ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖

• F ͕GV
def⇔ ҙͷ i > 0ʹର͠ codimX̂ V i(F) ≥ iʢ[PP11a]ʣ,

• F ͕M-ਖ਼ଇ
def⇔ ҙͷ i > 0ʹର͠ codimX̂ V i(F) > iʢ[PP03]ʣ,

• F ͕ IT(0)
def⇔ ҙͷ i > 0ʹର͠ V i(F) = ∅ʢ[Muk81]ʣ

ͱఆΊΔɽ*4 ఆٛΑΓ GV͕࠷ऑ͘ɼIT(0)͕࠷͍ڧ݅Ͱ͋Δɽ

ྫ 2.2. X ΛΞʔϕϧଟ༷ମɼLΛ X ্ͷઢଋɼIo ⊂ OX Λݪ o ∈ X ʹରԠ͢ΔۃେΠσ

Ξϧͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖

(1) L͕ GV ⇔ L͕ωϑɼ L͕Mਖ਼ଇ ⇔ L͕ IT(0) ⇔ L͕๛ɽ

(2) L͕๛ͳΒ Io ⊗ L GVɽ͞Βʹ

Io ⊗ L͕M-ਖ਼ଇ ⇔ |L|͕ݻఆҼࢠΛͨ࣋ͳ͍ɼ
Io ⊗ L͕ IT(0) ⇔ L͕جఈࣗ༝ɽ

ఆཧ 2.3 (M-ਖ਼ଇੑఆ๏*5). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A)ͱ X ্ͷ࿈ F ʹର͠ɼ

(1) F ⊗A−1 ͕M-ਖ਼ଇ ⇒ F େҬੜɼ
(2) F ⊗A−2 ͕M-ਖ਼ଇ ⇒ k ≥ 2ʹର͠ H0(F)⊗H0(A⊗k) → H0(F ⊗A⊗k)શࣹɽ*6

*4 GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)ͦΕͧΕ generic vanishingɼҪਖ਼ଇɼIndex Theorem with index 0ͷུɽ
*5 [PP03, PP11b] Ͱςʔλ-ਖ਼ଇੑఆ๏ͱݺΕ͍ͯΔɽ[PP03] ͷຊདྷͷM-ਖ਼ଇੑఆ๏ɼ͋Δ෦ଟ༷ମ

Y ⊂ X ্ͷઢଋ Aͱ࿈ F ͰɼX ্ͷ࿈ͱͯ͠ A,F ⊗A−1 ͕ͲͪΒM-ਖ਼ଇͳΒ F େҬੜɼ
ͱ͍͏ͷͰ͋Δɽ

*6 k = 1 ͷ߹ҰൠʹΓཱͨͳ͍ɽA ͕ओภۃͷ߹ h0(A) = 1 ͳͷͰɼྫ͑ h0(F) < h0(F ⊗ A) ͳΒ
શࣹʹͳΓ͑ͳ͍ɽ



 2.4 (Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇੑ). ࣹӨۭؒ Pn ্ͷ࿈ G ͕ 0-ਖ਼ଇͱɼҙͷ i > 0

ʹର͠ hi(G(−i)) = 0͕Γཱͭ͜ͱͰ͋ͬͨɽఆཧ 2.3 Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇੑʹؔ͢

ΔҎԼͷ݁ՌͷྨࣅͱΈͳͤΔɿPn ্ͷ࿈ G ͕ 0-ਖ਼ଇͳΒɼ

(1) G େҬੜɼ
(2) k ≥ 0ʹର͠ H0(G)⊗H0(O(k)) → H0(G(k))શࣹɽ

ྫ 2.5. (X,A)ΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମɼL = A⊗m ͱ͢Δɽ

(1) m ≥ 2ͳΒ L⊗ A−1 = A⊗m−1 ๛ͳͷͰM-ਖ਼ଇͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ఆཧ 2.3 (1)ΑΓ

L = A⊗m m ≥ 2ͳΒେҬੜɼͭ·Γجఈࣗ༝Ͱ͋Δͱ͍͏ୈ 1અͷ (a)͕ಘΒΕΔɽ

(2) m ≥ 3ͳΒ L⊗ A−2 = A⊗m−2 ๛ͳͷͰM-ਖ਼ଇͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ఆཧ 2.3 (2)ΑΓ

k ≥ 2ʹର͠ H0(A⊗m)⊗H0(A⊗k) → H0(A⊗m+k)શࣹͰ͋Δɽಛʹ k = mk′ (k′ ≥ 1)ͷ

߹Λ͑ߟΔͱɼm ≥ 3ͳΒ L = A⊗m ࣹӨਖ਼نͰ͋Δͱ͍͏ୈ 1અͷ (c)͕ಘΒΕΔɽ

PareschiM-ਖ਼ଇੑఆ๏ͷݩʹͳͬͨఆ๏*7Λ༻͍ͯ Lazarsfeld༧ʢA⊗p+3  (Np)Λ

Έͨ͢ʣΛඪ 0্Ͱߠఆతʹղܾͨ͠ɽM-ਖ਼ଇੑఆ๏Λ༻͍ΔͱɼLazarsfeld༧͚ͩͰ

ͳ࣍͘ͷఆཧࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ*8

ఆཧ 2.6 ([PP04]). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A)ʹର͠ɼ*9 A͕ݻఆҼࢠΛͨ࣋ͳ͍ͱ͢Δɽ͜ͷ

ͱ͖

(1) p ≥ 1 ʹର͠ɼchar(K) ͕ p + 1 ͱ p + 2 ΛׂΓΒͳ͚ΕɼA⊗p+2 ੑ࣭ (Np) Λຬ

ͨ͢ɽ

(2) char(K) )= 2, 3ͳΒɼA⊗3 ʹΑΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ͷ੪࣍ΠσΞϧ Ͱੜࣜ࣍͞2

ΕΔɽ·ͨୈ 1અͷ (b)’ΑΓ A⊗2 ඇৗʹ๛Ͱ͋Δ͕ɼ͠ A⊗2 ͕ࣹӨਖ਼نͳΒ*10

A⊗2 ʹΑΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ͷ੪࣍ΠσΞϧ ͱࣜ࣍2 Ͱੜ͞ΕΔɽࣜ࣍3

ୈ 1અͷ (a)ʙ(e)ʹ͍ͭͯɼʢඪʹଟগԾఆͭ͘ͷͷʣM-ਖ਼ଇੑΛ༻͍ͯূ໌͢Δ͜ͱ

͕Ͱ͖Δ [PP04].

*7 େ·͔ʹ͏ݴͱɼఆཧ 2.3 (2)ͷ F ⊗A−2 ͕M-ਖ਼ଇͱ͍͏ԾఆΛ IT(0)ʹڧΊͨͷɽ
*8 ୈ 1અͷ (b)’, (d)’ Aʹదͳ݅ΛԾఆ͢Δͱ (b), (d)ͷ A⊗m ͷmΛm− Β͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɼͱ͍ݮʹ1
͏ओுͰ͋ͬͨɽఆཧ 2.6 ɼA ͳ͍ͱԾఆ͢Δͱͨ࣋ΛࢠఆҼݻ͕ Lazarsfeld ༧ͱ (e) ʹ͓͍ͯ A ͷࢦΛ
ҰͭݮΒ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δͱ͍͏͜ͱΛओு͍ͯ͠Δɽ

*9 චऀ͕֬ೝͨ͠ݶΓ [PP04]ʹ໌͞هΕ͍ͯͳ͍Α͏͕ͩɼp ≥ 1ͷԾఆඞཁͰ͋Δɽ࣮ࡍ p = 0ͷ߹ɼݻ
ఆҼࢠΛͨ࣋ͳ͍ AͰ A⊗2 ͕ (N0) =ࣹӨਖ਼نͰͳ͍Α͏ͳྫ͕ଘ͢ࡏΔɽ

*10 [PP04, p170, Corollary] ʹॻ͍͍ͯͳ͍͕ɼA⊗2 ͕ࣹӨਖ਼نͱ͍͏ԾఆඞཁͰ͋Δɽ࣮ࡍɼݻఆҼࢠΛͨ࣋
ͳ͍ AͰ A⊗2 ʹΑΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ͷ੪࣍ΠσΞϧ͕ ͱࣜ࣍2 Δɽ͢ࡏͰੜ͞ΕΔΑ͏ͳྫ͕ଘࣜ࣍4



3 Q೧Ε࿈ͷM-ਖ਼ଇੑ

ۙ࠷ Jiang-Pareschi [JP20] ɼGV, M-ਖ਼ଇ, IT(0) ͱ͍͏֓೦Λ Q ೧Ε࿈ʹର֦ͯ͠ு
ͨ͠ɿ

ఆٛ 3.1. ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,L)্ͷ Q೧Ε࿈*11 F〈tL〉 := F ⊗ tLʢࣜܗతͳςϯι

ϧੵʣʹର͠ɼF〈tL〉͕GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)
def⇔ µ∗

bF ⊗ L⊗ab ͕ GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)ɽ

ͨͩ͠ t = a
b  tͷදهͰ͋Γɼµb : X → X  bഒࣸ૾Ͱ͋Δɽ

 3.2. µ∗
bL ≡ L⊗b2 ͳͷͰɼ µ∗

bF ⊗ L⊗ab  F〈tL〉 = F ⊗ a
bLͷ µb ʹΑΔҾ͖͠ͱΈͳ͢͜

ͱ͕Ͱ͖Δɽ·ͨM-ਖ਼ଇͳͲͷੑ࣭ಉछʹΑΔҾ͖͠ͰෆมͳͷͰɼ্ͷఆٛ t = a
b ͷද

ΑΒͳ͍ɽʹه

ఆٛ 3.3 ([JP20]). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,L)ʹର͠ɼ

β(L) = β(X,L) := inf{t ∈ Q | Io〈tL〉  IT(0)}

Λ (X,L)ͷجఈࣗ༝ੑᮢ (basepoint-freeness threshold)ͱΑͿɽ*12 *13 *14

X ্ͷ࿈ F ʹର͠ɼ

• F〈t0L〉͕ GV ⇔ ҙͷ t > t0 ʹର͠ F〈tL〉 IT(0),

• F〈t0L〉͕ IT(0) ⇔ ेখ͍͞ ε > 0ʹର͠ F〈(t0 − ε)L〉͕ IT(0)

͕Γཱͭ [JP20]ɽ͜Εͱྫ 2.2͔Βɼβ(X,L)ʹؔ͢ΔҎԼͷੑ࣭͕ಘΒΕΔɿ

໋ 3.4 ([JP20]). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,L)ʹର͠ҎԼ͕Γཱͭɽ

(1) 0 < β(X,L) ≤ 1ɽ͞Βʹ β(X,L) < 1 ⇔ L͕جఈࣗ༝ɼ*15

(2) Io〈tL〉͕ GV ⇔ β(X,L) ≤ t,

(3) Io〈tL〉͕ IT(0) ⇔ β(X,L) < t.

*11 [JP20]ͰΑΓҰൠʹ F ͕ Db(X)ͷݩͰ͋Δ߹ʹఆٛ͞Ε͍ͯΔɽ
*12 ఆٛΑΓ β(X,L)࣮Ͱ͋Δɽຊࣥߘච࣌Ͱ β(X,L)͕ࢉܭͰ͖͍ͯΔྫͰͯ͢༗ཧͰ͋Δ͕ɼҰൠʹ
ແཧʹͳΓ͏Δ͔Ͳ͏͔ΒΕ͍ͯͳ͍ɽ

*13 IT(0)ͳͲͷੑ࣭ α ∈ X̂ Λςϯιϧͯ͠มΘΒͳ͍ɽ͕ͨͬͯ͠ β(X,L⊗ α) = β(X,L)͕Γཱͭɼ͢ͳ
Θͪ β(L) Lͷతಉྨʹରͯ͠ఆ·Δɽ

*14 IT(0)ͱదͳ࣍ߴͷίϗϞϩδʔ͕ফ͑Δ͜ͱͰ͋Δ͔Βɼʮβ(X,L)͕খ͍͞ ↔ খ͍͞ tͰ Io〈tL〉ͷ࣍ߴί
ϗϞϩδʔ͕ফ͑Δ ↔ L ͷਖ਼ੑ͕େ͖͍ʯͱͳΓɼβ(X,L)  L ͷਖ਼ੑΛଌΔෆมྔͱΈͳͤΔɽ࣮ࡍɼ
ઢଋͷਖ਼ੑΛଌΔෆมྔͰ͋ΔηγϟυϦఆ ε(X,L)ͱͷؒʹదͳෆࣜྨࣅͷ͕ؔ͋Δ [Ito20a].

*15 ఈࣗ༝ੑᮢͱ͍͏໊લ͜ͷੑ࣭ʹ༝དྷ͢Δɽͳ͓͜ͷ໊લج Caucci [Cau20]ʹΑΔɽ
ఆٛΑΓɼm ≥ 1ʹର͠ β(L⊗m) = m−1β(L)͕ै͏ɽΑͬͯ๛ͳ Q ҼࢠͷΫϥε l ∈ N1(X)Q ʹର
͠ β(l) := mβ(ml)ʢͨͩ͠ml ∈ N1(X)ʣͱఆٛͰ͖Δɽ͢Δͱ༗ཧ t > 0ʹର͠ β(L) < t ⇔ β(tL) < 1

͕ΓཱͭͷͰɼβ(L) < t “Qઢଋ tL͕جఈࣗ༝”ͱ͍͏݅ͩͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ



β(L) ͕খ͚͞Ε L  (Np) Λຬͨ͢ɼͱ͍͏ҎԼͷఆཧඪ 0 ͔ͭ p = −1, 0 ͷ߹

[JP20]ɼҰൠͷ߹ [Cau20]Ͱূ໌͞Εͨɿ

ఆཧ 3.5 ([JP20], [Cau20]). (X,L)ΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମɼp ≥ −1ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ β(X,L) <
1

p+2 ʢ͢ͳΘͪ Io〈 1
p+2L〉͕ IT(0)ʣͳΒ Lੑ࣭ (Np)Λຬͨ͢ɽ

ఆཧ 3.5ͷূ໌ͷεέον. p = −1ͷ߹໋ 3.4 (1) ΑΓै͏ɽΑͬͯجఈࣗ༝ͳ L ʹର

ͯ͠ p ≥ 0ͷ߹ΛࣔͤΑ͍ɽ͜ͷͱ͖ࣗવͳશࣹ H0(X,L) ⊗OX → L͕ଘ͢ࡏΔ͕ɼͦͷ

֩ML Λ༻͍ͯ͜ͷఆཧҎԼͷΑ͏ʹূ໌͞ΕΔɿ

L (Np)ΛΈͨ͢
(i)⇐ ҙͷ i, l > 0ʹର͠ Hi(M⊗p+1

L ⊗ L⊗l) = 0

(ii)⇐ M⊗p+1
L ⊗ L͕ IT(0)

(iii)⇐ ML〈 1
p+1L〉͕ IT(0)

(iv)⇔ Io〈 1
p+2L〉͕ IT(0).

ͳ͓ (i)ʙ(iv)ʹ͍ͭͯ

(i) ඪ 0ͰΑ͘ΒΕ͍͕ͯͨɼCaucci͕ҙඪͰΓཱͭ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

(ii) IT(0)ͷఆٛͱʮIT(0) ⊗ GV =IT(0)ʯ*16 [PP11b]ΑΓै͏ɽ

(iii) M⊗p+1
L ⊗ L = (ML〈 1

p+1L〉)
⊗p+1 ͱʮIT(0) ⊗ GV =IT(0)ʯΑΓै͏ɽ

(iv) Fourier–ҪมΛ༻͍ͯࣔ͞ΕΔɽ

ͳ͓ML〈 1
p+1L〉ͱ Io〈 1

p+2L〉Ͱ͕ҟͳ͍ͬͯΔ͕͜Εޡ২Ͱͳ͘ɼҰൠͷ 0 < t < 1ʹ

ର͠ɼIo〈tL〉͕ GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0) ⇔ ML〈 t
1−tL〉͕ GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)ɼ͕Γཱͭ͜ͱʹΑ

Δ [JP20]ɽ

ఆཧ 3.5 Lazarsfeld༧ͷਫ਼ີԽͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ࣮ࡍภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,A)ʹ

ର͠ɼ
β(A⊗p+3) = 1

p+3β(A) ≤ 1
p+3 < 1

p+2

ΑΓఆཧ 3.5͔Β A⊗p+3 ͕ (Np)ΛΈͨ͢͜ͱ͕Θ͔Δɽͱ͘ʹ Lazarsfeld༧ҙඪͰ

Γཱͭɽ

·ͨಉ༷ͷূ໌Ͱ੪࣍ΠσΞϧͷఆٛࣜʢΑΓҰൠʹ࣍ߴͷγδδʔʣͷ࣍ΛධՁ͢Δ͜ͱ͕

Ͱ͖ɼྫ͑ β(X,L) < 1
2 ͳΒ LʹΑΔຒΊࠐΈ X ↪→ PN ͷ੪࣍ΠσΞϧ ͱࣜ࣍2 ࣜ࣍3

Ͱੜ͞ΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

લઅͰड़ͨΑ͏ʹɼPareschi ʹΑΔ Lazarsfeld ༧ͷূ໌ M-ਖ਼ଇੑఆ๏Λ༻͍ͯҰൠ

Խɼਫ਼ີԽ͞Εͨʢఆཧ 2.3, 2.6ʣɽ͕ͨͬͯ͠ Q೧Ε࿈ʹؔ͢ΔM-ਖ਼ଇੑఆ๏Λ͑ߟΔ͜

ͱͰఆཧ 3.5ΛҰൠԽɼਫ਼ີԽͰ͖ͳ͍͔ʁͱ͍͏͍͕͑ߟΒΕΔɽ࣮͜ࡍΕҎԼͷఆཧ 3.6,

3.7ʹΑΓՄͰ͋Δɽ

*16 ਖ਼֬ʹɼہॴࣗ༝ E ͕ IT(0)ɼ࿈ F ͕GVͳΒ E⊗F  IT(0)ɼͱ͍͏ओுͰ͋ΔɽE〈sL〉⊗F〈tL〉 :=
(E ⊗ F)〈(s+ t)L〉ͱఆٛ͢Εɼಉ༷ͷओு͕ Q೧Ε࿈ʹରͯ͠Γཱͭɽ



ఆཧ 3.6 (Q೧Ε࿈Λ༻͍ͨM-ਖ਼ଇੑఆ๏ [Ito21b]). ภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,L)ʹର͠ɼ

t ≥ β(X,L)ͱͳΔ t ∈ QΛͱΔɽ*17 ͜ͷͱ͖ X ্ͷ࿈ F ʹର͠ҎԼ͕Γཱͭɽ

(1) F〈−tL〉͕M-ਖ਼ଇ ⇒ F େҬੜɼ
(2) t < 1͔ͭ F〈− t

1−tL〉͕M-ਖ਼ଇ ⇒ H0(F)⊗H0(L) → H0(F ⊗ L)શࣹɽ

ఆཧ 3.6 (1) Ͱ L = A, t = 1 ͱ͢Δͱఆཧ 2.3 (1) ͕ಘΒΕΔɽ·ͨఆཧ 3.6 (2) Ͱ L =

A⊗k, t = 1
2 ͱ͢Εఆཧ 2.3 (2)͕ಘΒΕΔɽ͕ͨͬͯ͠ఆཧ 3.6  t ≥ β(X,L)ͱͳΔ t ∈ QΛ

Δ͜ͱͰఆཧ͑ߟ 2.3Λਫ਼ີԽͨ͠ͷʹͳ͍ͬͯΔɽখ͍͞ t͕औΕΕɼ͢ͳΘͪ β(X,L)͕

খ͚͞Ε (1), (2)ͷ݅ऑ͘ͳΔ͜ͱʹҙ͢Δɽ

ఆཧ 3.6Λ༻͍Δͱɼp ≥ 1ͷͱ͖ఆཧ 3.5ͷ Io〈 1
p+2L〉͕ IT(0)ͱ͍͏ԾఆΛM-ਖ਼ଇʹऑΊ

Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɼͱ͍͏ҎԼͷఆཧ͕ࣔͤΔɽ͜Εఆཧ 2.6ͷҰൠԽʹͳ͍ͬͯΔɽ

ఆཧ 3.7. (X,L)ΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମɼp ≥ 1ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ Io〈 1
p+2L〉͕M-ਖ਼ଇͳΒ L

ੑ࣭ (Np)Λຬͨ͢ɽ

ఆཧ 3.7ͷূ໌ͷεέον. ূ໌جຊతʹఆཧ 3.5 ͷͦΕͱಉ͡Ͱ͋Δɽ࣮ࡍఆཧ 3.5 ͷূ໌

(i), (ii) ಉ͡Ͱɼ(iv) ʮIo〈 1
p+2L〉 ͕ M-ਖ਼ଇ ⇔ ML〈 1

p+1L〉 ͕ M-ਖ਼ଇʯʹஔ͖͑ΕΑ

͍ɽ͕ͨͬͯ͠ʮ(iii) ML〈 1
p+1L〉͕ IT(0) ⇒ M⊗p+1

L ⊗ L͕ IT(0)ʯΛ

(iii)’ ɹ p ≥ 1͔ͭML〈 1
p+1L〉͕M-ਖ਼ଇ ⇒ M⊗p+1

L ⊗ L͕ IT(0) *18

ʹஔ͖͑Εఆཧ 3.7͕ै͏ɽ(iii)’ ఆཧ 3.6Λ༻͍ͯࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Io ⊗ A͕M-ਖ਼ଇ ⇔ A͕ݻఆҼࢠΛͨ࣋ͳ͍ɼͰ͋ͬͨ͜ͱΛ͍ࢥग़͢ͱɼఆཧ 3.7͔Βఆ

ཧ 2.6͕ै͏ɽఆཧ 3.5ͱಉ༷ʹఆཧ 3.7ҙඪͰΓཱͭͷͰɼLazarsfeldͷ༧ͱಉ༷ʹ

ఆཧ 2.6ͷඪʹؔ͢ΔԾఆͣͤΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ

4 Io〈tL〉͍ͭ GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)͔ʁ

ఆཧ 3.5, 3.6, 3.7Λద༻͢ΔʹɼIo〈tL〉͕͍ͭ GV, M-ਖ਼ଇ, IT(0)ʹͳΔ͔ΛΔඞཁ͕͋

Δɽ͜ͷઅͰ͜ͷʹ͍ͭͯΒΕ͍ͯΔ͜ͱΛղઆ͢Δɽ

͜ͷઅͰஅΒͳ͍ݶΓK ͷඪ 0ΛԾఆ͢Δɽ

*17 ͭ·Γ Io〈tL〉͕ GVͱͳΔ t ∈ QΛͱΔɽβ(X,L)͕༗ཧͳΒ t = β(X,L)ͱ͢ΕΑ͍ɽ
*18 ҰൠʹʮM-ਖ਼ଇ ⊗M-ਖ਼ଇ = M-ਖ਼ଇʯ [PP11b]ʹΑΓࣔ͞Ε͍ͯΔ͕ɼ͜͜ͰML〈 1

p+1L〉Λ p+ 1 ≥ 2ճ

ςϯιϧͨ͠M⊗p+1
L ⊗ L ͕ IT(0)ʹͳΔ͜ͱΛࣔ͢ඞཁ͕͋Δɽ(iii)’  p = 0 ͷ߹Γཱͨͳ͍ͷͰɼ͜

͜Ͱ p ≥ 1ͱ͍͏ԾఆΛ͍ͯͬΔɽ



4.1 β(X,L)ͱ෦Ξʔϕϧଟ༷ମͱͷަ

౻ాͷجఈࣗ༝ੑ༧ɼΒ͔ͳࣹӨଟ༷ମ Y ্ͷ๛ͳઢଋ H ʹର͠ɼm ≥
dimY + 1ͳΒ KY +mLجఈࣗ༝Ͱ͋Δɼͱ͍͏ͷͰ͋Δɽ͜ͷҰൠԽͱͯ͠ Kollár

ʹΑΔҎԼͷ༧͕͋Δɿ

༧ 4.1 ([Kol93]). Β͔ͳ nࣹݩ࣍Өଟ༷ମ Y ্ͷ๛ͳઢଋ H ͱ y ∈ Y ʹର͠ɼ

(Hn) > nn ͔ͭɹҙͷ෦ଟ༷ମ y ∈ Z ⊂ Y ʹର͠ (HdimZ .Z) ≥ ndimZ

ͳΒKY +H  y Ͱجఈࣗ༝Ͱ͋Δɽ

ఈࣗ༝ੑ༧جా౻ dimY ≤ 5ͷ߹ʹɼ༧ 4.1 dimX ≤ 3ͷ߹ʹΓཱͭ͜ͱ͕

Θ͔͍ͬͯΔ [Rei88, EL93, Hel99, Kaw97, YZ20]ɽ

ҰํͰɼภۃΞʔϕϧۂ໘ͷ߹ҎԼ͕Γཱͭɽ

ఆཧ 4.2 ([KL19, Ito18]). (X,L)ΛภۃΞʔϕϧۂ໘ɼp ≥ −1ͱ͢Δɽ*19 (L2) > 4(p + 2)2 ͳ

ΒҎԼಉͰ͋Δɿ

(1) L (Np)ΛΈͨ͢ɽ

(2) ҙͷପԁۂઢ C ⊂ X ʹର͠ (L.C) > p+ 2.

༧ 4.1ͱఆཧ 4.2͔ΒɼචऀҎԼͷ͍*20 Λͨͯͨɿ

 4.3 ([Ito18]). (X,L)ΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମɼp ≥ 0ʹର͠ɼB = 1
p+2Lͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖

ҙͷ෦Ξʔϕϧଟ༷ମ {o} )= Z ⊂ X ʹର͠ (BdimZ .Z) > (dimZ)dimZ ͳΒ L (Np)ΛΈ

͔ͨ͢ʁ

͜ͷ͍ͱఆཧ 3.5͔ΒɼCaucciҎԼͷ͍Λͨͯͨɿ

 4.4 ([Cau20]). (X,L) ΛภۃΞʔϕϧଟ༷ମɼt > 0 ʹର͠ɼBt = tL ͱ͓͘ɽҙͷ෦

Ξʔϕϧଟ༷ମ {o} )= Z ⊂ X ʹର͠ (BdimZ
t .Z) > (dimZ)dimZ ͳΒ β(X,L) < t͕Γཱͭ

͔ʢͭ·Γ Io〈tL〉 IT(0)͔ʣʁ

ఆཧ 3.5ΑΓɼt = 1
p+2 ͷ߹Λ͑ߟΔͱ 4.4ͷ͕͑ߠఆతͳΒ 4.3ͷ͑ͦ͏Ͱ͋

Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ·ͨఆཧ 4.2ͷূ໌͔ΒɼdimX ≤ 2ͳΒ 4.4ͷ͑ߠఆతͰ͋Δ͜ͱ͕

ै͏ɽ 4.4ʹؔͯ͠ҎԼͷ͜ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔɽ

*19 [KL19, Ito18]Ͱ p ≥ 0ͷ߹ʹࣔ͞Ε͍ͯΔ͕ɼp = −1ͷ߹ಉ༷ͷূ໌ͰΓཱͭ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͘͠
 [Rei88]͔Βै͏ɽ

*20 ༧ 4.3Λ༧ 4.1ͱൺֱ͢Δͱɼ(i) ༧ 4.1ͷ ≥ ndimZ ͕ > (dimZ)dimZ ʹͳ͍ͬͯΔɼ(ii) Z ͱͯ͠෦
Ξʔϕϧଟ༷ମͷΈΛ͍ͯ͑ߟΔɼͱ͍͏ҧ͍͕͋Δɽ



ఆཧ 4.5. (1) dimX = 3ͳΒ 4.4ਖ਼͍͠ [Ito20a].

(2) (BdimZ
t .Z) > (dimZ)dimZ Λ (BdimZ

t .Z) > (2 dimZ)dimZ ʹஔ͖͑Ε 4.4 ਖ਼͠

͍ [Jia21]ɽ

ఆཧ 4.5 (1)Ͱ p = −1ͱ͢ΔͱɼҎԼͷ͕ܥಘΒΕΔɽ

ܥ 4.6. (X,L) Λ 3 Ξʔϕϧଟ༷ମͰۃภݩ࣍ dimH0(X,L) ≥ 5 Ͱ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ L

໘ۂఈࣗ༝Ͱ͋Δ͜ͱͱɼҙͷΞʔϕϧج͕ S ⊂ X ͱҙͷପԁۂઢ C ⊂ X ʹର͠

(L2.S) ≥ 6, (L.C) ≥ 2ΛΈͨ͢͜ͱಉͰ͋Δɽ*21

4.2 ҰൠͷʢgeneralͳʣภۃΞʔϕϧଟ༷ମ (X,L)

g Ξʔϕϧଟ༷ମۃภݩ࣍ (X,L) ʹର͠ɼ(X,L) ͷܕͱݺΕΔ d1|d2| · · · |dg ΛΈͨࣗ͢વ
ͷྻ (d1, . . . , dg) ͕ఆ·Δɽܕ (d1, . . . , dg) ΛҰͭݻఆ͢ΔͱɼʢదͳҙຯͰʣͦͷܕͷ g ࣍

Ξʔϕϧଟ༷ମۃภݩ (X,L) ΛύϥϝτϥΠζ͢ΔطͳϞδϡϥΠ͕ଘ͢ࡏΔɽ͕ͨͬͯ͠ɼ

(d1, . . . , dg)ܕͷҰൠͷʢgeneralͳʣ(X,L)ɼΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

β(X,L)্࿈ଓੑΛͭ࣋ɼ͢ͳΘͪภۃΞʔϕϧଟ༷ମͷ {(Xt, Lt)}ʹର͠ t 0→ β(X,L)

 Zariski Ґ૬ʹ্ؔͯ͠࿈ଓͰ͋ΔͷͰ [Ito20b]ɼҰൠͷ (X,L) ʹରͯ͠ β(X,L) ͷྑ͍

্ք͕ظͰ͖Δɽ࣮ࡍҎԼͷ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 4.7 ([Jia21]). (X,L)Λ (d1, . . . , dg)ܕͷ g Ξʔϕϧଟ༷ମɼpۃภݩ࣍ ≥ −1ͱ͢Δɽ͜ͷ

ͱ͖ҎԼͷ 3݅Λຬͨ͢ͳΒ β(X,L) < 1
p+2 ͕Γཱͭɽಛʹ L (Np)Λຬͨ͢ɿ

(1) d1 · · · dg > gg

g! (p+ 2)g,

(2) 1 ≤ i ≤ g − 1ʹର͠ di ≤ g
g−i (p+ 2),

(3) 1 ≤ i ≤ g ʹର͠ɼdimQ Hi,i(X,Q) = 1. ͨͩ͠Hi,i(X,Q) := Hi,i(X) ∩H2i(X,Q)༨

ݩ࣍ iͷ Hodgeྨશମͷͳ͢ϕΫτϧۭؒͰ͋Δɽ*22

ఆཧ 4.8 ([Ito20b]). (1, . . . , 1, d)ܕͷҰൠͷ g Ξʔϕϧଟ༷ମͱmۃภݩ࣍ ≥ 1ʹର͠ҎԼ

͕Γཱͭɽ

(1) d ≥ mg ⇔ β(X,L) ≤ 1
mɼͭ·Γ Io〈 1

mL〉͕ GV.

(2) d ≥ mg + · · ·+m+ 1 ⇒ β(X,L) < 1
mɼͭ·Γ Io〈 1

mL〉͕ IT(0)ɽ*23 *24 *25

*21 L͕جఈࣗ༝ͳΒ (L2.S) ≥ 6, (L.C) ≥ 2͕ͳΓͨͭ͜ͱ؆୯ʹΘ͔Δɽ
*22 ඇৗʹҰൠͷ (X,L)͜ͷԾఆΛຬͨ͢ɽ
*23 (2)ʹ͍ͭͯ [Ito21a]Ͱղઆ͍ͯ͠Δɽ
*24 ⇐ Γཱͨͳ͍ɽ࣮ࡍ g = 2 ͷ߹ɼd = 11 < 32 + 3 + 1 ͷͱ͖࣍ͷఆཧ 4.9 ʹΑΓ β(L) < 1

3 Ͱ͋Δɽ

·ͨ g = 2, d = 12 ͳΒ β(L) = 1
3 ͳͷͰ [Ito20b]ɼ(1) ͷΑ͏ͳʮd ≥ f(m, g)ʢ͋Δ m ͱ g ͷؔʣ ⇔

β(L) < 1
mʯͷܗͷओுΓཱͨͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δɽ

*25 ಛʹ p = 0ͷ߹Λ͑ߟΔͱɼFuentes Garćıa [FG05]ͷ༧ʮ(1, . . . , 1, d)ܕͷҰൠͷ g Ξʔϕϧଟ༷ۃภݩ࣍
ମ (X,L)ʹର͠ɼL͕ࣹӨਖ਼ن ⇔ d ≥ 2g+1 − 1ʯ͕Γཱͭ͜ͱ͕͍͑Δɽ



චऀఆཧ 4.8ͱ͍͔ͭ͘ͷطଘͷ݁Ռ͔Βɼ(1, . . . , 1, d)ܕͷҰൠͷ g Ξʔϕϧଟ༷ۃภݩ࣍

ମʹର͠

d > mg ⇔ Io〈 1
mL〉͕M-ਖ਼ଇ*26

͕Γཱ͔ͭʁͱ͍͏͍Λཱ͕ͯͨ [Ito21b]ɼ2ݩ࣍ͷ߹ۙ࠷ RojasʹΑΓߠఆతʹղܾ͞

Εͨɽͳ͓͜ͷ RojasʹΑΔ݁ՌҙඪͰΓཱͭɿ

ఆཧ 4.9 ([Roj21]). (X,L) Λ (1, d) ໘ͱ͠ɼXۂΞʔϕϧۃͷภܕ ্ͷҙͷҼࢠ D ʹର͠

2d | (L.D)Ͱ͋Δͱ͢Δʢྫ͑ X ͷϐΧʔϧ͕ 1ͳΒΑ͍ʣɽ͜ͷͱ͖ҎԼ͕Γཱͭɽ

(1) d͕ฏํͳΒ Io〈 1√
d
L〉 GV͕ͩM-ਖ਼ଇͰͳ͍ɽ

(2) d ͕ฏํͰͳ͍ͳΒɼIo〈 2y0

x0−1L〉  M-ਖ਼ଇͰ͋Δɽͨͩ͠ (x0, y0) ϖϧํఔࣜ

x2 − 4dy2 = 1ͷ࠷খղͰ͋Δɽ

ͱ͘ʹm ≥ 1ʹର͠ɼd > m2 ⇔ Io〈 1
mL〉M-ਖ਼ଇɼ͕Γཱͭɽ
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ɾඪ४ղߏͷ෦܈ཧͱGrothendieck
ᕆҪɹ૱ଠɹʢେࡕେֶใՊֶڀݚՊʣ

ຊߘɺʮୈ 66ճֶγϯϙδϜʯʹ͓͍ͯɺ2021 8݄ 31ʹߨ͕ࢲԋͨ͠༰
ͷใࠂͰ͋Δɻେ෦ࢲͷจ [As]ʹ͞هΕͨ݁Ռʹؔ͢ΔͷͰ͋ΓɺҰ෦ҏࢁम
ɻͮ͘جʹڀݚಉڞதͷߦਐࡏݱେֶʣͱͷژʢ౦ࢯ

1 ಋೖ

Ͱ͋Γɺ͜ΕɺମKݱͷදݩଟݩ࣍ݶɺ༗ڀݚͷओͳࢲ ্ͷ༗ݩ࣍ݶଟݩ

Aʹ͍ͭͯɺ༗ݩ࣍ݶՃݍ܈ mod Aͦͷ༗քಋདྷݍ Db(mod A)ͳͲͷݍΛ༻͍ͯɺଟݩ
 Aͷੑ࣭ΛௐΔͰ͋ΔɻͦͷͨΊɺ༗ݩ࣍ݶଟݩͷදݱʹ͓͍ͯɺඇಉܕͳ

ଟ͕ݩԿΒ͔ͷݍతੑ࣭Λڞ༗͢ΔͨΊͷ݅ΛٻΊΔ͜ͱɺجຊతͳ͍ͷҰͭͰ

͋Δɻ

ҎԼɺA, B ΛମK ্ͷ༗ݩ࣍ݶଟݩͱ͢Δɻ

·ͣɺ༗ݩ࣍ݶՃݍ܈ mod A, mod B ͱͯ͠ಉͰ͋Δͱ͖ɺAݍ͕ ͱ B ాಉ

(Morita equivalent)Ͱ͋Δͱ͍͏ɻAͱ B ͕ాಉͰ͋Δ͜ͱɺ༗ࣹݩ࣍ݶӨՃݍ܈

proj A, proj B ͷؒʹݍಉ͕ଘ͢ࡏΔͱ͍͏݅Ͱಛ͚ΒΕΔɻాಉΛ੍͢ޚΔ

ͷͱͯ͠ɺాࣹӨੜՃ܈ (Morita progenerator)͕͋Γɺ͜ΕࣹӨՃ܈ P ∈ proj A

ͰҙͷطࣹӨՃ͕܈ P ͷҼࢠͰ͋ΔΑ͏ͳͷΛ͢ࢦɻ

ಉݍ F : proj A → proj B ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖ɺF (P ) ∼= B ͱͳΔࣹӨՃ܈ P ∈ proj A Λ

ͱΕɺ͜ΕాࣹӨੜՃ܈Ͱ͋Γɺࣗݾ४ಉܕ EndA(P ) B ͱଟݩͱͯ͠ಉܕ

Ͱ͋ΔɻٯʹɺాࣹӨੜՃ܈ P ∈ proj Aʹ͍ͭͯɺB := EndA(P )ͱ͢Εɺݍಉ
HomA(P, ?) : proj A → proj B ͕ಘΒΕΔɻ

ྫ͑ɺn࣍ਖ਼ํྻߦશମ͕ͳ͢ Matn(K) (n ≥ 1)ɺମ K ࣗͱాಉͰ͋Δɻ

Matn(K)͕୯७Ͱ͋Δ͜ͱɺWedderburn–Artinͷఆཧ͔ΒಘΒΕΔɺΑ͘ΒΕͨ
͔ΒҰൠԽͨ͠ͷ͕ాಉͰ͋Δͱ͍͑Δɻ؍ͷݱͰ͋Δ͕ɺͦͷূ໌Λද࣮ࣄ

ͨͩɺA, B ͕ాಉʹͳΔ߹͘͝ݶΒΕ͓ͯΓɺ͜Ε͚ͩͰෆศͰ͋Δɻͦ͜

ͰɺRickard [Ri] ɺA ͱ B ͕ಋདྷಉ (derived equivalent) Ͱ͋Δͱ͍͏݅Λɺ༗ք
ಋདྷݍ Db(mod A)ͱ Db(mod B)͕ݍಉͰ͋Δͱ͍͏͜ͱͱͯ͠ಋೖͨ͠ɻRickardɺ
༗քϗϞτϐʔݍ Kb(proj A)ʹଐ͢ෳମ T ∈ Kb(proj A)Ͱɺಛఆͷ݅Λຬͨ͢ͷΛ
ෳମ (tilting complex)ͱݺͼɺAͱ B ͕ಋདྷಉͰ͋Δ͜ͱɺෳମ T ∈ Kb(proj A)Ͱ
EndKb(proj A)(T ) ͕ B ͱಉܕͱͳΔΑ͏ͳͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͱಉͰ͋Δ͜ͱΛূ໌͠

ͨɻRickardͷಋདྷಉɺBrenner–Butler [BB]ʹΑΔݹయతཧΛҰൠԽͨ͠ͷͰ
͋Δɻ
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͞ΒʹɺෳମΑΓ؇͍֓೦ͱͯ͠ɺKeller–Vossieck [KV] ʹΑΔ४ෳମ (silting
complex) T ∈ Kb(proj A)͕͋Δɻ͜ͷ߹ɺAͱ B := EndKb(proj A)(T )͕ಋདྷಉʹͳΔ
ͱݶΒͳ͍*1͕ɺ४ෳମʹਵ͢Δ Db(mod A)ͷ tߏ*2ͷ৺͕ mod B ͱݍಉʹͳ

Δ [IY]ͳͲͷؔ࿈ੑ͍ͯͬΔɻ
४ෳମΛ͑ߟΔརͱͯ͠ɺมҟͱ͍͏ૢ͕࡞४ෳମͷൣғͰࣗ༝ʹ͑ߦΔͱ͍͏

͜ͱ͕ɺ͛ڍΒΕΔɻΑΓਖ਼֬ʹɺ४ෳମ T, T ′ ∈ Kb(proj A)͕ɺͨͩҰͭͷطҼ
Ͱ͋Δͱ͖ɺTܕΛআ͍ͯಉࢠ ′  T ͷมҟ (mutation)Ͱ͋Δͱ͍͍ɺ४ෳମ T ͷҙ

ͷطҼࢠʹ͍ͭͯɺͦͷطҼࢠΛࣦ͏Α͏ͳมҟ T ′ ∈ Kb(proj A)͕ଘ͢ࡏΔɻ͜
ͷ࣮ࣄɺAihara–Iyama [AI]ʹΑͬͯূ໌͞Εͨɻ͞Βʹɺ2߲४ෳମͷൣғͰɺ֤
طҼࢠʹؔ͢ΔมҟҰҙతͰ͋Δ͜ͱ͕ɺAdachi–Iyama–Reiten [AIR]ͰಘΒΕͯ
͍Δɻ

ͯ͞ɺ্ K0(projܕͷಉ܈ͷGrothendieckݍ܈ӨՃࣹݩ࣍ݶΕͷ߹Ͱɺ༗͍ͣه A) ∼=
K0(proj B)͕༠ಋ͞ΕΔɻGrothendieck܈K0(proj A)ɺඇಉܕͳطࣹӨՃͪͨ܈શ
ମ P1, P2, . . . , Pn ͕ఆΊΔݩ [P1], [P2], . . . , [Pn]Λɺඪ४తͳجఈͱͯࣗͭ࣋͠༝Ξʔϕϧ
Ͱ͋Δ܈ [H]ɻҰํɺT ∈ 2-silt AͷඇಉܕͳطҼͪͨࢠશମ T1, T2, . . . , Tm ͕ఆΊΔݩ

[T1], [T2], . . . , [Tm] ∈ K0(proj A)·ͨɺK0(proj A)ͷجఈͰ͋Δ͜ͱ͕ɺAihara–Iyama
[AI]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɻಛʹɺࣗ༝Ξʔϕϧ܈ͷ֊ͷҰҙੑ͔Βɺm = nͰͳͯ͘

ͳΒͣɺ४ෳମͷඇಉܕͳطҼࢠͷݸҰఆͰ͋Δɻ

ͦ͜Ͱɺ࣮ Grothendieck܈K0(proj A)R := K0(proj A) ⊗Z R ∼= Rn ʹ͓͍ͯɺجຊత 2
߲४ෳମ T =

⊕n
i=1 Ti ∈ 2-silt Aʢ֤ Ti طʣʹਵ͢Δਲ਼ C+(T ), C(T )Λɺ

C+(T ) :=
n∑

i=1
R>0[Ti], C(T ) :=

n∑

i=1
R≥0[Ti]

Ͱఆٛ͢Δɻ͜͜Ͱɺجຊత (basic)ͱ i &= j ͷͱ͖ Ti &∼= Tj Ͱ͋Δͱ͍͏ҙຯͰ͋Δɻ

ਲ਼ C(T )ͨͪɺඇಉܕͳ 2߲४ෳମͷྨʹ༗༻Ͱ͋ΔɻͳͥͳΒɺඇಉܕͳ 2߲
४ෳମ T, T ′ ʹ͍ͭͯɺC+(T ) ∩ C(T ′) = ∅Ͱ͋Δɺͭ·Γɺඇಉܕͳ 2߲४ෳମͷਲ਼
ಉ࢜෦Ͱܾͯ͠ަΘΒͳ͍ͱ͍͏͜ͱ͕ɺDemonet–Iyama–Jasso [DIJ]ͷ݁Ռͱ͠
ͯɺಘΒΕ͍ͯΔ͔ΒͰ͋Δɻ

·ͨɺ2 ߲४ෳମͷਲ਼ King [Ki] ʹΑΔՃ܈ M ∈ mod A ͷ҆ఆੑ݅ (stability
condition) ͱؔ࿈͢Δɻ͜ͷ҆ఆੑ݅ɺM ͷՃ܈ͷݩ࣍ϕΫτϧʹؔ͢Δɺθ ʹ

ґଘͨ͠ઢܕෆࣜͰ͋Γɺ[Ki]ͰᝪදݱͷϞδϡϥΠۭؒͷߏʹ༻͍ΒΕͨɻ͞Βʹɺ

*1 ඍ͖࣍ଟݩʢDGଟݩʣE := EndKb(proj A)(T ) Λ͑ߟΔͱɺE ͷ༗ݩ࣍ݶಋདྷ͕ݍ Db(mod A)
ͱݍಉʹͳΔ [Ke, KY]ɻT ෳମͰ͋Ε͕ DGଟݩͱͯ͠ E ͱ B ٖಉܕͰ͋Δɻ

*2 tߏͦͷͷ Bĕılinson–Bernstein–Deligne [BBD]ʹΑΓఆٛ͞Εͨɻ४ෳମʹਵ͢Δ tߏ
Koenig–Yang [KY]͕ಋೖͨ͠ɻ
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Baumann–Kamnitzer–Tingley [BKT]ɺલࣹӨతଟݩͷ߹ʹਲ਼ͱ҆ఆੑ݅ͷؔ
Λ͑ߟΔ͜ͱͰɺྔ܈ࢠͷ݁থجఈͷڀݚΛͨͬߦɻ

ਲ਼ͷྫΛ؆୯ͳଟݩͷ߹ʹͯݟΈΑ͏ɻ

ྫ 1.1 A := K(1 → 2)ͱ͢Δͱ͖ɺ

A = ( 0 → P1 ) ⊕ ( 0 → P2 ),
T = ( 0 → P1 ) ⊕ ( P2 → P1 ),
U = ( P2 → 0 ) ⊕ ( P2 → P1 ),
V = ( P1 → 0 ) ⊕ ( 0 → P2 ),

A[1] = ( P1 → 0 ) ⊕ ( P2 → 0 )

ɺͯ͢ 2 ߲४ෳମͱͳΔɻ͜ΕΒ 5 ͭͷ 2 ߲४ෳମʹ͍ͭͯɺਲ਼ C(T ) Λ࣮
Grothendieck܈K0(proj A)R ∼= R2 ʹදࣔ͢Δͱɺ

C(A)

C(T )

C(U)

C(V )

C(A[1])

[P1]

[P2]

[P1]−[P2]−[P2]

−[P1]

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!

ͱͳΓɺਲ਼͕࣮ͨͪ Grothendieck܈ΛຒΊਚ͍ͯ͘͠Δ͜ͱ͕Θ͔ΔɻΏ͑ʹɺ্هͷ΄
ຊతجʹ͔ 2߲४ෳମଘ͠ࡏͳ͍ɻ

͜ͷྫ͔Βɺجຊత 2 ߲४ෳମʹਵ͢Δਲ਼ C(T ) Λ༻͍ͯɺ࣮ Grothendieck ܈
K0(proj A)R ͷ෦ߏΛఆΊΔͱ͍͏ൃɺࣗવͳͷͰ͋Δɻͨͩ͠ɺਲ਼ C(T )ͨͪ
࣮ Grothendieck܈K0(proj A)R શମΛ෴͏ͱݶΒͳ͍ͨΊɺ͜ͷ··ͰෆશͰ͋
Δɻͦ͜Ͱɺਲ਼ͷΘΓʹɺՃ܈ͷ҆ఆੑ݅Λ༻͍ͯɺ࣮ Grothendieck܈K0(proj A)Rͷ
෦ߏΛಋೖ͢Δɻ͜ͷ෦ߏɺਲ਼͕ఆΊΔ෦ߏͷนΛ૿ͨ͠ͷͰ͋Γɺਲ਼ͷ

෦ C+(T )ͲͪΒͷ෦ߏʹ͓͍ͯɺ෦Ͱ͋Δ͜ͱ͕ɺBrüstle–Smith–Treffinger
[BST]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɻҎ߱ɺຊߘͰɺ҆ఆੑ݅ʹΑΔ෦ߏͷΈΛ͑ߟΔɻ
ྫ͑ɺA = K( 1 2!!!!!! )Ͱ͋Δ߹ʹɺK0(proj A)R ͷ෦ߏͷ֓ܗҎԼͷΑ
͏ʹͳΔɻ
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െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

͜͜ͰɺӈԼͷֻ͚෦ʹɺน͕ͨͪີʹଘ͢ࡏΔͨΊɺ͜ͷ෦ʹ෦ଘͤࡏ

ͣɺΑͬͯɺ2߲४ෳମͷਲ਼ଘ͠ࡏͳ͍ɻҰํɺͯ͢ͷ෦ɺ2߲४ෳମͷਲ਼ͱ
Ε͍ͯΔɻ͞ݱ࣮ͯ͠

͜ͷΑ͏ͳɺʮ෦͕ͯ͢ 2߲४ෳମʹରԠ͢Δਲ਼Ͱਚ͘͞ΕΔʯͱ͍͏ݱɺ͍
͔ͳΔ༗ݩ࣍ݶଟݩʹ͍ͭͯɺཱ͢Δɻ͜ΕΛຊߘͰͷओ݁Ռͱ͠ɺຊจதͰΑΓৄ

͘͠ղઆ͢Δɻ

ఆཧ 1.2 K0(proj A)R ͷ෦ߏʹ͓͚Δ෦ɺඞͣ C+(T ) (T ∈ 2-silt A) ͷܗʹॻ
͚Δɻ

҆ఆੑ݅ʹΑΔ෦ߏɺ΄͔ͷ߹ͤతߏͱؔ࿈͕͋Δɻྫ͑ɺQ͕ඇྠ

ঢ়ͳ༗ݶᝪͰ͋ΓɺA͕ಓଟݩ KQͰ͋Δͱ͖ɺK0(proj A)R ͷ෦ߏɺᝪ Qͷஂ

ܗཚਤࢄ (cluster scattering diagram)ʹҰக͢Δ͜ͱΛɺBridgeland [B]͕͍ࣔͯ͠Δɻ·
ͨɺA͕ DynkinܕલࣹӨతଟݩͳΒɺK0(proj A)R ͷ෦ߏɺରԠ͢ΔWeyl܈
͕ఆΊΔ෦ߏʹҰக͢Δɻ͜ΕɺMizuno [M]ͷ݁ՌͰ͋Δɻ

ઃఆ

ຊߘͰɺK Λମͱ͠ɺAΛ༗ݩ࣍ݶ K ଟݩͱ͢ΔɻC Ͱ͋ݍ֯ࡾΔ͍͋ݍશ͕
Δͱ͖ɺͦͷ Grothendieck܈ΛK0(C)ͱ͢هɻ·ͨɺK0(C)R := K0(C) ⊗Z Rͱ͓͖ɺ͜
ΕΛ࣮Grothendieck܈ͱ͍͏ɻproj AΛ༗ࣹݩ࣍ݶӨ AՃ܈શମͷݍͱ͠ɺKb(proj A)Λ
proj A্ͷ༗քෳମͷϗϞτϐʔݍͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺK0(proj A)ͱ K0(Kb(proj A))ࣗ
વʹಉҰ͞ࢹΕɺطࣹӨՃ܈ͷಉྨܕશମ P1, P2, . . . , Pn ͕ఆΊΔݩΛΞʔϕϧ܈ͷج

ఈͱͯͭ࣋͠ɻಉ༷ʹɺmod AΛ༗ݩ࣍ݶ AՃ܈શମͷݍͱ͠ɺDb(mod A)Λ mod A্

ͷ༗քෳମͷಋདྷݍͱ͢ΔͱɺK0(mod A) ∼= K0(Db(mod A)) ɺ୯७Ճ܈ͷಉྨܕશମ
S1, S2, . . . , Sn ͕ఆΊΔݩΛΞʔϕϧ܈ͷجఈͱͯͭ࣋͠ɻޙͷ߹্ɺҙͷ iʹ͍ͭͯ

શࣹ Pi → Si ͕ଘ͢ࡏΔΑ͏ʹɺఴ͑ࣈΛ͚ସ͓͑ͯ͘ɻ
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2 ४උ

·ͣɺEulerࣜܗͷఆٛΛ෮श͢Δɻ

ఆٛ 2.1 Eulerࣜܗ (Euler form)ͱɺZઢࣜܗܕ

〈!, ?〉 : K0(proj A) × K0(mod A) → Z

Ͱɺҙͷ T ∈ Kb(proj A)ͱ X ∈ Db(mod A)ʹ͍ͭͯɺ

〈T, X〉 =
∑

k∈Z
(−1)k dimK HomDb(mod A)(T, X[k])

ͱ͍͏ࣜΛຬͨ͢ͱ͍͏݅Ͱఆ·Δͷͷ͜ͱͱ͢Δɻ

વͳ͕ΒɺEuler ࣮ࣜܗ Grothendieck ֦ுͰ͖Δɻ্ͷఆٛͦͷͷΑΓɺ܈
ॏཁͰ͋Δɻ͕࣮ࣄͷ࣍

໋ 2.2 K0(proj A)ͷجఈ (Pi)n
i=1 ͱK0(mod A)ͷجఈ (Si)n

i=1 ɺEulerࣜܗʹؔͯ͠
ਖ਼ͷεΧϥʔഒΛআ͘ରجఈͰ͋ΔɻΑΓਖ਼֬ʹɺҙͷ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}ʹର͠ɺ

〈Pi, Sj〉 =
{

dimK EndA(Sj) (i = j)
0 (i &= j)

.

͕ͨͬͯ͠ɺK0(proj A)R  K0(mod A)R ͷର RઢۭؒܕͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ֤
θ ∈ K0(proj A)R ͕༠ಋ͢Δ Rઢࣜܗܕ 〈θ, ?〉 : K0(mod A)R → RΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɺ͜
Ε θ ͱ͍͏ه߸Ͱද͢ɻ

3 ෦ߏ

͜ͷষͰ҆ఆੑ݅ʹΑΔ෦ߏʹ͍ͭͯௐΔɻ·ͣɺ෦ߏͷఆٛΛड़Δͨ

ΊʹɺKing [Ki]ʹΑΔ҆ఆੑ݅Λ͢هɻ

ఆٛ 3.1 [Ki, Definition 1.1] θ ∈ K0(proj A)R, M ∈ mod Aͱ͢Δɻ

(1) M ͕ θ ҆ఆ (θ-semistable)Ͱ͋Δͱɺθ(M) = 0͔ͭM ͷҙͷՃ܈ N ʹ

ର͠ θ(N) ≥ 0Ͱ͋Δ͜ͱͱ͢Δɻ
(2) M ͕ θ҆ఆ (θ-stable)Ͱ͋Δͱɺθ(M) = 0͔ͭM ͷҙͷՃ܈ N &= 0, M ʹ

ର͠ θ(N) > 0Ͱ͋Δ͜ͱͱ͢Δɻ
(3) ෦ݍ Wθ ⊂ mod A Λ θ ҆ఆͳՃ܈શମͱఆΊɺ͜ΕΛ θ ҆ఆ෦ݍ (θ-

semistable subcategory)ͱݺͿɻ
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҆ఆ෦ݍͷجຊతͳੑ࣭Λ͍͔ͭ͛͘ڍΔɻ

ҙ 3.2 θ ∈ K0(proj A)R ͱ͢Δɻ

(1) Wθ  mod Aͷେ෦ݍͰ͋Δɻͭ·ΓɺWθ ֩ɺ༨֩ɺ֦େΛͱΔૢ࡞Ͱด͡

͍ͯΔɻ

(2) [Ru, HR] Wθ ͞༗ݶͷΞʔϕϧݍͰ͋ΓɺJordan–Hölderͷੑཱ࣭͕͢Δɻ
(3) M ͕Wθ ͷ୯७ରͰ͋Δͱ͍͏͜ͱɺM ͕ θ ҆ఆͳՃ܈Ͱ͋Δ͜ͱͱಉͰ

͋Δɻ͜ͷͱ͖ɺM ࿃נ (brick)ɺ͢ͳΘͪ EndA(M)͕ࣼମͰ͋ΔΑ͏ͳՃ܈ͱ
ͳΔɻ

҆ఆੑ݅Λ༻͍ͨนͷఆٛҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɻ

ఆٛ 3.3 M ∈ mod AΛ 0Ͱͳ͍Ճ܈ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖น (wall) ΘM ⊂ K0(proj A)R Λɺ

ΘM := {θ ∈ K0(proj A)R | M ∈ Wθ} ⊂ Ker〈!, M〉

ͰఆΊΔɻ

ΘM ⊂ K0(proj A)R ɺM ͷՃ܈ͷҼࢠʹґଘ͢Δɺ༗ݸݶͷઢܕෆࣜͰܾఆ

͞ΕΔ෦ू߹Ͱ͋Δ͔ΒɺEuclidۭؒK0(proj A)R ͷ༗ཧଟ໘ਲ਼Ͱ͋Δɻಛʹɺน ΘM

ͷݩ࣍ dim ΘM Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ఆ্ٛɺ0Ͱͳ͍ͯ͢ͷՃ܈ʹ͍ͭͯนΛ͍ͯ͑ߟΔ͕ɺ෦ߏΛ͑ߟΔʹ͋ͨͬ
ͯແବ͕ଟ͍ɻྫ͑ɺΘM⊕N = ΘM ∩ ΘN ͱͳΔ͜ͱ͔ΒɺطͳՃ܈ͷΈΛ͑ߟ

Εɺ෦ߏܾ·ΔɻΑΓ͘ڧɺ࣍ͷੑ࣭͕Γཱͭɻ

ิ 3.4 [As, Proposition 2.8] M ∈ mod AΛ 0Ͱͳ͍Ճ܈ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ࿃נ S Ͱ

dim ΘS = n − 1͔ͭ ΘS ⊃ ΘM ͷͷ͕ଘ͢ࡏΔɻ

ͭ·Γɺ࿃נͷಉྨܕશମ͕ͳ͢ू߹Λ brick A ͱॻ͚ɺ࿃נʹର͢Δน ΘS (S ∈
brick A)ͷΈͰɺ෦ߏΛΔʹेͰ͋Δɻ͜ͷํͰɺ؆୯ͳྫΛݟΑ͏ɻ

ఆٛ 3.5 (1) A Λಓଟݩ K(1 → 2) ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖࿃נ S2, P1, S1 ͷ 3 ͭͰ͋Γɺ
ͦͷ֤ʑʹର͢ΔนҎԼͷΑ͏ʹͳΔɻ

[P1]

[P2]

[P1]−[P2]−[P2]

−[P1]
ΘS2

ΘP1

ΘS1

!!
!!

!!
!!

!!
!!
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(2) A = K( 1 2!!!! )ͱ͢Δɻ͜ͷ߹ɺۃେͳนɺ

• R[P1],R[P2];
• R≥0((i + 1)[P1] − i[P2]),R≥0(i[P1] − (i + 1)[P2]) (i ∈ Z≥1);
• R≥0([P1] − [P2])

Ͱ༩͑ΒΕɺ෦ߏҎԼͷΑ͏ʹͳΔɻ

െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

ಛʹແݸݶͷ෦͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻ

(3) A = K( 1 2!!!!!! ) ͱ͢Δɻྻ (si)∞
i=0 Λɺs0 := 0, s1 := 1, si := 3si−1 − si−2

(i ≥ 2)ͰఆΊΔ*3ͱɺۃେͳนɺ

• R[P1],R[P2];
• R≥0(si+1[P1] − si[P2]),R≥0(si[P1] − si+1[P2]) (i ∈ Z≥1),
• R≥0([P1] − q[P2]) (q ∈ Q ∩ ((3 −

√
5)/2, (3 +

√
5)/2))

Ͱ͋Γɺ෦ߏҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɻ

െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

͔ͳΓͮݟΒ͍͕ɺ͜ͷ߹Ͱɺແݸݶͷ෦͕ଘ͢ࡏΔɻҰํɺֻ͚෦ʹน͕

ີʹଘ͢ࡏΔͨΊɺ͜͜ʹ෦ͳ͍ɻ

*3 ϑΟϘφονྻͷ߲Λ ΕΔݱʹඈ͠ʹͨ͠ྻʹͳΔɻԼݸ1 (3 ±
√

5)/2ɺԫۚൺͷ 2ͱͦͷٯ
Ͱ͋Δ͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɻ
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͜͜·Ͱ෦ͱ͍͏ݴ༿Λਤ͔Βஅ͖͕ͯͨ͠ɺͦͷਖ਼֬ͳఆٛ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ

ఆٛ 3.6 [BST, Definition 3.3] ҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ

(1) ෦ू߹Wall ⊂ K0(proj A)R Λɺͯ͢ͷ ΘM ͷू߹
⋃

M∈mod A\{0} ΘM ͱఆΊ

Δɻ͜Ε
⋃

S∈brick A ΘS ʹҰக͢Δɻ

(2) C ⊂ K0(proj A)R Λ෦ू߹ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺC ͕K0(proj A)R ͷ෦ (chamber)
Ͱ͋ΔͱɺC ͕։ू߹ K0(proj A)R \ Wallͷ࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱͱఆΊΔɻ·ͨɺ
Chamber(A)Ͱશͯͷ෦͔ΒͳΔू߹Λද͢ɻ

ఆ͔ٛΒɺͯ͢ͷ෦ͷू߹
⋃

C∈Chamber(A) C ɺดแWallͷิू߹Ͱ͋ΔɻΏ͑
ʹɺθ ∈ K0(proj A)R ʹ͍ͭͯɺθ͕ଐ͢෦͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱɺθͷ։ۙͰนͱҰަΘ

Βͳ͍ͷ͕ͱΕΔ͜ͱ͕ඞཁेͰ͋Δɻ

4 తͶ͡Εର

લষͰఆٛͨ͠෦ߏʹ͍ͭͯɺΑΓৄ͘͠ௐΔͨΊɺBaumann–Kamnitzer–Tingley
ʹΑΔతͶ͡ΕରΛ༻͍Δɻ

ఆٛ 4.1 [BKT, Subsection 3.1] ҙͷ θ ∈ K0(proj A)R ʹର͠ɺతͶ͡Εର (numer-
ical torsion pair) (T θ, Fθ), (Tθ, Fθ)Λɺ

T θ := {M ∈ mod A | ҙͷՃ܈ N ʹର͠ θ(N) ≥ 0},

Fθ := {M ∈ mod A | ҙͷ෦Ճ܈ L &= 0ʹର͠ θ(L) < 0},

Tθ := {M ∈ mod A | ҙͷՃ܈ N &= 0ʹର͠ θ(N) > 0},

Fθ := {M ∈ mod A | ҙͷ෦Ճ܈ Lʹର͠ θ(L) ≤ 0}

Ͱఆٛ͢Δɻ

ఆ͔ٛΒ໌Β͔ʹWθ = T θ ∩ Fθ Ͱ͋Δɻ

ͷه্ 2छྨͷతͶ͡ΕରΛ༻͍ͯɺK0(proj A)R ΛೖΕΔɻͷಉؔ࣍ʹ

ఆٛ 4.2 θ, θ′ ∈ K0(proj A)R ͕ TF ಉ (TF equivalent) Ͱ͋Δͱɺ(T θ, Fθ) =
(T θ′ , Fθ′)͔ͭ (Tθ, Fθ) = (Tθ′ , Fθ′)Ͱ͋Δ͜ͱͱఆΊΔɻ

વͳ͕ΒɺͶ͡Εରͷఆ͔ٛΒɺT θ = T θ′ ͔ͭ Fθ = Fθ′ Ͱ͋Εɺθ ͱ θ′  TFಉ
ͱͳΔɻ

؆୯ͳྫͰ TFಉྨΛܾఆͯ͠ΈΔɻ

ྫ 4.3 A = K(1 → 2) ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖طՃ܈ͷಉྨܕɺ
S2

P1
S1
ͷ 3 ͭͰ͋
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Δ*4ɻT θ, Fθ ͱʹɺҼࢠΛͱΔૢ࡞ʹ͍ͭͯด͍ͯ͡Δ͜ͱ͔Βɺ֤طՃ͕܈

͓ͷ͓ͷͷ෦ݍʹଐ͍ͯ͠Δ͔൱͔Λɺଐ͢Ճ܈ •Ͱɺͦ͏Ͱͳ͍Ճ܈ ◦Ͱஔ͖͑
ͯදࣔ͢Δ͜ͱͰɺT θ, Fθ Λද͢ɻ͜ͷදࣔ๏ͷͱͰɺT θ ͱ Fθ ͷͦΕͧΕҎԼ

ͷΑ͏ʹͳΔɻ

െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

྆ऀɺ͓͓ΉͶͨࣅΑ͏ͳׂͷܗʹͳ͍ͬͯΔ͕ɺڥք෦ʹ͍ͭͯɺ͔ͳΓҟͳͬ

͓ͯΓɺ݁Ռͱͯ͠ɺTFಉྨԼͷਤͷ Ͱ͋Δɻݸ11

െ ଵܲ ଵܲ

ଶܲ

െ ଶܲ

্ͷྫͰಘͨ TFಉྨɺ෦ߏͱΑͨ͘ࣅਤͩͱ͏ࢥಡऀ͍ΔͰ͋Ζ͏ɻ͜Ε
ҰൠతʹΓཱ࣮ͭࣄͰ͋ΓɺఆࣜԽ͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹͳΔɻͳ͓ɺ[θ, θ′] θͱ θ′ Λ݁

Ϳઢͷ͜ͱͰ͋Δɻ

ఆཧ 4.4 [As, Theorem 2.17] ҟͳΔݩ θ, θ′ ∈ K0(proj A)R ʹରͯ͠ɺ࣍ಉͰ͋Δɻ

(a) θ ͱ θ′  TFಉͰ͋Δɻ
(b) ઢ [θ, θ′]্ͷ֤ θ′′ ʹର͠ɺWθ′′ ҰఆͰ͋Δɻ

(c) ࿃נ S ∈ brick AͰ [θ, θ′]͕ ΘS ͱͨͩҰͰަΘΔͷଘ͠ࡏͳ͍ɻ

·ͨɺ෦ߏʹ͓͚Δ෦ʹ͍ͭͯɺTF ಉྨΛ༻͍ͯಛ͚͕ՄͰ͋Δɻ
TFn(A)Ͱ෦͕ۭͰͳ͍Α͏ͳ TFಉྨશମͷू߹ͱ͢Δɻ

*4 ͜ͷΑ͏ͳܗʹฒ͍ͯΔͷɺAuslander–Reitenᝪ͕͜ͷ͔ͩܗΒͰ͋Δɻ
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ܥ 4.5 [As, Corollary 2.21] શ୯ࣹ Chamber(A) → TFn(A)͕ɺ෦ C Λ C ΛؚΉ།Ұ

ͷ TFಉྨʹࣸ͢ͱ͍͏ରԠͰఆ·Δɻ

ࣸ૾Ͱ͋Δ͜ͱΛ߃ͷষͰ࣮͜Ε͕࣍ 2߲४ෳମΛ༻͍ͯࣔ͢ɻ

5 2߲४ෳମͷਲ਼
͜ͷষͰɺ෦͕ۭͰͳ͍ TFಉྨΛಘΔํ๏ͱͯ͠ɺKb(proj A)ͷ 2߲४ෳମΛ
༻͍Δɻ

U ∈ Kb(proj A) ͱ͢Δͱ͖ɺU ͕ 2 ߲ (2-term) Ͱ͋ΔͱɺU ͕ −1 ൪ͱ 0 ൪ͷ
߲Ҏ֎ 0Ͱ͋ΔΑ͏ͳෳମ P −1 → P 0 ʹ Kb(proj A)ͰಉܕͰ͋Δ͜ͱΛ͢ࢦɻ·ͨɺU

ຊతج͕ (basic)Ͱ͋ΔͱɺU ͷطҼ͍ޓ͕ͪͨࢠʹඇಉܕͰ͋Δ͜ͱΛ͍͍ɺ͜ͷ

ͱ͖ɺ|U |Ͱ U ͷطҼࢠͷݸΛද͢ɻ

ఆٛ 5.1 [KV] U Λ 2߲ෳମͱ͢Δɻ

(1) U ͕ 2߲લ४ෳମ (2-term presilting complex)Ͱ͋ΔͱɺHomKb(proj A)(U, U [k]) =
0Ͱ͋Δ*5͜ͱͱఆΊΔɻ2-presilt AͰجຊత 2߲લ४ෳମͷಉ͢ྨܕ͕ͯͳ͢
ू߹Λද͢ɻ

(2) U ͕ 2߲४ෳମ (2-term silting complex)Ͱ͋ΔͱɺU ͕ 2߲લ४ෳମͰɺ͔
ͭɺU Ҽࢠͱܗ֯ࡾΛͱΔૢ࡞Ͱ Kb(proj A) શମΛੜ͢Δ͜ͱͱఆΊΔɻ
2-presilt AͰجຊత 2߲४ෳମͷಉ͢ྨܕ͕ͯͳ͢ू߹Λද͢ɻ

2߲લ४ෳମͱ 2߲४ෳମͷؒʹɺҎԼͷΑ͏ͳॏཁͳ͕ؔ͋Δɻ

໋ 5.2 U ∈ 2-presilt Aͱ͢Δɻ

(1) [Ai, Proposition 2.16] U ͋Δ T ∈ 2-silt AͷҼࢠͰ͋Δɻ

(2) [AIR, Proposition 3.3] U ∈ 2-silt A |U | = nͱಉͰ͋Δɻ

Grothendieck܈ͱ 2߲લ४ෳମͷؒʹɺ͕͍͋ؔڧΔɻ

໋ 5.3 [AI, Theorem 2.27] U =
⊕m

i=1 Ui ∈ 2-presilt A ຊతج͕ 2 ߲લ४ෳମͷ
طղͰ͋Δͱ͖ɺ[U1], [U2], . . . , [Um] ∈ K0(proj A)  R ઢܕಠཱͰ͋Δɻ͞Βʹ
U ∈ 2-silt AͰ͋Εɺ͜ΕΒK0(proj A)ͷ ZجఈͰ͋Δɻ

ͦ͜Ͱɺ2߲લ४ෳମʹਵ͢Δਲ਼Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ

*5 ʹࡍ࣮ k = 1ͷΈ͔֬ΊΕΑ͍ɻ
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ఆٛ 5.4 U =
⊕m

i=1 Ui ∈ 2-presilt A ຊతج͕ 2 ߲લ४ෳମͷطղͱ͢Δɻ͜ͷ
ͱ͖ɺU ʹର͢Δਲ਼ C+(U), C(U) ⊂ K0(proj A)R Λɺ

C+(U) :=
m∑

i=1
R>0[Ui], C(U) :=

m∑

i=1
R≥0[Ui]

Ͱ͋Δɻ

ͲͪΒͷਲ਼K0(proj A)R ʹ͓͍ͯmݩ࣍ͷਲ਼Ͱ͋Δɻ

2߲લ४ෳମͷਲ਼ಉ࢜ͷڞ௨෦ɺͦͷ 2߲લ४ෳମͷڞ௨ҼࢠΛද͢ɻ

໋ 5.5 [DIJ, Theorem 6.5, Corollary 6.7] U, U ′ ∈ 2-presilt A ͷ࠷େͷڞ௨Ҽ͕ࢠ

U ′′ Ͱ͋ΕɺC(U) ∩ C(U ′) = C(U ′′)Ͱ͋Δɻ

ಛʹɺT, T ′ ∈ 2-silt A͕ඇಉܕͰ͋ΕɺC+(T ) ∩ C(T ′) = ∅ͱͳΔɻ

ྫ 5.6 ྫ 1.1 ͷঢ়گͰɺU ͱ T ͷ࠷େͷڞ௨ҼࢠɺP2 → P1 Ͱ͋Γɺ͜Ε

Grothendieck ͷ܈ [P1] − [P2] ∈ K0(proj A) ͱ͍͏ݩΛ༩͑ΔɻҰํɺC(T ) ∩ C(U) =
R≥0([P1] − [P2]) = C(P2 → P1)Ͱ͋Δɻ

Ҏ߱ɺ2߲લ४ෳମͷਲ਼͕ TFಉྨͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɻͦͷͨΊʹɺ2߲લ४ෳମ
͕ Grothendieck܈ͱແؔʹఆΊΔͶ͡ΕରΛ༻ҙ͢Δɻ

ఆٛ 5.7 [AS, Theorem 5.10] U ∈ 2-presilt Aͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺmod Aͷؔखత༗ݶͳ

Ͷ͡Εର (T U , FU ), (TU , FU )Λɺ

T U := {M ∈ mod A | HomA(M, H−1(νU)) = 0},

FU := {M ∈ mod A | ୯ࣹM → H−1(νU)⊕s ͕ଘࡏ },

TU := {M ∈ mod A | શࣹ H0(U)⊕s → M ͕ଘࡏ },

FU := {M ∈ mod A | HomA(H0(U), M) = 0}

ͰఆٛͰ͖Δɻ·ͨɺTU ⊂ T U ͔ͭ FU ⊂ FU ͱͳΔɻ

ؔखత༗ݶͳͶ͡Εରͷఆٛ͜͜Ͱड़ͳ͍͕ɺ্ͷํ๏Ͱͯ͢ͷؔखత༗ݶͳͶ

͡ΕରΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ఆཧ 5.8 [AIR, Theorems 2.7, 3.2] શ୯ࣹ

2-silt A → {ؔखత༗ݶͶ͡Εྨ }, T 3→ T T = TT ,

2-silt A → {ؔखత༗ݶͶ͡Εࣗ༝ྨ }, T 3→ FT = FT

͕ଘ͢ࡏΔɻ
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Ҏ্ͷલఏͷͱͰɺ࣍ͷ݁Ռ͕Γཱͭɻ

໋ 5.9 [Y, Proposition 3.3][BST, Proposition 3.27] U ∈ 2-presilt A͔ͭ θ ∈ C+(U)ͱ
͢Δͱɺ(T θ, Fθ) = (T U , FU )͔ͭ (Tθ, Fθ) = (TU , FU )ͱͳΔɻ

͕ͨͬͯ͠ɺ2߲લ४ෳମͷਲ਼͋Δ TFಉྨʹؚ·ΕΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻ൴Βͷূ໌
Λݟ͢͜ͱͰɺ࣮ࡍʹ͜ͷਲ਼͕ TFಉྨͰ͋Δ͜ͱΛɺࢲಘͨɻ

໋ 5.10 [As, Proposition 3.11] U ∈ 2-presilt Aͱ͢ΔͱɺC+(U) TFಉྨͰ͋Γɺ
θ ∈ C+(U)ɺ(T θ, Fθ) = (T U , FU )͔ͭ (Tθ, Fθ) = (TU , FU )ͱಉͰ͋Δɻ

ಛʹɺT ∈ 2-silt Aͷਲ਼ C+(T )෦͕ۭͰͳ͍ TFಉྨͰ͋Γɺ·ͨ։ू߹Ͱ͋Δɻ
Ώ͑ʹɺC+(T )෦Ͱ͋Δɻͦͯ͠ɺٯʹ෦ඞͣ͜ͷํ๏ͰಘΒΕΔͱ͍͏ͷ͕ɺຊ
ͷओ݁ՌͰ͋ΔɻࢲͰͷߘ

ఆཧ 5.11 [As, Theorem 3.17] K0(proj A)R ͷ෦ू߹ͱͯ͠ɺ
∐

T ∈2-silt A

C+(T ) = K0(proj A)R \ Wall

Ͱ͋Γɺࠨล࿈݁ͷղͰ͋Δɻ͞Βʹɺશ୯ࣹ 2-silt A → Chamber(A) ͕ɺ
T 3→ C+(T )Ͱ༩͑ΒΕΔɻ

͜ΕΑΓɺ෦ඞͣ C+(T ) (T ∈ 2-silt A) ͷܗͳͷͰ TF ಉྨͰ͋ΔɻΏ͑ʹશ
୯ࣹ Chamber(A) → TFn(A) ࣮୯ͳΔ߃ࣸ૾Ͱ͋Γɺ{C+(T ) | T ∈ 2-silt A} =
Chamber(A) = TFn(A)ͱͳΔɻ
͜ͷΑ͏ʹ෦ʹ͍ͭͯ 2߲४ෳମͷਲ਼Ͱશʹಛ͚ΒΕΔɻҰํͰɺ2߲લ४
ɺͯ͢ͷͯ͑ߟෳମͷਲ਼·ͰؚΊͯ TFಉྨ͕ಘΒΕΔͱݶΒͳ͍ɻ

ఆཧ 5.12 [ZZ] ಉͰ͋Δɻ࣍

(a) K0(proj A)R =
⋃

U∈2-presilt A C+(U)Ͱ͋Δɻ
(b) 2-presilt A༗ूݶ߹Ͱ͋Δɻ

্ͷ݅Λຬͨ͢Α͏ͳଟݩ A τ ݶ༗ (τ -tilting finite)Ͱ͋Δͱ͍ΘΕΔɻͦ͏Ͱ
ͳ͍ଟݩଟ͋͘ΓɺͦͷΑ͏ͳ߹ʹਲ਼Ҏ֎ͷ TF ಉྨΛಘΔ͜ͱ͕ɺ࣍ͷඪͰ
͋Δɻ

6 ඪ४ղͱ TFಉྨ
͜ͷষͷ༰ɺҏࢁमࢯʢ౦ژେֶʣͱͷਐߦதͷڞಉͮ͘جʹڀݚɻଟ༷ମΛ༻

͍ͨٞΛͨ͏ߦΊɺ͔͜͜ΒK ดମͱԾఆ͢Δɻ
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ఆٛ 6.1 [DF, Definition 1.1] θ ∈ K0(proj A)ͱ͢Δɻ

(1) ࣹӨՃ܈ P θ
0 , P θ

1 ∈ proj AΛɺθ = [P θ
0 ] − [P θ

1 ]Ͱ͋Γɺ͔ͭɺP θ
0 , P θ

1 ∈ proj A͕ڞ

௨ͳطҼࢠΛͨ࣋ͳ͍Α͏ʹఆΊΔʢಉܕΛআ͍ͯҰҙతͰ͋Δʣɻ

(2) Hom(θ) := HomA(P θ
1 , P θ

0 ) ͱ͓͖ɺ͜ΕΛ θ ͷදۭࣔؒ (presentation space) ͱݺ
ͿɻHom(θ)Λଟ༷ମͱΈͳ͠ɺZariskiҐ૬Λ͑ߟΔɻ

(3) ֤ f ∈ Hom(θ)ʹର͠ɺ2߲ෳମ Pf ∈ Kb(proj A)ΛɺPf := (P θ
1

f−→ P θ
0 )ͰఆΊΔɻ

Hom(θ)طͳଟ༷ମͰ͋ΓɺͦͷۭͰͳ͍։ू߹্ͷͯ͢ͷݩʹ͍ͭͯΓཱ
ͭੑ࣭ͷ͜ͱΛɺҰൠͷݩʹ͍ͭͯΓཱͭੑ࣭ͱݺͿɻҎԼͦͷҰྫͰ͋Δɻ

ҙ 6.2 [P, Lemma 2.16] U Βͳ͍ݶຊతͱج͕ 2 ߲લ४ෳମͳΒɺҰൠͷ
f ∈ Hom([U ])ʹର͠ɺPf

∼= U ͱͳΔɻ

Ұൠͷ f ∈ Hom(θ)ʹରͯ͠ɺ2߲ෳମ Pf ∈ Kb(proj A)͕Ͳ͏ղ͞ΕΔ͔Λͱ
ʹɺDerksen–FeiɺGrothendieck܈ͷݩͷΛಋೖͨ͠ɻ

ఆٛ 6.3 [DF, Definition 4.3] θ, θ1, θ2, . . . , θm ∈ K0(proj A)ͱ͢Δɻ

(1)
⊕m

i=1 θi ͱ͍͏ه߸ΛɺҰൠͷ֤ݩ f ∈ Hom(
∑m

i=1 θi) ʹର͠ɺfi ∈ Hom(θi)
(i ∈ {1, 2, . . . , m})ͰɺPf

∼=
⊕m

i=1 Pfi ͱͳΔΑ͏ͳͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͱఆΊΔɻ

͜ͷͱ͖ɺ
∑m

i=1 θi =
⊕m

i=1 θi ͱॻ͘ɻ

(2) θ ͕ط (indecomposable) Ͱ͋ΔͱɺҰൠͷ f ∈ Hom(θ) ʹର͠ɺPf ∈
Kb(proj A)͕طͰ͋Δ͜ͱΛ͍͏ɻ

Grothendieck܈ͷݩͷՄੑɺҎԼͷΑ͏ʹಛ͚ΒΕΔɻ

໋ 6.4 [DF, Corollary 4.2, Theorem 4.4] θ1, θ2, . . . , θm ∈ K0(proj A) ͱ͢Δɻ͜ͷ
ͱ͖ɺ

⊕m
i=1 θi ཱ͕͢Δ͜ͱɺҙͷҟͳΔ i, j ∈ {1, 2, . . . , m} ʹର͠ɺ

(f, f ′) ∈ Hom(θi) × Hom(θj)Ͱɺ

HomKb(proj A)(Pf , Pf ′ [1]) = 0, HomKb(proj A)(Pf ′ , Pf [1]) = 0

ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱͱಉͰ͋Δɻ

Ώ͑ʹɺ
⊕m

i=1 θi ɺҙͷҟͳΔ i, j ∈ {1, 2, . . . , m} ʹ͍ͭͯ θi ⊕ θj Ͱ͋Δ͜ͱͱɺ

ಉͰ͋Δɻͭ·ΓɺK0(proj A)ʹ͓͍ͯɺ3ͭҎ্ͷݩͷՄੑɺͦͷதͷͲͷ 2
ͭͷݩՄͰ͋Δ͜ͱͱ͍͑ݴΒΕΔɻ

Ҏ্ΛݩʹɺK0(proj A)ͷҙͷݩͷඪ४ղΛఆٛ͢Δɻ

ఆٛ 6.5 [DF, Definition 4.3] θ1, θ2, . . . , θm ∈ K0(proj A) ͔ͭ θ =
⊕m

i=1 θi Ͱ͋Δͱ͢
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Δɻ͜ͷͱ͖ɺθ =
⊕m

i=1 θi ͕ θͷඪ४ղ (canonical decomposition)Ͱ͋Δͱɺ֤ iʹ

͍ͭͯ θi ͕طͰ͋Δ͜ͱΛ͢ࢦɻ

ҎԼඪ४ղͷجຊఆཧͰ͋Δɻ

ఆཧ 6.6 [DF, Theorem 4.4][P, Theorem 2.7] ҙͷ θ ∈ K0(proj A)ඞͣඪ४ղΛ
ͪɺͦΕฒͼସ͑Λআ͍ͯҰҙతͰ͋Δɻ

Grothendieck܈ͷݩͷͱతͶ͡ΕରʹɺҎԼͷ͕ؔ͋Δɻ͜ͷ݁Ռɺࢲ
ͱҏ͕ࢯࢁ Laurent Demonetࢯͱ໊ݹେֶͰձͨ͠ࡍʹಘͨɻ

໋ 6.7 K0(proj A) ʹ͓͍ͯ θ =
⊕m

i=1 θi ཱ͕͍ͯ͠ΔͱԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

η ∈
∑m

i=1 R>0θi ⊂ K0(proj A)R ͳΒɺ

T η =
m⋂

i=1
T θi , Fη =

m⋂

i=1
Fθi

ͱͳΓɺಛʹ͍ͣΕҰఆͰ͋Δɻ

Ώ͑ʹɺθ =
⊕m

i=1 θi ͕ඪ४ղͰ͋Εɺ
∑m

i=1 R>0θi ͋ΔҰͭͷ TFಉྨʹؚ·
ΕΔ͜ͱ֬ఆ͢Δɻ͜Ε͕ຊʹ TFಉྨʹҰக͢Δ͔Ͳ͏͔Ͱ͋Δɻ
Ͱɺඪ४ղ͔Βگͷͱ͜ΖզʑɺҎԼͷঢ়ࠓ TFಉྨΛߏͰ͖Δ͜ͱΛಘ͍ͯΔɻ

ఆཧ 6.8 A͕ҎԼͷ݅ͷগͳ͘ͱ͍ͣΕ͔Λຬͨ͢ͱԾఆ͢Δɻ

(a) ҙͷ θ ∈ K0(proj A)͕ θ ⊕ θ Λຬͨ͢ɻ

(b) A͕ඇྠঢ়ͳᝪ QͷଟݩͰ͋Δɻ

͜ͷͱ͖ɺθ =
⊕m

i=1 θi ͕ඪ४ղͰ͋Εɺ
∑m

i=1 R>0θi  TFಉྨͦͷͷͰ͋Δɻ

্ͷ݅ԼͰɺTFಉྨඪ४ղͷK0(proj A)R ͷ֦ுͰ͋Δͱ͍͑Δɻͳ͓ɺ
݅ (a) A͕༗ݶද͋ܕݱΔ͍ॱදܕݱͰ͋Εඞͣຬͨ͞ΕΔ͜ͱ͕ɺ[GLFS, PY]
ʹΑΓࣔ͞Ε͍ͯΔɻ

ँࣙ

ɺϓϩάϥϜऀͨͬͩ͘͞ʹࢲձΛػԋߨॏͳوճɺֶγϯϙδϜʹ͓͚Δࠓ

ͷ༗ਐઌੜͱԼݩഅઌੜɺ·ͨγϯϙδϜऀͷ३ઌੜʹɺ৺ΑΓ͍ͨ͠ँײ

·͢ɻ·ͨɺֶγϯϙδϜͷӡӦʹܞΘͬͨͯ͢ͷํʑʹɺँײͷҙΛද͠·͢ɻ

ࢲɺؔ͠ʹڀݚԋͷͱʹͳͬͨߨճͷࠓ JSPS Պݚඅ JP16J02249, JP19K14500,
JP20J00088ͷॿΛड͚͓ͯΓ·͢ɻ͜ΕΒʹՃ͑ͯɺҏࢁमࢯͱͷڞಉڀݚʹ͍ͭͯɺ
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marev reflection functors, Representation theory, II, 103–169, Lecture Notes
in Math., 832, Springer, Berlin-New York, 1980.

[B] T. Bridgeland, Scattering diagrams, Hall algebras and stability conditions,
Algebr. Geom. 4 (2017), no. 5, 523–561.

[BST] T. Brüstle, D. Smith, H. Treffinger, Wall and Chamber Structure for finite-
dimensional Algebras, Adv. Math. 354 (2019), 106746, https://doi.org/10.
1016/j.aim.2019.106746.

[DIJ] L. Demonet, O. Iyama, G. Jasso, τ -tilting finite algebras, bricks, and g-vectors,
Int. Math. Res. Not. IMRN 2019, Issue 3, 852–892.

[DF] H. Derksen, J. Fei, General presentations of algebras, Adv. Math. 278 (2015),
210–237.

[GLFS] C. Geiss, D. Labardini-Fragoso, J. Schröer, Schemes of modules over gentle
algebras and laminations of surfaces, arXiv:2005.01073v2.

[H] D. Happel, Triangulated categories in the representation theory of finite-
dimensional algebras, London Mathematical Society Lecture Note Series, 119,

15



Cambridge University Press, 1988.
[HR] S. Hassoun, S. Roy, Admissible intersection and sum property,

arXiv:1906.03246v3.
[IY] O. Iyama, D. Yang, Silting reduction and Calabi–Yau reduction of triangulated

categories, Trans. Amer. Math. Soc., 370 (2018), no. 11, 7861–7898.
[Ke] B. Keller, Deriving DG categories, Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 27, no. 1

(1994), 63–102.
[KV] B. Keller, D. Vossieck, Aisles in derived categories, Deuxième Contact Franco-

Belge en Algèbre (Faulx-les-Tombes, 1987), Bull. Soc. Math. Belg. Sér. A 40
(1988), no. 2, 239–253.

[Ki] A. D. King, Moduli of representations of finite dimensional algebras, Quart.
J. Math. Oxford Ser. (2) 45 (1994), no. 180, 515–530.

[KY] S. Koenig, D. Yang, Silting objects, simple-minded collections, t-structures and
co-t-structures for finite-dimensional algebras, Doc. Math. 19 (2014), 403–438.

[M] Y. Mizuno, Classifying τ -tilting modules over preprojective algebras of Dynkin
type, Math. Z. 277, no. 3–4 (2014), 665–690.

[P] P.-G. Plamondon, Generic bases for cluster algebras from the cluster category,
Int. Math. Res. Not. IMRN 2013, Issue 10, 2368–2420.

[PY] P.-G. Plamondon, T. Yurikusa, with an appendix by B. Keller, Tame algebras
have dense g-vector fans, Int. Math. Res. Not., rnab105, https://doi.org/
10.1093/imrn/rnab105.

[Ri] J. Rickard, Morita theory for derived categories, J. London Math. Soc. (2) 39
(1989), no. 3, 436–456.

[Ru] A. Rudakov, Stability for an abelian category, J. Algebra 197 (1997), Issue 1,
231–245.

[Y] T. Yurikusa, Wide subcategories are semistable, Doc. Math. 23 (2018), 35–47.
[ZZ] A. Zimmermann, A. Zvonareva, Talk in ‘Algèbres amassées et théories des

représentations’, at Université de Caen, November 2017.

16



Toward large Cohen–Macaulay representation theory via

purity

中村　力 ∗

(東京大学大学院数理科学研究科)

概 要
最初に純移入加群や Zieglerスペクトラム，定義可能部分圏について，背景も含めて簡単な解説を行う．これらの理論の簡単な応用として，balanced big Cohen–Macaulay加群に関する興味深い結果を紹介する．後半では Puninskiによる無限生成 Cohen–Macaulay表現の試みを非可換の文脈へと拡張しつつ，理論的な裏付けを与えるための定式化および結果を紹介する．

1 導入
本稿を通して，環は結合的かつ単位元を持つものとする．環 A上の右加群の単射 L → M が純

(pure)であるとは，任意の左加群 N に対して，誘導される射 L ⊗A N → M ⊗A N が単射であ
ることで定義される．右加群 P が純移入的 (pure-injective)であるとは，全ての右加群の純単射
L→M に対して，誘導される射 HomA(M,P )→ HomA(L,P )が全射であることをいう．定義に
より任意の移入加群は純移入加群である．もともとはアーベル群の文脈において，純移入群よりも
先に代数的コンパクト性と呼ばれる概念が考えられていた．環A上の右加群M が代数的コンパク
ト (algebraically compact)であるとは，任意の添字集合 I と J，M の任意の元の族 (mj)j∈J，そして Aの任意の元の族 (aij)i∈I,j∈J であって各 iについて有限個の j を除いて aij = 0を満たすも
のから定まる連立一次方程式 ∑

j∈J

ai,jXj = mi (i ∈ I)

に対して，解となるM の元の族 (xi)j∈J が存在するという条件で定められる．この定義は A加群
M だけに依存するにも関わらず，圏論的に次のように特徴付けられる：

M が純移入的⇔M が代数的コンパクト．
この一般の環上の加群に対する事実はWarfield [War69]で示されている．アーベル群の場合を含
めた歴史的なことについてはWarfieldの論文の他に Huisgen-Zimmermann [HZ00]が詳しい．
加群論的な観点の一つとして純移入加群は，完全余ねじれ対 (perfect cotorsion pair)を余生成

(cogenerate)してくれるという意味で有り難いと言える ([GT12, Corollary 6.22])．また，Beligiannis
[Bel00]とKrause [Kra00]の（独立した）仕事によって，コンパクト生成三角圏の対象について純
移入性を論じることができる．このことは，(非コンパクトな対象も扱う)準傾理論の発展に大きく
寄与している (例えば [MV18], [AH19], [LV20], [Lak20]を参照)．三角圏における純性について詳
しくは述べないが，本稿の結果の一つでも，この概念を介して紹介する結果がある．

∗ntsutomu@ms.u-tokyo.ac.jp



代数的コンパクト性に基づいた仕事として最も強調されるべきなのは，Ziegler [Zie84]による加
群に対するモデル理論的研究であろう．特に彼は，直既約な代数的コンパクト加群の同型類が（小
さい）集合をなし，さらには自然な位相が入ることを証明した．この位相空間は Zieglerスペクト
ラムと呼ばれる（第 2節参照）．
一般に無限生成加群を含める場合には，直既約加群の同型類は有限次元代数上であっても集合を

為すとは限らない ([Sim05, Theorem 3.1])．この意味で Zieglerスペクトラムは無限生成表現を考
える上で理にかなった範囲を提供してくれる．実際，あるクラスの有限次元多元環に対しては直既
約な純移入加群の同型類が分類されている ([PP16])．この分類の中で有限生成加群に付け足す必
要があるのが，Prüfer加群，adic加群，generic加群と呼ばれるものである．最後の generic加群
と呼ばれるものは，非有限生成な直既約加群であって，その End環上で長さ有限であるものを指
し，Crawley-Boevey [CB91]によって導入された．彼は代数閉体上の有限次元代数の tame表現型
を generic加群を用いて特徴付けている．
可換環論へ視点を変えてみると，環の純拡大（純単射な環準同型）を考えることは基本的かつ
重要なことである (例えば [HR74], [Hoc77], [FW89], [HH90]を参照)．特に近年André [And18]に
よって肯定的に解決された直和因子予想は，正則局所環 Rからの可換環の拡大 R ⊆ S であって S

がR加群として有限生成なものが与えられたとき，これが純拡大であることを示すことと同値であ
り，Andréの仕事でもこの観点を念頭に置いていた．その Andréの論文では任意の可換ネーター
局所環 R上の big Cohen–Macaulay加群の存在性も示されている（Rが体を含む場合は Hochster

[Hoc75]による）．純単射が意識される状況下であれば，純移入加群というクラスに着目した研究
が big Cohen–Macaulay (big CM)加群の理論の周辺に，ある程度存在してもよさそうなものであ
る．しかし実際には（純移入性が暗に機能している場面はあっても），big CM加群の研究周辺に
おいて純移入性を強調した比較的古い文献として挙げることができるのは，Griffith[Gri98]による
small CM加群の存在性に関する論文ぐらいでなかろうか．
筆者の研究の動機になっているのは，Puninski [Pun18]による Ziegler spectrumを用いた無限
生成 CM表現の試みである．一次元の超曲面の可算 CM表現型の分類に基づき，A∞型とD∞型の場合に，“直既約な純移入 CM加群で非有限生成なもの”を，（おそらく学生であった）Losとの
共著論文 [LP19]と合わせて分類している．これらの研究は，特別な場合としては上手く行ったの
であるが，理論として発展させようとすると，非有限生成な直既約純移入加群の CM加群を扱う
理由とも言える結果が不足している．本稿では，Artin代数の場合を参考にしながら，この点を補
う結果を紹介させて頂きたい．
残念ながら，筆者がこれらの論文に気づいた時には，Puninskiは既に 55歳の若さで他界されて
いた (2017年)．彼の残した研究を，少しでも前に進めることができれば幸いである．

2 Zieglerスペクトラムと定義可能部分圏
Aを任意の環とし，ModAで全ての右 A加群のなす圏を， modAで全ての有限表示な右 A加
群のなす圏を表す．また，Aの Zieglerスペクトラムを ZgAで表す．定義により，これは集合としては直既約な純移入右 A加群の同型類で構成される．本稿では，ZgA の位相は関手圏を使うものを採用する ( [Pre09, Corollary 10.2.45]参照)．modAからアーベル群の圏 Abへの加法的関手の
なすアーベル圏を (modA,Ab)で表す．関手 F ∈ (modA,Ab) が有限表示であるとは，modAに
おける射 f : L→M と (modA,Ab)における完全列

HomA(M,−) HomA(f,−)−−−−−−−→ HomA(L,−)→ F → 0



が存在することをいう．fp(modA,Ab)で有限表示関手のなす (modA,Ab)の部分圏を表す．これ
も自然にアーベル圏になる ([Pre09, Proposition 10.2.4])．有限表示関手 F ∈ fp(modA,Ab)が与
えられたとき，それを直極限と可換になるように関手 −→F : ModA→ Abへと（同型を除いて）一
意的に拡張することができる．実際には，有限表示 HomA(M,−)→ HomA(L,−)→ F → 0が与
えられたとき，N ∈ ModAに対して−→F (N)を射HomA(M,N)→ HomA(L,N)の余核で与えれば
よい．各 F ∈ fp(modA,Ab)に対して

(F ) := {N ∈ ZgA | −→F (N) '= 0}
と定めると，Ziegler スペクトラム ZgA の開基底は {(F ) | F ∈ fp(modA,Ab)} で与えられる．
−→
F (N)はN ∈ ZgAの代表元を代入していると解釈せよ．以下でも同様の記法はしばしば用いられる (例えば定理 1の⊕N∈C N は C の各点の代表元を選んでModAの中で直和を取ったもと解釈
されたい)．
Zieglerスペクトラムの位相の意味を理解する上で重要な事実の一つに，加群圏ModAの部分圏

との対応がある．部分圏 X ⊆ ModAが定義可能 (definable)であるとは，X がModAにおける無
限直積，直極限，そして純部分群 (pure submodule)について閉じていることをいう．最後の条件
は，M ∈ X であってModAにおける純単射 L ↪→M が存在したとき，L ∈ X が成り立つことを意
味する．ここで採用したものは定義可能部分圏の特徴付けであり，もともとはモデル理論の言葉で
定義される ([Pre09, Theorem 3.4.7]参照)．さて，加群M ∈ ModAが与えられたとき，〈M〉でM

を含む最小の定義可能部分圏を表すことにする．実は任意の定義可能部分圏はこの形で表すことが
できる ([Pre09, Corollary 5.1.4])．次の定理は本質的に Ziegler [Zie84]によって示された ([Pre09,

Corollary 5.1.6]参照)．
定理 1 ZgAの閉集合 C に対してModAの定義可能部分圏 〈⊕N∈C N〉を定める対応は，順序同型
写像

{ZgAの閉集合 } ∼−→ {ModAの定義可能部分圏 }

を引き起こす．逆写像は X +→ ZgA(X ) := {N ∈ ZgA | N ∈ X}で与えられる．
定義可能部分圏の典型的な例は，左ネーター環上の移入左加群全体や平坦右加群全体である

([Pre09, Theorems 3.4.24 and 3.4.28]参照)．

3 Balanced big Cohen–Macaulay加群
Rを d次元の可換ネーター局所環，mをその極大イデアルとする．また，M を R加群とする．

Rのパラメータ系であってM 正則列になるものが存在するとき，M は big Cohen–Macaulay

であるという．用語の復習をすると，Rのパラメータ系 (system of parameters)とは，mの元の列
x = x1 . . . , xdであって，剰余加群 R/(x1 . . . , xd)の長さが有限になるものをいう．また，xがM

正則列 (M -regular sequence)であるとは，全ての i (1 ≤ i ≤ d)に対して xiがM/(x1, . . . , xi−1)Mの非零因子であり (i = 1のときは (x1, . . . , xi−1)M = 0と見なす)，さらにM/(x1, . . . , xd)M '= 0

が成り立つことである．最後の零にならないという条件を除いた場合は，xは弱M 正則列と呼ば
れる．
以降，Cohen–Macaulayを CMと略記する．もし R加群M が有限生成かつ big CMであれば，

small CMと呼ばれる．第 1節で述べたように，任意の可換ネーター局所環 Rは big CM加群を
持つことが知られているが，small CM加群の存在性は未解決である ([Hoc17]参照)．もし R加群



M に対して Rの任意のパラメータ系がM 正則列になっていれば，M は balanced big CMで
あると呼ばれる．Big CM加群の m進完備化は balanced big CM加群である ([BH98, Corollary

8.5.3])．したがって，任意の可換ネーター局所環Rは balanced big CM加群を持つ．また，任意の
small CM加群が balanced big CMであることは基本的である ([Eis95, Proposition 21.9])．Small

CM加群はmaximal CMとも呼ばれ，これも伝統的な用語であるが，表現論の文脈では便宜上，
maximal CM加群に零加群を含めることがしばしばある．本稿ではこの慣習に従い，maximal CM

加群は small CM加群または零加群を意味するものとする．
Holm [Hol17]に倣って，Rの任意のパラメータ系が弱M 正則列になっている R加群M のこ

とをweak balanced big CMと呼ぶ．また，wbbCMRで全ての weak balanced big CM加群の
なす ModRの部分圏を表す．Rが CM局所環 (すなわち R加群として small CM)であって，双
対化複体とみなせる R加群（標準加群）を持つという仮定のもとで，[Hol17, Theorem D]の証明
は，wbbCMRが直積と直極限と純部分加群で閉じていることを述べている．つまり wbbCMRは
ModRの定義可能部分圏である．
しかし，定義可能部分圏かどうかということだけに限れば，特別な仮定が無くても証明できる．

命題 2 Rを可換ネーター局所環とする．wbbCMRはModRの定義可能部分圏である．
この事実と定理 1，そして Hochsterと Andréによる (balanced) big CM加群の存在性を組み合

わせると，次を導くことができる．
定理 3 任意の可換ネーター局所環は直既約かつ純移入的な balanced big CM加群を持つ．
この定理は本稿の後半では用いないが，直既約性に絞っても知られていなかった事実であると思わ
れ，Zieglerスペクトラムの理論の応用として注目に値するので述べさせて頂いた．
さて，本稿の後半の目的を具体的にしていこう．CM局所環上のmaximal CM加群の表現論 (例

えば [Yos90], [LW12]を参照)の無限生成版を思い描いている訳であるが，Puninskiのやり方では
何かが足りないのであった．一つの課題は [Pun18, Question 10.2]に表れている．彼の無限生成
CM加群の定義 (第 4節参照)では，冪級数環 k[[x, y]]のような，これ以上ない綺麗な環であって
も，非自明な CM加群の存在を否定しきれなかったのである．もしそうなってしまうと，特異点
の表現論的研究という観点から離れてしまう．これを避けるために，全てのmaximal CM加群を
含む “適切”な無限生成加群のクラス X を考え，次の状況を実現したい：
(A) Rが正則⇔ X の全ての直既約な純移入加群が “自然なもの”しか存在しない．
しかし (A)だけでは正則性を測るに留まり，無限生成を取り出す必要がない．実際，CM局所環

が正則であることは，全てのmaximal CM加群が射影的であることと同値であることがよく知ら
れている．もう少し，表現論的に期待できる無限生成の理論を考えるには，何をすべきだろうか？
これを説明するには，古典的な場合を振り返る必要がある．Artin代数Aとは（非可換）環Aで

あって，その中心 C が環として artinianかつ Aが C 加群として有限生成であることをいうので
あった．また，Aが有限表現型であるとは，直既約な有限生成右 A加群が同型を除いて高々有限
個だけ存在することを意味する．
定理 4 Aを Artin代数とするとき，次の条件は同値である．
(1) Aは有限表現型．
(2) 任意の右 A加群は有限生成 A加群の直和で表される.



(3) 全ての直既約かつ純移入的な右 A加群は有限生成である.

この定理の証明は Prestの本の [Pre09, §5.3.4]に書かれており，Zieglerスペクトラムの位相的情
報が有用に機能している．もし “かつ純移入的”を (3)から除けば，上の定理は Ringelと太刀川
[RT74]そしてAuslander [Aus76]による結果である．第 1節でも述べたが，一般の直既約右A加群
の同型類は集合をなすとは限らないが，直既約かつ純移入的なA加群の同型類は集合をなす．その
ため，(3)はかなり範囲を絞ることが出来ていると言える．この事実は大切さは次の系からわかる．
系 5 Aを Artin代数とするとき，次の条件は同値である．
(i) Aは無限表現型．
(ii) 直既約かつ純移入的な右 A加群で非有限生成なものが存在する．
この結果は，無限表現型を持つArtin代数の研究において，純移入加群というクラスに関心を持た
せる動機を与えるものである．
さて，Puninskiの試みに残るもう一つの課題は，上の系に相当する結果が CM表現には存在し

なかったことである．本稿ではこの課題を解決する結果を報告することを目標とする：
(B) 系 5の CM表現版を与えよ．
次の節では整環上の CM表現を視野に入れるために，まず非可換環を扱う状況へと移行し，そ

して (A)について取り組む．(B)についてはその次の節で論じる．

4 平坦余ねじれ加群の分類とGovorov–Lazard型定理
Rを可換ネーター環とする．環 Aに対して環準同型 R → Aが備わっており，その像が Aの中

心に含まれ，かつ Aが R加群として有限生成であるとき，Aは Noether R代数であるという．
R を CM環（つまり，R の全ての極大イデアル mに対して局所化 Rm が CM局所環），Aを

Nother R代数とする．Rの全ての極大イデアル mに対して局所化 Am = A ⊗R Rm が Rm 加群としてmaximal CMであるとき，Aを R整環 (R-order)と呼ぶ ([Aus78, Aus86, CR81, IW14]参
照)．Aが R整環であるとき，有限生成 A加群M が maximal CMであるとは，Rの全ての極大
イデアル mに対して，Mmが Rm加群としてmaximal CMであることで定義する．また，全ての
maximal CMA加群のなすModAの部分圏を CMAで表す．Rが局所環であって A加群M が R

加群として small CMであるときは，M を small CM A加群と呼ぶ．
可換ネーター局所環 (R,m)上の加群M に対してM の深さ (depth)は次で定義される．

depthR M := inf{i | ExtiR(R/m,M) '= 0}.

ただし，{i | ExtiR(R/m,M) '= 0} = ∅の場合は depthR M =∞と解釈する．有限生成加群に対す
る正則列と深さのよく知られた関係 ([Mat89, Theorem 16.7]) によって次の等式が成り立つ：

CMA = {M ∈ modA | depthRm
Mm ≥ dimRm ∀m ∈ MaxR}.

ここで dimRm は Rm の Krull次元を，MaxRで Rの全ての極大イデアルの集合を表す．
我々の目的のために次の用語を導入しよう．



定義 6 Rを CM環，AをR整環とする．Aの右 A加群M が depthRp
Mp ≥ dimRpをRの全て

の素イデアルに対して満たすとき，M を large CM A加群と呼ぶ．全ての large CM A加群のな
すModAの部分圏を LCMAで表す．
有限生成加群に対する深さの基本的事実 ([BH98, Proposition 2.1.3(b)])から，次の等式が従う：

CMA = modA ∩ LCMA.

さらに，一般の加群に対する深さの性質を丁寧に考察すると，次を示すことができる．
命題 7 Rを CM環，Aを R整環とする．LCMAはModAの定義可能部分圏である．
上の命題については，Rが CM環であることや Aが R整環という仮定は本質的ではない．特
に，任意の可換ネーター環 R に対して LCMR := {M ∈ ModR | depthRp

Mp ≥ dimRp ∀p ∈
SpecR}と定めると，LCMRはModRの定義可能部分圏になる．また，Rが局所環である場合に，
wbbCMR ⊆ LCMRが成り立つ．等号が成り立つ特徴づけも与えられるが，ここでは割愛する．例
えば Rが CM局所環であれば十分である．また，Rが一次元であっても等号が成立する．実は，
Puninskiが CM加群とみなした定義可能部分圏は C := {M ∈ ModR | depthR M ≥ dimR}であ
り，Krull次元が 1以下ではこのクラスも wbbCMRも LCMRも全て一致することが可換環論の
基本的な議論で確認ができる．2次元以上になると，例えば高さ 1の素イデアル pに対して移入包
絡 ER(R/p)が Cに入ってきてしまうので，Cは大きすぎる印象がある．Puninskiと Holmの仕事
に動機付けられ，wbbCMRと比較しながら，C について調べている論文もある ([Bir20])．
話をもとに戻そう．命題 7 は定理 1 によって A の Ziegler スペクトラム ZgA の閉集合 {M ∈

ZgA | M ∈ LCMA}を与える．この閉集合を ZgA(LCM)で表そう．R整環 Aに対して包含関係
FlatA ⊆ LCMAを確認することは難しくない．また，FlatAもModAの定義可能部分圏なので，
定理 1によって閉集合 ZgA(Flat) := {M ∈ ZgA | M ∈ LCMA}が与えられる．さらにこの定理 1

の主張から，包含関係
ZgA(Flat) ⊆ ZgA(LCM)

を得る．この左辺が完全に分類できることを説明しよう．
環A上の加群Mが余ねじれ (cotorsion)であるとは，全ての平坦A加群Fに対してExt1A(F,M) =

0が成り立つことで定義される．Enochs [Eno84]は平坦余ねじれ加群 (flat cotorsion module)の構
造定理を任意の可換ネーター環上で与えている．筆者と神田遼氏との共同研究 [KN21]では，この
構造定理を任意のネーター代数へと拡張した．この帰結として，直既約な平坦余ねじれ加群の分類
が得られる．また，ネーター代数上では加群が平坦かつ余ねじれであることと平坦かつ純移入的で
あることは同値であることに留意されたい ([EJ00, Lemma 5.3.23], [Xu96, Lemma 3.2.3])．した
がって，Aが R整環であるときに ZgA(Flat)は直既約な平坦余ねじれ加群の同型類のなす集合である．
神田氏との分類結果を正確に述べるための準備をしよう．Rを可換ネーター環，AをNoether R

代数とし，その構造を与える写像を ϕ : R→ Aで表す．Aの真の (両側)イデアル P が，任意の元
a, b ∈ Aに対して条件 aAb ⊆ P が a ∈ P または b ∈ P を導くとき，P は素イデアルであると呼ば
れる．SpecAでAの素イデアル全体の集合を表す．このとき，次の全単射の存在が知られている：

SpecA ∼−→ {直既約右移入 A加群 }/∼=



この対応は P ∈ SpecAに対して，A/P の移入包絡 EA(A/P )の直既約因子 IA(P )を対応させる
ことで与えられる．さて，P ∈ SpecAに対して

TA(P ) := HomR(IAop(P ), ER(R/p))

と定める．ただし，Aop は Aの反転環 (opposite ring)を表し，p := ϕ−1(P )である．pは Rの素
イデアルになっていることが確認できる．
定理 8 ([KN21, Corollary 6.2]) Rを可換ネーター環，AをNoether R代数とする．対応 P +→
TA(P )は次の全単射を引き起こす：

SpecA ∼−→ {直既約平坦余ねじれ右 A加群 }/∼=

例 9 ([KN21, Example 6.3]) Aを可換ネーター環 R上の 2× 2下三角行列環とする．つまり
A =

(
R 0

R R

)
.

各 p ∈ SpecRに対して
P1(p) :=

(
p 0

R R

)
and P2(p) :=

(
R 0

R p

)

と定める．このとき
SpecA = {P1(p) | p ∈ SpecR} 3 {P2(p) | p ∈ SpecR}

が成り立つ．さらに，
TA(P1(p)) =

(
R̂p 0

)
and TA(P2(p)) =

(
R̂p R̂p

)

と表すことができる．ただし R̂p := lim←−n≥1
Rp/pnRp．

系 10 Rを CM環，Aを R整環とする．自然な全単射
ZgA(Flat) ∼= {TA(P ) | P ∈ SpecA}

が存在する．
この系によって，閉集合の包含関係 ZgA(Flat) ⊆ ZgA(LCM)の左辺は理解できたことになる．こ

の等号が成り立つときを特徴づけよう．R整環が非特異 (non-singular)であるとは Rの全ての極
大イデアル mに対して，Am の大域次元が dimRm と一致することで定義される．
定理 11 ([Nak21b]) Rを Krull次元有限な CM環で標準加群を持つとし，Aを R整環とする．
(1) M を A加群とするとき，次が成り立つ：

M が large CMA加群⇔M はmaximal CMA加群の直極限.

(2) Aが非特異⇔ FlatA = LCMA．



R = Aで Rが標準加群を持つ CM局所環の場合には，(1)は Holm [Hol17, Theorem B]が証明
している．我々の設定でも証明の大きな方針はそれほど変わらず，ωRをRの標準加群としたとき，
Aの ωA := HomR(A,ωR)による自明拡大環と Gorenstein平坦加群の概念を介することが鍵であ
る．しかし，実際には同じように進まない部分が幾つかあり，神田氏との共同研究 [KN21]で整理
された平坦余ねじれ加群に対する事実などを丁寧に組み合わせる必要がある．また，Rが CM局
所環の場合には wbbCMR = LCMRが成り立つため，R = Aで Rが標準加群を持つ CM局所環
の場合には，(2)も本質的に Holm [Hol17, Proposition 4.9]が示している．
(1)の事実を記号的に表せば，lim−→CMA = LCMAと書ける．これは Govorov–Lazard型の定理

が成り立っていると言える．Govorov–Lazardの定理は，lim−→ projA = FlatAを主張するものであ
り，他の同様の事実としては lim−→modA = ModAが挙げられる．
(2)は (1)を用いながら次のように導かれる．まずAが非特異である場合は，projA = CMAが成

り立つ ([IW14, Proposition 2.17])．従って (1)と Govorov–Lazardの定理により FlatA = LCMA

を得る．逆に FlatA = LCMAであれば，modA ∩ FlatA = projAかつ modA ∩ LCMA = CMA

から projA = CMAを得るので，Aは非特異である ([IW14, Proposition 2.17])．
系 12 Rを Krull次元有限な CM環で標準加群を持つとし，Aを R整環とする．このとき次が成
り立つ：

Aが非特異⇔ ZgA(Flat) = ZgA(LCM).

もし R = Aであれば，Aが非特異であることは Rが正則であることを意味する．したがって，
第 3節で (A)として述べた課題は，系 10と系 12によって X = LCMAとすることで自然に解決
されることが分かる．

5 無限CM表現型と直既約純移入balanced big CM加群
この節では (R,m)を完備な Gorenstein局所環とする（つまり m進完備な可換ネーター局所環

Rであって R加群としての移入次元が有限になるもの）．Gorenstein局所環は CM局所環である
([Mat89, Theorem 18.1])．R整環AがGorensteinであるとは，HomR(A,R)が右A加群として
射影的であることで定義される．この条件はAが Iwanaga–Gorensteinであることを導くが ([IW14,

Lemma 2.1]参照)，逆は一般には成り立たない．Rを完備にしておく理由はKrull-Schmidt性を含
めて幾つかあり，特にMatlis双対によって全ての有限生成 A加群が純移入的になることは，我々
の観点としては重要である．
Gorenstein R整環A上の右A加群M がGorenstein射影加群であるとは，ExtiA(M,P ) = 0が

全ての射影 A加群 P と i ≥ 1に対して成り立つことで特徴付けられる ([EJ11, Corollary 11.5.3]).

Gorenstein射影加群のなすModAの部分圏を GProjAで表す．GProjAは Frobenius圏であって，
射影的かつ移入的対象は射影A加群で与えられる（例えば [Pér16, Corollary 11.2.6]または [Che11,

Proposition 3.1 and p. 207]を参照）．したがって，差を取って射影 A加群を経由する任意の 2

つの射を同一視することで安定圏 GProjAが得られ，これは三角圏の構造を自然に持つ ([Hap88,

§2])．GProjAの対象は GProjAと同じものである．また，GProjAはコンパクト生成三角圏になっ
ており，そのコンパクト対象は有限生成な Gorenstein射影 A加群で与えられる (例えば [Che11,

Theorem 4.1]参照)．Beligiannis [Bel00]とKrause [Kra00]の仕事によって，コンパクト生成三角
圏に対しても（直既約な純移入対象によって構成される）Zieglerスペクトラムを定義することが
できる．これも小さい集合をなし，関手圏を通して自然な位相が入る．



これらの事実および Rosanna Laking氏（[Nak21a]の appendixを執筆）の結果を用いながら，
以下の定理を証明した．Gorenstein R整環 Aに対して，直既約な small CM A加群が同型を除い
て高々有限個存在するとき，Aは有限CM表現型を持つという．
定理 13 ([Nak21a]) Aを Gorenstein R整環とする．次が同値である．
(1) Aは有限 CM表現型を持つ．
(2) 全ての Gorenstein射影 A加群は有限生成 Gorenstein射影加群の直極限として表せる．
(3) 安定圏 GProjAの全ての直既約な純移入的対象はコンパクトである．
(1)と (2)の同値性は R = Aの場合を扱っている Beligiannis [Bel11, Theorem 4.20]の部分的な
一般化である．また，(1)と (2)の同値性は Psaroudakisと Rumpの最近の結果 [PR22, Corollary

5.14]からも導くことができる．彼らの結果はかなり一般的な視点から展開した理論の帰結であり，
Rumpのもう一つの仕事 [Rum21]に本質的に依存していることに言及しておく．
もう少し既存の結果に言及しておこう．Chenは [Che08, Main theorem] Iwanaga–Gorenstein

Artin代数に対して，直既約な有限生成 Gorenstein射影加群が同型を除いて高々有限個であるこ
とと，条件 (2)が同値であることを示している．我々の Rを artinianにした場合，Gorenstein R

整環は準 Frobenius R代数 (ネーターかつ自己移入的)になる．この場合の定理 13は，定理 4と
Krause [Kra00, Proposition 1.16]から導くことが出来る．Rが artinianでない場合は, 定理 13の
(3)は新しい特徴づけであり，これが一番重要な点である．実際，我々は次の同値性を得る（無限
CM表現型は有限 CM表現型の否定を意味する）：
Aは無限 CM表現型を持つ⇔ GProjAに直既約な純移入的対象で非コンパクトなものが存在．
系 5の CM版を与えるためには，あと何が足りないのであろうか．実はこの足りない部分は割

と大きい．問題の本質は，無限生成射影 A加群が，一般には加群としては純移入的にならないこ
とである．これが原因で安定圏 GProjAから加群圏ModAに直接戻ってくることがほぼ絶望的に
なる．しかし直接戻ってこれないとはいえ，GProjAを平坦余ねじれ加群に対応する別の安定圏に
圏同値で移すことが可能である ([CET21]参照)．これで状況は良くなるが，そこから最後まで議
論を詰めるのは（筆者の認識では）かなり大変である．これ以上は技術的になってしまうので，本
稿では説明を省略し，以下の結果に辿りつくことが可能であることを報告するに留める．A上の加
群M が R加群として balanced big CMであるとき，M を balanced big CM A加群と呼ぶ．
定理 14 ([Nak21c]) Aを Gorenstein R整環とする．このとき次が同値である．

1. Aは有限 CM表現型を持つ.

2. 全ての直既約な純移入 balanced big CM A加群が有限生成である.

定理 13はこの結果に至るために必要であったことに言及しておく．定理 14から直ちに次が従う：
Aは無限 CM表現型を持つ⇔直既約な純移入 balanced big CM加群で非有限生成なものが存在．
これで第 3節で (B)として述べた課題に対する一つの回答を与えたといえる．
Gorenstein整環は自己移入的なアルティン代数の拡張であったが，読者によっては遺伝的（大域

次元が 1）なアルティン代数の拡張はどうなのかと思うかもしれない．実際には，環の大域次元が
有限の場合は Gorenstein射影加群が射影加群のみになるため，安定圏は自明になってしまうとい



う事情がある．したがって，別の角度からの取り組みが必要になる．Aを R整環するとき，Aが
非孤立特異点を持つとは，Rの極大イデアル m以外の素イデアル p ∈ SpecRが存在して，Ap の大域次元が dimRp より真に大きくなることで定義される．
定理 15 Aを大域次元有限の R 整環とする．もし Aが非孤立特異点を持てば，直既約な純移入
balanced big Cohen–Macaulay A加群で非有限生成なものが存在する．
この定理に関しては具体例を見てみよう．Aが非孤立特異点を持つときは，Aは無限 CM表現型
になることに注意されたい ([Aus86, §10, Theorem], [Yos90, Theorem 4.22]参照)．
例 16 kを体とし，Rを一変数の冪級数環 k[[x]]とする．Qで Rの商体を表し，R整環

A :=

(
R 0

R R

)
.

を考える．dimQ = 0であるが A(0) = A⊗R Qの大域次元は 1なので，Aは非孤立特異点を持つ．
非射影的な直既約 small CM右 A加群のリストは，同型を除いて

(
R (xn)

)
,

(
R R

)

(
R 0

)

で与えられる (n ≥ 1)．直既約な純移入的 balanced big CMA加群で非有限生成なものは，例えば(
Q (xn)

)
(n ≥ 1)で与えられ，これらは全て平坦 (余ねじれ)ではない. つまり，ZgA(LCM) \

ZgA(Flat)の点になっている．
上のリストで ZgA(LCM) \ZgA(Flat)の balanced big CMの点が全て尽くされているかは，まだ

わかっていない．それでも上の例は，Puninskiの研究を非可換化したことで自然に見つかるもの
として意義がある．今後は定理 14の対偶に関する具体例の構成が優先的な課題となる．
定理 14によって一応は，Puninskiの残した研究に対する理論的裏付けを部分的に与えることがで
きた．彼と共著者のさらなる考察は，Ringel [Rin00, Rin11]が特定の有限次元代数に対して導入し
た “Auslander–Reiten quilt”と呼ばれる概念へと向けられている ([Pun18], [LP19])．Auslander–

Reiten quiltは，直既約かつ純移入的な非有限生成加群を加えながら Auslander–Reiten quiverの
連結成分同士の関係を理解しやすいように編み込むものであり，無限生成表現論の興味深い方向
性と言える．Puninski達は Auslander–Reiten quiltの無限生成 CM表現における類似物を具体的
な状況で構成しており，これを Ringelの場合と統一した理論として解釈できるようにすることは，
筆者にとって今後の課題の一つである．
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पੵظͷຬͨ͢ඍํఔࣜͱ K3ϥϜμؔ

ɹࡉ ʢֶशӃେֶʣ

1 ͡Ίʹ

ପԁۂઢͷΞʔϕϧඍΛ 1αΠΫϧͰੵͨ͠ͷ͕ (ପԁۂઢͷ)पੵظͰ͋Δ͕ɼପԁۂઢͷΛ

ੵظͷύϥϝʔλʔ্ۭؒͷଟՁؔͱͳΔɽ̎ͭͷಠཱͳαΠΫϧʹؔ͢ΔपੵظΔͱɼप͑ߟ

पྻߦظΛఆΊͯɼ·ͨͦΕΒͷൺ্ฏ໘ʹΛऔΔप૾ࣸظΛఆΊΔɽैͬͯप૾ࣸظύϥϝʔ

λʔ্ۭؒͷଟՁؔͱͳΔ͕ɼͦͷଟՁੑ্ฏ໘ͷׂͱͯ͠”៉ྷʹ”ද͞ݱΕΔɽϧδϟϯυϧ

ͱݺΕΔಛผͳ (͍҃ࣗવͳ)͔ΒಘΒΕΔ্ฏ໘ͷׂɼ্ฏ໘ͷϞδϡϥʕؔͰ͋ΔϥϜ

μؔΛఆΊΔ͕ɼ͜Εʹ͍ͭͯςʔλؔΛ༻͍ͨඇৗʹ۩ମతͳද͕͔ࣔ͘ݹΒΒΕ͍ͯΔɽ

ҰൠʹɼଟՁؔͷͭ࣋ଟՁੑΛ (దͳྖҬΛ͚ͦͯͭݟͷ)ྖҬͷׂʹΑ࣮ͬͯ͢ݱΔ͜ͱɼʮҰҙ

ԽʯͳͲͱݺΕ͍ͯΔɽଟՁؔΛଟՁࣸ૾ʹஔ͖͑ߟͯ͑Δ͜ͱࣗવͳ֦ுͱ͑ߟΒΕΔ͕ɼ٢

ాਖ਼ষࢯͷஶॻ [16]Ͱɼϧδϟϯυϧͷ֦ுͰ͋Δ K3ۂ໘ͷʹ͍ͭͯɼͦͷप૾ࣸظͷଟՁੑͱͦͷ

ҰҙԽʹؔ͢Δ٢ాਖ਼ষࢯͱڞಉऀڀݚΒʹΑΔҰ࿈ͷඒ͍͠Ռ͕·ͱΊΒΕ͍ͯΔɽ͜ͷΑ͏ͳઃఆ

ͰɼݹయతͳପԁϥϜμؔɼK3ۂ໘ͷपྖظҬ্ʹఆٛ͞ΕΔอؔܕʹ֦ு͞ΕΔ͕͜ΕΛඪͰ

ʮK3ϥϜμؔʯͱݺΜͩɽ͔͠͠ͳ͕Βɼจݙ [16]ͱͦͷߟࢀจݙʹ͓͍ͯɼK3ϥϜμؔͷఆٛ

ͱଘࡏ (͋Δ͍ಛ͚)ࣔ͞Ε͍ͯΔͷͰ͋Δ͕ɼͦͷ۩ମతͳදࣔ༩͑ΒΕ͍ͯͳ͔ͬͨɽ

ԋͰɼ1990ʹචऀΒ͕ߨ [7, 8]ʹ͓͍ͯผͷಈ͔ػΒඋͨ͠पੵظ͕ຬͨ͢ඍํఔࣜͱղͷ

๏Λ͜ͷʹͯΊΔ͜ͱʹΑͬͯɼʮK3ϥϜμؔͷ۩ମతͳදࣔʯΛ༩͑Δ͜ͱ͕ग़དྷͨͷͰɼߏ

ͦͷ݁ՌΛใͨ͠ࠂɽৄࡉͳࢉܭɼطʹൃදࡁΈͷจ [9, 10]ʹҕͶΔ͜ͱʹͯ͠ɼҎԼͰͦͷ݁ՌΛ

த৺ʹུͯ֓͠Λ·ͱΊΔ͜ͱʹ͢Δɽ

2 ϧδϟϯυϧͱପԁϥϜμؔ

2.1 ϧδϟϯυϧ

ࣹӨઢ P1 ͷ̐Ͱ͢ذΔ 2ॏඃ෴ପԁۂઢΛఆΊΔɽ̐ͷΞϑΟϯ࠲ඪΛ a1, a2, a3, a4 Λද͢ͱ

͖ɼ2ॏඃ෴
y2 = (z − a1)(z − a2)(z − a3)(z − a4)

ʹΑͬͯද͞ΕΔɽ͜͜Ͱ͕̐ P1 ্Λಈ͘ͱ͢Δͱɼ4ͷஔۭؒM4 ্ʹପԁۂઢͷ͕ಘΒΕɼ͜

ΕΛϧδϟϯυϧͱݺΜͰ͍Δɽ̐ஔͷۭؒM4 ɼඇௐൺ

x =
(a2 − a3)(a1 − a4)

(a1 − a3)(a2 − a4)
=

[a2a3][a1a4]

[a1a3][a2a4]
, ([aiaj ] :=

∣∣∣∣
1 1
ai aj

∣∣∣∣) (2.1)
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ΛΞϑΟϯ࠲ඪͱ͢ΔࣹӨઢ P1 ʹࣗવʹίϯύΫτԽ͞ΕΔͷͰɼϧδϟϯυϧ P1 ্ͷͰ͋Δɽ

ͷ x ∈ P1 \ {0, 1,∞}্ͷϑΝΠόʔΛ Ex ͱද͠ɼ͞Βʹى xo ∈ P1 ΛఆΊΔͱ͖ɼ͜ͷͷपੵظ

ˆ
γ

dx

y
=

ˆ
γ

dx√
(z − a1)(z − a2)(z − a3)(z − a4)

(γ ∈ H1(Exo ,Z))

ͱද͞ΕɼP1 ্ͷଟՁؔ wγ(x)ΛఆΊΔɽϧδϟϯυϧɼ͔͘ݹΒ͜ͷपੵظͷຬͨ͢ඍํఔࣜ

ͱڞʹௐΒΕͯଟ͘ͷݹయతͳ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯΔɽྫ͑ɼपੵظඍํఔࣜ

{
θ2x − x(θx +

1

2
)2
}
w(x) = 0 , (θx := x

d

dx
) (2.2)

ͷղ (Ϟϊυϩϛʔ͕ͱͳΔΑ͏ͳղ)ͱͯ͠ಛ͚ͮΒΕɼͦΕΒͷൺͱͯ͠प૾ࣸظ τ = w1(x)
w0(x)

͕ఆ

ΊΒΕΔɽप૾ࣸظपྖظҬͱͯ͠ͷ্ฏ໘ H+ ͷࣸ૾

P : M4 → H+, x %→ [w0(x), w1(x)] = [1, τ(x)] (2.3)

ΛఆΊΔɽ͞Βʹɼप૾ࣸظͷଟՁੑ্ฏ໘ͷओ߹ಉ෦܈ Γ(2) ⊂ Γ := PSL(2,Z) ͷ࡞༻ͱͯ͠ද
ΕͯɼଟՁੑ͕͞ݱ H+ ͷׂʹΑͬͯද͞ݱΕΔ͜ͱʹͳΔɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼؔࣜ τ = w1(x)

w0(x)
ͷؔٯ

x = λ(τ) H+ ্ͷ Γ(2)ʹؔ͢ΔϞδϡϥʕؔΛఆΊΔ͜ͱʹͳΔɽ

2.2 ପԁϥϜμؔͱͦͷੑ࣭

্ฏ໘ H+ ্ͷਖ਼ଇؔͱͯ͠ςʔλ͕ؔଘ͢ࡏΔɿ

θ2(τ) =
∑

n∈Z
q(m+ 1

2 )
2

, θ3(τ) =
∑

n∈Z
qn

2

, θ4(τ) =
∑

n∈Z
(−1)nqn

2

(q = eπiτ ).

͜ΕΒͷؔͷ͖ θ2(τ)4, θ3(τ)4, θ4(τ)4  Γ(2)ʹؔͯ͠ΤΠτ͕̎ͷϞδϡϥʕࣜܗͱͳΓɼΓ(2)ʹؔ

͢ΔϞδϡϥʕࣜܗͷ͢MΓ(2) Λੜ͢ΔɽMΓ(2) ؔࣜ θ2(τ)4 − θ3(τ)4 + θ4(τ)4 = 0ͷԼͰ࣍

͖ͱͳ͍ͬͯͯɼ͜ΕʹରԠ͢ΔࣹӨଟ༷ମ͕M4 ͷίϯύΫτԽ P1 ʹҰக͍ͯ͠Δɽ

ପԁϥϜμؔʹ͍ͭͯ࣍ͷੑ࣭͕ݹయతʹΒΕ͍ͯΔʀ

1. λ(τ)ςʔλؔͰද͞Εͯ τ = i∞ʹ͓͍ͯ࣍ͷ q ల։Λͭ࣋

λ(t) =
θ2(τ)4

θ3(τ)4
= 16q − 128q2 + 704q3 − 3072q4 + · · · (2.4)

2. ܕͷಉ܈ͷରশ࣍3 Γ/Γ(2) ' S3 ͕Γཱͪɼg ∈ Γͷ࡞༻ τ %→ g · τ = aτ+b
cτ+d ͷͱͰ

e (1 2) (2 3) (2 3)(1 2) (1 2)(2 3) (1 3)
λ 1

λ
λ

λ−1 1− 1
λ

1
1−λ 1− λ

(2.5)

ͷΑ͏ʹม͢Δɽ͜͜Ͱ (i j)ޓΛද͠ɼΓ/Γ(2) ' S3 ͷͱͰରԠ͢Δ S3 ͷݩΛද͢ɽ

3. ඍํఔࣜ (2.2)ͷਖ਼ଇղͰ͋ΔزԿڃ w0(x)ʹ x = λ(τ)Λೖ͢Δͱ͖

w0(λ(τ))
2 = θ3(τ)

4,

(
w0(x) =

∑

n≥0

1

Γ( 12 )
2

Γ(n+ 1
2 )

2

Γ(n+ 1)
xn

)
(2.6)

͕Γཱͭɽ
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ҙ 2.1. (1) ੑ࣭ 2 Ͱɼରশ܈ S3 ͕ Γ/Γ(2) ͷಉܕΛ௨ͯ͠ݱΕ͍ͯΔɽҰํͰɼඇௐൺ x =
(a2−a3)(a1−a4)
(a1−a3)(a2−a4)

 4ͷஔͱͯ͠ S4 ܈ఆԽݻΔ͕ɼ͢༺࡞͕ (' Z2 × Z2)ʹΑΔ༨ͱͯ͠ S3 Εͯɼݱ͕

x = λ(τ)ͷؔͷԼͰ (2.5)ͱಉ͡࡞༻͕ಘΒΕΔɽ(2) ੑ࣭ 3ɼपੵظ w0(x)͕ϗοδઢଋͷஅ

Λද͍ͯ͠Δ͜ͱʹ༝དྷ͍ͯ͠Δɽ

ϧδϟϯυϧΛ K3ۂ໘ͷʹ֦ுͯ͠ɼ্ͷ̏ͭͷੑ࣭̍ʙ̏ʹ͍ͭͯରԠ͢Δ۩ମతͳදࣜΛॻ͖ग़͢

͜ͱ͕ 90ʹ٢ాਖ਼ষࢯΛ࢝Ίͱ͢ΔڞಉͪͨऀڀݚʹΑͬͯࢼΈΒΕͨɽৄࡉͳ͕ڀݚͳ͞Εͨ (จݙ

ͳ͔ͬͨɽඍํఔࣜͷมۭؒͷίϯύΫτԽͱͦͷಛҟ͍ͯͬࢸর)͕ɼ໌ࣔతͳදࣔʹ·Ͱࢀ[16]

ղফ͓Αͼہॴղͷߏʹؔ͢Δ෦͕ෆ͍ͯͨͨ͠ΊͰ͋ΔΑ͏ʹࢥΘΕΔɽҰํͰɼಉ͘͡ 90ʹ

ϛϥʔରশੑͷ͔ڀݚΒɼඍํఔࣜܥͷมۭؒͷίϯύΫτԽͱͦͷಛҟղফͱہॴղͷߏʹؔ͢Δ

ΊΒΕͨਂ͕ڀݚ (จݙ [7, Β͔࣌র)ɽࢀ[8 20Ҏ্͕ܦաͯ͠͠·͕ͬͨɼจݙ [9, 10]ʹ͓͍ͯɼ͜Ε

Βͷ̎ͭΛ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬͯ̏ͭͷੑ࣭̍ʙ̏ʹରԠ͢Δඇৗʹ۩ମతͳ݁Ռ͕ಘΒΕͨɽ

3 K3ۂ໘ͷ֦ு

3.1 6ઢͰ͢ذΔ 2ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘ͷ

ࣹӨઢͷҰൠͷҐஔʹ͋Δ̐Ͱ͢ذΔ 2ॏඃ෴ɼପԁۂઢΛఆΊͨɽ͜ΕΛ֦ுࣹͯ͠Өฏ໘ P2

ͰҰൠͷஔʹ͋Δ 6ຊͷઢͰ͢ذΔۂ໘Λ͑ߟΔͱɼۂ໘ઢͷަʹରԠ͢Δ 15Ͱ A1 ͷಛܕ

ҟΛͭ࣋ɽ͜ΕΒͷಛҟΛ blow up ͯ͠ಘΒΕΔۂ໘ඇಛҟͳ K3ۂ໘ΛఆΊΔɽ͜͏ͯ͠ɼ6ຊͷ

ઢͷஔۭؒΛύϥϝʔλͱ͢Δ K3ۂ໘ͷ͕ಘΒΕΔ͕ɼ͜ͷϧδϟϯυϧͷ ߟͷ֦ுͱݩ࣍2

͑ΒΕɼͦͷΑ͏ͳࢹ͔Β 90ʹਂ͘ௐΒΕͨͷͰ͋ͬͨ [12]ɽࣹӨฏ໘ P2 ͷઢରͳͰද

ࢹͰ͖ΔͷͰɼಉҰݱ P2 ≡ (P2)∗ ͷԼͰɼ6ຊͷઢͷஔۭؒΛ 6ஔۭؒͱͯ͠M6 ͱද͢͜ͱʹ͢

Δɽ্ʹఆΊΔ K3ۂ໘ͷM6 ্ͷͰ͋Δ͕ɼ͜ΕΛM6 ্̎ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘ͷͱݺͼ X → M6

ͱද͢͜ͱʹ͢Δɽ

M6 ্̎ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘ͷͷੑ࣭ʹ͍ͭͯɼඇৗʹଟ͘ͷ͜ͱ͕ௐΒΕ͍ͯΔ͕ɼҎԼͰͦͷ͍

͔ͭ͘ͷ݁ՌͷΈΛ·ͱΊΔɽ

໋ 3.1. Ұൠͷ x ∈ M6 ʹର͢Δɼ X → M6 ͷϑΝΠόʔ Xx Λ X ද͢ͱɼX ͷӽ֨ࢠ

(transcendental lattice) TX ⊂ H2(X,Z)ʹ͍ͭͯ࣍ͷಉ͕ܕΓཱͭɿ

TX ' U(2)⊕2 ⊕A⊕2
1

͜͜ͰɼU(2) =

(
Z2,
(
0 2
2 0

))
, A1 =

(
Z, (−2)

)
ॱʹ֊ 2,1ͷ֨ࢠΛද͢ɽ

্ͷ໋ͷ K3ۂ໘ X ʹ͍ͭͯɼͦͷϐΧʔϧ֨ࢠ PX Λ PX := (TX)⊥(in H2(X,Z))ͱఆΊΔɽ͜ͷͱ
͖ɼTX ͷఆΊΔपྖظҬ

D(TX) := {[w] ∈ P(TX ⊗ C) | w.w = 0, w.w̄ > 0}+

 PX ⊂ PY Λຬͨ͢ X ͷมܗ {Y }ͷύϥϝʔλۭؒͰ͋Δ. ͜͜Ͱɼ݅ w.w = 0, w.w̄ > 0Λຬͨ͢

ྖҬ 2ͭͷ࿈݁Λͭ࣋͜ͱ͕͔ΔͷͰɼͦͷ͏ͪͷ̍ͭΛͱͬͯ D(TX)ͱ͍ͯ͠Δɽ໋ͷ TX ͷ
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߹ɼपྖظҬʹ͍ͭͯෳૉ Ҭྖݩ࣍4 H2 ͷಉܕ D(TX) ' H2,

H2 :=
{
W ∈ Mat(2,C) | ( tW −W )/2i > 0

}
,

͕ΒΕ͍ͯΔ [11]. ྖҬ H2 ͷݩW ͕ෳૉରশྻߦͰ͋Δͱ͖ʹɼH2Siegel্ۭؒ h2 ʹҰக͢Δͷ

Ͱɼࣗવʹ H2 ⊃ h2 ͕Γཱ͍ͬͯΔɽH2 ͕ϧδϟϯυϧʹର͢Δ H+ ͷ֦ுʹͳ͍ͬͯΔͱ༧͞ΕΔ

͕ɼͦͷ༷ࢠपੵظͱप૾ࣸظΛఆٛ͢Δͱͯ͑ݟདྷΔɽ

P2 ͷ̒ஔΛ۩ମతʹ

A =




a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36



 = (aij)

ͱද͢ɽ·ͨɼ X → M6 ىʹ xo ∈ M6 ΛఆΊͯϑΝΠόʔ Xo := Xxo ্ͷ̎࣍ͷ (ӽ) αΠΫϧ

C ∈ H2(Xo,Z)ΛఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

ఆٛ 3.2. 6ஔ AʹରԠ͢Δ K3ۂ໘ XA ͷ (ਖ਼ଇ ΛҎԼͷΑ͏ʹද͢ɿੵظΔ)पؔ͢ʹࣜܗ2

w̄C(A) =

ˆ
C

dµ√
%1(x, y, z)%2(x, y, z) · · · %6(x, y, z))

,
(
%i(x, y, z) = ai1x+ ai2y+ ai3z

)
(3.1)

͜͜Ͱɼx, y, z P2 ͷ੪࠲࣍ඪɼ·ͨ dµ := xdy ∧ z− ydx ∧ z+ zdx ∧ yͱఆΊΔɽ

TXo ' U(2)⊕2 ⊕A⊕2
1 ⊂ H2(Xo,Z)ʹجఈΛ b0, · · · , b5 ఆΊͯɼӽαΠΫϧ C ͕͜ΕΒʹରʹͳΔΑ

͏ʹ C0, · · · , C6 ΛఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼप૾ࣸظ P : M6 → D(TX)

P(A) = [w̄0(A)b0 + · · ·+ w̄C5(A)b5] (3.2)

ʹΑͬͯఆΊΒΕΔ͕ɼ͜Εϧδϟϯυϧͷप૾ࣸظ (2.3)ͷҰൠԽΛ༩͑Δɽ·ͨɼप૾ࣸظଟՁؔ

Ͱ͋Δ͕ɼͦͷଟՁੑΛද͢Ϟϊυϩϛʔ܈ࣗવʹपྖظҬͷରশੑ

G = {g ∈ O(TX ,Z) | H(g) > 0}

ͷ෦܈ͱͳΔɽ͜͜ͰɼH(g) = (g11+g12)(g33+g34)−(g13+g14)(g31+g32)ͱ͢Δ [11]ɽಉܕD(TX) ' H2

ͷԼͰɼपྖظҬͷରশੑ G ܈ࢄ

Γ :=
{
g ∈ PGL(4,Z[i]) | tḡJg = J

} (
J := ( 0 E2

−E2 0 )
)

ͷ H2 ͷ࡞༻W %→
(
A B
C D

)
·W = (CW +D)−1(AW +B)Ͱද͞ΕΔɽ

໋ 3.3. (1)प૾ࣸظͷϞϊυϩϛʔ͕ఆΊΔ܈࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɿ

G(2) = {g ∈ G | g = E6 mod 2}

(2) ಉܕ D(TX) ' H2 ͷԼͰ G(2)ͷ࡞༻ɼH2 ͷ෦܈ ΓM (1 + i) ⊂ Γ࡞༻Ͱද͞ΕΔɽ

͜͜Ͱ෦܈ ΓM (1 + i)ͷৄࡉจݙ [11, 12]ʹҕͶΔ͜ͱͱ͢Δ͕ɼ͜ͷ܈ͷ H2 ͷ࡞༻͕ɼϧδϟϯ

υϧͷ߹ͷ Γ(2)ͷ্ฏ໘ H+ ʹରԠ͍ͯ͠Δɽ
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3.2 पੵظͷຬͨ͢ඍํఔࣜ

पੵظ͕ඍํఔࣜܥͷղͱͯ͠ද͞ΕΔͷϧδϟϯυϧͷ߹ͱಉ༷Ͱ͋Δɽ

໋ 3.4. पੵظ w̄(a) := w̄(A)(3.1)࣍ͷ G(3,6)ܕͷ Aomoto-Gel’fand Λຬͨ͢ɿܥ

(i)
2∑

i=0

aij
∂

∂aij
ω̄(a) = −1

2
ω̄(a) (1 ≤ j ≤ 6) , (ii)

6∑

j=1

aij
∂

∂akj
ω̄(a) = −δikω̄(a) (1 ≤ i ≤ 3),

(iii)
∂2

∂aij∂akl
ω̄(a) =

∂2

∂ail∂akj
ω̄(a) (1 ≤ i, k ≤ 3, 1 ≤ j, l ≤ 6).

(3.3)

໋ͷಋग़ɼͷ͔ࢉܭΒಋ͔ΕΔɽಛʹ (i),(ii)ͷ 1֊ͷඍԋࢠࢉपੵظ w̄(A)ͷରশੑ

w̄(A) = w̄(g.A.t) (g ∈ GL(3,C), t ∈ (C∗)6)

Λແݶখ࡞༻ͱͯ͠ද͢ݱΔ͜ͱ͔Βಋ͔ΕΔɽ(iii)ɼ߃ࣜ 1√
%1···%6

1
%i%l

(xjxl − xlxj) = 0Λඍද͠ݱ

ͨͷʹଞͳΒͳ͍ɽҎԼͰɼจݙ [16]ʹैͬͯɼ্ͷඍํఔࣜܥΛ E(3, 6)ඍํఔࣜܥͱݺͿ͜ͱʹ

͢Δɽ

ܥͷඍํఔࣜه্ 70 ʹ Aomoto,Gel’fand [1, 2, 4, 5] ʹΑͬͯ͞ߟΕͨͷͰɼมͱͯ͠

(n,m) ྻߦ A = (aij) Λ༻͍Δ͜ͱ͔ΒάϥεϚϯ G(n,m) ͷܕ Aomoto-Gel’fand Ε͍ͯΔɽ͠ݺͱܥ

͔͠ͳ͕Βɼ(i),(ii)ͷ ͷͨΊʹɼѻ͍͕ͦΕఔ༰қͰͳ͍ɽ༺࡞܈ͳΕΔඇՄ͞ݱදʹࢠࢉͷඍԋ࣍1

ಛʹɼมۭؒͷίϯύΫτԽʹؔͯ͠ະͩʹҰൠग़དྷ্͕͍ͬͯͳ͍Α͏ʹࢥΘΕΔɽ80ʹೖΔ

ͱɼ(i),(ii)ͷඇՄੑΛతτʔϥεʹͯ͠͠·ͬͨඍํఔ͕ࣜܥ Gel’fand, Zelvenski ʹΑͬͯ͞ߟ

Εͨɽ͜ͷ߹ɼGel’fand, Kapranov, ZelevinskiʹΑͬͯඍํఔࣜܥͷมۭؒͷίϯύΫτԽͷҰൠ

͕ల։Ͱ͖Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕͯɼGel’fand-Kapranov-Zelevinski (GKZ)ํఔࣜܥ [6]ͱݺΕ͍ͯΔɽ90

ʹͳΔͱɼΧϥϏɾϠଟ༷ମͷϛϥʔରশੑ͕ൃ͞ݟΕͯɼGKZํఔࣜܥͷ (Ϟϊυϩϛʔੑ࣭Ͱಛ͚ͮ

ΒΕΔಛผͳڥքͰͷ)ہॴղͷߏ๏ʹ͍ͭͯҰൠతख๏͕උ͞Εͨ [7, 8]ɽ

ड़͢ΔΑ͏ʹɼAomoto-Gel’fandهʹޙ ํఔࣜܥͱ GKZ ํఔࣜܥͷہॴతͳؔॳ͔Βٞ͞Εͯ

ΒΕ͍͕ͯͨɼจ [9]Ͱɼ͜ΕΛେہతͳࢹ͔Βͯ͠ߟ 90ͷൃలͱ߹ΘͤΔ͜ͱΛͨͬߦɽٞ

ͷଟ͘ 2ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘ͷ߹ʹݱΕΔ E(3, 6)ඍํఔࣜݶʹܥΒΕΔ͕ɼ͜͏ͨ͠େہతͳ͔ߟ

Β K3ϥϜμؔͷ۩ମతͳද͕ࣔಘΒΕΔ͜ͱʹͳΔɽ

4 มۭؒͷίϯύΫτԽͱϞδϡϥΠۭؒͷίϯύΫτԽ

2ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘ͷ X → M6 ͷपੵظ E(3, 6)ඍํఔࣜܥ (3.3)ʹΑͬͯಛ͚ͮΒΕΔɽ͜ͷ

ͱ͖ɼପԁϥϜμؔͷΧεϓ (τ = i∞)ʹ͓͚Δ q-ల։ͷߏΛख͕͔Γʹ͢ΔͱɼରԠ͢Δ K3ϥϜμ

ؔͷߏʹɼඍํఔࣜܥͷมۭؒͷదͳίϯύΫτԽΛ͚ͯͭݟɼͦ͜ͰతʹڥͨͬքΛه

ड़͢Δඞཁ͕͋Δ͜ͱ͕͔ΔɽͷύϥϝʔλʔۭؒͷίϯύΫτԽʹ৭ʑͳͷ͕ΒΕ͍ͯΔ͕ɼͦ

ΕΒ͕ඞཁͱ͢ΔมۭؒͷίϯύΫτԽʹҰக͢ΔͱݶΒͳ͍ɽ
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4.1 ஔۭؒͷ GITίϯύΫτԽ

Ͱߘड़ͨΑ͏ʹɼຊʹط P2 ͱ (P2)∗ ΛಉҰ͢ࢹΔ͜ͱʹ͢Δɽ͜ͷಉҰࢹͷԼɼ2ॏඃ෴ܕ K3ۂ໘

ͷ X → M6 ͷύϥϝʔλʔۭؒM6  P2 ͷ̒ஔͷۭؒͱͳΔɽP2 = P(C3)ͱදͯ͠ɼ̒Λ C3 ͷ

ྻϕΫτϧͰදࣔͯ͠

A =




a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36





ͱද͢ɽ͜ͷͱ͖ɼP2 ͷࣗݾಉܕΛද͢ GL(3,C)͕͔ࠨΒ࡞༻͠ɼ·ͨɼࣹӨԽ P(C3)Λද͢ (C∗)6 ͕ର

Δɽ͜͏ͯ̒͠ஔͷۭؒͱͯ͢͠༺࡞ͱͯ͠ӈ͔Βྻߦ֯ C3×6/GL(3,C) × (C∗)6 Λ͑ߟΔ͜ͱʹͳ

Δɽ͜ͷΛ GIT(Geometric Invariant Theory)ͱͯ͠ఆٛ͢Δ͜ͱ͕จݙ ड़͞Ε͍ͯΔɽه͘͠ৄʹ[3]

GITͰɼ࡞܈༻ʹؔ͢ΔෆมࣜΛ༻͍ͯΛఆٛ͢Δɽࠓͷ߹ɼ

Y0 = Y0(A) = [1 2 3][4 5 6], Y3 = Y3(A) = [1 3 4][2 5 6],

Y1 = Y1(A) = [1 2 4][3 5 6], Y4 = Y4(A) = [1 3 5][2 4 6],

Y2 = Y2(A) = [1 2 5][3 4 6], Y5 = Y5(A) = [1 2 3][1 4 5][2 4 6][3 5 6]− [1 2 4][1 3 5][2 3 6][4 5 6]

͓Αͼ
Y6 = [1 2 6][3 4 5], Y8 = [1 4 6][2 3 5], Y10 = [1 4 5][2 3 6],
Y7 = [1 3 6][2 4 5], Y9 = [1 5 6][2 3 4]

ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔɽ͜͜Ͱɼ[i j k] := det(aiajak)ͱఆΊΔɽY5 ࣍̎ͱ͑ͯɼͦͷଞ࣍̍ͱ࣍

Λ༩͢Δͱ͖ɼશͯͷ࣍ͷෆม͕ࣜ͜ΕΒͰੜ͞ΕΔ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ [3]ɽ͜ͷΑ͏ͳ͖࣍

C[Y0, · · · , Y10]ͷ Proj ͕ GITͷఆٛͰ͋ͬͨɽࠓͷ߹ɼෆมࣜͷؒʹ (G(3, 6)ͷ Plücker Λࣜؔ

ද͢)ؔࣜ
Y0 − Y1 + Y2 − Y6 = 0, Y0 − Y6 + Y7 − Y10 = 0,
Y2 − Y3 − Y7 + Y8 = 0, Y2 − Y3 − Y6 + Y9 = 0,
Y3 − Y4 + Y6 + Y10 = 0

(4.1)

͕͋ΔͨΊʹɼY6, · · · , Y10 ফ͞ڈΕͯ

ProjC[Y0, · · · , Y10] =
{
Y 2
5 = F4(Y0, ..., Y4)

}
⊂ P(15, 2) (4.2)

ͱͳΔɽ͜͜ͰɼF4 = (Y0Ys + Y2Y3 − Y1Y4)2 + 4Y0Y1Y4Ys Ͱ͋Γɼ·ͨɼY0, · · · , Y4,Y5 Λ੪࠲࣍ඪͱ͢Δ

ॏΈ͖ࣹӨۭؒΛ P(15, 2)ͱදͨ͠ɽ(4.2)ɼ̐ࣜ࣍ F4 = 0Ͱ͢ذΔ P4 ͷ 2ॏඃ෴Ͱ͋Δ͕ɼϑΝϊ

ଟ༷ମͷڀݚͰ Coble 4༷ମͱͯ͠ΒΕ͍ͯΔͷʹҰக͍ͯ͠ΔɽGITʹΑΔίϯύΫτԽ 6

ஔͷۭؒM6 ͷ̍ͭͷࣗવͳίϯύΫτԽͰ͋Δɽ

4.2 Baily-Borel-Satake ίϯύΫτԽ

प૾ࣸظ P : M6 → H2 ଟՁࣸ૾Ͱ͋Δ͕ɼͦͷଟՁੑΛද͢Ϟϊυϩϛʔ H2 ܈ࢄΔ͢༺࡞ʹ

ΓM (1 + i)[12]Ͱද͞Ε͍ͯΔɽ͜ͷ܈ࢄϧδϟϯυϧͷ߹ʹݱΕͨओ߹ಉ෦܈ Γ(2)ʹରԠ͢Δ

ͷͰɼH2 ্ͷϞδϡϥʕࣜܗΛఆΊΔɽ͜ͷϞδϡϥʕࣜܗͷ͢ ͯؔ͠ʹ(͖࣍)

MΓM (1+i) = Q[Θ1(W )2, · · · ,Θ10(W )2,Θ(W )] (4.3)
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ͱ͍͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [11]ɽ͜͜ͰɼΘk(W ) (1 ≤ k ≤ 10) H2 ্ͷςʔλؔ

Θ

[
a
b

]
(W ) :=

∑

n∈Z[i]2
exp

(
πi
(
t(n+ a)W (n+ a) + 2Re( tb n)

))
(4.4)

ͰྵͰͳ͍ͷΛॱʹ൪߸͚ͨ͠ͷͰɼͦΕΒͷ 2Ϟδϡϥʕ܈ g = (A B
C D ) ∈ ΓM (1 + i)ͷԼͰ

Θk(gσ ·W )2 = |CW +D|2 Θk(W )2

ͷΑ͏ʹΤΠτ 2Ͱม͢Δ [11, §3.1]ɽ͜Εʹର͠ɼΘ(W )ΤΠτ 4ͷϞδϡϥʕࣜܕͰ

Θ(W )2 =
3 · 52

26






(
10∑

i=1

Θi(W )4
)2

− 4
10∑

i=1

Θi(W )8




 (4.5)

ͷؔΛຬͨ͢ɽ͜ͷ͖࣍ (4.3)ͷ Projɼ ΓM (1 + i)!H2 ͷίϯύΫτԽ ΓM (1 + i) \H2
BBS

Λ

ఆΊΔͷͰɼBaily-Borel-Satake(BBS) ίϯύΫτԽʹଞͳΒͳ͍ɽ MΓM (1+i) ʹ͓͍ͯɼΤΠτ 2 ͷ

ςʔλؔʹ (4.1) ʹରԠ͢Δઢ͕ؔܗଘ͢ࡏΔ͜ͱʹҙ͢Δͱɼ(4.2) ࣍Εͨ੪ݱʹ 4 ࣜ࣍ F4 Λ༻

͍ͯ
Proj C[Θ1(W )2, · · · .Θ10(W )2,Θ(W )] =

{
Θ2 = F4(Θ

2
1, · · · ,Θ2

5)
}
⊂ P(15, 2)

ͷΑ͏ʹද͞ݱΕɼ͜͜ʹ (4.2)ͱಉ͡ Coble 4༷ମ͕ݱΕΔɽ·ͨɼBaily-Borel-Satake ίϯύΫτԽʹݱ

ΕΔڥքͷू߹ɼ֨ࢠཧʹ͍ͨͮجҰൠతͳهड़͕ଘ͢ࡏΔ͕ɼҎԼͷ໋ͷੑ࣭ (1),(2)ɼྫ͑

จݙ ड़͞Ε͍ͯΔɽه͘͠ৄʹ[15]

໋ 4.1. 2ͭͷίϯύΫτԽMGIT
6 ͱ ΓM (1 + i) \H2

BBS
ಉܕͰɼಛҟू߹ʹ͍͕ͭͯ࣍Γཱͭʀ

1. MGIT
6 ͷಛҟू߹ 15ຊͷࣹӨઢͱͦΕΒͷަ (15)͔ΒΓɼࣹӨઢʹͦͬͯ A1 ͷܕ

ಛҟΛͭ࣋ɽ

2. ্ͷ 15ຊͷࣹӨઢͱ քͷू߹ʹҰக͢ΔɽڥͷަɼBBSίϯύΫτԽͰՃ͑Δݸ15

4.3 Aomoto-Gel’fand ͷมۭؒͷίϯύΫτԽܥ

্ͷ̎ͭͷখઅͰɼM6 ͷ̎ͭͷࣗવͳίϯύΫτԽ͕ಉܕͰ͋Δ͜ͱΛ·ͱΊͨɽ͜Εϧδϟϯυϧ

M4 ͷ߹ͰΓཱͭ͜ͱͰɼͦͷΑ͏ͳഎ͕ͯͬ͋ܠ 2 ॏඃ෴ܕ K3 ໘ͷۂ X → M6 ͕ 90 

ΕͨͷͰ͋ͬͨɽҰํͰɼ͜ΕΒͷίϯύΫτԽ͕͞ڀݚ͘ਂʹ K3 ϥϜμؔͷఆٛʹదͨ͠ͷͰ͋Δ

͔໌Β͔Ͱͳ͍ɽ͔݁Βड़ΔͱɼK3ϥϜμؔͷఆٛʹదͨ͠ίϯύΫτԽɼपੵظ͕ຬͨ͢

ඍํఔࣜܥͷมۭؒͷίϯύΫτԽ͔ΒݱΕΔɽͦͯ͠ɼ2 ॏඃ෴ܕ K3 ໘ͷۂ X → M6 ͷ߹ɼ

MGIT
6 ' ΓM (1 + i) \H2

BBS
ͷ”ྑ͍ಛҟղফ”ʹҰக͢Δ͜ͱ͕໌͢Δɽ

4.4 มۭؒͷίϯύΫτԽͱϞδϡϥΠۭؒͷίϯύΫτԽ (1)

Aomoto-Gel’fand ͷมͰ͋Δܥ 3 × 6 ྻߦ A ͷ࠷ॳͷ̏ྻ͕ 1 Δͱɼదͳ͑ߟಠཱͰ͋Δ߹Λ࣍

GL(3,C)ͷมͷԼͰɼ

A0 =




1 0 0 a2 b1 c0
0 1 0 a0 b2 c1
0 0 1 a1 b0 c2
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ͷΑ͏ͳܗʹग़དྷͯɼม 9 ΕΔɽ͞Βʹɼ͜ͷΑ͏ͳ͞ݶ੍ʹͷΞϑΟϯมݸ A0 ͷܗΛอͭ݅Լ

Ͱɼ͔ࠨΒ (C∗)3 ⊂ GL(3,C),ӈ͔Β (C∗)6 Δɽ͢༺࡞͕

T =
{
(g, t) ⊂ (C∗)3 × (C∗)6 | g.A0.t = A0

}

͕ ͱͳΔɽT܈Δ͢༺࡞ʹͷΞϑΟϯมݸ9 ' (C∗)5 Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔Γɼैͬͯ͜ͷΑ͏ͳ A0 Ͱද͞Ε

Δมۭؒ (ͷ։ू߹) C9/T Ͱද͞ΕΔɽ

ྻߦ Aʹ͓͍ͯ ಠཱͰ͋Δ̏ͭͷྻϕΫτϧͷҐஔΛऔΓସ͑Εɼมۭؒͯ͢Λ෴͏͜ͱ͕ग़དྷ࣍1

Δ͜ͱ໌Β͔Ͱ͋Δ͕ɼషΓ͋Θ͔ͤΒେہతͳ༷ࢠΛ෮͢ݩΔͷͦΕఔࣗ໌Ͱͳ͍ɽ͔͠͠ɼE(3, 6)

ͷ߹ɼલड़ͷ̎ͭͷϞδϡϥΠۭؒͱؔΛ͚Δ͜ͱʹΑͬͯେہతͳ༷͔ු͕ࢠͼ্͕ͬͯ͘Δɽ

 C9/T Λ GITͱͯ͠ఆΊΔͱτʔϦοΫଟ༷ମ͕ݱΕΔҰํͰɼAomoto-Gel’fandඍํఔࣜܥର

Ԡ͢Δஔ A͕ఆΊΔ GKZඍํఔࣜܥ (AزԿඍํఔࣜܥ)ʹಛघԽ͢Δ [2, 14]ɽదͳجఈΛఆ

ΊΔͱ͖ɼஔ

A :=

{(
1
0
0
0
0

)
,

(
0
1
0
0
0

)
,

(
0
0
1
0
0

)
,

(
1
0
0
−1
1

)
,

(
1
0
0
−1
0

)
,

(
0
1
0
0
−1

)
,

(
0
1
0
1
−1

)
,

(
0
0
1
1
0

)
,

(
0
0
1
0
1

)}

ͷΑ͏ʹܾΊΒΕΔ [9, §2.4.b]ɽGKZํఔࣜܥɼ͜ͷΑ͏ͳτʔϥεͷ࡞܈༻Λද͢ஔ Aʹରͯ͠ఆ
ΊΒΕΔඍํఔࣜܥͰɼࠓͷ߹ (3.3)ͷ (i),(ii)Ͱද͞Εͨ GL(3,C)ͷແݶখ࡞༻Λ (ม A = (aij)Λ

্ͷ A0 ʹಛघԽ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ)෦܈ T ⊂ GL(3,C)ॖখͨ͠ͷʹҰக͢Δɽ͞Βʹɼมۭؒͷ
ίϯύΫτԽ͕ A͔Βܾ·ΔࣹӨతτʔϦοΫଟ༷ମ PSecA Ͱ៉ྷʹ༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [6]. ͜

͜Ͱɼ SecAೋ࣍ઔ (secondary fan)ͱݺΕΔ (ࣹӨతͳ)ઔΛද͢ɽೋ࣍ઔͷৄࡉলུ͢Δ͕ɼPSecA

దͳࢦඪ χ : T → C∗ ͷԼͰͷ GIT C9//χT ʹҰக͢ΔͷͰ͋Δɽ

໋ 4.2. ू߹ AΛ্ͷ௨Γͱ͢Δͱ͖͕࣍Γཱͭɿ

1. ม A = (aij)Λ A0 ʹಛघԽ͢Δͱ͖ɼE(3, 6)ඍํఔࣜܥAزԿඍํఔࣜܥʹಛघԽ͢Δɽ
2. AزԿඍํఔࣜܥͷมۭؒͷίϯύΫτԽ PSecA ͷಛҟ͔̒ΒΓɼಛҟͷλΠϓ

ͯ͢ہॴతʹ {
(xij) ∈ A2×3 | rank ( x11 x12 x13

x21 x22 x23 ) ≤ 1
}

(4.6)

ͷݪ ōʹݱΕΔಛҟͰද͞ΕΔɽ

3. ಛҟ ōʹؔͯ͠ਤ̍ͷΑ͏ͳখಛҟղফ (small resolution)͕ଘ͢ࡏΔɽ

4. ্ͷ̒ͷಛҟΛղফ͢ΔτʔϦοΫ͔ͭখಛҟղফ P̃SecA → PSecA ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ਤ̍ɽ ō ∈ PSecA ͷখಛҟղফͱͦͷ flip
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P2 ͷ̏ஔΛ A = (a1a2a3a4a5a6)ʹରͯ͠ɼ3ϕΫτϧͷ֎ੵ ×Λ༻͍ͯ

A∗ = (a2 × a3 a3 × a1 a1 × a2 a4a5a6)

ͱఆΊΔͱ A∗ ͷ֤ྻϕΫτϧͷ GL(3,C)ͷද͕ݱ 3∗ දݱͱ 3ද͢ࡏ͕ࠞݱΔ͜ͱʹͳΔɽزԿֶతʹ

ɼA∗  P2 ্ͷ 3 ઢͱ 3 ͷஔΛఆΊΔͱղऍͰ͖ΔͷͰɼ͜ΕΒͷஔΛද͢ϞδϡϥΠۭؒΛ

M3,3 ͱද͢ɽC3×6 ͷ GIT ͱͯ͠ௐΔͱɼ

MGIT
3,3 = {X0X1X2 −X3X4X5 = 0} ⊂ P5

ͷΑ͏ͳτʔϦοΫଟ༷ମ͕ಘΒΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [3]ɽ࣍ͷ໋ʹ·ͱΊΔΑ͏ʹɼมۭؒͷίϯ

ύΫτԽ PSecA Λ̎࣍ઔΛ༻͍ͯௐΔͱMGIT
3,3 ͱͷؔݱ͕ΕΔ [9, Lemma 4.5]ɽ͞ΒʹɼରԠ A %→ A∗

͔ΒMGIT
6 MGIT

3,3 ʹ༗ཧͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ

໋ 4.3. มۭؒ PSecA ͷಛҟʹ͍͕ͭͯ࣍Γཱͭɿ

1. M3,3 Λ্ͷτʔϦοΫଟ༷ମͱ͢Δͱ͖ɼτʔϦοΫ blow down PSecA → M3,3 ͕ଘ͢ࡏΔɽ

2. ༗ཧࣸ૾M3,3
∼!!" MGIT

6 ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ඍํఔࣜܥ E(3, 6)ͷύϥϝʔλ A = (aij)͕ A0 ͷΑ͏ͳܗΛऔΔͱ͖ɼGKZํఔࣜܥͷมۭؒͷί

ϯύΫτԽ PSecA ͱɼͦͷখಛҟղফ P̃SecA Λ A0 ͷܗͷσʔλΛॻ͖ఴ͑ͯ P123
SecAɼP̃123

SecA ͳͲͱද͢

͜ͱʹ͢ΔɽάϥεϚϯଟ༷ମͷΞϑΟϯ࠲ඪͱಉ͡Α͏ʹɼE(3, 6)ͷύϥϝʔλۭؒ͜ΕΒ P̃ijk
SecA શͯ

Ͱ෴͍ਚ͘͞ΕΔɽ·ͨɼGKZํఔࣜܥͷੑ࣭͔Β֤ P̃ijk
SecA ͷτʔϦοΫҼࢠͷަͱͯ͠ද͞ΕΔͯ͢

ͷڥքʹ͍ͭͯɼͦΕΒΛݪʹ͢Δہॴղ͕ߏग़དྷΔͷͰɼP̃ijk
SecA ͷۭ͕ؒɼඍํఔࣜܥ E(3, 6)

ͷมۭؒͷίϯύΫτԽͱͯ͠ظ͞ΕΔͷͱ͑ݴΔɽ͞Βʹ໋ 4.3͔Βɼ6ஔͷϞδϡϥΠۭؒ

MGIT
6 ͱͷؔΛݟΔ͜ͱ͕ग़དྷΔɽ

໋ 4.4. Γཱͭɿ͕࣍

MGIT
6 =

⋃

1≤i<j<k≤6

{
Zariski open set of Pijk

SecA

}
. (4.7)

͜͜Ͱɼ֤ʑͷ Pijk
SecA ͷಛҟղফ P̃ijk

SecA Λ͑ߟΕMGIT
6 ͷಛҟͷղফ͕ಘΒΕͯɼ·ͨɼ2࣍ઔʹ

ͷͰ͋Δ͜ͱ͕͔ΔɽҎ͔ͭ࣋Β·͍͠ੑ࣭Λࢹͱ͍͏ߏ͔ΒͦΕඍํఔࣜͷղͷߏͮ͘ج

্ͷ͔ߟΒɼP̃ijk
SecA(ͷ Zariski ։ू߹)͕Ͳ͏ͷΑ͏ʹషΓ߹͍ͬͯΔͷ͔ɼͦͷେہతͳ༷ࢠྑ͘

͔Βͳ͍͕ɼ໋ 4.1ʹ·ͱΊͨMGIT
6 ͷಛҟͷஔͱ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬͯେہతͳهड़͕ಘΒΕΔ͜

ͱʹͳΔ [9]ɽ

4.5 มۭؒͷίϯύΫτԽͱϞδϡϥΠۭؒͷίϯύΫτԽ (2)

̒ஔۭؒͷίϯύΫτԽ MGIT
6 ͷಛҟʹ໋͍ͭͯ 4.1 ʹ·ͱΊͨɽҰํͰɼ༗ཧࣸ૾

M3,3
∼!!" MGIT

6 Λख͕͔Γʹɼಛҟ͕ہॴతʹτʔϦοΫଟ༷ମͱͯ͠ද͞ΕΔ͜ͱ͕͔Δɽ

໋ 4.5. MGIT
6 ಛҟΛݪͱ͢ΔΞϑΟϯ࠲ඪܥͰہॴతʹฏ໘

M0 = {xyz = uv} ⊂ C5

9



Ͱද͞ΕΔɽ͜͜ͰɼM0  x, y, z ͯͬͦʹඪ࣠࠲ඪ࣠ΛؚΈ͔֤ͭ࠲֤ A1 ɽͭ࣋ͷಛҟΛܕ

M0 ͷ̏࣠ʹͦͬͨ A1 ಛҟ໋͕ 4.1 ͷࣹӨઢʹͦͬͨಛҟͰɼަͰ͋Δݪ͕ 15 ͷަݸ

ͷ̍ͭΛද͢ɽ࣍ͷ໋ [9, Prop.5.2] ɼτϦοΫಛҟղফ P̃SecA → PSecA → M3,3(
∼!!" MGIT

6 ) Λ

M0 = {xyz = uv}ͷݪ O ͷۙ͘ͰɼࣹӨزԿֶతʹͨ͠ݱ࠶ͷͰ͋Δɽ

໋ 4.6. ͷΑ͏ʹͯ͠MGIT࣍
6 ͷಛҟղফ͕ಘΒΕΔɿ

1. A1 ͨͬ࣋ಛҟΛܕ 15ຊͷࣹӨઢ Li ͦΕͧΕʹԊͬͯ blow upΛ͏ߦɽ͜ͷͱ͖ɼྫ ֎Ҽࢠ Li

্ͷ P1 × P1 ଋͰ (M0 ͷݪ O ʹରԠ͢Δ)ަ Li ∩ Lj ∩ Lk ʹ͓͍ͯಛҟϑΝΠόʔ P2 0% P2(ਤ

ɽͭ࣋র)Λࢀ2

2. ্ͷಛҟϑΝΠόʔ P2 0% P2 ͷࣹӨઢ % ্ͷ̎ (p1 = o, p2 = ∞) ʹಛҟ͕͋ΓɼͦΕͧ

ΕΛத৺ʹ blow up ͢ΔͱMGIT
6 ͷಛҟղফ͕ಘΒΕΔɽ·ͨɼ͜ͷͱ͖ͷྫ֎Ҽࢠʹ͍ͭͯ

Dpi ' P1 × P1 × P1(i = 1, 2)͕Γཱͭɽ

ਤ̎ɽM0 = {xyz = uv}ͷಛҟղফɽԼਤͰࣹӨઢ %ͷۙΛ֦େ͍ͯ͠Δɽ

ਤ 2ɼ্ ͷಛҟղফΛM0 = {xyz = uv}Λඳ͍ͯہॴతʹਤࣔͨ͠ͷͰ͋Δɽx, y, zʹԊͬͨ blow

up ͷྫ֎ू߹Λ Ex, Ey, Ez ͱද͠ɼͦΕΒ͕ݪ O ͷϑΝΠόʔͰަΘΔ༷ࢠΛඳ͍͍ͯΔɽEx, Ey, Ez

ͱͦΕΒͷަΘΓʹݱΕΔࣹӨઢ %ͷݻ༗มΛ Ẽx, Ẽy, Ẽz, %̃ͱද͢ɽ%̃ͱ 2ͭͷҼࢠ Dp1 , Dp2 Δ࡞͕

ஔ͕ɼਤ 1 ͷݱʹࠨΕΔ small resolution ʹಉఆ͞ΕΔͷͰ͋Δ (%̃ Λਤ̍ͷ P1 ʹҰகͤ͞Δ)ɽਤ 1 

PSecA ͞Ε͍ͯΔͷͰɼ͜͏͠ߏͷղ͕ܥͷަʹ͓͍ͯඍํఔࣜࢠΕΔಛҟͷղফΛද͠ɼ֤Ҽݱʹ

ͯɼK3ϥϜμ͕ؔఆٛ͞ΕΔಛผͳڥք͕ Ẽx, Ẽy, Ẽz, Dp1 , Dp2 ͷަʹݱΕΔ͜ͱʹͳΔ [9, 10]ɽ͜

ͷΑ͏ͳಛผͳڥքɼ֤ҼࢠपΓͷϞϊυϩϛʔੑ࣭ʹΑͬͯಛ͚ΒΕɼϛϥʔରশੑͷڀݚʹ͓͍

ͯਂ͘ௐΒΕͨ [7, 8] large complex structure limit (LCSL)ʹҰக͍ͯ͠Δɽ

10



ఆཧ 4.7. MGIT
6 ͷಛҟղফΛہॴతʹදͨ͠ਤ 2ʹ͓͍ͯɼҼࢠͷަ

o(1)i = Ẽx ∩ Ẽy ∩ Ẽz ∩Dpi (i = 1, 2)

্ड़ͷ LCSLͰ͋Δɽ·ͨɼflip ͰಘΒΕΔ o(2)k (k = 1, 2, 3)ͯ͢ LCSLͰ͋Δɽ

քڥ LCSLͷৄࡉলུ͢Δ͕ɼͦͷͰͷہॴղΛߏ͢Δͱ̍ͭͷਖ਼ଇղ͕͋Γͦͷଞͷղ͢

ࢠքҼڥͯ Dk = {xk = 0}ʹͦͬͯରతͳಛҟΛؚΉɼͱ࣭ੑ͏ݴͰಛ͚ΒΕΔڥքͰ͋Δɽ
্ͷఆཧͰMGIT

6 ͷಛҟͷղফ͕ಘΒΕ͍ͯΔ͕ɼਤ 1Ͱہॴతʹද͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹ 15Ͱ flip ͷ

ࣗ༝͚ܾͩ·͍ͬͯͳ͍ɽ͜Εʹؔͯ͠ɼ࣍ͷఆཧ͕ࣔ͞ΕΔ [9]ɽ

ఆཧ 4.8. MGIT
6 ͷతͳಛҟղফɼࣹӨઢͷަͱͯ͠ݱΕΔ 15ͷ্Ͱ

(i)ͯ͢ o(1)i ͷಛҟղফͰ͋Δɼ͋Δ͍ܕ (ii)ͯ͢ o(2)k ͷಛҟղফͰ͋Δɼܕ

ͷԿΕ͔Ͱ͋ΔɽલऀͷಛҟղফΛ M̃6 ͱද͠ɼऀޙΛ M̃+
6 ͱද͢ɽ

5 K3ϥϜμؔ

E(3, 6)ඍํఔࣜܥͷมۭؒͷେہతͳ༷͕ࢠ͔ͬͨͷͰɼLCSLͱݺΜͩಛผͳڥքͰղͷߏ

Λ͜͏ߦͱ͕ग़དྷΔɽϧδϟϯυϧͷ߹ɼLCSL M4 ্ͷ̏ x = 0, 1,∞ Ε͍ͯΔ͕ɼ͜ΕΒݱʹ

ͷରশੑ (2.5) ͷԼͰؔ͢ΔͷͰɼ3 ͷͷ̍ΛબΜͰඍํఔࣜͷہॴղΛߏͯ͠प૾ࣸظ

τ(x) (2.3)Λද͠ɼͦͷؔٯͱͯ͠ϥϜμؔ λ(τ)ΛఆΊΕྑ͔ͬͨɽࠓͷ߹ flip͕ଘ͢ࡏΔ͚ͩ

Ͱ͖Δɽߦ࣮ʹड़ಉ༷هͳ͍ͬͯΔ͕ɼK3ϥϜμؔͷʹࡶෳز

5.1 λK3 ؔ

E(3, 6)ඍํఔࣜܥͷมۭؒͷಛҟղফͱͯ͠ M̃6 Λ࠾༻͢Δ߹ɼఆཧ քͷ͏ڥड़͢Δهʹ4.7

ͪͷ 1ͭ o(1)1 ΛબͿ͜ͱʹ͢Δɽo(1)1 Λத৺ͱ͢Δෳૉ࠲ඪۙΛ C4
z1,z2,z3,z4 ͱද͠

z1 = 0, z2 = 0, z3 = 0, z4 = 0

͕ॱʹڥքҼࢠ Ẽx, Ẽy, Ẽz, Dp1 Λද͢Α͏ʹऔΔɽ໋ 4.3ͷ༗ཧࣸ૾ͷԼͰɼೋ࣍ઔ SecAͱͷؔΛ
͚ͯɼม z1, z2, z3, z4 ͕

z1 = −a1c1
a0c2

, z2 = −a1b1
a2b0

, z3 = −b1c1
b2c0

, z4 =
a2b2c2
a1b1c1

(5.1)

ͷΑ͏ʹύϥϝʔλ A = (aij) ͷಛघԽ A0 ͱؔ͢ΔΑ͏ͳ o(1)1 ΛऔΔ͜ͱ͕ग़͖Δ [10]ɽ͜ͷͱ͖ o(1)1

͕,ඍํఔࣜܥ E(3, 6)ͷಛผͳڥք (LCSL)Ͱ͋Δ͜ͱ͕ҎԼͷΑ͏ʹ͔֬ΊΒΕΔɽ

໋ 5.1. C4
z1,z2,z3,z4 ,ʹԙ͍ͯɼE(3ݪ 6)ͷہॴղ

{
w0(z) = 1 + (power series in z) , w(2)(z) = w0(z)

∑
Mjk(log zj)(log zk) + · · ·

wk(z) = w0(z) log
zk
ck

+ (power series in z) (k = 1, .., 4; (c1, c2, c3, c4) = (4, 4, 4, 1))

ͷΑ͏ʹͳܗͰٻΊΒΕΔɽ͜͜ͰɼMjk ఆͰͦͷ۩ମܗ [10,Lemma4.7]ࢀরɽ
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͜ΕΒͷہॴղͷৄࡉͳهड़จݙ [10, §4] ʹҕͶΔ͕ɼϞϊυϩϛʔੑ࣭ͱ 2 ࣜͷؔ࣍ (period

relation) Λख͕͔ΓʹղͷجఈΛܾఆ͠ɼ͔ͦ͜Β Tx ͷجఈ
{
b̃0, · · · , b̃5

}
Λಉఆ͢Δͱप૾ࣸظ

P : M̃6 → D(TX)͕

P(z) =

[
w0b̃0 +

2

2πi
w1(z)b̃1 + · · ·+ 2

2πi
w4(z)b̃4 +

1

(2πi)2
(w(2)(z) + π2w0(z))b̃5

]
(5.2)

ͷΑ͏ʹ۩ମతʹද͞ݱΕΔ (͜ͷͱ͖ɼMij = (b̃i, b̃j)͕Γཱ͍ͬͯΔ)ɽϧδϟϯυϧͷप૾ࣸظ (2.3)

ʹͳΒͬͯɼ

tk =
2

2πi

wk(x)

w0(x)
= log

zk
ck

+ (power series in z)

ͱఆΊΔͱ (t1, ..., t4)͕पྖظҬ H2 ' D(TX)ͷجఈ
{
b̃0, · · · , b̃5

}
ʹର͢Δਖ਼ଇ࠲ඪΛఆΊΔɽ্ͷؔ

ࣜΛ

Qk = eπitk =
1

ck
zk
(
1 + (power series in z)

)

z1, ..., z4 ʹ͍ͭͯղ͖ฦͨ͠ zk = zk(Q1, · · · , Q4)จݙ [7, 8]Ͱϛϥʔࣸ૾ͱݺΕΔͷʹҰக͠ɼࠓͷ

߹͜Ε͕K3ϥϜμؔͷఆٛΛ༩͑Δɽ

໋ 5.2. (1)্ड़ͷK3ϥϜμؔΛ zk(Q1, · · · , Q4) =: λk(Q)ͱද͢ͱ͖ɼ࣍ͷΑ͏ͳਖ਼͖ͷQ-ల։͕
ಘΒΕΔɿ

λ1 = 4Q1 + 8Q2
1 + (12Q3

1 − 8Q1Q2Q4 − 8Q1Q3Q4) + 16(Q4
1 − 2Q2

1Q2Q4 − 2Q2
1Q3Q4 +Q1Q2Q3Q4) + · · ·

λ2 = 4Q2 + 8Q2
2 + (12Q3

2 − 8Q1Q2Q4 − 8Q2Q3Q4) + 16(Q4
2 − 2Q1Q

2
2Q4 − 2Q2

2Q3Q4 +Q1Q2Q3Q4) + · · ·

λ3 = 4Q3 + 8Q2
3 + (12Q3

3 − 8Q1Q3Q4 − 8Q2Q3Q4) + 16(Q4
3 − 2Q1Q

2
3Q4 − 2Q2Q

2
3Q4 +Q1Q2Q3Q4) + · · ·

λ4 = Q4 − 2(Q1 +Q2 +Q3)Q4 + {(Q2
1+..+Q2

3)Q4 + 2(Q1+..+Q3)Q
2
4 + 4(Q1Q2 +Q2Q3 +Q3Q1)Q4}+ · · ·

(2)·ͨɼਖ਼ଇղ w0(z)ʹ K3ϥϜμؔ zk = λk(Q)Λೖͯ࣍͠ͷQ-ల։͕ಘΒΕΔɿ

w0(λ)
2 = 1 + 8(Q1Q2 +Q1Q3 +Q2Q3)Q4 − 32Q1Q2Q3Q4 + 8(Q1 +Q2 +Q3 − 4Q4)Q1Q2Q3Q4 + · · ·

प૾ࣸظ (3.2) TXo ' U(2)⊕2 ⊕ A⊕2
1 ʹఆΊΔجఈ {b0, · · · , b5}ʹରԠ͢ΔͷͰɼ͜Ε͕ఆΊΔपظ

ྖҬ H2 ' D(TX)ͷਖ਼ଇ࠲ඪ (t1, t2, t3, t4) qk = eiπtk ʹΑ্ͬͯͷ Qk ͱผͷ q-ల։ͷύϥϝʔλΛ

ఆΊΔɽ͜ͷ q-ల։ςʔλؔͷఆٛͱ

q1 = eπiw11 , q2 = eπiw22 , q3q4 = eπi(w12+w21),
q3
q4

= e−π(w12−w12); W =

(
w11 w12

w21 w22

)
∈ H2

ͷؔʹ͋Δ [11]. ͜ͷجఈͱ ඍํఔࣜͷہॴղ͔ΒಡΈऔͬͨ TX ͷجఈ
{
b̃0, · · · , b̃5

}
Λ͚ؔ

Δ͜ͱ͔Β [10, §5]ɼ2ͭͷల։ύϥϝʔλ

q1 = Q1Q2Q3Q4, q2 = Q2Q3Q4, q3 = Q3Q4, q4 = −Q4 (5.3)

ͷؔʹ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɽ࣍ͷ݁Ռจ [10]ͷओ݁ՌͰ͋Δɿ

ఆཧ 5.3. Θi(q) (i = 1, .., 10)͓Αͼ Θ̃ = 4
15Θ(q)ΛɼͦΕͧΕςʔλؔ (4.4)ɼ(4.5)ͷύϥϝʔλ qk ʹ

ΑΔදࣔͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼؔࣜ (5.3)ͷԼͰ
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1. K3ϥϜμؔ

λ1(Q) =
Θ3(q)2 +Θ9(q)2 − ω0(λ)2

ω0(λ)2 −Θ7(q)2
, λ2(Q)=

Θ3(q)2 +Θ9(q)2 − ω0(λ)2

ω0(λ)2 −Θ9(q)2
,

λ3(Q) =
(ω0(λ)2 −Θ7(q)2)(ω0(λ)2 −Θ9(q)2)

ω0(λ)2(Θ4(q)2 +Θ9(q)2 − ω0(λ)2)
, λ4(Q)=

Θ4(q)2 +Θ9(q)2 − ω0(λ)2

Θ3(q)2 +Θ9(q)2 − ω0(λ)2

ͱද͞ΕΔɽ͜͜Ͱɼω0(λ)2 ҎԼͷ 2ͰఆΊΔϞδϡϥʕࣜܗΛද͢ɽ

2. ݪ o(1)1 ͰݱΕΔਖ਼ଇղزԿڃ

ω0(z1, z2, z3, z4) =
∑

n1,n2,n3,n4≥0

c(n1, n2, n3, n4)z
n1
1 zn2

2 zn3
3 zn4

4

c(n1, .., n4) :=
1

Γ( 12 )
3

Γ(n1 +
1
2 )Γ(n2 +

1
2 )Γ(n3 +

1
2 )

Π3
i=1

Γ(n4 − ni + 1) ·Π1≤j<k≤3Γ(nj + nk − n4 + 1)

Ͱද͞Εͯɼ͞Βʹ࣍ͷؔࣜΛຬͨ͢

ω0(λ1,λ2,λ3,λ4)
2 =

1

2Θ8(q)2

{
Θ7(q)

2Θ8(q)
2 −Θ10(q)

2Θ5(q)
2 +Θ6(q)

2Θ9(q)
2 − Θ̃(q)

}
.

͜ͷఆཧͷ݁Ռ 1,2ͦΕͧΕɼପԁϥϜμؔͷੑ࣭ (2.4),(2.6)ʹରԠ͢ΔͷͰ͋Δɽੑ࣭ (2.5)ʹର

Ԡͯ͠ɼΓT /ΓM (1+ i) ' S6 ×Z2 ͱ͍͏͕ؔΓཱͪ [11, §1.2]ɼ·ͨɼZ2  ʹ໌ࣗʹͷςʔλؔݸ10

Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ͢༺࡞ [11, Lemmda 2.1.2],[10, Appendix A]ͷͰɼΓT /ΓM (1 + i)ʹ༝དྷ͢Δ S6 ͕ςʔ

λؔΛ௨ͯ͡ λ-ؔʹ࡞༻͢ΔɽҰํͰɼ6ஔΛද͢ 3× ྻߦ6 Aʹӈ͔Βࣗવʹ S6 Δɽप͢༺࡞͕

૾ࣸظ P : M6 → H6 ͜ΕΒ̎ͭͷ࡞܈༻ʹରͯ͠ಉมͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ [11]ɽ͜ΕΒͷ͜ͱ͔

ΒɼϥϜμؔ xk = λk Λྻߦ A0 ͷྻߦͰදؔࣜ͢ (5.1)ͱ A0 ͷ S6 ͷ࡞༻Λख͕͔ΓʹɼK3ϥ

Ϝμؔ λk ͷ ΓT /ΓM (1 + i)ͷ࡞༻͕ܾΊΒΕΔɽ

A0 ྻͷஔͱͯ͠ σ ∈ S6 Λ࡞༻ͤ͞Δͱ͖ A0 ͷܗอͨΕͳ͍͕ɼಉ࣌ʹ hσ ∈ GL(3,C)ʹΑΔࠨ
͔Βͷ࡞༻Λ࣍ͯ͑ߟͷΑ͏ͳมΛ࣮͢ݱΔɿ

A0 %→ Aσ
0 := hσ.A0.σ =




1 0 0 aσ2 bσ1 cσ0
0 1 0 aσ0 bσ2 cσ1
0 0 1 aσ1 bσ0 cσ2





͜ͷมʹΑͬͯɼ(5.1)ࣜ zk(A0)ରԠ͢Δ aσi , b
σ
i , c

σ
i ͷ༗ཧࣜ zk(Aσ

o )ʹม͢Δɽ͜ͷखଓ͖Ͱɼ్த

ͷ hσ Ұҙʹܾ·Βͳ͍͕༗ཧࣜ zk(Aσ
o ) T -ෆมੑͰ͋ΔͷͰɼσ ʹରͯ͠Ұҙʹܾ·͍ͬͯΔ͜ͱʹ

ҙ͢Δɽzk(Aσ
o )ʹ͍ͭͯҎԼͷੑ࣭͕͔֬ΊΒΕΔɽ

໋ 5.4. zk(Aσ
0 ) zk(A0)ͷ༗ཧࣜͰද͞ΕΔɽ

ҎԼʹ۩ମతͳ σ ∈ S6 ʹରͯ͠ྫ͔ͭزΛ͓ࣔͯ͘͠ɽ

σ = ( 1 2 3 4 5 6
1 2 3 6 5 4 )

zσ1 =
1

z1
, zσ2 = −z2z3z4, zσ3 =

1

z1z4
, zσ4 =

z1
z3

σ = ( 1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1 )

zσ1 = − z2
1 + z2

, zσ2 = −1− z1z3z4
1 + z1z4

, zσ3 = −1− z1z3z4
1 + z3z4

, zσ4 = − (1 + z1z4)(z + z3z4)

1− z1z3z4
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σ = ( 1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1 )

zσ1 = − (1 + z1)z2(1 + z3)z4
(1 + z2z4)(1− z1z3z4)

, zσ2 = − z1(1 + z2)(1 + z3)z4
(1 + z1z4)(1− z2z3z4)

,

zσ3 = − (1 + z1)(1 + z2)z3z4
(1− z1z2z4)(1 + z3z4)

, zσ4 =
(1 + z1z4)(1 + z2z4)(1 + z3z4)

(1 + z1)(1 + z2)(1 + z3)z4
.

্ͷ໋ɼପԁϥϜμؔͷੑ࣭ (2.5)Λ K3ϥϜμؔ zk = λk ҰൠԽ͢ΔͷͰ͋Δɽ

5.2 λ+
K3 ؔ

લখઅͰɼM̃6 ͷ o(1)1 Λݪͱ͢Δෳૉ࠲ඪۙΛ C4
z1,z2,z3,z4 ͔Β K3 ϥϜμؔ λK3 =

(λ1,λ2,λ3,λ4)ΛఆΊͨɽM̃6 ͷ flip M̃+
6 Ͱɼo(1)i (i = 1, 2)ʹରͯ͠ 3 o(2)k (k = 1, 2, 3)ͷڥք͕ଘ

Δɽ3ͷதͰਤ̍ʹද͢͢ࡏ o(2)1 Λબͯ͠ɼͦΕΛத৺ͱ͢Δෳૉ࠲ඪۙΛ C4
z̃1,z̃2,z̃3,z̃4 ͱද͢ͱ͖

z̃1 = z1, z̃2 = z1z4, z̃3 = z2/z1, z̃4 = z3/z1

ͷ͕ؔ͋Δ [10, Appendix F]. લઅͱಉ༷ʹɼ͜ͷ o(2)1 Λ Q-ల։ͷݪͱ͢Δ K3 ϥϜμؔ λ+
K3 =

(λ+
1 ,λ

+
2 ,λ

+
3 ,λ

+
4 ) ͕ఆٛ͞ΕΔ [10]. K3 ϥϜμؔ λK3 ͱಉ༷ʹςʔλؔʹΑͬͯද͞ΕΔ͕ɼλ+

K3 

E(3, 6)ඍํఔࣜܥͷมۭؒͷҟͳΔಛҟղফ͔Βఆٛ͞Ε͓ͯΓ λK3 ͱผͷఆٛΛ༩͍͑ͯΔͱݟ

ͳ͞ΕΔ͖Ͱ͋Ζ͏ɽৄࡉจݙ [10]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ

6 ·ͱΊ

Ҏ্ɼจ [9, 10]ͰಘΒΕͨ K3ϥϜμؔͷഎܠͱུ֓Λɼपੵظͷຬͨ͢ඍํఔࣜͱͦͷมۭؒ

ͷίϯύΫτԽɼͱ͍͏ࢹ͔Β·ͱΊͨɽ͜ͷΑ͏ͳࢹʹཱͭͱҰൠͷ G(n,m)ܕͷ Aomoto-Gel’fand

ඍํఔࣜܥʹ͍ͭͯɼͦͷมۭؒͷίϯύΫτԽͱେہతͳهड़ͱ͍͏͕ͯ͑ݟདྷΔΑ͏ʹࢥΘΕ

ΔɽE(3, 6) ඍํఔࣜܥͷ߹ɼ(1) 2 ॏඃ෴ܕ K3 ໘ͷۂ X → M6 ͷύϥϝʔλۭؒͷίϯύΫτԽ

MGIT
6 ' ΓM (1 + i) \H2

BBS
ͷهड़͕؆໌ʹग़དྷΔɼ(2) MGIT

6 ͕ GKZ ํఔࣜͮ͘جʹܥίϯύΫτԽ

Pijk
SecA ͷඃ෴Ͱද͞ΕΔ ((4.7)ࣜ), Ҏ্̎ͭͷ͕࣮ͯͬ͋ࣄมۭؒͷେہతͳهड़͕ՄͱͳͬͨɽҰൠ

ͷG(n,m)ܕͷ Aomoto-Gel’fandඍํఔࣜܥͷ߹ʹɼʮඍํఔࣜܥͷมۭ͕ؒGKZํఔࣜجʹܥ

ͮ͘ίϯύΫτԽ Pi1i2...in
SecA ͷ (Zariski ։ू߹ͷ)ඃ෴Ͱද͞ΕΔʯͱ͍͏͜ͱҎ֎ʹେہతͳهड़ͷख͕͔

Γͳ͍Α͏ʹࢥΘΕΔɽࠓͷॴ͋·ΓΑ͍ΞΠσΞͳ͍͕ɼͱͯ͠ҎԼʹهͯ͠ஔ͖͍ͨͱ͏ࢥɽ

. G(n,m)ܕͷ Aomoto-Gel’fandඍํఔࣜܥͷมۭؒΛඃ෴͢Δ Pi1i2...in
SecA (ͷ Zariski ։ू߹)ʹͭ

͍ͯɼͦΕΒͷషΓ߹Θͤͷ༷ࢠΛهड़ͯ͠มۭؒͷେہతͳఆٛΛ༩͑Αɽ

ँࣙɽຊߘͷ݁Ռߴ௨ࢯ (ֶशӃେֶ), Bong Lianࢯ (Brandeis େ), S.-T. Yauࢯ (Harvard େ)ͱͷ

ͷҙΛද͠·͢ɽँײʹɼؔ͜͜͠ʹࢪͷ࣮ڀݚಉڞΔɽ͍͍ͯͮجʹڀݚಉڞ

14



ݙจߟࢀ

[1] K. Aomoto,On the structure of integrals of power products of linear functions, Sci. Papers, Coll.

Gen. Education, Univ. Tokyo, 27(1977), 49–61.

[2] K. Aomoto and M. Kita, Theory of Hypergeometric Functions, Springer Monograph in Mathematics,

Springer (2011).

[3] I. Dolgachev and D. Ortland, Points Sets in Projective Space and Theta Functions, Astérisque,
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GAMMA CONJECTURE AND TROPICAL GEOMETRY

HIROSHI IRITANI

Abstract. Hodge-theoretic mirror symmetry for a Calabi-Yau mirror pair says that the
variation of Hodge structure arising from quantum cohomology of a Calabi-Yau manifold
and that arising from deformation of complex structures on the dual Calabi-Yau manifold
can be identified with each other, and it has been conjectured (Γ̂-conjecture) that the Γ̂-
integral structure [10] in quantum cohomology corresponds to a natural integral structure

on the mirror side. Here the Γ̂-integral structure is defined via the topological K-group and
the Γ̂-class, a characteristic class with transcendental coefficients containing the Riemann ζ-
values. In this article, we explain an approach to the Γ̂-conjecture using tropical geometry and
observe that the Riemann ζ-values arise as error terms of tropicalization in the computation
of mirror periods. This is based on joint work [1] with Abouzaid, Ganatra and Sheridan.

1. Mirror symmetry

Mirror symmetry is a conjectural duality between symplectic and complex geometry. It
roughly speaking predicts that symplectic topology on a symplectic manifold Y “corresponds”
(or equivalent) to complex geometry on another complex manifold Z. Then Z is called a
mirror of Y and vice versa. In this article, we consider two kinds of mirror correspondences:
Calabi-Yau mirror pairs and Fano/LG mirror pairs.

Calabi-Yau mirror pairs:

(Y, (− log t)ω) ←→ (Zt,Ωt)t∈∆∗

In the left-hand side, we consider a Calabi-Yau manifold Y equipped with a Kähler
form ω whose cohomology class is integral: they give a family (Y, (− log t)ω) of sym-
plectic manifolds parametrized by small t > 0. On the right-hand side we consider a
family of Calabi-Yau manifolds Zt of the same dimension equipped with a holomor-
phic volume form Ωt. The family {Zt} maximally degenerates at t = 0 in a suitable
sense: the monodromy M on Hn

prim(Zt) is maximally unipotent (i.e. (M − id)n $=
0, (M − id)n+1 = 0 for n = dimZt) and the limiting mixed Hodge structure is of
Hodge-Tate type (see [2]). The limit point t = 0 is called the large complex structure
limit.

Fano/LG mirror pairs:

F ←→ W : (C×)n → C

In the left-hand side we consider a Fano manifold F (or a monotone symplectic mani-
fold), i.e. c1(F ) is represented by a positive (1, 1)-form, which gives a symplectic form.
In the right-hand side we consider a Landau-Ginzburg model, a Laurent polynomial
function W on the algebraic torus (C×)n with n = dimF .

Date: 19 December 2021.
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2 HIROSHI IRITANI

On the complex geometry side, we consider (exponential) periods, namely, integrals of the
following form

∫

Ct⊂Zt

Ωt for an n-cycle Ct (for Calabi-Yau mirrors)

∫

Γ
e−tW dx1

x1
· · · dxn

xn
for a not necessarily compact n-cycle Γ (for Fano mirrors)

Under mirror symmetry, they should yield solutions to the quantum differential equation on
the symplectic side, which is defined by counting rational curves (the genus-zero Gromov-
Witten invariants). In the Calabi-Yau case, the mirror correspondence can be formulated as
an isomorphism of variation of Hodge structure (VHS) as given in Table 1.

Table 1. Mirror correspondence on the level of VHS (see e.g. [11]). Here {φi}
is a basis of H1,1

alg (X) and τ =
∑r

i=1 τ
iφi.

symplectic side complex side

bundle
(⊕

pH
p,p
alg (Y )

)
×H1,1

alg (Y )→ H1,1
alg (Y )

⋃
tH

n
prim(Zt)→ ∆∗

connection quantum connection ∇ = d+
r∑

i=1

(φi$τ )dτ
i Gauss-Manin connection ∇GM

filtration F p =
⊕

k≤n−p

Hk,k
alg (Y ) F p =

⊕

k≥p

Hn−k,k
prim (Zt)

polarization (2πi)n
∫

Y
((−1)deg /2α) ∪ β (−1)

n(n−1)
2

∫

X
α ∪ β

Z-structure Γ̂-integral structure K0
alg(X)→

⊕
k H

k,k
alg (X), Hn(Zt,Z)

V (→ Γ̂X(2πi)deg /2 ch(V )

Remark 1.1. In Table 1, we restrict our attention to the algebraic part of cohomology in the
symplectic side, and the primitive part of the middle cohomology in the complex side. The
Γ̂-integral structure is also restricted to the K-group of algebraic vector bundles. We do not
know much about Hodge-theoretic mirror symmetry beyond these parts. On the symplectic
side, we can naturally define the Γ̂-integral structure corresponding to the topolgoical K-group
[10], so it might be possible to consider an integral structure on the complex side corresponding
to the topological K-group as well. A conjectural isomorphism K∗

top(Y ) ∼= K∗
top(Z) has been

discussed in the literature [21].

2. The Γ̂-class

Let X be an almost complex manifold. We write the total Chern class of the tangent bundle
TX as

c(TX) = (1 + δ1)(1 + δ2) · · · (1 + δn)

where δ1, . . . , δn are virtual cohomology classes called the Chern roots. Each δi may not exist
as a cohomology class, but any symmetric functions in δ1, . . . , δn can be written as polynomials
in c1(TX), . . . , cn(TX) and make sense as cohomology classes. The Γ̂-class of X is defined to
be

Γ̂X = Γ(1 + δ1) · · ·Γ(1 + δn) ∈ H∗(X,R)
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where Γ(1 + x) =
∫∞
0 e−ttxdt/t is the Euler Γ-function. By the Taylor expansion of the Γ̂-

function, we can think of the right-hand side as a symmetric power series of δ1, . . . , δn: then
the right-hand side makes sense as a cohomology class of X. The Γ̂-function Γ(1 + x) has
simple poles at x = −1,−2,−3, . . . and it has the following infinite product expansion:

Γ(1 + x) =
e−γx

∏
n≥0(1 + x/n)e−x/n

where γ = limn→∞(1 + 1
2 + · · ·+ 1

n − log n). This can be calculated as

Γ(1 + x) = e−γx
∞∏

n=1

e− log(1+ x
n )+ x

n

= e−γx
∞∏

n=1

exp

( ∞∑

k=2

(−1)k

k

xk

nk

)

= exp

(
−γx+

∞∑

k=2

(−1)k ζ(k)
k

xk
)

where ζ(k) =
∑∞

n=1
1
nk is the value of the Riemann ζ-function. Hence the Γ̂-class can be

written as

Γ̂X = exp

(
−γc1(X) +

∞∑

k=2

(−1)k ζ(k)

(k − 1)!
chk(TX)

)

Remark 2.1. The Γ̂-class has the following geometric interpretation. We consider a free loop
space LX equipped with the S1-action rotating loops. We also consider the set X of constant
loops in LX. Then the Γ̂-class can be interpreted as a regularization of the S1-equivariant
Euler class of the positive normal bundle N+ of X in LX [15, 4]; here positive means the
positive weight part as an S1-representation. We have

(2π)n/2zn−
deg
2 zc1(X)Γ̂X ∼ eS1(N+) =

1∏
i

∏
k≥0(δi + kz)

.

3. Mirror symmetric Γ̂-conjecture

The mirror symmetric Γ̂-conjecture roughly speaking says that the Γ̂-integral structure [10]
on the symplectic side should correspond to a natural integral structure on the complex side.
In this article, we do not discuss Hodge-theoretic mirror symmetry with integral structure
anymore (we do not even give the definition of quantum cohomology or the Γ̂-integral structure
on it): we refer the reader to e.g. [12, 3, 11]. Instead, we discuss a more concrete conjecture,
“mirror symmetric Γ̂-conjecture” stated in terms of (exponential) periods. This problem is
more of a topological nature, and does not involve counting rational curves.

The mirror symmetric Γ̂-conjecture originates from Hosono’s conjecture [9], which says
that mirror periods equal the pairing of certain explicit hypergeometric series with the Chern
classes of vector bundles, for Batyrev mirror pairs of Calabi-Yau hypersurfaces. By taking
the asymptotics of Hosono’s conjecture at the large complex structure limit, we arrive at the
following conjecture.
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Calabi-Yau case: Let (Y, (− log t)ω) and (Zt,Ωt) be a Calabi-Yau mirror pair as above.
For a certain family of n-cycles Ct ⊂ Zt, we have a K-theory class V on Y such that

(1)

∫

Ct⊂Zt

Ωt =

∫

Y
t−ωΓ̂Y (2πi)

deg /2 ch(V ) +O(tε)

as t→ +0, where ε > 0 is a positive real number.
Fano/LG case: Let F and W : (C×)n → C be a Fano/LG mirror pair as above. For a

certain (possibly noncompact) n-cycle Γ ⊂ (C×)n, we have a K-theory class V on F
such that

(2)

∫

Γ
e−tW dx1 · · · dxn

x1 · · ·xn
=

∫

F
t−c1(F )Γ̂F (2πi)

deg /2 ch(V ) +O(tε)

as t→ +0, where ε > 0 is a positive real number.

This conjecture has been verified for (weak) Fano toric orbifolds and certain complete
intersections in them, for some choices of V and cycles Ct (or Γ), see [10, 11]. The paper [1]
gives another proof for Batyrev mirror pairs based on the SYZ picture and tropical geometry.

Remark 3.1. (A) This conjecture is closely related to homological mirror symmetry (with
symplectic side and complex side interchanged). Homological mirror symmetry predicts that
the derived category of coherent sheaf on one side should be equivalent to the Fukaya (or
Fukaya-Seidel) category of the other side:

DbCoh(Y ) ∼= Db Fuk(Zt) for Calabi-Yau mirror pairs

DbCoh(F ) ∼= Db FS(W ) for Fano/LG mirror pairs

We expect that the K-classes V and the cycles Ct (or Γ) in the above conjecture should
correspond to each other under homological mirror symmetry. Namely, when V comes from
a coherent sheaf V ∈ DbCoh(Y ) or DbCoh(F ), the cycle Ct (or Γ) should be the Lagrangian
submanifold L mirror to V.

(B) The categorical equivalence in homological mirror symmetry is given only up to auto-
equivalences, and hence the correspondence in (A) is ambiguous. In this conjecture, more
precisely, we should consider the equivalence induced from Strominger-Yau-Zaslow (SYZ)
dual torus fibrations (see [19, 6, 7]). The SYZ conjecture says that (in the Calabi-Yau case)
we have special Lagrangian torus fibrations1 p1 : Y → B, p2 : Zt → B with singularities

Y
p1

!!!
!!

!!
!!

! Zt
p2

""""
""
""
"

B

that are dual to each other, where B is a real n-dimensional manifold homeomorphic to a
sphere. Here Y and Zt are equipped with Ricci-flat Kähler metrics. It is expected that Zt

converges2, as t → 0, to the base B in the sense of Gromov-Hausdorff topology (where we
normalize the metric so that the diameter is constant). The SYZ fibrations should induce

1For tropical computation of periods, we do not need Ricci-flat metrics or special Lagrangian fibrations: we
only need a weaker version as in the Gross-Siebert program [8].

2Likewise, we can consider a maximal degeneration of complex strcutures on Y , which corresponds under
mirror symmetry to the large-radius limit for the Kähler (symplectic) structure on Zt, and the complex degen-
eration induces the collapse Y → B. When we take into account both the symplectic and complex structures,
we should consider a mirror pair (Ys, (− log t)ωY ) ↔ (Zt, (− log s)ωZ) of maximally degenerating families.
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categorical equivalences as above3, and it is expected that a Lagrangian section of p2 : Zt → B
corresponds to a line bundle on Y . In particular, if we take a Lagrangian section C0,t (or Γ0)
corresponding to the structure sheaf, we have

∫

C0,t⊂Zt

Ωt =

∫

Y
t−ωΓ̂Y +O(tε) (in the Calabi-Yau case)

∫

Γ0

e−tW dx1 · · · dxn
x1 · · ·xn

=

∫

F
t−c1(F )Γ̂F +O(tε) (in the Fano case)

(3)

as t→ +0. In examples such as Batyrev mirrors, C0,t arises as a “positive real locus”. In the
Fano case, we expect that Γ0 = (R>0)n.

When V is the class of the structure sheaf of a point, the corresponding cycle should be a
fibre p−1

2 (b) of the SYZ fibration p2 : Zt → B in the Calabi-Yau case, and the compact torus
(S1)n ⊂ (C×)n in the Fano case. Since ch(V ) = [pt] in this case, we do not see nontrivial
components of the Γ̂-class in the asymptotics of the corresponding (exponential) periods.
Tonkonog [20] showed that the exponential period

∫
(S1)n e

−tW dx1···dxn
x1···xn

of (S1)n is a generating

series of gravitational descendants of F (the pairing of the J-function and [pt]), when one
chooses a monotone Lagrangian submanifold L in F and defines W by counting holomorphic
discs with boundaries in L. See also (C) below.

(C) The above conjectures (1), (2), (3) say that the Γ̂-class appears in the asymptotics of
(exponential) periods of the mirror in the large complex structure limit t → 0. The leading
asymptotics are polynomials in log t. The information of curve counting is contained in the
higher order terms in t, which are exponentially small compared to the asymptotic part. If
we include all the higher-order terms, the right-hand side in the conjecture should become

∫

Y
JY (ω log t,−1) ∪ Γ̂Y (2πi)

deg /2 ch(V ) (in the Calabi-Yau case)
∫

F
JF (c1(F ) log t,−1) ∪ Γ̂F (2πi)

deg /2 ch(V ) (in the Fano case)

where JX(τ, z) is the small J-function

JX(τ, z) = eτ/z



1 +
∑

i

∑

d∈H2(X,Z)

〈
φi

z(z − ψ)

〉
e〈τ,d〉φi





defined in terms of gravitational Gromov-Witten invariants (see [4, 3, 12] for the notation). In
the Calabi-Yau case, we need to normalize the volume form Ωt by a Hodge-theoretic condition,
as discussed in [2]; we also need to assume that the parameter t of the mirror family {Zt} is
normalized so that the mirror map is trivial τ = ω log t.

Example 3.2. Let Y be a Calabi-Yau 3-fold. The asymptotic part of the first equation of
(3) takes the form:

∫

Y
t−ωΓ̂ = (− log t)3

∫

Y

ω3

3!︸ ︷︷ ︸
volume of Y

−(− log t)ζ(2)

∫

Y
ω ∪ c2(Y )− ζ(3)

∫

Y
c3(Y )

︸ ︷︷ ︸
Euler number

Note that the leading term is the symplectic volume of (Y, (− log t)ω).

3More precisely, the categorical equivalence would be given up to the twist by a line bundle, and the
ambiguity would be fixed by choosing a Lagrangian section that corresponds to the structure sheaf.
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Example 3.3. Let F be the projective space Pn and let Y be a degree n + 1 Calabi-Yau
hypersurface in F = Pn. The mirror of F is given by the Laurent polynomial

W = x1 + · · ·+ xn +
1

x1 · · ·xn
and the mirror of Y is given by a Calabi-Yau compactification Zt of the fibre W−1(1/t)
equipped with the holomorphic volume form

Ωt =
dx1
x1
∧ · · · ∧ dxn

xn

t · dW

∣∣∣∣∣
W−1(1/t)

.

The mirror symmetric Γ̂-conjecture for these mirror pairs holds when V is the structure sheaf
and the cycle is the positive real locus [10, 11]. We have

∫

Zt∩(R>0)n
Ωt =

∫

Y
t−c1(F )Γ̂Y +O(tε)

∫

(R>0)n
e−tW dx1 · · · dxn

x1 · · · dxn
=

∫

F
t−c1(F )Γ̂F +O(tε)

for any ε with 0 < ε < n+ 1. The higher order term can be also given explicitly as hyperge-
ometric series. We remark that the exponential period in the second line can be written as
a Fourier transform of the period in the first line. (The first identity was obtained from the
second one by inverse Fourier transformation in [11].)

Remark 3.4. The Γ̂-conjecture for Fano manifolds [4] proposed by Galkin, Golyshev and
the author does not rely on mirror symmetry (although it sometimes follows from the mirror
symmetric Γ̂-conjecture). It is formulated purely in terms of quantum cohomology of a Fano
manifold. The Γ̂-conjecture in [4] is related to the Stokes structure of the quantum connection.

4. Periods via tropical geometry

We explain how to compute the asymptotics (3) of periods using tropical geometry. Firstly
we see that the term

(− log t)n
∫

Y

ωn

n!

should appear as the leading term of the period
∫
C0,t

Ωt using the SYZ picture. Away from

the descriminant locus (the singular locus of the fibration), the base B is equipped with a
Z-affine structure (i.e. an atlas as a topological manifold such that every coordinate change
is Z-affine linear, that is, belongs to GL(n;Z) ! Rn) and the SYZ dual fibrations are locally
modelled on

T ∗B/Λ∗

p1

###
##

##
##

##
TB/Λ

p2

$$$$
$$
$$
$$
$

B

where Λ ⊂ TB is the lattice defined by the Z-affine structure. Let x1, . . . , xn be Z-affine
local coordinates on B. Then the symplectic form on T ∗B/Λ∗ is given by (− log t)ω =∑n

j=1 dxj ∧ dy∗j and the holomorphic volume form on TB/Λ is given by Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn
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with zj = xj + iyj , where y∗j are fibre coordinates on T ∗B dual to dxj and yj are fibre
coordinates on TB dual to ∂/∂xj . Hence we have

p1∗

(
((− log t)ω)n

n!

)
= affine volume form dx1 ∧ · · · ∧ dxn on B = s∗Ω

where s is a section of p2. From this we expect the leading asymptotics:
∫

C0,t

Ωt ∼ (− log t)n
∫

Y

ωn

n!
as t→ +0.

The error term of this approximation arises from the discriminant locus of the SYZ fibration.
We explain that tropicalization gives an approximate SYZ(-like) fibration and how we can

compute periods tropically by means of example.

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Figure 1. Amoeba

x0 x1
x

y

0

Figure 2. Tropical amoeba

� b

Figure 3. Pair of pants (P1 minus three points, on the left) and stretching
the neck (on the right)

Example 4.1. We start with a simple example of tropicalization. Consider the variety

P = {(X,Y ) ∈ (C×)2 : X + Y + 1 = 0}.
This is P1 minus three points, and is called a ‘pair of pants’. We consider the family of maps
for t > 0:

Logt : P → R2, (X,Y ) (→ (x, y) = (logt |x|, logt |y|).
The image of the map is called amoeba. In this example, the image is determined by the
triangle inequality ||X| − 1| ≤ |Y | = |X + 1| ≤ |X| + 1 ⇔ |tx − 1| ≤ ty ≤ |tx + 1| ⇔
logt(1+ tx) ≤ y ≤ logt |1− tx|. See Figure 1. If we take the limit t→ 0, this approaches to the
tropical amoeba (tropical variety) in Figure 2. It is given by the singular locus of the piecewise
linear function min(x, y, 0). We can think of Logt as an approximate torus fibration of P over
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the tropical amoeba. For example, the fibre at (x0, 0) (with x0 > 0) is approximately the
circle |X| = tx0 , Y = −1. Most of the points on P go very close to the origin, and three ‘neck’
neighbourhoods of the missing points X = 0, X = −1, X =∞ are stretched to semi-infinite
cylinders (see Figure 3). The integral of a holomorphic 1-form

Ω =
dX
X ∧

dY
Y

d(X + Y + 1)

∣∣∣∣∣
X+Y+1=0

on a section over the interval [x0, x1] in the x-axis is approximately the length of the interval
multiplied by (− log t).

∫

[x0,x1]
s∗Ω ≈

∫

[x0,x1]

dX

XY

∣∣∣∣
X=tx,Y=−1

= (− log t)(x1 − x0).

Example 4.2. Next we consider a tropicalization of an elliptic curve. Let Et be the affine
elliptic curve:

Et = {(X,Y ) ∈ (C×)2 : t(X + Y +
1

XY
) = 1}

This is a compact elliptic curve minus 3 points. The limit of Logt(Et) as t → 0 (tropical
amoeba) and the approximate torus fibration are depicted in Figure 4. The tropical amoeba
is the singular locus of min(0, x + 1, y + 1, 1 − x − y). We see from this picture that E is
composed of three ‘pairs of pants’ in the previous example. This is an instance of pairs-of-
pants decomposition by Mikhalkin [16]. The approximate fibration given by Logt is “singular”
at three vertices, but we can make it a smooth fibration by adding three missing points (at
infinity) to Et and contracting the unbounded edges by a linear projection around each vertex.
For example, around the vertex (−1,−1) of the tropical amoeba, we can use the projection
x − y = logt |X| − logt |Y | along the ray R≥0(−1,−1) to define the fibration. Then we get a
smooth S1-fibration over the boundary ∂∆2 ∼= S1 of the 2-simplex (shown in blue colour).

Figure 4. Tropical elliptic curve

The integral of the holomorphic 1-form

Ωt =
d logX ∧ d log Y

d(t(X + Y + 1/(XY )))

∣∣∣∣
Et

over the compact cycle C0,t (shown in Figure 4) is asymptotically the same as the affine length
(= 9 = 3× 3) of the cycle in the tropical base (shown in blue colour) multiplied by (− log t).
This elliptic curve Et is mirror to a cubic curve Y in P2. A precise choice of the cubic curve
Y does not matter, but Y can be for example:

Ys = {[z0, z1, z2] ∈ P2 : s(z30 + z31 + z32) + z0z1z2 = 0}.
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The dual SYZ fibration for Ys is approximately given by the restriction of the moment mapping
µ : P2 → R2 (with respect to the anticanonical class −KP2 on P2) to Ys.

µ([z0, z1, z2]) =

(
3|z1|2

|z0|2 + |z1|2 + |z2|2
,

3|z2|2

|z0|2 + |z1|2 + |z2|2

)

Note that the image of µ is the 2-simplex {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+y ≤ 3} and µ(Ys) approaches
its boundary as s → 0. The affine length of the tropical cycle equals the symplectic volume∫
Ys

c1(P2) = 9.

Example 4.3. Now we consider the case where the SYZ fibration has singularities. In
dimension two, the following local model of singularities appears in the Gross-Siebert program
(see [5, 14]).

Z = {(X1, X2, Y ) ∈ C2 × C× : X1X2 = 1 + Y } = C2
x \ {X1X2 = 1} = P2 \ (line ∪ conic)

Ω =
d logX1 ∧ d logX2 ∧ d log Y

d
(

1+Y
X1X2

) =
dX1dX2

1−X1X2
=

dX1

X1
∧ dY

Y
=

dX2

X2
∧ dY

Y

ω =
i

2
(dX1 ∧ dX1 + dX2 ∧ dX2)

This is a log CY variety, in the sense that Ω has log poles along the boundary divisor P2 \Z =
line ∪ conic. The Lagrangian4 torus fibration on Z is given as follows. We first consider the
sympletic reduction by the S1-action (X1, X2, Y ) (→ (eiθX1, e−iθX2, Y ) at the level λ. The
symplectic reduction is identified with the Y -plane C×.

{(X1, X2, Y ) ∈ Z : |X1|2 − |X2|2 = λ}/S1 ∼= {Y ∈ C×}

By pulling back the standard Lagrangian torus fibration {(|Y | = r)}r>0 on C×, we see that
Z is foliated by the family of Lagrangian tori

Tλ,r = {(X1, X2, Y ) ∈ Z : |X1|2 − |X2|2 = λ, |Y | = r}

parametrized by λ ∈ R and r > 0. This gives a torus fibration on Z. Here T0,1 is a unique
singular fibre (pinched torus) with singularity at (0, 0,−1) ∈ T0,1.

We compare this fibration with the tropicalization map

Logt : Z → R3, (X1, X2, Y ) (→ (logt |X1|, logt |X2|, logt |Y |)

for 0 < t 2 1. The last coordinate logt |Y | is constant on Tλ,r, but the first two logt |X1|,
logt |X2| are not. We see however that the map Logt approximates the torus fibration away
from the singularity X1 = X2 = 0, i.e. away from the region where both |X1| and |X2| are
small. When we set x1 = logt |X1|, x2 = logt |X2|, y = logt |Y |, for positive ε > 0,

|y| > ε =⇒ xi ≈ 1
2 logt

(
±λ+

√
λ2+4r2
2

)
on Tλ,r

x1 < x2 − ε =⇒ |X1|4 |X2| =⇒ x1 ≈ 1
2 logt |λ| on Tλ,r

x2 < x1 − ε =⇒ |X2|4 |X1| =⇒ x2 ≈ 1
2 logt |λ| on Tλ,r.

The image Logt(Z) is approximated by the tropical amoeba, which is the singular locus of
min(0, x1 + x2, y), as in Figure 5. From this picture we can see that the above three regions

4This is not special Lagrangian since Ω ∧ Ω is not a constant multiple of ω2. But we have ω|Tr,λ = 0 and
ImΩ|Tr,λ = 0. Therefore the base of the torus fibration has a Z-affine structure (complex affine structure)

defined by fluxes of ImΩ.
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(|y| > ε), (x1 < x2− ε), (x2 < x1− ε) cover the region away from the singularity or the origin
(x1, x2, y) = (0, 0, 0). Therefore

the map (x1, y) approximates the torus fibration in the region (|y| > ε) ∪ (x1 < x2 − ε);
the map (x2, y) approximates the torus fibration in the region (|y| > ε) ∪ (x2 < x1 − ε).

Moreover these maps define (approximately) affine-linear coordinates in the respective regions.
The map (xi, y) contracts the face (x1 + x2 ≥ 0 = y) to the line y = 0 and send the union
(x1 + x2 = min(0, y)) of the other two faces isomorphically to R2. These coordinates (x1, y),
(x2, y) are glued together as in Figure 6: the base of the Lagrangian fibration has the focus-

focus singularity with monodromy
(
1 1
0 1

)
(see [14, 22]).

�

Figure 5. Tropical amoeba of Z

!

"

x1

y

#

"

x2

y

Figure 6. Two approximately affine-linear charts (x1, y) and (x2, y). Each
chart (xi, y) is affine-linear away from the positive xi-axis. The coordinate
change between the charts is given by x1 + x2 = min(0, y). The green line
shows the polytope corresponding to R.

Let C ⊂ Z be the positive-real cycle given by X1 > 0, X2 > 0, Y > 0. The cycle C is
homeomorphic to the image Logt(C) ⊂ R3 under the map Logt:

Logt(C) = {(x1, x2, y) ∈ R3 : x1 + x2 = logt(1 + ty)}
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The image Logt(C) is very close to the union (x1+x2 = min(0, y)) of two faces of the tropical
amoeba. We now compute the period of C with respect to the holomorphic volume form
Ω. The volume form Ω restricted to C can be identified with the affine area form in the
coordinates (xi, y):

Ω|C = (− log t)2dx1 ∧ dy = (− log t)2dx2 ∧ dy.

To make the computation finite, we consider the integral over the finite region R delimited
by the affine-linear equations (with a1, a2, b positive constant):

R = {(X1, X2, Y ) ∈ C : x1 ≤ −a1, x2 ≤ −a2, −b ≤ y ≤ b}

The corresponding polytope in the affine chart is shown in green colour in Figure 6. The affine
area of this polytope is 2(a1 + a2)b − b2/2. On the other hand, the actual shape of R in the
coordinate (x1, y) slightly differs from this polytope because of the error in tropicalization,
see Figure 7. We have
∫

R⊂C
Ω =

∫

x1+x2=logt(1+ty)
xi≥−ai,|y|≤b

(− log t)2dx1dy

= (− log t)2
∫ b

−b
(a2 + logt(1 + ty)− (−a1))dy

= (− log t)2
(∫ b

−b
(a1 + a2 +min(0, y))dy −

∫ b

−b
(− logt(1 + ty) + min(0, y))dy

)

= (− log t)2(area of the polytope)− ζ(2) +O(tb).

where ζ(2) arises from the ‘error in tropicalization’ integral (area of the blue region):

(4) ζ(2) = (− log t)2
∫ ∞

−∞
(− logt(1 + ty) + min(0, y))dy.

This means that the singularity contributes −ζ(2) to the period integral.

-4 -2 2 4

-2

-1

1

2

x1

y

Figure 7. The region R in coordinates (x1, y). It is given by −a1 ≤ x1 ≤
a2 + logt(1 + ty), |y| ≤ b. This differs from the green polytope in Figure 6 by
the blue region.
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Example 4.4. Let (Zt,Ωt) be the family of affine K3 surfaces

Zt = {(W1,W2,W3) ∈ (C×)3 : t(W1 +W2 +W3 +
1

W1W2W3
) = 1}

Ωt =
d logW1 ∧ d logW2 ∧ d logW3

d(t(W1 +W2 +W3 +
1

W1W2W3
))

This can be compactified to a K3 surface Zt so that Ωt extends to a nowhere vanishing
holomorphic 2-form. This family is mirror to a quartic K3 surface Y ⊂ P3 equipped with a
symplectic form in the class (− log t)c1(P3). The tropical amoeba of Zt is given by the singular
locus of min(w1 + 1, w2 + 1, w3 + 1, 1 − w1 − w2 − w3, 0) as in Figure 8. Observe that the
compact chamber

∆ = {(w1, w2, w3) ∈ R3 : w1 ≥ −1, w2 ≥ −1, w3 ≥ −1, w1 + w2 + w3 ≤ 1}

bounded by the tropical amoeba is the same as the moment polytope of P3 with respect to
c1(P3). By collapsing5 all the unbounded faces of the tropical amoeba (not contained in ∆),
we should get a torus fibration on Zt over the sphere ∂∆ ∼= S2. This fibration has singularities,
since there is no uniform direction to collapse the unbounded faces, unlike the case of Example
4.2. (In fact, we have many ways to collapse, yielding different fibration structures on Zt.)

�

Figure 8. Tropical K3 surface. This is composed of the boundary of the 3-
simplex ∆ and 6 unbounded faces. The green regions are the Logt-images of
neighbourhoods of singularities (as in Figure 5) and the red crosses represent
singular points of the affine structure on ∂∆.

As before, we consider the period of the positive real cycle Ct = {(W1,W2,W3) ∈ Zt : W1 >
0,W2 > 0,W3 > 0}. It is homeomorphic to its image under Logt:

Logt(Ct) = {(w1, w2, w3) ∈ R3 : tw1+1 + tw2+1 + tw3+1 + t1−w1−w2−w3 = 1}.

As t → +0, Logt(Ct) rapidly approaches ∂∆. We compute the period integral locally over
the tropical base ∂∆, reducing the computation to the local model from Example 4.3. Since

5See [22] for collapsing tropical hypersurfaces.
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the fibration has 24 singular points (see below), we expect to have the following asymptotics

(5)

∫

Ct

Ωt = (− log t)2(affine area of ∂∆)− 24ζ(2) +O(tε).

The number −24ζ(2) also arises from the Γ̂-class of a quartic Y :
∫
Y Γ̂Y = −ζ(2)

∫
Y c2(Y ).

We shall explain the details below. We introduce a Z-affine structure (with singularities) on
∂∆ as follows (see [8]).

• on the interior of 2-dimensional faces of ∂∆, we consider the subspace affine structure;
• on a neighbourhood of a lattice point v on edges (1-dimensional face) of ∂∆, we
consider the affine structure induced from the projection R3 → R3/〈v〉 and;

• we need to have a singularity (shown in red cross) somewhere between adjacent lattice
points v1, v2 on an edge because the affine structures induced by the projections R3 →
R3/〈vi〉, i = 1, 2 are not compatible with each other; we have 4 singularities on each
edge, and thus 24 = 4× 6 singularities in total.

The reason for this affine structure is as follows. Near the interior of the 2-dimensional face
given by (w1 = −1) for example, the cycle Ct

∼= Logt(Ct) is approximated by the affine-linear
subspace

tw1+1 ≈ 1

since the other terms tw2+1, tw3+1, t1−w1−w2−w3 are much smaller than tw1+1, and the volume
form Ωt|Ct is approximated by the affine volume form (mulitplied by (− log t)2):

Ωt|Ct =
d log tw1+1 ∧ d log tw2+1 ∧ d log tw3+1

d(tw1+1 + tw2+1 + tw3+1 + t1−w1−w2−w3)

≈ (− log t)3dw1 ∧ dw2 ∧ dw3

d(tw1+1)
(near the face (w1 = −1) ∩∆)

= (− log t)2dw2 ∧ dw3.

Next, around the interior of the edge given by (w1 = w2 = −1) for example, the cycle Ct is
approximated by

(6) tw1+1 + tw2+1 ≈ 1

since the other terms tw3+1, t1−w1−w2−w3 are exponentially small. The volume form Ωt|Ct is
similarly approximated by the affine volume form on R2/〈v〉 for a lattice point v on the edge.

Ωt|Ct ≈
(− log t)3dw1 ∧ dw2 ∧ dw3

d(tw1+1 + tw2+1)
= (− log t)2(affine volume form on R3/〈v〉).

In fact, if we complete v to a Z-basis v = v1, v2, v3 of Z3 and write (a1, a2, a3) for the linear
coordinates on R3 dual to (v1, v2, v3), we have wi(a1v) = −a1; thus ∂w1

∂a1
= ∂w2

∂a1
= −1 and

(− log t)3dw1 ∧ dw2 ∧ dw3

d(tw1+1 + tw2+1)
=

(− log t)3da1 ∧ da2 ∧ da3
d(tw1+1 + tw2+1)

=
(− log t)3da2 ∧ da3
∂(tw1+1 + tw2+1)/∂a1

= (− log t)2da2 ∧ da3.

Note that the affine structure depends on the choice of v, but the volume form does not.
Finally, around the vertex v = (−1,−1,−1) of ∂∆, Ct is approximated by

tw1+1 + tw2+1 + tw3+1 ≈ 1

and Ωt|Ct is also approximated by the affine volume form on R3/〈v〉.
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We next examine the cycle Ct near the singularity. Let v1, v2 be adjacent lattice points on
the edge w1 = w2 = −1. Choose an integral vector v3 such that (v1, v2, v3) is a Z-basis of Z3

and let (a1, a2, a3) be the linear coordinates on R3 dual to (v1, v2, v3). We may assume that
v3 is parallel to the face w1 = −1 (i.e. w1(v3) = 0) by adding a linear combination of v1 and
v2 if necessary. The coordinates w1, w2, w3 can then be written as a Z-linear combination of
a1, a2, a3; examining the values at v1, v2, v3 we find that the coordinate change is of the form:

w1 = −a1 − a2

w2 = −a1 − a2 +ma3

w3 = ja1 + ka2 + la3

for some j, k, l,m ∈ Z. Moreover, since w1 − w2 is a non-zero primitive covector, we have
m = ±1. By flipping the sign of a3 (or equivalently v3), we may assume that m = 1. Recall
from (6) that Ct is given by tw1+1 + tw2+1 ≈ 1 around the edge. This can be rewritten as:

1 + ta3 ≈ ta1+a2−1 = ta1−
1
2 · ta2−

1
2 .

Setting X1 = ta1−
1
2 , X2 = ta2−

1
2 , Y = ta3 , this equation can be identified with the local model

from Example 4.3. The holomorphic volume form (− log t)2da1 ∧ da2 = d logX1 ∧ d log Y
is also the same as in Example 4.3. If we introduce a Lagrangian fibration near {v1, v2} by
locally identifying Zt with the local model in Example 4.3 by this identification (i.e. W1 =
(tX1X2)−1,W2 = Y (tX1X2)−1,W3 = Xj

1X
k
2Y

lt(j+k)/2), we see that the singularity appears
at (a1, a2, a3) = (12 ,

1
2 , 0) on the base, which corresponds to the mid-point of v1 and v2. At

each singular point, we have the error term −ζ(2) as we saw in Example 4.3 and arrive at the
asymptotics (5).

We note that the choice of an (approximate) torus fibration, in particular, the choice
of positions of singularities on ∂∆ has certain arbitrariness in the above discussion. We
introduced singularities on ∂∆ for the purpose of computing periods (and we had to since we
cannot cover ∂∆ by compatible affine charts) and the error terms in tropical approximation
occurred from those singularities.

Example 4.5. We have seen that ζ(2) arises from 2-dimensional singularities through the
‘error in tropicalization’ integral (4). In dimension three, ζ(3) arises from the following ‘error
in tropicalization’ integrals (see [1, Eqn (22), Proposition 4.5]):

ζ(3) =
1

2
(− log t)3

∫ ∞

−∞

(
(logt(1 + ty))2 − (min(0, y))2

)
dy

and

(− log t)3
∫

U
(− logt(1 + ty1 + ty2) + min(0, y1, y2))dy1dy2

= (− log t)/ζ(2) + χU (0)ζ(3) +O(1/(− log t))

where U is a bounded domain in R2 such that ∂U intersects every stratum of the tropical
curve L = Sing(min(0, y1, y2)) transversally, / is the total affine length of U ∩ L and

χU (0) =

{
1 if 0 ∈ U ,

0 otherwise.

Remark 4.6. In dimension one, the relationship between periods and affine-length of tropical
curves was studied in [17, 13]. For toric Calabi-Yau hypersurfaces, the relationship between
periods and the radiance obstruction was studied in [22]. Ruddat and Siebert [18] computed
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periods of cycles fibering over 1-dimensional curves on the SYZ base, in the framework of
Gross-Siebert program.
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1 Introduction

ຊจଟ߲ࣜΠσΞϧͷγδδʔʹؔ͢Δ Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔʹ͍ͭͯɺͦ
ͷ্ݶΛهड़͢Δʹ͍ͭͯͷ֓આͰ͋ΔɻCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷ͔ૅجΒ
Λத৺ͱࣹͨ͠Өଟ༷ମͷݶΊɺEisenbud-Goto༧ΛΊ͙ΔΛղઆ͠ɺਖ਼ଇྔ্࢝
ྨʹ৮ΕΔɻਖ਼ଇྔͷख๏ΛϕΫτϧଋͷ྾ʹԠ༻͢Δ͜ͱड़Δɻ

ࣹӨଟ༷ମͷఆٛํఔࣜʢఆٛΠσΞϧʣͷෳ͞ࡶʮγδδʔʯʹΑͬͯද͞Εɺ
HilbertͷγδδʔఆཧʹΑΓɺ༗ݶͳۃখࣗ༝ղ͕֬ఆ͢ΔɻCastelnuovo-Mumford
ਖ਼ଇྔγδδʔʹؔ͢ΔෆมྔͰ͋ΓɺMumford[46]͕CastelnuovoͷΞΠσΟΞʹج
͍ͮͯఆٛͨ͠ɻ1980ʹ͓͍ͯɺEisenbud-Goto༧ ([15, 20])͕ఏএ͞Εͨɻຊ
จɺ1980Ҏ߱ͷྺ࢙ʹԊͬͯɺCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷ֓આΛ͏ߦɻ

1980ʹ͓͍ͯɺGruson-Lazarsfeld-Peskineͷه೦ൾతͳจ [19]͕͋ΔɻࣹӨۂ
ઢͷඒ͍݁͠ՌͦΕҎ߱ͷڀݚͷϞσϧʹͳ͍ͬͯΔɻBayer-Mumford ͷ֓આ [7]
ͦͷޙͷൃలʹࢦΛ༩͑ͨɻۂ໘ʹ͓͚Δ Pinkham, Lazarsfeld[27]ͷख๏ɺ1990
Ҏ߱ʹɺMatherཧ [33]Λ༻͍ΔKwak[25], Chiarli-Chiantini-Greco[13] ʹΑΔ 14
ҎԼͷඇಛҟࣹӨଟ༷ମʹରͯ͠ݩ࣍ Eisenbud-Goto༧͕ऑ͍ҙຯͰղܾͨ͜͠ͱʹ
ͭͳ͕Δɻ

ͯ͞ɺEisenbud-Gotoͷจ [15]ʹ͓͍ͯCohen-Macaulayଟ༷ମʢ࠲ඪ͕CM)
ͷ߹ͷ༧ͷཱʹ৮Ε͍ͯΔɻ͜ͷจʹ৮ൃ͞ΕͯɺStückrad-Voge[57] ɺ
Griffiths-Harris ͷUniform Position Lemma(cf. [2]) Λ༻͍ͯɺ0ݩ࣍ͷʹࠐͪ࣋Έɺ
1980·ͰʹՄʹ͓͍ͯൃలͨ͠BuchsbaumͷཧΛEisenbud-Goto༧ͷ
Ԡ༻͠ɺྑʹڀݚ ͍ੑ࣭ͷʹ͍ͭͯͷਖ਼ଇྔ্ݶΛಘͨɻ͜ ͷख๏ɺHoa-Miyazaki[21],
Nagel-Schenzel[49] ͷ 1990ͷ݁Ռʹड͚͕ܧΕΔɻ͜ΕΒͷ૯આΛ͠ͳ͕Βɺ2010
લޙͰͷߨԋऀʹΑΔCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͱBuchsbaumଟ༷ମͷྨͷڀݚ
[40, 41]ʹ৮ΕΔɻ

τʔϦοΫଟ༷ମͷ߹ɺcodimX = 2ͷͱ͖, Peeva-Sturmfels[54]͕ regX ≤ degX−
1 ͕Γཱͭ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠ΔɻBayer-Peeva-Sturmfels[8]ʹ࢝·Δ ScarfෳମɺCellular
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ෳମͷڀݚʹ͍ͭͯɺSturmfelsͷٛߨ [38]Λ֓આॻͱ͍ͯͨ͛͠ڍɻ

Eisenbud-Goto༧ͷࠜຊతղܾɺࡏݱͷݟ͔Βɺ2010ࠒ·Ͱఀ͖ͯͨ͠
ͱ͔͑ݴͶͳ͍ɻ2010Ҏ߱ͷ֮·͍͠ൃలɺNoma[52], Kwak-Park[26] ʹΑΔඇ
ಛҟࣹӨଟ༷ମͰͷOX-regularity ʹ͍ͭͯͷEisenbud-Goto༧ͷղܾ͕·ͣ಄ʹු͔
ͿɻGeneric ProjectionDouble Point Divisor ͷख๏ʹͮ͘جͷͰ͋Δɻ

িܸతͩͬͨͷMcCullough-PeevaʹΑΔ༧ͷ൱ఆతղܾ࠷ [36]Ͱ͋Δɻূ໌
ͷख๏ʹ͓͍ͯۃΊͯڵຯਂ͍ɻRees-like Algebra Λ༻͍ͯΠσΞϧΛม͢ܗΔ͜ͱɺ
͓ΑͼɺॏΈ͖ಉ࣍ଟ߲ࣜΛ௨ৗͷಉ࣍ଟ߲ࣜʹม͢ܗΔ͜ͱΛ༻͍ͯɺྫΛߏ͢
Δͱ͍͏ํ๏Λ༻͍͍ͯΔɻ͜ΕΒͷۙ࠷ͷ݁Ռ (cf. [37])Λ၆ᛌ͠ɺূ໌ͷϙΠϯτͳ
Ͳʹ৮ΕΔɻ

ɺCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷख๏ͷࣹӨۭؒͷϕΫτϧଋͷ྾ͷʹޙ࠷
Ԡ༻Λड़Δɻ༗໊ͳࣹӨ্ۭؒͷϕΫτϧଋͷHorrocksఆ๏ʹ͍ͭͯͷ̐ͭͷূ໌
Λड़ɺϕΫτϧଋͷతڀݚʹ͍ͭͯγδδʔతख๏Λ͍ͨ͑ߟɻ

ֶγϯϙδϜͰͷαʔϕΠߨԋͷػձΛ༩͍͍͑ͯͨͩͨ३ઌੜɺԼݩ
അઌੜʹਂ͘͠ँײ·͢ɻղઆॻΛؚΊͨจݙΛͰ͖Δ͚ͩҾ༻͠ɺਂֶ͘ͼ͍ͨಡऀͷ
ͳΔΑ͏ʹ৺͕͚·ͨ͠ɻʹߟࢀ

2 Castelnuovo-Mumford Regularity Basics

͜ͷষͰɺCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷجຊతͳ߲ࣄΛड़Δɻৄ ͍͠ղઆɺBayer-
Mumford[7], Eisenbud[16], Lazarsfeld[28]Λߟࢀʹ͞Ε͍ͨɻ

͜ͷจΛ௨ͯ͠ɺ࣍ͷه߸Λ༻͍ΔɻkΛดମͱ͠ɺS = k[x0, · · · , xn] Λଟ߲
ࣜͱ͠ɺm = S+ = (x0, · · · , xn) ͱॻ͘ɻࣹӨۭؒΛ Pn = ProjS ͱ͓͘ɻ

ఆ ɾ໋ٛ  2.1 (Mumford[46]). Pn্ͷ࿈Fɺm ∈ Zʹରͯ͠ɺF ͕ ‘m-regular’
Ͱ͋Δͱɺҙͷ i ≥ 1ʹରͯ͠ɺ

Hi(Pn,F(m− i)) = 0

͕Γཱͭͱ͖ʹ͍͏ɻ͜ΕɺHi(Pn,F(j)) = 0, i ≥ 1, i+ j ≥ m ͱಉͰ͋ΓɺF ͕
‘m-regular’Ͱ͋ΕɺF(m) ͕େҬੜͰ͋Δ͜ͱΑ͘ΒΕ͍ͯΔɻ

࿈ F ͷCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔΛ regF := min{m ∈ Z | F is m-regular }ͱ
ఆٛ͢Δɻ·ͨɺࣹӨεΩʔϜX ⊆ PnͷCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔΛ regX := reg IX

ͱఆٛ͢Δɻ

໋ 2.1ͷূ໌ͷུ֓. ࿈ F ͕ m-regular Ͱ͋Εɺ (m + 1)-regularͰ͋Δ͜ͱɺ
͓ΑͼɺΓ(F(m)) ⊗ Γ(OPn(1)) → Γ(F(m + 1)) ͕શࣹͱͳΔ͜ͱ͕ɺnʹ͍ͭͯͷؼೲ
๏Ͱࣔ͞ΕΔɻ
ͦ͜Ͱɺ!( 0ͷͱ͖ɺΓ(F(!))⊗OPn → F(!)͕શࣹͱͳΔ͜ͱΛ༻͍ͯɺΓ(F(m))⊗

OPn → F(m) ͕શࣹɺͭ·ΓɺF(m) ͕େҬੜͰ͋Δ͜ͱΛಘΔɻ!
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ҙ 2.2. Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷఆ͍͔ٛͭ͘ͷํʹ֦ு͞Ε͍ͯΔɻྫ͑
ɺଟॏࣹӨۭؒɺॏΈ͖ࣹӨۭؒɺάϥεϚϯଟ༷ମɺେҬੜͷ๛ͳઢଋͳ
ͲͰ͋Δɻͦͷ߹ɺ্هͷੑ࣭͕อͨΕ͍ͯΔ͔ɺPn্Ͱͷূ໌Λݟ͢ͱΘ͔Δɻ
(cf. [29])

ͯ͞ɺͱՃ܈Λ༻͍ͯఆٛΛ͢Δɻ

ఆٛ 2.3. ଟ߲ࣜ S ্ͷ༗ݶੜ࣍Ճ܈M ΛͱΔɻ͜ͷͱ͖ɺi = 0, · · · , n+ 1ʹର
ͯ͠ɺai(M) = max{! ∈ Z|[Hi

m(M)]! )= 0}ͱఆٛ͢Δɻ͞ΒʹɺregM = max{ai + i|i =
0, · · · , n+ 1} Λ M ͷCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͱఆٛ͠ɺmaxdeg(M) ΛM ͷ࠷খ
ͷੜݩͷ࠷େ࣍ͱఆٛ͢Δɻ

ҙ 2.4. ࣹӨεΩʔϜ X ⊆ Pn ͷఆٛΠσΞϧΛ I := Γ∗IX = ⊕!∈ZΓ(Pn, IX(!)) ͱ
͠ɺ࠲ඪΛ R := S/I ͱ͢Δͱɺmaxdeg(I) ≤ reg I ͕ΓཱͪɺregX = reg IX =
regR + 1 = reg IͱͳΔɻ

ͯ͞ɺ Iͷ࣍ SՃ܈ͱͯ͠ͷ࠷খࣗ༝ղΛ͑ߟΔɻγδδʔఆཧʹΑΓɺ༗ੑݶ
ͷิʹΑΓɺࢁɺத͑ݴ͕

0 → Fs → · · · → F1 → F0 → I → 0

͕ಉܕͷআ͍ͯҰҙతʹఆ·Δɻ͜͜ͰɺFi = ⊕jS(−αi,j) ࣍ࣗ༝ SՃ܈Ͱ͋Γɺࣸ
૾ Fi+1 → Fi੪࣍ଟ߲ࣜͷྻߦͰද͞ΕΔɻ

ఆཧ 2.5 (cf. [7, 15]). regX = maxi,j{αi,j − i}

͜ͷఆཧʮCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔɺఆٛํఔࣜͷෳ͞ࡶΛྔΔʯͱ͍͏͜
ͱΛද͍ͯ͠Δɻ͜ͷํ͍ݴʮΑ͋͘Δܾ·Δจ۟ʯͰ͋Γɺʮશަࠥʯ͕ʮ࠷
ෳࡶʯͰɺʮ࠷খ࣍ͷଟ༷ମʯ͕ʮ࠷ෳࡶͰͳ͍ʯ͜ͱʹͳΔͷͰɺҙ͖͢Ͱ
͋Δɻ࣍ͷ͍͑ݴඇৗʹ໘ന͍ɻ

໋ 2.6 (cf. [15]). ࣍ S Ճ܈M ͕ m-regular Ͱ͋Δ͜ͱͷඞཁे݅M≥m :=
⊕!≥mM! ͕mઢܗͳࣗ༝ղΛͭ࣋ɺͭ·Γɺ M≥mͷۃখࣗ༝ղ͕

0 → Fs → · · · → F1 → F0 → M≥m → 0,

ͱͳΔ͜ͱͰ͋Δɻͨͩ͠ɺ Fi = ⊕S(−m− i), i = 0, · · · , s ࣍ࣗ༝ SՃ܈Ͱ͋Δɻ

ূ໌ͷུ֓. શྻ 0 → M≥m → M → M/M≥m → 0ΑΓɺશྻ

0 → H0
m(M≥m) → H0

m(M) → M/M≥m → H1
m(M≥m) → H1

m(M) → 0

͓ΑͼHi
m(M≥m) ∼= Hi

m(M), i ≥ 2ΛಘΔɻ͜ΕΑΓɺM≥m ͕ m-regularͰ͋Δ͜ͱ༰
қʹΘ͔Δɻ!
ҙ 2.7. Lazarsfeld[28]ʹղઆ͞Ε͍ͯΔɻ F(m) ͷେҬੜΛ༻͍ͯɺશྻ

0 → F1 → Γ(F(m))⊗OPn(−m) → F(m) → 0,

Λͭ͘Δͱɺ F1 (m+ 1)-regularʹͳΔɻ͜ΕΛ܁Γฦ͢ͱɺʢ༗ݶͱݶΒͳ͍ʣઢ
ͳࣗ༝ղܗ

· · · → · · · → ⊕OPn(−m− 2) → ⊕OPn(−m− 1) → ⊕OPn(−m) → F → 0.

͕ಘΒΕΔɻ͜ͷ߹ɺେҬஅΛऔͬͯɺશੑอͨΕΔɻ
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ఆٛ 2.8. ༗ݶੜ࣍ SՃ܈ M ͷۃখࣗ༝ղΛ F•ͱॻ͖ɺFi = ⊕jS(−j)βij ͱ͢Δ
ͱɺβij = dimk[Tor

S
i (M,k)]j ͱͳΔɻ͜ͷ βi,j ΛBettiͱݺͿɻ Betti table ͱ βi,i+j

Λ (i, j)ͷॴʹॻ͍ͨͷͰ͋ΔɻBetti tableͷྫ (2.10), (2.11)ΛݟΑɻ

ҙ 2.9. ༗ݶੜ࣍ SՃ܈ M ͷࣹӨݩ࣍ɺCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔ Betti
Λ༻͍ͯɺproj.dimSM = max{i|βij )= 0}, regM = max{j|βi,i+j )= 0} ͱॻ͚Δɻ·ͨɺ

M ͷ Poincaré ڃ M  P(M, t) =
∑

i

hM(i)ti =

∑
i(−1)iβijtj

(1− t)n+1
ͱද͞ΕΔɻ

ྫ 2.10. X ⊆ PnΛ (d1, · · · , dr)ͷશަࠥͱ͢Δͱɺۃখࣗ༝ղ

0 → S(−d1 − · · ·− dr) → · · · → ⊕j=1,··· ,rS(−dj) → S → S/I → 0

I = (f1, · · · , fr)ͷఆٛํఔ͔ࣜΒͳΔ KoszulෳମͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺregX = d1 +
· · ·+ dr − r + 1ͱͳΔɻಛʹɺr = 2, deg f1 = 2, deg f2 = 3 ͷͱ͖ɺBetti table

0 1 2
0 1 - -
1 - - -
2 - 1 -
3 - 1 -
4 - - 1

ͱͳΓɺregX = 4͕Θ͔Δɻ

ྫ 2.11. C Λ P1 , (s : t) −→ (s3 : s2t : st2 : t3) ∈ P3Ͱఆٛ͞ΕΔ ઢͱۂنͷ༗ཧਖ਼࣍3

͢Δɻۂઢ C ͷఆٛΠσΞϧ I(⊂ S = k[x, y, z, w])ྻߦA =

[
x y z
y z w

]
ͷ 2 × 2খ

Ͱఆٛ͞ΕΔɻࣜྻߦ
͜͜Ͱɺf = yw− z2, g = yz − xw, h = xz − y2ͱ͓͘ɻ͢ΔͱɺI = (f, g, h) ͷۃখ

ࣗ༝ղ

0 → S(−3)⊕ S(−3)
tA→ S(−2)⊕ S(−2)⊕ S(−2)

[f g h]→ S → S/I → 0

ͱͳΓɺregC = Δɻ͑ݴ2͕
·ͨɺBetti table 

0 1 2
0 1 - -
1 - - -
2 - 3 2

ͱͳΔɻ

ࣹӨεΩʔϜX(⊂ Pn)ɺregX ≥ 1 Λຬ͕ͨ͢ɺඇୀԽɺͭ·ΓɺX͕Ͳͷฏ໘
ʹؚ·Ε͍ͯͳ͍ͱ͖ɺregX ≥ 2 Ͱ͋Δɻ

༧ 2.12 (Eisenbud-Goto Conjecture). ඇୀԽࣹӨଟ༷ମX(⊂ Pn)ʹରͯ͠ɺregX ≤
degX − codimX + 1 ཱ͕͢Δɻ

ҙ 2.13. Eisenbud-Goto༧ͷӈล 2Ҏ্Ͱ͋ΓɺdegX = codimX + 1ͷͱ͖ɺ
εΫϩʔϧɺ͘͠ɺن໘ɺ༗ཧਖ਼ۂ໘ɺVeroneseۂ࣍Εɺ2ݺͷଟ༷ମͱ࣍খ࠷
͜ΕΒͷਲ਼ʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻ·ͨɺӈลɺ∆(X,OX(1)) + 2ͱॻ͚ɺ༧
ΛେҬੜͷ๛ͳઢଋʹ֦ுͰ͖Δɻ
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ྫ 2.14. X ͕ʮطʯ͓Αͼʮඃʯͷ݅ඞཁͰ͋Γɺ࣍ͷΑ͏ͳྫ͕͋Δɻ

1. P3ͷᎇΕͷҐஔʹ͋ΔઢΛ I = (x, y)∩ (z, w) = (xz, xw, yz, yw) ⊂ k[x, y, z, w] ͱ
͢Δɻ

2. P3ͷ̎ॏઢΛ I = (xw − yz, x2, xy, y2) ⊂ k[x, y, z, w] ͱ͢Δɻ

͍ͣΕ reg I = deg S/I = ht I = 2ͱͳΔɻ

3 Gruson-Lazarsfeld-Peskineͷจ

͜ͷষͰɺ༗໊ͳGruson-Lazarsfeld-Peskineͷจͷےॻ͖Λड़Δɻ͜͜Ͱ৮Ε
ͳ͍͕ɺݪจͰਖ਼ଇྔ্ݶͷࣹӨۂઢͱׂઢͷؔʹϖʔδΛׂ͍͍ͯΔɻ͜Εɺ
ͦͷޙͷNoma[50, 51] ͷ݁Ռʹൃల͢Δɻ

ఆཧ 3.1 ([19]). regC ≤ d+ 2− n͕Γཱͭɻ߸ཱ͕͢Δͷɺ࣍ͷ͍ͣΕ͔ͷ
߹Ͱ͋Δɻ

1. d = nɺͭ·ΓɺC༗ཧਖ਼ۂنઢ

2. d = n+ 1

3. d > n+ 1,Ͱ͔ͭC͕ (d+ 2− n)-secant lineΛͭ࣋ɻ

ఆཧ 3.2 ([19]). ඇୀԽࣹӨۂઢ C ⊆ Pn, degC = d ͕ɺ༗ཧۂઢͰପԁਖ਼ۂنઢͰ
ͳ͍ͱ͖ɺregC ≤ d+ 1− n͕Γཱͭɻ

ิ 3.3. ԽΛنઢCͷਖ਼ۂ p : C̃ → C ⊆ Pn ͱ͠ɺM = p∗ΩPn(1)ͱ͓͘ɻC্ͷઢ
ଋA ʹରͯ͠ɺH1(C̃,∧2M⊗A) = 0 Ͱ͋ΕɺregC ≤ h0(A)ཱ͕͢Δɻ

ิ 3.4. d = deg p∗OPn(1)ͱ͓͘ɻh0(A) = d + 2 − n ͓Αͼ h1(∧2M ⊗A) = 0. Λຬ
ͨ͢๛ͳઢଋA ∈ PicC ͕ଘ͢ࡏΔɻ

ূ໌ͷུ֓. p : C̃ → C ⊆ PnͷάϥϑΛΓ ⊂ C̃×Pn ͱ͢Δɻࣹ ӨΛͦΕͧΕπ : C̃×Pn →
C̃ f : C̃ × Pn → Pn ͱॻ͖ɺOC̃(1) = p∗OPn(1), V = H0(OPn(1)) ⊆ H0(OC̃(1))ͱ͓͘ɻ
શྻͷ࣍ EulerྻͷͦΕͧΕͷҾ͖͠Ͱ͋Δɻ

0 → π∗M → V ⊗OC̃×Pn → π∗OC̃(1) → 0
‖

0 → f ∗ΩPn(1) → V ⊗OC̃×Pn → f ∗OC̃(1) → 0,

͢Δͱɺp ͷάϥϑ Γ(⊆ C̃ × Pn)  π∗M → f ∗OC(1)Ͱఆٛ͞Εɺશྻ

π∗M⊗ f ∗OPn(−1) → OC̃×Pn → OΓ → 0.

ΛಘΔɻ͜͜Ͱɺ ·⊗ π∗AΛऔΓɺKoszulղΛ͑ߟΔͱɺ

π∗(∧2M⊗A)⊗ f ∗OPn(−2) → π∗(M⊗A)⊗ f ∗OPn(−1) → π∗A → OΓ ⊗ π∗A → 0.
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ͱͳΓɺ͜ΕΑΓશྻ

H0(M⊗A)⊗OPn(−1)
u→ H0(A)⊗OPn → p∗A → 0.

͕ಘΒΕΔɻ͜͜ͰɺJ (⊆ OPn)Λ p∗Aͷ FittingΠσΞϧɺଈͪɺ J = Im (∧n0u),
n0 = h0(A)ͱ͢ΔɻͪΖΜɺSupp p∗A = CͰ͋Δɻ
͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɺuͷ Eagon-Northcott ෳମ

· · · → OPn(−n0 − 2)⊕ → OPn(−n0 − 1)⊕ → OPn(−n0)
⊕ ε→ J → 0

͕ಘΒΕΔɻ͜͜Ͱ ε શࣹͰ͋Γɺ͜ͷෳମCͷ֎ͰશͰ͋ΔͷͰɺJ ͕ n0-
regularɺଈͪɺIX ͕ n0-regularͰ͋Δ͜ͱ͕͑ݴΔɻ!

GLPจͷղઆɺEisenbud[16]ʹॻ͔Ε͍ͯΔɻ͞ΒʹɺEinͷٛߨΛ·ͱΊͨ
[14], Lecture 24 ͷূ໌๏ɺ2ݩ࣍Ҏ্ͰͷLazarsfeldͷํ๏ΛࣹӨۂઢʹద༻ͨ͠ํ
๏ͰΘ͔Γ͍͢ɻEagon-Northcottෳମʹ͍ͭͯɺBruns-Vetter[10]͕͔Γ͍͢ɻ
ͨͩ͠ɺزԿͷख๏͕Θ͔Γɺ؆୯ʹࡁ·͍ͤͨͷͰ͋ΕɺEin͕؆໌ͳղઆΛड़
͍ͯΔɻ

໋ 3.5 ([14], Lecture 24). εΩʔϜX ্ͷϕΫτϧଋ E , F , (rank E = e,rankF = f)
ͷࣸ૾ u : E → F ʹରͯ͠ɺ࣍ͷෳମ

0 → ∧eE ⊗ Se−f (F∗) → · · · → ∧f+1E ⊗ S1(F∗) → ∧fE → ∧fF → 0,

͕ಘΒΕɺ͜ΕΛ Eagon-Northcott ෳମͱ͍͏ɻu : E → F ͕શࣹͷͱ͖ɺEagon-
NorthcottෳମશྻͰ͋Δɻ

4 Lazarsfeldͷߏ๏ͱGeneric Projection Method

Eisenbud-Goto༧ͷࢼΈɺGLPจ [19]Ҏ߱ɺLazarsfeldͷߏ๏ [27]Ͱͳ͞Ε
͖ͯͨɻKwak[25]͕MatherཧΛऔΓೖΕɺ3ݩ࣍ʹ͍ͭͯऑ͍ҙຯͰཱ͢Δ͜ͱ
Λࣔ͢·Ͱʹɺ͍݄͕͔͔ͬͨɻ͜ͷํ๏࠷ऴతʹ Chiantini-Chiarli-Greco[13]
ʹΑͬͯ࣍ͷܗͷఆཧʹͳͬͨɻ͜ͷষͰɺͦͷےॻ͖Λड़Δɻ

ఆཧ 4.1. ඇୀԽͰඇಛҟͳࣹӨଟ༷ମ X(⊂ PN
C )ʹରͯ͠ɺn = dimX ≤ 14Ͱ͋Εɺ

regX ≤ degX − codimX + 1 + (n− 2)(n− 1)/2 ཱ͕͢Δɻ

ূ໌ͷུ֓Λड़Α͏ɻҰൠࣹӨ (generic projection)Λ p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C ͱ͠ɺ
ΑΓɺʹඪม࠲ p((x0 : · · · : xn+1 : xn+2 : · · · , xN)) = (x0 : · · · : xn+1) ͱॻ͘ɻp 
‘generic’ͳͷͰɺ֤ϑΝΠόʔ༗ݶͰ͋Δɻ͜͜Ͱඪ४తͳࣸ૾Λ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

• ψ0 : OPn → p∗OX : a canonical map

• ψ1 =
∑

n+2≤j≤N

φxj : OPn(−1)⊕ → p∗OX , where φxj : OPn(−1)
xj→ p∗OX

• ψ2 =
∑

0≤i≤j≤N

φxixj : OPn(−2)⊕ → p∗OX , where φxixj : OPn(−2)
xixj→ p∗OX
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͜ΕΒͷࣸ૾ͷΛ w = ψ0 + ψ1 + ψ2 : G = OPn ⊕OPn(−1)⊕ ⊕OPn(−2)⊕ → p∗OX ͱ͢
Δͱɺ࣍ͷิ͕ಘΒΕΔɻ

ิ 4.2. F = G ⊕OPn+1
C

(−3)⊕ · · ·⊕OPn+1
C

(−n)ͱ͓͘ɻશࣹ v : F → p∗OX ͕ଘ͠ࡏɺ
v|G = wΛຬͨ͢ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɺregX ≤ d − N + n + 1 + (n − 1)(n − 2)/2͕ಘΒ
ΕΔɻ

ิ 4.3. If p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C ͕ ‘good’ Ͱ͋ΕɺશࣹF → p∗OX ͕ଘ͢ࡏΔɻ

ఆٛ 4.4. ࣹӨ p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C ʹରͯ͠ɺہॴดू߹ Sj = {z ∈ Pn+1
C | deg p−1(z) =

j}ͱ͓͘ɻࣹӨ p ͕ ‘good’ Ͱ͋Δͱ dimSj ≤ max{−1, n − j + 1} for all jͷͱ͖ʹ
ɻ͏ݴ

ఆཧ 4.5 (Matherཧ [33]). n = dimX ≤ 14Ͱ͋Εɺ p  ‘good’Ͱ͋Δɻ

ҙ 4.6. Behesti-Eisenbud[9]ʹΑΔͱɺLazarsfeld ʹΑΔʮҰൠࣹӨ p : X(⊆ PN
C ) →

Pn+1
C ͷϑΝΠόʔͷ࣍ deg p−1(z), n = dimX͕ࢦؔతʹେ͖͘ͳΓ͏Δʯͱ͍͏
͜ͱͷূ໌͕ॻ͔Ε͍ͯΔɻ͜ͷ͜ͱɺʮҰൠࣹӨΛ༻͍ΔEisenbud-Goto༧ͷΞ
ϓϩʔνʯݩ࣍ߴͰͳ͔ͳ͔͏·͍͔͘ͳ͍͜ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δɻ

5 Noma, Kwak-Park ʹΑΔ OX-regularity ༧ͷղܾ

Eisenbud-Goto༧ʹ͓͍ͯɺඇୀԽࣹӨଟ༷ମX ⊂ PN ʹରͯ͠ɺregX = reg IX ≤
degX − codimX + 1 ͕͍ࣔͨ͜͠ͱͰ͋Δɻ͜Εɺm = degX − codimX + 1 ͱ͓͘
ͱ͖ɺ(1) H1(IX(m − 1)) = 0 ͓Αͼ (2) Hi(IX(m − i)) = 0, i ≥ 2ͷ̎ͭΛࣔ͢͜ͱͱ
ಉ͡Ͱ͋Δɻͭ·Γɺ࣍ͱಉͰ͋Δɻ

(1) X ⊂ PN ͕ (m− 1)-normalͰ͋Δ͜ͱɺͭ·Γɺ Γ(OPN (m− 1)) → Γ(OX(m− 1))
͕શࣹͰ͋Δ͜ͱ

(2) regOX ≤ m− 1.

Noma, Kwak-Park ্هͷ (2)ʹ͍ͭͯͷ݁ՌΛಘͨɻ͜͜Ͱུ͚֓ͩड़Δ͕ɺ
ূ໌Λཧղ͢ΔͨΊʹɺݪจͷߟࢀจ͔ݙΒಡ·ͳ͚ΕͳΒͳ͍ɻ

ఆཧ 5.1 ([52, 26]). ඪ 0ͷดମ k্ͷඇୀԽͰඇಛҟͳࣹӨଟ༷ମ X ⊂ PN ʹର
ͯ͠ɺ OX  (degX − codimX)-regularͰ͋Δɻ

ূ໌ͷུ֓. n = dimX, d = degX, c = codimX = N − n ͱ͓͘ɻX ͷҰൠతͳҐஔʹ
͋ΔN − n− ͷ͔ΒͷࣹӨݸ1 (inner projection) p : X(⊂ PN) · · · −→ X̄(⊂ Pn+1)
ΛͱΔɻ͜ͷͱ͖ɺdeg X̄ = d− c+ 1Ͱ͋Δɻ
͜ͷࣹӨͷDouble Point DivisorΛ (cf. [7, Appendix Section 3,4])

Dinn = −KX + (d− n− c− 1)H.

ͱ͢Δͱɺ Dinn  semiampleͰ͋Γɺখฏফ໓ఆཧΛ༻͍ΔͱɺregOX ≤ d− cΛಘΔɻ
!
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6 Buchsbaumͷख๏͔ΒͷΞϓϩʔνͱࣹӨଟ༷ମͷ
ྨ

ຊষɺBuchsbaumͷڀݚͷख๏͕Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷ্ݶͷʹԠ༻
͞ΕͨτϐοΫεͰ͋Γɺஶऀख͕͚͖ͯͨͰ͋Δɻਖ਼ଇྔΛCastelnuovoܕͷෆ
ࣜʹݱΕΔ 2(degX − 1)/codimX3ͷࣜΛ༻্͍ͯݶΛٻΊɺͦͷ্ݶΛຬࣹͨ͢Өଟ
༷ମΛྨ͢Δ͜ͱΛ͏ߦɻ

ఆٛ 6.1. ࣹӨεΩʔϜ X ⊂ Pn = ProjSɺͨͩ͠ S ଟ߲ࣜͰm = S+ͱ͢Δɻ

1. X ͕ ACM Ͱ͋Δͱɺ Hi(IX(!)) = 0 1 ≤ i ≤ dimX, ! ∈ Zͷͱ͖ʹ͍͏ɻ

2. X ͕ Buchsbaum Ͱ͋ΔͱɺdimX ∩L = dimX − codimL Λຬͨͯ͢͢ͷ r-
ฏ໘ Lʹରͯ͠ɺmHi

∗(IX∩L) = 0, 1 ≤ i ≤ dimX ∩ L ͕Γཱͭͱ͖Λ͍͏ɻ

ͷ݁ՌͰ͋Δɻظͷఆཧ͕ॳ࣍

ఆཧ 6.2 (Eisenbud-Goto[15]). ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ͕ ACM Ͱ͋Δͱ͖ɺregX ≤
degX − codimX + 1͕Γཱͭɻ

ఆཧ 6.3 (Stückrad-Vogel[57]). ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ͕BuchsbaumͰ͋Δͱ͖ɺregX ≤
2(degX − 1)/codimX3+ 1͕Γཱͭɻ

ఆཧ 6.4 (Trung-Valla[59], Nagel[47]; Yanagawa[62], Nagel[48]; Miyazaki[41]). .

(1) ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ͕ ACM Ͱ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺdegX ( 0 Ͱ͔ͭ regX =
2(degX − 1)/codimX3+ 1 Ͱ͋ΕɺX࠷খ࣍ͷଟ༷ମͷҼࢠͰ͋Δɻ

(2) ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ͕ Buchsbaum Ͱ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺdegX ( 0 Ͱ͔ͭ
regX = 2(degX−1)/codimX3+1 Ͱ͋ΕɺX࠷খ࣍ͷଟ༷ମͷҼࢠͰ͋Δɻ

(3) ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ͕ Buchsbaum Ͱ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺdegX ( 0 Ͱ͔
ͭ regX = 2(degX − 1)/codimX3 Ͱ͋ΕɺX ࠷খ࣍ͷଟ༷ମ͘͠Del
Pezzoଟ༷ମͷҼࢠͰ͋Δɻ

؆୯ͷͨΊʹɺdegX ( 0 ͱॻ͍͕ͨɺ۩ମతʹදͤΔɻ

ҙ 6.5. ඇୀԽࣹӨଟ༷ମ X ⊂ Pn ɺdegX ≥ codimX+1͕Γཱͪɺ߸ཱ͕͢
Δͱ͖ʹɺ࠷খ࣍ͷଟ༷ମͱ͍͏ɻ͜ͷͱ͖ɺX (a)̎࣍ۂ໘ (b) P5ͷVeronese
໘ۂ (c) ༗ཧਖ਼نઢ৫໘ ͘͠ (d) ͜ΕΒͷਲ਼Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻ·ͨɺDel
Pezzoଟ༷ମͷఆٛ [17, Chapter I (6.3)]ʹΑΔɻ

ඇୀԽͳ Buchsbaumଟ༷ମ V ⊆ Pn+dimV ʹରͯ͠ɺҰൠฏ໘அΛ܁Γฦͯ͠ɺ
ࣹӨۂઢ C = V ∩ H1 ∩ · · · ∩ HdimV−1 ΛͱΔɻ͞ΒʹɺҰൠฏ໘அʹΑΓɺ0࣍
εΩʔϜݩ X = C ∩ H ⊆ H(∼= Pn) ΛͱΔɻ͜ͷͱ͖ɺBuchsbaumͷੑ࣭ΑΓɺ
reg V = regC = regX ɺX͑ݴ͕ ͕ εΩʔϜͰ͋Δ͜ͱ͔Βɺݩ࣍0

regX = min{m |H1(IX(m− 1)) = 0} = min{t |Γ(OPN (t)) " Γ(OX(t))}+ 1

ͱͳΔɻͭ·Γɺ0ݩ࣍εΩʔϜͷͷஔͷʹؼண͞ΕΔɻchar k = 0ͷͱ͖ɺX
 ‘uniform position’Ͱ͋Γɺchar k > 0ͷͱ͖ɺ ‘uniform position’ʹͳΔͱݶΒͳ
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͍ [55]ɻ͔͠͠ͳ͕Βɺਖ਼ඪͷ߹ʢBallicoʹΑΔ)‘linear semi-uniform position’ͱ
ͳΓɺతͳٞͷΈͰਐΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ͷෆࣜॏཁͰ͋Δɻ࣍

໋ 6.6. ࣹӨۂઢͷҰൠฏ໘அX(⊂ Pn), degX = dʹରͯ͠ɺ͕࣍Γཱͭɻ

regX ≤ 2(d− 1)/n3+ 1

ඪ 0ͷ߹ͷূ໌. ͍ΘΏΔɺ‘Castelnuovo’s method’ Λ༻͍Δɻ! = 2(d− 1)/n3ͱ͓
͘ɻҙͷ P ∈ Xʹରͯ͠ɺX\{P}Λ ͷάϧʔϓʹ͚Δɻଈͪɺݸ!

X\{P} = {P1, · · · , Pn|Pn+1, · · · , P2n| · · · |P(!−1)n+1, · · · , Pd−1}

ͱ͢ΔɻX ‘uniform position’Ͱ͋Δ͔Βɺ!ݸͷฏ໘Hi = 〈Pn(i−1)+1, · · · , Pni〉 ), P ,
1 ≤ i ≤ !ΛऔΓɺͦͷू߹Λ F = H1 ∪ · · · ∪H!ͱ͢Δɻ͢ΔͱɺF ∩X = X\{P} ͱ
ͳΔͷͰ Γ(OPn(!)) → Γ(OX(!)) ͕શࣹͱͳΔɻ!

ඪਖ਼ͷ߹ͷূ໌.
εΩʔϜXݩ࣍0 ͷ࠲ඪΛ Rͱ͠ɺh-vectorΛ h = (h0, · · · , hs)ͱ͢Δɻ͜͜Ͱɺ

h-vectorͱɺhi = dimk[R]i − dimk[R]i−1Ͱ͋Γɺs  hs )= 0Λຬͨ͢࠷େͷͰ͋
Δɻ͢Δͱɺh0 = 1, h1 = (n+ 1)− 1 = n, degX = h0 + · · ·+ hs = d, s = regX − 1؆
୯ʹΘ͔Δɻ

ҙ 6.7. Uniform Position Lemma X ͷHilbertଟ߲ࣜΛ੍͠ޚɺh-vectorͷݴ༿Ͱ
ɺhi ≥ h1, i = 1, · · · , s− 1Ͱ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɻ͜Εʹରͯ͠ɺBallicoͷ ‘Linear
semi-uniform position’ͷఆཧ [4]ɺh1 + · · ·+ hi ≥ ih1, i = 1, · · · , s− 1Λ͍ࣔͯ͠Δɻ

ͦ͜Ͱɺඪҙͷ߹ͷ໋ 6.6 ͷূ໌Λଓ͚Δɻ࣍ͷ໋ͷ (a) (b) ʹؚ·Εͯ
͍Δɻྺ࢙తʹɺ[15]ʹ (a)͕ड़ΒΕ͓ͯΓɺͦͷޙ [57]Ͱ (b)͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɻݱ
తূ໌Λ༩͑Δɻ͍ͨͮجʹจݪ͔Βɺ؍ͷࡏ

ิ 6.8. (a) regX ≤ degX − codimX + 1 (b) regX ≤ 2(degX − 1)/codimX3+ 1

ิͷূ໌. (a) hi ≥ 1 for 0 ≤ i ≤ s and h1 = nͰ͋Δ͔Βɺ͕࣍Γཱͭɻ

regX = s+ 1 ≤ h0 + h1 + · · ·+ hs − n+ 1 = d− n+ 1

(b) h0 + · · ·+ hs = d, h1 + · · ·+ hs−1 ≥ (s− 1)h1Ͱ͋Δ͔Βɺ

regX − 2 + hs/h1 = (s− 1) + hs/h1 ≤ (h1 + · · ·+ hs−1)/h1 + hs/h1 = (d− 1)/n.

͕Γཱͭɻ͕ͨͬͯ͠ɺregX − 1 ≤ 2(d− 1)/n3 ͕ಘΒΕΔɻ!

ଓ͘ิɺCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔ্ݶΛຬͨ͢ Buchsbaumଟ༷ମͷྨͰ
༻͍ΒΕΔɻ

ิ 6.9 (Castelnuovo, Eisenbud-Harris[20]). ࣹӨۂઢͷҰൠฏ໘அX ⊂ Pnʹର͠
ཱ͢Δɻ͕࣍ͯ
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1. degX ≥ 2n+ 1 ͔ͭ h2 = h1Ͱ͋ΕɺX ༗ཧਖ਼ۂنઢʹؚ·ΕΔɻ

2. degX ≥ 2n+ 3͔ͭ h2 = h1 + 1Ͱ͋ΕɺX ପԁਖ਼ۂنઢʹؚ·ΕΔɻ

ิ 6.10 ([40, 41]).

1. degX ≥ n2 + 2n+ 2͔ͭ regX = 2(degX − 1)/n3+ 1Ͱ͋ΕɺX ༗ཧਖ਼ۂن
ઢʹؚ·ΕΔɻ

2. degX ≥ n2 + 4n+ 2͔ͭ regX = 2(degX − 1)/n3Ͱ͋ΕɺX ପԁਖ਼ۂنઢʹ
ؚ·ΕΔɻ

ิ 6.9 Λ֦ுͨ࣍͠ͷHarris༧͕͋Γɺ͜Εཱ͕͢Εิ 6.10ͷ֦ுಘΒ
ΕΔɻ

༧ 6.11 (Harris). 1 ≤ m ≤ n− 1ͱ͢ΔɻdegX ≥ 2n+ 2m− 1 ͔ͭ h2 = h1 +m− 1
Ͱ͋ΕɺX ɺ͕࣍ߴʑn+m− 1ͷࣹӨۂઢʹؚ·ΕΔɻ

ҙ 6.12. ਖ਼ඪͷ߹X ͕ ‘uniform position’ ͱݶΒͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕ΒɺX ͕
‘uniform position’Ͱͳ͍߹ɺdegX ( 0ͷͱ͖ regX 7 2(d− 1)/N3+1ͱͳΔ͜ͱ
[6]ͷূ໌͔Βࣔࠦ͞ΕΔɻ

ఆཧ 6.4ͷূ໌ͷུ֓.

(3) ͷূ໌ͷུ֓Λड़ΔɻC Λ Pn+1 = ProjS ͷඇୀԽࣹӨۂઢͱ͠ɺS =
k[x0, · · · , xn+1], m = (x0, · · · , xn+1) ͱ͢Δɻ ิ 6.10Λ༻͍ΔͱɺఆཧͷԾఆΑΓɺ
Ұൠฏ໘அ X = C ∩Hʹରͯ͠ɺX ༗ཧਖ਼ۂنઢ্͘͠ପԁਖ਼ۂنઢ্ʹ͋
Δɻ͜͜Ͱɺପԁਖ਼ۂنઢZ(⊂ H ∼= Pn), n ≥ 3 ্ʹ͋Δ߹Λड़ΔɻZͷఆ͕ٛࣜ
ੜͰ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δɻ͜͜ͰɺY࣍2 ∩H = Z Λຬͨ͢Del Pezzoۂ໘ Y Λߏ
͍ͨ͠ɻ

X = C ∩H ⊂ Z ⊂ H(∼= Pn)

C ⊂ Y ⊂ Pn+1

͕ͨͬͯ͠ɺCΛؚΉ Pn+1ͷ Ͱࣜ࣍2 Y Λߏ͢ΔͨΊʹɺ࣍ͷ͜ͱΛࣔ͢ɻ

(a) Γ(IZ/H(2)) ∼= Γ(IX/H(2)).

(b) Γ(IC/Pn+1(2)) → Γ(IX/H(2))͕શࣹͰ͋Δɻ

ɺXࡍ࣮ ⊆ Q ͱ Z )⊆ Q Λຬͨ̎࣍͢ۂ໘ Q ͕ଘ͢ࡏΕɺX ⊆ Z ∩Q ͱͳΔͷ
ͰɺϕζʔͷఆཧΑΓɺd ≤ 2(n+ 1) ͱͳΔɻ͜Ε d ( 0 ʹໃ६͠ɺ(a)ࣔ͞ΕΔɻ

ɺΓ(IC/Pn+1(2))ʹ࣍ → Γ(IX/H(2)) ͕શࣹͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͢Ίʹɺશྻ

Γ∗(IC/Pn+1) → Γ∗(IX/H)

→ H1
∗(IC/Pn+1)(−1)

ϕ→ H1
∗(IC/Pn+1) → H1

∗(IX/H),

Λ͑ߟΔɻ͜͜Ͱɺϕ : H1
∗(IC/Pn+1)(−1)

·h→ H1
∗(IC/Pn+1) ͱ͓͘ɻh ∈ [S]1 ฏ໘ H ͷ

ఆٛࣜͰ͋Δɻ[Kerϕ]2 = 0 ͱͳΔ͜ͱɺࣔͤΑ͍ɻ
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Huneke-Ulrich ʹΑΔιʔΫϧิ (໋ 6.13) Λ༻͍Δͱɺ̍ࣜ࣍ h ∈ [S]1 Λద
ʹʢਖ਼֬ʹ “generic” ʹʣͱΔͱɺa−(Kerϕ) > a−(Cokerϕ) ͕ಘΒΕΔɻ͕ͨͬͯ͠ɺ
a−(Kerϕ) > a−(Soc(H1

∗(IX/H))) ͱͳΔɻ͜͜Ͱɺ a−(Soc(H1
∗(IX/H))) Λ͢ࢉܭΔɻ

Z ͕ ACM Ͱ͋ΔͷͰɺશྻ 0 → IZ/H → IX/H → IX/Z → 0 ͔Βɺશྻ

0 → H1
∗(IX/H) → H1

∗(IX/Z) → H2
∗(IZ/H) → 0

ΛಘΔɻ͜͜Ͱɺ H2
∗(IZ/H) ∼= H1

∗(OZ) ∼= k Ͱ͋Δ͔ΒɺH1
∗(IX/H) ɺ0 Λ࣍

আ͍ͯɺH1
∗(IX/Z) ͷՃ܈ͷߏʹҰக͍ͯ͠ΔɻSerre ͷରੑʹΑͬͯɺH1

∗(IX/Z)
 Γ∗(OZ(X)) ͷ ରͳ͖࣍ S Ճ܈ͱಉܕͰ͋Δɻͭ·ΓɺSoc(H1

∗(IX/Z)) ɺ
Γ∗(OZ(X))/mΓ∗(OZ(X)) ͷରͱಉܕͰ͋Δɻͦ͜Ͱɺ F = OZ(X) ͱ͓͘ͱɺ Z
ඇಛҟପԁۂઢͰ͋Δ͔Βɺ−d− (m− 1)(n+1) < 0 ͷͱ͖ɺH1(F ⊗OZ(m− 1)) = 0
ͱͳΔɻΑͬͯɺm ≥ (n− d+ 2)/(n+ 1) ʹରͯ͠ɺ F m-regular Ͱ͋Δɻ͕ͨͬ͠
ͯɺm = 2(n− d+ 2)/(n+ 1)3 ͱ͓͘ͱɺ

Γ(F ⊗OZ(!))⊗ Γ(OZ(1)) → Γ(F(!+ 1))

 ! ≥ m ͷͱ͖ɺશࣹͱͳΔͷͰɺa−(Soc(H1
∗IX/Z)) ≥ −m ཱ͕͢Δɻଈͪɺ d ( 0

ͷͱ͖ɺa−(Soc(H1
∗(IX/H))) ≥ 2 ཱ͕͠ɺ[Kerϕ]2 = 0 ͕ࣔ͞Εͨɻ͜ͷૢ࡞Λ܁Γฦ

͢͜ͱʹΑΓɺఆཧ͕ূ໌͞ΕΔɻঘɺSocleิɺඪ 0ͷ߹ͷΈʹద༻͞ΕΔ͕ɺ
ਖ਼ඪͷ߹ผͷٞͰӌճͯ͠ఆཧূ໌Ͱ͖Δɻ!

ఆཧ 6.13 (Socle Lemma[23]). ඪ 0ͷମ k্ͷଟ߲ࣜΛS = k[x0, · · · , xn]ͱ͠ɺ༗ݶ
ੜ࣍ SՃ܈ΛM ͱ͢ΔɻेҰൠͷ ࣜ࣍1 (a generic element) h ∈ [S]1ʹରͯ͠ɺ

0 → Kerϕ→ M(−1)
ϕ→ M → Cokerϕ→ 0

ͱ͢Δɻ͜͜Ͱɺϕ = ·h. ͱ͓͘ɻ͜ͷͱ͖ɺKerϕ )= 0 Ͱ͋Εɺa−(Kerϕ) >
a−(Soc(Cokerϕ))͕Γཱͭɻ

͜͜Ͱɺ༗ݶੜ࣍SՃ܈N ʹରͯ͠ɺ Soc(N) = [0 : m]Nɺa−(N) = min{i|[N ]i )= 0}
ͱ͢Δɻ

ࣹӨۂઢͷ߹ྨࣅͷ݁Ռ͕ಘΒΕΔɻ

ఆٛ 6.14. ࣹӨۂઢ C ⊂ Pn ʹର͠ɺHartshorne-Rao Ճ܈Λ M(C) = H1
∗IC =

⊕!∈ZH1(IC(!))ͱఆٛ͢Δɻ͜Ε࣍SՃ܈Ͱ͋Γɺk(C) = min{v ≥ 0 |mvM(C) = 0}
ͱ͓͘ɻ

໋ 6.15. ඇୀԽͳࣹӨۂઢC ⊂ Pnʹରͯ͠ɺregC ≤ 2(degC − 1)/codimC3+ k(C).
͕ΓཱͭɻdegC ≥ 2n2 + n+ 2 Ͱ্͔ͭهͷ߸ཱ͕͢ΕɺC࠷খ࣍ͷۂ໘
ͷҼࢠͱͳΔɻ

ҙ 6.16. ͕ेʹେ͖͍ͱ͍͏݅ඞཁͰ͋Δɻछ࣍ g ≥ 5 ͷପԁͰͳ͍ࣹ
Өۂઢ C Λඪ४ຒΊࠐΈͰಘΒΕͨۂઢ C ⊆ Pg−1

k Λ͑ߟΔͱɺCastelnuovo-Mumford
ਖ਼ଇྔͷ্ݶΛຬ͕ͨ͢ɺ࠷খ࣍ͷࣹӨۂ໘ͷҼࢠʹͳΓ͑ͳ͍ɻ

ҙ 6.17. Buchsbaumଟ༷ମΛہॴCohen-Macaulayଟ༷ମʹ֦ுͨ݁͠Ռ͕·ΕΔɻ
͜Εʹ͍ͭͯ [44]ʹड़͍ͯΔΑ͏ʹɺதؒݩ࣍ͷίϗϞϩδʔΛ੍͢ޚΔෆมྔΛ͏
·͘ઃఆͯ͠ਖ਼ଇྔ্͕ݶCastelnuovoܕͷෆࣜͰهड़͢Δ͜ͱΛ͍ͯ͠ࢦΔɻ
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7 McCullough-PeevaʹΑΔEisenbud-Goto༧ͷ൱ఆ
తղܾͱRees-like Algebra

ఆཧ 7.1 (McCullough-Peeva[36]). ମ k ্ͷଟ߲ࣜͷඇୀԽͳ੪࣍ૉΠσΞϧͷ
Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͦͷૉΠσΞϧͷ࣍ͷͲΜͳଟ߲ࣜؔͰ্ݶΛ੍ޚ
͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɻ

ܥ 7.2. Eisenbud-Goto༧ɺҰൠʹΓཱͨͳ͍ɻ

ྫΛͭ͘Δखॱ

1. ଟ߲ࣜ S ͷʢඞͣ͠ૉͰͳ͍ʣ੪࣍ΠσΞϧ I Ͱ reg I ( deg S/IͱͳΔΠσ
ΞϧΛऔΔɻ

2. Rees-lileʢ͘͠ReesʣΛ༻͍ͯɺ(ෆఆݩͷ͕࣍̍ͱݶΒͳ͍)ଟ
߲ࣜ T ͱ੪࣍ૉΠσΞϧ P Λͭ͘Δɻ͜ͷͱ͖ɺregP ͱ deg T/P  reg I ͱ
deg S/I͔ΒࢉܭՄʹऔΔɻ

3. ‘Step-by-step homogenization’ ͘͠ ‘Prime standardization’Λ༻͍ͯɺ্هͷ
T Λʢඪ४ʣଟ߲ࣜ T ′ ʹ͢Δɻ͜͜ͰɺP ′ = PT ′ Λͭ͘ΔͱɺregP ′ = regP
͓Αͼ deg T ′/P ′ = deg T/P ཱ͕͢Δɻ

ҰൠͷΠσΞϧʹ͍ͭͯɺਖ਼ଇྔͷ্͕࣍ݶͷΑ͏ʹ༩͑ΒΕɺ໋ 7.3  nʹͭ
͍ͯͷؼೲ๏ʹΑΓɺతʹূ໌͞ΕΔɻ

໋ 7.3 ([7]). ଟ߲ࣜ k[x0, · · · , xn]ͷ੪࣍ΠσΞϧ I ʹରͯ͠ɺchar k = 0ͷ߹ɺ
reg I ≤ (2maxdeg(I))2

n−1
͕ΓཱͭɻҰൠͷ߹ɺreg I ≤ (2maxdeg(I))n!͕Γཱͭɻ

΅΄ͷྫ͔Β࣍ɺEisenbud-Goto༧͔Β΄Ͳԕ͍͕ɺݶͷ্ه্ ‘best possible’ͳ
ߏʹجͷྫΛ࣍ɺMcCullough-PeevaͷྫͰɺࡍΒΕ͍ͯΔɻ࣮͑ߟͰ͋Δͱݶ্
͍ͯ͠Δɻ

ྫ 7.4 (Mayr-Meyer[35]). k[x0, · · · , xn] ͷΠσΞϧ I Ͱmaxdeg(I) = 4, reg I ≥ 22
n − 1

Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔɻ

ྫ 7.5 (Koh[24]). k[x1, · · · , x22r−1], r ∈ N ͷ 23 ͷݸ ͷݸɺ1ࣜ࣍2 Ͱੜ͞Εͨࣜ࣍1
ΠσΞϧ IrͰmaxdeg(Syz1(Ir)) ≥ 22

r−1
Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔɻʢݪจ௨Γʹॻ͍ͨ

͕ɺมΛ 22r − ͳ͠ͰΑ͍ɻʣࣜ࣍ɺ1ͯ͠ʹݸ2

ఆٛ 7.6. ଟ߲ࣜ S = k[x1, · · · , xn]ͷΠσΞϧ I = (f1, · · · , fr)ͷ Rees R(I) =
S[It](= ⊕d≥0Id) ⊂ S[t]ͱͯ͠ɺఆٛ͞ΕΔɻProjR(I) Anͷ IͰͷϒϩʔΞοϓͰ͋
Δɻ͜͜Ͱɺϕ : S[y1, · · · , yr] → S[It], ϕ(yi) = fitͱ͓͘ͱ͖ɺఆٛΠσΞϧ P = Kerϕ
͢ࢉܭΔͷɺҰൠʹࠔͰ͋Δɻ

ྫ 7.7 ([36]). I = (u6, v6, u2w4 + v2x4 + uvwy3 + uvxz3) Λଟ߲ࣜ S = k[u, v, w, x, y, z]
ͷΠσΞϧͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ Rees S[It]ͷఆٛΠσΞϧΛ P ⊂ (T = S[w1, w2, w3])
ͱ͢ΔɻMacaulay2ʹΑΔࢉܭͱ BertiniͷఆཧΛ༻͍ͯɺ3ࣹݩ࣍Өଟ༷ମ X in P5Ͱ
degX = 31, regX ≥ 38Λຬͨ͢ͷΛಘΔɻ
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ఆٛ 7.8. ଟ߲ࣜ S = k[x1, · · · , xn] ͷΠσΞϧ I = (f1, · · · , fr) ͷ Rees-like 
 RL(I) = S[It, t2] ⊂ S[t] ͱͯ͠ɺఆٛ͞ΕΔɻ͜͜ͰɺॏΈ͖ଟ߲ࣜ T =
S[y1, · · · , yr, z]Λ deg yi = deg fi + 1, deg t = 2 ͱͯ͠ఆٛ͢Δɻͦ͜Ͱɺψ : T =
S[y1, · · · , yr, z] → S[It, t2], ψ(yi) = fitͱ͓͘ͱɺఆٛΠσΞϧ Q = Kerψ(⊂ T )Ͱ
͋Δɻ

ྫ 7.9. k[x] ͷΠσΞϧ I = (x)ͷ Rees-like RL(I) = k[x, xt, t2]ͷఆٛΠσΞϧ
P = (y2 − x2z)(⊂ k[x, y, z])Ͱ͋Δɻ

ఆཧ 7.10. ଟ߲ࣜ S = k[x1, · · · , xn]ͷΠσΞϧ I = (f1, · · · , fr)ͷ Rees-likeͷఆ
ٛΠσΞϧ Q(⊂ T = S[y1, · · · , yr, z])ʹରͯ͠ɺregT/Q = regS/I + 2 +

∑r
i=1 deg fi,

deg T/Q = 2
∏r

i=1(deg fi + 1), htQ = rͱͳΔɻ

ఆཧ 7.10ͷূ໌ͷུ֓. ·ͣɺఆٛΠσΞϧQ ⊂ T = k[x1, · · · , xn, y1, · · · , yr, z]ͷۃখ
ͷੜݩΛ͢ࢉܭΔͱɺ{yαyβ − zfαfβ|1 ≤ α, β ≤ r}͓Αͼ {

∑
cijyi|

∑
cijfi = 0}ͱͳ

Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ͜͜ͰɺI ͷ SՃ܈ͱͯ͠ͷۃখࣗ༝ղΛ

F1
(cij)−→ F0

(fi)−→ P → 0

ͱॻ͍ͨɻQ ૉΠσΞϧͰɺz  T/QඇྵҼࢠͰ͋Δɻ͜͜Ͱ T̄ = T/(z), Q̄ = QT̄ ͱ
͓͘ͱɺT/Q ͱ T̄ /Q̄ ͷBettiҰக͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ

ͯ͞ɺT̄ = k[x1, · · · , xn, y1, · · · , yr].ͷૉΠσΞϧ Q̄ͷੜݩM = ({
∑

i cijyi})͓Α
ͼ N = ({yiyj}) = (y1, · · · , yr)2Ͱ͋Δɻ͢ΔͱɺT̄ /Q̄ ͷۃখࣗ༝ղ (M +N)/N →
T̄ /N ͷۃখࣗ༝ղͷࣸ૾ਲ਼ʹΑΓهड़Ͱ͖Δɻ࣮ࡍɺT̄ Ճ܈M +N/N(∼= M/M ∩N)
ͷۃখࣗ༝ղ S Ճ܈ SyzS1 I ͷۃখࣗ༝ղ͔Βॻ͚Δɺ·ͨɺT̄ /Q̄ ͷۃখࣗ༝
ղEagon-NorthcottෳମͰ͋ΔͷͰɺ͜ΕΒʹΑΓࣸ૾ਲ਼Λهड़͠ɺregT/Q, deg T/Q
!Ͱ͖Δɻࢉܭ͕
ఆٛɾ໋ 7.11 (Step-by-step homogenization). ଟ߲ࣜ T = k[y1, · · · , yp] ͷॏΈͮ
͚Λ deg yi > 1, i ≤ q ͓Αͼ deg yi = 1, i > q.ͱ͢Δɻͦ͜Ͱɺඪ४ଟ߲ࣜ T ′ =
k[y1, · · · , yp, v1, · · · , vq] Λ͑ߟɺ࣍४ಉ૾ࣸܕ ν : T → T ′ Λ ν(yi) = yiv

deg yi−1
i , i ≤ q

͓Αͼ ν(yi) = yi, i > qͱఆٛ͢Δɻ͜ΕΛ ‘Step-by-step homogenization’ͱݺͿɻT ͷ
ૉΠσΞϧ P ʹରͯ͠ɺP ′ = PT ′  T ′ͷૉΠσΞϧͱͳΓɺT/P ͱ T ′/P ′ ͷBetti
Ұக͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ

ҙ 7.12 ([11, 32]). BettiΛอଘ͢Δಉ࣍Խͷํ๏ͱͯ͠ɺ‘Step-by-step homoge-
nization’ͷଞʹ ‘Prime Standization’͞ڀݚΕ͍ͯΔɻ͜ ͷํ๏Ananyan-Hochster[1]
ͷ ‘homogeneous prime sequence’Λ༻͍ɺಛҟΛ੍͢ޚΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ྫ 7.13. ϕ : S → k[t], ϕ(x) = t, ϕ(y) = t2, ϕ(z) = t3Ͱఆٛ͞ΕͨAffine monomial curve
ͷΠσΞϧଟ߲ࣜ S = k[x, y, z]ʹ͓͍ͯ P = (x2 − y, xy − z) in S = k[x, y, z]ͱॻ
͚Δɻಉࣜ࣍ͱ͑ߟΔͨΊʹɺॏΈΛ deg x = 1, deg y = 2, deg z = 3ͱ͢Δͱɺۃখࣗ
༝ղ

0 → S(−5) → S(−2)⊕ S(−3) → S → S/P → 0.

ͱͳΔͷͰɺregP = 4 Δɻ͑ݴ͕
௨ৗͷಉ࣍ԽͰɺଟ߲ࣜS ′ = k[x, y, z, w]ͷΠσΞϧP ′ = (x2−yw, xy−zw, xz−y2)
͕ಘΒΕ (twited cubic curve)ɺ regP ′ = 2ͱͳΔɻ
ҰํɺStep-by-step homogenization Ͱɺଟ߲ࣜ T = k[x, y, z, u, w]ͷΠσΞϧQ =
(x2 − yu, wyu− zu2)͕ಘΒΕɺ͜ΕશަࠥͰ͋ΓɺregQ = 4ͱͳΔɻ
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ఆཧ 7.1 ͷূ໌ͷུ֓. Koh ͷྫ (7.5)ʹରͯ͠ɺRees-lileɺStep-by-step homogeniza-
tion Λ༻͍ͯɺඪ४ଟ߲ࣜ RrͷૉΠσΞϧ PrΛऔΔͱɺ

• degRr/Pr ≤ 4 · 322r−3 < 250r

• regPr ≥ maxdeg(Pr) ≥ 22
r−1

+ 1 > 22
r−1

,

ͱͳΓɺ͜ΕEisenbud-Goto༧ͷྫΛ༩͑Δɻ!

8 Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͱHorrocks ͷఆ๏

͜ͷষͰɺϕΫτϧଋͷHorrocksఆ๏ΛCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔͷ؍͔Βଊ
͑Δ͜ͱ͔Β࢝ΊɺϕΫτϧଋͷྨʹ͍ͭͯͷγδδʔཧͳ؍͔Βͷ֓આΛ͏ߦɻ
ʮP1্ͷϕΫτϧଋઢଋͷʹಉܕͰ͋Δʯͱ͍͏Grothendieckͷఆཧͷ֦ு͕
ͷఆཧͰ͋Δɻ࣍

ఆཧ 8.1 (Horrocks[22]). Pn্ͷϕΫτϧଋ E͕ACMɺଈͪɺҙͷ 1 ≤ i ≤ n− 1ʹର
ͯ͠Hi

∗(E) = ⊕!∈ZHi(Pn, E(!)) = 0 Ͱ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺE ઢଋͷʹಉܕͰ
͋Δɻ

͜͜Ͱɺఆཧ 8.1ͷ̐ͭͷূ໌ͷུ֓Λड़Δɻ

ୈ̍ͷূ໌ͷུ֓ (Okonek-Schneider-Sprindler[53]).
ࣹӨۭؒ Pnͷݩ࣍nʹ͍ͭͯͷؼೲ๏Ͱ͋Δɻn = 1GrothendieckͷఆཧͳͷͰɺn ≥ 2
ͱ͢Δɻؼೲ๏ͷԾఆ͔Βψ : E|H ∼= ⊕r

i=1OH(ai)͕ಘΒΕΔͷͰɺF = ⊕r
i=1OPn(ai)ͱ͓

͘ͱɺશྻ 0 → HomPn(F , E)(−1) → HomPn(F , E) → HomH(F|H , E|H) → 0 ͱ ACM
ͷԾఆ͔Βɺશྻ HomPn(F , E) → HomH(F|H , E|H) → H1(Pn,⊕E(−ai − 1)) = 0 Λಘ
Δɻ͢ΔͱɺψͷԆϕ : E → ⊕r

i=1OPn(ai)͕ಘΒΕɺ͜ΕಉܕͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɻ
!
ୈ 2ͷূ໌ͷུ֓ (Auslander-Buchsbaum[3], Matsumura[34]).
Auslander-Buchsbaumͷఆཧͷଟ߲ࣜ൛ΛࣔͤΑ͍ɻଈͪɺଟ߲ࣜ S = k[x1, · · · , xn]
্ͷ༗ݶੜ࣍ S Ճ܈ʹରͯ͠ɺdepth SM + proj.dimSM = nͱͳΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ
proj.dimSM ʹ͍ͭͯͷֶతؼೲ๏Λ༻͍Δ (cf. [34])ɻM ͕ࣗ༝ͷͱ͖໌Β͔ͳͷ
Ͱɺproj.dimSM ≥ 1ͱ͢Δɻ͜͜Ͱɺશྻ 0 → N → F → M → 0 (ͨͩ͠ɺF ࣍
ࣗ༝Ճ܈)ΛऔΓɺہॴίϗϞϩδʔΛ༻͍Δͱɺؼೲ๏ͷԾఆΑΓূ໌͞ΕΔɻ!
ୈ 3ͷূ໌ͷུ֓.(Ballico-Malaspina[5], Malaspina-Miyazaki[30])
Castelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔΛ༻͍ͨূ໌Λ͏ߦɻPn্ͷϕΫτϧଋEʹରͯ͠ɺreg E =
mͱ͓͘ͱɺE(m)େҬੜͰ͋Δ͔Βɺશࣹ ψ : OPn → E ͕औΕΔɻE  (m − 1)-
regularͰͳ͘ɺ͔ͭɺACMଋͰ͋Δ͔ΒɺHn(Pn, E(m−n− 1)) )= 0 Ͱ͋ΔɻSerreͷ
ରੑΑΓ Γ(Pn, E∨(m)) )= 0ͱͳΓɺθϩͰͳ͍ࣸ૾ ϕ : E(m) → OPn ͕ଘ͢ࡏΔɻϕ ◦ ψ
θϩͰͳ͍ࣸ૾Ͱ͋Δ͔ΒɺOPn(−m)͕ E ͷҼࢠΛ༩͑Δࣸ૾ʹͳΔɻ͜ΕΛ܁
Γฦ͢ɻ!
ୈ 4ͷূ໌ͷུ֓ (Horrocks[22], Walter[60], Malaspina-Rao[31])
HorrocksͷΦϦδφϧͳΞΠσΟΞͰ͋Δ͕ɺ͜͜Ͱ [60]ʹґΔূ໌ͷུ֓Λड़Δɻ
ACMଟ༷ମ্ͷϕΫτϧଋΛؚΉཧ [31]ʹॻ͔Ε͍ͯΔɻPn = ProjS্ͷϕΫτ
ϧଋ Eʹରͯ͠E = Γ∗Eͱ͓͘ɻͦ͜Ͱɺ࣍ S∨Ճ܈E∨(negatively graded!)ͷۃখࣗ
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༝ղ 0 → P n−1∨ → · · · → P 0∨ → E∨ → 0 ΛऔΓ·͢ɻʢdepthE∨ ≥ 2Λ༻͍Δɻʣ͞
Βʹɺ͜ͷରΛऔΔͱɺ࣍ SՃ܈ͷෳମ 0 → E → P 0 → · · · → P n−1 → 0 ͕ಘΒΕɺ
͜ͷෳମͷԽશྻʹͳΔ͜ͱ͕Θ͔Γ·͢ɻ͜͜Ͱɺ࣍ SՃ܈E ͷۃখࣗ༝
ղ 0 → P−n → · · · → P−1 → E → 0Λͭͳ͛ͯɺෳମ

P • : 0 → P−n → · · · → P 0 → · · · → P n−1 → 0,

Λ͑ߟΔͱɺHi(P •) ∼= Hi
∗(E)  S Ճ܈ͱͯ͠͞༗ݶͰ͋ΓɺಛʹɺHi(P •) = 0,

i )∈ {1, · · · , n − 1}ͱͳΔɻෳମͷߏΛ͑ߟΔͱɺ࣍ S Ճ܈ͷ༗քͳෳମͷಋདྷݍ
D&(S−Mod)ͷதͰɺτ>0τ<nRΓ∗(E)ͱ͍͏͜ͱ͕͑ݴΔɻ
ͯ͞ɺPn ্ͷϕΫτϧଋͷ҆ఆಉͳΧςΰϦʔΛ VB ͱ͓͘ɻ͜͜ͰɺPn ্ͷϕ

Ϋτϧଋ E , F ʹରͯ͠ɺ͋Δઢଋͷ L, M ͕͋ΓɺE ⊕ L ∼= F ⊕M Λຬͨ͢ͱ
͖ɺ҆ఆಉͱ͍͏ɻ͜͜ͰɺC• ∈ Ob(D&(S−Mod))͕Hi(C•) ͕ S্༗ݶՃ܈Ͱ͋Γɺ
Hi(C•) = 0, 0 < i < n ͱͳΔॆຬ෦ݍΛ FinL ͱॻ͘ͱɺHorrocks ͷఆཧ࣍ͷ௨Γ
ʹͳΔɻ

ఆཧ 8.2. ಉؔܕख τ>0τ<nRΓ∗ : VB → FinL ΧςΰϦʔͷಉΛ༩͑Δɻ

Pn্ͷACMଋ τ>0τ<nRΓ∗(E) = 0Λຬͨ͢ͷͰɺHorrocks ରԠ (8.2)ΑΓɺE ઢ
ଋͷʹಉܕʹͳΔɻ!

ఆٛ 8.3. Pn ্ͷϕΫτϧଋ E ͕ Buchsbaum ଋͰ͋Δͱɺҙͷ rฏ໘ L(⊆ Pn),
r = 1, · · · , nʹରͯ͠ɺ(x0, . . . , xn)H

i
∗(Pn, E|L) = 0, 1 ≤ i ≤ r − 1͕Γཱͭͱ͖Λ͍͏ɻ

ఆٛɾ໋ 8.4 (Stückrad-Vogel[58], Schenzel[56]). S = k[x0, · · · , xn] Λମ k্ͷଟ߲ࣜ
ͱ͠ɺm = (x0, · · · , xn)ͱ͓͘ɻ࣍ SՃ܈ M , dimM = d ͕BuchsbaumՃ܈Ͱ͋Δ
ͱɺ࣍ͷಉ͕݅Γཱͭͱ͖ʹ͍͏ɻ

(i) !(M/qM)−e(q;M)͕ಉ࣍ύϥϝʔλΠσΞϧq = (y1, · · · , yd)ʹґΒͣҰఆͰ͋Δɻ

(ii) ҙͷύϥϝʔλܥ y1, · · · , yd, 0 ≤ i ≤ d ʹରͯ͠ɺmHj
m(M/(y1, · · · , yi)M) =

0, 0 ≤ j ≤ d− i− 1 ͕Γཱͭɻ

(iii) τ<dRΓm(M) D&(S−Mod)ʹ͓͍ͯ ikઢۭؒܗͷෳମʹಉܕͰ͋Δɻ

ఆཧ 8.5 ([12, 18]). Pn্ͷBuchsbaum ଋ E  E ∼= ⊕Ωki
Pn(!i) ͷʹಉܕͰ͋Δɻ

͜ΕɺGoto[18]ͱChang[12]͕ಠཱʹূ໌ͨ͠ɻͦ ͷޙɺYoshino[62]ʹΑΔHorrocks
ରԠΛ༻͍ͨূ໌͕͋ΔɻஶऀʹΑΔγδδʔతͳূ໌ [45]͋ΓɺͦΕͧΕఆཧ 8.1
ͷ̐ͭͷূ໌ʹ΄΅ରԠ͍ͯ͠Δɻ

ҙ 8.6. Horrocks ରԠγδδʔతํ๏ɺϕΫτϧଋͷBeilinsonʹରԠ͍ͯ͠
ΔɻP3্ͷϕΫτϧଋͰɺHi

∗(E) ∼= k, i = 1, 2 Ͱ͋ΓɺBuchbaum Ͱͳ͚ΕɺNull-
Correlation ଋͱ͍͏͜ͱΘ͔ΔɻP4্ͷHorrocks-MumfordଋΛ࢝ΊɺHorrocksରԠ
ʹؔ͢Δ݅Ͱ۩ମతʢతʹʣද͢ͷޙࠓͷͱ͑ݴΔɻ

ྫ 8.7. ͷ݁Ռྑ͘ΒΕ͍ͯΔ͔͠Εͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕Βɺଟॏ࣍ Castelnuovo-
Mumfordਖ਼ଇྔΛ༻͍Δͱɺূ໌͕Θ͔Γ͍͢ɻଟॏCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔ
[5, 42] ͷఆٛʹै͍ɺଟॏࣹӨ্ۭؒͰͷHorrocksఆ๏ʹԠ༻͞Ε͍ͯΔɻ
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ྫ͑ɺ࣍ͷΛ͑ߟΔɻʮX = Pm × Pn্ͷϕΫτϧଋ E ͰɺHi(E(!1, !2)) = 0,
!1, !2 ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m+ n− 1Λຬͨ͢ͷଘ͠ࡏͳ͍ɻʯ
ɺଟॏCastelnuovo-Mumfordਖ਼ଇྔΛʮ͏·͘ʯఆٛ͢ΔͱɺHorrocksఆ๏ͷࡍ࣮

ୈ̏ূ໌ͱಉ͡ํ๏ͰɺE ∼= OPm(t)#OPn(u) ͱͳΓɺ͜Εதؒݩ࣍ͷίϗϞϩδʔΛ
Βໃ६͢Δɻ͔ͭ࣋

ɺγδδʔతํ๏ʹΑΔখ݁Ռ࣍ [30]Ͱ͋Δɻ

ྫ 8.8. P2 × P2্ͷطͳϕΫτϧଋ E ʹରͯ͠ɺ࣍ಉͰ͋Δɻ

(a) E ∼= ΩP2 # ΩP2 .

(b) H2(E) )= 0 ͔ͭ H1(E(1, 1)) = H2(E(0, 1)) = H2(E(1, 0)) = H2(E(−1, 0)) =
H2(E(0,−1)) = H3(E(−1,−1)) = 0͕Γཱͭɻ

͍ͭͰʹɺ࣍ͷྫ [43]ɺBuchsbaumੑͷෳ͞ࡶΛද͍ͯ͠Δɻ

ྫ 8.9. 1. P1 × P1 × P1্ͷϕΫτϧଋ E = OP1 # OP1(2) # OP1(4) mHi
∗(E) = 0,

i = 1, 2Ͱ͋Δ͕ɺBuchsbaumଋͰͳ͍ɻ

2. P2 × P2্ͷϕΫτϧଋ E = ΩP2 # ΩP2(3)  H1(E) )= 0, H3(E(−3)) )= 0.Ͱ͋Δ͕
BuchsbaumଋͰ͋Δɻ
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Ϋϥελʔͱͦͷ͕Γ

Ҫ্ɹྰ (ઍ༿େཧ)

Fominͱ ZelevinskyʹΑͬͯಋೖ͞ΕͨΫϥελʔɼmutationʢมҟʣͱݺΕΔతૢ

ຊੑ࣭Λ؆୯ʹઆ໌͢جͰɼ·ͣΫϥελʔͷఆٛͱߘݪͰ͋Δɽ͜ͷಛతͳՄ͕࡞

Δɽͦͯ͠ɼΫϥελʔੜͷഎܠʹͳ͍ͬͯΔʮLie܈ͷશਖ਼ੑʯͱʮ͖ϦʔϚϯ໘

ͷλΠώϛϡϥʔۭؒʯͱ͍͏Ұ͔ݟͳΓҟͳΔֶతରͷʮΑ͍࠲ඪͷهड़ʯΛΓޱʹͯ͠ɼ

Λ֓આڀݚͷۙ࠷ʹؔ͢Δߏ௨͢ΔΫϥελʔతڞʹλΠώϛϡϥʔཧ࣍ߴͱݱͷද܈ࢠྔ

͢Δɽ

1. ͡Ίʹ

ຊߘͰհ͢ΔΫϥελʔͷपลͷ༷ࢠʢਤ 1ɼݟࢲΛଟʹؚΉʣΛͯݟΈΑ͏ɽ
Ϋϥελʔ Fominͱ ZelevinskyʹΑͬͯಋೖ͞Εɼ2001͔Β 2006ʹ͔͚ͯ 4

ͭͷจʮCluster algebras I, II, III, IVʯ͕ൃද͞Εͨɽ3൪ͷจ IIIʹ Berenstein

ՃΘ͍ͬͯΔɽΫϥελʔࣗମ͕ڵຯਂ͍ڀݚରͰ͋Δͱಉ࣌ʹɼΫϥελʔ
Λఆٛ͢Δ͏ʹࡍmutationʢมҟʣͱ͍͏తૢͨࣅʹ࡞ͷ͕͍Ζ͍Ζͳֶʹݱ
ΕɼɼزԿɼ߹ͤཧཧֶͷ෯͍Ԡ༻͕͞ڀݚΕ͖ͯͨɽ

ਤ 1. ΫϥελʔʢCAʣͷपล

ΫϥελʔੜͷॏཁͳഎܠͷҰͭʮྻߦͷશਖ਼ੑʯͰ͋Δɽ͜ͷ 20ੈ
Ε͍͕ͯͨɼLusztig͕ਖ਼ੑͷ֓೦Λ͞ڀݚΒ͔ࠒதل Lie܈ʹ֦ுͨ͜͠ͱΛ͖͔͚ͬ
ʹɼશਖ਼ੑΛهड़͢ΔʮΑ͍࠲ඪʯͷ߹ͤతੑ࣭ΛҰൠԽ͢Δ͜ͱʹΑͬͯΫϥελʔ
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2

͕ൃ͞ݟΕͨɽ·͞ʹੜલͱҐஔ͚ΒΕΔͷ͕ 1996ͷ BerensteinɼFominɼ
Zelevinskyͷจ [BFZ96]Ͱ͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳഎ͔ܠΒਪ͞ΕΔΑ͏ʹɼΫϥελʔ
ͷجຊੑ࣭ϧʔτܥͱີͳ͕ؔ͋Γɼ͞Βʹ Lieྔ܈ࢠͷදݱͷ߹ͤత
ͱؔ࿈͍ͯ͠Δɽߏ
ҰํΫϥελʔͱ͖ۂ໘ͷزۂԿֶͱͷؔɼ1987ʹPenner͕ಋೖͨ͠

ʮ০͖ͭ TeichmüllerۭؒʯʹΛൃ͢Δ [Pe87]ɽ০͖ͭ Teichmüllerۭؒͷ࠲ඪ͕ຬ
ʹΛ͍ͯ͠ΔͷͰ͋ΔɽFockͱGoncharovɼ2003ܗ·͞ʹmutationͷࣜؔͨ͢
Pennerͷ PSL2(R)ͷཧΛΑΓҰൠͷ Lie܈ʹ֦ுͨ͠ʮ͖ۂ໘ͷ࣍ߴ Teichmüller

ۭؒʯΛఏএͨ͠ [FG06]ɽ͜ͷزԿతͳۭؒͷ߹ͤతߏ͕ࣄݟʹΫϥελʔͰઆ
໌Ͱ͖Δ͜ͱ͕͔͍ͬͯΔɽR্ͷΛC্ʹ֦ு͢Δͱɼ3ݩ࣍زۂԿͷԠ༻Մ
ʹͳΔ [NTY19]ɽ
ଞͷʹ͍ͭͯগ͠ड़Α͏ɽΫϥελʔͷඇՄԽ͔ͭزΒΕ͍ͯΔ͕ɼ

Fockͱ Goncharov͕ 2003ʹಋೖͨ͠ྔࢠԽͰ mutationʹྔࢠμΠϩά͕ؔݱΕ
[FG09]ɼ͜ͷ͜ͱԠ༻্ॏཁͰ͋Δ [KN11, HI14, SS19]ɽ·ͨɼΫϥελʔͷݍ
ԽͰ͋ΔΫϥελʔݍ 2004ʹಋೖ͞Ε [BMRRT06, CCS05]ɼᝪͷදݱՄͱؔ
࿈ͨ͠ଟ͘ͷ͕͋ڀݚΔɽΫϥελʔͷతଆ໘ɼزԿతଆ໘ͷͲͪΒཧཧֶ
ͷ༷ʑͳԠ༻͕͋Δɽࣗࢲ͕Ϋϥελʔʹग़ձͬͨͷɼྔࢠՄੵܥʹ༝དྷ͢Δ
T γεςϜɼY γεςϜͱΑΕΔࠩํఔࣜͷपੑظͱ͍͏ 1990ʹఏএ͞Εͨ༧
ΛɼΫϥελʔͱΫϥελʔݍΛԠ༻ͯ͠ূ໌͢Δͱ͍͏ʹࢀՃͨ͜͠ͱ͕͖͔ͬ
͚Ͱ͋Δ [IIKNS10, IIKKN13]ɽΫϥελʔΛ௨͍ͯ͡Ζ͍Ζͳֶ͕ͭͳ͕͍ͬͯ͘
ຯਂ͍ɽڵɼ͍ͨΜࢠ༷

ຊߘͷߏ࣍ͷͱ͓ΓͰ͋Δɽ2ষͰΫϥελʔͷఆٛΛ؆୯ʹઆ໌͠ɼ3ষ
ͰΫϥελʔੜͷഎܠʹͳ͍ͬͯΔʮશਖ਼ੑʯʹ͍ͭͯɼ4ষͰΫϥελʔͷ
ॏཁͳԠ༻Ͱ͋Δʮ͖ۂ໘ͷزԿֶʯʹ͍ͭͯհ͢Δɽͦͯ͠ 5ষͰ 3ɼ4ষͷ
༰Λ߹ΘͤͯಘΒΕΔྔ܈ࢠͷ࣮ݱΛհ͢ΔɽຊߘͰɼઐ༻ޠΛ࠷ΘΕ͍ͯΔͱ
Օॴ͕͍͋ۤ͠ݟଟগͯ͠ࡏ͕ࠞهͷදޠͱӳޠͰॻ͘͜ͱʹͨ͠ɽຊ͍ݣ༿ݴΘΕΔࢥ
ΔͷΛ͝༰͍ࣻͩ͘͞ɽ

2. Ϋϥελʔͷఆٛͱجຊੑ࣭

Fominͱ Zelevinsky [FZ-I, FZ-IV]ʹैͬͯΫϥελʔΛಋೖ͢Δɽ༗ूݶ߹ I :=

{1, 2, . . . , N} = [1, N ]ʹର͠ɼʮseedʢछʣʯͱΑΕΔ࣍ͷΑ͏ͳͭࡾΈΣ = (B,x,y)Λ
ఆٛ͢ΔɽB = (bij)i,j∈I ∈ MatN (Z)N Dྻߦɼͭ·Γର֯ྻߦରশԽՄ࣍ =

(di)i∈I ; di ∈ Z>0͕ଘͯ͠ࡏDB͕ରশྻߦʹͳΔΑ͏ͳͷɼͦͯ͠x = (x1, . . . , xN )ɼ
y = (y1, . . . , yN )Q্తʹಠཱͳN มͷͰ͋Δɽdi͍ͨͪޓʹૉͱ͢ΔɽB

Λʮexchange matrixʢަྻߦʣʯͱΑͿɽxΛʮΫϥελʔʯɼxiΛʮΫϥελʔมʯ
·ͨʮxมʯͱΑͼɼyΛʮͷʯɼyiΛʮʯ·ͨʮyมʯͱΑͿɽ1)

͜ͷΑ͏ͳ seed (B,x,y) ͱ k ∈ I ʹର͠ɼʮmutationʢมҟʣʯͱ͍͏తૢ࡞
µk(B,x,y) = (B′,x′,y′)ΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

1)[FZ-IV]Ͱ y มҙͷ semifieldʢମʣͷݩͱͯ͠ఆٛ͞Εɼxมͷ mutationͰ·͞ʹ
ͱͯ͠ݱΕΔ͕ɼຊߘͰزԿֶͷԠ༻Λ೦಄ʹ͓͍ͯ xมͱ y มΛผʑʹѻ͏ɽ



3

b′ij =





−bij i = k or j = k

bij +
|bik|bkj + bik|bkj |

2
o.w.

x′i =






∏

j∈I
x
[bjk]+
j +

∏

j∈I
x
[−bjk]+
j

xk
i = k

xi i #= k

y′i =

{
y −1
k i = k

yiy
[bki]+
k (1 + yk)−bki i #= k

ͨͩ͠ [a]+ = max(a, 0)ͱ͢ΔɽಘΒΕͨͭࡾΈ (B′,x′,y′)͕࠶ͼ seedʹͳΔ͜ͱɼͦ͠
ͯB′͕ಉ͡ର֯ྻߦDͰରশԽ͞ΕΔ͜ͱ؆୯ʹ͔֬ΊΒΕΔɽ͜ͷΑ͏ͳmutation

ʹ
µk ◦ µk = id.ʢର߹ੑʣ, bkj = 0 ͳΒ µk ◦ µj = µj ◦ µkʢՄੑʣ

ͱ͍͏ੑ࣭͕͋ΔɽmutationʹΑΔ seedͲ͏͠ͷؔ N Λ༻͍ͯදͤΔʢਤ 2ʣɽ
 tʹ seed ΣtΛରԠͤ͞ɼ t, t′ͷؒʹ྆ଆҹ

µk←→͕͋Δͱ͖ µk(Σt) = Σt′ʢ͔
ͭ µk(Σt′) = ΣtʣΛҙຯ͍ͯ͠Δɽ

t

t1 t2 · · · tN

µ1 µ2 µN

t12 · · · t1N

µ2 µN

· · ·
tNN−1

µ1 µN−1

· · · · · ·

ਤ 2. seedͷੜ

B′′͕ಘΒΕͨͱ͖ɼBͱB′′ʮmutationྻߦͯ͠ࢪճͷmutationΛݶBʹ༗ྻߦަ

ಉʯͰ͋Δͱ͍͏ɽ·ͨɼxม·ͨ yมͷͲͪΒ͔ͷΈʹணͨ͠߹ɼ(B,x)Λ x-

seedɼ(B,y)Λ y-seedͱΑͿ͜ͱ͋ΔɽྻߦB = (bij)i,j∈I͕ରশྻߦɼͭ·ΓD = IN
ͷͱ͖ɼBN ͷΛͭݸ quiverʢᝪʣͱ

bij = ( i͔Β jʹ͏͔ҹͷຊ)− ( j͔Β iʹ͏͔ҹͷຊ)

ͷΑ͏ʹରԠ͢Δɽ͜ΕʹΑΓɼରশྻߦͷू߹ͱɼ1ϧʔϓͱ 2αΠΫϧΛͨ࣋ͳ͍
quiverͷू߹ͱͷؒʹҰରҰରԠ͕ಘΒΕΔɽD #= IN ͷ߹ʹBʮʹॏΈΛ͚ͭ
ͨ quiverʯͱͯ͠දͤΔͷ͕ͩɼຊߘͰ΄ͱΜͲग़ͯ͜ͳ͍ͷͰઆ໌Λলུ͢Δʢྫ͑
[IIO21]ΛࢀরʣɽަྻߦBͷmutation quiverͰݟΔͱ͔Γ͍͢ʢਤ 3) ɽ
Ϋϥελʔ CA(B,x)ͱɼॳظ x-seed (B,x)͔Βఆ·ΔՄͰɼ(B, x)ʹmu-

tationΛͯ͠ࢪಘΒΕΔશͯͷ seed ͨͪ (B′′, x′′) ʹؚ·ΕΔΫϥελʔม x′′kͨͪͰੜ
͞ΕΔQ(x1, · · · , xn)ͷ Z ෦Ͱ͋ΔɽΫϥελʔͷجຊੑ࣭Λհ͠Α͏ɽ

Theorem 2.1. [FZ-I, FZ-II]

(i)ʢLaurentੑʣॳظ seed Σt = (B,x)͔Β mutationͰಘΒΕΔ xมɼॳظ xม
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!

"#

$

1 2

4 3

←→
µ1

#

"#"

%

1 2

4 3

←→
µ2

!
$

&

1 2

4 3

ਤ 3. quiverͷmutation

xi (i ∈ I)ͷ Laurentଟ߲ࣜͰදͤΔɽ
(ii)ʢ༗ੑݶʣΫϥελʔ͕༗ݶʢҟͳΔ xมͷ૯͕༗ݸݶʣͰ͋ΔͨΊͷඞཁे
݅ɼB͕༗ܕݶͷରশԽՄྻߦAͱmutationಉͱͳΔ͜ͱͰ͋ΔɽಛʹɼA

ʹରԠ͢Δϧʔτܥͷ෦ू߹Ͱ͋Δʮෛͷ୯७ϧʔτʯͱʮਖ਼ϧʔτʯͷू߹ͱ xมͱ
ͷؒʹҰରҰରԠ͕͋Δɽ

͜͜ͰɼରশԽՄྻߦA = (aij)͕༗ܕݶͱɼA͕͋Δ༗ݩ࣍ݶ୯७LieͷCartan

ྻߦ C = (cij)ʹ͍ͭͯ

|aij | =
{
−cij i #= j

0 i = j

Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ͷͱ͢Δɽఆ͔ٛΒmutation༗ཧมͰ͋Γɼ্ͷ (i)Ͱɼ༗ཧ
ࣜͷʹݱΕΔଟ߲ࣜඞͣͰ͖Δ͜ͱΛओு͍ͯ͠Δɽͦͯ͠ (ii)Ϋϥελʔ
͕ϧʔτܥͱີʹ͍ؔͯ͠Δ͜ͱͷݱΕͰ͋Δɽ

Example 2.2. B͕ྻߦަ =

(
0 1
−1 0

)
ɼͭ·ΓA2ܕͷ quiver

1◦−→2◦ͷ߹ΛͯݟΈΑ

͏ɽ͜Ε༗ݶͳΫϥελʔͷྫͰ͋Δɽ2ͭͷmutation µ1, µ2Λަ࡞ʹޓ༻ͤ͞Δ
ͱɼ5ճͷmutationͰ ˙́ ˙̈́ ͷݩ seedʹΔ͜ͱ͕͞؍ΕΔɽʢ͞Βʹ 5ճͷmutation

Λ͢ࢪͱݩʹΔɽʣ
(
B,x =

(
x1
x2

)
,y =

(
y1
y2

))
µ1←→

(
−B,

(1+x2
x1

x2

)
,

(
y−1
1

y1y2
1+y1

))

µ2←→
(
B,

( 1+x2
x1

x1+1+x2
x1x2

)
,

(
y2

1+y1+y1y2
1+y1
y1y2

))
µ1←→

(
−B,

( x1+1
x2

x1+1+x2
x1x2

)
,

(
1+y1+y1y2

y2
1

y1(1+y2)

))

µ2←→
(
B,

(x1+1
x2

x1

)
,

(
y−1
2

y1(1 + y2)

))
µ1←→

(
−B,

(
x2
x1

)
,

(
y2
y1

))

3ճͷmutation µ1µ2µ1Ͱඇࣗ໌ͳ͕͜ىΓɼLaurentੑ͕͔֬ΊΒΕΔɽ৭Ͱࣔ͠
ͨͷҟͳΔ 5ͭͷ xมͰɼΫϥελʔCA(B,x) = Z[x1, x2, 1+x2

x1
, 1+x1

x2
, x1+1+x2

x1x2
]

ͱͳΔɽxมͱA2ܕͷϧʔτܥͱͷରԠ(
x1, x2,

1 + x2
x1

,
1 + x1
x2

,
x1 + 1 + x2

x1x2

)
←→ (−α1,−α2,α1,α2,α1 + α2)

ͱͳ͍ͬͯΔʢΫϥελʔมͷ̇̇ͷ୯߲ࣜΛՃ๏తʹݟΔͱͦΕͧΕͷϧʔτʹରԠ͠
͍ͯΔʣɽ

xมͱ yมͷmutation༷͍͕ͩࢠͿҧͬͯ͑ݟΔ͕ɼ྆ऀ͍Ζ͍ΖͳҙຯͰ
ରతͳؔʹ͋Γɼ࣍ͷੑ࣭͔ΒͦͷҰ͕֞ؒ͑ݟΔɽ
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Proposition 2.3. [FZ-IV, Proposition 3.9] x-seed (B,x)ʹର͠ɼŷ1, . . . , ŷN Λ

ŷi =
∏

j∈I
x
bji
j (2.1)

ͱఆٛ͢Δͱɼmutation µk(B,x) = (B′,x′) ŷiͷมΛ༠ಋ͠ɼŷi yiͱಉ༷ͳมੑ
Λͭɽͭ·Γɼมޙͷม ŷ′i =

∏
j∈I(x

′
k)

b′ji มલͷ ŷj ͷࣜͰ࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δɿ

ŷ′i =

{
ŷ −1
k i = k

ŷiŷ
[bki]+
k (1 + ŷk)−bki i #= k.

͜ͷষͷޙ࠷ʹɼ͜͜·Ͱͷجຊ߲ࣄʹՃ͑ͯɼຊߘͰѻ͏֓೦Λ؆୯ʹઆ໌͢Δɽ

ΫϥελʔϞδϡϥʔ܈ɽ I্ͷஔ܈SI ͷݩ σ seed (B,x,y)ʹ࣍ͷΑ͏ʹ࡞༻͢Δɽ

bij '→ bσ−1(i),σ−1(j), xi '→ xσ−1(i), yi '→ yσ−1(i)

mutationͱSI ͷ͔ݩΒΔྻΛmutationྻͱΑͿɽަྻߦBʹର͠ɼBΛෆมʹอͭ
mutationྻͷू·ΓͰɼseed Σ = (B,x,y)ΛෆมʹอͭmutationྻͨͪΛಉҰͨ͠ࢹ
ͷ܈Λ͢ɽ͜ͷ܈Λ ΓB ͱද͠ɼʮΫϥελʔϞδϡϥʔ܈ʯͱΑͿɽ

ΓB := {γ | γ : mutationྻ, γ(B) = B}/{γ | γ(Σ) = Σ}

ΫϥελʔϞδϡϥʔ܈ ΓB ͷݩɼ༗ཧؔମ C(x)্͓Αͼ C(y)্ͷ༗ཧมΛ༠ಋ
͢Δɽ

Example 2.4. ઌͷ Example 2.2Ͱɼ(1, 2) ∈ SI Λ 1ͱ 2ͷஔͱ͢Δͱ (1, 2) ◦ µ1
µ2µ1 ΓB ͷݩͰ͋Δɽ·ͨ (1, 2) ◦ µ1µ2µ1µ2µ1 ΓB ͷ߃ݩͰ͋Δɽ

ԽɽFockͱGoncharovࢠྔ yมͷྔࢠԽʢඇՄԽʣΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛͨ͠ [FG06]ɽ
θϩͰͳ͍ෳૉΛ qͱ͠ɼD = (di)i∈I ͰରশԽ͞ΕΔަྻߦB = (bij)i,j∈I ͱྔࢠ y

มͷY = (Y1, . . . , YN )ʹରͯؔࣜ͠

Yi Yj = q2djbjiYj Yi

Ͱੜ͞ΕΔඇՄମΛCq〈Y 〉ͱ͢Δɽྔ ࢠ y-seed (B,Y)ͷmutation µq
k(B,Y) = (B′,Y′)

Λ

Y ′
i =






Y −1
k i = k

Yi

|bki|∏

r=1

(1 + qdi(2r−1)Y sgn(−bki)
k )sgn(−bki) i #= k

ͱఆΊΔɽµq
kඇՄମͷ४ಉܕCq〈Y′〉 → Cq〈Y〉 Λ༠ಋ͢Δɽৄ͘͠ड़ͳ͍͕ɼྔ

ࢠͱྔ༺࡞ڞμΠϩάؔͷࢠ Y มͷ Laurent୯߲ࣜมͱͷ߹Ͱ µq
kΛදͤΔ͜ͱ

͕ΒΕ͍ͯΔɽ

3. શਖ਼ྻߦ

3.1. શਖ਼ྻߦ. ྻߦ A ∈ GLn+1(R) ͷશͯͷখ͕ࣜྻߦਖ਼Ͱ͋Δͱ͖ɼA ͕ʮશਖ਼
ʯͰ͋Δͱ͍͏ɽશਖ਼ྻߦάϥϑཧཧཧֶͳͲͰࣗવʹݱΕɼ1950Ҏ߱
ͷ LoewnerɼWhitneyɼCryerͨͪͷڀݚʹΑΓ࣍ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
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Theorem 3.1. (i) A ∈ GLn+1(R) ͕શਖ਼Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼΨεղ
A = x−hx+ ∈ N−HN+ʹ͓͍ͯͲͷྻߦશਖ਼ͳ͜ͱͰ͋Δɽͨͩ͠N+ɼN−ɼH 
ͦΕͧΕର͕֯ 1ͷ্ྻߦ֯ࡾɼର͕֯ 1ͷԼྻߦ֯ࡾɼର֯ྻߦͷू߹Ͱ͋Δɽ
(ii) X ∈ N+ ei(t) := In+1 + t Ei,i+1 (i ∈ [1, n])ͷੵͰදͤΔɽ͜͜Ͱ t࣮ɼEi,i+1

 (i, i + 1) ͕ 1 ͰଞθϩͷྻߦͰ͋ΔɽN+
>0 ⊂ N+ Λਖ਼ͳ෦ू߹ͱ͢Δͱɼ

N+
>0 + Rn(n+1)/2

>0 Ͱ͋Δɽ

ࣸ૾ ψ : Rn(n+1)/2
>0 → N+

>0͕қ͍͠ͷʹൺͯ ψ−1ෳࡶͰ͋Δɽจ [BFZ96]ʹै͍ɼ
ψ−1ͷ߹ͤతهड़͔Βmutation͕ݱΕΔ༷ࢠΛɼn = 2ͷ߹ʹͯݟΈΑ͏ɽ

n = 2ͷͱ͖ɼψ : R3
>0 → N+

>0; (t1, t2, t3) '→ X 

X =




1 x12 x13

1 x23
1



 = e1(t1)e2(t2)e1(t3) =




1 t1 + t3 t1t2

1 t2
1



 (3.1)

ͱදͤΔɽ͜ΕΛٯʹղ͘ͱ ψ−1 : X '→ (t1, t2, t3) = (x13/x23, x23, (x12x23 − x13)/x23)Ͱ
͋Δ͕ɼ࣍ͯ͑ͷΑ͏ʹද͢ɽX ∈ N+ʹରͯ͠ Y ∈ N+Λ

Y :=




1 x23

x12x23−x13

1
x13

1 x12
x13

1





ͱఆٛ͠ɼJ ⊂ [1, 3]ʹରͯ͠ Y ͷখࣜྻߦΛ∆J(Y ) := det(yij)i∈[1,|J |], j∈J ͱ͢Δɽ͢Δͱ

(t1, t2, t3) =

(
∆23

∆2∆3
(Y ),

∆2

∆12∆23
(Y ),

∆12

∆1∆2
(Y )

)
(3.2)

͕ಘΒΕΔɽ

3.2. ઢਤͱ quiverʢn = 2ͷ߹ʣ. ʮઢਤʢwiring diagramʣʯΛ༻͍Δͱɼ(3.2)
ड़Ͱ͖ΔɽઢਤͰهʹͷΑ͏࣍ 3ຊͷඥ͕͔ࠨΒӈਐΈɼྻߦ ei(t)ʹରԠͯ͠ 3− i

ຊͱ 4− iຊͷඥΛೖΕସ͑ͯަʹ tΛஔ͢Δɽ͜͏͢Δͱฏ໘͕͔ͭزͷྖҬʹ
͚ΒΕΔ͕ɼ࠷Լʹۭू߹ ∅Λஔͯ͠Լ͔Β্ʹਐΈɼk൪ͷඥΛ͑ͨΒ kΛՃ
͑Δ͜ͱͰྖҬʹ໊લΛ͚ͭΔɽઌͷ (3.1)ʹରԠ͢Δઢਤ࣍ͷࠨਤͷͱ͓ΓͰ͋Δɽ

!

!

!

3

2

1

t1

t2

t3

[∅]

[3] [2] [1]

[23] [12]

[123]

'

%

t

[A]

[C]

[D] [B]

֤ަඞͣ 4ͭͷྖҬʹғ·Ε͍ͯΔɽ࣮ t͕ஔ͞Εͨަ্͕ͷӈਤͷΑ͏ʹ [A]

ʙ[D]ʹғ·Ε͍ͯΔͱ͖ɼ

t =
∆A∆C

∆B∆D

ͱ͓͘ɽ∆∅ = 1ͱ͢Δͱɼ্ͷࠨਤ͔Β (3.2)ΛಘΔ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕΔͩΖ͏ɽ
͞ΒʹߟΛਐΊΔɽψͷఆٛʹ͏ͻͱ௨Γɼe2(t1)e1(t2)e2(t3)͕༗ΓಘΔɽ͋ΔX

Λද͢ೋ௨ΓͷදࣔΛઢਤͰද͢ͱ࣍ͷΑ͏ʹͳΓɼ
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e1(t1)e2(t2)e1(t3) = e2(t′1)e1(t
′
2)e2(t

′
3)

!

!

!

3

2

1

t1

t2

t3

[∅]

[3] [2] [1]

[23] [12]

[123]

←→

!

!

!

3

2

1

t′3

t′2

t′1

[123]

[23] [13] [12]

[3] [1]

[∅]

2ͭͷද͕ࣔҰக͢ΔͨΊͷ݅

(t′1, t
′
2, t

′
3) =

(
t2t3

t1 + t3
, t1 + t3,

t1t2
t1 + t3

)

Ͱ͋Δɽ͜ΕྖҬ্ͷม∆J ͷؔࣜ

∆2∆13 = ∆1∆23 +∆12∆3 (3.3)

ͱಉͳ͜ͱ͕ࣔͤΔɽࣜ (3.3) Pluc̈kerؔͦࣜͷͷͰ͋Δɽ
͜ͷΑ͏ͳઢਤͷมͱؔࣜ (3.3)ʹɼmutationΛରԠͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ[∅]ͱ

[123]Ҏ֎ͷྖҬʹᝪͷΛஔ͠ɼ͋ΔنଇʹैͬͯؒʹΛඳ͘͜ͱʹΑͬͯ
ઢਤʹରͳᝪΛఆΊΔͱɼ࣍ͷਤͷࠨͱӈͷᝪʢͦΕͧΕQ121, Q212ͱ͢Δʣ͕ಘ
ΒΕΔɽ2)

[23] [2] ∼ [13] [12]

[3] [1][3] [2] [1]

[23] [12]

=

[3] [2] [1]

[23] [12]

µ[2]

͜ΕΒ 2ͭͷᝪ [2]ʹ͓͚Δmutation µ[2]ͰҠΓ߹͏ʢQ121Λmutation͢Δͱதԝ
ͷᝪ͕ಘΒΕɼ [2]Λ্ʹҠಈ͢ΔͱQ212ʹҰக͢Δ͜ͱ͕͔Δɽ͋ͱQ212ͷ
 [13]Λ [2]ͱಉҰ͢ࢹΕΑ͍ʣɽx-seedͷmutation µ[2](Q121,x) = (Q212,x′)Λ͑ߟΔ
ͱɼxมͷมԽ

x′2 =
x1x23 + x12x3

x2
ͷΈͰ͋Δɽx13 = x′2ͱ͢Δͱɼ͜ͷࣜ (3.3)ͱಉ͡ܗͰ͋Δɽͭ·Γʮ∆J  xม xJ
ʹରԠ͢Δʯ͜ͱ͕͞؍ΕΔɽ

3.3. Ұൠͷ nͷ߹. Ұൠͷ nͰҎԼͷखॱͰઢਤͱᝪ͕ߏͰ͖Δɽ·ͣɼAn ܕ
ͷϫΠϧ܈ W (An) ʹ͓͚Δ࠷ݩ w0 ͷ࠷දࣔ w0 = si1si2 · · · sim ΛҰͭબͼɼI ͷ
ͷྻݩ i := (i1, i2, . . . , im)Λʮw0 ͷ࠷දࣔྻʯͱΑ΅͏ɽ͜Εʹର͠ɼࣸ૾ ψ = ψi :

(t1, . . . , tm) '→ ei1(t1)ei2(t2) · · · eim(tm) ∈ N+͕ఆ·Δɽ࣍ʹɼn + 1ຊͷඥ͔ΒΔઢ
ਤΛඳ͖ɼͦΕʹରͳᝪΛಘΔɽw0ͷ࠷දࣔͲ͏͠ઌ΄ͲͷؔࣜΛҰൠԽͨ͠

ei(t1)ei+1(t2)ei(t3) = ei+1(t
′
1)ei(t

′
2)ei+1(t

′
3); (t′1, t

′
2, t

′
3) =

(
t2t3

t1 + t3
, t1 + t3,

t1t2
t1 + t3

)

ͰҠΓ߹͍ɼͦΕʹରԠͯ͠ᝪmutationͰҠΓ߹͏ɽn = 2ͷͱ͖ʹ (3.2)ͷΑ͏ʹද͞
Εͨ ψ−1ͷҰൠԽ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

2)ઢͷຊߘͰఆ͍ٛͯ͠ͳ͍͕ɼॏΈ͕ͷͰ͋ͬͯ 2ຊಉ͖͡ͰॏͳΔͱ௨ৗͷ 1ຊͱݟ
ͳ͞ΕΔɽઢͷ͕ग़ೖΓ͢ΔͰ mutationͰ͖ͳ͍ɽৄ͘͠ [FG06b]Λࢀরɽ
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Theorem 3.2. [BFZ96] w0ͷ࠷දࣔྻ i = (i1, i2, . . . , im)ʹର͠ɼ

ψ : Rm
>0 → N+

>0; (t1, · · · , tm) '→ X = ei1(t1)ei2(t2) · · · eim(tm)

ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ ψ−1ҎԼͷΑ͏ʹఆ·Δɽ

tk =
∆L∆L∪{i,j}

∆L∪{i}∆L∪{j}
(Y ) (3.4)

͜͜ͰɼY ʮٯπΠετࣸ૾ʯͱΑΕΔN+
>0ͷࣗݾಉ૾ࣸܕ η−1

w0
ʹΑΔX ͷ૾Ͱɼ

Y = w−1
0 [Xw−1

0 ]T+w0; w0 :=
∑

i∈[1,n+1]

Ei,n+2−i

Ͱ͋Δɽͦͯ͠ɼઢਤͰ tkΛғΉྖҬ͋Δ L ⊂ [1, n+ 1]ͱ i, j ∈ [1, n+ 1] \ Lʹ
ͷਤͷΑ͏ʹͳ͍ͬͯΔͱ͢Δɽ͍࣍ͯͭ

'

%

tk

[L ∪ {ij}]

[L]

[L ∪ {i}] [L ∪ {j}]

ࣜ (3.4) ʮChamber Ansatz ެࣜʯͱΑΕ͍ͯΔɽޙͷষͰͨ͏Ίɼಛʹ w0 =

s1s2s1 · · · snsn−1 · · · s1 ͔Βఆ·Δ quiverΛ J(n)ͱ͠Α͏ɽn = 4ͷͱ͖ਤ 4ͷΑ͏ʹ
ͳΔɽ

ਤ 4. quiver J(4)

3.4. ୯७ Lie܈Gͷ֦ு. Ұൠͷ୯७ Lie܈Gʹର͢Δਖ਼ੑͷ֓೦ Lusztigʹ
Αͬͯಋೖ͞Εͨ [Lus94]ɽͦΕʹ͍ͯͮجTheorem 3.2Gͷ߹ʹ֦ு͞ΕɼGʹର͢
Δ twistࣸ૾ɼChamber Ansatzެ͕ࣜߏ͞Εͨ [BZ97]ɽGͷ Lie gͷϫΠϧ܈W (g)

ͷ࠷ݩͱݶΒͳ͍Ұൠͷݩwʹରͯ͠ɼಉ༷ͳ͜ͱ͕Γཱͭɽͭ·ΓGͷBruhat

ղ G = ∪w∈W (g)B−wB−ʹର͠ɼN+,w
>0 := N+

≥0 ∩ B−wB−ͱ R"(w)
>0 ͱͷؒͷશ୯ࣹ͕ಉ

༷ͳํ๏ͰߏͰ͖Δ [BZ97]ɽ͜͜ͰB− := HN−ɼͦͯ͠ &(w)wͷ࠷දࣔͷ͞Ͱ
͋Δɽ·ͨɼΓҰൠͷ Gʹରͯ͠πΠετࣸ૾ɼChamber Ansatzެࣜͷྔ܈ࢠ൛
͞Ε͍ͯΔߏ [KO18, O19]ɽ

Lusztig͕ਖ਼ੑΛͨ͠ڀݚಈػɼGͷਖ਼ੑͱɼGͷۃେႈ୯෦܈ʹਵ͢Δྔࢠ
ͱͩͬͨͱ͍ΘΕ͍ͯΔɽචऀ͍ͨͮ͜ؾʹߏ௨͢Δ߹ͤతͳڞʹఈͱͷؒجͷඪ४܈
ͷࣝΛେ෯ʹ͑ͯ͠·͏ͷͰ͜ΕҎ্ड़ͳ͍͕ɼྔ܈ࢠͷඪ४جఈରඪ४جఈ
ʹΫϥελʔͱؔ࿈ͨ͠ଟ͘ͷ͕͋ڀݚΔɽ
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4. ͖ۂ໘ͷزԿֶ

4.1. ͖ۂ໘ͱ quiver. Ϋϥελʔͱ͖ۂ໘ͱͷؔɼΫϥελʔ͕ొ
ͨ͠ॳ͔Β͞ڀݚΕ͖ͯͨ [FST08]ɽछ gͰ sݸͷ͕͋Δ͖͖ۂ໘ Σ := Σg,s

Λ͑ߟΔɽgͱ s 2g − 2 + s > 0Λຬͨ͢ͱ͠ɼ؆୯ͷͨΊ Σʹڥքແ͍ͷͱ͢Δɽ
͜ͷΑ͏ͳ͖ۂ໘ Σͷܗ֯ࡾׂ T Λ͑ߟΔͱɼͦͷลͷ૯ e(T ) 6g − 6 + 3sͰ
͋ΔɽT ʹରͳ quiver QT Λ࣍ͷखॱͰఆΊΔɽ

(i) T ͷลͱQT ͷΛରԠͤ͞Δɽ
(ii) ͷܗ֯ࡾ 2ͭͷล iͱ j͕ aΛڞ༗͠ɼล j͔Β i͕ aΛத৺ͱͨ͠ܭ࣌ճΓͷ
ͷͱ͖ɼQT͖ Ͱ j͔Β iͷ͖ʹҹΛඳ͘ɽ

<a
i

j
←→

j i
!

Example 4.1. 4͖ٿ໘Σ0,4ͷ߹ʢਤ 5ʣɽࠨʹࣔͯ͋͠Δܗ֯ࡾׂ T ʹର͠ɼӈ
ͷਤ͕ quiver QT Ͱ͋ΔɽதԝͷਤͰखલ෦ͷ quiverΛ੨৭Ͱඳ͍͍ͯΔɽޙΖ෦
ͷ quiverӈͷਤͰ৭Ͱඳ͔Ε͍ͯΔɽ

ਤ 5. 4͖ٿ໘ͷܗ֯ࡾׂͱରͳ quiver

Λ࡞Δૢ͑ରͯͦ͠ͷର֯ઢΛऔΓʹܗลׂ࢛ͷܗ֯ࡾ flipͱΑͿɽΣͷҙͷ
2ͭͷܗ֯ࡾׂ T ͱ T ′ ༗ݶճͷ flipͰҠΓ͋͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ͜ͷ͜ͱ͔Βɼ
e(T )ܗ֯ࡾׂ T ʹΑΒͳ͍͜ͱ͕Θ͔ΔͷͰɼҎԼͰΣͷܗ֯ࡾׂͷลͷ૯Λ
e(Σ)ͱॻ͘͜ͱʹ͠Α͏ɽT ͷ flipΛରͳ quiver QT ͰΈΔͱ·͞ʹmutationʹͳͬͯ
͍Δɽͭ·Γɼਤ 6ͷΑ͏ͳ࢛ลܗʹ͓͍ͯର֯ઢʢ൪߸ 3ͷ͍ͭͨลʣͷ flipmutation

µ3ͱ߹తʹͳΔɽ͜ͷ࣮ࣄɼૉͳ͕ΒΫϥελʔͱ͖ۂ໘Λͭͳ͙ୈҰา
Ͱ͋ΔɽͦΕͰ xมͱ yมͷزԿతҙຯԿͰ͋Ζ͏͔ɽຊߘͰɼPenner͕จ
[Pe87]Ͱಋೖͨ͠ʮλ࠲ඪʢϥϜμ࠲ඪʣʯͱ xมͱ͕ରԠ͢Δ༷ࢠΛͯݟΈΑ͏ɽ

4.2. ϗϩαΠΫϧͱϥϜμ͞. ೋݩ࣍زۂԿʹ͍ͭͯ؆୯ʹ෮श͠Α͏ɽ্ฏ໘H2 =

{(x, y) ∈ R2; y > ྔܭʹ{0 ds2 = dx2+dy2

y2 ΛೖΕͨͷΛ্ฏ໘ϞσϧͱΑͿɽH2ͷڥ

ք ∂H2 := R∪ {∞}Ͱ͋Δɽ͜ͷੈքͷʮઢʢଌઢʣʯͱɼڥք ∂H2ʹத৺Λͭ
ԁͷԁप·ͨͦͷҰ෦Ͱ͋Δɽͦͯ͠ཧܗ֯ࡾͱɼશͯͷ͕ڥքʹؚ·Εɼ͔
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2

4

1 5

3

ล 3 ͷ flip←→

2

4

1 5

3

$

& !

"

%
# !

(

"#

'

$µ3

ਤ 6. flipͱmutation

ͭશͯͷล͕ઢ͔ΒͳΔܗ֯ࡾͷ͜ͱͰ͋Δɽ∂H2ʹۙͮ͘ͱ͕͞ൃ͢ࢄΔͨΊɼશͯ
ͷཧܗ֯ࡾ߹ಉʢ3ลͷ͕͞ແݶେʣͰ͋Δɽ
ਤ7ͷΑ͏ʹɼڥք্ͷ2P1, P2ͦΕͧΕʹ͢Δԁh1, h2ΛϗϩαΠΫϧͱΑͿɽઢ

P1P2ͷ͏ͪ 2ͭͷϗϩαΠΫϧ h1, h2ͰΓऔΒΕͨ෦ͷ͞Λ &(h1, h2)ͱ͓͘ɽ2ͭͷ
ϗϩαΠΫϧ͕ަΘΔͱ͖ɼϗϩαΠΫϧʹΓऔΒΕΔ෦ͷ͕͞−&(h1, h2)ͱͳΔΑ
͏ ʢʹͭ·Γ &(h1, h2) < 0ͱͳΔΑ͏ʹʣఆٛ͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼλ(P1, P2) := exp(12&(h1, h2))

Ͱఆ·Δਖ਼ͷ࣮Λʮh1, h2͔Βఆ·Δ P1P2ͷ λ͞ʯͱΑͿɽ

x
P1 P2

h1

h2<

>

&(h1, h2)

ਤ 7. λ͞

λ͞ʹ͍ͭͯɼҎԼͷΑ͏ͳʮۂ൛Ptolemyͷఆཧʯ͕Γཱͭɽਤ 8ͷΑ͏ͳཧ
ܗ࢛֯ P1P2P3P4ͷʹϗϩαΠΫϧ h1, h2, h3, h4Λஔ͢Δɽ͜ͷͱ͖

λ(P1, P3)λ(P2, P4) = λ(P1, P2)λ(P3, P4) + λ(P2, P3)λ(P1, P4) (4.1)

͕Γཱͭɽ

x
P1 P2 P3 P4

h1

h2

h3

h4

1

2

5
4

3

ਤ 8. ۂ൛ Ptolemyͷఆཧ



11

ઌ΄Ͳͷ flipͱmutationͷରԠΛ͋ͯΊͯΈΑ͏ɽล P1P2, P2P3, P3P4, P4P1ͱର֯
ઢ P1P3ʹͦΕͧΕ quiverͷ 4, 5, 2, 1, 3Λஔ͢Δͱɼਤ 6ͷࠨଆͷ quiver͕ఆ·Δɽ
ର֯ઢΛ P1P3͔Β P2P4ʹ flip͢ΔͱɼରԠ͢Δ xมͷม

x3 x
′
3 = x4 x2 + x5 x1

ͱͳΓɼλ͞ͷม (4.1)ͱಉ͡ܗΛ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕͔Δɽ͜͏ͯ͠ɼ͖ͭۂ໘ͷࡾ
ׂܗ֯ T ͱͦͷ λ࠲ඪ͕ɼͧΕͧΕ quiver QT ͱΫϥελʔ xʹରԠ͢Δ͜ͱ͕͔Δɽ
͜͜Ͱৄ͘͠ड़ͳ͍͕ɼThurston͕ಋೖͨ͠ʮshear࠲ඪʯ͕QT ͷ yมʹରԠ͢Δɽ
·ͱΊΔͱɼܗ֯ࡾׂՄͳ͖ͭۂ໘ͷΫϥελʔߏ

(T,λ࠲ඪ, shear࠲ඪ) ←→ (QT ,x,y)

ͱͳ͍ͬͯΔɽshear࠲ඪͱ λ࠲ඪ Proposition 2.3ͱಉ༷ͷมͰ͍ؔͯ͠Δɽ

4.3. ০Γ͖ Teichmüllerۭؒ. ͖ۂ໘ Σͷ Teichmüllerۭؒ Tg,s ɼΣͷجຊ܈
π1(Σ)ͷ PSL2(R)දݱΛ༻͍ͯ

Tg,s +
{
ρ : π1(Σ)

࣮→ PSL2(R) ;ʢ݅ʣ
}
/PSL2(R)

ͱఆٛ͞ΕΔɽ͜͜Ͱ݅ͱɼ(i) γ ∈ π1(Σ)ʹରͯ͠ |Trρ(γ)| ≥ 2ɼ(ii) γ͕ͷ 1ͭ
ΛճΔܦ࿏ʹϗϞτϐʔಉͳΒ |Trρ(γ)| = 2ɼͰ͋ΔɽTg,sͷ࣮ݩ࣍ 6g − 6 + 2sͰ
͋ΔɽPenner͕ಋೖͨ͠ʮ০Γ͖TeichmüllerۭؒʯɼTg,sʹ֤ͷϗϩαΠΫϧͷ
ΛՃۭ͑ͨؒܘ

T̃g,s := Tg,s × Rs
>0

ͱͯ͠ఆٛ͞Εɽͦͷ࣮ݩ࣍ 6g − 6 + 3sͰ e(Σ)ʹ͍͠ɽΣͷܗ֯ࡾׂ T ʹରͯ͠
ఆ·Δ λ࠲ඪ x͕Ґ૬ಉܕ T̃g,s → Re(Σ)

>0 Λ༩͑Δɼͱ͍͏ͷ͕ [Pe87]ͷओுͰ͋Δɽ
͞Βʹɼshear࠲ඪ yΛ༻͍Δͱ ρ : π1(Σ) → PSL2(R)͕߹ͤతʹߏͰ͖Δ͜ͱΛ

؆୯ʹઆ໌͠Α͏ [F97]ɽ͖ۂ໘Σ্ͷʮΛ௨ΒͣɼޙΓ͠ͳ͍͖͖ด࿏ʯΛ
γͱ͢Δɽܗ֯ࡾׂΛ 1ͭબͿͱɼγଟ͘ͷܗ֯ࡾΛ௨ա͠ͳ͕ΒਐΈɼ͋Δܗ֯ࡾʹ
ҰͭͷลΛ௨ͬͯೖΓӈํͱํࠨͷͲͪΒ͔ʹਐΜͰผͷล͔Βग़Δɼͱ͍͏͜ͱΛ܁
Γฦ͢ɽਤ 9 γͷҰ෦Λࣔͨ͠ྫͰ͋Δɽࠨͷܗ֯ࡾʹล 1͔Βೖͬͯӈํͷล 3͔Β
ग़ͯ࣍ͷܗ֯ࡾʹೖΓɼํࠨͷล 5͔Βग़ͯ࣍ͷܗ֯ࡾʹೖΓɼӈํͷล 7͔Βग़͍ͯ
Δɽ͜ΕʹରԠͯ͠ɼࡾछྨͷྻߦX(y), R, L ∈ PSL2(R)Λ४උ͠ɼyม yi͕ஔ͞
Ε͍ͯΔลΛ௨աͨ͠ͱ͖X(yi)ɼӈํʹਐΜͩ࣌RɼํࠨʹਐΜͩ࣌LΛॱʹ
ֻ͚͍ͯ͘͜ͱʹΑΓ π1(Σ)ͷදݱ ρ(y)ΛఆΊΔɽઌͷྫͰ

ρ(y) : γ '→ · · ·X(y1) ·R ·X(y3) · L ·X(y5) ·R ·X(y7) · · ·

ͱͳΔɽ

2

4

1 53 6

7
!

· · ·
γ

ਤ 9. ด࿏ γ
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4.4. .Teichmüllerཧ࣍ߴ FockͱGoncharov͕ఏএͨ࣍͠ߴTeichmüllerཧɼͱ
ͱͷ PSL2(R)ͷཧΛҰൠͷ܈ʹ֦ுͨ͠ͷͰ͋Δ [FG06]ɽG = Gn ΛϥϯΫ nͷ
୯७ෳૉ Lie܈ͱ͠ɼͦͷ LieΛ gͱ͢ΔɽඇৗʹͬߥΆ͍͘͏ͱɼGʹରͯ͠ఆ·Δ
ʮضʢ·ͨ০͖ضʣͷ 3ͭͷஔۭؒʯͷݩΛΣͷ֤ʹஔ͢Δ͜ͱʹΑͬͯߴ
ׂܗ֯ࡾɼΣͷߏTeichmüllerۭ͕ؒఆٛ͞ΕΔɽͦͯͦ͠ͷΫϥελʔ࣍ T Λͱͬ
ͯͦΕͧΕͷܗ֯ࡾʹదͳ quiverΛஔ͢Δ͜ͱʹΑͬͯಘΒΕΔɽ͜ͷͱ͖ʹΘ
ΕΔ quiver͕ 3ষͷͱ݁ͼͭ͘ɽ

§3.3ͱಉ༷ʹ gͷWeyl܈W (g)ͷ࠷ݩ w0ͷ࠷දࣔྻ iΛҰͭબͼɼ[FG06b]ͷํ
๏ʹैͬͯରԠ͢Δ quiver Jg,iΛ࡞Δɽ͜ͷ Jg,iʹ nݸͷͱ͔ͭزͷΛద̇̇ ˙ʹ Ճ͑
ͨ quiver J̃g,i ͕ɼضͷ 3ͭͷΫϥελʔߏΛ༩͑Δɽ͜ͷΑ͏ͳ J̃g,i ͷߏɼg͕
Anܕͷ߹ FockͱGoncharovʹΑͬͯɼͦͯͦ͠ͷଞͷ gͷ߹ LeɼGoncharovͱ
ShenʹΑͬͯͳ͞Εͨ [Le19a, Le19b, GS19]ɽ࠷ݩ w0ͷҟͳΔ࠷දࣔ iɼi′ʹର͢Δ
quiver J̃g,iɼJ̃g,i′  mutationྻͰҠΓ߹͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽਤ 10ʹ J̃g,i ͷྫΛࣔ͢ɽ
ਤ 10Ͱɼ࠷දࣔྻ i͔Βఆ·Δ quiver Jg,iʹՃ͑ΒΕΔ nݸͷͦΕͧΕͷ֯ࡾ
ͷఈล্ʹஔ͞Ε͍ͯΔɽgܗ = Anͷͱ͖ quiverʹ 3ճରশੑ͕͋Γɼg = C2ͷͱ͖
 Cartan͕ྻߦରশͰͳ͍ͨΊॏΈ 2ͷ͕ొ͢Δɽ

J̃A1,1 = J̃(1) J̃A2,121 = J̃(2)

J̃C2,2121

2

2 2 2

ਤ 10. J̃g,iͷྫ

͜͜·Ͱͷɼͦͷ··ڥք͖ͭͷۂ໘ʹ֦ு͞ΕΔɽվΊͯ Σ := Σg,s,b,mΛछ gɼ
 sݸɼڥք bݸɼڥք্ʹmΛ͖͖ͭۂ໘ͱ͢Δɽ֤ͨͩ͠ڥքʹ
গͳ͘ͱ 1͕ͭ͋Δͷͱ͢ΔɽΣͷܗ֯ࡾׂ T ͷ֤ܗ֯ࡾʹ্ͷ quiver J̃g,iΛ
ுΓ͚ɼಉ͡ล্ͷͱઢҹΛషΓ߹ͤͨͷΛQT,g,iͱॻ͘͜ͱʹ͠Α͏ʢΑΓ
Ұൠʹɼiܗ֯ࡾຖʹҟͳͬͯΑ͍ʣɽ
࣍ߴ Teichmüllerཧʹ͓͍ͯɼͱͷ TeichmüllerۭؒʹରԠ͢Δͷ

LG,Σ + {π1(Σ)→ G}/G

ͱఆٛ͞ΕΔʮΣ্ͷGہॴܥͷmoduliۭؒʯͰ͋Δɽ͜͜ʹΫϥελʔߏೖΒͳ
͍ͷ͕ͩɼʮX -spaceʯͱΑΕ͍ͯΔۭؒ

XG,Σ = LG,Σ +पΓͷฏୱߏ
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ʹΫϥελʔߏ͕ೖΔ [FG06]ɽΣͷܗ֯ࡾׂT ʹର͠ɼQT,g,iͷ yมͰڥք্ͷ
ʹରԠ͢ΔͷΛআ͍ͨͷ͕XG,Σͷ࠲ඪΛ༩͑Δɽ͞ΒʹڥքͷߏΛՃ͑ͨʮP-spaceʯ

PG,Σ = XG,Σ ߏքͷपΓͷฏୱڥ+

ͷΫϥελʔߏ͕ (QT,g,i,y)Ͱ༩͑ΒΕΔ [GS19]ɽ০Γ͖Teichmüllerۭؒͷ֦ுʹ૬
͢ΔۭؒʮA-spaceʯͱΑΕɼAG,Σͱॻ͔ΕΔɽͦͷΫϥελʔߏ (QT,g,i,x)Ͱ
༩͑ΒΕΔɽ

Remark 4.2. ۭؒXG,Σ, PG,Σ, AG,Σʹ༷ʑͳزԿֶతͳ࡞༻͕͋Γ [FG06]ɼͦΕΒͷ
ͰදͤΔ͔ͱ͍͏Λݩͷ܈ΫϥελʔϞδϡϥʔ͕༺࡞ [GS18, GS19]ɼ[IIO21]Ͱߟ
͍ͯ͠Δʢ6ষΛࢀরʣɽ

5. ܈ࢠྔ Uq(g)ͷ࣮ݱ

3ষͱ 4ষͷతɼزԿతͳଆ໘Λ߹ΘͤΔ͜ͱʹΑͬͯಘΒΕΔྔ܈ࢠͷΫϥελʔ
Λհ͠Α͏ɽݱ࣮

5.1. ͖ԁ൫্ͷquiver. Λܗ֯ࡾ 2ͭషΓ߹ͤͯಘΒΕΔ 1͖ͭԁ൫Ͱڥքʹ 2Λ
ͭͷΣ0,1,1,2Λ͑ߟΔɽ͜ΕΛ؆୯ʹʮ1͖ͭԁ൫ʯͱΑͿ͜ͱʹ͠Α͏ɽ͜Εʹ 4.4અ
Ͱಋೖͨ͠ quiver J̃g,iͱɼͦ ͷڸөͰҹͷ͖Λม͑ͨͷ J̃ ′

g,iΛ 2ͭͷܗ֯ࡾʹஔͯ͠
షΓ߹ͤɼ1͖ͭԁ൫্ͷ quiver D1(g, i)Λ࡞Δɽ͞ΒʹD1(g, i)Λ pݸషΓ߹ͤͯ pͭ
͖ԁ൫ʢͰڥքʹ 2ͭͷʣ্ͷ quiver Dp(g, i)ΛಘΔɽAnܕͷ߹ɼJ̃ ′

An,i
 J̃An,iʹ

Ұக͢Δɽਤ 11ʹɼܗ֯ࡾԁ൫͕షΓ߹Θ͞ΕΔ༷ࢠͱɼquiver D1(A2) := D1(A2, 121)

Λࣔ͢ɽ

J̃(2)× 2

షΓ߹ͤ!

D1(A2)

pݸషΓ߹ͤ! · · · · · ·

ਤ 11. ͖ԁ൫ͷషΓ߹ͤͱD1(A2).
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5.2. .ΈࠐͷຒΊ܈ࢠྔ ϥϯΫ nͷ༗ݩ࣍ݶ୯७ Lie gʹର͠ɼྔ܈ࢠΛUq(g)ͱ͢Δɽ
Uq(g)ͷςϯιϧੵ Uq(g)⊗pͷ (a, a+ 1)ʹ࡞༻͢ΔීวRྻߦΛRaͱॻ͘ͱɼRa
༗໊ͳYang-Baxterؔࣜɿ

RaRa+1Ra = Ra+1RaRa+1 (a = 1, . . . , p− 1) (5.1)

Λຬͨ͢ɽྔ܈ࢠUq(g)͕ quiver D1(g, i)ͷྔࢠ Y มͰ࣮ݱͰ͖ɼͦͯ͠ྔ܈ࢠͷςϯι
ϧੵͱ͖ԁ൫ͷுΓ߹Θ͕ͤ߹తʹͳ͍ͬͯΔɼͱ͍͏ͷ͕࣍ͷఆཧͷ༰Ͱ͋Δɽ

Theorem 5.1. (g = Anͷ߹Λ [SS19]ɼҰൠͷ gͷ߹ [Ip18])

p = 1, 2, · · · ʹର͠ɼDp(g, i)ͷྔࢠ Y ม͕ੜ͢ΔඇՄΛ Cq[Dp(g, i)]ͱ͢Δɽ
(i) Uq(g)͔ΒCq[D1(g, i)]/∼ͷຒΊࠐΈ͕͋Δɽ͞ ΒʹɼUq(g)ͷ༨ੵͱ߹తͳɼUq(g)⊗p

͔Β Cq[Dp(g, i)]/∼ͷຒΊࠐΈ͕͋Δɽʢಉؔ∼ʹ͍ͭͯޙͷྫͰઆ໌͢Δɽʣ
(ii) a ∈ [1, p− 1]ʹର͠ɼRaͷ࡞༻ɼp͖ͭԁ൫Ͱ (a, a+1)൪ͷΛʮhalf-Dehn

πΠετʯ͢Δmutationྻ ba ∈ ΓDp(g,i)ʹରԠ͢Δɽ

͜ͷఆཧͰग़͖ͯͨʮhalf-DehnπΠετʯͱɼp͖ԁ൫ͷࣸ૾ྨ܈ͷݩͷҰͭͰɼ
࡞ʹճΓ͢ΔΑ͏ʹಈ͔͢Α͏ܭ࣌ͷपΓΛप͍ޓͷਤͷΑ͏ʹྡ߹͏ೋͭͷΛ࣍
༻͢Δɽ

−→

ैͬͯɼbaͨͪϒϨΠυ܈Bp(g) ⊂ (p͖ԁ൫ͷࣸ૾ྨ܈) ⊂ ΓDp(g,i)Λ͢.

Theorem 5.1(i)ͷৄࡉΛྫΛͯͬઆ໌͠Α͏ɽඇՄDq(g)ΛɼੜݩEi, Fi,Ki,K ′
i (i ∈

[1, n])ͱؔࣜ

KiEj = q
cij
i EjKi, KiFj = q

−cij
i FjKi,

K ′
iEj = q

−cij
i EjK

′
i, K ′

iFj = q
cij
i FjK

′
i,

KiKj = KjKi, K ′
iK

′
j = K ′

jK
′
i, KiK

′
j = K ′

jKi,

EiFj − FjEi = δij
Ki −K ′

i

qi − q−1
i

͓ΑͼEi, Fiʹର͢Δ q-SerreؔࣜͰఆٛ͢Δɽͨͩ͠C = (cij)i,j∈[1,n] gͷΧϧλϯߦ
ྻɼͦͯ͠୯७ϧʔτ αiͷੵͷ 1

2 ഒͰ͋Δ diΛ༻͍ͯ qi := qdiͱ͓͘ɽDq(g)ʹHopf

ͷߏ͕ೖΓɼUq(g)Dq(g)/〈KiK ′
i = 1; i ∈ [1, n]〉ʹಉܕͰ͋ΔɽTheorem 5.1(i)ɼ

ຒΊࠐΈ β : Dq(g) ↪→ Cq[D1(g, i)]͔ΒಘΒΕΔɽ

Example 5.2. g = A2ͷ߹ɽਤ 12ͷΑ͏ʹͷ൪߸Λ͚ͭͨ quiver D1(A2)ʹ͍ͭ
ͯɼҎԼͷΑ͏ʹຒΊࠐΈ βΛఆٛ͢Δɽ

E1 '→
√
−1Y1(1 + qY2), E2 '→

√
−1Y4(1 + qY5(1 + qY6(1 + qY7))),

F1 '→
√
−1Y3(1 + qY7(1 + qY10(1 + qY5))), F2 '→

√
−1Y8(1 + qY9))),

K1 '→ q2Y1Y2Y3, K2 '→ q2Y4Y5Y6Y7Y8,

K ′
1 '→ q2Y3Y7Y10Y5Y1, K ′

2 '→ q2Y8Y9Y4
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quiverͷͷ͖ʹԊͬͯ Y มΛదͳنଇͰֻ͚͍ͯ͘ͱɼͦΕͧΕͷੜݩͷ૾͕
ಘΒΕΔ͜ͱ͕͔ΔͩΖ͏ɽ͜ΕʹΑΓ

Uq(A2) + Dq(A2)/〈KiK
′
i = 1; i ∈ [1, 2]〉 ↪→ Cq[D1(A2)]/{β(KiK

′
i) = 1; i ∈ [1, 2]}

͕ಘΒΕΔɽ

7

3

8

1

5

4

2

6

10

9

ਤ 12. D1(A2)

Remark 5.3. (i) ͜ͷΑ͏ͳྔ܈ࢠ Uq(g)ͷΫϥελʔ࣮ݱɼྔ܈ࢠͷʮpositiveදݱʯ
ͱີʹ͍ؔͯ͠Δ [Ip18]ɽ͜ͷදݱྔ܈ࢠͷHilbert্ۭؒͷࣗڞݾ࡞༻ૉʹΑΔ
දݱͰɼFrenkelͱ IpʹΑͬͯಋೖ͞Εͨ [FI14]ɽTheorem 5.1 positiveදݱͷزԿతͳ
Λ༩͑ɼͦͷԠ༻ͱͯ͠ํݟ [SS17]Ͱ positiveදݱͷςϯιϧੵղͷزԿతߏ͕໌
Β͔ʹ͞Εͨɽ
(ii) ͖ԁ൫ͱݶΒͳ͍ɼΑΓҰൠతͳ͖ۂ໘্ͷ quiverͷ Uq(g)ྔࢠ Borel

෦ Uq(b)ͷຒΊࠐΈ [GS19]Ͱٞ͞Ε͍ͯΔɽ

Theorem 5.1(ii)ʹ͍ͭͯɼhalf-DehnπΠετ baͷ۩ମܗͱزԿతͳ༷ࢠΛΈͯΈΑ͏ɽ
͜Ε·Ͱ͖ͨͯ͑ߟ 2͖ͭԁ൫ͷܗ֯ࡾׂ — ਤ 13ͷ্ࠨ — ͔Β࢝Ίͯɼล 4, 2, 6,

4ͷॱʹ flip͠, ॳΊͷܗ֯ࡾׂͱಉ͡ʹͳΔΑ͏ʹลͷ൪߸Λ͚ସ͑Δͱ 2ͭͷ
ׂ͕ಘΒΕΔɽgܗ֯ࡾΔ͑ݟʹपΓʹपͨ͠Α͏ܭ࣌ͷपΓΛ͍ޓ͕ = A1ͷ߹
ʹɼॳΊʢͱޙ࠷ʣͷܗ֯ࡾׂʹରͳ quiver D2(A1) := D2(A1, 1)ਤ 13ͷࠨԼͷ
Α͏ʹͳΔɽϒϨΠυ܈B2(A1) b1Ͱੜ͞Εɼͦͷ۩ମܗ flipͷॱংͱลͷ൪߸ͷ
͚ସ͑ʹैͬͯ

b1 = (3, 5) ◦ (2, 5) ◦ (3, 6) ◦ µ4 ◦ µ6 ◦ µ2 ◦ µ4

ͱͳΔʢਤͰ s := (3, 5) ◦ (2, 5) ◦ (3, 6)Ͱ͋Δʣɽ3)

6. ͓ΘΓʹ

ຊߘͰɼΫϥελʔͷతͳଆ໘ɼزԿతͳଆ໘ʹ͍ͭͯΫϥελʔੜͷ
എܠͱͱʹհͨ͠ɽৄࡉΛड़ͣʹྫ͓Ͱࡁ·ͤͨͱ͜Ζ͕ଟ͍ͷͰɼڵຯͷ͋Δ
ํจݙΛࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠ɽޙ࠷ʹɼຊจͰ৮Εͳ͔ͬͨؔ࿈͢ΔΛ͘͝؆୯
ʹհ͢Δɽ

3)͜ͷΑ͏ͳϒϨΠυ܈ Bp(A1)ͷΫϥελʔ࣮ݱɼ݁ͼิۭؒͷෳૉମੵͷڀݚͰಋೖ͞Εͨ [HI14,
HI15]ɽͦͷͱ͖͜Ε΄Ͳૉੑ͕ྑ͍ͷͱΒͣɼ͍Ζ͍Ζͳ͜ͱ͕͏·͍͘͘ͷʹײ৺͍ͯͨ͠ɽ
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2

3

1 4

5

6

7
µ4←→

2

3

4

5

6
µ2µ6←→

2

3

4

5

6

4 µ4

2

3

4

5

6
s←→

3

6

1 4

2

5

7

D2(A1)

& &

' '
% %

( (
1 4 7

3 6

2 5

ਤ 13. Half-DehnπΠετ

ϫΠϧ܈ͷΫϥελʔ࣮ݱɽmΛ 2Ҏ্ͷͱ͢ΔɽKac-Moody Lie gͷ Dynkinਤ
తͳ͋Δظਵ͢Δɼmपʹܗ quiver Qm(g)Λఆٛ͢ΔͱɼϫΠϧ܈W (g)͕Qm(g)ͷΫ
ϥελʔϞδϡϥʔ܈ ΓQm(g)ͷ෦܈ͱ࣮ͯ͠ݱͰ͖Δɽg = Anͷ߹ [ILP19]ɼͦͷ
ҰൠԽ [IIO21]Ͱಋೖ͞Εͨɽ͜ͷϫΠϧ࡞܈༻ʹ͍Ζ͍ΖͳԠ༻͕͋Δɽ

• [ILP19]ͰɼΞϑΟϯྔ܈ࢠU ′
q(A

(1)
m )ͷରশੵදݱʹରԠ͢ΔزԿΫϦελϧͷز

ԿR͕ྻߦɼQm(An)Ͱ࣮͞ݱΕΔϫΠϧ܈W (An)ʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɽ
• ࣍ߴ Teichmüller ཧͰۂ໘ͷपΓͷϫΠϧ࡞܈༻͕͋Γ [FG06]ɼۭؒ
PG,Σ, AG,Σ ͷ࡞༻ quiver Qhk(g)Ͱ࣮͞ݱΕΔͷͱҰக͢Δ [GS18, GS19,

IIO21]ɽͨͩ͠ h gͷίΫηλʔɼkਖ਼Ͱ͋Δɽ
• g = A(1)

n ͷͱ͖ɼQ2(A
(1)
n ʹPainlevéํఔࣜͱͦͷ֦ுࢄ܈ΔϫΠϧ͢ݱ࣮͕(

૬͢ΔࠩํఔࣜͷରশੑΛهड़͢Δ [OS20]ʢ[BGM18]ࢀরʣɽ

ΞϑΟϯྔ܈ࢠͷ qࢦඪͷΫϥελʔߏɽgΛ༗ݩ࣍ݶ୯७Lieɼ̂gΛ gͷʢnon-twisted

ͳʣΞϑΟϯ Lieͱ͢Δɽgͷ Dynkinਤܗʹਵ͢Δmपظతͳ quiver Q′
m(g)Λఆٛ

͢ΔɽgͷDynkinਤ͕ܗ simply-lacedͳͱ͖Q′
m(g)্ͷQm(g)ʹҰக͢Δ͕ɼͦ͏Ͱ

ͳ͍ͱ͖ҟͳ͍ͬͯΔɽ

• [HL16a]Ͱɼྔ܈ࢠ Uq(ĝ)ͷKirillov-ReshetikhinՃ܈ͷ qࢦඪͱΫϥελʔ
ͱͷؔΛௐΔࡍʹ quiver Q′

∞(g)Λಋೖ͠ɼͦͷແݶͳ෦ᝪΛ༻͍ͨɽͦ͠
ͯ [HL16b]ͰɼUq(ĝ)ͷ Borel෦ͷදݱͷݍΛ͢ڀݚΔͨΊʹQ′

∞(g)શମ
Λ༻͍ͨɽ

• Q′
m(g)ʹର͠ɼ[IIO21]ͱྨࣅͷํ๏ͰϫΠϧ܈W (g) ⊂ ΓQ′

m(g) Λ࣮ͨ͠ݱ [I20]ɽ
͞Βʹ q͕ 1ͷႈࠜͷͱ͖ɼUq(ĝ)ͷ qࢦඪ͕͜ͷϫΠϧ࡞܈༻ͰෆมͰ͋Δ͜ͱΛ
ࣔͨ͠ɽ

ँࣙɽୈ 66ճֶγϯϙδϜʹͯߨԋͷػձΛԼͬͨ͞ɼ༗ਐࢯΛ͡Ίୈ 66ճ
ֶγϯϙδϜऀͷํʑʹ͓ྱਃ্͛͠·͢ɽຊڀݚ JSPSՊݚඅ 19K03440ͷॿ
Λड͚ͨͷͰ͢ɽ
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[FG09] V. Fock and A. Goncharov, Cluster ensembles, quantization and the dilogarithm, Ann. Sci. Éc.
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తࣜܗ dgͷΫϥελʔݍͱͦͷాܕఆཧ

ݪɹلʢʹΒɹͷΓͻΖʣ∗

1 ಋೖ

Ϋϥελʔݍʢஂݍʣ Fomin-ZelevinskyͷΫϥελʔʢஂʣ[10]Λಈػʹ Buan-Marsh-Reineke-

Reiten-Todorov [7] ʹΑͬͯੜΈग़͞Εͨݍ֯ࡾͰ͋ΔɻΫϥελʔݍΫϥελʔʹ͓͚ΔมҟͳͲͷ

Έ߹ΘͤతߏͷදݱతͳղऍΛ༩͑Δ͕ɺ͜ͷΑ͏ͳΫϥελʔͷදݱతɾݍతϞσϧΛ༩͑

Δ͜ͱΛɺΫϥελʔͷݍԽ (categorification)ͱ͍͏*1ɻࠓͰଟ༷ͳΫϥελʔʹରͯͦ͠ΕΛ

ݩ࣍ߴཧʯͱͯ͠͞Ε͍ͯΔ΄͔ɺʮΫϥελʔߏ͕ݍԽ͢ΔΫϥελʔݍ Auslander-ReitenཧɺՄ

ͷ Cohen-MacaulayදݱɺLieͷදݱɺʢඇʣՄزԿɺಛҟͳͲଟ͘ͷରͱີʹؔ

ΘΓ͕ΓΛ͍ͯͤݟΔɻ

ຊߘͰओʹͷදݱͷཱ͔ΒΫϥελʔݍΛ͡Δɻͷදݱͷେ͖ͳඪɺ༩͑ΒΕͨྨࣅ

ͷߏʢdgݍͳͲʣʹਵ͢ΔछʑͷݍʢՃݍ܈ɺಋདྷݍɺಛҟݍɺΫϥελʔݍͳͲʣΛཧղ͢Δ͜ͱͰ

͋ΓɺΫϥελʔࣗݍڵຯਂ͍දݱతରͰ͋ΔɻΫϥελʔ͕ݍΫϥελʔͷݍԽͱͯ͠ಇͨ͘Ί

ʹॏཁͳੑ࣭͕ɺʮΫϥελʔରΛͭ࣋ Calabi-Yauݍ֯ࡾʯͨΔ͜ͱͰ͋Δ͕ɺAmiotͦͷΑ͏ͳ֯ࡾ

Λݍ dgʹਵ͢ΔΫϥελʔݍͱͯ͠ମܥతʹߏͨ͠ɻຊจͰ͜ͷ AmiotΫϥελʔݍʹযΛ

ͯͯɺͦͷߏͷཧղΛ༩͑ΔࢼΈͱͯ͠ [14, 15]ͷ݁ՌΛհ͍ͨ͠ɻ

ຊߘୈ 66ճֶγϯϙδϜͷߨԋʹ͖ͮج·͢ɻ

2 എܠ

ҎԼʢ؆୯ͷͨΊʣkΛશମɺD = Homk(−, k)Λ kରΛͱΔؔखͱ͢Δɻ·ͣجຊతͳݴ༿ͷఆٛΛৼ

ΓฦΔɻ

ఆٛ 2.1. T Λ k ઢݍ֯ࡾܗͱ͢Δɻ

1. T ্ͷ Serreؔखͱ T ্ͷࣗݾಉ ν Ͱ֤͋ͬͯ X,Y ∈ T ʹରͯࣗ͠વͳಉܕ

DHomT (X,Y ) # HomT (Y, νX)

͕ΓཱͭͷΛ͍͏ɻ

2.  dʹରͯ͠ݍ֯ࡾͷ dγϑτؔख [d]͕ SerreؔखΛ༩͑Δͱ͖ɺ͢ͳΘͪ࣍ͷࣗવͳಉ͕ܕଘ͢ࡏ

Δͱ͖ T  d-Calabi-Yau (CY)Ͱ͋Δͱ͍͏ɻ

DHomT (X,Y ) # HomT (Y,X[d])

Ҏޙ Serreؔख ν ͱ dʹରͯ͠ νd Ͱ߹ ν ◦ [−d]Λද͢ɻSerreؔख Calabi-Yauݍ֯ࡾͷྫΛ͛ڍ

͓ͯ͘ɻ

∗ ,ՊڀݚཧՊֶݩେֶଟݹ໊ m17034e@math.nagoya-u.ac.jp
*1 ͜͜Ͱѻ͏ͷՃ๏తݍԽ (additive categorification) Ͱ͋ΔɻଞʹΫϥελʔΛϞϊΠμϧΞʔϕϧݍͷ Grothendieck

ͱ࣮ͯ͢͠ݱΔϞϊΠμϧݍԽ͕͋Δɻ

1



ྫ 2.2. 1. X Λ dݩ࣍ඇಛҟࣹӨଟ༷ମɺωΛͦͷରԽͱ͢Δͱ−⊗X ω[d]X ͷಋདྷݍ Db(cohX)

ͷ SerreؔखͰ͋Δɻैͬͯ X ͕ Calabi-Yauʢω ͕ࣗ໌ʣͷͱ͖ Db(cohX) d-CYͰ͋Δɻ

2. AΛ༗ݩ࣍ݶ kͰେҬ͕ݩ࣍༗ݶͷͷͱ͢Δͱ −⊗L
A DA Aͷ༗քಋདྷݍ Db(modA)ͷ Serre

ؔखͰ͋Δɻ

3. R Λ d Մݩ࣍ Gorenstein ಛҟͱ͢Δͱɺͦͷཱݽ Cohen-Macaulay ҆ఆݍʢ͋Δ͍ಛҟݍʣ

CMR = Dsg(R) (d− 1)-CYͰ͋Δɻ

Ϋϥελʔཧʹ͓͍ͯେͳ֓೦͕࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɻ

ఆٛ 2.3 ([18, 7, 23]). dΛਖ਼ͷͱ͢Δɻݍ֯ࡾ T ͷର X ͕

addX = {Y ∈ T | 0 < i < d ʹରͯ͠ HomT (X,Y [i]) = 0}
= {Y ∈ T | 0 < i < d ʹରͯ͠ HomT (Y,X[i]) = 0}

Λຬͨ͢ͱ͖ dΫϥελʔର (d-cluster tilting object)Ͱ͋Δͱ͍͏ɻ

ಛʹ 2 Ϋϥελʔର͕Ϋϥελʔʹ͓͚ΔΫϥελʔʢஂʣͷରԠͰ͋ΓɺΫϥελʔͷ

ʹ͔࣌Βຊ࣭తͰ͋Δɻಉ؍Խͷݍ d Ϋϥελʔରʢ͋Δ͍ d Ϋϥελʔ෦ݍʣݩ࣍ߴ

Auslander-Reitenཧ [18, 19]ͷͱͯ͠༗ݩ࣍ݶՄͷදݱ [23]Ͱॏཁͳ΄͔ɺ͞ΒʹඇՄ

ಛҟղফ [35]ͷྨࣅͱͯ͠༗ཧزԿֶͰݱΕΔɻ

ΫϥελʔରΛͭ CYݍ֯ࡾͷओཁͳΫϥε͕ɺҎԼʹड़ΔΫϥελʔݍͰ͋Δɻ

2.1 Buan-Marsh-Reineke-Reiten-TodorovΫϥελʔݍ

ઌड़ͷΑ͏ʹΫϥελʔݍΫϥελʔͷݍԽͷจ຺Ͱ Buan-Marsh-Reineke-Reiten-Todorov [7] ʹ

Αͬͯಋೖ͞Εͨݍ֯ࡾͰ͋Δɻ࠷جຊతͳΫϥελʔ͕ʢ༗ݶͰඇྠঢ়ͳʣᝪʹରͯ͠ఆٛ͞ΕΔΑ͏

ʹɺʮݩʯΫϥελʔݍ༗ݶඇྠঢ়ᝪ Qʹରͯͦ͠ͷಓଟݩ kQͷಋདྷݍͷيಓ2*ݍͱͯ͠

CQ := Db(mod kQ)/−⊗L
kQD(kQ)[−2] = Db(mod kQ)/τ−1[1]

ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔɻ͜͜ͰيಓݍΛͱΔͷʹؔͨͬख −⊗L
kQ D(kQ)[−2] Serreؔखͱ [−2]ͷ߹ ν2 Ͱ

͋Γɺ·ͨ Auslander-ReitenҠಈ τ Λ༻͍ͯ τ−1[1]ͱॻ͚Δɻ͕࣍ᝪͷΫϥελʔݍʹؔ͢Δ࠷جຊత

ͳ݁ՌͰ͋Δɻ

ఆཧ 2.4. QΛ༗ݶඇྠঢ়ᝪͱ͢Δɻ

(1) [26] CQ ࣗવͳݍ֯ࡾͷߏΛͪ࣋ɺ2-CYͰ͋Δɻ

(2) [7] kQ ∈ Db(mod kQ)ͷ CQ ʹ͓͚Δ૾ 2ΫϥελʔରͰ͋Δɻ

ҙ 2.5. ͳ͍ɻ্ͷఆཧͨ࣋Λߏͷݍ֯ࡾɺҰൠʹݍಓيͷݍ֯ࡾ (1)ʢͷલʣ Db(mod kQ)͕ಓ

ଟݩͷಋདྷݍͰ͋Δ͜ͱʹ͘ڧґଘͨ݁͠ՌͰ͋ΔɻҰൠʹݍ֯ࡾͷيಓݍͷΘΓʹɺͦͷแབྷݍ֯ࡾ

(triangulated hull)*3Λ͑ߟΔɻͦͷͨΊʹݍ֯ࡾͷ dg૿ڧ (enhancement)͕ඞཁͱͳΔɻ͜Εʹ͍ͭͯ

અͰ৮ΕΔɻ࣍

ᝪͷಓଟݩ kQҨతʢ=େҬ͕ݩ࣍ 1ҎԼʣͰ͋ΔͨΊͦͷಋདྷݍͷߏ؆໌Ͱ͋ΓɺΏ͑ʹΫϥε

λʔݍͷߏ໌ࣔ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ͷΫϥελʔ͕ݍΫϥελʔΛʮݍԽʯ͍ͯ͠Δ͜ͱΛඇࣗ໌ͳ

*2 Ճ๏ݍAͱͦͷ্ͷࣗݾಉؔܕख F ʹରͯ͠ɺAͷ F ʹΑΔيಓݍA/F ɺAͱಉ͡ର͔ΒͳΓࣹۭؒΛHomA/F (X,Y ) :=⊕
i∈Z HomA(F iX,Y )ͱ͢Δݍͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻ

*3 ຊߘͰيಓݍ T /F ͷแབྷݍ֯ࡾͱɺؔ֯ࡾख T → U Ͱ࣮ॆຬؔख T /F ↪→ U Λ༠ಋ͠૾͕ U Λੜ͢Δͷɺఔͷҙ
ຯͰ͜͏ͱʹ͢Δɻ
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؆୯ͳྫʢA2࠷ ΈΔɻͯ͠؍͍ͯ༺ʣΛܕ

ྫ 2.6. QΛ A2 ᝪܕ 1 !! 2 ͱ͢Δɻ

A2 ͷΫϥελʔAQܕ  5ͭͷΫϥελʔม x1, x2, (1+ x1)/x2, (1+ x2)/x1, (1+ x1 + x2)/x1x2 Ͱ

ੜ͞Εɺ͜ΕΒ͕ 5ͭͷΫϥελʔʹΈ͚͞ΕɺҎԼͷࠨͷަάϥϑΛͭ࣋ɻ

{x1, x2}
!!!!

!!!!

{ 1+x1
x2

, x1}

""""""""
{x2,

1+x2
x1

}
###

{ 1+x1+x2
x1x2

, 1+x1
x2

}

$$$

{ 1+x2
x1

, 1+x1+x2
x1x2

}

1⊕ 2

!!!!
!!!!

!!!!

5⊕ 1

""""""""""""
2⊕ 3

##
##

4⊕ 5

$$$$

3⊕ 4

Ұํ A2 ݍͷΫϥελʔܕ CQ ͷ Auslander-Reiten ᝪҎԼͷΑ͏ʹͳΓɺʢ5 ͭͷΫϥελʔมʹରԠ͠

ͯʣ5ͭͷطର͔ΒͳΔɻCQ ͷ 2Ϋϥελʔରʢ5ͭͷΫϥελʔʹରԠͯ͠ʣ1⊕ 2, 2⊕ 3, 3⊕
4, 4⊕ 5, 5⊕ 1ͷ 5ͭͰɺ͜ΕΒΓӈ্ͷΑ͏ͳަάϥϑΛͭɻ

· · ·

""$
$$

$$
$ 5

""$
$$

$$
$ 2

""$
$$

$$
$ 4

""$
$$

$$
$ 1

""$
$$

$$
$

4

########
1

########
3

########
5

########
· · ·

ΫϥελʔɺΫϥελʔݍͷ྆ऀ͔ΒಘΒΕΔܗ֯ޒͷަάϥϑ͕ಉܕͰ͋Δ͜ͱɺCQ ͕ AQ ΛݍԽ

͍ͯ͠Δ༷ͯݟ͕ࢠऔΕΔͩΖ͏ɻ

ΑΓҰൠʹɺଟ༷ͳΫϥελʔʹରͯͦ͠ΕΛݍԽ͢Δߏ͕ݍ֯ࡾ͞Ε͓ͯΓɺͦΕͧΕ͕ʮΫϥε

λʔݍʯͱݺΕ͍ͯΔɻ௨ৗ cluster characterͷଘࡏΛҎͬͯʮݍԽʯͱ͏ݴΑ͏Ͱ͋ΔɻΫϥελʔ

ͷݍԽͱͯ͠ͷΫϥελʔݍʹ͍ͭͯɺΑΓৄ͍͠ղઆ [28]Λࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠ɻ

2.2 AmiotΫϥελʔݍ

લઅͰɺΫϥελʔͷཱ͔Βඇྠঢ়ᝪʹର͢ΔΫϥελʔͷݍԽɺతʹҨతଟݩʹ

ର͢ΔΫϥελʔݍͷఆٛΛઆ໌ͦ͠ͷྫΛͨݟɻͰ࣍ʹඇྠঢ়Ͱͳ͍ᝪͰͲ͏͔ɺ͋Δ͍େҬ͕ݩ࣍ 1

Λ͑Δʹର͢ΔΫϥελʔݍఆٛͰ͖Δͷ͔ɺͱ͍͏ͷࣗવͳ͍Ͱ͋Δɻ͜ͷʹඍ͖࣍

 (differential graded algebra, dg)Λ༻͍Δ͜ͱʹΑͬͯಉ࣌ʹ͑Λ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

͜ͷઅͰ dg Λ༻͍ͨΫϥελʔݍͷߏΛղઆ͢Δɻѻ͏༰ Keller [26, 29], Amiot [1], Guo

ͨ·ɻͮ͘جʹ[13] Amiot-Guo-KellerʹΑΔΫϥελʔݍͷߏΛҰൠԽͨ͠Έ͕ [22]Ͱ༩͑ΒΕ͍ͯ

Δɻ·ͣ dgͱͦͷಋདྷݍͷఆٛΛ؆୯ʹड़͓ͯ͘ɻdgʢ dgݍʣͷಋདྷݍʹؔ͢Δجຊతͳ߲ࣄ

 [25]Λࢀর͞Ε͍ͨɻ

ఆٛ 2.7. ඍ͖࣍ʢdgʣͱ͖࣍ k  A =
⊕

i∈Z A
i Ͱ͋ͬͯ࣍ +1ͷඍ dΛͪ࣋ɺ

֤ a ∈ Ap, b ∈ Aʹରͯ͠ Leibnizଇ d(ab) = da · b+ (−1)pa · dbΛຬͨ͢ͷΛ͍͏ɻ

༿Λ༻͍Εɺdgݴͷݍ k ϕΫτϧۭؒͷෳମͷͳ͢ରশϞϊΠμϧݍͰ enrich͞ΕͨͰ͋Δɻ

dgͷ؆୯ͳྫΛ͓ͯ͛͘ڍɻ

• ௨ৗͷ k ࣍ 0ʹूதͨ͠ dgͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

• ͖͕༩͑ΒΕΔͱɺͦΕΛඍ͕࣍ 0ͷ dgͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

༩͑ΒΕͨ dg  A ʹରͯ͠ dg A Ճ܈ͷݍʢͷϗϞτϐʔݍʣΛٖಉܕͰہॴԽ͢Δ͜ͱͰ A ͷಋདྷݍ

D(A) ͕ಘΒΕΔɻ͜Ε࣍ͣΒ͠ʢ=ෳମͷγϑτʣ[1] Λݒਨؔखͱͯ͠ݍ֯ࡾͭ࣋Ͱ͋Δɻྫ͑ A
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͕௨ৗͷͷͱ͖ɺdg A Ճ܈ͱ A Ճ܈ͷෳମͰ͋Γɺdg  A ͷಋདྷݍ D(A)  A Ճ܈ͷݍͷಋདྷݍ

D(ModA)Ͱ͋Δɻ

ಋདྷݍ D(A)ͷ෦ݍΛ 2ͭ༻ҙ͠Α͏ɻ

• perA := thickD(A) AΛ AͰੜ͞ΕΔ thick෦ݍʢҼࢠͰด͡Δॆຬ֯ࡾ෦ݍʣͱ͢Δɻ͜

ΕΛ Aͷશಋདྷݍ (perfect derived category)ͱ͍͏ɻ

• Db(A) := {M ∈ D(A) | dim
(⊕

i∈Z H
iM
)
< ∞}ɺ͢ͳΘͪίϗϞϩδʔ͕༗ݩ࣍ݶͷ dgՃ܈ͷͳ͢

Λݍ෦֯ࡾ Db(A)ͱ͢Δɻ

ྫ͑ A͕௨ৗͷͷͱ͖ perA༗ݶੜࣹӨՃ܈ͷ༗քϗϞτϐʔݍ Kb(projA)Ͱ͋Δɻ

dgͷಋདྷݍͷว͢ࡏΔ͜ͱ࣍ͷ Kellerͷఆཧ [25]͔Β͔Δɻ

ఆཧ 2.8. తݍ֯ࡾͰ 1ͭͷରͰੜ͞ΕΔ*4ͷɺ͋Δ dgͷશಋདྷݍͱ֯ࡾಉͰ͋Δɻ

Ϋϥελʔݍͷߏʹॏཁͳͷɺ࣍ͷ Ginzburg [12]ͷҙຯͷ Calabi-Yau dgͰ͋Δɻdg Aʹର

ͯͦ͠ͷแབྷଟݩ Aop ⊗k AΛ Ae Ͱද͢ɻ

ఆٛ 2.9. AΛ dgͱ͢Δɻ

1. A͕ (homologically) smoothͰ͋ΔͱɺA͕྆ଆՃ܈ͱͯ͠શɺ͢ͳΘͪ A ∈ perAe Λຬͨ͢͜

ͱΛ͍͏ɻ

2. A͕ n-Calabi-YauͰ͋ΔͱɺA͕ smoothͰ͋ΓɺD(Ae)ʹ͓͍ͯ࣍ͷಉ͕ܕΓཱͭͱ͖Λ͍͏ɻ

RHomAe(A,Ae)[n] # A

CY dgͷఆٛʹ͍͍͔ͭͯͭ͘ίϝϯτΛ͓ͯ͘͠ɻ

ҙ 2.10. 1. dg Aͷ smoothੑͷେҬݩ࣍ͷ༗ੑݶͷྨࣅͰ͋Δɻ࣮ࡍɺ༗ݩ࣍ݶ Aʹର

ͯ͠ɺA͕ʢdgͱͯ͠ʣsmoothͰ͋Δ͜ͱ AͷେҬݩ࣍ͷ༗ੑݶͱಉͰ͋Δ*5ɻ

2. AΛ smoothͳ dgͱ͢ΔͱɺX ∈ Db(A), Y ∈ D(A)ʹରͯࣗ͠વͳಉܕ

DRHomA(X,Y ) # RHomA(Y ⊗L
A RHomAe(A,Ae), X)

͕ଘ͢ࡏΔʢ[27, Lemma 4.1]ʣɻैͬͯؔख −⊗L
A RHomAe(A,Ae)ʢՄٯͳΒʣSerreؔखͷٯΛ

༩͑ΔͷͰɺRHomAe(A,Ae)ٯରԽෳମ (inverse dualizing complex)ͱݺΕΔɻ

3. ্ͷಉ͔ܕΒ A͕ n-CYͰ͋Δͱ͖ɺͦͷ༗ݩ࣍ݶಋདྷݍ Db(A) n-CYͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɻ

CY dgͷྫΛ༩͑Δͷʢఆ͕͔ٛ͠͞Βਪ͞ΕΔΑ͏ʹʣඇࣗ໌ͳ͜ͱͰ͋Δ͕ɺCalabi-Yau

උԽͦͷมܗ (deformation)ͱͯ͠ମܥతͳߏ͕ΒΕ͍ͯΔɻ

ఆٛ 2.11. 1. [12] (Q,W )Λϙςϯγϟϧ͖ᝪ*6ͱ͢Δɻ࣍ͷΑ͏ʹಘΒΕΔ dg kQ̂ΛGinzburg

dgͱ͍͍ Γ3(Q,W )Ͱද͢ɻ

• ֤ a ∈ Q1ʢͷू߹ʣʹରͯ࣍͠ −1ͷ͖ٯͷ a∗ Λ͚Ճ͑Δɻ

• ֤ i ∈ Q0ʢͷू߹ʣʹରͯ࣍͠ −2ͷϧʔϓ ti Λ͚Ճ͑Δɻ

͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕΔᝪΛ Q̂ͱ͓͘ɻ

• Q̂ ্ʹඍΛ da∗ = ∂aW , dti = ei(
∑

a∈Q1
(aa∗ − a∗a))ei ͰఆΊΔɻͨͩ͠ ∂a  a ʹ͓͚Δ

cyclic derivative, ei  iʹ͓͚Δ͖ݩɻ

*4 ʮੜʯͱʢ͜͜ͰʣͦͷରΛؚΉ࠷খͷ thick෦͕ݍશମͰ͋Δ͜ͱɻ
*5 ମૅج k ͷશੑΛ͍ͯͬΔɻ
*6 [9]ͷҙຯɻ͢ͳΘͪ QᝪͰW ͦͷαΠΫϧͷઢ݁ܗ߹Λ up to cyclic permutationͰͨݟͷͰ͋Δɻ
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2. [29] AΛ smoothͳ dgɺd ∈ Z, θd → RHomAe(A,Ae)[d]ΛAeՃ܈ͱͯ͠ͷ cofibrant resolution*7

ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ςϯιϧ

Πd+1(A) := A⊕ θd ⊕ (θd ⊗A θd)⊕ · · ·

Λ Aͷ (d+ 1)-Calabi-YauඋԽ (Calabi-Yau completion)ͱ͍͏ɻ

ఆཧ 2.12 (Keller [29]). 1. ϙςϯγϟϧ͖ᝪ (Q,W )ͷ Ginzburg dg Γ3(Q,W ) 3-CYͰ͋Δɻ

2. smoothͳ dg Aͷ (d+ 1)-Calabi-YauඋԽ Πd+1(A) (d+ 1)-CYͰ͋Δɻ

AmiotΫϥελʔݍ͜ͷΑ͏ͳ CY dgʢͰଟগͷίϗϞϩδʔͷ݅Λຬͨ͢ͷʣʹରͯ͠ఆٛ͞

ΕΔɻΠ͕ smoothͳΒಋདྷݍͷแؚ Db(Π) ⊂ perΠ͕͋Δ͜ͱʹҙ͢Δɻ

ఆཧ-ఆٛ 2.13 (Amiot [1]). d ≥ 2ΛɺΠΛ (d + 1)-CY dgͰ H>0Π = 0, H0Π͕༗ݩ࣍ݶͰ͋Δ

ͷͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖
C(Π) := perΠ/Db(Π)

 d-CYݍ֯ࡾͰ Π ∈ perΠͷ૾ C(Π)ͷ dΫϥελʔରΛ༩͑Δɻ͜ͷ C(Π)Λ ΠͷΫϥελʔݍͱ

͍͏ɻ

͜͏ͯ͠ᝪͷΫϥελʔݍ CQ ͷҰൠԽͱͯ͠ɺJacobi ༗8*ݶͳϙςϯγϟϧ͖ᝪʹରͯ͠ɺͦͷΫϥε

λʔݍ C(Q,W ) ͕ Ginzburg dgͷΫϥελʔݍ C(Γ3(Q,W ))ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻQ͕ඇྠঢ়ʢ͜ͷͱ͖ඞ

વతʹW = 0ʣͷ߹ C(Q,0) = CQ Ͱ͋Δɻ
·ͨʢҨతͱݶΒͳ͍ʣ༗ݩ࣍ݶ AͷΫϥελʔݍɺ্ͷఆཧΛ Aͷ CYඋԽʹରͯ͠ద༻͢

Δ͜ͱͰఆٛ͞ΕΔɻ͜ͷߏ͕ CQ ͷҰൠԽΛ༩͍͑ͯΔ͜ͱΛগ͠ৄ͘͠આ໌͢Δɻd ≥ 2 ΛɺA Λ

νd ༗9*ݶͳ༗ݩ࣍ݶɺΠ = Πd+1(A) Λ A ͷ (d + 1)-CY උԽͱ͢ΔɻCY උԽͷఆ͔ٛΒࣗવͳࣹ

A → Π͕͋Δɻ

ఆཧ-ఆٛ 2.14 (Amiot [1]). dgͷࣹ A → Π͔ΒಘΒΕΔ −⊗L
A Π : Db(A) → perΠ࣮ॆຬؔख

−⊗L
A Π : Db(modA)/νd

! " !! C(Π)

Λ༠ಋ͠ Db(modA)ͷแབྷݍ֯ࡾΛ༩͑Δɻ͜ͷ C(Π)Λ Aͷ dΫϥελʔݍͱ͍͍ Cd(A)Ͱද͢ɻ

ಛʹຒΊࠐΈ Db(modA)/νd ↪→ Cd(A) ͕ଘ͠ࡏɺCd(A)  d-CY Ͱݍ֯ࡾ A ∈ Db(modA) ͷ૾Ϋϥε

λʔରΛ༩͑Δɻ͜͏ͯ͠ఆཧ 2.14ఆཧ 2.4ͷҰൠԽͰ͋Δ͜ͱ͕͔ΔɻʢCQ = C2(kQ)Ͱ͋Δɻʣ

AmiotͷΫϥελʔݍͷߏ 2.13ʢநతͰ͋Δ͕ɺͦͷʣΫϥελʔରΛͭ࣋ CYݍ֯ࡾͷʮඪ

४ܕʯͱ͑ߟΒΕ͍ͯΔɻྫ͑ΫϥελʔཧͰݱΕΔଟ͘ͷ CY͕ݍ֯ࡾఆཧ 2.13, 2.14ͷܗͰݱΕΔ

͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [1, 3, 21, 2, 34]΄͔ɺΫϥελʔରʢͷྨࣅʣΛͭ CYݍ֯ࡾΛ͋Δ dg ΠΛ

༻͍ͯఆٛ 2.13ͷهʹܗड़Ͱ͖Δ͜ͱ͕͔͍ͬͯΔ [24, 15]ɻ

*7 ௨ৗͷ্ͷ projective resolution ͷྨࣅɻྫ͑ಋདྷςϯιϧੵ M ⊗L
A N  cofibrant resolution P → M ΛͱΔ͜ͱͰ

P ⊗A N ͱͯ͠͞ࢉܭΕΔɻ
*8 Γ3(Q,W )ʹର͢ΔίϗϞϩδʔͷ݅ͷ͍͑ݴɻH0Γ3(Q,W )͕ JacobiͱݺΕΔ͜ͱʹΑΔɻ
*9 Πd+1(A)ʹର͢ΔίϗϞϩδʔͷ݅ͷ͍͑ݴɻྫ͑ʮେҬ͕ݩ࣍ dະຬ⇒νd ༗ݶ⇒େҬ͕ݩ࣍ dҎԼʯ͕Γཱͭɻ
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3 ओఆཧ

3.1 తࣜܗ dgͷΫϥελʔݍ

զʑͷత AmiotͷΫϥελʔݍ 2.13Λཧղ͢Δ͜ͱͰ͋Δɻྫ͑ఆཧ 2.14ͷΑ͏ʹɺCY dg Π

͕༗ݩ࣍ݶ Aͷ CYඋԽͰ͋Δ߹ ΠͷΫϥελʔݍ Aͷಋདྷݍͷيಓݍͷแབྷݍ֯ࡾͱͯ͠ද

ࣔ͞Εͨɻ͜ͷΑ͏ʹ AmiotΫϥελʔݍͷཧղͱͯ͠ɺಋདྷݍͷيಓݍͦͷଞͷݍ֯ࡾͱͷݍಉΛ༩͑

Δ͜ͱ͕ඪͰ͋Δɻ

ຊߘͰ AmiotΫϥελʔݍΛ͑ߟΔ CY dgͱͯࣜ͠ܗత (formal)ͳͷΛѻ͏ɻ͜͜Ͱඍ͕ 0ͷ

dgʢͱٖಉܕʣͳͷΛࣜܗత dgͱ͍͏ɻͦ͜ͰʢdgͰͳ͍ʣ௨ৗͷ͖͔࣍ΒٞΛ͡Ί

Δɻ·ͣʢdgͰͳ͍௨ৗͷʣCYͷఆٛΛड़Δɻ

ఆٛ 3.1. R =
⊕

i∈Z RiΛ͖࣍ͱ͢ΔɻR͕ n-Calabi-YauͰ aෆมྔ aΛͭ*10ͱɺR͕ smooth

Ͱ͋Γ͖࣍྆ଆՃ܈ͷಋདྷݍ D(ModZRe)ʹ͓͍ͯಉܕ

RHomRe(R,Re)(a)[n] # R

͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛ͍͏ɻ

smoothͰ୯७Ͱͳ͍ෛ͖࣍ͷ aෆมྔͭͶʹਖ਼Ͱ͋Δɻ௨ৗͷ CYʢCY dgͱൺ

ͯʣྫ͕Α͘ΒΕ͍ͯΔɻ

ྫ 3.2. 1. R = k[x1, . . . , xn]Λ nมଟ߲ࣜɺdeg xi = ai ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ R n-CYͰ aෆมྔ

−
∑n

i=1 ai Ͱ͋Δɻ

2. k Λඪ 0ͷดମɺGΛ SLn(k)ͷ༗ݶ෦܈ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖Ͷ͡Ε܈ R = k[x1, . . . , xn] ∗ G
 n-CYͰ͋Δɻ

3. QΛ࿈݁ͳ non-DynkinᝪɺRΛͦͷલࣹӨଟݩ (preprojective algebra)ͱ͢Δɻ͢ͳΘͪԼͷΑ͏

ʹ R Qʹ͖ٯͷΛ͚Ճ͑ͨᝪ QͱؔࣜͰදࣔ͞ΕΔͰ͋Δɻ

Q = · · · !! ◦
α !!$$ ◦ !!
α∗

$$ · · ·$$ , R = kQ/(
∑

α∈Q1
(αα∗ − α∗α))

 a Λ͖ʹͱΓɺ֤ α ʹରͯ͠ degα + degα∗ = −a Λຬͨ͢Α͏ʹ࣍Λ༩͑Δɻʢྫ͑

degα = 0, degα∗ = 1.ʣ͢Δͱ R 2-CYͰ aෆมྔ aΛͭɻ

4. ΑΓҰൠʹ AΛ nແݶදܕݱͷ༗ݩ࣍ݶͷ (n+ 1)લࣹӨଟݩ (n+ 1)-CYͰ͋Δɻ

ଞʹඪ४ଋͷશۭؒͳͲͷزԿతͳঢ়گ [5, 8]μΠϚʔܕ [6]͔ΒݱΕΔྫͳͲ͕ΒΕ͍ͯΔɻ

1ͭͷ݁ՌɺCY dgΛ͜ͷΑ͏ʹൺֱతΑ͘ΒΕ͖ͨ࣍ CY͔ΒૉʹߏͰ͖Δ͜ͱ

Λओு͢Δɻ

ఆཧ 3.3. RΛ͖࣍ n-CYͰ aෆมྔ aΛͭ࣋ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ Rdg ූ߸ͷͶ͡ΕΛআ͍ͯʢdg

ͱͯ͠ʣ(n+ a)-CYͰ͋Δɻ

ैͬͯྫ ͷͨ͛ڍʹ3.2 dgͱͯ͠ʢූ߸Λআ͍ͯʣCYͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɻଟ߲ࣜͷ߹ͩ

͚վΊͯड़͓ͯ͜͏ɻ

ྫ 3.4. R = k[x0, x1, . . . , xd]Λ (d+ 1)มଟ߲ࣜɺdeg xi = −ai ͱ͢Δɻ

*10 ʮGorenstein parameter͕ −aͰ͋ΔʯͱݴΘΕΔɻ
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• R͖࣍ͱͯ͠ (d+ 1)-CYͰ aෆมྔ a =
∑d

i=0 ai Ͱ͋Δɻ

• RΛඍ͕ 0ͷ dgͱݟͳ͢ͱ up to signͰ (d+ a+ 1)-CYͰ͋Δɻ

͜͏ͯ͠ CY dgͷߏ͕Ͱ͖ͨͷͰɺ࣍ͷඪ C(Rdg)ͷදࣔΛ༩͑Δ͜ͱͰ͋ΔɻఆཧΛड़Δͨ

Ίʹ͍͔ͭ͘ݴ༿Λ४උ͢Δɻ͖࣍ CY Rʹରͯͦ͠ͷ͖࣍Ճ܈ͷಋདྷݍ D(ModZR)ͷ֯ࡾ෦

ݍΛ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

• perZR := thick{R(i) | i ∈ Z}, ͢ͳΘͪࣗ༝Ճ܈Ͱੜ͞ΕΔ thick෦ݍɻ͜Ε༗ݶੜࣹӨՃ܈

ͷϗϞτϐʔݍʹଞͳΒͳ͍ɿperZR # Kb(projZR). ͞Βʹ R͕ωʔλʔͷͱ͖ʢେҬݩ࣍ͷ༗ੑݶ

͔Βʣ͜Ε༗ݶੜ͖࣍Ճ܈ͷಋདྷݍ Db(modZR)ʹ͍͠ɻ

• Db(flZR)Λ͞༗ݶ RՃ܈ͷಋདྷݍͱ͢Δɻͨͩࣗ͠વͳࣹ Db(flZR) → D(ModZR)࣮ॆຬͰ͋

Δ͜ͱΛ༻͍ͯ D(ModZR)ͷ෦ݍͱݟͳ͍ͯ͠Δɻ

Rͷ smoothੑ͔Β্ͷ 2ͭͷ෦ݍแؚؔ Db(flZR) ⊂ perZRΛͭɻͦ͜Ͱ

qperZR := perZR/Db(flZR)

ͱఆΊΔɻR ͕ωʔλʔͷͱ͖ qperZR = Db(modZR)/Db(flZR) Ͱ͋Γɺ͜ΕதͷΞʔϕϧݍͷ

Serre  qmodZR := modZR/ flZR ͷಋདྷݍͱಉͰ͋Δɻ͜ͷΞʔϕϧݍ Artin-Zhang ͷඇՄࣹӨε

ΩʔϜ [4]Ͱ͋Γɺैͬͯݍ֯ࡾ qperZRͦͷಋདྷݍͷྨࣅͰ͋Δɻ

ͯ͞ɺ͖࣍ͷಋདྷݍ D(ModZR)ͱ dg Rdg ͷಋདྷݍ D(Rdg)Λൺֱ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ࣍

͖Ճ܈ͷෳମX = (· · · → Xi−1 → Xi → Xi+1 → · · · )ʹରͯ͠ɺ͖࣍ RՃ܈ TotX :=
⊕

i∈Z X
i(−i)

ʹෳମX ͷඍ͔ΒඍΛ༩͑ͨશෳମ (total complex)*11ͱͯ͠ɺdg Rdg Ճ͕܈ఆ·Δɻ͜ͷରԠؔ֯ࡾ

ख Tot: D(ModZR) → D(Rdg)Λ༩͑Δɻ࣍ͷ 2ͭͷఆཧɺ͜Ε͕ΫϥελʔݍͷϨϕϧʹྑ͍ܗͰؔख

Λ༠ಋ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ

ఆཧ 3.5. R =
⊕

i≤0 Ri Λෛ͖࣍ CYͰ aෆมྔ aΛͪɺR0 ༗ݩ࣍ݶͰ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖

Tot࣮ॆຬؔख

qperZR/(−1)[1] !
"

!! C(Rdg)

Λ༠ಋ͠ɺͦͷ૾ C(Rdg)Λੜ͢Δɻ͢ͳΘͪ C(Rdg)يಓݍͷแབྷݍ֯ࡾͰ͋Δɻ

্ͷఆཧʹΑͬͯʮΫϥελʔݍΛيಓݍͱͯ͠දࣔ͢Δʯ͜ͱͰ͖͕ͨɺࠨลΛ༗ݩ࣍ݶͷݴ༿Λ

ॻ͖͢͜ͱͰͯͬ C(Rdg) ͷҙຯΛΑΓྑ͘ཧղ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɻͦͷաఔͰຊ࣭తʹॏཁͳͷ͕࣍ͷ

Minamoto-MoriͷఆཧͰ͋Δɻ

ఆཧ 3.6 ([33]). R =
⊕

i≤0 Ri Λෛ͖࣍ CYͰ aෆมྔ aΛͪɺR0 ͕༗ݩ࣍ݶͰ͋Δͱ͢Δɻ͜

ͷͱ͖ T =
⊕a−1

i=0 R(−i) qperZRͷର*12Ͱ͋Δɻैͬͯ A = EndqperZR(T )ʹରͯ֯͠ࡾಉ

qperZR # Db(modA)

͕ଘ͢ࡏΔɻ

ҙ 3.7. 1. R ͕ଟ߲ࣜ k[x0, x1, . . . , xd] Ͱ deg xi = −1 ͷͱ͖ qperZR = Db(cohPn) Ͱ͋ΓɺT 

Beilinson ͷϕΫτϧଋ T =
⊕d

i=0 O(i) ʹଞͳΒͳ͍ɻ͜ͷҙຯͰఆཧ 3.6  Beilinson ͷఆཧͷඇ

*11 ͭ·Γ TotX  X Λʮλςʯͷඍ͕ 0ͷೋॏෳମͱݟͳͨ͠ͱ͖ͷೋॏෳମͷ totalͰ͋Δɻ
*12 ݍ֯ࡾ T ͷੜݩ T Ͱ HomT (T, T [ &=0]) = 0Λຬͨ͢ͷΛର (tilting object)ͱ͍͏ɻޙड़ͷఆཧ 3.14(3)ͷΑ͏ʹର
֯ࡾಉΛಋ͘ɻ͜Ε Kellerͷఆཧ 2.8ͷ݁ؼͰ͋Δɻ
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Մ൛Ͱ͋ΔɻT ͷࣗݾ४ಉܕ A BeilinsonͱݺΕɺҎԼͷᝪͱؔࣜͰදࣔ͞ΕΔɻ

A : 0
x0 !!

···

xd

!! 1
x0 !!

···

xd

!! · · ·
x0 !!

···

xd

!! d , xixj = xjxi

2. R ͕ (d + 1)-CY ͷͱ͖ఆཧ 3.6 ݩ࣍ݶΕͨ༗ݱʹ A  d ແݶදܕݱͰ͋Δɻ͜Εݩ࣍ߴ

Auslander-Reiten ཧͷ؍͔Βɺඇ Dynkin ᝪͷಓଟݩʢ=1 ແݶදܕݱʣͷݩ࣍ߴ൛ͱͯ͠ [17]

Ͱಋೖ͞ΕͨେҬ͕ݩ࣍ dͷͷΫϥεͰ͋Δɻ্هͷ Beilinson͕యܕతͳྫͰ͋Γɺ͜ͷΑ͏ͳ

ʢՄɾඇՄʣزԿతͳঢ়گͰ࢟Λ͜͢ݱͱ͕ଟ͍ [32, 33, 17, 8]ɻ

ఆཧ 3.6ͷ֯ࡾಉʹ͓͍ͯ SerreؔखΛൺֱ͢Δ͜ͱͰ࣍ͷՄਤࣜΛಘΔɻ

qperZR
%

(a)[d]

%%

Db(modA)

ν=−⊗L
ADA

%%
qperZR

% Db(modA)

͕ͨͬͯ͠Db(modA)ͷ d-Auslander-ReitenҠಈ νd = −⊗L
ADA[−d]ʹɺqperZR্ͷ (a)͕ରԠ͠ɺै ͬ

ͯ (1)ʹରԠ͢Δ Db(modA)ͷࣗݾಉͱͯ͠ νd ͷ aࠜΛఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɿ

ܥ 3.8. Db(modA)ͷ d-Auslander-ReitenҠಈ νd  aࠜΛͭ࣋ɻ

͜ͷ νd ͷ aࠜ ν1/ad ͱMinamoto-Moriͷఆཧ 3.6Λ༻͍ͯఆཧ 3.5ͷࠨลΛॻ͖͢ͱҎԼΛಘΔɻ

ܥ 3.9. ຒΊࠐΈ

Db(modA)/ν−1/a
d [1] !

"
!! C(Rdg)

͕ଘͦͯ͠ࡏͷ૾ C(Rdg)Λੜ͢Δɻैͬͯ C(Rdg) Db(modA)/ν−1/a
d [1]ͷแབྷݍ֯ࡾͰ͋Δɻ

͜͏ͯ͠ BMRRTΫϥελʔݍͱྨࣅͷ C(Rdg)ͷදࣔΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻಉ࣌ʹ Aͷ νd ͷʮaࠜΛ

͏ʯΫϥελʔݍɺਖ਼֬ʹ
ν−1/a
d [1] = (νd ◦ [−a])−1/a = ν−1/a

d+a

ͱࣜܗతʹม͢ܗΔ͜ͱͰɺ௨ৗͷ (d+ a)Ϋϥελʔݍ Cd+a(A)ͷʮa࣍८ճ܈ʹΑΔʯͰ͋Δͱཧղ͢Δ

͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

͜ͷఆཧΛ༻͍ͯ C(Rdg)Λ۩ମతʹهड़Ͱ͖ΔྫΛݟΔɻ

ྫ 3.10. R = k[x, y]Λ 2มଟ߲ࣜͰ࣍ deg x = deg y = −1Λͭͷͱ͢Δɻ͜Εʢ͖࣍ͱ

ͯ͠ʣ2-CYͰ aෆมྔ 2ͳͷͰɺఆཧ 3.3ΑΓ Rdg ʢdgͱͯ͠ʣූ߸ʹΑΔͶ͡ΕΛআ͍ͯ 4-CY

Ͱ͋Γɺʢup to signͰʣ3-CYͳݍ֯ࡾ C(Rdg)͕ಘΒΕΔɻ

ඇՄࣹӨεΩʔϜ qmodZR ʢՄͳʣࣹӨۭؒ P1 ্ͷ࿈ͷݍ cohP1 Ͱ͋Γɺఆཧ 3.6 ༩͑Β

ΕΔ༗ݩ࣍ݶ A =

(
R0 0

R−1 R0

)
 Kronecker ᝪ Q : ◦ && ◦ ͷಓଟݩͰ͋Δɻܥ 3.8 ΑΓ kQ ͷ

Auslaner-ReitenҠಈฏํࠜ τ1/2 ΛͪɺҎԼͷΑ͏ʹ Db(cohP1) # Db(mod kQ)ͷ Auslander-Reitenᝪ

্Ͱʮࠨʹ 1ͭͣΕΔʯؔखͰ͋Δɻ

· · ·
''

%%%%%%
O(−1)

''
%%%%%%

O(1)
''

%%%%
O(3)

''
%%%%%%

O(−2)

((&&&&
O

((&&&&&&
O(2)

((&&&&
· · ·

· · ·
''

%%%%%%
I1[−1]

''
%%%%

P1

''
%%

%
%%

%
◦

''
%%

%%
%%

%%

I0[−1]

((&&&&
P0

((&&&&&&
◦

((&&&&
&&&& · · ·

ఆཧ 3.5ͱܥ 3.9ΑΓҎԼͷ֯ࡾಉΛಘΔɻ

Db(cohP1)/(1)[1] # Db(mod kQ)/τ−1/2[1] # C(Rdg)
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ྫ͑ӈͷ֯ࡾಉ͔Β C(Rdg) ͷطର kQ Ճ܈ͱ P0[1] ͔ΒͳΔ͜ͱ͕͔Γɺ͜Εͪΐ͏Ͳ

C3(kQ)ͷͰ͋Δɻ

্ͷྫ͔Β࣍Λগ͠ม͑Δ͚ͩͰɺ༷ࢠͷҟͳΔྫ͕ಘΒΕΔɻ

ྫ 3.11. R = k[x, y]Λ 2มଟ߲ࣜͰ࣍ deg x = −1, deg y = −2Λͭͷͱ͢Δɻ͜Εʢ͖࣍

ͱͯ͠ʣ2-CYͰ aෆมྔ 3ͳͷͰɺఆཧ 3.3ΑΓ Rdg ʢdgͱͯ͠ʣ5-CYͰ͋Γɺ4-CYݍ֯ࡾ

C(Rdg)͕ಘΒΕΔɻ

ఆཧ 3.6Ͱ༩͑ΒΕΔ༗ݩ࣍ݶ A =





R0 0 0

R−1 R0 0

R−2 R−1 R0



Լͷ Ã2 ᝪܕ QͷಓଟݩͰ͋Δɻ

R(−1)
x

))'
''

'
1

))'
''

''

Q : =

R

x
**((((( y !! R(−2) 0

**(((((
!! 2

ܥ 3.8ΑΓ kQͷ Auslaner-ReitenҠಈ 3ࠜ τ1/3 Λͭɻͦͷ༷ࢠΛҎԼͷ Db(qmodZR) # Db(modA)

ͷ Auslander-ReitenᝪͰ͢؍Δɻ

◦
""$

$$
$

)))) ◦
""$

$$
$

))) R(−2)

""$
$$

)) R(−5)

◦
""$

$$
$

######
R(−1)

""$
$$

#####
R(−4)

""$
$$

$

#####

◦
""$

$$
$

######
R

""$
$$
$

#####
R(−3)

""$
$$

#####
◦

)) ◦

######
))) R(−2)

#####
)) R(−5)

######

◦
""$

$$
$

))) I2[−1]

""$
$$

))) P2

" "$
$$

$
)))) ◦

I1[−1]

""$
$$

#####
P1

""$
$$

$

#####
◦

""$
$$

$

######

I0[−1]

""$
$$

#####
P0

""$
$$

#####
◦

""$
$$

$

######
◦

I2[−1]

#####
))) P2

######
)))) ◦

######
))

Db(mod kQ)ͷ τ−1/3 ɺDb(qmodZR)ͷ (−1)ʹରԠ͢ΔࣗݾಉܕͳͷͰɺpreprojective component্Ͱ

ʮԁபʹԊͬͨ 1/3ճసʯͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɻ͜ͷ 3ࠜΛ༻͍ͯɺC(Rdg)Լͷ֯ࡾಉʹΑͬͯهड़

͞ΕΔɻ
Db(mod kQ)/τ−1/3[1] # C(Rdg)

ैͬͯ C(Rdg)ͷର kQՃ܈ͱ͏Ұͭ P0[1]͔ΒͳΓɺ͜Εͪΐ͏Ͳ kQͷ 4Ϋϥελʔݍ C4(kQ)ͷ

3ͷ 1Ͱ͋Δɻ

ᝪͷಓଟݩʹରͯͦ͠ͷ (1-)Auslander-ReitenҠಈ τ ͕͖ࠜΛͭඞཁ݅ΛɺҠಈᝪ (translation

quiver) ZQ [16]͕ τ ͷ͖ࠜΛͭඞཁे݅ͱͯ͠༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻᝪ Qͱ Q′ ʹରͯ͠ ZQͱ ZQ′

͕Ҡಈᝪͱͯ͠ಉܕͰ͋Δͱ͖ɺQͱ Q′ ಋདྷಉͰ͋Δͱ͍͏͜ͱʹ͢Δɻʢಓଟݩ kQͱ kQ′ ͕ಋདྷಉ

Ͱ͋Δ͜ͱɺͱͯͬݴΑ͍ɻʣ

ఆཧ 3.12. QΛ༗ݶඇྠঢ়ᝪɺaΛਖ਼ͷͱ͢ΔɻZQ͕ τ ͷ aࠜΛͭ࣋ͷɺQ͕ҎԼͷ (a), (b), (c)

Λຬͨ͢ᝪ Q′ ͱಋདྷಉͰ͋Δͱ͖ɺ·ͨͦͷͱ͖ʹݶΔɻ

(a) Q′ ͦͷॆຬ෦ᝪͱͯ͠ɺ͋Δᝪ T ͷ aݸͷίϐʔ T (0), T (1), . . . , T (a−1) Λͭɻ

(b) x ∈ T (i), y ∈ T (j) ʹରͯ͠ɺQ′ ʹ͕͋Δͷ i ≤ j ͷͱ͖ʹݶΔɻ

(c) T (i) Λ T (i+1)ʢͨͩ͠ T (a) := T (0)ʣʹૹΔ Q′ ͷͷஔɺQ′ ͷԼ෦άϥϑͷࣗݾಉܕʹԆͰ

͖Δɻ

ɺAuslander-ReitenҠಈͷ͖ࠜʹؔͯ͠ͻͱͭͷఆٛΛఏࣔͯ͠ΈΑ͏ɻʹޙ࠷
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ఆٛ 3.13. A Λ༗ݩ࣍ݶͰ a Λਖ਼ͷɺn ΛɺU Λ྆ଆ A Ճ܈ͷෳମͰ D(Ae) ʹ͓͍ͯ

U ⊗L
A · · · ⊗L

A U # DA[−n] Λຬͨ͢ͷͱ͢Δʢࠨล a ͷςϯιϧੵʣɻ͜ͷͱ͖ݸ A ͷ n Ϋϥελʔݍ

Cn(A)ͷ a࣍८ճΛ Db(modA)/−⊗L
AU ͷแབྷݍ֯ࡾͱͯ͠ఆΊΔ*13ɻ

͜ͷΑ͏ͳΫϥελʔݍͷ८ճྫ͑Մͷදݱʹࣗવʹ࢟Λ͢ݱɻ࣮ࡍʹɺ͋ΔΫϥεͷՄ

Gorensteinͷ Cohen-Macaulay҆ఆݍͱɺΫϥελʔݍͷ८ճͷ֯ࡾಉΛ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

3.2 ాܕఆཧ

લઅͰ CY͔Βग़ൃͯͦ͠ͷΫϥελʔݍͱͯ͠ɺd-Auslander-ReitenҠಈͷ͖ࠜΛ͏ʮ༗࣍ݶ

ݩ Aͷ (d + a)Ϋϥελʔݍͷ a࣍ͷ८ճ܈ʹΑΔʯ͕ಘΒΕΔ͜ͱΛͨ͠؍ɻ͜ͷઅͷతɺΫ

ϥελʔରΛͭ࣋ CYݍ֯ࡾΛɺͦͷΑ͏ͳ C(Rdg)ͷܗͷݍ֯ࡾͱͯ͠ྨ͢ΔɺాܕఆཧΛ༩͑Δ͜

ͱͰ͋Δɻʮాܕʯͱ͍͏ͷɺநతͳΞʔϕϧݍݍ֯ࡾͷத͔ΒɺͦΕΒͷయྫܕͰ͋ΔՃݍ܈ɺ࿈

ͷݍಋདྷݍΛɺ͋ΔରͷଘࡏʹΑͬͯಛ͚ͮΔ࣍ͷݹయతͳ݁ՌΛ͍ͯ͠ࢦΔɻ

ఆཧ 3.14. 1. [11] AΛΞʔϕϧݍͰࣹӨੜݩ (progenerator) P ∈ AΛͭͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ҎԼͷݍ
ಉ͕ଘ͢ࡏΔɻ

A # modEndA(P )

2. [4] AΛΞʔϕϧݍͰ O ∈ Aͱࣗݾಉܕ s : A → A͕๛ (ample) ͳର (O, s)Λͳ͢ͱ͢Δɻ͜ͷͱ

͖ҎԼͷݍಉ͕ଘ͢ࡏΔɻ
A # qmodZ(

⊕
i≥0 HomA(O, siO))

3. [25] T Λతݍ֯ࡾͰର (tilting object) T ∈ T Λͭͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ҎԼͷ֯ࡾಉ͕ଘࡏ
͢Δɻ

T # Kb(proj EndT (T ))

Ϋϥελʔݍͷจ຺ʹ͓͍ͯɺCQ ͳͲͷΫϥελʔݍΛΫϥελʔରͷଘࡏʹΑͬͯಛ͚ͮΔͷ͕
ʮాܕఆཧʯͱ͑ݴΑ͏ɻ͜ͷํͰΒΕ͍ͯΔ݁Ռຊ࣭తʹҎԼ͕શͯͰ͋Δɻ

ఆཧ 3.15. T Λత d-CYݍ֯ࡾͰ dΫϥελʔର T Λͭͱ͢Δɻ

1. (Keller-Reiten [31]) d = 2Ͱɺ͋Δඇྠঢ়ᝪ Qʹରͯ͠ EndT (T ) = kQͰ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ҎԼ

ͷ֯ࡾಉ͕ଘ͢ࡏΔɻ
T # CQ = Db(mod kQ)/τ−1[1]

2. (Keller-Murfet-Van den Bergh [30]) d = 3Ͱ EndT (T ) = k, dimk HomT (T, T [−1]) = m > 0ͱ͢Δɻ

͜ͷͱ͖ҎԼͷ֯ࡾಉ͕ଘ͢ࡏΔɻ

T # Db(mod kQm)/τ−1/2[1]

͜͜Ͱ Qm : ◦ )++ ◦ ͕mຊ͋ΔҰൠ Kroneckerᝪɺτ1/2  Auslander-ReitenҠಈ τ ͷࣗવʹ

ఆٛ͞ΕΔฏํࠜͰ͋Δ*14ɻ

ҙ 3.16. Ϋϥελʔͷ؍͔Β Keller-ReitenͷఆཧʮΫϥελʔݍͷҰҙੑʯΛओு͍ͯ͠Δɻ͢

ͳΘͪɺᝪ QͷΫϥελʔ AQ ͷݍԽ͕͖ͭ࣋ੑ࣭ʢ=ఆཧ 3.15(1)ͷԾఆʣΛຬͨ͢ݍ֯ࡾ CQ ͔͠
ͳ͍ɺͱ͍ͯͬݴΔɻಛʹ AQ ͷͭ࣋มҟͷΈ߹Θͤతߏݍ֯ࡾ CQ ʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔɻ

*13 ਖ਼֬ʹ Ψ → U Λ Ae Ճ܈ͱͯ͠ͷࣹӨղɺS = TAΨΛςϯιϧͱͯ͠ɺperS/Db(S)ʹΑͬͯఆٛ͢Δɻ
*14 ྫ͑ τ−1/2  preprojective componentͰྫ 3.10ͷΑ͏ʹʮͻͱͭӈʹʯͣΕΔɻ
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զʑͷओఆཧ্ͷ 2ͭʢͷେ෦ʣΛڞ௨ʹҰൠԽ͢ΔɺҨతଟ͔ݩΒੜ͡Δ CYݍ֯ࡾʹର͢Δా

ఆཧͰ͋Δɻܕ

ఆཧ 3.17. d ≥ 2 ΛɺT Λ d Ϋϥελʔର T Λͭత d-CY ͱ͢Δɻ͜͜Ͱݍ֯ࡾ H =

EndT (T ⊕ T [−1] ⊕ · · · ⊕ T [−(d − 2)]) ͕ҨతͰແݶදܕݱͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖ H ͷ Auslander-

ReitenҠಈ τ ࣗવͳ (d− 1)ࠜΛͪɺ֯ࡾಉ

T # Db(modH)/τ−1/(d−1)[1]

͕ଘ͢ࡏΔɻ

ྫ͑ d = 2ͳΒఆཧ 3.15(1)ͷKeller-ReitenͷఆཧʢͷඇDynkinͷ߹ʣΛ༩͑ɺd = 3Ͱ EndT (T ) =

k ͳΒఆཧ 3.15(2)ͷ Keller-Murfet-Van den Berghͷఆཧʢͷm ≥ 2ͷ߹ʣΛ༩͑Δɻ

·ͨԾఆʹݱΕͨ H = EndT (T ⊕ T [−1] ⊕ · · · ⊕ T [−(d − 2)]) ͷҨੑ͍ڧ݅ʹ͑ݟΔ͕ɺ͕࣍Γ

ཱͭɻ

ఆཧ 3.18. d ≥ 3 ΛɺT Λ d Ϋϥελʔର T Λͭ d-CY ͱ͢Δɻ͠ݍ֯ࡾ EndT (T ⊕ · · · ⊕
T [−(d− 3)])͕ҨతͳΒ H = EndT (T ⊕ · · ·⊕ T [−(d− 3)]⊕ T [−(d− 2)])ҨతͰ͋Δɻ

Ҏ্ΛΈ߹ΘͤΔͱ࣍ͷ͕݁ؼಘΒΕΔɻͨͩ͠ (2) EndT (T ⊕ T [−1]⊕ T [−2])ΛܾఆͰ͖Δ͜ͱओ

ு͍ͯ͠Δɻ

ܥ 3.19. T Λత d-CYݍ֯ࡾͰ dΫϥελʔର T Λͭͱ͢Δɻ

1. d = 3Ͱ EndT (T )͕ҨతͰ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ H = EndT (T ⊕ T [−1])ҨతͰ͋ΓɺH ͕ແ

Δɻ͢ࡏಉ͕ଘ֯ࡾͳΒҎԼͷܕݱදݶ

T # Db(modH)/τ−1/2[1]

2. d = 4Ͱ EndT (T ) = k, dimk HomT (T, T [−1]) = m > 0ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ҎԼͷ֯ࡾಉ͕ଘ͢ࡏΔɻ

T # Db(mod kQm)/τ−1/3[1]

͜͜Ͱ Qm ͕ m ຊ͋ΔҰൠ Ã2 ᝪɺτ1/3ܕ  Auslander-Reiten Ҡಈ τ ͷࣗવʹఆٛ͞ΕΔ 3 

ࠜ*15Ͱ͋Δɻ
◦

*,,
***

**
***

** ***
**

◦
+--+++++ +++++
+++++ )++ ◦

ँࣙ

ୈ 66ճֶγϯϙδϜʹ͓͍ͯߨԋͷػձΛ༩͍͑ͯͩ͘͞·ͨ͠ੈਓͷઌੜํʹँײਃ্͛͠·͢ɻ

ຊڀݚ JSPSՊݚඅ JP19J21165ͷॿΛड͚ͨͷͰ͢ɻ
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݈Ұࡔ ∗"
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େԼୡࢯɺ࣍ށਓࢯɺాࢁҰࢯلɺࢁຊमࢯ࢘ɺഡࢯܒݪͱͷڞಉڀݚʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻ

Contents

1. ͡Ίʹ 1
2. ৽୩ੜྨ 3
2.1. ༗ཧମͷ߹ 3
2.2. ૯࣮ମͷ Lerchθʔλؔ 4
2.3. ৽୩θʔλؔͱͦͷؔ 6
2.4. ৽୩ੜྨ 9
3. ϙϦϩά 11
3.1. ๏܈ͷϙϦϩάͷߏ 11
3.2. ϗοδ࣮ݱͱ Beilinson༧ 13
3.3. ૯࣮ମͷಉมϙϦϩά 15
3.4. ϓϨΫςΟοΫߏͱ༧ 16
References 19

1. ͡Ίʹ

චऀࠓ·ͰɺʮϙϦϩάʯͱݺΕΔزԿతରʹڵຯΛڀݚͯͬ࣋ΛਐΊͯདྷͨɻ

༗ཧؔ

G(t) := t
1 − t

Λ͑ߟΔɻ k > 0ʹରͯ͠ɺݹయతͳϙϦϩάؔ Lik(t)ɺؼೲతʹ

Li1(t) :=
∫ ∞

0
G(s)ds

s
, Lik+1(t) :=

∫ ∞

0
Lik(s)

ds
s

(k ≥ 1)(1)

ͱ෮ੵͰఆٛ͞ΕΔɺC \ {1}্ͷଟՁਖ਼ଇؔͰ͋ΔɻϙϦϩάؔ 0ͷपΓͰ

Lik(t) =
∞∑
n=1

tnn−k

ͱႈڃදࣔ͞Εɺ͜ͷؔͷ 1ͷႈࠜͰͷͷઢܕͱͯ͠ɺDirichlet L ؔͷਖ਼ͷ
ͰͷΛॻ͖ද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ͷ͔࣮ࣄΒɺϙϦϩάؔɺಛʹ Lؔͷಛ

Date: December 28, 2021.
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2 ݈Ұࡔ

घͷڀݚͱਂ͍ؔʹ͋Δɻ͜ΕΒϙϦϩάؔ DeligneʹΑΓɺࠞ߹ϙϦϩάͱݺ
ΕΔ C \ {0, 1}্ͷࠞ߹࣮ Hodgeߏͷมܗʢvariation of mixed R-Hodge structuresʣͷप
ͱͯ͠ղऍ͕༩͑ΒΕͨɻ·ͨɺ͜ͷࠞ߹ϙϦϩάɺBeilinsonͱDeligneʹΑΓɺؔظ
C \ {0, 1}্ͷϞνϏοΫͳࠞ߹ͷHodge࣮ݱͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εͯɺ͜ͷϞνϏοΫͳࠞ
߹ʹରԠ͢ΔʮϙϦϩάʯͱݺΕΔϞνϏοΫίϗϞϩδʔͷݩɺt = 1Ͱཹ͕ 1ͱ
Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕͨɻݩΊͯ؆୯ͳίϗϞϩδʔతੑ࣭ͰҰҙతʹಛ͚ͮΒΕΔۃ͏͍

͜ͷ༷ͳීวతͳϞνϏοΫͳϙϦϩά͕ଘ͢ࡏΔͱ͍͏͕࣮ͦ͜ࣄɺ༷ʑͳزԿతʹॏ

ཁͳݱΛҾ͖͓ͯ͜͠ىΓɺDirichlet Lؔͷಛघʹ·ͭΘΔ Beilinson༧ [13, 23, 29]
 Bloch-BeilinsonՃ౻༧ [16]ͷূ໌ͷഎܠʹݱΕΔɻ
GmΛ๏܈ͱͨ͠ͱ͖ɺGm(C) \ {1} = C× \ {1} = C \ {0, 1}Ͱ͋Δ͜ͱ͔Βɺ্هͷϙϦ

ϩάɺ๏܈Gmʹର͢ΔͷͱཧղͰ͖ΔɻίϗϞϩδʔతಛ͚ͮΛͭϞνϏοΫ

ͳϙϦϩάͷߏɺBeilinson-Levin [15], Wildeshaus [35], Kings [26]ͳͲʹΑΓɺପԁۂઢ
ΑΓҰൠͷΞʔϕϧଟ༷ମͷ߹ʹ֦ு͞ΕͨɻۙɺHuber-Kings [24]ʹΑΓɺҰൠͷ
܈ͷ߹ʹɺ͜ͷ༷ͳϙϦϩάͷߏ͕༩͑ΒΕͨɻ͜ΕΒͷϙϦϩάΛزԿత

༧ͷূ໌ʹར༻͢ΔͨΊʹɺநతʹػցతʹఆٛ͞ΕͨϞνϏοΫͳϙϦϩάͷ༷ʑͳ

ͷϙϦϩ܈ͷݩ࣍ߴʹड़͢Δඞཁ͕͋ΔɻಛهΛɺLik(t)ͷ༷ͳ۩ମతͳؔͳͲͰݱ࣮
άΛ۩ମతʹهड़͢ΔࢼΈɺcurrentͳͲ࣮ղੳతͳؔΛ༻͍Δํ๏ [14, 17, 27]͕ΑΓҰ
ൠతͰ͕͋ͬͨɺචऀ͍··ͰʮϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱΛௐΔʯͱ͍͏ಠࣗͷΓ

యతͳϙϦϩάؔͷݹͷ߹ʹɺϞνϏοΫͳϙϦϩάͱ܈ΛਐΊͯདྷͨɻ๏ڀݚͰޱ

Λ༩͑Δ؊ɺ෮ੵؔ (1)ͷ࠷ॳͷඍࣜܗΛ༩͑Δ༗ཧؔ G(t) = t/(1 − t)Ͱ͋Δɻ
༗ཧؔ G(t)ɺ࣮ϞνϏοΫͳϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱͱͯ͠༩͑ΒΔ͜ͱ͕ূ໌Ͱ͖Δɻ
͜ͷ͜ͱ͔ΒɺΑΓҰൠతͳ߹ͷϙϦϩάʹ͍ͭͯɺυϥϜ࣮ݱΛ۩ମతʹܾఆ͢Δ͜

ͱɺͱͯॏཁͳ՝Ͱ͋Δɻ

චऀɺ๏܈ͷϙϦϩάͷ pਐ࣮ݱͷڀݚ [1]ɺڏ ݱମͷϙϦϩάͷϗοδ࣮࣍2 p
ਐ࣮ݱͷڞಉڀݚ [2,8–11]Λ௨ͯ͠ɺϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱɺ͋Δछͷʮීวతؔʯʹ
Αͬͯ༩͑ΒΕΔɺͱ͍͏ݧܦଇΛಘ͍ͯΔɻ૯࣮ମͳͲɺΑΓݩ࣍ߴͷ߹ʹ͍ͭͯ

ɺීวత͕ؔԿͰ͋Δ͔ඞͣ͠໌Β͔Ͱແ͔ͬͨɻݤͱͳͬͨͷۙ͞Ε

͍ͯΔɺ૯࣮ମͷ୯܈ʹΑΔ࡞༻ʹΑΔಉมੑͰ͋ΔɻචऀɺഡࢯܒݪɺాࢁҰل

ɺ૯࣮ମͷʹڞͱࢯ࢘ຊमࢁɺࢯ pਐ LؔͷߏͰKatz [25]ʹΑΓಋೖ͞Εͨ͋Δछ
ͷτʔϥεʹ͠ɺ৽୩ͷ৽୩θʔλؔͷؔͷཧΛ༻͍ͯɺ૯࣮ମ

ͷ߹ʹීวతͳؔͷׂΛՌͨ͢ඪ४తͳରΛɺ͜ͷτʔϥεͷಉมίϗϞϩ

δʔྨͱͯ͠ߏ͢Δ͜ͱʹޭͨ͠ [5, 6]ɻ͜ͷඪ४తͳಉมίϗϞϩδʔྨ͕ɺຊߘͷ
໊ʹ͋Δʮ৽୩ੜྨʯͰ͋Δɻ·ͨɺ͜ͷڀݚΛൃలͤͨ͞ࡏݱਐߦதͷڀݚͰɺେԼ

ୡࢯͱ࣍ށਓࢯΛڞಉऀڀݚͱͯ͠Ճ͑ɺಉม Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔཧͷଘ
Λ༩͑Δ͜ͱࣔݱΛԾఆͷͱɺ৽୩ੜྨ͕ɺ૯࣮ମͷ߹ͷϙϦϩάͷυϥϜ࣮ࡏ

͢͜ͱʹޭͨ͠ [7]ɻຊߘͰɺ͜ΕΒͷҰ࿈ͷڀݚΛղઆ͢ΔɻϙϦϩάͷັྗɺۃΊ
ͯநతͳϞνϏοΫͳରͱɺۃΊͯ۩ମతͳಛघ͕ؔීวతͳಛ͚ͮΛ௨ͯؔ͠

͢Δɺͱ͍͏ʹ͋ΔɻຊߘΛ௨ͯ͠ɺ͜ͷϙϦϩάͷັྗ͕গ͠ͰΘΕ͏ࢥ͘͠خɻ
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ຊߘͰɺ࣍ͷ §2Ͱɺ༗ཧମͷ߹ͷ LerchθʔλؔͱͦͷීวతؔͷཧΛ෮
शͨ͠ޙɺ૯࣮ମͷ߹ͷ LerchθʔλؔͷఆٛΛड़ɺ৽୩θʔλؔͱͦͷؔ
ͷཧΛઆ໌͠ɺ৽୩ੜྨͷߏͱੑ࣭ʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻ§3Ͱɺ·ͣ๏܈ͷϙ
Ϧϩάʹ͍ͭͯ෮श͠ɺ૯࣮ମͷ߹ͷτʔϥεʹਵ͢ΔಉมϙϦϩάͷߏʹ

͍ͭͯղઆ͢ΔɻಛʹɺυϥϜ࣮͕ݱ৽୩ੜྨͱҰக͢Δͱ͍͏݁ՌΛհ͢Δɻޙ࠷ʹɺ

Nekovarͱ SchollͷϓϨΫςΟοΫߏͷཧ [28]ΛԾఆͯ͠ɺ૯࣮ମʹਵ͢Δ
τʔϥεͷಉมϙϦϩά͕ຬͨ͢ͱظ͢Δ༧Λड़Δɻ

ֶγϯϙδϜͰߨԋͷػձΛ͍͖ͨͩɺੈਓͷօ༷ʹਂ͓ͯ͘͠ँײΓ·͢ɻಛ

ʹ࿈བྷΛ୲͍͍ͨͩͨਫٛلઌੜɺγϯϙδϜऀͷ३ઌੜʹɺେม͓ੈ

ʹͳΓ·ͨ͠ɻਂ͘ྱޚਃ্͛͠·͢ɻ

2. ৽୩ੜྨ

૯࣮ମͷHecke LؔͷಛघɺHilbertϞδϡϥʔଟ༷ମͷ EisensteinڃΛ༻͍ͯ
ͱɺ৽୩ੑΔํ͢ڀݚ [31]ʹΑΓग़͞Εͨɺ৽୩θʔλؔͱͦͷؔΛ༻͍ͯݚ
Δɻ৽୩ͷཧɺBarsky͕͋ੑΔํ͢ڀ [12] Cassou-Noguès [18]ʹΑΓɺ૯࣮ମͷ
pਐ Lؔͷߏʹ༻͍ΒΕͨɻ͜ͷཧͦͷޙɺSczech [30], Solomon [32,33], Hu–Solomon
[22], Hill [21], Spiess [34], Charollois–Dasgupta [19], Charollois–Dasgupta–Greenberg [20]ͳͲ
ͷڀݚʹΑΓɺ৽୩ίαΠΫϧͷཧͱൃలͯͨͬ͠ߦɻචऀΒ͜ͷҰ࿈ͷڀݚͱҟͳ

ΔࢹͰɺ૯࣮ମͷ߹ʹ LerchθʔλؔͷҰൠԽΛఆٛ͠ɺKatz [25]ʹΑΓಋೖ͞
Εͨ͋Δछͷτʔϥε্ͷಉมίϗϞϩδʔྨͱͯ͠ɺ͜ͷ Lerchθʔλؔͷීวత
ؔͷׂΛՌͨ͢ʮ৽୩ੜྨʯΛߏͨ͠ɻ͜ͷষͰɺ·ͣ༗ཧମͷ߹ʹʮීว

తؔʯʹ͍ͭͯ෮शͨ͠ޙɺ૯࣮ମͷ߹ͷ Lerchθʔλؔͷఆٛͱɺ৽୩ੜྨ
ͷߏʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻৄࡉ [5, 6]ʹॻ͔Ε͍ͯΔɻ

2.1. ༗ཧମͷ߹. ͜͜Ͱ༗ཧମͷ߹ʹɺීวతؔʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻ༗ཧମ
ͷ߹ͷHecke LؔͰ͋ΔDirichlet LؔɺLerchθʔλؔͱݺΕΔ͋Δछͷθʔλ
ؔͷઢܕͰද͞ΕΔɻ·ͣ Lerchθʔλؔͷఆ͔ٛΒ࢝ΊΔɻ
͍·ɺ1ͷ N ࠜ ξ ∈ C×Λ͑ߟΔɻҙͷ n ∈ Nʹରͯ͠ ξ(n) ! ξnͱ͓͘͜ͱΑΓɺႈ

ࠜ ξɺࢦඪ ξ : Z→ RΛ༩͑Δɻޙࠓɺ1ͷႈࠜ ξͱରԠ͢Δࢦඪ ξ : Z→ RಉҰ͢ࢹΔɻ

ఆٛ 2.1. ξ ∈ C×Λ 1ͷ N ࠜͱͯ͠ɺξ : Z → RΛରԠ͢Δࢦඪͱ͢Δɻξ ͷ Lerchθʔλ
ؔΛ

L(ξ, s) !
∞∑
n=1
ξ(n)n−s

ͱఆٛ͢Δɻ͜ͷڃ Re(s) > 1ͷ࣌ʹઈରऩଋ͠ɺશෳૉฏ໘ʹ sͷ༗ཧؔܕͱͯ͠ղ
ੳଓ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻ

ႈڃද͔ࣔΒҙͷ ξ " 1ͱ k > 0ʹରͯ͠

L(ξ, k) = Lik(ξ)
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͕ΓཱͭɻैͬͯɺLerchθʔλؔ L(ξ, s)ͷਖ਼ͷɺϙϦϩάؔ Lik(t)ͷႈࠜ
ξ " 1 ͰͷͰ͋ΔɻDirichletࢦඪ χ : (Z/NZ)× → C×Λ͑ߟΔɻ1ͷ N ࠜ ξ ∈ µN ʹର
ͯ͠

cχ(ξ) !
1
N

N∑
m=1
χ(m)ξ(−m)

ͱ͓͘ͱɺ༗ࢦݶඪͷ Fourierల։ΑΓɺҙͷ n ∈ Zʹରͯ͠

χ(n) =
∑
ξ ∈µN

cχ(ξ)ξ(n)

͕Γཱͭɻ͜ͷ͔࣮ࣄΒɺ

(2) L(χ, s) =
∞∑
n=1
χ(n)n−s =

∑
ξ ∈µN

cχ(ξ)
∞∑
n=1

cχ(ξ)ξ(n)n−s =
∑
ξ ∈µN

cχ(ξ)L(ξ, s)

ͱͳΓɺDirichlet LؔLerchθʔλؔͷઢܕͰॻ͚Δ͜ͱ͕ै͏ɻ্͔هΒɺDirichlet
L ؔͷಛघɺLerchθʔλؔͷಛघΛ௨ͯ͠ௐΒΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ༗ཧؔ
G(t)͕ʮීวతؔʯͰ͋Δ͜ͱͷҙຯɺG(t)Λ༷ʑͳ t = ξͰͷႈڃల։͕ɺL(ξ, s)
ͷෛͷͰͷͷؔͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱͰ͋Δɻ

ఆཧ 2.2. G(t) = t/(1− t)ͱͯ͠ɺ∂ = t d
dt ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺҙͷ 1ͷႈࠜ ξ ∈ C×, ξ " 1ͱ

 k ≥ 0ʹରͯ͠ɺ

∂kG(t)
##
t=ξ
= L(ξ,−k)

͕Γཱͭɻ

ඍ࡞༻ૉ ∂ = t d
dt ɺҙͷ n ∈ Nʹରͯ͠ ∂(tn) = ntn Λຬͨ͢࡞༻ૉͱͯ͠ಛͮ

͚ΒΕΔɻఆཧ 2.2ΑΓɺG(t)શͯͷࣗ໌Ͱͳ͍༗ࢦݶඪ ξ ͱඇਖ਼ͳ −k Ͱͷ Lerch
θʔλؔ L(ξ,−k)ͷΛ͍ͬͯΔ͜ͱ͕͔Δɻ̍ͭͷؔʹଟ͘ͷใ͕͞ࡏΕͯ
͍Δ͜ͱ͔ΒۃΊͯීวతͳͷͰ͋Γɺචऀ͕ʮීวతؔʯͱݺͿॴҎͰ͋Δɻؔ

G(t) = t/(1 − t)ɺ๏܈ Gm ! SpecQ[t, t−1]্ͷ༗ཧؔͰ͋ΓɺಛʹUZ ! Gm \ {1}ͱ
͓͘ͱɺ

G(t) ∈ H0(UZ,OGm )

ͱͳΔɻ

2.2. ૯࣮ମͷ Lerchθʔλؔ. ͜͜Ͱɺ૯࣮ମͷ LerchθʔλؔͷఆٛΛड़
ΔɻҎԼɺFΛ૯࣮ମͱͯ͠ɺOF Λͱ͢ΔɻF+Λ Fͷ૯ਖ਼ݩશମͱͯ͠ɺ
๏ʹΑΔԋࢉΛ͑ߟΔ߹ʹɺF+ Λ F×

+ ͱॻ͘͜ͱͱ͢ΔɻΑΓҰൠʹ A ⊂ F ʹରͯ͠
A+ ⊂ AΛ Aͷ૯ਖ਼ݩશମͱ͢Δɻ͍·ɺf ⊂ OF Λ 0Ͱͳ͍ FͷΠσΞϧͱͯ͠ɺIfΛ fͱ
ૉͳʹ͍ޓ FͷΠσΞϧશମͷ͢܈ɺP+f ! {(x) | x ∈ F×

+ , x ≡ 1 mod× f}ͱ͓͘ɻ͜ͷ
ͱ͖ɺFͷಋख fͷٛڱΠσΞϧྨ܈ Cl+F (f)ɺCl+F (f) ! If/P+f ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔɻ४ಉܕ

χ : Cl+F (f) → C×
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ΛɺFͷಋख fͷ༗ݶ HeckeࢦඪͱݺͿɻ͜ͷ HeckeࢦඪʹରԠ͢Δ Hecke Lؔɺڃ

L(χ, s) !
∑
a⊂OF

χ(a)N(a)−s

Ͱ༩͑ΒΕΔɻ͜͜Ͱɺa OF ͷΠσΞϧશମΛಈ͘ͱͯ͠ɺ(a, f) " 1ͷͱ͖ɺχ(a) ! 0
ͱఆٛ͢Δɻ্ڃه Re(s) > 1ͷͱ͖ʹઈରऩଋ͠ɺHecke Lؔશෳૉฏ໘ʹ sͷ༗
ཧؔܕͱͯ͠ղੳଓ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻ૯࣮ମͷ Lerchθʔλؔɺ(2)
ͷ༷ʹͦͷઢܕ͕ L(χ, s)Λ༩͑Δ༷ͳͷͱͯ͠ఆٛ͢Δඞཁ͕͋Δɻ
͍·ɺҙͷ F ͷΠσΞϧ a " {0}ʹରͯ͠ɺ(a/fa)× ⊂ a/faΛɺa/faͷ OF/fՃ܈ͱ

ͯ͠ͷੜݩશମͱ͢ΔɻҎԼɺ∆ ! O×
F+Λ Fͷ૯ਖ਼୯શମͱ͢ΔͱɺٛڱΠσΞϧྨ܈

Cl+F (1)ͷද CΛݻఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺα ∈ a+Λ a−1α ∈ Cl+F (f)ʹૹΔࣸ૾ɺશ୯ࣹ∐
a∈C
∆\(a/fa)× #−→ Cl+F (f)

Λಋ͘ɻHeckeࢦඪ χ : Cl+F (f) → C×ʹରͯ͠

χa(α) ! χ(a−1α), α ∈ a+

ͱ͓͘ͱɺؔ χa : ∆\(a/fa)× → C×͕ఆٛ͞ΕΔɻҎ্ͷ࣮ࣄΑΓɺHecke Lؔ

L(χ, s) =
∑
a⊂OF

χ(a)N(a)−s =
∑
a∈C

∑
α∈a+/∆

χa(α)N(a−1α)−s

ͱද͞ΕΔɻ

ɺTa[f]ʹ࣍ ! HomZ(a/fa,C×)Λࣸ૾ ξ : a/fa → C×Ͱɺҙͷ α, α′ ∈ aʹରͯ͠ ξ(α+α′) =
ξ(α)ξ(α′)ͱͳΔͷશମͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺξ ∈ Ta[f]ʹରͯ͠

cχ(ξ) !
1

N(f)
∑

α∈a/fa
χa(α)ξ(−α)

ͱ͓͘ͱɺҙͷ β ∈ aʹରͯ͠

χa(β) =
∑

ξ ∈Ta[f]
cχ(ξ)ξ(β)

͕Γཱͭ͜ͱ͕ূ໌͞ΕΔɻ͜ͷ͔࣮ࣄΒࢦඪ ξ ∈ Ta[f]ʹରͯ͠ɺ૯࣮ମͷ Lerchθʔ
λؔΛ

L(ξ, s) “ ! ”
∑

α∈a+/∆
ξ(α)N(a−1α)−s

ͱఆٛ͢Δ͜ͱࣗવʹࢥΘΕΔ͔͠Εͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕Βɺࢦඪ ξ a+/∆্ͷؔͱ͠
ͯ well-definedʹͳΒͳ͍͜ͱ͔Βɺ͜ͷఆٛΛ͜ͷ··࠾༻͢Δ͜ͱΘͳ͍ɻ
ͷΛճආ͢ΔͨΊʹɺචऀΒه্ ξ ͷ ಓʹΑΔΛऔΔͱ͍͏ΞΠσΟΞΛಋي∆

ೖͨ͠ɻ͍·ɺξ ∈ Ta[f]ͱ ε ∈ ∆ʹରͯ͠ɺξε ∈ Ta[f]Λɺξε(α) = ξ(εα)Ͱ༩͑ΒΕΔࢦඪͱ
͢Δɻ͜ͷରԠɺ∆ͷ Ta[f]ͷ࡞༻Λ༩͍͑ͯΔɻ∆ξ ! {ε ∈ ∆ | ξε = ξ}ͱ͓͘ͱɺ

ξ∆ !
∑

ε∈∆/∆ξ
ξε
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 ξ ͷ ΑΓɺξ∆ߏಓʹΑΔΛ༩͍͑ͯΔɻي∆ a+/∆্ well-definedͳؔΛ༩͑Δɻ
Ҏ্Λ౿·͑ͯɺ૯࣮ମͷ LerchθʔλؔΛ࣍ͷ༷ʹఆٛ͢Δɻ

ఆٛ 2.3. ҙͷ ξ ∈ Ta[f]ʹରͯ͠ɺξ∆ͷ LerchθʔλؔΛ

L(ξ∆, s) !
∑

α∈a+/∆
ξ∆(α)N(a−1α)−s

ͱఆٛ͢Δɻ͜ͷڃ Re(s) > 1Ͱઈରऩଋ͠ɺશෳૉฏ໘ʹ༗ཧؔܕͱͯ͠ղੳଓ͞
ΕΔ͕ূ໌Ͱ͖Δɻ

ҙͷ ε ∈ ∆ʹରͯ͠ cχ(ξ) = cχ(ξε)ͱͳΔ͜ͱ͔Βɺҙͷ β ∈ aʹରͯ͠

χa(β) =
∑

ξ ∈Ta[f]/∆
cχ(ξ)ξ∆(β)

ͱͳΓɺ(2)ͷࣗવͳҰൠԽͱͯ͠

L(χ, s) =
∑
a∈C

∑
α∈a+/∆

χa(α)N(a−1α)−s =
∑
a∈C

∑
ξ ∈Ta[f]/∆

cχ(ξ)
∑

α∈a+/∆
ξ∆(α)N(a−1α)−s

=
∑
a∈C

∑
ξ ∈Ta[f]/∆

cχ(ξ)L(ξ∆, s)

ΛಘΔɻ͢ͳΘͪɺHecke Lؔ Lerchθʔλؔͷ༗ݶઢܕͰ༩͑ΒΕΔɻ

2.3. ৽୩θʔλؔͱͦͷؔ. ৽୩ɺHecke LؔΛ͢ڀݚΔ্Ͱɺਲ਼ coneʹର͢Δ৽
୩θʔλؔΛಋೖͨ͠ɻ͜ͷষͰɺLerchܕͷ৽୩θʔλؔʹ͍ͭͯ෮़͢Δɻ͍·ɺ
I ! Hom(F,R)ΛମͷຒΊࠐΈࣸ૾શମͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

F ⊗ R # RI !
∏
τ∈I
R, α -→ (τ(α))τ∈I

ͱͳΔɻR+ ! {x ∈ R | x > 0}ͱͯ͠ɺRI+ !
∏

τ∈I R+ͱ͢ΔɻҎԼɺg ! [F : Q]ͱͯ͠ɺF
ͷΠσΞϧ a " {0}Λݻఆ͢Δɻ

ఆٛ 2.4. R্̍࣍ಠཱͳ α1, . . . , αg ∈ a+ʹରͯ͠ɺ

σ ! {x1α1 + · · · + xgαg | xi ∈ R+, i = 1, . . . , g}

ͱ͍͏ܗͰ༩͑ΒΕΔू߹ΛɺRI+ͷ୯ମతͳ༗ཧ։ਲ਼ open rational simplicial coneͱݺͿɻ

I ͷݩʹ൪߸Λৼͬͯ I = {τ1, . . . , τg}ͱ͢Δɻ͍·ɺA ⊂ RI+ʹରͯ͠ Aͷ্ดแ ÂΛ

Â ! {u = (uτi ) ∈ RI+ | ∃δ > 0, 0 < ∀δ′ < δ, (uτ1, . . . , uτg−1, uτg − δ′) ∈ A}

ͱఆٛ͢Δɻ
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͍·ɺf " {0}Λ FͷΠσΞϧͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ৽୩θʔλؔΛ࣍ͷ༷ʹఆٛ͢Δɻ

ఆٛ 2.5. σ ⊂ RI+Λ୯ମతͳ༗ཧ։ਲ਼ͱ͢Δɻ·ͨɺξ ∈ Ta[f]ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺLerchܕͷ
৽୩θʔλؔΛ

ζσ(ξ, s) !
∑

α∈σ̂∩a+
ξ(α)α−s

ͱఆٛ͢Δɻͨͩ͠ɺs = (sτ) ∈ CI !
∏

τ∈I Cͱͯ͠ɺα
−s !

∏
τ∈I τ(α)−sτ ͱ͢Δɻ͜ͷؔ

 Re(sτ) > 1ͷͱ͖ʹઈରऩଋͯ͠ɺs ∈ CI ʹ༗རؔܕͱͯ͠ղੳଓ͞ΕΔ͜ͱ͕Β
Ε͍ͯΔɻ

Ҏ্ɺ৽୩θʔλؔͷͱͯಛघͳ߹ͱͳ͍ͬͯΔɻ৽୩ʹΑΓɺ৽୩θʔλؔ

ͷෛͷͷΛ༩͑Δؔߏ͞Ε͍ͯΔɻ͜ͷؔΛ͑ߟΔࣗવͳΈͱ͠

ͯɺ૯࣮ମʹਵ͢Δ͋ΔछͷτʔϥεΛಋೖ͢ΔɻFͷ 0Ͱͳ͍ΠσΞϧ aʹ
ରͯ͠ɺKatz [25]ʹैͬͯɺZ্ͷτʔϥε Ta Λ

Ta ! HomZ(a,Gm)

ͱఆٛ͢Δɻ͜ͷτʔϥεɺҙͷ Z Rʹରͯ͠ Ta(R) = HomZ(a, R×)ΛΈͨ͢
܈ͱͯ͠ಛ͚ͮΒΕΔɻεΩʔϜͱͯ͠ɺ

Ta = SpecZ[tα | α ∈ a]

Ͱ͋Δɻ͜͜Ͱ Z[tα | α ∈ a]ɺt0 = 1ͱɺҙͷ α, α′ ∈ aʹରͯ͠ tαtα
′
= tα+α

′
ͱ͍͏ؔ

ࣜΛΈͨ͢༗ݶੜ ZͰ͋Δɻҙͷ θ ∈ Hom(Z[tα | α ∈ a], R)ʹରͯ͠ɺξ(α) ! θ(tα)
ͱ͓͘͜ͱͰɺξ ∈ Ta(R) = HomZ(a, R×)͕ఆٛ͞ΕΔɻಛʹ α1, . . . , αgΛ aͷ ZՃ܈ͱͯ͠ͷ

ੜݩͱ͢Δͱɺ

Z[tα | α ∈ a] = Z[t±α1, . . . , t±αg ]
ͱͳΔɻैͬͯඇඪ४తͰ͋Δ͕ɺTa # Gm × · · · × GmͱͳΔ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻ

͍·ɺα = (α1, . . . , αg)Ͱੜ͞ΕΔ୯ମతͳ༗ཧ։ਲ਼σʹରͯ͠ɺPα ! {x1α1+ · · ·+ xgαg |
0 < xi < 1, i = 1, . . . , g}ͱ͓͘ɻ͜͜Ͱɺ

Gaσ(t) !
∑

α∈P̂α∩a tα

(1 − tα1) · · · (1 − tαg )
ͱఆٛ͢ΔͱɺGaσ(t) Ta্ͷ༗ཧؔͰ͋Γɺҙͷ α ∈ aʹରͯ͠Uaα ! Ta \ {tα = 1}ͱ
͓͘ͱɺGaσ(t)Uaα ! Uaα1 ∩ · · · ∩ Uaαg

্ͷਖ਼ଇؔͱͳΔɻ͢ͳΘͪɺ

Gaσ(t) ∈ Γ(Uaα,OTa )



8 ݈Ұࡔ

͕Γཱͭɻ

ҎԼɺτ ∈ I ʹରͯ͠ Ta ͷඍ࡞༻ૉ ∂τ Λɺҙͷ α ∈ aʹରͯ͠ ∂τ(tα) = τ(α)tαΛΈͨ
͢ͱ͍͏ੑ࣭Ͱಛ͚ͮΒΕΔͷͱ͢Δɻ∂ !

∏
τ∈I ∂τ ͱ͓͘ͱɺ∂ ∂(tα) = N(α)tαͰಛ

͚ͮΒΕΔɻ·ͨɺҙͷ k = (kτ) ∈ NI ʹରͯ͠ɺ∂k !
∏

τ∈I ∂
kτ
τ ͱఆٛ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

ҎԼ͕ΒΕ͍ͯΔɻ

ఆཧ 2.6. ҙͷ ξ ∈ Uaα(C)ͱ k = (kτ) ∈ NI ʹରͯ͠ɺ

∂kGaσ(t)
##
t=ξ
= ζσ(ξ,−k)

͕Γཱͭɻಛʹɺҙͷ ξ ∈ Uaα(C)ͱ k ≥ 0ʹରͯ͠ɺ

∂kGaσ(t)
##
t=ξ
= ζσ(ξ, (−k, . . . ,−k))

͕Γཱͭɻ

ಛʹ F = Qɺa = Zɺα = 1ͷͱ͖ɺσ = σ̂ = R+ɺPα = (0, 1)ɺP̂α = (0, 1]ͱͳΔɻ·ͨɺ
σ̂ ∩ a = N+ = {1, 2, . . . , }ɺP̂α ∩ a = {1}ͱͳΓɺ

ζσ(ξ, s) =
∞∑
n=1
ξ(n)n−s = L(ξ, s), Gaσ(t) =

t
1 − t

͕ಋ͔ΕΔɻैͬͯɺఆཧ 2.6ఆཧ 2.2ͷࣗવͳҰൠԽͰ͋Δɻ
৽୩θʔλؔͱ LerchθʔλؔΛ͚ؔΔͨΊͷैདྷͷํ๏ɺ৽୩ղΛར༻͢

Δํ๏Ͱ͋Δɻ࣍ͷ༷ͳ୯ମతͳ༗ཧ։ਲ਼ͷू߹͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻ

ఆཧ 2.7 ([36, Theorem 4.1]). ҎԼͷੑ࣭ΛΈͨ͢ɺ୯ମతͳ༗ཧ։ਲ਼ͷू߹Φ͕ଘ͢ࡏΔɻ
(1) RI+ =

∐
σ∈Φ σ̂.

(2) Φ ∆ͷ࡞༻Ͱด͍ͯͯ͡ɺΦ/∆༗ूݶ߹Ͱ͋Δɻ

ఆ͢ΔͱɺݻCΛ̍ͭܥͿɻ৽୩ղΦ/∆ͷදݺͷ༷ͳΦΛʮ৽୩ղʯͱه্
∐

σ∈C σ̂

 RI+ͷ ∆ʹΑΔ࡞༻ͷجຊྖҬΛ༩͑Δɻ͜ͷදܥΛར༻͢Δͱɺξ ∈ Ta[f]ʹରͯ͠

L(ξ∆, s) =
∑

α∈a+/∆
ξ∆(α)N(a−1α)−s =

∑
σ∈C

∑
α∈σ̂∩a

ξ∆(α)N(a−1α)−s

=
∑
σ∈C

∑
ε∈∆/∆ξ

∑
α∈σ̂∩a

ξε(α)N(a−1α)−s = N(a)s
∑
σ∈C

∑
ε∈∆/∆ξ

ζσ(ξε, (s, . . . , s))

ͱͳΓɺLerchθʔλ͕ؔ৽୩θʔλؔͰද͞ΕΔɻैͬͯɺࢦඪ ξ ৽୩ղ Φٴͼ
ͦͷදܥCΛݻఆ͢Δͱɺఆཧ 2.6ΑΓɺL(ξ∆, s)ͷඇਖ਼ͳͰͷͷ͕ؔɺؔ
Gaσ(t)ͷઢܕͰॻ͚Δ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻ͜ͷ༷ʹɺ༷ʑͳใͷදܥΛదʹબͼɺݻఆ
͢ΕɺͦΕΒͷબʹର͢ΔؔΛ࡞Δ͜ͱՄͰ͋Δɻ͔͠͠ͳ͕Βɺߏ͕ࢦඪ ξ

ͷऔΓํʹґଘ͍ͯ͠Δͱ͍͏࣮ࣄͳͲ͔Βɺ͜ͷ༷ͳ͕ؔීวతͰ͋Δͱ͍ݴ

͍ɻL(ξ∆, s)ͷඇਖ਼ͳͰͷͷඪ४తͳීวతͳؔΛίϗϞϩδʔྨͱͯ͠༩͑Δ
ͷ͕ɺզʑͷ৽୩ੜྨͰ͋Δɻ
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2.4. ৽୩ੜྨ. ͜͜Ͱ৽୩ੜྨͷཧͱੑ࣭Λղઆ͢Δɻ৽୩ੜྨɺLerchθʔλ
ؔͷ͋ΔछͷؔͷׂΛՌͨ͢ɺಉมίϗϞϩδʔྨͰ͋Δɻ·ͣ৽୩ੜྨͷॅॲ

ͱͳΔزԿֶతͳରΛհ͢Δɻ

IΛ Fͷ 0Ͱͳ͍ΠσΞϧશମͷू߹ͱͯ͠ɺ

T !
∐
a∈I
Ta

ͱ͓͘ɻa ∈ Iͱ͢Δɻx ∈ F×
+ ʹରͯ͠ɺxa ∈ IͱͳΓɺࣗવͳಉܕ a # xaɺτʔϥ

εͷಉܕ

〈x〉 : Txa # Ta

Λ༠ಋ͢Δɻ͜ͷಉܕɺࢦඪ ξ : xa → C×Λࢦඪ ξx : a → C×, ξx(α) ! ξ(xα)ʹҠ͢ɻT
Iͷͯ͢ʹΔͰ͋Δ͜ͱ͔Βɺಉܕ

〈x〉 : T # T

͕ಋ͔ΕΔɻҎ্ɺTʹ F×
+ ͷ࡞༻Λ༩͑Δɻѻ͏زԿֶతରɺͪ࣋ؾͱͯ͠ Tͷ F×

+ ͷ

ΑΔελοΫʹ༺࡞ T/F×
+ Ͱ͋Δ͕ɺ͜ͷରͷίϗϞϩδʔΛ࣮͢ݱΔखஈͱͯ͠ɺTͷ

F×
+ ͷ࡞༻ʹΑΔಉมίϗϞϩδʔΛ͑ߟΔɻx ∈ ∆ͷͱ͖ɺxa = aͰ͋Δ͜ͱ͔Βɺ∆ ⊂ F×

+

֤ Ta ͷ࡞༻Λ༩͑ΔɻTڊେͳରʹ͑ࢥΔ͕ɺTͷ F×
+ ͷ࡞༻ʹΑΔελοΫɺ

Cl+F (1)ͷද CΛ̍ͭݻఆ͢Δͱ

T/F×
+ #

∐
a∈C
Ta/∆

ͱͳΓɺTͷ F×
+ ͷ࡞༻ʹΑΔಉมίϗϞϩδʔɺ༗ݸݶͷ T

a ͷ ∆ͷ࡞༻ʹΑΔಉมίϗ

ϞϩδʔͷͱҰக͢Δɻ

ҎԼɺUa ! Ta \ {1} ͱͯ͠ɺU !
∐
a∈IUa ͱ͓͘ͱɺF×

+  U ʹ࡞༻͢ΔɻU ͷ F×
+

ͷ࡞༻ʹΑΔಉมίϗϞϩδʔ Hm(U/F×
+ ,−)ɺU ্ͷ F×

+ ͷಉม࡞༻Λͭʹରͯ͠ɺ

Γ(U/F×
+ ,−) ! Γ(U,−)F

×
+ ͷӈಋདྷؔखͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɻ࣮ࡍͷ U ͷಉมίϗϞϩδʔͷ

ɺಉมʹࢉܭ ČechෳମΛ༻͍Δɻ͍·ɺa ∈ Iʹରͯ͠ Aa Λɺa+ ͷ࢝ݪతͳݩશମͱ

͢Δɻ͢ͳΘͪɺα ∈ a+ Ͱɺҙͷ N > 1 ʹରͯ͠ɺα/N $ a+ ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ
α ∈ Aa ʹରͯ͠ Uaα ! Ta \ {tα = 1} ͱ͓͘ͱɺ{Uaα}α∈Aa  Ua ͷΞϑΟϯඃ෴ͱͳΓɺ
U ! {Uaα}a∈I,α∈Aa UͷΞϑΟϯඃ෴ͱͳΔɻ q ≥ 0ͱҙͷ α = (α0, . . . , αq) ∈ A q+1

a

ʹରͯ͠ɺUaα ! Uaα1 ∩ · · ·∩Uaαq
ͱ͓͘ɻF×

+ ͷUͷ࡞༻͕ࣗ༝ͳ͜ͱ͔Βɺ͕࣍ಋ͔ΕΔɻ

໋ 2.8 ([6, Proposition 2.13]).  q ≥ 0ʹରͯ͠

Cq(U,OT) !
(∏
a∈I

alt∏
α∈A q+1

a

Γ(Uaα,OT)
)F×
+

ͱͯ͠ɺඍ dq : Cq(U,OT) → Cq+1(U,OT)Λɺ֤ aʹ͓͍ͯඪ४తͳ Čechෳମͷඍ
(dqu)α0,...,αq+1 =

∑q
j=0(−1)juα0,...,α̌j,...,αq+1 Ͱ༩͑ΒΕΔͷͱ͢Δɻ͜ͷ༷ʹಘΒΕͨෳମΛ

C•(U,OT)ͱ͓͘ͱɺ
Hm(U/F×

+ ,OT) # Hm(C•(U,OT))
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͕Γཱͭɻ

͍·ɺα = (α1, . . . , αg) ∈ A g
a ʹରͯ͠ɺsgn(α)Λྻߦ (τj(αi)) ∈ Mg(R)ͷࣜྻߦͷූ߸ͱ

͢Δɻ·ͨɺα1, . . . , αg͕R্̍࣍ಠཱͳͱ͖ʹɺα = (α1, . . . , αg)͕ੜ͢Δ୯ମత༗ཧ։ਲ਼
Λ σαͱ͓͖ɺGaα ! sgn(α)Gaσα

ͱఆٛ͢Δɻα1, . . . , αg͕ R্̍ै࣍ଐͳ߹ʹɺGaα ! 0
ͱఆٛ͢Δɻ৽୩ੜྨɺ࣍ͷ༷ʹఆٛ͞ΕΔɻ

໋ 2.9 ([6, Proposition 2.17]). a ∈ Iͱ α ∈ A g
a ʹରͯ͠ɺGaα(t) ∈ Γ(Uaα,OT)

G(t) ! (Gaα(t))a∈I,α∈A g
a
∈ Cg−1(U,OT)

ΛΈͨ͠ɺྟք݅ dg−1(G(t)) = 0ຬͨ͢͜ͱ͔ΒɺಉมίϗϞϩδʔྨ

G(t) ∈ Hg−1(U/F×
+ ,OT)

Λఆٛ͢Δɻ͜ͷ G(t)Λɺ৽୩ੜྨͱݺͿɻ

৽୩ੜྨ̍ͭͷඪ४తͳίϗϞϩδʔྨͰ͋ΓɺԿΒ͔Ճతͳใͷબʹґଘ

͍ͯ͠ͳ͍͜ͱ͕ɺͱͯॏཁͳϙΠϯτͰ͋Δɻ৽୩ੜྨ͕ɺීวతͳؔͷׂΛ

Ռͨ͢͜ͱΛࣔ͢ҝʹɺͷҾ͖͠Λ͢ߟΔɻ͍·ɺΠσΞϧ f " {0} ʹରͯ͠ɺ
Ua[f] ! Ta[f] \ {1}ͱ͓͘ɻ·ͨɺUator !

⋃
f⊂OF

Ua[f]ͱͯ͠ɺ

Utor !
∐
a∈I

Uator

ͱ͓͘ɻ͢ͳΘͪɺҙͷ ξ ∈ Utorʹରͯ͠ɺ͋Δ a ∈ Iͱ f ⊂ OF ͕ଘͯ͠ࡏɺξ ∈ Ua[f]͕
ΓཱͭɻξεΩʔϜͷࣸ૾ ξ : SpecQ(ξ) ↪→ UΛ༠ಋ͢Δɻξ∆Λ ξͷ ∆ಓͱ͢Δͱɺξي∆
εΩʔϜͷࣸ૾ ξ∆ :

∐
ε∈∆/∆ξ SpecQ(ξε) ↪→ UΛ༠ಋ͢ΔɻҎԼ؆୯ͷͨΊɺSpecQ(ξ)Λ

ξɺ
∐

ε∈∆/∆ξ SpecQ(ξε)Λ ξ∆Ͱද͢ɻξ∆ʹ ΈࠐɺຒΊ͠༺࡞͕∆ ξ∆→ U͜ΕΒͷ࡞༻
ͰಉมͱͳΔɻैͬͯɺҾ͖͠

(ξ∆)∗ : Hg−1(U/F×
+ ,OT) → Hg−1(ξ∆/∆,Oξ∆)

͕༠ಋ͞ΕΔɻDirichletͷ୯ఆཧΑΓɺ∆ξ # Zg−1Ͱ͋ΔɻShapiroͷิͱ܈ίϗϞϩδʔ
ͷ͔ࢉܭΒɺඪ४తͳಉܕ

(3) Hg−1(ξ∆/∆,Oξ∆) # Hg−1(ξ/∆ξ,Oξ ) # Hg−1(∆ξ,H0(ξ,Oξ )) # Q(ξ)

ΛಘΔɻTͷඍ࡞༻ૉ ∂ɺಉมίϗϞϩδʔͷ࡞༻

∂ : Hg−1(U/F×
+ ,OT) → Hg−1(U/F×

+ ,OT)

Λ༠ಋ͢Δɻ৽୩ੜྨɺԼهͷੑ࣭ΛΈͨ͢ɻ

ఆཧ 2.10 ([5, Theorem 5.1]). ҙͷ ξ ∈ Utor ͱ k ≥ 0 ʹରͯ͠ɺ(3) ͷಉܕΛ௨ͯ͠
(ξ∆)∗∂kG(t)Λ Q(ξ)ͷݩͱΈͳͨ͠ͷΛɺ∂kG(ξ∆)ͱ͢هɻ͜ͷͱ͖ɺ

∂kG(ξ∆) = L(ξ∆,−k)

͕Γཱͭɻ
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શͯͷࣗ໌Ͱͳ͍༗ࢦݶඪ ξ ∈ Utorͱ k ≥ 0ʹ͍ͭͯɺLerchθʔλؔͷL(ξ∆,−k)
Λ෮ݩͰ͖Δ͜ͱ͔Βɺ৽୩ੜྨීวతͳؔͷׂΛՌ͍ͨͯ͠Δɻಛʹ F = Qͷ
ͱ͖ g = 1Ͱ͋ΓɺU/F×

+ # UZ = Gm \ {1}ͱͳΓɺ

G(t) ∈ Hg−1(U/F×
+ ,OT) # H0(UZ,OGm )

 G(t) = t/(1− t)ͱҰக͢Δɻैͬͯ৽୩ੜྨ G(t) = t/(1− t)ͷҰൠԽͰ͋Γɺఆཧ 2.10
ɺఆཧ 2.2ͷࣗવͳҰൠԽͱͳ͍ͬͯΔɻ

3. ϙϦϩά

͜ͷষͰɺ૯࣮ମʹਵ͢ΔτʔϥεͷಉมϙϦϩάʹ͍ͭͯɺղઆ͢Δɻ࠷

ॳ༗ཧମͷ߹ʹରԠ͢Δɺ๏܈ͷϙϦϩάʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻͦͷޙɺϗοδ࣮ݱ

ͱ Beilinson༧ͱͷؔΛड़ɺޙ࠷ʹ૯࣮ମͷ߹Λѻ͏ɻ

3.1. ๏܈ͷϙϦϩάͷߏ. ͜͜Ͱɺ๏܈ͷϙϦϩάͷߏΛઆ໌͢ΔɻϙϦϩάͷ
ɺྑ͍ࠞ߹ͷཧʹٯʹɺ͋Δछͷྑ͍ੑ࣭Λຬͨࠞ͢߹ͷཧ͕Ծఆ͞ΕΔɻߏ

͑͋͞ΕɺநతʹߏͰ͖ͯ͠·͏ͱ͜Ζ͕ɺϙϦϩάͷັྗͰ͋ΔɻSΛۭؒͱ͠
ͯɺπ : X → SΛ S্ͷεΩʔϜɺزԿֶతରͱ͢ΔɻXɺS্ʹͦΕͧΕମ K ʹର͢Δ
͋Δछͷ୶தᅲͱͯࠞ͠߹ͷᅲM(X), M(S)͕ଘͯ͠ࡏɺπΛհͯ͠ Grothendieckͷؔख
π∗, π! : M(S) → M(X)ɺπ∗, π! : M(X) → M(S)͕ఆٛ͞ΕΔঢ়گΛ͑ߟΔɻ k ∈ Zʹ
ରͯ͠ Tateର K(k)͕M(S)ͷରͱͯ͠ఆٛ͞Εɺπ∗K(k) ∈ M(X)Λ࠶ͼ K(k)ͱ͢هɻ
F ∈ M(X)ʹରͯ͠ɺX ͷF ͷઈରίϗϞϩδʔ Hm

A (X,F )Λ

Hm
A (X,F ) ! ExtmM(X)(K(0),F )

ͱఆٛ͠ɺXͷFͷ૬ରίϗϞϩδʔHm(X,F ) ∈ M(S)Λɺπ∗ͷӈಋདྷؔखHm(X,F ) !
Rmπ∗F ∈ M(S)ͱͯ͠ఆٛ͢Δɻ྆ऀͷؒʹεϖΫτϧྻܥ

(4) Ep,q
2 = ExtpM(S)(K(0),Hq(X,F )) ⇒ Hp+q

A (X,F )

͕ଘ͢ࡏΔɻ

શʹྑ͍ࠞ߹ͷཧ͕උ͞Ε͍ͯͷ௨ΓͰ͋Δɻ(1)(2)هѻ͏ࠞ߹ɺԼʹࡍ࣮
ΔᅲͰ͋Δɻ(3)(4)ʹ͍ͭͯඞͣ͠ྑ͍ࠞ߹ͷཧ͕͞Ε͍ͯΔ༁Ͱແ͍͕ɺϙ
ϦϩάͷߏΛਖ਼ԽͰ͖Δ͚ͩͷཧඋ͞Ε͍ͯΔɻ

(1) Hodge࣮ݱͷ߹ɿS = SpecCɺK = Rͱ͢ΔɻM(X) X্ͷϗοδՃ܈ͷᅲɺM(S)
ࠞ߹࣮ϗοδߏͷᅲͱͳΔɻ͜ͷ߹ͷઈରίϗϞϩδʔDeligne-Beilinsonί
ϗϞϩδʔͰ༩͑ΒΕɺ૬ରίϗϞϩδʔɺX ͷF ࣮߹ࠞʹͷίϗϞϩδʔ

ϗοδߏΛೖΕͨͷͰ͋Δɻ

(2) Etale࣮ݱͷ߹ɿSɿମͷεϖΫτϥϜɺK = Qlͱ͢ΔɻM(X) X্ͷ perverse
l ਐͷᅲɺM(S)ମͷΨϩΞ܈ͷ Ql දݱͷᅲͱͳΔɻ͜ͷ߹ͷઈରίϗϞ

ϩδʔ X ͷF ͷ étaleίϗϞϩδʔͰ༩͑ΒΕɺ૬ରίϗϞϩδʔɺX Λ
ମͷดମ·Ͱ֦େ͔ͯ͠ΒF ͷ étaleίϗϞϩδʔΛͨ͑ߟͷͱͳΔɻ
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(3) Motivicͳ߹ɿSɿମͷεϖΫτϥϜɺK = Qͱ͢ΔɻM(X) X ্ͷϞνϏο
Ϋͳࠞ߹ͷᅲɺM(S)ମ্ͷϞνʔϑͷᅲͱ͢Δɻ͜ͷ߹ͷઈରίϗϞϩ
δʔ XͷF ͷϞνϏοΫίϗϞϩδʔͰ༩͑ΒΕɺ૬ରίϗϞϩδʔɺXͷ
F ͷϞνʔϑͱͳΔɻ

(4) pਐ࣮ݱͷ߹ɿ SɿpਐମͷεϖΫτϥϜɺK = Qpͱ͢Δɻ͜ͷ߹ʹ pਐࠞ߹
ͷཧ͕͋ͬͯવΔ͖Ͱ͋ΔɻM(S)ɺ͋Δछͷ filtered FrobeniusՃ܈ͷᅲͱͯ͠
औΓ͍ͨɻ͜ͷ߹ͷઈରίϗϞϩδʔ X ͷF ͷαϯτϛοΫίϗϞϩδʔ

Ͱ༩͑ΒΕɺ૬ରίϗϞϩδʔɺX ͷF ͷίϗϞϩδʔͱͳΔɻ

Motivicͳ߹ͷࠞ߹࠷্Ґʹ͋Γɺଞͷࠞ߹ʮ࣮ݱʯͱݺΕΔؔख͕ଘͯ͠ࡏɺ
ͦΕ͕ઈରίϗϞϩδʔʹϨΪϡϨʔλʔͱݺΕΔ४ಉܕΛ༠ಋ͢Δɻ

ҎԼɺX = Gmͱͯ͠ɺ(1)(2)(3)(4)ͷ͍ͣΕ͔ͷࠞ߹ͷཧΛ͍ͯ͑ߟΔͱ͢Δɻ·ͣɺ
H ! H1(X,K(0))∨ΛɺXͷ K(0)ͷ૬ରίϗϞϩδʔͷରɺ͢ͳΘͪ Xͷ TateՃ܈ͱ
͢Δɻ๏܈ͷίϗϞϩδʔ H0(X,K(0)) # K(0)ɺH1(X,K(0)) # K(−1)ͱͳΓɺ

H # K(1)

ͱͳΔɻ͍·ɺHm(X, π∗H ) = Hm(X,K(0))⊗H ͱͳΔɻ͜ͷͱ͖ɺεϖΫτϧྻܥ (4)͔Βɺ

(5) 0 → Ext1M(S)(K(0),H ) → H1
A (X, π∗H ) → HomM(S)(K(0),H ∨ ⊗ H ) → 0

ΛಘΔɻX = Gmͷ୯Ґݩ i : S → X Λ༩͑ɺ͜ͷࣸ૾ʹΑΔҾ͖͠ʹΑͬͯɺ্هͷ
શྻܥղ͢ΔɻL og(1)ΛM(X)ͷ K(0)ͱ π∗H ͷ֦େ

0 → π∗H → L og(1) → K(0) → 0

Ͱɺ֦େྨ͕

H1
A (X, π∗H ) = Ext1M(X)(K(0), π∗H )

ͷݩͱͯ͠ɺi∗ʹΑΔҾ͖͕͠ Ext1M(S)(K(0),H )ͷதͰ 0ɺશࣹʹΑΔ

HomM(S)(K(0),H ∨ ⊗ H ) ⊂ H ∨ ⊗ H = Hom(H ,H )

ͷ૾͕ id ∈ Hom(H ,H )ʹରԠ͢Δͷͱ͢ΔɻN > 0ʹରͯ͠L ogN ! SymNL og(1)

ͱ͢ΔͱɺࣹӨ

L ogN+1 → L ogN ⊗L og(1) → L ogN

͕ఆٛ͞ΕΔɻ͜ ͷࣹӨܥΛରL og = (L ogN )ͱݺͿɻରߏΑΓɺ֤ ႈࠜ ξ ∈ Gm

ͰҾ͖͢ͱɺ

ξ∗L og #
∞∏
k=0

SymkH #
∞∏
k=0

K(k)

ͱղ͢Δɻ͍·ɺUZ ! Gm \ {1}ͱ͢Δɻ

ఆཧ 3.1. UZͷ 1Ͱͷཹɺඪ४తͳಉܕ

(6) res : H1
A (UZ,L og) # K
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Λ༠ಋ͢Δɻ͜ͷ࣮ࣄΛ༻͍ͯɺϙϦϩά

pol ∈ H1
A (UZ,L og)

Λɺ(6)ͷಉܕΛ௨ͯ͠ 1 ∈ K ͱͯ͠ఆٛ͢Δɻݩ͘ߦʹ

ϙϦϩάͷߏඇৗʹநతͰɺ֤ࠞ߹ʹΑͬͯฒߦʹఆٛ͞ΕΔ͜ͱʹҙ͞Ε͍ͨɻ

3.2. ϗοδ࣮ݱͱ Beilinson༧. ϙϦϩάͷϗοδ࣮ݱʹ͍ͭͯɺҎԼͷ݁Ռ Beilinson-
DeligneʹΑΔɻৄ ɺ[4,23]ͳͲʹॻ͔Ε͍ͯΔɻҙͷႈࠜࡉ ξ ∈ UZtorʹରͯ͠ɺSpecQ(ξ)
Λ ξͰ͢هɻ͜ͷͱ͖ɺk > 0Ͱ͋Ε

H1
D (ξ,R(k)) # Ext1MHSR(R(0),R(k)) # C/(2πi)

kR

ͱͳΔ͜ͱʹҙ͢Δɻ

ఆཧ 3.2 ([4, Corollary 5.10]). ϙϦϩάͷϗοδ࣮ݱ pol ∈ H1
D (UZ,L og)Λ͑ߟΔɻҙͷႈ

ࠜ ξ ∈ UZtorʹରͯ͠ɺ

ξ∗pol ∈ H1
D (ξ, ξ∗L og) #

∏
k≥0

H1
D (ξ,R(k)) #

∏
k>0
C/(2πi)kR

ͱͨ͠ͱ͖ɺ

ξ∗pol = ((−1)k−1Lik(ξ))k>0

͕Γཱͭɻ

͜ͷ݁ՌɺDirichletϞνʔϑͷ Beilinson༧ͷূ໌Ͱॏཁׂ͋ΛՌͨ͢ɻඇৗʹେࡶ
Ͱ͋Δ͕ɺBeilinson༧ɺLؔͷಛघ͕ɺ࣮ؔݱख͔Β༠ಋ͞ΕΔϞνϏοΫίϗ
Ϟϩδʔ͔Β Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷϨΪϡϨʔλʔࣸ૾

rD : H1
mot(ξ,Q(k)) → H1

D (ξ,Q(k))

ʹΑͬͯهड़͞ΕΔͱ༧͍ͯ͠Δɻ͜ͷ༧Λূ໌͢Δ࠷ॏཁͳεςοϓɺH1
mot(ξ,Q(k))

ͷݩͯ͠ɺ͜ͷߏΛݩʹ rD ʹΑΔ૾Λ۩ମతʹ͢ࢉܭΔ͜ͱʹ͋ΔɻҰൠతʹɺϞνϏο

ΫͳίϗϞϩδʔʹ۩ମతʹݩΛߏ͢Δ͜ͱ͍͠ͱ͞Ε͍ͯΔɻ͍·ɺϙϦϩάͷ

ΑΓɺϞνϏοΫͳ߹ʹɺϙϦϩάߏ

pol ∈ H1
mot(UZ,L og)

͞Ε͍ͯΔɻҙͷߏ͕ ξ ∈ UZtorʹରͯ͠ɺϙϦϩάͷ ξʹΑΔҾ͖͠ɺ

ξ∗pol ∈ H1
mot(ξ, ξ∗L og) #

∏
k>0

H1
mot(ξ,Q(k))

Λ༩͑ɺξ∗polͷ k൪ͷ ck(ξ) ∈ H1
mot(ξ,Q(k))Λ༩͑Δɻ͜ΕݹయతʹɺBeilinson

ͷ cyclotomic elementͱݺΕ͍ͯͨϞνϏοΫͳݩͰ͋Δɻ͢ͳΘͪɺ̍ͭඪ४తͳϞνϏο
Ϋͳݩ polΛߏͨ͜͠ͱʹΑΓɺ݁Ռͱͯ͠ҙͷ ξ ∈ UZtor ͱ k > 0ʹରͯ͠ແͷϞ
νϏοΫͳݩ ck(ξ)͕ߏ͞Εͨ͜ͱʹͳΔɻ·ͨɺϙϦϩάͷߏඇৗʹࣜܗతͰ͋Δ͜
ͱ͔Βࠞ߹ͷཧʹґଘͤͣɺߏʹݱΕΔ֤छࣸ૾ϨΪϡϨʔλʔ rD ͳͲͷࣗવͳࣸ

૾ͱՄͱͳΔɻఆཧ 3.2ɺҎԼͷܥΛಋ͘ɻ
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ܥ 3.3. ξ ∈ UZtorͱ k > 0ʹରͯ͠ ck(ξ)Λ Beilinsonͷ cyclotomic elementͱͨ͠ͱ͖ɺ

rD (ck(ξ)) = (−1)k−1Lik(ξ)

͕Γཱͭɻ

Proof. ਤܗ

H1
mot(UZ, ξ∗L og)

ξ∗
!!

rD
""

∏
k≥0 H1

mot(ξ,Q(k))

rD
""

H1
D (UZ, ξ∗L og)

ξ∗
!!
∏

k≥0 H1
D (ξ,R(k))

# !!
∏

k>0 C/(2πi)kR

ՄͱͳΔɻϨΪϡϨʔλʔ rD  pol ∈ H1
mot(UZ,L og)Λ pol ∈ H1

D (UZ,L og)ʹࣸ͢͜ͱ
͔Βɺܥͷओுఆཧ 3.2ΑΓै͏ɻ !

Dirichlet Lؔͷಛघ͕ɺϙϦϩάͷಛघLik(ξ)ͷઢܕͰද͞ΕΔɻܥ 3.3ΑΓLik(ξ)
ϞνϏοΫͳݩͷϨΪϡϨʔλʔʹΑΔ૾ͱͯ͠ॻ͖දͤΔ͜ͱ͕͔ΔͷͰɺ͜ͷදࣔ

Λ༻͍ͯɺDirichlet Lؔͷ߹ͷ Beilinson༧͕ূ໌͞ΕΔɻ
ઈରίϗϞϩδʔͰ͋Δ Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͱɺී௨ͷίϗϞϩδʔͰ͋Δ૬

ରίϗϞϩδʔͷؒʹɺεϖΫτϧྻܥ

Ep,q
2 = ExtpMHSR(R(0),H

q(UZ,L og)) ⇒ Hp+q
D (X,L og)

͕༩͑ΒΕ͍ͯΔɻH0(UZ,L og) # {0}ͱͳΔ͜ͱ͔Βɺ͜ͷεϖΫτϧྻܥΑΓɺຒΊࠐΈ

(7) H1(UZ,L og) #−→ HomMHSR(R(0),H1(UZ,L og)) ↪→ H1
dR(UZ,Log)

ΛಘΔɻ͜͜Ͱ H1
dR(UZ,Log)ɺL ogͷఈʹ͋Δଓ͖OGm Ճ܈ LogͷυϥϜίϗϞϩ

δʔͰ͋ΔɻLogଓ͖Ճ܈ͱͯ͠

Log =
∏
k≥0

OGmek, ∇(ek) = ek+1 ⊗ dt
t

ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔɻpol ∈ H1(UZ,L og)ͷ H1
dR(UZ,Log)ͷ૾ΛϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱͱ

Ϳɻuݺ ∈ Γ(UZ,OGm )ʹରͯ͠

θ(u) ! ue1 ⊗ dt
t

∈ Γ(UZ,Log ⊗Ω1
T)

ͱ͓͘ͱɺ͜ͷରԠؔ४ಉܕ

θ : H0(UZ,OGm ) → H1
dR(UZ,Log)

Λ༠ಋ͢Δɻఆཧ 3.2Λূ໌͢Δ࠷ॳͷେࣄͳεςοϓͱͯ͠ɺ࣍ͷ໋͕͋Δɻূ໌ɺྫ
͑ [4, Proposition 3.10]ΛࢀরͤΑɻ

໋ 3.4. G(t) = t/(1 − t) ∈ H0(UZ,OGm )ͱ͢ΔɻϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱɺ

−θ
(
G(t)

)
∈ H1

dR(UZ,Log)

ͱҰக͢Δɻ
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−θ
(
G(t)

)
͕ϙϦϩάΛද͢ཧ༝ɺඍࣜܗ

−θ
(
G(t)

)
= −G(t)e ⊗ dt

t
= e ⊗ dt

t − 1
ͷ Gmͷݪ t = 1Ͱͷཹ͕ɺͪΐ͏Ͳ 1ʹͳΔ͔ΒͰ͋Δɻ͜ͷ݁Ռɺ෮ੵ (1)ͷ
ʹॳ࠷ G(t)͕ग़ͯདྷΔ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠ΔɻຊߘͰɺ૯࣮ମʹਵ͢Δτʔϥε
ͷ߹ʹɺ্هΛ֦ு͢Δ݁ՌΛհ͢Δɻ

3.3. ૯࣮ମͷಉมϙϦϩά. ͜͜Ͱɺ૯࣮ମʹਵ͢Δτʔϥε Tʹରͯ͠ɺ
F×
+ ͷ࡞༻ʹΑΔಉมϙϦϩάͷߏΛ͏ߦɻϙϦϩάͷߏ Huber-Kings [24]ʹΑΓɺҰ
ൠͷ܈ͷ߹ͱ֦ு͞ΕͨɻຊߘͰ͜ͷߏΛɺ܈ Ta  T =

∐
a∈I T

a ͷ߹ʹ

ద༻ͯ͠ɺ͞Βʹ F×
+ ͷ࡞༻ʹΑΔಉมੑΛߏྀͯ͠ߟΛ֦ு͢ΔɻࡏݱɺಉมੑࠐΈͷࠞ

߹ͷҰൠɺಛʹઈରίϗϞϩδʔͷཧඋ͞Ε͍ͯͳ͍ɻචऀΒࡏݱɺϗοδ࣮

ͷಉมݶ࠷ʹ͢Δҝߏͷ߹ʹɺಉมϙϦϩάΛݱ Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷཧ
ΛඋதͰ͋Δ [7]ɻຊߘͰɺಉมDeligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷଘࡏΛԾఆͯ͠ɺಉ
มϙϦϩάʹ͍ͭͯղઆ͢Δɻ

૯࣮ମͷ߹ͷରɺ๏܈ͷ߹ͱجຊతʹಉ༷ʹߏ͞ΕΔɻಛʹϗοδ࣮

ͷ߹ɺTaݱ ʹରͯ͠

Ha ! H1(Ta,R(0))∨ =
⊕
τ∈I
R(1)

ͱͳΔɻTa্ͷରL ogaࠞ߹࣮ϗοδߏͷมܗͱͯ͠ಉ༷ʹఆٛ͞Εɺξ ∈ Tatorʹ੍

Δͱɺ͢ݶ

ξ∗L oga #
∏
k≥0

SymkHa #
∏
k∈NI

R(k)

ͱղ͢Δɻޙ࠷ͷ߲ɺk = (kτ) ∈ NI ʹରͯ͠ɺR(k) = R(∑τ∈I kτ)ͱͯ͠༩͑Β͑Δ Tate
ରͰ͋Δɻ֤ Ta ্ʹL oga ΛͤΔ͜ͱͰɺT্L og͕ఆٛ͞ΕΔɻL ogͷߏؔख
తͰ͋Δ͜ͱ͔ΒɺL og F×

+ ͷ࡞༻ʹΑΓಉมߏΛ͍ͯͬ࣋Δɻैͬͯɺಉม Deligne-
BeilinsonίϗϞϩδʔΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻಉม Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔɺεϖ
Ϋτϧྻܥ Ep,q

2 = Hp(F×
+ ,Hq(U,L og)) ⇒ Hp+q(U/F×

+ ,L og)ͱ

(8) Ep,q
2 = ExtpMHSR(R(0),H

q(U/F×
+ ,L og)) ⇒ Hp+q

D (U/F×
+ ,L og)

ʹΑͬͯࢉܭͰ͖ΔɻରͷίϗϞϩδʔͷࢉܭΑΓɺ͞໌ূ͕࣍ΕΔɻ

ఆཧ 3.5 ([7]). Uͷ 1Ͱͷཹɺඪ४తͳಉܕ

(9) res : H2g−1
D (U/F×

+ ,L og) #
⊕

Cl+F (1)
R

Λ༠ಋ͢Δɻ͜ͷ࣮ࣄΛ༻͍ͯɺTͷಉมϙϦϩά

pol ∈ H2g−1
D (U/F×

+ ,L og)

Λɺ(6)ͷಉܕΛ௨ͯ͠ (1, . . . , ͱͯ͠ఆٛ͢Δɻݩ͘ߦʹ(1
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εϖΫτϧྻܥ (8)ΑΓɺ(7)ͱಉ༷ʹɺຒΊࠐΈ

H2g−1
D (U/F×

+ ,L og) #−→ HomMHSR(R(0),H2g−1(U/F×
+ ,L og)) ↪→ H2g−1

dR (U/F×
+ ,Log)

ΛಘΔɻ͜͜Ͱ H2g−1
dR (U/F×

+ ,Log)ɺL ogͷఈʹ͋Δଓ͖ OTՃ܈ LogͷಉมυϥϜ
ίϗϞϩδʔͰ͋ΔɻLogଓ͖Ճ܈ͱͯ͠

Log =
∏
k∈NI

OTek, ∇(ek ) =
∑
τ∈I

ek+1τ ⊗ dtτ
tτ

ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔɻͨͩ͠ɺ1τ ∈ NIɺτ͕ 1Ͱଞͷ͕ 0ͱͳΔ༷ͳݩͰɺ{ dtτtτ }τ∈I
 {∂τ}τ∈I ͷରجఈͱͳΔΩ1

TͷඍࣜܗͰ͋Δɻpol ∈ H1(U/F×
+ ,L og)ͷ H1

dR(U/F×
+ ,Log)

ͷ૾ΛɺϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱͱݺͿɻ

ಉมυϥϜίϗϞϩδʔH2g−1
dR (U/F×

+ ,Log)ɺ໋ 2.8ͷ༷ͳČechෳମͰ۩ମతʹࢉܭͰ͖
Δɻ͢ ͳΘͪɺΞϑΟϯඃ෴U = {Uaα}a∈I,α∈AaΛ͑ߟΔͱɺH•

dR(U/F×
+ ,Log)ɺC•(U,Log ⊗Ω•

T)
Ͱ༩͑Β͑Δ 2ॏෳମʹΑͬͯ͞ࢉܭΕΔɻྟքݩ

u = (uaα) ∈ Cg−1(U,OT)

ʹରͯ͠ɺa ∈ Iͱ α = (α1, . . . , αg) ∈ A g
a ͷͱ͖ɺ

θ(uaα) ! sgn(α)uaα
e(1,...,1)

|P̂α ∩ a |
⊗ dtα1

tα1
∧ · · · ∧ dtαg

tαg
∈ Γ(Uaα,Log ⊗Ωg

T)

ͱ͓͘ͱɺྟքݩ θ(u) ! (θ(uaα)) ∈ Cg−1(U,Log ⊗Ωg
T)͕ఆٛ͞ΕΔɻ͜ͷରԠؔ४ಉܕ

θ : Hg−1(U/F×
+ ,OT) → H2g−1

dR (U/F×
+ ,Log)

Λ༠ಋ͢Δɻ

ఆཧ 3.6. G(t) ∈ Hg−1(U/F×
+ ,OT)Λ৽୩ੜྨͱ͢ΔɻϙϦϩάͷυϥϜ࣮ݱɺ

(−1)gθ(G(t)) ∈ H2g−1
dR (U/F×

+ ,Log)

ͱҰக͢Δɻ

(−1)gθ(G(t))͕ϙϦϩάΛද͢ཧ༝ɺඍࣜܗ

(−1)gθ
(
Gaα(t)

)
=

∑
α∈P̂α∩a tα

tα1 · · · tαg

e(1,...,1)

|P̂α ∩ a |
⊗ dtα1

tα1 − 1 ∧ · · · ∧ dtαg

tαg − 1

ͷ Ta ͷݪ tα1 = · · · = tαg = 1Ͱͷཹ͕ɺͪΐ͏Ͳ 1ʹͳΔ͔ΒͰ͋Δɻ

3.4. ϓϨΫςΟοΫߏͱ༧. ૯࣮ମͷ߹ʹɺϙϦϩάΛ Beilinson༧ʹԠ༻͢
Δ͜ͱظ͍ͨ͠ͱ͜ΖͰ͋Δɻ༗ཧମͷ߹Λ౿ऻ͢Δͱɺ ξ ∈ Utorʹରͯ͠ɺҾ͖

ࣸ͠૾

(10) (ξ∆)∗ : H2g−1
D (U/F×

+ ,L og) → H2g−1
D (ξ∆/∆, (ξ∆)∗L og) #

∏
k∈NI

H2g−1
D (ξ∆/∆,R(k))

Λ͑ߟΔɻξ∆ ∆Ͱɺݩ࣍0 # Zg−1Ͱ܈ίϗϞϩδʔ g − Βͳ͍͔ΒɺεͰ͔͠·࣍1
ϖΫτϧྻܥ

Ep,q
2 = Hp(∆,Hq(ξ∆,R(k))) ⇒ Hp+q(ξ∆/∆,R(k))
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ΑΓɺಉมίϗϞϩδʔ Hm(ξ∆/∆,R(k))͕ m > g − 1Ͱফ͑Δ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻैͬͯಉม
Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔɺεϖΫτϧྻܥ

(11) Ep,q
2 = ExtpMHSR(R(0),H

q(ξ∆/∆,R(k))) ⇒ Hp+q
D (ξ∆/∆,R(k))

ΑΓ

H2g−1
D (ξ∆/∆,R(k)) # ExtgMHSR

(
R(0),Hg−1(ξ∆/∆,R(k))

)
ͱͳΔɻ͔͠͠ͳ͕Βࠞ߹࣮ϗοδߏͷᅲMHSRͰɺExtmm > 1Ͱফ͑Δ͜ͱ͕Β
Ε͍ͯΔɻ͜ͷ͜ͱ͔Βɺ݁Ռͱͯ͠ g > 1ͷͱ͖ H2g−1

D (ξ∆/∆,R(k)) = {0}ͱͳͬͯ͠·͏ɻ
͢ͳΘͪɺҾ͖ࣸ͠૾ (10) 0ࣸ૾ʹ͔͠ͳΓ͑ͳ͍ɻ͜ͷ͕࣮ͦ͜ࣄɺ૯࣮ମͷ
߹ͳͲɺݩ࣍ߴͷ܈ͷ߹ʹϙϦϩάͷڀݚΛ࠷્͖ͨͯ͠ཁҼͰ͋Δɻ͜ͷো

Λղফ͢ΔҝʹචऀΒ͕େ͖ͳظΛ͍ͯͤدΔͷ͕ɺNekovarͱ Scholl [28]ʹΑͬͯఏএ͞
ΕͨʮϓϨΫςΟοΫߏʯͷ֓೦Ͱ͋Δɻ

ϓϨΫςΟοΫߏͷֶͰɺ૯࣮ମͱؔ࿈͢Δ༷ͳزԿֶతରʹରͯ͠ɺࠞ߹

ͷཧʹɺ૯࣮ମ͔ΒདྷΔʮϓϨΫςΟοΫߏʯͱݺΕΔՃతߏ͕ೖΔ͜ͱΛ

ͷᅲMHSRͷϓϨΫςΟοΫ൛ͱߏɺࠞ߹࣮ϗοδ͍ͯͭʹݱ͍ͯ͠Δɻϗοδ࣮ظ
ͯ͠ɺMHSRͷ g࣍ Deligneςϯιϧੵ

MHSI
R ! MHSR " · · · "MHSR

͕ɺࠞ߹ϓϨΫςΟοΫ࣮ϗοδߏͷᅲͱͯ͠ఏএ͞Ε͍ͯΔɻචऀΒMHSI
Rͷରͷ۩

ମతදࣔ Ext܈ͷࢉܭʹ͍ͭͯɺจ [3]Ͱௐͨɻ࣮ࡍɺM1, . . . ,Mg ∈ MHSRʹରͯ͠ɺ
MHSI

Rͷର

M1 " · · · " Mg

͞ΕɺMHSIߏ͕
RͷҙͷରɺM1 " · · · " Mg ͱ͍͏ܗͷରͷ sub-quotientͱͳͬͯ

͍Δɻ্هͷ Tateର R(k)ɺ

R(k) = R(kτ1) " · · · " R(kτg )

ͱͯࣗ͠વʹMHSI
RͷରͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔɻMHSI

RͷᅲͰͷ ExtͷࢉܭҎԼͷ௨Γ
Ͱ͋Δɻࢉܭͷৄࡉ [3, Example 5.28] [7, Lemma 5.4]ΛࢀরͤΑɻ

ิ 3.7.  k ∈ Zʹରͯ͠ɺR(kI )Λ R(k) " · · · " R(k)Ͱ༩͑ΒΕΔMHSI
Rͷ Tateର

ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺ

HomMHSI
R
(R(0I ),R(kI )) =



R k = 0,

{0} k " 0,
Extg

MHSI
R

(R(0I ),R(kI )) =


C/(2πi)g(k−1)+1R k > 0,

{0} k ≤ 0

͕Γཱͪɺ͜ΕҎ֎ͷ߹ʹ ExtmMHSR(R(0I ),R(kI )) = {0}ͱͳΔɻ

ͰɺϓϨΫςΟοΫಉม࣌ݱ Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔΛఆٛ͢Δ͚ͩʹϓϨΫ
ςΟοΫͷཧ·ͩेʹਐԽ͍ͯ͠ͳ͍ɻ͔͠͠ͳ͕ΒɺԾʹྑ͍ϓϨΫςΟοΫಉม

Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷཧ͕͋Δͱ͢ΕɺεϖΫτϧྻܥ

(12) Ep,q
2 = Extp

MHSI
R

(R(0I ),Hq(U/F×
+ ,L og)) ⇒ Hp+q

D I (U/F×
+ ,L og)
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ʹΑͬͯࢉܭͰ͖ΔͣͰ͋Δɻ࣮ࡍɺ͜ͷεϖΫτϧྻܥͷଘࡏΛԾఆͯ͠ɺϓϨΫςΟο

Ϋಉม Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔΛ͢ࢉܭΔͱɺ

H2g−1
D I (U/F×

+ ,L og) # H2g−1
D (U/F×

+ ,L og)

ͱͳΔ͜ͱ͕ূ໌Ͱ͖Δɻ͜ͷ͜ͱ͔ΒɺಉมϙϦϩά pol ∈ H2g−1
D (U/F×

+ ,L og)ɺϓϨΫ
ςΟοΫಉม Deligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷதʹ pol ∈ H2g−1

D I (U/F×
+ ,L og)͕ఆ·Δ͜ͱ

͕͔ΔɻϓϨΫςΟοΫ൛Λ͑ߟΔ͜ͱͷརɺͷҾ͖͕͠ఆٛ͞ΕΔ͜ͱʹ͋Δɻ

͍·ɺεϖΫτϧྻܥ Ep,q
2 = Hp(∆,Hq(ξ∆,R(k))) ⇒ Hp+q(ξ∆/∆,R(k))ͱ ∆ # Zg−1ͷ܈ί

ϗϞϩδʔͷࢉܭΑΓɺ

Hg−1(ξ∆/∆,R(k)) # Hg−1(∆,H0(ξ∆,R(k))) # Hg−1(∆,R(k)) #


R(kI ) k = kI

{0} otherwise

͕ಋ͔ΕΔɻ͍·ɺ(11)ͱಉ༷ͷεϖΫτϧ͔ྻܥΒɺ

H2g−1
D I (ξ∆/∆,R(k)) # Extg

MHSI
R

(
R(0),Hg−1(ξ∆/∆,R(k))

)

ͱͳΓɺิ 3.7ͷࢉܭΑΓɺ

H2g−1
D I (ξ∆/∆,R(k)) #



C/(2πi)g(k−1)+1R k = kI, k > 0,

{0} otherwise

ͱͳΔɻ্هͷࢉܭΛ౿·͑ͯɺҎԼΛ༧͢Δɻ

༧ 3.8. ϓϨΫςΟοΫߏɺٴͼಉมϓϨΫςΟοΫDeligne-BeilinsonίϗϞϩδʔͷҰൠ
͕͋ΔͱԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺξ ∈ Utorʹରͯ͠Ҿ͖͠

(ξ∆)∗ : H2g−1
D (U/F×

+ ,L og) → H2g−1
D I (ξ∆/∆, (ξ∆)∗L og)

͕ఆٛ͞ΕΔɻ·ͨɺಉܕ

H2g−1
D I (ξ∆/∆, (ξ∆)∗L og) #

∏
k∈NI

H2g−1
D I (ξ∆/∆,R(k)) #

∏
k>0
C/(2πi)g(k−1)+1R

Λ௨ͯ͠ɺ

(ξ∆)∗pol = ((−1)kd1/2
F L(ξ∆, k))k>0 ∈

∏
k>0
C/(2πi)g(k−1)+1R

ͱͳΔɻ͜͜Ͱ dF  FͷࠩੵͰ͋Δɻ

F = Qͷͱ͖ɺLerchθʔλؔͷಛघL(ξ, k)ɺϙϦϩάؔͷಛघLik(ξ)ͱҰக͢
Δɻ·ͨɺUZ # U/Q×

+Ͱ͋Δɻैͬͯɺ༧ 3.8ఆཧ 3.2ͷࣗવͳ֦ுͱͳ͍ͬͯΔɻ্ه
༧ɺݩ࣍ߴͷ߹ͷϙϦϩά͔ΒతྔΛऔΓग़͢۩ମతͳಓےΛ͍ࣔͯ͠ΔɻLerch
θʔλؔ Hecke Lؔͱؔ͢Δ͜ͱ͔ΒɺಉมϙϦϩά͕ϞνϏοΫͳϙϦϩάͷϨ
ΪϡϨʔλʔ rD ͷ૾ͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱΛԾఆ͢Δͱɺ༧ 3.8͔Β૯࣮ମͷ Hecke Lؔ
ͷ Beilinson༧Λূ໌͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔɻৄࡉ [7]Λࢀর͞Ε͍ͨɻ
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数体の素元星座定理
関 真一朗 （青山学院大学）

概 要
本稿は第 66回代数学シンポジウムにおける筆者の講演に基づいて, 甲斐亘, 見村万佐人, 宗政昭弘, 吉野聖人の各氏との共著論文 [KMMSY]の成果について報告するものである.

1 はじめに
素数全体の集合を表す記号としてPを採用する. 正整数Nに対して, [N ] := {1, 2, . . . , N}.
1904年に提起された素数に関する次の予想がある.

予想 1.1 (Dicksonの予想). k ∈ Z>0, a1, . . . , ak ∈ Z>0, b1, . . . , bk ∈ Zについて,

∀p ∈ P , ∃n ∈ Z s.t. p !
∏

i∈[k](ain+ bi)

が満たされるならば a1n + b1, . . . , akn + bkが全て素数となるような整数 nが無限に存在する.

k = 1の場合がDirichletの算術級数定理であり,その他様々な有名予想がDicksonの予想に含まれている. kは任意, a1 = 1, a2 = 2, . . . , ak = k, b1 = · · · = bk = 1のときを考えると,

(p+1)(2p+1) · · · (kp+1) ≡ 1 (mod p)なので, Dicksonの予想はn+1, 2n+1, . . . , kn+1が全て素数となるような整数 nが無限個存在することも予想している. 特に, 任意の長さの素数等差数列が存在することは遅くとも 1904年の時点では信じられていたとみることはできるだろう. ここで, 素数のみで構成されるような等差数列を素数等差数列とよび, 等差数列の項数を長さとよぶ (長さが 2以上というときは公差として 0は許さない).進展としては解析的整数論の手法を用いた van der CorputおよびHeath-Brownの結果があった.

定理 1.2 (van der Corput [VdC]). 長さ 3の素数等差数列は無限に存在する.

定理 1.3 (Heath-Brown [HB1]). 3つの素数および 1つの「素数または 2つの素数の積であるような数」から構成される長さ 4の等差数列は無限に存在する.

その後, Greenが [Gr]において van der Corputの定理をRothの定理 (定理 2.3)の形に拡張するブレイクスルーを与え (定理 6.1の k = 3の場合), Taoとの共同研究により次の金字塔に到達した.
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定理 1.4 (Green–Tao [GT]). 任意の長さの素数等差数列が存在する.

本稿の主たる興味はGreen–Taoの定理の多次元化である. その際, 等差数列に対応する概念として星座を考える.

定義 1.5. ZをZ加群とし, SをZの有限部分集合とする. このとき, Zの部分集合SがS星座であるとは, 或る a ∈ Zおよび或る l ∈ Z>0が存在してS = a+ l ·S = {a+ ls : s ∈ S}と表されることをいう.

Z の (無限)部分集合 Aについて, 「任意の有限部分集合 S ⊂ Z に対して或る S 星座
S ⊂ Aが存在する」ことを「AはZに対する任意の形状の星座を含む」などと表現する.

補題 1.6. A ⊂ Zについて, 「Aは任意の長さの等差数列を含む」ということと「Aは Zに対する任意の形状の星座を含む」ということは同値である.

証明. 長さ kの等差数列 (の作る集合)は [k]星座に他ならない. どんなZの有限部分集合
Sをとってきても, 或る a, k ∈ Z≥0が存在して a + S ⊂ [k]が成り立ち, このとき [k]星座は S星座を含んでいる. 以上の観察により証明は尽きている.

この補題からGreen–Taoの定理は次のように言い換えることができる.

定理 1.7 (Green–Tao, 再掲). 素数全体の集合Pは Zに対する任意の形状の星座を含む.

これの 2次元類似といえる定理を Taoは証明した. それはGreen–Taoの定理における整数をGauss整数に置き換え, 素数をGauss素数に置き換えたものといえる.

定理 1.8 (Gauss素数星座定理 [T2]). Gauss素数全体の集合PQ(
√
−1)はZ[

√
−1]に対する任意の形状の星座を含む.

Green–Taoの論文の §11でGauss数体版や他の数体でやってみることを提案していたが, Gauss数体についてはTao自身が直後にやってしまったわけである (arXivの v3で提案し, v6でTaoの論文が引用されている. また, 出版年は前後してしまっている). Taoの論文の §12においては依然として他の数体の場合にも拡張できるだろうと予想している一方で, 少なくとも「整数環がUFDで単数を有限個しか持たない場合」には同じ方法が使えるだろうというような表現もしている. 有理数体を除くと単数が有限個しかないような数体はDirichiletの単数定理から虚 2次体に限定され, その場合に類数が 1であるようなものは Baker–Heegner–Starkの定理から 9つしか存在しないことがわかる. しかしながら,東北大学のメンバーで構成された研究チーム1はTaoのいうような数体への制限を課さずともGreen–Taoの論法は拡張できることを確認し, 以下の定理を証明した.

定理 1.9 (数体の素元星座定理 [KMMSY]). Kを数体とし, OK をKの整数環とする. このとき, OKの素元全体の集合PKはOKに対する任意の形状の星座を含む. 更に, 各星座は同伴なペアを含まないようにとることができる.

1著者は昨年度まで東北大学に所属していた.
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α, β ∈ OK が互いに同伴であるとは, 或る µ ∈ O×
K が存在して α = µβが成り立つときにいう. Taoの制限を課さないことの主張に対する影響については, 類数が一般の場合は既約元ではなく素元を考えていること, 単数群が一般の場合は同伴なペアに関する追加的主張が成立していることに現れている. 次数 dの数体の整数環は Z加群としては Zdと同型であるため, 上記定理はGreen–Taoの定理の多次元化 (の 1つ)と捉えることができる.

2 Szemerédiの定理
Green–Taoの定理は円周法やVinogradovの手法などの解析的整数論的なアプローチだけで証明されたのではなく, Szemerédiの定理を 1つの landmarkとするRamsey型の一般論の発展と解析的整数論の合わせ技によって証明された. そこで, この節では Szemerédiの定理周辺の話題を簡単にまとめたい.

1920年頃に以下のようなRamsey理論の先駆けとなる予想がなされた.

予想 2.1 (Baudet, Schur). 整数の集合をどのように 2分割しようとも, どちらか一方は任意の長さの等差数列を含む.

この予想は van der Waerdenによって次のような形で解決された.

定理 2.2 (van der Waerden [VdW]). 任意の k,m ∈ Z>0に対して或るN0(k,m) ∈ Z>0が存在して, 以下が成立する: 整数N ≥ N0(k,m)と任意の分割 [N ] = C1 ) · · · ) Cmについて, 或る i ∈ [m]が存在してCiは長さ kの等差数列を含む.

これはRamsey理論における典型的な定理であり (ちなみに van der Waerdenの定理が
1927年なのに対してRamseyの定理は 1930年), 分割が与えられたときに等差数列が存在する集合Ciを具体的に知ることはできないという弱点がある. Erdős–Turánは [ET]での研究を皮切りに密な部分集合は常に等差数列を含むだろうと予想し, この予想は長さ 3の場合にRothによって解決された.

定理 2.3 (Roth [R]). 任意の δ > 0に対して或るN0(δ) ∈ Z>0が存在して, 以下が成立する: 整数N ≥ N0(δ)と集合A ⊂ [N ]について, #A ≥ δN であればAは長さ 3の等差数列を含む.

その後, 長さ 4の場合を Szemerédi [Sz1]が解決した後に, 更に一般の長さの場合を解決するに至った.

定理 2.4 (Szemerédi [Sz2]). 任意の k ∈ Z>0, δ > 0に対して或るN0(k, δ) ∈ Z>0が存在して, 以下が成立する: 整数N ≥ N0(k, δ)と集合A ⊂ [N ]について, #A ≥ δN であればAは長さ kの等差数列を含む.

Rothの証明は Fourier解析的な証明であったのに対し, Szemerédiの証明は正則化補題のプロトタイプを用いた組合せ論的証明であった. その後, Szemerédiの定理は様々なアプローチによって別証明が考えられ,そのことが数学を進展させることにつながった. 特に重要な別証明が Furstenbergによるエルゴード理論的証明 [F]およびGowersによる Fourier
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解析的証明 [Go1]である. Gowersによる証明は Szemeédiの定理におけるN0(k, δ)の上からの定量的評価
N0(k, δ) ≤ 22

δ−22
k+9

を導き, これは一般の kについては現在でも最良の評価である (k = 3, 4に限定すると著しい進展がある). この評価の改良が続けばGreen–Taoの定理がいつか得られるが, そのような証明は現状実現していないのであって, Green–Taoは代わりに Szemerédiの定理の相対化を考えた (次節).エルゴード理論的証明は即座にFurstenbergとKatznelsonによる Szemerédiの定理の多次元化を導いた.

定理 2.5 (多次元 Szemerédi定理 [FK]). 任意の d ∈ Z>0, Zdの有限部分集合 S, δ > 0に対して或るN0(d, S, δ) ∈ Z>0が存在して, 以下が成立する: 整数N ≥ N0(d, S, δ)と集合
A ⊂ [N ]dについて, #A ≥ δNdであればAは S星座を含む.

その後, Gowers [Go2]およびRodl–Schacht–Tengan–Tokushige [RSTT]がハイパーグラフ除去補題を用いる組合せ論的別証明を与えた. この組合せ論的なアプローチは今回の我々の研究でも採用した手法である (§4).

3 Szemerédiの定理の相対化
Greenと Taoは Szemerédiの定理におけるN0(k, δ)の定量評価を改良するのではなく,

Szemerédiの定理の相対化を考えることによって新しい道を切り拓いた. ∅ += A ⊂ X,

#X < ∞, f : X → Rに対して, E(f | A) := 1
#A

∑
x∈A f(x)という記号を用いる. このとき, Szemerédiの定理における条件#A ≥ δN は E(1A | [N ]) ≥ δと書き直すことができる. ここで, 1•は指示関数を表す. 相対 Szemerédi定理とはこの条件を重み付け関数

λ : Z → R≥0に対する重み付き密度条件E(λ · 1A | [N ]) ≥ δに置き換えても, λが十分良い条件を満たしている場合には Szemerédiの定理と同等の結果を導くことができることを主張する ([GT, Theorem 3.5]). ここにいう「十分良い条件」とは λが殆ど 1のように振舞うというものである (線形形式条件などの擬ランダム性).また, 多次元 Szemerédi定理の相対化も同様に知られており, [T2, Theorem 2.18]や
[CFZ, Theorem 3.1]がそれである. ここでは我々の共同研究で与えた versionの相対多次元 Szemerédi定理を紹介する.

定義 3.1. dを正整数とし, Sを 0を含むようなZdの有限部分集合とする. r := #S−1 ≥ 1とし, S = {s1, . . . , sr} ∪ {0}と元に名前を付けておく. Dr+1 :=
⊔

i∈[r+1]{0, 1}[r+1]\{i}とお
く. 各 ω ∈ Dr+1に対して, Z線形写像 ψ(ω)

S : Z2r+2 → Zdを次のように定める: i ∈ [r]で
ω = (ωj)j∈[r+1]\{i} ∈ {0, 1}[r+1]\{i}のときは

ψ(ω)
S (a(0)1 , . . . , a(0)r+1, a

(1)
1 , . . . , a(1)r+1) :=

(
∑

j∈[r]\{i}

(sj − si)a
(ωj)
j

)
+ sia

(ωr+1)
r+1
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と定義し, ω = (ωi)i∈[r]のときは
ψ(ω)
S (a(0)1 , . . . , a(0)r+1, a

(1)
1 , . . . , a(1)r+1) :=

∑

j∈[r]

sja
(ωj)
j

と定義する. ρを 0 < ρ < 1を満たす実数, Nを正整数とする. このとき,写像λ : Zd → R≥0が (ρ, N, S)-擬ランダム測度であるとは, 元の個数がN 以上であるような整数の区間の直積として表される任意の L ⊂ Zr+1および任意のΩ ⊂ Dr+1に対して
∣∣∣∣∣E
(
∏

ω∈Ω

λ ◦ ψ(ω)
S

∣∣∣∣∣ L× L

)
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ ρ

が成り立つときにいう.

定義 3.2. dを正整数, SをZdの有限部分集合とする. 0 ∈ Sおよび S = −Sが成り立っており, 更に Sが Zdを Z加群として生成するとき, Sを標準形状とよぶ.

Zdの任意の有限部分集合に対してそれを含むような標準形状が存在するため, 任意の形状の星座の存在を証明するには標準形状のみを扱えば十分である. 次が多次元 Szemerédi定理の相対化である.

定理 3.3 (相対多次元 Szemerédi定理 [KMMSY, Theorem 5.4]). dを正整数とし, S ⊂ Zd

を標準形状とし, r := #S−1 ≥ dとおく. このとき, 任意の正の実数 δ > 0に対して正の実数 ρ = ρ0(S, δ)および γ = γ0(S, δ)が存在して以下が成立する. N を正整数, λ : Zd → R≥0を (ρ, N, S)-擬ランダム測度とする. 集合A ⊂ [−N,N ]dは次の 2条件を満たすと仮定する:

1. (重み付き密度条件) E(λ · 1A | [−N,N ]d) ≥ δ,

2. (Smallness条件) E(λr+1 · 1A | [−N,N ]d) ≤ γN .

このとき, Aは S星座を含む.

自明な擬ランダム測度 λ = 1Zdに対してこの定理を適用することにより定理 2.5が系として得られる.

4 ハイパーグラフ除去補題
この節では Gowersや Rodl–Schacht–Tengan–Tokushigeが多次元 Szemerédi定理を導出する際に使用したハイパーグラフ除去補題および Conlon–Fox–Zhaoによるその相対化について簡単に紹介する (相対ハイパーグラフ除去補題から同様の方法で相対多次元

Szemerédiの定理を導出することができる). この導出アプローチは Solymosi [So]が起源であり, Szemerédiの定理の導出と多次元 Szemerédi定理の導出で本質的な差が発生しない, つまり元々の次元があまり問題にならないという利点がある. なお, 相対 Szemerédi定理のGreen–Taoによるオリジナルは幾分エルゴード理論的なアプローチによって証明された.

rを正整数とする. 有限集合 V に対して,
(
V
r

)を (Vr) := {e ∈ P(V ) : #e = r}で定義する (Pで冪集合を表す). このとき, V と (Vr)の部分集合E ⊂
(
V
r

)の組 (V,E)のことを rハイパーグラフとよぶ. 次がハイパーグラフ除去補題である.
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定理 4.1 (ハイパーグラフ除去補題). 正整数 kと正の実数 ε > 0に対して δ = δ0(k, ε) > 0が存在して以下が成立する. H を頂点数 kの rハイパーグラフとし (r ∈ [k]), rハイパーグラフ Gを任意に考えて, その頂点数を nとおく. もしGが高々δnk個しかH と同型な部分ハイパーグラフを含まなければ, 高々εnr個の辺を除去することによってHと同型な部分ハイパーグラフを含まないようなGの部分ハイパーグラフを得ることができる.

この定理に至るまでには歴史があるがここではその紹介は割愛する2. 最終的にハイパーグラフ除去補題を証明したのはGowers [Go2]およびNagle–Rödl–Schacht–Skokan [RoSk1,

RoSk2, NRS, RoSc1, RoSc2]である.

Tao [T1]は以下の形でハイパーグラフ除去補題の証明を短くまとめており, この後に述べる相対化はこの versionを元に行われる. (J,E)が rハイパーグラフで各 j ∈ Jに対して
Vjが空でない有限集合であるとき, V = ((J,E); (Vj)j∈J)を rハイパーグラフ系とよぶ. Jの部分集合 eに対して Ve :=

∏
j∈e Vjと略記する.

定理 4.2. 正整数 kと正の実数 ε > 0に対して δ = δ0(k, ε) > 0が存在して以下が成立する.

((J,E); (Vj)j∈J)を#J = kであるような rハイパーグラフ系 (r ∈ [k])として, 各 e ∈ E毎にEe ⊂ Veを考える. もし
E
(
∏

e∈E

1Ee×VJ\e

∣∣∣∣∣ VJ

)
≤ δ

が満たされるならば, ある (E ′
e)e∈E ∈

∏
e∈E P(Ve)が存在して,

⋂
e∈E(E

′
e × VJ\e) = ∅ かつ

∀e ∈ E, E
(
1Ee\E′

e

∣∣ Ve

)
≤ ε が成り立つ.

自明というわけではないが, 実は定理 4.2から定理 4.1を導出することができる. この定理の相対化を述べるために, 重み付きハイパーグラフの概念を導入する.

定義 4.3. V = ((J,E); (Vj)j∈J)を rハイパーグラフ系とする. gが V 上の重み付きハイパーグラフであるとは, gが関数 ge : Ve → R≥0の組 g = (ge)e∈Eであるときにいう.

g, g′を V 上の重み付きハイパーグラフとする. 任意の e ∈ Eに対して各点で ge ≤ g′eが成り立つとき, g ≤ g′と表す.

有限集合 eに対して, ω ∈ {0, 1}e が ω = (ωj)j∈e と成分表示され, 各 j ∈ eに対して
x(0)
j および x(1)

j が定まっているとき, 記号 x(ω)
e で (x

(ωj)
j )j∈eを略記しているものと約束する. また, (0)j∈e, (1)j∈e ∈ {0, 1}eをそれぞれ 0, 1と表すこととし, 例えば x(0)

e = (x(0)
j )j∈e,

x(1)
e = (x(1)

j )j∈eと理解する.

定義 4.4. ρ > 0を正の実数, V = ((J,E); (Vj)j∈J)を r ハイパーグラフ系 (r ∈ Z>0),

ν = (νe)e∈Eを V 上の重み付きハイパーグラフとする. また, D(E) :=
⊔

e∈E{0, 1}eとおく.このとき, νが ρ擬ランダムであるとは, 任意の (nω)ω∈D(E) ∈ {0, 1}D(E)に対して
∣∣∣∣∣∣
E




∏

e∈E

∏

ω∈{0,1}e
νe(x

(ω)
e )nω

∣∣∣∣∣∣
(x(0)

J , x(1)
J ) ∈ VJ × VJ



− 1

∣∣∣∣∣∣
≤ ρ

が成り立つときにいう.

2第 37回代数的組合せ論シンポジウムの報告集の原稿には少し記述した.
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定義 3.1は上記の擬ランダム性に由来する.定理 4.2は次のように一般化される (証明にはハイパーグラフ除去補題を道具として利用する必要がある). πe : VJ → Veを自然な全射とするとき, x ∈ VJ に対して xe = πe(x)と略記する.

定理 4.5 (相対ハイパーグラフ除去補題 [CFZ], [T2]3). 正整数 kおよび正の実数 ε > 0に対して δ = δ0(k, ε) > 0および ρ = ρ0(k, ε) > 0が存在して以下が成立する. V =

((J,E); (Vj)j∈J)を#J = kであるような rハイパーグラフ系 (r ∈ [k])とする. νを ρ擬ランダムな V 上の重み付きハイパーグラフとし, gを g ≤ νを満たすような V 上の重み付きハイパーグラフとする. もし
E
(
∏

e∈E

ge(xe)

∣∣∣∣∣ x ∈ VJ

)
≤ δ

が満たされるならば, ある (E ′
e)e∈E ∈

∏
e∈E P(Ve)が存在して,

⋂
e∈E(E

′
e × VJ\e) = ∅かつ

∀e ∈ E, E
(
ge · 1Ve\E′

e
| Ve

)
≤ ε が成り立つ.

5 擬ランダム測度の構成と密度計算
適切な擬ランダム測度を構成し, 相対多次元 Szemerédi定理を適用することによって定理 1.9が示される. K を [K : Q] = dであるような数体とする. また, 整基底 ωを任意にとって同型OK 1 Zdを固定する. S ⊂ OK を標準形状とする. 利用される擬ランダム測度は

λ(α) =
ϕK(W )

W d
· κ · ΛR,χ(Wα + b)2

cχ · logR
という形の関数である (α ∈ OK). ここで, 2つのメインパラメーターw > 0,M ∈ Z>0があり, W はW =

∏
p∈P≤w

pと定義される. RはM と Sに依存して定義される実数で, χは
supportが [−1, 1]に含まれるようなC∞級の非負値関数であって, χ(0) = 1および χ ≤ 1を満たすものとする. cχ :=

∫∞
0 χ′(x)2dx. ϕK はKに対する Euler totient関数. bはW と互いに素なOK の元. κはDedekindゼータ関数 ζK(s)の s = 1における留数. OK のイデアル aに対して, ΛR,χ(a)は

ΛR,χ(a) := logR
∑

b|a

µK(b)χ

(
logN(b)

logR

)

と定義される. µK は K に対するMöbius関数で N(b)はイデアル bのノルム. そして,

ΛR,χ(α) := ΛR,χ(αOK)である.

ρ > 0を任意にとる. ρと Sに依存して wを十分大きくとり, その後M を w, ρ,χ, Sに依存して十分大きくとれば λは (ρ, 2M/W 3, S)-擬ランダム測度であることが証明される.その証明はW -trickに基づいたGoldston–Yıldırım型漸近公式を解析的整数論の技法で示すという形でなされる.

3Taoの示した定理はより多くの条件が課されていたが, Conlon–Fox–Zhaoによって条件が緩められた.

7



さて, ノルムが与えられた数以下となるような単項素イデアルの個数の漸近挙動は代数的整数論の分野における古典として知られているが, 数の幾何学を用いることによって
OK 1 Zdにおいて原点から一定距離以内にある互いに非同伴な素元たちのカウンティングが適切に実行可能なO×

K-基本領域を見出すことができる (我々はこれを “NL-compatible”な基本領域とよんでいる [KMMSY, Proposition 4.11]). このカウンティングに上手く鳩の巣原理を用いた議論を組み合わせることによって, 或る bに対して相対多次元 Szemerédi定理で要請される重み付き密度条件をパスすることができる.

6 Szemerédi性
Green–Taoの定理およびその多次元化である星座定理は若干の一般化が可能であり,

Szemerédi型の定理に拡張することができる. この拡張は一部の先行研究においては簡単のために証明が記述されないことがあったが,我々の論文では元の星座定理とそのSzemerédi型で議論の複雑さがあまり変わらないように種々の議論を洗練し, 以下の定理 6.5の証明も省略することなく詳述した.

定理 6.1 (素数Szemerédi定理). 任意のk ∈ Z>0, δ > 0に対して或るN0(k, δ) ∈ Z>0が存在して,以下が成立する: 整数N ≥ N0(k, δ)と集合A ⊂ P∩[N ]について, #A ≥ δ·#(P∩[N ])であればAは長さ kの等差数列を含む.

この定理から de la Vallée Poussinによる算術級数の素数定理と組み合わせることにより以下の系を得ることができる.

系 6.2. a, bを互いに素な正整数とする. このとき, 公差が aで初項が bであるような無限等差数列に含まれるような素数のみで構成される任意の長さの等差数列が存在する.

定理 6.3 (Gauss素数 Szemerédi定理). 任意の Z[
√
−1]の有限部分集合 S と δ > 0に対して或る N0(S, δ) ∈ Z>0 が存在して, 以下が成立する: 整数 N ≥ N0(S, δ)と集合 A ⊂

PQ(
√
−1) ∩Z[

√
−1](N)について, #A ≥ δ ·#(PQ(

√
−1) ∩Z[

√
−1](N))であればAは S星座を含む. ここで, Z[

√
−1](N) := {a+ b

√
−1 ∈ Z[

√
−1] : |a|, |b| ≤ N}.

実はTaoは [T2]において数体の素元星座定理だけではなく, Green–Taoの定理の次の形の多次元化の成立も予想していた. 現在では 3チームによって独立に解決されている. また, Pdが任意の形状の星座を含むことはGreen–Taoの定理から即座に従うため, Szemerédi型の主張を考えて初めて非自明な拡張となることに注意.

定理 6.4 (素数多次元Szemerédi定理 [TZ, FZ, CMT]). 任意のd ∈ Z>0, Zdの有限部分集合
S, δ > 0に対して或るN0(d, S, δ) ∈ Z>0が存在して,以下が成立する: 整数N ≥ N0(d, S, δ)と集合A ⊂ (P ∩ [N ])dについて, #A ≥ δ ·#(P ∩ [N ])dであればAは S星座を含む.

次が数体の素元星座定理の Szemerédi化である.

定理 6.5 (数体の素元 Szemerédi定理 [KMMSY]). Kを数体とし, OK をその整数環, PKを OK の素元全体の集合とする. 任意の OK の有限部分集合 S と δ > 0に対して或る
8



N0(K,S, δ) ∈ Z>0が存在して, 以下が成立する: 整数N ≥ N0(K,S, δ)と集合A ⊂ PK ∩
OK(N)について, #A ≥ δ · #(PK ∩ OK(N))であれば Aは同伴なペアを含まないような S星座を含む. ここで, Kの整基底 ωを任意にとって固定し, 同型OK 1 Zdを通して
([−N,N ] ∩ Z)d ⊂ Zdに対応する集合をOK(N)と表している4. ここで, d = [K : Q].更に, Sが標準形状であれば, そのような S星座の個数N は

N 5ω,S,δ
Nd+1

(logN)#S

を満たす.

この定理の証明においては, PK に対して相対的に密な集合Aに対してNL-compatibleなO×
K-基本領域DであってA ∩DがPK ∩Dにおいて相対的に密となるようなものが存在することを証明することが 1つの鍵となる.

7 ニ次形式による素数表現と星座定理
p = x2 + y2の形の奇素数は p ≡ 1 (mod 4)を満たすものなので, 算術級数定理によってそのような素数は無限に存在する. より一般の 2元 2次形式についてはこのような単純な合同条件が常にあるわけではないが, Weberは次の定理を証明している.

定理 7.1 (Weber [W]). F (x, y) = ax2 + bxy + cy2を原始的 2次形式とする. また, 判別式
DF = b2 − 4acは完全平方数ではないと仮定し, F は負定値ではないとする. このとき,

#{p ∈ P : ∃(x, y) ∈ Z2 s.t. F (x, y) = p} = ∞

が成り立つ.

F (x, y) = pなる pの分布ではなく, (x, y)の分布に興味を移して, 数体の素元星座定理の枠組みを応用することにより, 我々は次の結果を得た. これは純粋に有理素数に関する新定理と考えることができる.

定理 7.2 (2次形式の素数表現に関するSzemerédei定理 [KMMSY]). F (x, y) = ax2+bxy+

cy2を原始的 2次形式とする. また, 判別式DF = b2− 4acは完全平方数ではないと仮定し,

F は負定値ではないとする. このとき, F−1(P)の相対的に密な部分集合AはZ2に対する任意の形状の星座を含む. 更に, 各星座上に F を制限すると単射であるようにできる.

2次体の整環などに関する追加の議論は必要であるが, 数体の議論には基づいているため, より一般の形式に拡張するのは現状難しい (3次以上であってもノルム形式についてはできている). 例えば, 次の疑問は肯定的に成り立つであろうか?

疑問 7.3. 集合 {(x, y, z) ∈ Z3 : x3 + y3 + z3 ∈ P}はZ3に対する任意の形状の星座を含むだろうか.

なお, Heath-Brown [HB2]が p = x3 + 2y3の形の素数の無限性を証明している.

4なので, 厳密にはN0(K,S, δ)は ωの取り方に依存する.

9
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ΞϑΟϯضଟ༷ମͷزԿֶͱແضݶଟ༷ମͷزԿֶɺͦͯͦ͠ΕΒͷضଟ༷ମͷྔࢠ K ͱͷͭͳ͕܈

Γʹ͍ͭͯͷۙ࠷ͷզʑͷ݁Ռ ([15])ʹ͍ͭͯ֓આ͢Δɻ

Introduction

ෳૉମ্ͷ୯७Ϧʔ୯७܈ͷཧʹ͓͍ͯମΛ ͷରɺͭ·Γݩ࣍1 1มͷଟ߲ࣜ

Δ͜ͱ͑ॴମʹऔΓہ(උ) 1960Ҏ߱Μʹ͑ߟΒΕͯདྷͨɻ·ͨɺෳૉମ্ͷ୯७܈ͷ

༿ͱͯ͠༗༻Ͱ͋ͬݴड़͢ΔهΛݱԿֶͦΕ୯ମͱͯ͠දزଟ༷ମͷضେͳࣹӨత࣭ۭؒͰ͋Δۃ

ͨͨΊͦͪΒʹ͍ͭͯମΛෳૉମ͔Β Δ͜ͱ͕ࣗવͰ͋Δɻ͜Εɺ͑ߟతͳରͱ֦େͯ͠ݩ࣍1

୯७܈ Gͱͦͷ Borel෦܈ B(܈෦֯ࡾ্) ʹରͯ͠ɺK = C((z)),Qp ͳͲͱ͓͍ͯ֓Ͷ

B(K) := G(K)/B(K)

ͷΑ͏ͳରΛ͑ߟΔ͜ͱʹରԠ͢Δɻ

͜ͷΑ͏ͳू߹ B(K)ΛΞϑΟϯضଟ༷ମͱݺΜͰྑ͍ͱݸਓతʹ͕͏ࢥɺ࣮ࡍʹ 1980͔ΒΜʹ

ͷҧ͍Λআ͍͍ͯΘΏΔΞݩ࣍ݶଟ༷ମ͜͏͍ͬͨͷͰͳ͍ɻ༗ضΕ͍ͯΔ͍ΘΏΔΞϑΟϯ͞ڀݚ

ϑΟϯضଟ༷ମ O = C[[z]],Zp Λ Kͷͱͯ͠

GrG := G(K)/G(O)

ͷΑ͏ʹදͤΔू߹ʹଟ༷ମɺͦ͘͠Εʹྨߏͨ͠ࣅΛೖΕͨͷʹͳ͍ͬͯΔ ্߹͜ͷूʹࡍ࣮)

ͷ༗ضݩ࣍ݶଟ༷ମʹΑΔϑΝΠόʔଋʹͳ͍ͬͯΔ)ɻ؆୯ͷͨΊ K = C((z))Ͱ͑ߟΔͱแؚਤࣜ

B(K) ! "

!!!!!
!!!

(B(K) ∩G(O))
# $

"""""""""

% &

######
###

G(K)

G(O)
' (

$$$$$$$$

ͷͲͷຒΊࠐΈ༨ݩ࣍ແݶͰ͋Γɺͦͷঢ়گ G(K)ͷ࡞༻Ͱదʹ೧ͬͯมΘΒͳ͍ͷͰɺྫ͑͜

ͷ;͕ͨͭಉ͡Ͱ͋Δͱओு͢Δʹແཧ͕͋Δ͠ɺಉͰ͋Δͱओு͢Δʹ͕ࠜڌඞཁʹͳͬͯ͘Δɻ

͜ͷΑ͏ͳঢ়گʹͳ͍ͬͯΔཧ༝େ͖͚ͯ͘ 3ͭ͋Δͱ͑ߟΒΕΔɻͻͱͭʹ୯७Ϧʔͷࣗવ

ͳ 1มԽ (+த৺֦େ)Ͱ͋ΔΞϑΟϯɾϦʔΛΧοπɾϜοσΟʔϦʔͱΈͳͨ͠ͱ͖ͷ্֯ࡾ

∗ MSC2010: 14N15,20G44
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෦͕ɺ୯७Ϧʔͷ্֯ࡾ෦ͷ 1มԽ͔ΒݟΔͱͣΕ͍ͯΔͨΊͦΕΛͱʹఆٛͨ͠ΞϑΟ

ϯضଟ༷ମ্ͷΑ͏ͳͷͱશ͘ҧ͏ࣗવͳͷΛ༩͑Δ͜ͱɺ͏ͻͱͭʹͦͷΑ͏ʹఆٛ͞Εͨض

ଟ༷ମ p-ਐ܈ (܈ͷ p-ਐମͷͳ͢܈)ͷεϜʔεදݱͷڀݚͱ૬ੑ͕ྑ͍Α͏ʹݟड͚ΒΕ

Δ͜ͱɺͦͯ͠ޙ࠷ʹ্ͷී௨Ͱͳ͍ҙຯͰͷΞϑΟϯضଟ༷ମΛू߹Ҏ֎ͷԿ͕͔͠ͷ࣮ମͱͯ͠ଊ͑Δํ

๏͕ेʹඋ͞Ε͍ͯͳ͔ͬͨ͜ͱ͕͛ڍΒΕΔɻ

ͯ͞ɺ৽୩ [30]ɺCasselmann-Shalika [4]ΒʹΑΔ୯७ p-ਐ܈ʹ͓͚ΔؔٿͱWhittakerؔͷ

ରԠ্ͷ 2छྨͷΞϑΟϯضଟ༷ମ GrG ͱ B(K)ͷ্ͷߏΛͭͳ͙ͷͱݟ၏ͤͨɻ͜ͷ͜ͱෳ

ͷछྨͷΞϑΟϯضଟ༷ମͷ্ͷߏʹ͍݁ڧͼ͖͕ͭ͋Δ͜ͱΛࣔࠦ͢Δɻ࣮ࡍɺGrG ͱ B(K) ͷز

Կֶͷؒͷؔؒҧ͍ͳ͘ਂ͍͜ͱ͔͍ͬͯͨ ([6]) ͕ɺB(K) ΛͳΜͩͱ͏ࢥͷ͕ྑ͍ͷ͔͕ेཧ

ղ͞Ε͍ͯͳ͔ͬͨͨΊʹͦͷΑ͏ͳ݁ͼ͖ͭΛ·ͱΊ͋͛ΔΑ͏ͳ݁ՌΛग़͢͜ͱ͕͔ͬͨ͠ɻ͜͏͍ͬ

߹͔Βूࣄͨ B(K)ΛదͳҙຯͰଟ༷ମͱΈͳͯͦ͠ͷ্ͷزԿֶΛల։͠ɺ͜Ε·Ͱʹ༗ࣅۙݩ࣍ݶ

GrG ͷزԿֶʹΑͬͯಘΒΕ͍ͯͨ݁ՌΛࣗવʹऔΓࠐΉ͜ͱɺͦͯͦ͠ΕʹΑΓ༗ݩ࣍ݶͷزԿֶతදݱ

ͷ݁Ռͷਖ਼͍͠ϧʔϓԽΛ͜͏ߦͱͻͱͭͷجຊతͳͱݟͳ͞Ε͖ͯͨɻ͜ͷʹରͯ͜͜͠

ΞϓϩʔνΛ݁ͨͬߦՌɺগͳ͘ͱ B(K)͕ (దͳҙຯͰ)͖ͪΜͱଘؔͯ͠ࡏ࿈͢Δ͍͔ͭ͘ͷ༧Λ

ղܾͨ͠ΓطଘͷߏΛઆ໌͢Δ͚ͩͷྗΛ͍ͯͬ࣋Δ͜ͱࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɻ

͜͜Ͱɺ্هͷΑ͏ͳঢ়گͷதͰ [15]ͷओఆཧ·ͰΛ؆ܿʹవΊ͓ͯ͘ɻߨԋͰଞͷΛऔΓࠐΈͭͭ

ͦ͏ͱ͕ͨ͠ɺ͍Ζ͍Ζͱࣦഊ͕ͨ͢͠ؾΔͷͰɺׂͦ͜Ѫ͢Δɻ࣮͜ͷͨࣅΑ͏ͳจষΛଞʹ

ॻ͍ͨ ([19])ͷ͕ͩɺͦΕͱॻ͖ํΛͪΐͬ ͱม͑ͯΈͨɻ

1 ଟ༷ମͱͦͷಉมKض ܈

͜ͷઅʹॻ͔Ε͍ͯΔ͜ͱʹ͍͖ͭͯͪΜͱΓ͍͖ͨɺChriss-Ginzburg [5]ΛݟΔͷ͕ྑ͍ͱ͏ࢥɻ

G Λ୯࿈͔݁ͭ࿈݁ͳෳૉମ্ͷ୯७܈ͱ͠ɺB Λͦͷ Borel ෦܈ɺT Λۃେτʔϥεͱ͢Δɻ

͜ͷͱ͖ɺ
X := G/B

ͱ͓͖ Gͷضଟ༷ମͱݺΜͩɻW := NG(T )/T Λ GͷϫΠϧ܈ͱ͠ɺw ∈W ʹରͯ͠ ẇ ∈ NG(T )ͱ͍͏

ϦϑτΛదʹܾΊΔͱ Bruhatղ
G =

⊔

w∈W

BẇB

͔Β
X =

⊔

w∈W

BẇB =
⊔

w∈W

Ow

ͱ͍͏ B-يಓղ͕ܾ·ΓɺXw := Ow ͱ͓͘ͱ Schubertଟ༷ମ͕ܾ·Δɻ·ͨɺB− Λ B ∩ B− = T ͱ

ͳΔΑ͏ͳ Gͷผͷ Borel෦܈ͱ͢Δͱ Ov := B−v̇B/B (v ∈W )ɺXv := Ov ͳͲͱͯ͠X ͷ opposite

Schubertଟ༷ମ͕ܾ·ΔɻW ͷ BruhatॱংΛ

w ≤ v ⇔ Xw ⊂ Xv (⇔ Xv ⊂ Xw) (1.1)

ͱ͍͏ Schubertଟ༷ମͷؒͷแؚؔʹΑͬͯఆΊΔɻXw ͨͪͱ Xv ͨͪԣஅతʹަΘΓɺͦͷ݁Ռަ

ࠥͱͯ͠ఆ·Δ Richardsonଟ༷ମ

Xv
w := Xw ∩Xv (ͨͩ͠ v ≤ w Ͱͳ͚Ε͜Εۭू߹)
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ͷಛҟͷہॴతͳߏ Schubertଟ༷ମͷಛҟͷہॴతͳߏͱಉఆͰ͖Δɻ

X∗ Λ T ͷ (త)ࢦඪ܈ɺX∗ Λͦͷ Z-ର (T ͷ༨ࢦඪ܈)ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺλ ∈ X∗ Λࣗવʹ B ͷ 1

্ͯ͛ͪ࣋ʹݱදݩ࣍
OX(λ) := G×B (−λ) −→ G/B = X

ΛରԠ͢Δઢଋͱ͢Δɻ࣭ੑ͔Β OX(λ)ࣗવʹਖ਼ଇઢଋͱݟ၏ͤɺҎԼཱ͕:

Theorem 1.1 (Borel-Weil). r = dim T ͷͱ͖ X∗
+ =

∑r
i=1 Z≥0"i ͱͳΔΑ͏ͳ Z-ઢܕಠཱͳ

"1, . . . ,"r ∈ X∗ (GͷجຊΣΠτͱ͍͏ )͕औΕɺλ ∈ X∗ ʹରͯ͠

Γ(X,OX(λ))∗ ∼=

{
L(λ) (λ ∈ X∗

+)

{0} (else)

ཱ͕͢Δɻͨͩ͠ɺL(λ)༗طݩ࣍ݶ G-Ճ܈Ͱ͋ͬͯ B-ݻ༗ϕΫτϧͰ T ͕ λΛ௨ͯ͡࡞༻͢ΔΑ͏

ͳͷΛͭ࣋ͷ (͜ͷΑ͏ͳ L(λ)ಉܕΛআ͍ͯ།Ұʹఆ·Δ )ɻ

ͯ͞ɺ͜ͷঢ়گԼͰ

X ↪→
r∏

i=1

P(L("i)
∗) (1.2)

ͱ͍͏ࣗવͳຒΊࠐΈ͕ଘͯ͠ࡏɺOX("i)ͱ (1.2)ʹ͓͍ͯ i൪ͷੵҼࢠͷ O(1)ΛҾ͖ͨ͠ͷ

ͱಉҰࢹͰ͖Δɻ

E ⊂ GΛด෦܈ͱͯ͠ɺX ͷ E-ಉมK KE(X)Λ܈

⊕
F :E-࡞༻͖తϕΫτϧଋ

Z[F ]

{[F ]− [F0]− [F1] | E-࡞༻͖୯શྻܥ 0→ F0 → F → F1 → 0} (1.3)

ͱఆΊΔɻ͜ͷͱ͖ɺE ͷҙͷදݱ 1 ্ͷ E-ಉมϕΫτϧଋͰ͋ΔͷͰɺ(֎෦) ςϯιϧੵʹΑΓ

(1.3)ͷ྆ํͷ߲ɺ݁Ռͱͯ͠KE(X)ͱ࡞༻͢Δɻಛʹ E ͷදݱ R(E) := KE(pt)͕KE(X)ͱ࡞༻

͢ΔɻߏΑΓ E-ಉมϕΫτϧଋͷςϯιϧੵ KE(X) ʹ [OX ] Λ୯Ґݩͱ͢ΔߏΛಋ͘ɻ·ͨɺX

͕ smoothͳࣹӨతଟ༷ମͰ͋ΔͷͰҙͷ X ্ͷ E-ಉม࿈͞༗ݶͷϕΫτϧଋʹΑΔղΛ

ɺैͬͯKE(X)ͪ࣋ X ্ͷ E-ಉม࿈ͷྨΛશؚͯΉɻ

X ্ͷ G-ಉมϕΫτϧଋ X ͕࣭ۭؒͰ͋ͬͨ͜ͱ͔Β B/B ∈ X ͰͷϑΝΠόʔ (B ͷදݱ)ͷσʔ

λͷΈͰܾ·ΔɻಛʹKG(X) ∼= R(T )ɻैͬͯ G-࡞༻ΛҰ෦Εͯ T Δࣸ૾͢ʹ༺࡞-

KG(X) −→ KT (X)

͕ఆ·Δɻ͜Εͱɺઌʹड़ͨ T ͷදݱ R(T ) = Z[X∗]ͷςϯιϧੵ࡞༻ΛΈ߹Θͤͯ

R(T )⊗KG(X) −→ KT (X)

ͱ͍͏ࣸ૾͕ߏͰ͖Δ͕ɺ͜Εશࣹ४ಉܕʹͳΔɻ۩ମతʹ

Theorem 1.2 (Atiyah-Hirzebruch, Pittie-Steinberg, Demazure, Joseph). ɺಛʹKT͠ࡏଘ͕ܕͷಉ࣍ (X)

 R(T )Ճ܈ͱͯࣗ͠༝ʹͳΔ:

⊕

w∈W

R(T )[OXw ] ∼= KT (X) ∼= R(T )⊗R(G) KG(X) ∼= R(T )⊗R(T )W R(T )

ͨͩ͠ɺޙ࠷ͷಉܕ R(G) = R(T )W ʹΑΔɻ
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B ͷط༗ཧදݱͱ T ͷط༗ཧදݱҰக͠ɺఆཧ 1.2ΛؑΈΔͱ KT (X) ∼= KB(X)ཱ͕͢Δɻ͞

ͯɺ֤ 1 ≤ i ≤ r ʹରͯ͠ "i ʹରԠ͢Δ୯७ϧʔτ αi ∈ X∗ өڸͼରԠ͢Δٴ si ∈ W ͕ܾ·Γɺ{si}ri=1

͕W ͷ Coxeter܈ͱͯ͠ͷߏΛ༩͑ͨɻ·ͨɺB ⊂ Pi ⊂ Gͱ͍͏෦܈ͰɺPi/B ∼= P1 ͱͳΔΑ͏ͳ

ͷ͕ Pi/B ⊂ X ͕ Xsi ͱ͍͏ Schubertଟ༷ମΛఆΊΔΑ͏ʹऔΕΔ (୯७ϧʔτ αi ʹରԠ͢Δۃখ์ܕ

෦܈)ɻ͜ΕΛ༻͍ͯ
πi : Pi ×B X −→ X

ͱ͍͏ࣗવͳϑΝΠόʔଋΛߏ͠ɺ[E ] ∈ KB(X)ʹରͯ͠ infli E Λ X ্ͷ B-ಉม࿈ E ͷ Pi-࡞༻ʹ

ΑΔ Pi ×B X ͷ্͛ͪ࣋ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺπi  Pi-ಉม͔ࣹͭӨతͳͷͰ

[E ] ,→
∑

j≥0

(−1)j [Rj(πi)∗infli E ]

KT (X)ͷࣗݾ४ಉܕΛఆΊΔɻ͜ΕΛ Demazure࡞༻ૉͱ͍͍ɺDi Ͱද͢ɻ

Corollary 1.3 (Demazureࢦඪެࣜͷܥ).

KG(X) = {ξ ∈ KT (X) | Di(ξ) = ξ, 1 ≤ ∀i ≤ r}.

2 ΞϑΟϯɾάϥεϚϯଟ༷ମͱΞϑΟϯɾضଟ༷ମٴͼͦͷಉมK ܈

͜ͷઅʹॻ͔Ε͍ͯΔ͜ͱʹ͍͖ͭͯͪΜͱΓ͍͖ͨɺKumar [22]ΛݟΔͷ͕ྑ͍ͱ͏ࢥɻͦ͜ʹ

ॻ͔Ε͍ͯͳ͍͜ͱʹؔͯ͠ദݪ-Shimozono [13]ɺLam-Schilling-Shimozono [24]͋ͨΓΛݟΔ͜ͱΛ͓

નΊ͢Δɻ

ͯ͞ɺಉ༷ͷ͜ͱͷ (௨ৗͷҙຯͰͷ)ΞϑΟϯ൛Λ͑ߟΔɻͦͷͨΊʹ

G((z)) := G(C((z))), G[[z]] := G(C[[z]]), G[z] := G(C[z]), G[z−1] := G(C[z−1])

ͳͲͱ͓͘ɻ·ͨɺ
ev0 : G(C[[z]]) −→ G, ev∞ : G[z−1] −→ G

ͱ͍͏ evaluation mapΛ༻͍ͯ

I := ev−1
0 (B), I− := ev−1

∞ (B−)

ͱ͍͏෦܈ ͍ͯ༺Δɻ͜ΕΒΛ͑ߟΛ(܈ງ෦ؠ)

FlG := G((z))/I, FlG := G((z))/I−

ͱఆΊɺ֤ʑthin/thickΞϑΟϯضଟ༷ମͱݺͿɻ࣮ɺG((z))ʹ Kac-Moody܈ͷߏʹ฿͏ܗͰ ݩ࣍1

ͷ C× ʹΑΔத৺֦େٴͼ z ΛεΧϥʔഒ͢Δ C× ͷ֎෦࡞༻͕ఆ·Δ͕ɺͦ͜ I I− ͱٵऩͤ͞Δܗ

Ͱ
C× !G((z))! C× (2.1)

ͱ͍͏͍ΘΏΔ (େۃ) ΧοπɾϜοσΟʔ͕܈ FlG ͓Αͼ FlG ʹࣗવʹ࡞༻͢Δɻ͜ͷঢ়گͷͱͰ

T := C× × T × C× ΧοπɾϜοσΟʔ܈ͷۃେτʔϥεΛ༩͑ɺͦͷࢦඪ܈ Z× X∗ × Zͷ෦ϞϊΠυ

Zδ ×
r∑

i=0

Z≥0Λi ⊂ Z× X∗ × Z
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ͷݩ ΛͱΧοπɾϜοσΟʔ܈ͷ I-༗طݶՄੵදݱ L(Λ)͕ 1ର 1ʹରԠ͢Δ*1ɻ͜ͷͱ͖ɺ

FlG := G((z))/I ↪→
r∏

i=0

P(L(Λ)∨)

ͱ͍͏ดຒΊࠐΈ͕͋Δɺͱ͍͏ͷ͕༗ݩ࣍ݶͷ߹ͱಉ༷ʹΓཱͭɻͨͩɺΛ .∈ Zδ Ͱ͋Εඞͣ
dim L(Λ) =∞ͱͳͬͯ͠·͏ͷͰ L(Λ)∨ ͱ͍͏࣍͝ͱͷରΛͱΔ੍ݶରͱ୯७ʹઢۭؒܗͱ͠

ͯͷର L(Λ)∗ ҟͳΔɻ·ͨɺL(Λ)ͷ T-ࢦඪ͕దͳҙຯͰ্ʹ༗քͰ͋Δ͜ͱ͔Β͜ͷର L(Λ)∨

ͷ࣍ʹؔ͢ΔඋԽͱಉҰ͞ࢹΕΔɻ͜ͷΑ͏ʹ͢Δͱ

FlG := G((z))/I ↪→
r∏

i=0

P(L(Λ)∨) ↪→
r∏

i=0

P(L(Λ)∗)

ͷΑ͏ʹ߹ຒΊࠐΈ͕Ͱ͖Δ͕ɺ࠷ӈลͷҰൠݩʹ I G[[z]]ͷ࡞༻ (ͦͷ··͑ߟΔͱແݶ͕ग़ݱ

͢ΔͨΊʹ)ఆٛͰ͖ͣɺG(C[z])ͷ࡞༻·Ͱ͔͠ఆٛͰ͖ͳ͍ɻͨͩ͠ɺରʹ G(C[z])ͷ࡞༻ΛԆ͢Δ
Ͱܗ G(C((z−1)))࡞༻Ͱ͖ͯ͠·͏ɻ͜͏͍ͬͨཧ༝͔Βɺz ,→ z−1 ͱ͍͏ twistΛ͏ߦͱ

FlG ↪→ FlG ↪→
r∏

i=0

P(L(Λi)
∗) (2.2)

ͱ͍͏ຒΊࠐΈ͕ଘ͢ࡏΔɻ

͜ͷͱ͖ɺγ ∈ X∗ ʹରͯ͠
γ : C× = SpecC[z±1]→ T ⊂ G

ʹΑͬͯ γ ∈ G(C[z±1]) ⊂ G((z))ͱݟͳ͢ͱɺG((z))ͷ Bruhatղ

G((z)) =
⊔

w∈W,γ∈X∗

IẇγI, G((z)) =
⊔

w∈W,γ∈X∗

IẇγI−

ͱͳΔ ऀޙ) BirkhoffղͱݺͿ͖͔͠Εͳ͍)ɻ

NG(T )X∗ = NG((z))(T ) −→ NG((z))(T )/T =: Waf

ͱͳΓɺ࠷ӈลΛ GͷΞϑΟϯɾ ϫΠϧ܈ͱݺͿɻҎԼɺβ ∈ X∗ ͷݩΛWaf ͷݩͱΈͳ͢ࡍʹࣝผ͢͠

͘͢ΔͨΊ tβ ͱ͜͢هͱ͕͋Δɻ

͜ͷͱ͖ɺw ∈Waf ͷϦϑτΛ NG((z))(T )͔ΒదʹͱΓ ẇ ͱͯ͠

Flw := IẇI/I, Flw := I−ẇI/I ⊂ FlG

ͱ͓͖ɺΞϑΟϯɾضଟ༷ମͷ Schubertଟ༷ମͱݺͿɻFlw ༗ݩ࣍ݶΞϑΟϯۭؒͷดแͱ͍͏ߏΛ࣋

͕ͭɺFlw ʹඇಛҟͳۭؒͷดแͱ͍͏ղऍΛ༩͑Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɻ

Theorem 2.1 .(ಓͷแؚؔي) Waf W ͷ୯७ڸөܥ s1, . . . , sr ʹ Λ0 ʹରԠ͢Δ୯७ϧʔτʹΑΔڸ

ө s0 ΛՃ͑ͨͷΛ Coxeterੜܥͱ͢Δ Coxeter܈Ͱɺಛʹݩͷ (CoxeterੜܥʹΑΔ දࣔͷ࠷(

͞ * : Waf → Z≥0ɺٴͼҎԼͰఆٛ͞ΕΔ Bruhatॱং <Λͭ࣋:

*1 ͜͜ͰɺT ⊂ TʹରԠ͢ΔҾ͖͠Ͱ Λi "→ !i (i $= 0), 0 (i = 0)ͱͳΔΑ͏ʹఴࣈΛௐ͢Δͷ͕౷ɻͳ͓ɺ࣍γϑτ δ

ʹؔͯ͠ผʹͲΜͳʹͱͬͯϦʔͱͯ͠ՄੵੑʹӨ͠ڹͳ͍͕ɺՄੵͱ܈ͷද্͕ͪ࣋ʹݱΔ͜ͱΛ͢ࢦͷͰ
܈ C× ͷ࡞༻ʹ্͕ͪ࣋Δͱ͍͏͜ͱͰʹ͍ͯ͠Δɻ
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• w ∈ Waf ͕ *(w) = *Λຬͨ͠ɺw = si1si2 · · · si! (i1, . . . , i# ∈ {0, 1, . . . , r})ͱ͍͏࠷දࣔΛͭ࣋ͱ
͖ɺ1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ *ͱ͍͏ {1, 2, . . . , *}ͷҙͷ෦ྻʹରͯ͠

sij1 sij2 · · · sijk < w.

͜ͷͱ͖ɺw, v ∈Waf ʹରͯ͠ w < v ҎԼͷ͍ͣΕ͔ͱಉ:

Flw ⊂ Flv, Flv ⊂ Flw.

͞Βʹɺw, v ∈W ͷ߹ʹલઅ (1.1)ͷఆٛͱҰக͢Δɻ

ຒΊࠐΈ (2.2)ͷ࠷ӈลʹ I− ⊂ G[z−1] ⊂ G[[z−1]]͕࡞༻͢ΔͷͰɺI− ͷ G[[z−1]]Ͱͷ Zariskiดแ Iop

Λ͑ߟΔͱ

Flw := Iop · Flw ⊂
r∏

i=0

P(L(Λi)
∗)

ແݩ࣍ݶΞϑΟϯۭؒͷดแͱ͍͏ߏΛࣗવʹͭɻ͜ΕΒͷͷΛ

π0 :
r∏

i=0

P(L(Λi)
∗) −→ P(L(Λ0)

∗)

ͱ͍͏ࣹӨͰૹͬͨͷࣗવʹ

Grw := IẇI/G[[z]], Grw := I−ẇI/G[[z]] ⊂ GrG

ͱಉҰࢹͰ͖Δɻ

Remark 2.2. ͜ͷಉҰࢹ
π0(FlG) ∼= GrG ∼= G((z))/G[[z]]

Ͱ͋Δ͕ɺX∗  G͕ (ಉ͡ϦʔΛ༩͑Δ܈ͱͯ͠)খ͚͞Εখ͍͞΄Ͳେ͖͘ͳΔͨΊ G͕୯࿈

݁Ͱͳ͚Εཱ͠ͳ͍͜ͱ͕༰қʹΘ͔Δɻ୯࿈݁Ͱͳ͍ Gʹରͯͦ͠ͷ༨ࢦඪ܈Λ୯࿈݁ͷ࣌ͱࣝผ͢

ΔͨΊ X∗ ⊂ Yͱॻ͘ͱɺఆٛΑΓ π1(G) ∼= Y/X∗ ͕ͩɺ͞Βʹ π1(G) {si}ri=0 ͷؔࣜΛอͭWaf ͷࣗ

Γ্͕ͪ࣋ʹܕಉݾ
W ! Y ∼= π1(G)!Waf

ͱ͍͏ಉܕΛ༩͑Δɻಛʹɺπ1(G) I ⊂ G((z))ͱ͍͏ϖΞͷࣗݾಉܕΛ༩͑Δ͕ɺG[[z]]͜ͷࣗݾಉܕͰ

อͨΕͳ͍ɻͦͯ͠୯࿈݁Ͱͳ͍ Gʹରͯ͠ G((z))/G[[z]] (ू߹ͱͯ͠)GrG ͷ π1(G)ʹΑΔ೧Γͨͪͷ

߹ซͱͯ͠༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ

͜ͷঢ়گͷͱͰɺW−
af Λ coset Waf/W ͷදܥ (།Ұͷ͞࠷ͷͷͰऔΔͷ͕௨ৗ)ͱͯ͠

KT (FlG) :=
⊕

w∈Waf

R(T )[OFlw ], KT (GrG) :=
⊕

w∈W−
af

R(T )[OGrw ]

ͱఆΊΔɻ͜ͷΑ͏ʹఆΊۭ͕ͨؒ K-܈ͱݺΔ͜ͱ FlG  GrG ্ͷ T -ಉมͳ࿈Ͱ͋Γɺ͔ͭద

ͳ w ∈Waf ʹରͯ͠࿈ OFlG -Ճ܈ (͘͠࿈ OGrw -Ճ܈)ͱΈͳͤΔͷͷྨΛશؚͯΉͱ͍͏ܗͰࣔ

͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ*2ɻ֤ Λ ∈ Z×X∗ × Zʹରͯ͠ɺFlG Λ (2.1)ͷ࣭ۭؒͱ͜͏ࢥͱʹΑΓX ͱಉ༷ʹઢ

*2 FlG  Flw  (w ͕ͦΕͳΓʹେ͖͚Ε)ܾ͍ͯ͠ΘΏΔ C∞-ଟ༷ମͱݟͳͤͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([9])ɻ͜ͷลͷఆٛ
͕ ad hocʹ͑ݟΔͷͦͷลʹཧ༝͕͋Γɺผʹචऀ͕ඈͼൈ͚ͯଵຫͰ͋Δͱ͍͏͜ͱ͚͕ͩཧ༝Ͱͳ͍ɻ
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ଋ OFlG(Λ)͕ܾ·Δɻͨͩ͠ɺ͜ͷఆٛͷͱͰ [OFlG(Λ)] .∈ KT (FlG)Ͱ͋ΔͷͰɺͦͷςϯιϧੵ࡞༻

Λ KT (FlG)ͷߏͷҰ෦ͱΈͳ͢͜ͱͰ͖ͳ͍ (ͦͦɺKT (FlG)ʹઢଋͷςϯιϧੵͱ͍͏ܗͷ

ೖΒͳ͍)ɻߏੵ

ͯ͞ɺ
GrG ×GrG

q←− G((z))×GrG
p−→ G((z))×G[[z]] GrG

m−→ GrG

ͱ͍͏ਤࣜΛ͑ߟΔɻࣸ૾ q G((z))×GrG ͷୈҰҼࢠʹؔ͢Δࣸ૾Ͱɺp G((z))×GrG ͷୈҰҼࢠʹ

gɺୈೋҼࢠʹ g−1 (g ∈ G[[z]])ͱͯ͠࡞༻ͤͨ͞Λ͑ߟΔࣸ૾ɺޙ࠷ͷ m G((z))ͷੵ͕༠ಋ͢Δࣸ૾ͱ

͢Δɻ

͜ͷͱ͖ɺG[[z]]-ಉมͳ GrG ্༗ݩ࣍ݶͳΛͭ࣋ (దͳ w ∈W−
af ʹରͯ͠࿈ OGrw -Ճ܈ͱΈͳͤΔ)

Α͏ͳ E ,F ʹରͯ͠
q∗(E ! F) ∼= p∗(E×̃F)

ͱͳΔΑ͏ͳ G[[z]]-ಉมͳ G((z))×G[[z]] GrG ্༗ݩ࣍ݶͳΛͭ࣋Α͏ͳ E×̃F ͕ଘ͢ࡏΔͷͰɺ͜ΕΛ༻
͍ͯ

E 1 F :=
∑

i≥0

(−1)i[Rim∗(E×̃F)] ∈ KT (GrG)

ͱఆΊΔ͜ͱͰɺ
KG(GrG) := {ξ ∈ KT (GrG) | Di(ξ) = ξ, 1 ≤ ∀i ≤ r}.

ͷ্ͷ࡞༻ΛఆΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻͨͩ͠ɺDi લઅͷ Demazure࡞༻ૉͰɺ֤ Grw ͕ B-࡞༻Λͭ࣋͜ͱ

͔ΒKT (GrG)ʹ X ͷ߹ͱಉ༷ʹఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ఆΊͨKG(GrG)͕ G-ಉมͳ

࿈ͷΫϥεͷઢ݁ܗ߹Ͱ͋Δ͜ͱࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

Proposition 2.3 (Bezrukavnikov-Finkelberg-Mirković [2]). KG(GrG)ՄͳดҬͰ͋Δɻ

ಉ༷ͷ࡞༻Λ KT (FlG)ʹରͯ͠ఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɺ͕Ͱ͖Δͷ͕ͩͦͷΑ͏ʹͨͬ࡞ՄͰͳ

͍͠ɺྵҼࢠͯͬ࣋͠·͏ɻ

͜͜ͰKT (GrG) ∼= R(T )⊗R(G) KG(GrG)ͷ֦େͰɺΓҬʹͳΔɻ͜ͷঢ়گͰ

X−
∗ := {β ∈ X∗ | 〈αi,β〉 < 0, 1 ≤ ∀i ≤ r}

ͱ͓͖ɺWaf ͷ෦܈ X∗ ͷ෦ϞϊΠυͱΈͳ͢ͱ Grβ (β ∈ X−
∗ ) G-҆ఆͱͳΓ

[OGrβ ]1 [OGrβ′ ] = [OGrβ+β′ ] β,β′ ∈ X−
∗

Λຬͨ͢ɻ͜ΕʹΑΓ
KG(GrG)loc := KG(GrG)[[OGrβ ]

−1 | β ∈ X−
∗ ]

ͱ͓͘ͱɺKG(GrG)loc ΓՄͱͳΔɻ

3 ແضݶଟ༷ମͱͦͷಉมK ܈

ͯ͞ɺແضݶଟ༷ମΛ Introductionͱಉ༷ʹ

G((z))/B((z)), G((z))/T [[z]] ·N((z))
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ͱ͍͏ू߹ʹରͯ͠దʹ scheme(͘͠ ind-scheme)ͷߏΛೖΕͨͷͱͯ͠ఆ͍ٛͨ͠ͷ͕ͩɺલ

ऀ୯ͳΔضଟ༷ମͷ arc schemeͰಛʹ I-يಓͷߏ͕୯७Ͱ͋·Γ͑ߟΔ༨ͷͳ͍ͷͱͳΓɺऀޙ

HausdorffͳۭؒʹͰ͖ͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɻͦ͏͍ͬͨࣄ͔Βແضݶଟ༷ମͱͯ͠ҙຯͷ͋Δڀݚ

Λ͢Δʹ
G((z))/ (T ·N((z)))

ͱ͍͏ू߹Λͦͯ͑ߟΕʹదͳҐ૬͖ۭؒͷߏΛೖΕΔͷ͕ྑ͍͜ͱੲ͔ΒΒΕ͍ͯͨɻͨͩ

͠ɺarc schemeͰ͜ͷۭؒΛଊ͑Α͏ͱ͢Δͱ G/N ͷࣗવͳ෦ίϯύΫτԽͰ͋ΔجຊΞϑΟϯۭؒͷ

arc schemeΛ͑ߟΔඞཁ͕͋Γɺͦͷߏʹႈྵ͕ࣗݩવʹग़ͯ͘Δ ([28])͜ͱ͔Β͜ͷଊ͑ํͦͷ

··Ͱਖ਼͘͠ͳ͍͜ͱ͔͍ͬͯͨɻલઅͰհͨ͠ΞϑΟϯɾάϥεϚϯଟ༷ମͷॻ͖ํදݱͷཱ

͔Βͷॻ͖ํͰ͋ΓɺزԿతʹ

CAlgopC 4 R ,→ G(R((z)))/G(R[[z]]) ∈ Sets

ͷΑ͏ͳಛఆͷମ্ͷՄͷ͔ݍΒରԠ͢Δͷू߹Λ࣮͢ݱΔΑ͏ͳؔख (దͳҐ૬ͷͱͰͷ)Λ

ind-schemeͱͯ͠ࣅۙྑ࠷ (coarsely represent)͢ΔͷͱҰக͢Δ͜ͱ (Γཱ͕ͭ)શʹ໌Β͔Ͱ

ͳ͍ ([1, 7])ɻ

(1.2)ɺ͋Δ͍ (2.2)ͷࣗવͳྨࣅͰ͋Δ෦ू߹

G((z))/ (T ·N((z))) ↪→
r∏

i=1

P(L("i)
∗ ⊗ C((z))) (3.1)

͔Βఆ·Δด෦ ind-schemeQrat
G Λߏ͢ΔͱɺͦΕ͕

CAlgopC 4 R ,→ G(R((z)))/ (T (R) ·N(R((z)))) ∈ Sets

ͱ͍͏ؔख (+ z ʹؔ͢Δ pole order filtration)͔ΒࣹΛड͚ΔΑ͏ͳ ind-schemeͱͯ͠ͷࣅۙྑ࠷Ͱ͋Δ

͜ͱ͕ (దͳҙຯͰɺ΄΅ඪʹґΒͣʹ) ࣔͤΔ ([18])ɻ͜͜Ͱ ind-scheme ʹͳ͍ͬͯΔͷͦͦ

(3.1)ͷӈลͷΑ͏ͳλΠϓͷۭؒ z ʹؔ͢Δ pole orderʹ੍͍ͭͯݶΛ͚ͭͳ͍ͱ schemeͱݟͳͤͳ͍

͜ͱ͔Βདྷ͍ͯΔɻಛʹɺ(3.1)ͷӈลͷ z ʹؔ͢Δ pole orderΛੵ͝ͱʹ੍ͯ͠ݶಘΒΕΔ Qrat
G ͷ

෦ू߹ schemeʹͳΔɻ

ຒΊࠐΈ (3.1) ͷଘࡏʹΑΓɺӈลͷ i-൪ͷੵͷ O(1) ΛҾ͖͢͜ͱͰ Qrat
G ͦͷด෦

schemeY ্ʹઢଋ OQrat
G
("i) OY ("i)͕ఆ·Δɻλ =

∑r
i=1 mi"i ʹରͯ͠

OQrat
G
(λ) :=

r⊗

i=1

OQrat
G
("i)

⊗mi

ͳͲͱ͓͘ɻ

ͼٴᖒղɺBruhatղɺؠ X∗ ∼= T ((z))/T [[z]]ΑΓ

G((z)) = G[[z]]B((z)) =
⊔

w∈W

IẇB((z)) =
⊔

w∈Waf

IẇT [[z]]N((z)) =
⊔

w∈Waf

IẇTN((z))

ͱͳΔɻैͬͯQrat
G ͷ I-يಓWaf Ͱఴ͚ͮࣈΒΕɺ

Q(w) := IẇTN((z))/TN((z)) ⊂ Qrat
G ⊂

r∏

i=1

P(L("i)
∗ ⊗ C((z)))

͕ͦͷ Schubertଟ༷ମͱͳΔɻ͜ΕΒQrat
G ͷด෦ schemeͱΈͳͤΔɻҎԼɺ؆୯ͷͨΊQ := Q(w0)

ͱ͓͘ɻ
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Theorem 3.1 (Braverman-Finkelberg [3], [14, 18], K-Naito-Sagaki [20]). ҙͷ λ ∈ X∗ ͱ w ∈ Waf ʹ

ରͯ͠ɺཱ͕࣍͢Δ*3:

gchHi(Q(w),OQ(w)(λ)) ∈
{
∈
(
Z((q−1))

)
⊗R(T ) (i = 0,λ ∈ X∗

+)

0 (else)
.

Theorem 3.2 (Drinfeld, Lusztig [26], Finkelberg-Mirković [8]). ҎԼཱ͕͢Δ:

1. ֤ w ∈Waf ʹରͯ͠ɺQ(w)ແݩ࣍ݶͰ͋Γɺ·ͨQrat
G ͷதͰͷ༨ݩ࣍ແݶͰ͋Δɻ

2. X∗ ⊂ T ((z))ͷݩू߹
G((z))/(T ·N((z)))

ʹӈ͔Β࡞༻͠ɺQrat
G ʹӈ͔Β࡞༻͢Δɻ͜͜Ͱ γ ∈ X∗ Q(w)ΛQ(wtγ)ͱૹΔɻ

3. w, v ∈Waf ʹରͯ͠Q(ww0) ⊂ Q(vw0)Ͱ͋Δ͜ͱͱɺҎԼͷ֤݅*4ಉ:

ʢaʣશͯͷ β ∈ X∗ Ͱ 1 ≤ i ≤ r ʹରͯ͠ β(αi)5 0ͱͳΔͷʹରͯ͠ wtβ < vtβɻ

ʢbʣશͯͷ β ∈ X∗ Ͱ 1 ≤ i ≤ r ʹରͯ͠ β(αi)6 0ͱͳΔͷʹରͯ͠ ww0tβ < vw0tβɻ

ͨͩ͠ɺ<ఆཧ 2.1Ͱఆ·ΔWaf ͷ Bruhatॱংɻ͜ͷͱ͖ w ≤∞
2
v ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ

X+
∗ :=

∑r
i=1 Z≥0α∨

i ⊂ X∗ ͱఆΊΔɻͨͩ͠ɺα∨
1 , . . . ,α

∨
r ୯७ϧʔτʹରԠ͢Δ༨ϧʔτɺͭ·Γ

α∨
i ("j) = δij Λຬͨ͢Α͏ͳ X∗ ͷݩͷ͜ͱͰ͋Δɻ͜ͷͱ͖ɺX∗ ͷॱং ≤Λ

β ≤ γ ⇔ γ − β ∈ X+
∗

ͰఆΊΔ*5ɻ

͜ͷঢ়گԼʹ͓͍ͯɺR(T )-Ճ܈

KT (Q
rat
G ) := {

∑

w∈Waf

aw[OQ(w)] | aw ∈ R(T ), ∃β0 ∈ X∗ s.t. autβ = 0, ∀u ∈W,β .< β0}

ͱఆΊΔɻͨͩ͠ɺ͜ͷఆٛͷதͰͷ૯ࣜܗతͱ͢Δɻ·ͨɺ

KH(Q) := {
∑

w∈Waf

aw[OQ(w)] | aw ∈ R(T ) s.t. autβ = 0, ∀u ∈W,β .≤ 0}

ΛKT (Qrat
G )ͷ෦ R(T )-Ճ܈ͱͯ͠ఆΊΔɻ͜ͷͱ͖ɺఆཧ 3.2͔ΒདྷΔӈ X∗-ҠಈΛKT (Q)ʹద༻͢Δ

ͱKT (Qrat
G )ʹઢܗҐ૬ۭؒͱͯ͠ͷ 0ͷ։جΛఆΊΔɻ

Remark 3.3. ͜ͷΑ͏ʹఆΊͨK KT܈ (Qrat
G )͕Ͳͷఔਖ਼͍͠ରͰ͋Δ͔ͱ͍͏෦ʹٞͷ༨͕

͋Δ (ͱ͘ʹɺ͜ͷ܈ʹؔ͢Δత݁ՌͷΈΛͯͬ࣋ແضݶଟ༷ମͷK ΔԿ͔ͷ͜ͱΛͨ͠ͱؔ͢ʹ܈

ओு͢Δͷʹ߅Λ͡ײΔ)ɻ͔͠͠ɺҎԼͷΑ͏ͳҙຯͰతʹਖ਼͍͠ରͰ͋Δ (ͦ͘͠ͷҰ෦Λ

ͳ͢)ͱ͑ߟΒΕ͍ͯΔ: ҰൠʹࣹӨଟ༷ମ X = Proj
⊕

n≥0 Rn ͕༩͑ΒΕͨͱ͖ɺR-gmodΛͦͷ༗ݶੜ

͖࣍ R-Ճ܈ͷͳ͢ݍɺR-gmodnilp Λ R-gmod ͷॆຬ෦ݍͰे͍࣍ߴ෦ফ͑ΔΑ͏ͳͷͱ

͢Δͱ͖ɺXͷ࿈ͷݍ CohX

CohX =
R-gmod

R-gmodnilp

*3 ͲͷΑ͏ͳࢦඪʹͳΔ͔͔͍ͬͯͯɺMacdonaldଟ߲ࣜͷಛघԽ͕ग़ͯ͘ΔͳͲͦΕࣗମͷߏ͋Δ͕ɺলུ͢Δɻ
*4 ;ͨͭͷ͕͍݅ޓʹಉͳ͜ͱ w2

0 = 1ͱ utβ = tuβu (u ∈ W,β ∈ X∗)ΑΓ༰қɻ
*5 ͜ͷॱংͱ X∗ ⊂ Waf Ͱ༠ಋͨ͠ BruhatॱংҰൠʹҰக͠ͳ͍ɻͨͩ͠ɺ−X−

∗ (ͳ͓ɺ͜Ε X+
∗ ͱҟͳΔू߹Ͱ͋Δ)

ΔͱҰக͢Δɻ·ͨɺ࣮͢ݶ੍ʹ X∗ ⊂ Waf Ͱ༠ಋͨ͠ generic Bruhatॱং ≤∞
2
ͱ w0 Ͱͷ೧ΓΛ๏ͱͯ͠Ұக͢Δɻ
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ͱॻ͚Δɻಛʹɺ͜ΕΛK-܈ʹҠ২͢ΔͱM =
⊕

a∈Z Ma ∈ R-gmodʹରͯ͠

ψM : Z 4 a ,→ dim Ma ∈ Z

ͱ͍͏ࣸ૾ͱM ͷԽͰಘΒΕΔ Xͷ࿈ M̃ Λ༻͍Δͱ

K(X) 4 [M̃ ] ,→ ψM ∈
{f : Z→ Z}

{f : Z→ Z | f(a) = 0, ∀a5 0}

ͱ͍͏Ξʔϕϧ܈ͷ४ಉ͕ܕఆٛͰ͖Δɻͦͷ૾Λ Knum(X)Ͱද͢ͱ͜Ε K(X)ͷͱΈͳͤΔɻಛʹɺ

ψM ͷ૾ M̃ ͷΈʹґଘ͢ΔͷͰɺψM̃ ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ

զʑͷঢ়گͰ

KT (Q
rat
G ) −→

{f : X∗ →
(
Z((q−1))

)
⊗R(T )}

{f : f : X∗ → (Z((q−1)))⊗R(T ) | f(λ) = 0, ∀λ5 0}

ͱ͍͏ࣸ૾͕֤ OQ(w) Λ Gm ! I-ಉมͱ͍ࢥ λ ∈ X∗ ʹԠͯ͡ O(λ)Ͱ೧͔ͬͯΒ Euler-PoincaréඪΛ

औΔ͜ͱʹΑΓಋ͔ΕΔɻ͜ͷͱ͖ɺψOQ(w)
ͨͪͷ૾ͷ R(C× × T )-ઢ݁ܗ߹

∑

w∈Waf

aw(q)ψOQ(w)
aw(q) ∈ R(C× × T ), ∃β0 ∈ X∗ s.t. autβ = 0, ∀u ∈W,β .< β0

ͷू߹ (͜ΕKT (Qrat
G )ͷ૾ΛؚΉ͜ͱʹҙ)ʹରͯؔࣜ͠Λ

∑

w∈Waf

aw(q)ψOQ(w)
(λ) ≡ 0 λ5 0

ͱͳΔΑ͏ͳ aw(q) ∈ R(C× × T ) (⇒ aw(1) ∈ R(T ))ʹΑͬͯ

∑

w∈Waf

aw(1)[OQ(w)] ≡ 0

ͱఆΊΔͱKT (Qrat
G )͕ຒΊࠐΊΔͱ͍͏֨ʹͳ͍ͬͯΔɻ

Theorem 3.4 ([15] Theorem 1.17). ֤ λ ∈ X∗ ʹରͯ͠ɺOQrat
G
(λ) ʹΑΔςϯιϧੵ KT (Q) ͼٴ

KT (Qrat
G )Λอͭɻ͜ͷ࡞༻ΛҎԼ Ξ(λ)Ͱද͢ɻ

Corollary 3.5 ([15] Lemma 1.18). ֤ 1 ≤ i ≤ r ʹରͯ͠ɺҎԼཱ͕͢Δ:

[OQ(siw0)] = [OQ]− e$i [OQ(−"i)] ∈ KT (Q).

ܥ ͼQ(siw0)ٴ3.5 ⊂ Q = Q(w0)͕ฏ໘Ͱ͋ͬͨͱ͍͏࣮ࣄʹؑΈͯ

Hi := id− e$iΞ(−"i) ∈ End (KT (Q
rat
G ))

ΛԾతͳҙຯͰͷฏ໘அʹରԠ͢ΔΑ͏ͳࣗݾಉܕͱ͢Δɻ

Theorem 3.6 ([15] Theorem 2.12). R(T )-ઢܗͳຒΊࠐΈ

Φ : KT (GrG)loc −→ KT (Q
rat
G )

Ͱ͋ͬͯҎԼͷੑ࣭Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ:
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1. w ∈W,β ∈ X−
∗ ʹରͯ͠

Φ([OGrwtβ
]) = [OQ(wtβw0)];

2. ֤ ξ ∈ KT (GrG)loc ͱ β ∈ X−
∗ ʹରͯ͠

Φ(ξ 1 [OGrβ ]
±1) = Φ(ξ) ◦ tw0β

ͨͩ͠ɺtw0β KT (Qrat
G )ͷӈ X∗-ฏߦҠಈ࡞༻ɻ

3. ֤ 1 ≤ i ≤ r,β ∈ X−
∗ ͱ ξ ∈ KT (GrG)loc ʹରͯ͠

Φ([OGrsiβ
]1 ξ) = Hi(Φ(ξ)) ◦ tw0β .

4 Kࢠଟ༷ମͷྔض ܈

Kࢠྔ ίϗϞϩδʔͷKࢠྔ܈ ൛Ͱ͋ΓɺGiventalͱ܈ LeeʹΑΔҰ࿈ͷจ [11, 10, 25]Ͱఆ͕ٛݻ

·ͬͨͷͰ͋ΔɻྔࢠίϗϞϩδʔͷ߹ͱಉ༷ʹͦͷࢉܭҰൠʹ҆ఆࣸ૾ͷۭؒͷ্ͰԾجຊྨΛ

༻͍ͯॏΈΛ্͚ͭͨ͑͛Λ͏ߦͷͰ͋Δ͕ɺضଟ༷ମͷΑ͏ʹ convexɺͭ·Γ༗ཧ࿈݁Ͱ͋Γҙͷࣸ

૾ f : P1 → X ʹରͯ͠ଋͷҾ͖͕࣍͠ ≥ −1ͷઢଋͷʹ྾͢ΔΑ͏ͳঢ়گͰԾجຊྨ
ཁΒͳ͘ͳΔ ([21])ɻϕΫτϧۭؒͱͯ͠ɺضଟ༷ମͷ߹

qKT (X)∧ := KT (X)[[Qβ | β ∈ X+
∗ ]]

Ͱ༩͑ΒΕɺͦͷੵ͕ Novikov ม*6ͱݺΕΔ Qβ ͷํʹม͞ܗΕͨͷͱͳΔ*7ɻ͢ͳΘͪɺ, Λ

qKT (X)∧ ͱ͢Δͱɺ
(qKT (X)∧, ,) −→ (KT (X),⊗)

શࣹ४ಉܕʹͳΔɻ࣮ , qKT (X)∧ ͷఆٛʹ͓͍ͯ NovikovมํʹඋԽΛऔΒͳͯ͘ఆٛ

Ͱ͖Δ (ͭ·Γɺग़͕߲ݱ༗ݶʹͳΔ)͜ͱ͕༧͞ΕɺྔࢠK Ε͖ͯͨɻݺͱੑݶͷ༗܈

[11] ΛಡΉͱ͔ΔΑ͏ʹྔࢠίϗϞϩδʔͷࢉܭͱྔࢠ K ΞϓϦΦϦऀޙΛൺֱͨ͠ͱ͖ࢉܭͷ܈

ʹ༨ݩ࣍ͷ͍ߴ෦ଟ༷ମͷد༩·Ͱ͖ͪΜͱݟͳ͚Ε͍͚ͳ͍ͷͰ͔Γ͍ۭ͔ؒ͢Β͖ͬͪΓͱ

transversalͳฏ໘அͷ܁Γฦ͠ͰಘΒΕΔΑ͏ͳۭؒɺ͘͠ผͷཧ༝ʹΑΓৄߏʹࡉ͕͔ͬͯ

͍ΔΑ͏ͳۭؒͰͳ͚Ε͕ࢉܭ༰қͰͳ͍*8ɻ͜Ε͕Maulik-Okounkovཧ [27, 29]Λͱͱͯ͠Ұൠ

ͷᝪଟ༷ମʹରͯ͠ྔࢠ K ࢠଟ༷ମͷྔض9Λ͡Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔҰํͰ*܈ K ड़ʹؔͯ͠هͷ܈ (ᝪଟ༷

ମͷ෦ଟ༷ମͱͯ͠ݱΕΔ)AܕҎ֎ͷ߹ʹࠓ·Ͱ͋·Γਂ͍͜ͱ͕͔Βͳ͔ͬͨཧ༝ͱ͑ݴΔɻ

ແضݶଟ༷ମQrat
G ΈࠐɺຒΊ͑ݴͯؔ͠ʹ (3.1)Λ͞Βʹ֦ுͨ͠ຒΊࠐΈ

Qrat
G ↪→

r∏

i=1

P(L("i)
∗ ⊗ C((z))) ↪→

r∏

i=1

P(L("i)
∗ ⊗ C[[z, z−1]])

*6 ͜ΕɺX ͷ (Βͳ͍ݶͱط) ۂઢ͕ (ԾతʹͰͳ࣮͘ࡍʹ) ͳ͢ྨ (⊂ H2(X,Z)) ʹؔ͢ΔॏΈ͚ͮΛ༩͑Δม
Ͱɺࠓ H2(X,Z) ∼= X∗ ͩͬͨ͜ͱͳͲ͔Β্ͷΑ͏ͳهड़ʹͳΔɻ

*7 ͜Ε͍ΘΏΔখྔࢠK KࢠΕΔͷɻখྔݺͱ܈ KࢠΒେྔ͔܈ ΔΞϧΰϦζϜΒΕ͍ͯΔ͢ݩΛ෮܈ ([12])ɻ
*8 KࢠΔͷͰɺͦ͏͍͏ҙຯͰͦͷྔ͑ࢥଟ༷ମ͕͔ͦ͜Γ͍ۭؒͩ͢ͱض ͋Δɻํ͑ߟ͔͓͖͍ͬͯͨͱ͍͏܈
*9 ൴ΒͷྔࢠK ͱ܈ Givental-LeeͷͷͱີݫʹͣΕ͕͋Δɻ
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Λ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɺ͜͏͢Δͱ࠷ӈล z ,→ z−1 ͱ͍͏ର߹Ͱ҆ఆΏ͑Qrat
G Λ೧ͬͯຒΊࠐΊΔɻ͜ΕΛ

༻͍ΔͱɺI-يಓͱ I− ͷ G[[z−1]]ʹ͓͚Δ Zariskiดแ I% ͷيಓͷQrat
G ͷަࠥͱͯ͠

Q(w, v) = Ipw ∩ I%pv = Ipw ∩ I%pv w, v ∈Waf

Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ ([18])ɻͨͩ͠ɺpw Q(w) (w ∈ Waf)ͷີ I-يಓͷ།Ұͷ (C× × T ఆͱݻ-(

͢Δɻ

Theorem 4.1 ([15, 18]). w, v ∈ Waf ʹରͯ͠ɺQ(w, v) .= ∅Ͱ͋Δඞཁे݅ w ≤∞
2
v Ͱ͋Δɻ·ͨ

͜ͷͱ͖ Q(w, v)طͳࣹӨతਖ਼نଟ༷ମͰ͋Γ༗ཧಛҟͷΈΛͭ࣋ɻ·ͨͦͷݩ࣍ w, v ͷ <∞
2

ʹ͓͚ΔڑͰ༩͑ΒΕΔɻ

ఆཧͱ 4.1ɺઢଋͷγϑτ࡞༻ૉͷهड़Λ༻͍ΔͱɺqKT (X) Λ͢ࢉܭΔͷʹ༻͍ͨ૬ؔؔͷ͕ࢉܭ

Q(w, v)ͷ্ͷઢଋͷ Euler-Poincaréඪͷهड़ʹؼண͞ΕΔ͜ͱ͕͔Δɻ͜ͷ͜ͱͱ

Theorem 4.2 ([18]). ҙͷ w ∈Waf ʹରͯ͠

⋃

v∈Waf

Q(w, v) ⊂ Q(w)

ͱ͍͏ຒΊࠐΈີͰ͋Γɺ͞Βʹҙͷ λ ∈ X∗
+ ʹରͯ͠

lim
v→−∞

χC××T (Q(w, v),OQ(w,v)(λ)) = χC××T (Q(w),OQ(w,v)(λ))

ཱ͕͢Δɻͨͩ͠ɺχC××T  C((q−1))[T ]ΛͱΔಉม Euler-Poincaréඪɻ

Λ߹ΘͤΔͱɺ(ۙڍಈͷղੳ͔Β)ҎԼΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ:

Theorem 4.3 ([15] Theorem B). R(T )-ઢܗͳಉ૾ࣸܕ

Ψ : qKT (X)∧ −→ KT (Q
rat
G )

Ͱ͋ͬͯҎԼͷੑ࣭Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ:

1. w ∈W,β ∈ X∗ ʹରͯ͠
Ψ([OXw ]Q

β) = [OQ(wtw0β)];

2. ֤ 1 ≤ i ≤ r,β ∈ X∗ ͱ ξ ∈ qKT (X)∧ ʹରͯ͠

Ψ(OX(−"i) , ξ) = Ξ(−"i)(Ψ(ξ)).

Ҏ্ΛΈ߹ΘͤΔ͜ͱͰɺҎԼΛಘΔ:

Corollary 4.4 ([15], conjectured by Lam-Li-Mihalcea-Shimozono [23]). R(T )-ઢܗͳ४ಉܕ

Ψ−1 ◦ Φ : KT (GrG)loc −→ qKT (X)∧

ͰҎԼ w ∈W,β ∈ X−
∗ ʹରͯ͠

Ψ−1 ◦ Φ([OGrwβ ]) = [OXww0
]Qβ

ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔɻ
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KT (GrG)loc ͷੵ 1͕༗ੑݶΛຬͨ͢͜ͱੲ͔ΒΒΕ͍ͯͨͷͰɺ͜ͷ͜ͱ͔Β qKT (X)ͷ༗ੑݶ

ै͏ɻ͜ͷΑ͏ͳํ͑ߟྔࢠ K ͷؔखੑ܈ ([16, 17])ͳͲʹԠ༻ΛͪɺಛʹάϥεϚϯଟ༷ମͳͲ์

ضܕଟ༷ମͷྔࢠK ͷཧղʹ͓͍ͯʹཱͭɻ܈

ँࣙ: հઌੜ͕࣭͝͞Εͨྒࣉ೭ઌੜʹ͓ྱਃ্͛͠·͢ɻຊདྷͰ͋ΕখࠀձΛ༩͍͑ͯͩ͘͞·ͨ͠Ҫػԋͷߨ
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符号，格子と頂点作用素代数におけるレーマー型問題
三枝崎剛 ∗

1 はじめに
X を球面 Sn−1上の有限集合，tを自然数とする．X が球面 t-デザインとは，任意の t次以下の多項式関数 f(x) = f(x1, . . . , xn)に対して

1

|Sn−1|

∫

Sn−1
f(x)dσ(x) =

1

|X|
∑

x∈X
f(x)

が成立することである．球面 t-デザインならば球面 (t− 1)-デザインであることに注意すると，tの値の大きい有限集合X の構成が基本的な問題となる．球面デザインの構成法は数多く知られているが，ここでは格子を用いたものを紹介しよう．Lを格子，原点からノルムmの点集合
(L)m := {x ∈ L | (x, x) = m}

を格子 Lのノルムmのシェルと呼ぶ．すると (L)mはノルムを調整することによって球面 Sn−1上の有限集合と考えられる．格子を用いた球面デザインの構成とは，対称性の高い格子を用いて tの値の大きい球面 t-デザインを構成しようというものである．例えばE8-格子を例に取ろう．任意の自然数mに対して (E8)2mは球面 7-デザインの構造を与える．球面 t-デザインならば球面 (t− 1)-デザインであり，高い tの球面 t-デザインの構成が重要であったことを思い出そう．するとあるシェルで (E8)2mが球面 8-デザインとなることがあるか，このような問題が自然に生じる．実は (E8)2mが球面 8-デザインであることと τ(m) = 0が同値である．ここで τ(m)は以下で定義されるラマヌジャンの τ 関数である：
∆ = q

∞∏

n=1

(1− qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn = q − 24q2 + 252q3 + · · · .

これに関して次の Lehmer予想がある．
∗早稲田大学基幹理工学部
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予想 1.1 ([15]). 任意の自然数mに対して τ(m) #= 0．
このように Lehmer予想はE8-格子のデザイン理論の性質と同値であることが分かった．このような現象は全ての整数格子で観察でき，整数格子におけるモジュラー形式のフーリエ係数の零性とデザインの関係を Lehmer型問題と呼ぶ．詳しい定式化はセクション 2で行う．また格子と符号，頂点作用素代数 (VOA)の類似はよく知られており，符号やVOAにおいてもLehmer型問題を考えることができる．格子や符号，VOAのLehmer型問題について現在までの状況を概説することが本稿の目的である．セクション 2で格子と球面デザインに関する Lehmer型問題の定式化，セクション 3で符号と組合せデザインに関する Lehmer型問題，セクション 4で

VOAと共形デザインに関する Lehmer型問題の定式化，セクション 5で現在までの進展状況，および Lehmer型問題の応用として，符号と格子の幾何に関する話題を紹介する．
2 格子と球面デザイン
セクション 1で格子から球面デザインが得られることを説明し，Lehmer予想との関係を紹介した．本セクションでは球面デザイン理論の立場から，なぜ
Lehmer予想が重要か，これに関して extremal Type II格子を取り上げて説明する．その後一般の格子に対して Lehmer型問題を定式化しよう．
2.1 Extremal Type II格子と球面デザイン
L(⊂ Rn)をランク nの格子とする．格子 LがType IIとは自己双対かつ偶な格子と定義する．ここで自己双対は

L = L∗ = {y ∈ Rn | (y, x) ∈ Z, ∀x ∈ L},

偶は 任意の x ∈ Lに対して (x, x) ∈ 2Z

で定義される．このような格子は n ≡ 0 (mod 8)のみ存在することが知られている．Lの最小ノルムをmin(L) := min{(x, x) | 0 #= x ∈ L}とする．Type
II格子の最小ノルムは

min(L) ≤ 2
⌊ n

24

⌋
+ 2.

で評価され，等号を達成するとき extremalと呼ぶ．
例 2.1. 次は extremal Type II格子の例である．

1. 8次元球充填問題の解を与えるE8-格子 ([28]).
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2. 24次元球充填問題の解を与える Leech格子 ([9]).

このように extremal Type II格子は対称性の高い構造を持ち，実際高い tの球面 t-デザインを与えることが知られている．
定理 2.1 ([27]). Lをランク nの extremal Type II 格子とする. このとき任意のm ∈ Nに対して，(L)2mは次の値の t-デザインとなる．

t =






11 if n ≡ 0 (mod 24),

7 if n ≡ 8 (mod 24),

3 if n ≡ 16 (mod 24).

この事実から直ちに次が得られる．
例 2.2. 1. LをE8-格子とすると，(L)2mは球面 7-デザイン．

2. Lを Leech格子とすると，(L)2mは球面 11-デザイン．
実は格子から得られる球面 t-デザインは t ≤ 11が予想されている．

予想 2.1. 格子 Lとm ∈ Nに対して，(L)mが球面 t-デザインとする．このとき t ≤ 11．
したがってランクが 24の倍数の extremal Type II格子は，格子の中では最も高い tの球面 t-デザインを与えると予想される．また次のようにLをE8-格子とすると，(L)2mは球面 8-デザインかどうかは，Lehmer予想と関係したのだった．

予想 2.2 ([15]). 任意のm ∈ Nに対して τ(m) #= 0．
以下では LをE8-格子として，
1. (L)2mは球面 7-デザイン,

2. (L)2mは球面 8-デザインであることと τ(m) #= 0は同値,

この 2つの証明の概略を紹介しよう．
証明. (L)2mが球面 7-デザインであることと，全ての斉次調和多項式 P (x) =
P (x1, x2, . . . , x8) ∈ Harmk (k ∈ {1, . . . , 7}) に対して

∑

x∈(E8)2m

P (x) = 0 (1)
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が同値であることが良く知られている．次の重さ付きテータ級数を考える．モジュラー形式の一般論から，これは重さ 5, . . . , 11の SL2(Z)に関するカスプ形式となるが，それは存在しない．すなわち次の式が得られ
θE8,P =

∑

x∈E8

P (x)q(x,x)/2 =
∞∑

m=1

(
∑

x∈(E8)2m

P (x))qm = 0

(1)を導く．また k = 8とすると重さ 12に関するカスプ形式となり，適当な定数 c(P )を用いて
θE8,P =

∑

x∈E8

P (x)q(x,x)/2 =
∞∑

m=1

(
∑

x∈(E8)2m

P (x))qm = c(P )∆

が得られる．以上より (L)2mは球面 8-デザインであることと τ(m) #= 0は同値であることが (もう少しの議論で)わかる．
証明の概略を見ると一般に任意のType II格子Lに対し，モジュラー形式∑
a(n)qnが存在して (L)mが球面 t-デザインであることと a(m) = 0は同値であることががわかるであろう．したがって Lehmer型問題は任意の格子で考えることができる．また格子 Lに対して (L)mが球面 t-デザインであることが任意のmで成立するか，あるいは特別なmでのみ成立するか，このような現象の違いを正確に理解するため，我々は次の 2つの関数を導入した．
• δ(L) := max{t ∈ N | ∀m,Lmは球面 t-デザイン },

• s(L) := max{t ∈ N | ∃m s.t. Lmは球面 t-デザイン }.

一般に δ(L) ≤ s(L)が成立する．この関数を用いて上記 2つの予想は次のように言い換えられる．
予想 2.3. 1. s(L) ≤ 11.

2. δ(E8) = s(E8).

以上の考察より，任意の格子に対して次の 2つの問題を格子版 Lehmer型問題と呼ぶ．
問題 2.1 (Lehmer型問題). 1. s(L)を上から評価せよ．

2. δ(L) = s(L)や δ(L) < s(L)となる例を見つけよ．
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これは Lehmer予想の一般化と考えられ，任意の格子でこの問題を考えることは興味深いと思われる．現在までの知られている結果について最終セクションでまとめよう．以上が格子に対するLehmer型問題の定式化である．以降のセクションで，符号とVOA版の Lehmer型問題を定式化しよう．
3 符号と組合せデザイン
符号と格子の類似性はよく知られている．本セクションでは符号において
Lehmer型を定式化しよう．以下の表は符号と格子のそれぞれの対応物の表である．セクション 2の格子の議論において，以下の表をもとに符号の言葉

符号 格子
(C)w (L)m組合せ t-デザイン 球面 t-デザイン離散調和多項式 調和多項式群の不変式 モジュラー形式

min(C) ≤ 4# n
24 $ + 4 min(L) ≤ 2# n

24 $ + 2
Extremal Type II 符号 Extremal Type II 格子拡大ハミング符号 H8 E8-格子

Golay 符号 G24 Leech 格子

に置き換えると，本セクションの議論になる．(例えばモジュラー形式は群の不変式などに．) より正確に見ていこう．組合せ t-デザインを導入する．
定義 3.1 (組合せ t-デザイン). X を v点からなる有限集合，

B ⊂ Xk :=

(
X

k

)
= X の k点部分集合全体

とする．(X,B)が組合せ t-デザイン (t-(v, k,λ)) とは，次の条件を満たすことである．
任意の T ∈

(
X

t

)
に対して，次の値は一定値をとる：λ = &{B ∈ B | T ⊂ B}.

例 3.1. X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}．
B = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}} とおくと (X,B):組合せ 2-デザイン (2-(7, 3, 1)).

格子を用いて球面デザインが得られたように，符号を用いて組合せデザインが得られる．ここで長さ nの符号Cとは Fn
2 の部分空間である．Type II符号とは自己双対かつ重偶と定義しよう．C が自己双対とは

C = C⊥ = {y ∈ Fn
2 | (y, x) = 0, ∀x ∈ C}.
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重偶とは，任意の x ∈ Cに対して (x, x) ≡ 0 (mod 4)が成立することである．
Type II符号は n ≡ 0 (mod 8)のみ存在することが知られている．符号 C の最小距離を次で定義しよう:

min(C) := min{(x, x) | 0 #= x ∈ C}.

Type II 符号 C の最小距離は次で評価される：
min(C) ≤ 4

⌊ n

24

⌋
+ 4.

Type II符号Cが extremalとは等号を達成するときである．いくつか例を紹介しよう．
例 3.2. 1. 長さ 8の拡大ハミング符号H8,

2. 長さ 24のGolay符号G24.

H8は以下で定義をするが，Golay符号については適切な符号理論の教科書を参照されたい．
(C)w = {x ∈ C | wt(x) = w}を重さ wのシェルと呼ぼう．ただし x =

(x1, . . . , xn)に対し
wt(x) = &{i | ci #= 0}.

たとえばハミング符号H8の元を全て列挙すると次のようになる．
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0)
(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1) (1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1) (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0)
(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) (0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)
(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) (1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0)
(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

(H8)4は成分に 1が 4つ存在する 14個のベクトルの集合である．符号C ⊂ Fn
2に対して， {

X := {1, 2, . . . , n},
B := {supp(x) | x ∈ (C)w},

と定義する．supp(x)は x = (x1, . . . , xn)に対し
supp(x) = {i | xi #= 0}

6



で定義される．(X,B)が組合せ t-デザインのとき，(C)wは組合せ t-デザインと定義しよう．例えば (H8)4は組合せ 3-デザインになることが上の元を見ると確認できる．つまり任意の 3つの座標を取ると，その成分に 1がある (H8)4の元はただ 1つ存在するはずである．以上が符号を用いた組合せデザインの構成法である．格子の場合，Type II格子から良い球面デザインが得られた．符号における類似は次の定理である．
定理 3.1 ([1]). C(⊂ Fn

2 )を extremal Type II 符号とする. このとき任意の
m ∈ Nに対して，(C)4mは次の値の組合せ t-デザイン

t =






5 if n ≡ 0 (mod 24),

3 if n ≡ 8 (mod 24),

1 if n ≡ 16 (mod 24).

この定理を用いると次が得られる．
例 3.3. 1. (H8)4は組合せ 3-デザイン．

2. (G24)8, (G24)12, (G24)16は組合せ 5-デザイン．
格子から得られる球面 t-デザインは t ≤ 11であった．この符号における類似は次の予想である．

予想 3.1. (C)mが組合せ t-デザインとする．このとき t ≤ 5である．
以上のように，格子と球面デザインの関係と符号と組合せデザインの関係は類似している．格子から得られる球面デザインの判定は，モジュラー形式のフーリエ係数と関係することをセクション 1で見た．この類似を次のセクションで紹介しよう．

3.1 組合せデザインと不変式
格子Lに対して，(L)mが球面 t-デザインかどうかは，モジュラー形式のフーリエ係数で判定できた．符号の場合はある群Gの一般不変式の係数で判定できる．この理論を概説しよう．

T1 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, T2 =

(
1 0
0 i

)
,

G = 〈T1, T2〉とおく．これは位数 192の有限群である．χ!を次で定義される
Gの指標とする．

χ!(T1) = (−1)!,χ!(T2) = i−!.
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一般不変式の集合を次で定義しよう．
{
IG = IG,χ0 = C[x, y]G = {f ∈ C[x, y] | σf = f, ∀σ ∈ G},
IG,χ! = {f ∈ C[x, y] | σf = χ!(σ)f, ∀σ ∈ G}.

このとき次が知られている．
定理 3.2 ([3]).

IG,χ! =






〈P8, P24〉 (( ≡ 0 (mod 4)),

P12IG (( ≡ 2 (mod 4)),

P18IG (( ≡ 3 (mod 4)),

P30IG (( ≡ 1 (mod 4)),

ここで P8 = x8 + 14x4y4 + y8, P24 = x4y4(x4 − y4)4，P12 = x2y2(x4 − y4)，
P18 = xy(x8 − y8)(x8 − 34x4y4 + y8)，P30 = P12P18．

γを以下で定義しよう．
γ : RXk → RXk−1; γ(z) =

∑

y∈Xk−1,y⊂z

y.

Harmk = ker γ，f ∈ Harmkに対して f̃ ∈ R2X , f̃(u) =
∑

z∈Xk,z⊂u f(z)と定義し f̃ を離散調和多項式と呼ぶ．球面デザインは調和多項式で特徴づけられた．組合せデザインは以下のように離散調和多項式で特徴づけられる．
定理 3.3 ([10]). Cwが組合せ t-デザインであることと任意の f ∈ Harm! (1 ≤
( ≤ t)に対して∑

x∈Cw
f̃(c) = 0は同値である．

符号 C ⊂ Fn
2 , f ∈ Harmk, 調和重さ多項式を以下で定義する：

wC,f (x, y) =
∑

c∈C
f̃(c)xn−wt(c)ywt(c).

Bachocはこの調和重さ多項式が一般不変式となることを見出した．
定理 3.4 ([3]). C(⊂ Fn

2 )を Type II 符号, f ∈ Harmkとする．このとき
wC,f (x, y) = (xy)kZC,f (x, y), ZC,f (x, y) ∈ IG,χ! , deg(ZC,f ) = n− 2k.

これを用いて，Cを拡大ハミング符号H8とすると，(H8)4は 3-デザインとなることを証明しよう．
8



証明. (H8)が組合せ3-デザインを示す．定理3.3からそれは任意のf ∈ Harmk (1 ≤
k ≤ 3)に対して ∑

c∈(H8)m

f̃(x) = 0

を示せばよい．定理 3.4からこれは次数 8 − 2kの Gに関する不変式であり，それは存在しない．したがって
wH8,f =

∑

c∈H8

f̃(c)x8−wt(c)ywt(c) =
8∑

m=1

(
∑

c∈(H8)m

f̃(c))x8−mym = 0.

が得られた．
以上の考察を，H8 以外の Type II符号 C に対して行うことにより，一般不変式∑

a(m)xn−mymが存在して Cmが組合せ t-デザインであることと
a(m) = 0が同値であることがわかる．以上から符号から得られる組合せデザインは一般不変式の係数の零性が関係することが分かった．格子の球面デザインはモジュラー形式のフーリエ係数の零性が関係したことの符号における類似である．格子のときと同じく次の 2つの関数を導入する．

• δ(C) := max{t ∈ N | ∀w,Cwは組合せ t-デザイン },

• s(C) := max{t ∈ N | ∃w s.t. Cwは組合せ t-デザイン }.

一般に δ(C) ≤ s(C)が成立する.先に述べたように，Cmが組合せ t-デザインならば t ≤ 5であった．これは s(C) ≤ 5と言い換えられる．以上から符号の Lehmer型問題を次のように定式化しよう．
問題 3.1 (Lehmer型問題). 1. s(C)を上から評価せよ．

2. δ(C) = s(C)や δ(C) < s(C)となる例を見つけよ．
4 VOAと共形デザイン
本セクションでは，VOA や共形デザインの定義は省略し，VOA において
Lehmer型がどのように定式化されるか結果のみ述べる．以下の表は符号と格子のそれぞれの対応物の表である．

VOAにおいても “extremal Type II”が定義されそれは高い tの共形 t-デザインとなることが知られている．
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符号 格子 頂点作用素代数組合せ t-デザイン 球面 t-デザイン 共形 t-デザイン離散調和多項式 調和多項式 Virasoro 最高ウェイト元群の不変式 モジュラー形式 モジュラー関数
min(C) ≤ 4# n

24 $ + 4 min(L) ≤ 2# n
24 $ + 2 min(L) ≤ # n

24 $ + 1
Extremal Type II 符号 Extremal Type II 格子 Extremal Type II VOA拡大ハミング符号 H8(t = 3) E8-格子 (t = 7) E8-格子 VOA(t = 7)
Golay 符号 G24(t = 5) Leech 格子 (t = 11) ムーンシャイン VOA(t = 11)

定理 4.1 ([12]). V を中心電化 nの extremal Type II VOAとする. このとき任意のm ∈ Nに対して，(V )mは次の値の共形 t-デザイン

t =






11 if n ≡ 0 (mod 24),

7 if n ≡ 8 (mod 24),

3 if n ≡ 16 (mod 24).

符号や格子のときと同じく次のことが知られている．すなわち Type II
VOA V に対しモジュラー関数∑

a(m)qm 存在して (V )m が共形 t-デザインであることと a(m) = 0が同値となるのである．また次の 2つの関数を導入しよう．
• δ(V ) := max{t ∈ N | ∀w, (V )wは共形 t-デザイン },

• s(V ) := max{t ∈ N | ∃w s.t. (V )wは共形 t-デザイン }.

格子のときと同じく s(V ) ≤ 11と予想されている．VOAの Lehmer型問題を次のように定式化しよう．
問題 4.1 (Lehmer型問題). 1. s(V )を上から評価せよ．

2. δ(V ) = s(V )や δ(V ) < s(V )となる例を見つけよ．
以上が符号と格子，VOAのLehmer型問題の定式化である．次のセクションで現在までの進展状況を紹介する．

注意 4.1. V をムーンシャインVOAとする．このとき (V )mは共形 11-デザインとなる [16, 12]．さらに (V )m+1が共形 12-デザインであることと τ(m) = 0は同値である [17]．つまり Lehmer予想はVOAの共形デザインを用いた特徴づけも可能である．
5 Lehmer型問題の進展
本セクションでは符号と格子，VOAにおける Lehmer型問題の進展状況について概説する．
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5.1 格子とVOAの場合
格子 Lに対して δ(L), s(L)が決定されている例はほとんどなく，筆者の知る限り次の 2つの定理のみである．
定理 5.1 ([4, 5]). Lを Z2-格子とする．このとき Lmは球面 3-デザインとなる．a(n)を以下のフーリエ係数として定義する．

1

16
θ23(θ2θ4)

4 =
∞∑

n=1

a(n)qn.

1. (L)mが球面 4-デザインであることと a(m) = 0 は同値である．
2. 任意のm ∈ Nに対して a(m) #= 0.

つまり δ(L) = s(L) = 3が得られた．
もっと一般に次がわかっている．

定理 5.2 ([4, 5]). L ⊂ R2: 類群が初等可換 2群となる 2次元整数格子とする．このとき 




δ(L) = s(L) = 3 (L = Z2)

δ(L) = s(L) = 5 (L = A2)

δ(L) = s(L) = 1 (o.w.)

次に VOA V に対して δ(V ), s(V )が決定，あるいは評価されている例を紹介する．
定理 5.3 ([18]). 1. Lをランク 24の Type II格子とする．このとき格子

VOA VLに対し δ(VL) = s(VL) = 3．
2. Lをランク 16の Type II格子とする．このとき格子 VOA VL に対し

3 = δ(VL) < 7 ≤ s(VL)．
注意 5.1. 論文 [18]出版直前に，島倉裕樹先生 (東北大学)より次のことを教えていただいた．
(1) δ(VZ2) = s(VZ2) = 3．
(2) δ(VA2) = s(VA2) = 5．
格子の場合と類似した現象が観察され興味深い．
以上が格子とVOAにおいて δ(L), s(L),δ(V ), s(V )が決定・評価されている例である．これ以外の例は (以下で 1例を紹介するが)ほとんど知られていないと思われ，今後の追及は重要な問題である．
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5.2 符号の場合
符号 C に対して δ(C), s(C)が決定，あるいは評価されている例を紹介する．一つ目は extremal Type II符号に関する結果である．
定理 5.4 ([20]). C を長さ nの extremal Type II符号とする．
(1) If n = 24m, then δ(C) = s(C) = 5 or δ(C) = s(C) = 7.

(2) If n = 24m+ 8, then δ(C) = s(C) = 3 or 5 ≤ δ(C) ≤ s(C) ≤ 7.

(3) If n = 24m+ 16, then δ(C) = s(C) = 1 or 3 ≤ δ(C) ≤ s(C) ≤ 5.

注意 5.2. 下線の例は見つかっておらず，存在しないと予想される．
二つ目は立方重偶 2元符号に関する結果である．

定理 5.5 ([21]). Cが立方重偶2元符号とは，任意のCの元xに対してwt(x) ≡
0 (mod 8)が成立するものである．長さ 8 ≤ n ≤ 48のとき分類されている
[7]. 詳細は省略するが，この中に 1 = δ(C) < s(C) = 2となるものを発見した．以下がその例である．詳細 (記号など)は [6, 21]をご覧いただきたい．

Dim. [Code Id] 2-(v, k,λ)
Weight distribution (i, Ai) for Ai %= 0 # of designs

7 [144] Miyamoto’s Moonshine code 2-(48, 6, 2520)
(0, 1), (16, 3), (24, 120), (32, 3), (48, 1) 1

8 [129,130,131,132,133] 2-(48, 6, 1240)
(0, 1), (16, 15), (24, 224), (32, 15), (48, 1) 5

9 [59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,1109,1712,1714,1716,1960] 2-(48, 6, 600)
(0, 1), (16, 39), (24, 432), (32, 39), (48, 1) 16

10 [16,17,18,19,20,21,22,549,550,554,1001,1245,1246,1247] 2-(48, 6, 280)
(0, 1), (16, 87), (24, 848), (32, 87), (48, 1) 14

11 [6,7,154,520] 2-(48, 6, 120)
(0, 1), (16, 183), (24, 1680), (32, 183), (48, 1) 4

12 [3] 2-(48, 6, 40)
(0, 1), (16, 375), (24, 3344), (32, 375), (48, 1) 1

13 [1] Extended doubling of G24 -
(0, 1), (16, 759), (24, 6672), (32, 759), (48, 1) 0

注意 5.3. 下線のよく知られた符号が，表の最上段と最下段の極端な場合に現れた．これの組合せ論的な説明を与えることは興味深い問題と思われる．
三つ目は δ(C) < s(C)が起こる可能性のあるパラメータを列挙した結果である．

定理 5.6 ([22]). dを C の最小距離，d⊥を C⊥の最小距離とする．(d⊥, t) =
(4, 1), &{u | (C)u #= ∅, 0 < u ≤ n − t} = 3 を仮定する．次の C が次のパラメーターを持つとき δ(C⊥) < s(C⊥)となる．(一部の値のみ紹介している．詳しくは元論文を参照いただきたい．)
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n 16 22 22 38 40 48 54 72 72 80
d 4 6 8 16 16 16 22 26 33 36
w 6, 10 6 18 24 16, 24 6, 42 50 6, 66 48, 58 34, 46

n 86 86 102 118 118 136 136 166 198 208
d 32 40 44 46 56 64 65 74 96 100
w 6 58 98 6 94 60, 76 94, 108 162 156 94, 114

n 246 246 272 296 296 328 328 342 358 358
d 104 112 116 120 144 142 161 158 156 176
w 6 242 6, 266 8, 288 136, 160 6, 322 234, 256 338 6 256

5.3 Near extremalに関する結果
最後に near extremalに関する結果を紹介する．Near extremalとは以下の表のように最小距離の条件を extremalより少し弱めたものである．

符号 格子 頂点作用素代数組合せ t-デザイン 球面 t-デザイン 共形 t-デザイン
min(C) = 4# n

24 $ min(L) = 2# n
24 $ min(L) = # n

24 $
near extremal Type II 符号 near extremal Type II 格子 near extremal Type II VOA

定理 5.7 ([19, 18]). 1. Type II符号 C と Type II格子 L，Type II VOA
V が near extremalとする．このとき 1 ≤ δ(C), 3 ≤ δ(L), 3 ≤ δ(V )．

2. Cを長さ96のnear extremal Type II符号とする．このとき，1 = δ(C) <
s(C) = 2 ((C)20が組合せ 2-デザイン)．

3. Lをランク 240の near extremal Type II 格子とする．このとき 3 =
δ(C) < s(L) = 5 ((L)22が球面 5-デザイン)．
以上が進展状況である．まだまだ例が少なく今後の更なる研究が望まれる．

5.4 符号と格子の幾何への応用
最後に Lehmer型問題の一つの応用を紹介しよう．次の問題を考えよう．
問題 5.1. C を符号とする．

(C)!1,...,!s := {x ∈ L | (x, x) = (1 or . . . or (x, x) = (s}.

C は (C)!1,...,!s で生成されるか (C = 〈(C)!1,...,!s〉)．格子 Lにおいても同様の記号と問題を定義する．
現在まで次が知られている．
1. C を extremal Type II符号で，長さが n ∈ {32, 48, 56, 72, 96}とする．このとき C = 〈(C)min(L)〉 ([11]),
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2. L: extremal Type II格子, ランクを n ∈ {32, 48, 56, 72, 96}とする．このとき L = 〈(L)min(L)〉 ([24, 25], [13]),

3. L: extremal Type II格子, ランクを n ∈ {40, 80, 120}とする．このとき L = 〈(L)min(L),min(L)+2〉 ([26], [14]).

以上はType IIの結果である．Type II格子は (-modular格子という概念に一般化されている．これに関して次の結果がある．
定理 5.8 ([23]). 1. Lをランク 32, 48の extremal 2-modular格子とする．

Lは (L)min(L)で生成される.

2. Lをランク24, 36のextremal 2-modular格子とする．Lは (L)min(L),min(L)+2で生成される.

詳しい証明は省略するが，2-modular格子Lに対して δ(L)や s(L)を評価し，その結果を用いる．( #= 2に対する (-modular格子についても同様の結果を紹介した論文を準備中である．このように Lehmer型問題は符号や格子の幾何への応用がある．
5.5 関連する未解決問題・研究問題
最後に関連する未解決問題・研究問題などを挙げ，本稿を閉じることにしたい．
問題 5.2. 1. 格子から得られる球面デザインとモジュラー形式は関係することを見てきた．モジュラー形式は多変数化されている．この多変数モジュラー形式と関係する球面デザイン理論は存在するか．その符号や

VOAにおける類似は存在するか．
2. 筆者は一般化 Jacobi多項式を定義して，それを用いて generalized t-デザインやmixed t-デザインと符号との関係を示した [8]．これらの格子やVOAにおける類似は存在するか．
3. セクション 5.4で議論した「符号や格子の生成元を決定する問題」の

VOA類似は存在するか．
4. 群作用付き組合せ t-デザイン, 重さ多項式，テータ級数 [29, 30, 2]が定義されている．球面デザインやVOAの共形デザインにおける類似は存在するか．
5. 論文 [22]においてGolay符号の次のような特徴づけを得た．
定理 5.9 ([22]). 符号Cが d⊥ = 8, t = 5, &{u | Cu #= ∅, 0 < u ≤ n− t} =
3 を満たすならば C はGolay符号G24である．
この定理のLeech格子,ムーンシャインVOAにおける類似は存在するか．
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§0 ংจ ɺ·ͣతͷओఆཧΛड़Δɻͯ͠ʹޙͷઆ໌ޠ༺

ओఆཧ V Λ࡞༻ૉɺA,B,C ΛC1-cofinite N-gradable V -Ճ܈ͱ͢Δɻ YAB ∈
I
(
A!B
AB

)
,YBC ∈ I

(
B!C
BC

)
,YA(BC) ∈ I

(
A!(B!C)
A (B!C)

)
,Y(AB)C ∈ I

(
(A!B)!C
A!BC

)
Λશࣹͳަབྷ࡞༻ૉͱ

͠ɺ4૬ؔؔ 〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉 ͱ 〈θ′,Y(AB)C(YAB(v, x− y)u, y)w〉 Λ͑ߟ
Δɻ͜ ͜Ͱɺv ∈ A, u ∈ B,w ∈ C, θ ∈ (A!(B!C))∨, θ′ ∈ ((A!B)!C)∨ Ͱ͋Δɻ͞ Βʹɺ

ྖҬ D2 = {(x, y) ∈ C2 | 0 < |x− y| < |y| < |x|, x, y, x− y %∈ R≤0}ʹ͓͍ͯɺ্هͷذ
F̃ (〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉)ͱ F̃ (〈θ′,Y(AB)C(YAB(v, x−y)u, y)w〉)ΛऔΔɻ͜ ͷ࣌ɺಉ

φܕ : (A!B)!C → A!(B!C)͕ଘͯ͠ࡏɺD2্ͰɺF̃ (〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉) =
F̃ (〈φ∗(θ),Y(AB)C(YAB(v, x− y)u, y)w〉) ͕Γཱͭɻ

§1 ΧΠϥϧ ͷཧͱɺ࣍Λຬͨ͢ͷ͔ΒΓཱ͍ͬͯΔɻ

(1) ਅۭ 1 ͱݺΕΔঢ়ଶͱɺ

(2) ۭؒ࣌ z ∈ U ্Ͱఆٛ͞ΕΔ࡞༻ૉୡ {Y(vj, z) : vj ∈ Γ}ɹ (vj ঢ়ଶɺY(vj, z)

ͱݺΕΔʣͱ

(3) ਅۭ 1 ͱͷൺֱʢੵ)ɺଈͪɺn૬ؔؔ

〈1,Y(vn, zn) · · · Y(v1, z1)1〉 (U ্ͷؔͰਅۭظͱݺΕΔ)

·ͨɺY(∃L(−1)vj, z) = d
dzY(vj, z)ɺଈͪඍΛ༩͑Δ࡞༻ L(−1)Λͭ࣋ɻ

ਅۭظͷதͰɺ1Ͱڬ·Εͨ෦࡞༻ૉͷੵͳͷͰɺͦΕΒҰछͷΛͳͯ͠

͍Δɻ͜ͷதͰVirasoroͷදݱΛదͳઃఆͷԼͰؚΉͷ͕ܗڞཧͰ͋Δɻ

ਅۭظͷࠨͷY(vn, zn)Λਵ࡞༻ͰࠨʹҠಈͤ͞ɺY(v, z)1 limz→0 Y(v, z)1 =

v ͕͔ΕஅͰ͖ΔͷͰɺ௨ৗ

〈vn,Y(vn−1, zn−1) · · · Y(v2, z2)v
1〉

Λ͑ߟΔɻ͜ͷதͰɺ̐૬ؔؔ 〈θ,Y(v, x)Y(u, y)w〉͕ࠓճͷڀݚରͰ͋Δɻ

BorcherdsɺMoonshine༧ʢϞϯελʔ୯७܈ͷද࣍ݱͱପԁϞδϡϥʔؔͷ

ࢹ෦Λॏཁ࣍ΊͨʣΛղܾ͢ΔͨΊʹɺͷཧͷٻͱͷਆൿతͳҰகͷཧ༝Λ

ͨ͠৽͍֓͠೦ʮ (VA)ʯΛಋೖͨ͠ɻগ͠ৄ͘͠આ໌͢ΔͱɺVirasoroͷ

ඪ४తͳදݱͱಉ͡Α͏ʹɺ࣍Λத৺ʹਾ͑ͯɺ
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α(z) = Y(α, z) =
∑

n∈Z

αnz
−n−1

ͱϩʔϥϯల։Ͱ͖ΔͷͰɺ։ۭؒ {(x, y) ∈ C2 | x %= y} ্Ͱ͍ޓʹՄʢہॴՄ)

(x− y)N [Y(α, x),Y(β, y)] = 0 N >> 0

͔ͭͱͯ݁͠߹ੑ

〈θ,Y(α, x)Y(β, y)w〉 = 〈θ,Y(Y(α, x− y)β, y)w〉

Λຬͨ͢ͷ͔ΒͳΔू߹ V = {Y(α, z) | α ∈ Γ}͕ͱͳΔɻ࣍ʹؔͯ͠ɺ

wt(αnv) = wt(α) + wt(v)− n− 1

Λຬͨ͢Α͏ʹఆٛ͢ΔɻہॴՄͱ݁߹ੑΛදࣔ͢Δͱɺ៉ྷͳදࣔΛͭ࣋ɻ

[αn, β(z)] =
∑∞

j=0

(
n
j

)
(αjβ)(z)zn−j

(αmβ)(z) =
∑∞

j=0

(
m
j

)
(−1)j{αm−jzjβ(z)− (−1)mβ(z)αjzm−j}

Truncation property! "
ͨͩɺ্هͷ͕ؔࣜఆٛՄʢӈ͕༗ݶʣͰ͋ΔͨΊʹɺ“j >> 0 ͳΒ αjβ = 0

͕Γཱͭ”͜ͱΛ݅ͱͯ͠Ճ͑Δɻ# $
ͷதͰɺVirasoro ͱͳΔͳͲͷ݅Λຬͨ͢ݩ࣍ݶ༗͕ۭؒ࣍ΛؚΈɺ੪ݩ

ͷΛ࡞༻ૉͱݺΜͰ͍Δɻ࣍ʹɺV Λ࡞༻ૉͱ͠ɺV -Ճ܈A,Bͷݩୡ

ͷੵΛ͑ߟΔɻಛʹɺV -Ճ܈C ʹରͯ͠ɺੵͷCͷ૾ΛௐΔɻ͍͑ݴΔͱɺv ∈ A,

u ∈ B, w ∈ C∨(dual) ʹର͢Δ̏૬ؔؔ 〈w,Y(v, x)u〉Λ͑ߟΔΘ͚Ͱ͋Δʢ͜͜Ͱɺ
Y(v, x)͋Δަབྷ࡞༻ૉͰ͋Δɻʣɹ͜ͷஈ֊ͰɺY(v, x)ͷܗෆ໌Ͱ͋ΓɺہॴՄ

Α͏ɻ͠ߟΛগ͠ܗͱ͍͏݅Ҏ֎͔Βͳ͍ɻ͜ͷ܈ͱՃੑ

ఆٛ ྖҬ U ্ͷہॴަབྷ࡞༻ૉ

Y : A⊗ B → C ⊗O(U)

ͱɺʢv ∈ A, u ∈ B, θ ∈ C∨, z ∈ U ʹର͢ΔΛ 〈θ,Y(v, z)u〉Ͱදࣔ)ɹ α ∈ V,m ∈ Z
ʹରͯ͠ɺ

(I1) 〈θ, [αm,Y(v, z)]u〉 =
∑∞

j=0

(
m
j

)
〈θ,Y(αjv, z)u〉zm−j,

(I2) 〈θ,Y(αmv, z)u〉 =
∑∞

j=0

(
m
j

)
(−1)j〈θ, {αm−jzjY(v, z)u− (−1)mY(v, z)αjzm−ju}〉,

(I3) 〈θ,Y(L(−1)v, z)u〉 = d
dz 〈θ,Y(v, z)u〉

Λຬͨ͢ͷͰ͋Δɻ͜͜Ͱɺ〈θ,αmY(v, z)u〉  〈(αm)∗θ,Y(v, z)u〉ͷ͜ͱͰ͋Δɻ͜͜
Ͱ (αm)∗ αmͷਵ࡞༻ͰɺO(U) U ্ͷਖ਼ଇؔͷू߹Λද͢ɻ

͜Ε͕ຊདྷ͑ߟΔ͖ަབྷ࡞༻ૉ͕ͩɺྺ࢙తʹ࠷ॳʹY(v, z) ͱͯ͠ɺC-ႈڃܕ
ͷͷ

Y(v, z) =
∑

m∈C

vmz
−m−1

2



ʢՃ͕܈શՄͳΒ͜ΕͰेʣͷΈΛѻ͍ɺࠓࡢɺlogarithmؔ log(z)ͷ༗ݶႈ

ΛؚΉ logarithmicަབྷ࡞༻ૉ

Y(v, z) =
K∑

k=0

∑

m∈C

vm,kz
−m−1 logk(z)

(V ͕C2-cofinite ͳΒेʣͷڀݚͱਐΜͰ͖ͨɻͨͩɺޙͰࣔ͢Α͏ʹɺࠓճ͜Ε

ͰेͰ͋Δɻ͜͜Ͱɺ͜ͷू߹Λ I
(

C
AB

)
Ͱද͢ɻ

§2 ճͷ݁Ռࠓ Huang ͱ Lepowsky[1995]͕ fusionੵͷ֓೦!p(x)Λಋೖ͍ͯ͠Δɻ

ʓ V -Ճ܈ A, B ͷ fusionੵ (A!B,YAB) ͱ A!B ͕ V -Ճ܈Ͱ͋ΓɺYAB ∈ I
(
A!B
AB

)

Ͱ͋ͬͯɺҙͷަབྷ࡞༻ૉ Y ∈ I
(

C
AB

)
ʹରͯ͠ɺࣸ૾ φ : A ! B → C ͕͋ͬͯɺ

φ ◦ YAB = Y Λຬͨ͢ͷͰ͋Δɻ
ʓ ҰൠʹɺVOAՃ܈ͷ fusionੵ͕ଘ͢ࡏΔͱݶΒͳ͍͕ɺࠓճͷઃఆ “C1-cofinite

N-gradableՃ܈”(ࣹ V -homo)ͷΧςΰϦʔͷൣғͰɺfusionੵ A ! B ͕ଘ͢ࡏΔ

[M2014]ɻ͜ͷ࣌ɺfusionੵͱશࣹަབྷ࡞༻ૉ YAB ∈ I
(
A!B
AB

)
ͱͷର (A ! B,YAB) Ͱѻ

͏΄͏͕ѻ͍қ͍ɻ

ɿVޠ༺ -Ճ܈ W ͕ ”C1-cofinite ”ͱɺ

C1(W ) := spanC{α−1w ∈ W | w ∈ W,α ∈ V,wt(α) ≥ 1}

͕༨༗ݩ࣍ݶʢdimV/C1(W ) < ∞ʣΛͭ࣋͜ͱͰ͋Δɻ·ͨɺ
(2) N-gradable ͱɺα ∈ V ͱ k ∈ Zʹରͯ͠ɺαkW(m) ⊆ W(m+wt(α)−k−1) Λຬͨ͢

ղW = ⊕m∈NW(m) Λͭ࣋͜ͱͰ͋Δɻ

͜Ε͔ͳΓൣ͍ғͷՃ܈ΛΧόʔ͢Δɻ

ʓ ཧʹ͓͍ͯɺʮenergy levelԼݶΛͭ࣋ʯͱ͑ߟΔ͜ͱ͕ଟ͍ͷͰɺରԠ͢ΔՃ܈

N-gradable ͱͳΔɻ
ʓ VOAC2-cofiniteܕݶͷ༗ط ͳͷͰɺطՃ܈C1-cofinite N-gradable ɻ
ʓ ༗ݶϦʔ͔Βߏ͞ΕͨΞϑΟϯVOAͰɺτοϓՃ͕܈༗ݩ࣍ݶͰ͋Δط

N-Ճ܈ͯ͢ C1-cofiniteͰ͋Δɻ

ʓ ຊͰ͋ΔHeisenbergVOA্ͱಉ༷Ͱ͋Δɻجͷ࣌Δ࡞VOAΛࢠ֨

ҎԼɺNC1ͰC1-cofinite N-gradableՃ܈ͷू߹Λද͢ɻ

§2.1 Huang[2005]ͷ݁Ռ

ʓ Huang C1-cofinite N-gradableՃ܈ʹର͢Δ̐૬͕ؔؔ֬ఆಛҟΛͭ࣋ඍํ
ఔࣜΛຬͨ͢͜ͱΛূ໌ɻͦͷԠ༻ͱͯ͠ɺC2-cofiniteͱ͍͏͍ڧ݅ͷԼͰɺfusionੵ
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ͷ݁߹Λࣔͨ͠ɻ

݅Λ՝ͨ͠ཧ༝ɺ֤͍ڧ y0 ∈ C, %ξ = (θ, v, u, w)ຖʹɺඍํఔࣜͷղͱͯ͠ల։

〈θ,Y(v, x)Y(u, y0)w〉 =
∑K

k=0

∑
m∈C rm,k(%ξ; y0)(x− y0)−m−1 logk(x− y0)

ΛಘΔ͜ͱ͕ग़དྷΔͷͰɺࣜܗత࡞༻ૉΛY3,Y4Λͯͬ

〈θ,Y(v, x)Y(u, y0)w〉 = 〈θ,Y3(Y4(v, x− y0)u, y0)w〉

ͱ͍͏ల։ಘΒΕΔɻͨͩͦͷޙɺY3,Y4͕ަབྷ࡞༻ૉͰ͋Δ͜ͱΛ͍͕ࣔͨ͠ɺ

(1) Y4 ͷ truncation property ͕ෆ໌ʁ

(2) Y3 ͷ͕ܗෆ໌ʁ

ͱ͍͏͕ΔɻHuang͜ΕΒΛղܾ͢ΔͨΊʹ͍ڧ݅Λͨͬɻࠓճɺղͷ࢟

͕͔Γқ͍ϕΫτϧܕඍํఔࣜ Fuchsian system Λͯͬɺ͜ͷΛղܾͨ͠ɻ

§3 ϕΫτϧܕඍํఔࣜ [Heu2019]

ఆٛ 1 A ∈ Mr×r(O(U)) Λ͋ΔྖҬ z0 ∈ U ⊆ C ʢopenʣ্Ͱਖ਼ଇؔͰ͋ΔΑ͏ͳ

Λͭ࣋ਖ਼ํྻߦؔͱ͢ΔɻಛʹɺAn ∈ Mr×r(C)͕͋ͬͯA =
∑∞

n=0 An(z− z0)nͱ

දࣔͰ͖Δɻ͜ͷ࣌ɺ
d

dz
Y =

A

z − z0
Y

ͱͳΔඍํఔࣜΛ ʢϕΫτϧܕʣFuchsian systemͱݺͿɻಛʹɺA ∈ Mr×r(C)ͷ࣌
ʢଈͪɺA = A0ʣʹɺEuler system ͱݺͿɻ

§3.1 ΦΠϥʔܥͷղ
A = A0ͷ߹ʹɺ∃G ∈ GLr(C)͕ଘͯ͠ࡏɺGAG−1  Jordanඪ४ܗͱͳΓɺ͔͠

d

dz
(GY ) = G

d

dz
Y =

GAG−1

z − z0
(GY )

ͳͷͰɺղΛٻΊΔʹɺA = A0͕ Jordanࡉ๔ Jr(a) ͷ߹ΛௐΕྑ͍ɻ͜ͷ࣌ɺ

Y = t(f1, . . . , fr)  (z − z0)
d
dzfi = afi + fi+1Λຬͨ͢ͷͰɺϕΫτϧղͷ fj

{(z − z0)a log
s(z − z0) | 0 ≤ s < r} ͷઢܗͱͳΔ͜ͱ͕͔Δɻ

ఆٛ 2 (Def 3.6 in Heu2019) d
dzY = A

z−z0
Y ͕ Levelt normal form Ͱ͋Δͱɺ

ad(bs)(Ak) = kAkΛຬͨ͢ͷͰ͋Δɻ͜͜ͰɺA0 = bs + bn Dunford ղͰ͋Δɻ

§3.2 ϕΫτϧܕFuchisian system ͷղ [Heu2019]

Levelt normal form Λܦ༝ͯ࣍͠ͷΑ͏ͳ͕ؔ͋Δɻ
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d
dzY = 1

zAY A =
∑∞

n=0 A0zn ∈ Mr,r(C)[[z]]
. ਖ਼ଇήʔδม GLr(C[[z]]) ʹΑͬͯҠΔ

d
dzY = 1

zA
′Y A′ Levelt normal form

↓ ղੳήʔδม diag(z"j)GLr(C[[z]]) ʹΑͬͯҠΔ
͜͜Ͱ 'j ∈ Z, 0 ≤ 0(dj)− 'j < 1, A(0), A′(0)ͷݻ༗∃dj.

d
dzY = 1

zA
′(0)Y Euler system

ͦΕΏ͑ɺ࣍ͷ݁ՌΛಘΔɻ

Fuchsian system ͷղ! "
ఆཧ 3 {d1, · · · , dr} Λ A0ͷݻ༗ͷू߹ͱ͠ɺ'i ∈ Z Λ 0 ≤ 0(di)− 'i < 1Λຬͨ

͢Α͏ʹબͿɻ͜͜Ͱ 0(di)  di ͷ࣮෦ɻ͜ͷ࣌ɺ d
dzY = A

z Y ͷղͷ
r∑

j=1

r∑

i=1

∑

m∈N

K∑

t=0

rji,m,tz
dj−"i+m logt(z)

ͱॻ͚Δɻ ʢrji,m,t ∈ CͰ͋Γɺ K A0ͷதͷ Jordanࡉ๔ͷαΠζͷ࠷େɻʣಛ

ʹɺz ͷႈͷ࣮෦ͷ࠷খ log(z)ͷႈA0 ͷݻ༗ Jordanࡉ๔ͷαΠζͰ

ܾ·Δɻ# $
ఆཧ 4 (H2019 Th1.6) Aڃႈྻߦ =

∑∞
k=0 Ak(z − z0)k ʢAk ∈ Mr×r(C)ʣͷऩଋ

Λܘ R > 0ͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺ d
dzY = A

z−z0
Y Λຬͨࣜ͢ܗతႈڃ Y =

∑∞
k=0 Yk(z − z0)k

ʢYk ∈ Mr×r(C)ʣͷऩଋܘRҎ্Ͱ͋Δ

§4 C1-cofinite N-gradableՃ܈ͷੑ࣭
W = ⊕m∈NW(m) ∈ NC1 ͕طͳΒɺ
(1) dimW(m) < ∞ɻ
(2) L(0)ͷݻ༗ sͷҰൠݻ༗ۭؒWs༗ݩ࣍ݶɺ

(3) d = ∃d(W ) ∈ C ͕ଘͯ͠ࡏɺW = ⊕m∈NWd+mͰ͋Δɻ

ͦΕΏ͑ɺW∨ = ⊕m∈NHom(W(m),C) ∼= ⊕d∈CHom(Wd,C)Ͱ͋Γɺ੍ݶର࣍ͷऔ
ΓํʹґଘͤͣɺҰҙతʹܾ·Δɻ

ޠ༺ ֤ sʹରͯ͠ɺWs ͷݩ wΛ੪ݩ࣍ͱݺͼɺwt(w) = sͰද͢ɻW طՃ܈

ͳͷͰɺW(m) Λ Wd+m ͱఆٛ͢Δ͜ͱͰ N-࣍ղ W = ⊕∞
m=0W(m)ΛಘΔɻҎԼɺ

w ∈ W(m)Λ gr(w) = mͱॻ͖ɺwͷ࣍ͱݺͿɻ

A,B,C ∈ NC1ͱɺ v ∈ A, u ∈ B, θ ∈ C∨ ͱہॴަབྷ࡞༻ૉ Y(v, z) ∈ I
(

C
AB

)
ʹର͠

ͯɺޙͰূ໌͢Δํ๏Ͱʢదͳ༗ूݶ߹ Γ = {(θi, vi, ui) : i ∈ Z}ΛऔͬͯʣɺϕΫτϧ
ɹؔܕ

Y = (〈θi,Y(vi, z)ui〉)i∈Z

5



 Euler system Λຬͨ͢ɻ ͦΕΏ͑ɺ࣍ΛಘΔɻ

logarithmަབྷ࡞༻ૉ! "
ఆཧ 5 A,B,C ∈ NC1 ͱ͢Δͱɺہॴަབྷ࡞༻ૉɺlogarithmic ަབྷ࡞༻ૉʢͷ U

ͷ੍ݶʣͰ͋Δɻ# $
͜ͷ݁Ռ݁߹ͷূ໌ͷ࠷ऴஈ֊Ͱར༻͢Δɻ

§5 4૬ؔؔ

߸ه ط A,B,C ∈ NC1 ʹରͯ͠ɺΩ = (A ! (B ! C))∨ × A × B × C ͱஔ͖ɺ%ξ

Ͱ 4ͷ 1ͭ (θ, v, u, w) ∈ ΩΛද͢ɻྫ͑ɺFA(BC)
h,k (%ξ; x, y) = FA(BC)

h,k (θ, v, u, w; x, y)

Ͱ͋Δɻ·ͨɺα ∈ V ʹରͯ͠ɺα[i]
n ͰɺΩͷ i൪࠲ඪͷ࡞༻ αnΛද͢ɻྫ͑ɺ

α[2]
n
%ξ = (θ,αnv, u, w)Ͱ͋Δɻ

((A!B)!C,Y (AB)C)ͱ (A! (B!C),YA(BC))ͷ logarithmicަབྷ࡞༻ૉΛ (v ∈ A, u ∈
B, δ ∈ A! Bʹରͯ͠)

YA(BC)(v, x) =
∑K1

h=0 Y
A(BC)
h (v, x) logh(x),

YBC(u, y) =
∑K2

k=0 YBC
k (u, y) logk(y),

YAB(v, x− y) =
∑K3

h=0 YAB
k (v, x− y) logk(x− y),

Y(AB)C(δ, y) =
∑K4

k=0 Y
(AB)C
h (δ, y) logh(y),

ͱॻ͖ɺθ ∈ (A! (B ! C))∨, θ′ ∈ ((A! B)! C)∨ʹର͠ɺ4૬ؔؔΛ
F 12(%ξ; x, y) = FA(BC)(θ, v, u, w; x, y)

:= 〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉,

F 34(%ξ′; x, y) = F (AB)C(θ′, v, u, w; x− y, y)

:= 〈θ′,Y(AB)C(YAB(v, x− y)u, y)w〉,

F 12
h,k(%ξ; x, y) = FA(BC)

h,k (θ, v, u, w; x, y)

:= 〈θ,YA(BC)
h (v, x)YBC

k (u, y)w〉,

F 34
h,k(%ξ

′; x, y) = F (AB)C
h,k (θ′, v, u, w; x− y, y)

:= 〈θ′,Y(AB)C
h (YAB

k (v, x− y)u, y)w〉
Ͱද͢ɻ͜͜Ͱɺ%ξ′ = (θ′, v, u, w) ͔ͭ θ′ ∈ ((A! B)! C)∨ Ͱ͋Δɻ

ิ 6 (Borcherds (ࣜ߃ α ∈ V , n ∈ Zʹର͠ɺ࣍ͷࣜΛಘΔɻ͜͜Ͱɺӈลͷ
ࣜͷɺ(1A) ∼ (4A) Ͱ ιx,y (|x| > |y| > 0)Ͱͷల։ɺ(1B) ∼ (4B)Ͱ ιy,x−y

(|y| > |x− y| > 0)Ͱͷల։Λ͍ͯ͑ߟΔɿ

(1A) F 12((αn)∗
[1]%ξ; x, y) =

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 12(α[2]

j
%ξ; x, y)xn−j

+
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 12(α[3]

j
%ξ; x, y)yn−j + F 12(α[4]

n
%ξ; x, y).

(1B) F 34((αn)∗
[1]%ξ′; x, y) =

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 34(α[2]

j
%ξ′; x, y)ιy,x−y{xn−j}

+
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 34(α[3]

j
%ξ′; x, y)yn−j + F 34(α[4]

n
%ξ′; x, y).
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(2A) F 12(α[2]
n
%ξ; x, y) =

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 12((αn−j)∗

[1]%ξ; x, y)(−x)j

−
∑∞

j=0

(
n
i

)
F 12(α[3]

i
%ξ; x, y)ιx,y{(−x+ y)n−j}−

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 12(α[4]

j
%ξ; x, y)(−x)n−j.

(2B) F 34(α[2]
n
%ξ′; x, y) =

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 34((αn−j)∗

[1]%ξ′; x, y)ιy,x−y{(−x)j}
−

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 34(α[3]

j
%ξ′; x, y)(−x+y)n−j −

∑∞
j=0

(
n
j

)
F 34(α[4]

j
%ξ′; x, y)ιy,x−y{(−x)n−j}.

(3A) F 12(α[3]
n
%ξ; x, y) =

∑∞
j=0

(
n
j

)
(−1)jF 12((αn−j)∗

[1]%ξ; x, y)yj

−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 12(α[2]

j
%ξ; x, y)ιx,y{(x− y)n−j}−

∑∞
j=0

(
n
j

)
(−1)j+nF 12(α[4]

i
%ξ; x, y)yn−j.

(3B) F 34(α[3]
n
%ξ′; x, y)=

∑∞
j=0

(
n
j

)
(−1)jF 34((αn−j)∗

[1]%ξ′; x, y)yj

−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 34(α[2]

j
%ξ′; x, y)(x− y)n−j −

∑∞
j=0

(
n
j

)
(−1)j+nF 34(α[4]

j
%ξ′; x, y)yn−j.

(4A) F 12(α[4]
n
%ξ; x, y) = F 12((αn)∗

[1]%ξ; x, y)−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 12(α[2]

j
%ξ; x, y)xn−j

−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 12(α[3]

j
%ξ; x, y)yn−j.

(4B) F 34(α[4]
n
%ξ′; x, y) = F 34((αn)∗

[1]%ξ′; x, y)−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 34(α[2]

j
%ξ′; x, y)ιy,x−y{xn−j}

−
∑∞

j=0

(
n
j

)
F 34(α[3]

j
%ξ′; x, y)yn−j.

͜͜Ͱɺ(αm)∗ αmͷਵ࡞༻Ͱ͋Γɺల։ɺ

ιx,y{(x− y)s} :=
∑∞

j=0

(
s
j

)
xs−j(−y)j,

ιy,x−y{xs} := ιy,x−y{(y + (x−y))s}=
∑∞

j=0

(
s
j

)
ys−j(x−y)jͰ༩͑ΒΕ͍ͯΔɻ

؍ 1 ʓɹӈลͷͯ͢C[x±1, y±1, τx,y{(x− y)±1}, τy,x−y{x±1}]ͷݩɻ
ʓɹ֤m = 1, ..., 4 ʹରͯ͠ɺ(mA)ʹ͓͚Δ F 12(α[m]

n
%ξ; x, y) ͷ RHSͷ F 12(α["]

j
%ξ; x, y)

ͷͱ (mB)ʹ͓͚Δ F 34(α[m]
n

%ξ; x, y)ͷ RHSͷ F 34(α["]
j
%ξ; x, y)ͷల։ʢιx,y ͔

ιx−y,yʣΛআ͍ͯҰக͢ΔɻಛʹྖҬ {(x, y) ∈ C2 | 0 < |x − y| < |y| < |x|}Ͱ͑ߟΔͱɺ
(mA) ͱ (mB) ͷӈลͷల։Ұக͍ͯ͠Δɻ

Borcherds߃ࣜͷՁ! "
(i) ૉͷੑ࣭༺࡞ॴަབྷہ (I 1),(I 2)ɺtruncation property ͕͔Εɺ͜Ε͔Βٯ

ʹಋ͖ग़ͤΔɻ

(ii) F 12ͷࣜΛ ιx−y,yͰల։ͯ͠ɺBorcherds ࣜ߃ (mA) Γཱ͍ͬͯΔɻ͔͠

ɺ্ͷߟΑΓɺ(mA) = (mB) ͳͷͰɺͦΕ F ͷBorcherdsܕ34 ࣜͰ͋Δɻ߃

ࣜ͠ܗతͳ࡞༻ૉͷੵͳΒɺ(i) ΑΓɺہॴަབྷ࡞༻ૉͷੵͱͳΔ͜ͱ͕͔Δɹ# $
Ͱ·ͱΊΔ͚ͩɻࣜͷ߃ͷ࣍ͱ݁߹๏ଇͰల։͠ɺॴՄہࣜͷূ໌ɺ߃

∑∞
"=0

∑∞
j=0

(
n
j

)(
j
"

)
xn−jyj−"Z" =

∑∞
"=0

(
n
i

)
ιx,y{(x+ y)n−"}Z"

∑
i,j∈N

(
n−j
i

)(
n
j

)
(−1)i+j(x− y)jyiZi+j =

∑∞
"=0

(
n
"

)
(−1)"ιy,x−y{x"}Z"

§6 ओఆཧͷূ໌ͷྲྀΕ
·ͣɺยํͷมΛݻఆ͠ɺҰมؔͱ͑ߟΔɻ
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§6.1. ̎ͭͷFuchsian sytemͷ࡞

ඍํఔࣜΛಘΔҝʹɺ༗ूݶ߹Λ͏ɻV -Ճ܈W ʹରͯ͠ɺ࣍ͷه߸Λ४උ͢Δɻ

ઃఆ

◦ PW ΛW = PW + C1(W )Λຬͨ͢੪ݩ࣍ͰுΒΕͨิۭؒͱ͠ɺ

◦ PW ⊆ P̃W Ͱ dim P̃W < ∞Λຬͨ͠ɺ ͔ͭ੪ۭؒ࣍ͷͱͳΔͷΛͱΓɺ
◦ N ∈ NΛ ఆ͠ɺݻ1ͭ

◦ W∨
(≤N) = ⊕N

m=0Hom(W(m),C) Λఆٛ͠ɺ
◦ ΩN = {(θ, v, u, w) ∈ (A! (B ! C))∨(≤N) × A× B × C} ͱஔ͖ɺ
◦ P̃A, P̃B, P̃C , (A! (B ! C))∨(≤N) ୡͷ੪͔ݩ࣍ΒͳΔجఈ JP̃A

, JP̃B
, JP̃C

, JN Λݻఆͯ͠

͓͘ɻ͞Βʹɺ4ɹJN = JN × JP̃A
× JP̃B

× JP̃C
ͱJ 0

N = JN × JPA × JPB × JPC Λఆٛ

͓ͯ͘͠ɻ͜ΕΒ༗ूݶ߹Ͱ͋Δɻ

◦ %ξ = (θ, v, u, w) ∈ JN ʹରͯ͠ɺgr234(%ξ) = gr(v) + gr(u) + gr(w) ͱஔ͘ɻ

ʓɹઌʹɺθ, v, u, w ͕༩͑ΒΕͨ߹ɺۭؒ < JN > N, P̃A, ., P̃C Λେ͖͘ͱΔͱɺ

(A! (B !C))∨(≤N), P̃A, P̃B, P̃Cɺθ, v, u, w ୡΛؚΉΑ͏ʹग़དྷΔͷͰɺͦ͜ͰͦΕΒΛ

ΊΔɻ࢝ఆ͠ɺٞΛݻ

·ͣɺn = −1ͷ࣌ͷ Borcherds ΈΔɻͯݟʹࡉৄ࠶ࣜΛ߃

ද 1: n = −1 ͷ߹ͷBorcherds ࣜ߃
Borcherds ࣜ߃ D:ɹ q D × (x− y)q ͱ D × yq

(2A) F (α[2]
−1
%ξ)× 1 0 1

=
∑∞

j=0 F (((α−1−j)∗)[1]%ξ)× xj wt(α) ෛႈແ͍

+
∑∞

j=0 F (α[3]
j
%ξ)× ιx,y{(x− y)−j−1} j+1 1 ͱ (x− y)−j−1yj+1

+
∑∞

j=0 F (α[4]
j
%ξ)× x−j−1. j+1 ((x−y)/x)j+1 ͱ (y/x)j+1

(3A) F (α[3]
−1
%ξ)× 1 0 1

=
∑∞

j=0 F (((α−1−j)∗)[1]%ξ)× yj wt(α) ෛႈແ͍

−
∑∞

j=0(−1)jF (α[2]
j
%ξ)× ιx,y{(x− y)−j−1} j + 1 1 ͱ (x− y)−j−1yj+1

+
∑∞

j=0 F (α[4]
j
%ξ)× y−j−1. j + 1 y−j−1(x− y)j+1 ͱ 1

(4A) F (α[4]
−1
%ξ)× 1 0 1

= F (((α−1)∗)[1]%ξ)× 1 wt(α) ෛႈແ͍

−
∑∞

j=0(−1)jF (α[3]
j
%ξ)× y−j−1 j+1 (x− y)j+1y−j−1 ͱ 1

−
∑∞

j=0(−1)jF (α[2]
j
%ξ)× x−j−1. j+1 ((x− y)/x)j+1 ͱ (y/x)j+1

ॳͷྻ࠷ n = −1 ʹର͢Δ Borcherds߃ࣜͰɺF (%ξ)  FA(BC)
h,k (%ξ; x, y)Λද͢ɻ

q (mA)ͷ̐ͭ α[i]
j
%ξʹର͢Δ gr234(α[m]

−1
%ξ)− gr234(α[i]

j
%ξ)Λද͢ɻ

؍ 2 gr((α−1−j)∗θ) < gr(θ)ͳͷͰɺα ∈ V≥1ɺj ∈ Nʹରͯ͠ɺ(α−1−j)∗θ ∈ (A! (B !
C))∨(<N) ΛಘΔɻj ∈ Nʹରͯ͠ɺgr(αjw) = gr(α−1w)− j − 1 ͳͷͰɺRHSͷ֤߲ͷ
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̐ͷ߹࣍ܭ LHS ͷ߹࣍ܭΑΓখ͍͞ɻͦΕΏ͑ɺα ∈ V Λͯͬ α−1δ ͷܕ

,ʢC1(A)ݩ C1(B) ·ͨ C1(C)ͷݩʣ͕ग़ͯ͘ΔݶΓӈลͷల։Λ܁Γฦ͢ͱɺ࠷ऴ

తʹ࣍ΛಘΔɻ

ͷ݁̎؍

FA(BC)
h,k (%ξ; x, y) {FA(BC)

h,k (%µ; x, y) : %µ ∈ J 0
N}ୡͷઢܗͰදࣔͰ͖ɺ

C[x, x−1, y, y−1, ιx,y{(x− y)−1}]͔ΒऔΕΔɻ

؍ 3 D × (x− y)qͷ߹ɺෛႈ x ·ͨ yͷႈͷΈͰ͋Δɻɹ

D × yqͷ߹ɺෛႈ (x− y) ·ͨ xͷႈͷΈͰ͋Δɻ

ͦΕΏ͑ɺ࣍Λಈ͔ͯ͠ɺ

GA(BC):y
h,k (%ξ; x0, y) = FA(BC)

h,k (%ξ; x0, y)ygr
234(#ξ),

GA(BC):x−y
h,k (%ξ; x, y0) = FA(BC)

h,k (%ξ; x, y0)(x− y0)gr
234(#ξ)

Λ͑ߟΔͱɺGA(BC)ʹର͢Δ࣍ͷ؆ఆཧΛಘΔɻ

ఆཧ 7 ∀%ξ = (θ, v, u, w) ∈ ΩN , α ∈ V ͱ x0 %= 0 %= y0ʹରͯ͠ɺ࣍ΛಘΔɻ

(1) GA(BC):y
h,k (%ξ; x0, y)  {GA(BC):y

h,k (%µ; x0, y) | %µ ∈ J 0
N} ͷઢܗͰɺ

C[ιx0,y{(x0 − y)−1}][y] ⊆ C[[y]]͔ΒऔΕΔɻ
(2) GA(BC):x−y

h,k (%ξ; x, y0)  {GA(BC):x−y
h,k (%µ; x, y0) | %µ ∈ J 0

N} ͷઢܗͰɺ
C[x, ιy0,x−y0{x−1}][x− y0] ⊆ C[[x− y0]] ͔ΒऔΕΔɻ

͔͠ɺΛ๏C[[x− y0]](x− y0)Ͱ͑ߟΔͱɺ

GA(BC):x−y
h,k (α[2]

−1
%ξ; x, y0) ≡

∑∞
j=0 G

A(BC):x−y
h,k (α[3]

j
%ξ; x, y0)

GA(BC):x−y
h,k (α[3]

−1
%ξ; x, y0) ≡

∑∞
j=0(−1)j+1GA(BC):x−y

h,k (α[2]
j
%ξ; x, y0)

GA(BC):x−y
h,k (α[4]

−1
%ξ; x, y0) ≡ 0

ΛಘΔɻ͜ΕΒ͕Fuchsian system A ͷఆྻߦA0 ʹରԠ͍ͯ͠Δɻଈͪɺ͜ͷల։

ఆͱ [2] → [3], [3] → [2]ͷҠಈͷΈͰɺଞ 0ͱͳ͍ͬͯΔɻ

L(−1)-ඍΛ͜͏ͱͰɺ

FA(BC)(L(−1)[3]%ξ; x, y) = ∂
∂yF

A(BC)(%ξ; x, y),

FA(BC)(L(−1)[2]%ξ; x, y) = ∂
∂xF

A(BC)(%ξ; x, y)

͕Γཱ͍ͬͯΔɻ্هʹΑΓɺλ34,#ξ,h,k
#µ,p,q (x0, y) ∈ C[ιx0,y{(x0 − y)−1}][y] ͱ

λ23,#ξ,h,k
#µ,p,q (x, y0) ∈ C[x, ιy0,x−y0{x−1}][x− y0]͕ଘͯ͠ࡏɺ తࣜܗ C-ႈڃͱͯ͠ɺ

∂
∂yG

A(BC):y
h,k (%ξ; x0, y) =

1
y

∑
#µ∈J 0

N

∑
(p,q)∈K2 λ

34,#ξ,h,k
#µ,p,q (x0, y)G

A(BC):y
p,q (%µ; x0, y),

∂
∂xG

A(BC):x−y
h,k (%ξ; x, y0) =

1
x−y0

∑
#µ∈J 0

N

∑
(p,q)∈K2 λ

23,#ξ,h,k
#µ,p,q (x, y0)G

A(BC):x−y
p,q (%µ; x, y0)
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ͱͳΔɻr= |JN ||K2|ͱஔ͖ɺྻߦؔ

Λ23(x, y0) =
(
λ23,#ξ,h,k
#µ,p,q (x, y0)

)

(#ξ,h,k),(#µ,p,q)∈JN×K2
∈ Mr×r(O(D|y0|(y0)))

Λ34(x0, y) =
(
λ34,#ξ,h,k
#µ,p,q (x0, y)

)

(#ξ,h,k),(#µ,p,q)∈JN×K2
∈ Mr×r(O(D|x0|(0)))

Λఆٛ͢Δɻ͜͜ͰɺDR(z0) = {z ∈ C | |z−z0|<R} Ͱ͋ΓɺO(U)  U ͷਖ਼ଇؔશ

ମΛද͢ɻ·ͨɺ%µ %∈ J 0
N ͳΒɺ λ23,#ξ,h,k

#µ,p,q =0=λ34,#ξ,h,k
#µ,p,q Ͱ͋Δɻ͜ͷ࣌ɺL(−1)-ඍΛ

͏͜ͱͰɺ
FA(BC)(L(−1)[3]%ξ; x, y) = ∂

∂yF
A(BC)(%ξ; x, y),

FA(BC)(L(−1)[2]%ξ; x, y) = ∂
∂xF

A(BC)(%ξ; x, y)
ΛಘΔɻ

ϕΫτϧܕඍํఔࣜ! "
ఆཧ 8 x0 %= 0ͱN ∈ NΛݻఆ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺϕΫτϧؔ

Gy(x0, y) :=
(
GA(BC):y

h,k (%ξ; x0, y)
)
#ξ∈JN ,(h,k)∈K2

D|x0|(0)্Ͱɺۃ {0}Λͭ࣋ Fuchsian system

d

dy
Gy(x0, y) =

Λ34(x0, y)

y
Gy(x0, y)a (D1)

Λຬ͢ɻಉ༷ʹɺ0 %= y0ͱ N ∈ NΛݻఆ͢ΔͱɺϕΫτϧؔ

Gx−y(x, y0) :=
(
GA(BC):x−y

h,k (%ξ; x, y0)
)
#ξ∈JN ,(h,k)∈K2

D|y0|(y0)্Ͱɺۃ {y0}Λͭ࣋ Fuchsian system

d

dx
Gx−y(x, y0) =

Λ23(x, y0)

x− y0
Gx−y(x, y0) (D2)

Λຬ͢ɻ͔͠ɺD1ͱ D2 ͷఆྻߦ Λ34(x0, 0) ͱ Λ23(y0, y0)ͷθϩͰͳ͍ݻ༗

ʢॏෳແࢹʣͷू߹C1(A), C1(B)ͷิۭؒPA ͱ PBͷجఈ JPA ͱ JPB ͷબͩ

͚Ͱܾ·Δɻ# $
GA(BC)ͷ (D1) ͱG(AB)C ͷ (D2)ͷܥͱͯ࣍͠ΛಘΔɻ

ܥ 9 FA(BC)
h,k (%ξ; x, y) ͱ F (AB)C

h,k (%ξ; x − y, y)  {(x, y) ∈ C2 | 0 < |y| < |x|} ͱ {(x, y) ∈
C2 | 0 < |x− y| < |y|}্ͰͦΕͧΕઈରऩଋ͢Δɻɹ

§6.2 ̍Ձؔͱ τy,x−yͰͷల։

4૬ؔؔͱඍํఔࣜͷղܗͷҧ͏ଟՁؔͳͷͰɺͦͷ··ͰൺֱͰ͖ͳ͍ɻ

ͦ͜ͰɺྖҬΛখͯ͘͞͠ɺͦͷ্ͰنଇΛܾΊͯ branch ΛऔΓɺ྆ํΛҰՁؔͱΈ

͔ͯΒࣜͰ݁Ϳ͜ͱͰɺ4૬ؔؔͷ৽͍͠ల։ΛಘΔɻଈͪɺ·ͣɺ

D2={(x, y)∈C2 | 0< |x−y|< |y|< |x|, x, y, x−y %∈ R≤0}
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Λ͑ߟɺ−π < 4(log(x)),4(log(y)),4(log(x−y)) < π ͱ͠ɺ(x−y)d = e2πid log(x−y)ͳͲͰ

xd, yd, (x− y)dͷ branchesΛܾΊ͓ͯ͘ɻ࣍ʹɺy0 %∈ R≤0Λݻఆ͠ɺGA(BC):x−y
h,k (%ξ; x, y0)

ʹରͯ͠ɺྖҬD2
(x,y0)

= {x ∈ C | (x, y0) ∈ D2}্Ͱͷ ओ branch G̃A(BC):x−y
h,k (%ξ; x, y0)Λ

औΔɻ͢Δͱɺ d
dxY = A

x−y0
Y ͷ A(0) ͷݻ༗ PA, PB, PC ͷΈͰܾ·ΔͷͰɺN ͷ

औΓํʹΑΒͳ͍༗ूݶ߹ ∃∆′ = {d1, ..., dp} ⊆ C ͕ଘͯ͠ࡏɺ(D2) ͷղͷ ͋Δ
∃rd+m,t ∈ C ͕͋ͬͯɺ

∑

d∈∆′

∑

m∈N

K∑

t=0

rd+m,t(x− y0)
d+m logt(x− y0)

ͱ D|y0|(y0)্Ͱॻ͚Δɻ͜Ε͕ͯ͢ͷ y = y0 %∈ R≤0 ͱ %ξ ʹରͯ͠ΓཱͭͷͰɺ

rh,kd+m,t(
%ξ, y) ∈ C ͱK(%ξ) ∈ N ͕ଘͯ͠ࡏɺ

G̃A(BC):x−y
h,k (%ξ; x, y) =

∑
d∈∆′

∑
m∈N

∑K(#ξ)
t=0 rh,kd+m,t(

%ξ, y)(x− y)d+m logt(x− y)

ͱ͍͏ల։ࣜΛಘΔɻಉ͡نଇͰܾ·Δ FA(BC)(%ξ; x, y)ͷD2্ͷ branchΛ

F̃A(BC)(%ξ; x, y) = F̃ (〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉)

ͱද͢ɻdimPC < ∞ͳͷͰɺ∆ = ∆′ −max{gr(w) | w ∈ PC}ͱஔ͘ɻG̃A(BC):x−y
h,k ͔Β

F̃A(BC)ʹ͢ҝʹɺG̃A(BC):x−y
h,k ͷ֤ h, kຖʹɺ (x− y)−gr234(#ξ) logh(x) logk(y)Λֻ͚͔ͯ

Β h, kͷ૯ΛͱΓɺͭ log(x)Λ

∞∑

j=0

(−1)j

j + 1
(
x− y

y
)j+1 + log(y)

Ͱஔ͖͑Δ͜ͱͰɺF̃A(BC)ͷ τy,x−yͰͷల։ΛಘΔɻ

logܕͷల։! "
%ξ = (θ, v, u, w) ∈ Ω Ͱ w ∈ PC ͳΔͷʹରͯ͠ɺD2্Ͱɺ

F̃A(BC)(%ξ; x, y) =
∑K(#ξ)

t=0

∑
−s−1∈∆+N−gr(v)−gr(u) gs,t(

%ξ; y)(x− y)−s−1 logt(x− y)

ͱදࣔͰ͖Δɻ# $
ʢॏཁ 1) ͷ∆Nه্ JN ʹґଘͯ͠ఆٛ͞Ε͍ͯΔ͕ɺ֤ Fuchsian system ͷఆ

ྻߦͷδϣϧμϯࡉ๔ҰఆͳͷͰɺಉ͡∆ ΛͯͬදࣔͰ͖ɺ log(x− y) ͷ࠷େႈ

ҰఆͳͷͰɺN ʹJN ͷऔΓํʹґଘ͠ͳ͍Ͱ∆͕ఆٛͰ͖Δ͜ͱ͕͔Δɻ

gs,t(%ξ; y)  %ξ ∈ (A(BC))∨ × A× B × C্ͰଟॏઢܗͳͷͰɺࣸ૾

A× B → Hom(C,A(BC))⊗O(C\R≤0)

ͱݟΔ͜ͱ͕ग़དྷΔɻଈͪ log࡞ܕ༻ૉ Y4ͱ࣮ͳ࡞ࣜܗ༻ૉ Y3 Λͯͬɺ
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!ૉʹΑΔදࣔ༺࡞ࣜܗ "
F̃A(BC)(%ξ; x, y) = 〈θ,Y3(Y4(v, x− y)u, y)w〉# $

ͱD2্ͰදࣔͰ͖Δɻʢવɺӈลؔͱͯ͠ branch ΛऔͬͨͷͰ͑ߟΔɻʣ

(ॏཁ̎) ∆ ༗ूݶ߹Ͱ͋Γɺ(x − y) ͷႈ d + n (d ∈ ∆, n ∈ N) ͱॻ͚ΔͷͰɺ
Y4(v, x− y)u =

∑
vn,ku(x− y)−n−1 logk(x− y) ͷ truncationੑ࣭͕ग़ͯ͘Δɻ

(ॏཁ 3) Borcherds ࣜ߃ (B1) ∼ (B4) ͔Β Y3,Y4 ͕ ૉͰ͋Δ͜ͱ༺࡞བྷަ(ॴہ)

͕ग़ͯ͘Δɻ

Ώ͑ʹ fusionੵͷීวੑΑΓɺશࣹ

φ : (A! B)! C → A! (B ! C)

͕͋ͬͯɺ

F̃ (〈θ,YA(BC)(v, x)YBC(u, y)w〉) = F̃ (〈φ∗(θ),Y(AB)C(YAB(v, x− y)u, y)w〉

͕Γཱͭɻ͜͜Ͱɺφ∗ : (A! (B ! C))∨ → ((A! B)! C)∨  φͷରɻ͜ΕʹΑΓɺ

ɺಉ༷ͳํ๏Ͱͯ͠ʹٯͷยํͷࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͨ͜ͱʹͳΔɻग़ൃΛܕऴతͷಉ࠷

ࣸ૾ φ′ : A! (B ! C) → (A!B)! C Λߏ͢Δͱɺߏ๏ΑΓɺφ′ɺখ͞ͳྖҬ্

Ͱ্هͷ φͷ૾ࣸٯͱҰக͍ͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ͜ΕʹΑΓɺφಉܕͱͳΓɺओఆཧ

ͷূ໌͕ͨ͜͠ͱʹͳΔɻ

̑૬ؔؔ 〈θ,Y(v, x)Y(u, y)Y(w, z)d〉 ͳͲʹର͢ΔϖϯλΰϯμΠΞάϥϜʹؔ͠
ͯɺΑΓখ͞ͳྖҬΛ͑ߟΔ͜ͱͰɺ্ͷಉ͕ͦܕͷྖҬʹஔ͚ΔʹΑܾͬͯ·Δ͜

ͱ͔ΒਤͷՄੑग़ͯ͘Δɻ
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Affine Yangians and rectangular W -algebras

小寺 諒介

1 イントロダクション
プレプリント [KU]（上田衛さんとの共同研究）の内容について解説をする．タイトルに
あるアファインヤンギアンと長方形W 代数は，どちらもアファイン Lie代数を拡張した
代数で，出自の異なる 2つの代数の間の代数射を構成するのが主結果（定理 5.2）である．
2 つの代数を簡単に紹介する．まずアファインヤンギアンだが，その前にアファイン
でない，普通のヤンギアンについて述べる．ヤンギアンは Drinfeld が導入した量子群
で，可解格子模型の Yang-Baxter 方程式・R 行列に起源を持つ．ヤンギアンの表現論
で最も重要なことの 1 つは表現のテンソル積の構造を決定することで，R 行列の解析
と直接的に結びついている．テンソル積表現の研究は 80 年代から現在に至るまで精力
的に続いており多くの結果があるが，既約表現のテンソル積の既約性など，基本的だ
が未解決な問題も数多く残されている．アファインヤンギアンは，ヤンギアンが有限型
Cartan 行列のデータから定義されるところをアファイン型のデータに変えることで定
義される．元々のヤンギアンはそれ自体がアファイン的な対象なので，アファインヤン
ギアンはダブルアファイン的なものである．もう 1 つのダブルアファイン型の量子群
である量子トロイダル代数と並んで，その表現論の研究の進展が期待されている．余積
の構成（Guay [G2], Guay-中島-Wendlandt [GNW]），A型の場合の evaluation 写像の
構成（Guay [G2], 小寺 [K]），箙多様体やアファイン Laumon 空間を使った表現の構成
（Varagnolo [V], Feigin-Finkelberg-Negut-Rybnikov [FFNR]）などの研究で，その性質
が徐々に明らかになってきた．
一方，W 代数は 2 次元共形場理論の対称性として導入された頂点代数である．最も
一般的な定義は Kac-Roan-脇本 [KRW] によるもので，有限次元の複素簡約 Lie 代数と
冪零元のペアおよび複素数 k のデータから BRST コホモロジーを使って定義される．
千葉大学 大学院理学研究院 数学・情報数理学研究部門
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ここで扱うものは，一般線型 Lie 代数と長方形型の冪零元に付随する特別な場合であ
る．W 代数は Drinfeld-Sokolov 階層の量子化という側面を持つ他，AGT 対応を通じ
て 4 次元ゲージ理論にも現れることが近年の研究で指摘されている（Alday-Gaiotto-立
川 [AGT], Maulik-Okounkov [MO], Schiffmann-Vasserot [SV], Braverman-Finkelberg-

中島 [BFN]）．
W 代数は有限W 代数と呼ばれる代数のアファイン版である．A 型の長方形型冪零元
に付随する有限W 代数とヤンギアンの関係は Ragoucy-Sorba [RS]によって発見された．
Brundan-Kleshchev [BK]はシフトヤンギアンというヤンギアンの部分代数を導入し，一
般の A型有限W 代数をその商として記述した．我々の結果は [RS]のアファイン版であ
る．また，[BK, Section 12]を参考にして代数射を構成した．
代数射の構成の要点は次の 3つである．
1. 長方形W 代数（正確にはそのカレント代数）はMiura写像と呼ばれる代数射によっ
てアファイン Lie代数の普遍包絡代数のテンソル積の完備化 U(ĝl

α

n)
⊗l
comp の部分代数とみ

なせる．
2. 荒川-Molevの結果によって長方形W 代数（のカレント代数）の生成元

{W (r)
i,j (m) | i, j = 1, . . . , nおよび r = 1, . . . , lおよびm ∈ Z}

が知られている．
3. アファインヤンギアン Y (ŝln)の余積と evaluation写像を組み合わせて代数射

Φl : Y (ŝln) → U(ĝl
α

n)
⊗l
comp

を定義し，Φl の像が長方形W 代数のMiura写像による像に含まれることを示す．それ
には Φl の像を荒川-Molevの生成元で表示すればよい．
この後 2, 3節でアファイン Lie代数と長方形W 代数について準備をし，4節でアファ
インヤンギアンの余積と evaluation写像を導入する．主結果である代数射 Φl の構成は 5

節で行う．Φl の構成に余積を使うことから，この結果はアファインヤンギアンのテンソ
ル積表現と関係が深く，今後の研究に役立つことを期待している．W 代数の方にもテン
ソル積表現に対応するものがあり，放物誘導と呼ばれる．余積と放物誘導の正確な関係に
ついて，最後の 6節で触れる．
なお [U]では，アファインヤンギアンの生成元に対して長方形W 代数の元を定め，そ
れが関係式を満たすことを直接チェックして定理 5.2と同じ結果を証明している．
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2 アファイン Lie代数
gln = EndC(Cn)を C上の一般線型 Lie代数とする．(i, j)成分が 1で他の成分が 0の
行列を ei,j とし，In =

∑n
i=1 ei,i とする．

sln = {X ∈ gln | trX = 0}, zn = CIn

とすれば，
gln = sln ⊕ zn

と分解する．それぞれのアファイン Lie代数を
ŝln = sln[t, t

−1]⊕ Cc, ẑn = zn[t, t
−1]⊕ Cc′

とする．Lieブラケットは traceフォームを使って
[Xtm, Y tm

′
] = [X,Y ]tm+m′

+mδm+m′,0 tr(XY )c, (X,Y ∈ sln)

[Int
m, Int

m′
] = mδm+m′,0nc

′

で与える．c, c′ は中心元である．
α ∈ Cに対して

U(ŝl
α

n) = U(ŝln)/(c− α), U(ẑα+n
n ) = U(ẑn)/(c

′ − (α+ n))

とし，
U(ĝl

α

n) = U(ŝl
α

n)⊗ U(ẑα+n
n )

とする．以下では Xtm のことを X(m)と表す．
一般に A =

⊕
d∈Z Ad を次数付き代数としたとき

Acomp =
⊕

d∈Z
lim←
m

(
Ad/

∑

r>m

Ad−rAr

)

と定義する（[A, A.2] を参照．A の standard degree-wise completion と呼ばれる）．以
降で使う次数に関する完備化は，すべてこのようにして定義する．U(ĝl

α

n)の次数付けを
degX(m) = mで定め，完備化を U(ĝl

α

n)comp と表す．同様に，テンソル積 U(ĝl
α

n)
⊗l の

次数に関する完備化を U(ĝl
α

n)
⊗l
comp と表す．次節でこの U(ĝl

α

n)
⊗l
comp の中に部分代数Wl

を定義する．
3



3 長方形W 代数
長方形W 代数Wl を定義する．これから述べる定義は普通のものとは違っていて，両
者が一致するのは荒川-Molevの結果（定理 3.3）である．この節の後半で本来の定義との
関係を説明する．
レベルと呼ばれるパラメータ k ∈ Cを固定する．N = lnとし，α ∈ Cを α = k+N−n

とする．各 s = 1, . . . , lに対して
e[s]i,j(m) = 1⊗(s−1) ⊗ ei,j(m)⊗ 1⊗(l−s) ∈ U(ĝl

α

n)
⊗l

とし， ∑

m∈Z
e[s]i,j(m)z−m−1 ∈ U(ĝl

α

n)
⊗l[[z, z−1]]

という元を (i, j)成分とする n× n行列を A[s](z)と表す．τ を
[A[s](z), τ ] = α∂zA

[s](z) (3.1)

を満たす形式的な元として
(τ +A[1](z))(τ +A[2](z)) · · · (τ +A[l](z)) = τ l +

l∑

r=1

τ l−rW (r)(z) (3.2)

によって W (r)(z) を定義する．W (r)(z) は U(ĝl
α

n)
⊗l
comp[[z, z

−1]] の元を成分とする行列
である．W (r)(z) の (i, j) 成分を W (r)

i,j (z) とし，W (r)
i,j (z) の z−m−r の係数を W (r)

i,j (m)

(m ∈ Z)とする．まとめると
W (r)(z) =

(
∑

m∈Z
W (r)

i,j (m)z−m−r
)

i,j=1,...,n

である．
定義 3.1 W (r)

i,j (m) (i, j = 1, . . . , n および r = 1, . . . , l および m ∈ Z) によって位相的
に生成される U(ĝl

α

n)
⊗l
comp の部分代数をWl とする．

Wl は，l以外に nと αにも依存するが，記号にはそれを含めないことにする．

4



例 3.2 l = 2のときを考える．τ の定義 (3.1)の意味は，(3.2)の左辺を展開してA[s](z)τ

が出てきたら τA[s](z) + α∂zA[s](z)に置き換えよ，ということである．
(τ +A[1](z))(τ +A[2](z)) = τ2 +A[1](z)τ + τA[2](z) +A[1](z)A[2](z)

= τ2 + τ(A[1](z) +A[2](z)) +A[1](z)A[2](z) + α∂zA
[1](z)

より
W (1)(z) = A[1](z) +A[2](z),

W (2)(z) = A[1](z)A[2](z) + α∂zA
[1](z)

となる．これより
W (1)

i,j (m) = e[1]i,j(m) + e[2]i,j(m) = ei,j(m)⊗ 1 + 1⊗ ei,j(m),

W (2)
i,j (m) =

∑

m1,m2∈Z
m1+m2=m

n∑

a=1

e[1]i,a(m1)e
[2]
a,j(m2)− (m+ 1)αe[1]i,j(m)

=
∑

m1,m2∈Z
m1+m2=m

n∑

a=1

ei,a(m1)⊗ ea,j(m2)− (m+ 1)αei,j(m)⊗ 1

となり，W2 はこれらの元で生成される．
Wl と本来の長方形W 代数との関係を述べる．まず，本来の長方形W 代数は頂点代数
である．N = lnとする．

g = glN , f =





O O
In O

In . . .
O

O In O




∈ g

のペアおよび複素数 k から BRST複体をつくり，その 0次コホモロジーをとることで頂
点代数Wk(g, f)が定義される（[FF, KRW]）．正確には，g = glN の中心 zN = CIN が
定める Heisenberg代数の部分のレベルを指定する必要があり，ここでは

Wk(g, f) = Wk(slN , f)⊗ V k+N (zN )

となるようにする．V k+N (zN )はレベル k +N の Heisenberg頂点代数である．
ここでは頂点代数の定義はしないが，頂点代数 V に対してそのカレント代数 U(V )と
いう位相的に完備な結合代数を定義できることに注意する（[A, Section 3.11]）．頂点代
数の表現（加群）とはそのカレント代数の表現（加群）と同じことである．
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Wk(g, f) の話にもどる．V α(sln) をレベル α の普遍アファイン頂点代数とし，
V α+n(zn)をレベル α+ nの Heisenberg頂点代数とすると，

ν : Wk(g, f) →
(
V α(sln)⊗ V α+n(zn)

)⊗l

という頂点代数の単射代数射が存在する．ν をMiura写像と呼ぶ．そのカレント代数版
ν : U(Wk(g, f)) → U

((
V α(sln)⊗ V α+n(zn)

)⊗l
)

∼= U(ĝl
α

n)
⊗l
comp

も同じ記号 ν で表す．
定理 3.3（荒川-Molev [AM] Corollary 3.2） Miura 写像 ν : U(Wk(g, f)) →
U(ĝl

α

n)
⊗l
comp の像はWl と一致する．

定理 3.3によってWl を U(Wk(g, f))と同一視し，（やや不正確だが）以下では長方形
W 代数と呼ぶ．この代数とアファインヤンギアンを関連付けることが目標である．
一般には，有限次元の複素簡約 Lie代数と冪零元のペアおよび複素数 k からW 代数が
定義される．ここでとった冪零元 f は，その Jordan標準形のタイプを表す Young図形
が n × l の長方形の場合で，これが「長方形W 代数」という名前の由来である．一般の
W 代数については，生成元の構成法は知られていない．
n = 1 のとき，Wk(g, f) をプリンシパル W 代数と呼ぶ（このとき N = l である）．

Miura 写像の行先はランク N の Heisenberg 代数 U(ẑk+N
1 )⊗Ncomp で，定理 3.3 の記述は

Fateev-LukyanovによるW 代数の定義を再現する．但し，今回の話では n ≥ 3とするの
で，n = 1の場合は扱わない．

4 アファインヤンギアン
これ以降，n ≥ 3を仮定する．aij (i, j = 1, . . . , n)を

aij =






2 i = j のとき
−1 i = j ± 1 mod nのとき
0 その他

で定める．(aij)i,j=1,...,n は A(1)
n−1 型 Cartan行列である．

定義 4.1 アファインヤンギアン Y (ŝln)は 2つのパラメータ !, ε ∈ Cを持ち，次の生成
元と関係式で定義される C上の結合代数である．
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生成元：E(r)
i , F (r)

i , H(r)
i (i = 1, . . . , nおよび r ∈ Z≥1)

定義関係式：すべての i, j について
[H(r)

i ,H(s)
j ] = 0,

[E(r)
i , F (s)

j ] = δijH
(r+s−1)
i ,

[H(1)
i , E(s)

j ] = aijE
(s)
j , [H(1)

i , F (s)
j ] = −aijF

(s)
j ;

(4.1)

i )= j, j ± 1 mod nについて
[H(r)

i , E(s)
j ] = 0, [H(r)

i , F (s)
j ] = 0, [E(r)

i , E(s)
j ] = 0, [F (r)

i , F (s)
j ] = 0; (4.2)

i = j ± 1 mod nについて
[E(r1)

i , [E(r2)
i , E(s)

j ]] + [E(r2)
i , [E(r1)

i , E(s)
j ]] = 0,

[F (r1)
i , [F (r2)

i , F (s)
j ]] + [F (r2)

i , [F (r1)
i , F (s)

j ]] = 0;
(4.3)

すべての iについて
[H(r+1)

i , E(s)
i ]− [H(r)

i , E(s+1)
i ] = !

(
H(r)

i E(s)
i + E(s)

i H(r)
i

)
,

[H(r+1)
i , F (s)

i ]− [H(r)
i , F (s+1)

i ] = −!
(
H(r)

i F (s)
i + F (s)

i H(r)
i

)
,

[E(r+1)
i , E(s)

i ]− [E(r)
i , E(s+1)

i ] = !
(
E(r)

i E(s)
i + E(s)

i E(r)
i

)
,

[F (r+1)
i , F (s)

i ]− [F (r)
i , F (s+1)

i ] = −!
(
F (r)
i F (s)

i + F (s)
i F (r)

i

)
;

(4.4)

i )= nについて
[H(r+1)

i , E(s)
i+1]− [H(r)

i , E(s+1)
i+1 ] = −!H(r)

i E(s)
i+1,

[H(r+1)
i , F (s)

i+1]− [H(r)
i , F (s+1)

i+1 ] = !F (s)
i+1H

(r)
i ,

[H(r+1)
i+1 , E(s)

i ]− [H(r)
i+1, E

(s+1)
i ] = −!E(s)

i H(r)
i+1,

[H(r+1)
i+1 , F (s)

i ]− [H(r)
i+1, F

(s+1)
i ] = !H(r)

i+1F
(s)
i ,

[E(r+1)
i , E(s)

i+1]− [E(r)
i , E(s+1)

i+1 ] = −!E(r)
i E(s)

i+1,

[F (r+1)
i+1 , F (s)

i ]− [F (r)
i+1, F

(s+1)
i ] = !F (r)

i+1F
(s)
i ;

(4.5)
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[H(r+1)
n , E(s)

1 ]− [H(r)
n , E(s+1)

1 ] = −!H(r)
n E(s)

1 + (n!+ ε)[H(r)
n , E(s)

1 ],

[H(r+1)
n , F (s)

1 ]− [H(r)
n , F (s+1)

1 ] = !F (s)
1 H(r)

n − (n!+ ε)[F (s)
1 ,H(r)

n ],

[H(r+1)
1 , E(s)

n ]− [H(r)
1 , E(s+1)

n ] = −!E(s)
n H(r)

1 + (n!+ ε)[E(s)
n ,H(r)

1 ],

[H(r+1)
1 , F (s)

n ]− [H(r)
1 , F (s+1)

n ] = !H(r)
1 F (s)

n − (n!+ ε)[H(r)
1 , F (s)

n ],

[E(r+1)
n , E(s)

1 ]− [E(r)
n , E(s+1)

1 ] = −!E(r)
n E(s)

1 + (n!+ ε)[E(r)
n , E(s)

1 ],

[F (r+1)
1 , F (s)

n ]− [F (r)
1 , F (s+1)

n ] = !F (r)
1 F (s)

n − (n!+ ε)[F (r)
1 , F (s)

n ]

(4.6)

少し説明をする．まず，r = 1に対する生成元 E(1)
i , F (1)

i , H(1)
i (i = 1, . . . , n)の満たす

関係式は，アファイン Lie代数 ŝln の定義関係式と同じである（関係式 (4.1), (4.2), (4.3)

で r = s = r1 = r2 = 1とする）．従って U(ŝln)から Y (ŝln)に代数射ができるが，これ
は単射である（[G2, Theorem 6.1], [GRW, Theorem 6.9]）．以下では，ei,j(m) = ei,jtm

などの ŝln の元と，対応する Y (ŝln)の元を同じ記号で表す．
次に，i )= nに対する生成元 E(r)

i , F (r)
i , H(r)

i (i = 1, . . . , n− 1および r ∈ Z≥1)の満た
す関係式は，ヤンギアン Y!(sln)の定義関係式と同じである（関係式 (4.1), (4.2), (4.3),

(4.4), (4.5) で添字に n が現れないもの）．Y!(sln) から Y (ŝln) への代数射も単射である
（[G2, Corollary 6.1], [GRW, Theorem 6.9]）．
以上から，Y (ŝln)は部分代数として U(ŝln)と Y!(sln)を含み，それら 2つの部分代数
で生成される．生成元の数は減らすことができて，r = 1, 2 に対するものが全体を生成
する．
関係式 (4.6) は複雑だが，n! + ε = 0 とおくと (4.5) と同じ形になる．n! + ε = 0 の
場合の定義関係式は，ヤンギアン Y!(sln) の定義関係式をそのままアファイン A 型に拡
張したものである．Dynkin 図形にサイクルがあるというアファイン A 型の性質によっ
て，さらに 1 パラメータを関係式に加えて変形することができる．この変形は Guay が
[G1, Definition 3.3]で導入した（量子トロイダル代数が A型の場合に 2パラメータを持
つことはそれ以前から知られていた）．n!+ εを改めて 1つのパラメータと扱って関係式
(4.6)を書いてもよいのだが，他の文献との関係もあって今回はこのように書くことにし
た．アファインヤンギアンから長方形W 代数に代数射をつくる際には，2つのパラメー
タの比とW 代数のレベルとの間に関係を課すので，独立なパラメータが 2つあることが
今回の話の重要なポイントの 1つである．
定義 4.1では，生成元の取り方を [KU, Definition 6.1]とは少し変えたため，定義関係
式が一見異なっている（Guay の [G1, Definition 3.3], [G2, Definition 2.3] とも違う）．
[KU] でのアファインヤンギアンの生成元の記号は X+

i,r, X
−
i,r, Hi,r (i = 0, 1, . . . , n − 1
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および r ∈ Z≥0)である．次のように生成元の母函数を定義する．
Ei(z) = !

∑

r≥1
E(r)

i z−r, Fi(z) = !
∑

r≥1
F (r)
i z−r, Hi(z) = 1 + !

∑

r≥1
H(r)

i z−r,

X+
i (z) = !

∑

r≥0
X+

i,rz
−r−1, X−i (z) = !

∑

r≥0
X−i,rz

−r−1, H ′i(z) = 1 + !
∑

r≥0
Hi,rz

−r−1

[KU]の生成元との関係は次で与えられる．i = 1, . . . , n− 1について
Ei(z) = X+

i

(
z − i

2
!
)
, Fi(z) = X−i

(
z − i

2
!
)
, Hi(z) = H ′i

(
z − i

2
!
)
;

En(z) = X+
0 (z − (n!+ ε)) , Fn(z) = X−0 (z − (n!+ ε)) , Hn(z) = H ′0 (z − (n!+ ε))

以降では Y (ŝln)の完備化も必要になる．Y (ŝln)の次数付けを
degE(r)

n = 1, degF (r)
n = −1, 他の生成元は次数 0

で定め，完備化を Y (ŝln)comp と表す．同様に，テンソル積 Y (ŝln)⊗l の次数に関する完備
化を Y (ŝln)⊗lcomp と表す．
ここで余積と evaluation 写像を導入する．次節ではこれらを組み合わせて代数射を構
成する．まず余積である．!(X) = X ⊗ 1 + 1⊗X という記号を使う．
定理 4.2（Guay [G2] Section 6, pp. 462, Guay-中島-Wendlandt [GNW] Defi-

nition 4.6, Theorem 4.9, Proposition 5.18, Section 7, Proposition 4.24） 次
を満たす代数射 ∆ : Y (ŝln) → Y (ŝln)⊗2comp が存在する．
すべての iについて

∆(E(1)
i ) = !(E(1)

i ), ∆(F (1)
i ) = !(F (1)

i ), ∆(H(1)
i ) = !(H(1)

i );

i = 1, . . . , n− 1について
∆(E(2)

i ) = !(E(2)
i ) + !

(
i∑

a=1

ea,i+1 ⊗ ei,a −
n∑

a=i+1

ei,a ⊗ ea,i+1

+
∑

m≥1

n∑

a=1

(
ea,i+1(m)⊗ ei,a(−m)− ei,a(m)⊗ ea,i+1(−m)

))
,

∆(F (2)
i ) = !(F (2)

i ) + !
(

i∑

a=1

ea,i ⊗ ei+1,a −
n∑

a=i+1

ei+1,a ⊗ ea,i

+
∑

m≥1

n∑

a=1

(
ea,i(m)⊗ ei+1,a(−m)− ei+1,a(m)⊗ ea,i(−m)

))
,
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∆(H(2)
i ) = !(H(2)

i ) + !
(

− ei,i ⊗ ei+1,i+1 − ei+1,i+1 ⊗ ei,i

+
i∑

a=1

(
ea,i ⊗ ei,a − ea,i+1 ⊗ ei+1,a

)
−

n∑

a=i+1

(
ei,a ⊗ ea,i − ei+1,a ⊗ ea,i+1

)

+
∑

m≥1

n∑

a=1

(
ea,i(m)⊗ ei,a(−m)− ea,i+1(m)⊗ ei+1,a(−m)

− ei,a(m)⊗ ea,i(−m) + ei+1,a(m)⊗ ea,i+1(−m)
))

;

∆(E(2)
n ) = !(E(2)

n ) + !
(
en,1(1)⊗ c

+
∑

m≥0

n∑

a=1

(
ea,1(m+ 1)⊗ en,a(−m)− en,a(m+ 1)⊗ ea,1(−m)

))
,

∆(F (2)
n ) = !(F (2)

n ) + !
(
c⊗ e1,n(−1)

+
∑

m≥0

n∑

a=1

(
ea,n(m)⊗ e1,a(−m− 1)− e1,a(m)⊗ ea,n(−m− 1)

))
,

∆(H(2)
n ) = !(H(2)

n )

+ !
(

− en,n ⊗ e1,1 − e1,1 ⊗ en,n + en,n ⊗ c+ c⊗ en,n − e1,1 ⊗ c− c⊗ e1,1 + c⊗ c

+
∑

m≥0

n∑

a=1

(
ea,n(m)⊗ en,a(−m)− ea,1(m+ 1)⊗ e1,a(−m− 1)

− en,a(m+ 1)⊗ ea,n(−m− 1) + e1,a(m)⊗ ea,1(−m)
))

さらに ∆は余結合律 (∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆を満たす．
次に evaluation写像を導入する．
定理 4.3（Guay [G2] Section 6, pp. 462–463, 小寺 [K] Theorem 3.8） パラメー
タの条件 α + n = −ε/! の下で，次を満たす代数射 ev : Y (ŝln) → U(ĝl

α

n)comp が存在
する．
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i = 1, . . . , n− 1について
ev(E(1)

i ) = ei,i+1, ev(F (1)
i ) = ei+1,i, ev(H(1)

i ) = ei,i − ei+1,i+1;

ev(E(1)
n ) = en,1(1), ev(F (1)

n ) = e1,n(−1), ev(H(1)
n ) = en,n − e1,1 + α;

i = 1, . . . , n− 1について
ev(E(2)

i ) = !
(

i∑

a=1

ei,aea,i+1 +
∑

m≥1

n∑

a=1

ei,a(−m)ea,i+1(m)

)
,

ev(F (2)
i ) = !

(
i∑

a=1

ei+1,aea,i +
∑

m≥1

n∑

a=1

ei+1,a(−m)ea,i(m)

)
,

ev(H(2)
i ) = !

(
− ei,iei+1,i+1 +

i∑

a=1

(
ei,aea,i − ei+1,aea,i+1

)

+
∑

m≥1

n∑

a=1

(
ei,a(−m)ea,i(m)− ei+1,a(−m)ea,i+1(m)

))
;

ev(E(2)
n ) = !

∑

m≥0

n∑

a=1

en,a(−m)ea,1(m+ 1),

ev(F (2)
n ) = !

∑

m≥0

n∑

a=1

e1,a(−m− 1)ea,n(m),

ev(H(2)
n ) = !

(
− en,n(e1,1 − α) +

∑

m≥0

n∑

a=1

(
en,a(−m)ea,n(m)− e1,a(−m− 1)ea,1(m+ 1)

))

5 主結果：代数射の構成
W 代数のレベル k とパラメータ α との関係は α = k + N − n だった．さらに，ア

ファインヤンギアンの evaluation 写像を定義するための関係式 α + n = −ε/! を課す．
従って

k +N = α+ n = −ε/!

である．
β ∈ Cに対して U(ĝl

α

n)の代数自己同型射 ηβ を
ei,j(m) +→ ei,j(m) + δm,0δi,jβ
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で定義する．さらに U(ĝl
α

n)
⊗l
comp の代数自己同型射 η(l) を

η(l) = η(l−1)α ⊗ η(l−2)α ⊗ · · ·⊗ ηα ⊗ id

で定義する．∆l−1 : Y (ŝln)comp → Y (ŝln)⊗lcomp を
∆0 = id, ∆1 = ∆, ∆l−1 = (∆⊗ id⊗l−2) ◦∆l−2

で定義する．
定義 5.1

Φl = η(l) ◦ ev⊗l ◦∆l−1

と定義する．Φl は Y (ŝln)comp から U(ĝl
α

n)
⊗l
comp への代数射である．

次が主定理である．
定理 5.2（小寺-上田 [KU] Theorem 9.2） Φl の像はWl に含まれる．つまり，Φl は
Y (ŝln)comp からWl への代数射を定める．さらに α = k +N − n )= 0ならば Φl は全射
である．
この定理によりWl の表現は Φl を通じて Y (ŝln) の表現とみなすことができる．さら
に α )= 0ならば表現の既約性が保たれる．
定理 5.2を証明するには，Y (ŝln)の生成元 E(r)

i , F (r)
i の Φl での行先を r = 1, 2につい

て調べ，Wl の生成元で具体的に記述すればよい．例えば E(2)
i の行先は次のようになる．

i = 1, . . . , n− 1について
Φl(E

(2)
i ) = (−!)×

(
W (2)

i,i+1(0)−
(

i∑

a=1

W (1)
i,a (0)W

(1)
a,i+1(0) +

∑

m≥1

n∑

a=1

W (1)
i,a (−m)W (1)

a,i+1(m)

))
;

Φl(E
(2)
n ) = (−!)

(
W (2)

n,1(1)−
∑

m≥0

n∑

a=1

W (1)
n,a(−m)W (1)

a,1 (m+ 1)

)

6 余積と放物誘導
最後にアファインヤンギアンの余積と長方形 W 代数の放物誘導との関係について述
べる．
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l1, l2 を l = l1 + l2 を満たす 1 以上の整数とする．それぞれに対して長方形 W 代数
Wl1 , Wl2 が定義される．Wl1 , Wl2 はそれぞれ U(ĝl

α

n)
⊗l1
comp, U(ĝl

α

n)
⊗l2
comp の部分代数な

ので，Wl1 ⊗comp Wl2 は U(ĝl
α

n)
⊗l
comp の部分代数となる．3 節で述べた長方形 W 代数

の生成元の記述から，Wl はWl1 ⊗comp Wl2 に含まれることがわかる．この包含写像を
∆l1,l2 : Wl → Wl1 ⊗comp Wl2 と表す．Wl1 の表現M1 とWl2 の表現M2 が与えられれ
ば，∆l1,l2 を通じてM1 ⊗M2 はWl の表現となる．この操作を長方形W 代数の表現の
放物誘導と呼ぶ．
この操作は，余積 ∆によってアファインヤンギアンのテンソル積表現を構成する操作
とよく似ている．実際，前節での Φl の構成のしかたから，∆l1,l2 と ∆がほぼ対応するこ
とがすぐにわかる．∆ との対応を正確に述べるためには，次のように ∆l1,l2 を少しだけ修正する必要がある．前節の自己同型射 ηβ (β ∈ C)を使って

∆̃l1,l2 = (η⊗l1−l2α ⊗ id⊗l2) ◦∆l1,l2

と定義する．簡単な計算で，∆̃l1,l2 は ∆l1,l2 と同様にWl からWl1 ⊗comp Wl2 への単射
代数射を定めることがわかる．
定理 6.1（小寺-上田 [KU] Corollary 10.2） 代数射 Φl : Y (ŝln)comp → Wl は次の図
式を可換にする．

Y (ŝln)comp

∆
!!

Φl "" Wl

∆̃l1,l2

!!
Y (ŝln)⊗2comp

Φl1⊗Φl2"" Wl1 ⊗comp Wl2

以上より，アファインヤンギアンのテンソル積表現と長方形W 代数の表現の放物誘導
（但し ∆̃l1,l2 を通じて定義する）とが，代数射 Φl を通じて対応することがわかった．
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1 എܠ

ຊߘΛ௨ͯ͠ಛʹஅΓͷͳ͍ݶΓ pૉɼG༗܈ݶɼP  Gͷ Sylow p෦܈ͱ

͢Δɽ·ͨ GͷڞྨશମΛ ClGɼطࢦඪશମΛ IrrGͱද͢ɽ

1.1 ༗ੑݶఆཧ

ͷఆཧྨ࣍ΊΑ͏ɽ࢝ʹ͋Δɽ͔ͦ͜ΒΛ܈ݶͱͳΔ݁Ռ͕༗ܕݪͷڀݚճͷࠓ

ࣜͷखࠒͳԠ༻ྫͷͻͱͭͰ͋Δ [7, Theorem 12.2]ɽ

ఆཧ 1.1 (Landau). ༩͑ΒΕͨࣗવ k ʹରͯ͠

|ClG| = k =⇒ |G| ≤ n

ͱͳΔࣗવ n͕ଘ͢ࡏΔɽ

͢ͳΘͪ༩͑ΒΕͨͷڞྨΛͭ༗܈ݶಉܕΛআ͍ͯ༗͔͠ݸݶଘ͠ࡏͳ͍ɽ͢

Δͱ࣍༗܈ݶΛ۩ମతʹܾఆͯ͠ΈΑ͏ͱ͍͏ʹͳΔɽ࣮ڞʹࡍྨͷʹԠ͡

ͯ༗܈ݶΛྨ͢Δͱද 1 ͷΑ͏ʹͳΔɽ ͜͜ͰදʹݱΕ͍ͯΔ܈Ґ n ͷ८ճ܈

ྨͷڞ ༗܈ݶͷಉྨܕ

1 1

2 C2

3 C3, S3

4 C4, V4, D10, A4

ද 1 খ͞ͳ༗܈ݶɽ

Cnɾ࣍ nͷରশ܈ SnɾKleinͷ܈ݩ࢛ V4ɾҐ nͷೋ໘ମ܈ Dnɾ࣍ nͷަ܈

An Ͱ͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳڀݚ BurnsideʹΑΔʰ༗܈ݶʱͷϊʔτ AʹݟΔ͜ͱͰ
͖ΔݹయతͳͰ͋Γ [4]ɼࡏݱ k = 14·Ͱͷྨ͕ͳ͞Ε͍ͯΔ [17]ɽߟࢀ·Ͱʹ
Ϟϯελʔ܈MͰڞྨ ͳ͍ɽ͔͠ݸ194

ྨͷ͍͠ͷͰڞඪͷͱࢦطͷ܈ݶຊతͳ݁ՌʹΑΕ༗جඪཧͷࢦ

Landauͷ༗ੑݶఆཧ࣍ͷΑ͏ʹ͍͑ݴΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ 1ɽ
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ఆཧ 1.2. ༩͑ΒΕͨࣗવ k ʹରͯ͠

| IrrG| = k =⇒ |G| ≤ n

ͱͳΔࣗવ n͕ଘ͢ࡏΔɽ

͢ͳΘͪ༩͑ΒΕͨͷطࢦඪΛͭ༗܈ݶಉܕΛআ͍ͯ༗͔͠ݸݶଘ͠ࡏͳ͍ɽ

ɽ͍͖͍ͨͯݟ͔͘ࡉͷ౷੍ΛΑΓ܈ݶඪͷʹΑΔ༗ࢦطͨ͠͏͜

1.2 ϒϩοΫ

දݱΛ͑ߟΔ্Ͱଟ͘ͷϒϩοΫ͝ͱʹ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜Ͱ༗܈ݶ

ͷϞδϡϥʔදݱʹ༝དྷ͢ΔϒϩοΫͷ֓೦ΛࢦඪతʹఆࣜԽ͢Δɽ

ఆٛ 1.3 (ϒϩοΫ). Ґ͕ pͱૉͳ Gͷ͔ݩΒͳΔू߹Λ

Gp′ = { g ∈ G : p ! |g| }

ͱ͓͘ 2ɽطࢦඪશମ IrrG্ͷೋ߲ؔ ∼Λ

χ ∼ ψ ⇐⇒
∑

g∈Gp′

χ(g)ψ(g) &= 0

ͰఆΊΔɽ͜ΕʹΑΓ IrrG Λू߹ͱ͢Δάϥϑ͕ఆ·Γɼͦͷ࿈݁Λϒϩο

Ϋʢblockʣͱ͍͏ [15, p. 155]ɽಛʹࣗ໌ͳطࢦඪ 1G ΛؚΉ࿈݁ΛओϒϩοΫ

ʢprincipal blockʣͱ͍͍ه߸ IrrB0(G)Ͱද͢ɽ

۩ମతʹओϒϩοΫ͕

IrrB0(G) =

{
χ ∈ IrrG :

∑

g∈Gp′

χ(g) &= 0

}

ͱͳΔ͜ͱΒΕ͍ͯΔ [15, p. 118]ɽLandauͷ༗ੑݶఆཧʹ૬͢Δओு͕ϒϩο
Ϋ͝ͱʹΓཱ͔ͭͲ͏͔Λ͏ͨͷ͕ Brauerͷୈ 21ʢBrauer’s Problem 21ʣ
Ͱ͋Δ [2]ɽ؆୯ͷͨΊʹओϒϩοΫʹͯͬݶ༧Λड़Δͱ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

༧ 1.4 (Brauerͷୈ 21). ༩͑ΒΕͨࣗવ k ʹରͯ͠

| IrrB0(G)| = k =⇒ |P | ≤ n (XXI0)

ͱͳΔࣗવ n͕ଘ͢ࡏΔ͔ʁ
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͢ͳΘͪ༩͑ΒΕͨͷओϒϩοΫʹଐ͢ΔطࢦඪΛͭ༗܈ݶͷ Sylow p ෦܈

ಉܕΛআ͍ͯ༗͔͠ݸݶଘ͠ࡏͳ͍ͷͰͳ͍͔ʁఆཧ 1.2ͷԾఆͱҟͳΓطࢦඪ
શମͰͳ͘ओϒϩοΫʹ͍͔ͭͯ݅͠Λ՝͍ͯ͠ͳ͍ͷͰɼͦΕʹԠͯ݁͡܈શ

ମͰͳ͘ Sylow p෦܈ʹ͍͔ͭͯ͠৮Ε͍ͯͳ͍ɽ࣮ࡍɼҐ͕ pͱૉͰ͋Δ Gͷ

ਖ਼ن෦܈ N ΛͱΔͱ
| IrrB0(G)| = | IrrB0(G/N)| (†)

͕ΓཱͭͷͰɼओϒϩοΫʹଐ͢Δطࢦඪͷʹؔ͢Δ੍͔ΒΈ͏Δ݁ؼ͓

Αͦ Sylow p ෦܈ʹؔ͢ΔใʹݶΒΕΔɽBrauer ͷୈ 21 ओϒϩοΫͷ߹
(XXI0) ҰൠʹະղܾͰ͋Δɽͨͩͯͬ͠ݶʹ Alperin-McKay༧ΛೝΊΕʢͦ
ͯ͠ Zelmanov ʹΑ੍ͬͯݶ Burnside ͕ߠఆతʹղܾ͞Ε͍ͯΔ͜ͱͳͲΛ͏
ͱʣߠఆతʹղܾͰ͖Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [12]ɽAlperin-McKay༧ʹ͍ͭͯ࣍અ
ͰվΊͯड़Δɽ

1.3 ॴେҬରԠہ

༗܈ݶʹؔ͢Δ͋Δछͷੑ࣭ͦͷہॴ෦܈ʹؔ͢Δੑ࣭ؐ͞ݩΕΔͱ͍͏ࢦಋݪ

ཧ͕͋Γɼ͜ΕΛ༗܈ݶʹ͓͚ΔہॴେҬݪཧʢlocal-global principleʣͱ͍͏ɽయܕ
తͳྫͱͯ͠ Burnsideͷ༥߹ఆཧʢBurnside’s fusion theoremʣ͕͋Δɽ

ఆཧ 1.5 (Burnside ͷ༥߹ఆཧ). Sylow p ෦܈ P ͷ G ʹ͓͚Δਖ਼نԽ܈Λ H =

NG(P )ͱ͢Δɽ͠ P ͕ՄͳΒݩ x, y ∈ P ʹରͯ࣍͠ͷ݅ಉͰ͋Δɽ

• ݩ x, y  Gʹ͓͍ͯڞͰ͋Δɽ

• ݩ x, y  H Ͱ͋Δɽڞ͍͓ͯʹ

͜ͷओுਖ਼نԽ܈ H ͕ P ʹ͓͚Δ༥߹Λ౷੍͢ΔʢH controls fusion in Pʣͱද

ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɽ࣍܈ॴ෦ہʹΕΔ͜ͱ͋ΔɽҰൠ͞ݱ

ఆٛ 1.6 .(܈ॴ෦ہ) ༗܈ݶ Gͷඇࣗ໌ͳ p෦܈ Qͷ Gʹ͓͚Δਖ਼نԽ܈ NG(Q)

ͷ͜ͱΛہॴ෦܈ʢlocal subgroupʣͱ͍͏ [15, p. 128]ɽ

༗܈ݶͷදݱʹ͓͚ΔہॴେҬݪཧʹؔͯ͠த৺తͳ McKay ༧Ͱ͋Δ
[15]ɽ৽ͨʹه߸

Irrp′ G = {χ ∈ IrrG : p ! χ(1) }

Λಋೖ͢Δͱ༧࣍ͷΑ͏ʹड़ΒΕΔɽ
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༧ 1.7 (McKay༧). Sylow p෦܈ P ͷ Gʹ͓͚Δਖ਼نԽ܈Λ H = NG(P )ͱ͢

Δͱ͖ɼશ୯ࣹ
Irrp′ G → Irrp′ H (MC)

͕ଘ͢ࡏΔ͔ʁ

McKay༧حҐͷ܈ʹରͯ͠ਖ਼͍͜͠ͱ͕༗ݶ୯७܈ͷྨΛ༻͍ͯ [13]Ͱ
ࣔ͞Ε͕ͨҰൠͷ߹ະղܾͷ··Ͱ͋Δɽ

McKay༧ΛϒϩοΫ͝ͱʹͨ͑ߟͷ͕ Alperin-McKay༧Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ؆୯
ͷͨΊʹओϒϩοΫͷ߹ͷΈΛѻ͏ɽಉ༷ͷه߸

Irrp′ B0(G) = {χ ∈ IrrB0(G) : p ! χ(1) }

Λಋೖ͢Δͱ༧࣍ͷΑ͏ʹड़ΒΕΔɽ

༧ 1.8 (Alperin-McKay ༧). Sylow p ෦܈ P ͷ G ʹ͓͚Δਖ਼نԽ܈Λ H =

NG(P )ͱ͢Δͱ͖ɼશ୯ࣹ

Irrp′ B0(G) → Irrp′ B0(H) (AMC0)

͕ଘ͢ࡏΔ͔ʁ

લઅͰड़ͨΑ͏ʹ Alperin-McKay ༧ΛೝΊΕ Brauer ͷୈ 21 ߠఆతʹ
ղܾͰ͖Δɽ͜ͷΑ͏ͳํ͍ݴʹͳΔ͜ͱ͔ΒΘ͔Δ௨Γ Alperin-McKay༧Ұൠ
ͷ߹ະղܾͷ··Ͱ͋Δɽ

͜͜Ͱগ͠دΓಓΛ͢Δɽ༗܈ݶͷࢦඪཧʹ͓͍ͯطࢦඪͱڞྨͷؒʹ͋Δछͷ

ରੑ͕͋Δ͜ͱ͕ݧܦଇͱͯ͠ΒΕ͍ͯΔɽͨͱ͕͑࣍ 1 ͷطࢦඪͷަ

ࢦͷ܈෦ࢠ |G : G′| ͱҰக͢Δͷʹରͯ͠ɼҐ͕ 1 ͷڞྨͷத৺ͷҐ

|Z(G)|ͱҰக͢Δɽ͜͜Ͱ Irrp′ Gͷରͱͯ͠ه߸

Clp′ G = {K ∈ ClG : p ! |K| }

Λಋೖ͢ΔɽMcKay༧ͷରਖ਼͍͠ [15, p. 157]ɽ

໋ 1.9 (McKay༧ͷର). Sylow p෦܈ P ͷGʹ͓͚Δਖ਼نԽ܈ΛH = NG(P )ɼ

த৺Խ܈Λ C = CG(P )ͱ͢Δͱ͖ɼࣸ૾

Clp′ G → Clp′ H, K (→ K ∩ C (MC∗)

શ୯ࣹͰ͋Δɽ
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͜Ε Burnsideͷ༥߹ఆཧʢఆཧ 1.5ʣΛ Sylow p෦͕܈ඇՄͱͳΔ߹ؚΉ

Α͏ʹ֦ுͨ͠ͷͱ͜͏ࢥͱͰ͖Δɽূ໌΄ͱΜͲಉ͡Ͱ Sylow ͷఆཧͷखࠒͳ
Ԡ༻ྫͷͻͱͭͰ͋Δɽ͜ͷہॴେҬରԠ BrauerͷୈҰओఆཧʢBrauer’s first main
theoremʣΛূ໌͢Δ४උͷதͰड़ΒΕΔ͜ͱ͕ଟ͘ɼ͖ͬ͢Γͱͨ݁͠ՌͰ͋Δʹ
ؔΘΒͣઐՈҎ֎ʹ͋·ΓΒΕ͍ͯͳ͍Α͏ʹ͏ࢥɽ͜ͷػձʹΑΓ͘ΒΕΔ

͜ͱΛͯͬ͜͜ئͰऔΓ্͛ͨɽ

2 ఆཧ

എܠͱͯ͠༗܈ݶʹ͓͍ͯ Landau ͷ༗ੑݶఆཧʢఆཧ 1.1ʣ͕ΒΕ͓ͯΓখ͞
ͳ༗܈ݶͷྨʢද 1ʣ͕͞Ε͍ͯΔ͜ͱɼ·ͨओϒϩοΫͰ Brauer ͷୈ 21 
ʢ༧ 1.4ʣ͕͑ߟΒΕ͓ͯΓ Alperin-McKay ༧ΛೝΊ͑͢͞Ε Sylow p ෦܈ʹ

࣍Γཱͭ͜ͱΛड़ͨɽ͢Δͱ͕ੑݶͷ༗ࣅྨͯؔ͠ Sylow p ෦܈Λ۩ମతʹܾ

ఆͯ͠ΈΑ͏ͱ͍͏ʹͳΔɽओϒϩοΫʹଐ͢Δطࢦඪͷ͕খ͍͞߹͔Βॱʹ

Brauer-Nesbitt [3], Brandt [1], Belonogov [19]ʹΑͬͯ࣍ͷ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔ 3ɽ

ఆཧ 2.1 (Brauer-Nesbitt, Brandt, Belonogov).

| IrrB0(G)| = 1 ⇐⇒ P ∼= 1.

| IrrB0(G)| = 2 ⇐⇒ P ∼= C2.

| IrrB0(G)| = 3 ⇐⇒ P ∼= C3.

ఆཧʹ͓͍ͯओϒϩοΫʹଐ͢Δطࢦඪͷ Sylow p ෦܈ͷҐ͕খ͍͞ͷͰ

܈ݶΔ͔͠Εͳ͍ɽ༗͑ݟΑΓқ͘͠ࡍ࣮ Gͱͯ͠ p = 3ͷͱ͖ Janko܈ J1 ͷΑ

͏ͳܕࡏࢄ୯७܈ͷ߹ | IrrB0(J1)| = 3ͱؚͯ͠ΜͰ͍Δ͜ͱʹҙ͓ͯ͘͠ɽ͜Ε

Βͷ݁ՌΛ౿·͑ͯ [9]Ͱ࣍ͷ߹Λࣔͨ͠ɽ

ఆཧ 2.2 (Koshitani-S).

| IrrB0(G)| = 4 =⇒ P ∼= C4, V4, C5.

ΕΔ͕ݱ͕߹ͯͷ͢ʹࡍ࣮ ཱ͠ͳ͍ٯ4 5ɽূ໌༗ݶ୯७܈ͷྨʹґͬͯ

͍Δɽಉ༷ͷํͰ Belonogovͷఆཧʹର͢Δผূ໌༩͑ͨɽҎԼͰ؆୯ͷͨΊʹ
Belonogovͷఆཧͷผূ໌Λྫʹূ໌ͰͲͷΑ͏ͳಓ۩Λͨͬͷ͔Λհ͢Δɽ
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2.1 ୯७܈ͷؼண

·ͣ୯७͕܈ͲͷΑ͏ʹͯٞ͠ͷதʹݱΕΔ͔Λհ͢Δɽ४උͱͯ͠ඪ४తͳه

߸ͷಋೖΛ͢Δɽ

ఆٛ 2.3.

• Ґ |N |͕ pͱૉͱͳΔGͷਖ਼ن෦܈N ͷ͏ͪ࠷େͷͷΛOp′(G)ͱఆΊΔɽ

• ࢦ |G : N |͕ pͱૉͱͳΔ Gͷਖ਼ن෦܈ N ͷ͏ͪ࠷খͷͷΛ Op′
(G)ͱఆ

ΊΔɽ

Sylow p෦͕܈Մͷͱ͖࣍ͷߏఆཧ͕جຊతͰ͋Δ [8, Theorem 2.1]ɽ

ఆཧ 2.4 (Kimmerle-Sandling). Sylow p෦܈ P ͕Մͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ p܈ Qͱඇ

ࣗ໌ͳ Sylow p෦܈ΛͭඇՄ୯७܈ H1, . . . , Hn ͕ଘ͕࣍ͯ͠ࡏΓཱͭɽ

Op′
(G/Op′(G)) ∼= Q×H1 × · · ·×Hn.

ྫ 2.5. ૉ p ≥ 5ͱҰൠઢ܈ܕG = GL2(Fp)Λ͑ߟΔɽ͜ͷͱ͖ Op′(G)த৺ Z(G)

ͱҰக͠༨܈ࣹӨҰൠઢ܈ܕ PGL2(Fp)ͱͳΔɽ͢Δͱ Op′
(PGL2(Fp))ࣹӨಛघ

ઢ܈ܕ PSL2(Fp)ͳͷͰ
Op′

(G/Op′(G)) ∼= PSL2(Fp)

ΛಘΔɽߏΛࣜతʹॻ͚

GL2(Fp) ∼




C2

PSL2(Fp)
Cp−1





ͱͳ͍ͬͯΔɽ

্ͷྫͷΑ͏ʹ Sylow p ෦͕܈Մͷ߹ʹҐ͕ p ͱૉͳ্Լʹ͋ΔҼࢠΛ

͙ͱʢ΄ͱΜͲʣ୯७܈ͱͳΔ͜ͱΛ Kimmerle-Sandlingͷఆཧड़͍ͯΔɽ͢Δͱ
ͷͻͱͭ Sylow p ෦܈ͷՄੑΛ͔֬ΊΔ͜ͱͰ͋Δɽ͜Εʹؔͯ࣍͠ͷఆ

ཧ͕͋Δ [10, 11]ɽ

ఆཧ 2.6 (Külshammer, Külshammer-Navarro-Sambale-Tiep). ͠ | IrrB0(G)| = 3

ͳΒ Sylow p෦܈ P ՄͰ͋Δɽ
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͜͜Ͱ [11, Theorem 3.6] Ͱ༗ݶ୯७܈ͷྨ͕༻͍ΒΕ͍ͯΔ͜ͱʹҙ͓ͯ͠
͘ɽ͞Βʹ࣍ͷఆཧʹΑΓΛ G͔Βेେ͖ͳਖ਼ن෦܈ N ؼண͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖

Δ [5]ɽ

ఆཧ 2.7 (Alperin-Dade). ༗܈ݶ G ͷਖ਼ن෦܈ N ͕ Sylow p ෦܈ P ΛؚΈ

G = CG(P )N Λຬͨ͢ͳΒ੍૾ࣸݶ

IrrB0(G) → IrrB0(N), χ (→ χN

શ୯ࣹͰ͋Δɽ

͜ΕΒͷ߹ͤʹΑΓ Belonogovͷఆཧʹର͢Δผূ໌Λ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

2.2 ূ໌ͷུ֓

͜͜Ͱ | IrrB0(G)| = 3 =⇒ P ∼= C3 Λഎཧ๏Ͱࣔ͢ɽྫͱͳΔ (G,P ) Λ

Δɽ͞ΒʹҐ͑ߟ |G| ࠷খͰ͋ΔͱԾఆͯ͠Α͍ɽ·ͣҐͷ࠷খੑͱ (†) ͔Β
Op′(G) ∼= 1 ͕Θ͔Δɽ·ͨҐͷ࠷খੑ͔Β G = CG(P )Op′

(G) ࣔͤΔɽ͢Δͱ

Alperin-Dade ͷఆཧ͔Β | IrrB0(G)| = | IrrB0(Op′
(G))| ͕ΓཱͭͷͰҐͷ࠷খ

ੑ͔Β G = Op′
(G) Θ͔Δɽఆཧ 2.6 ΑΓ Sylow p ෦܈ՄͳͷͰ Kimmerle-

Sandlingͷఆཧ͔Β
G ∼= Q×H1 × · · ·×Hn

ͱͳΔ p ܈ Q ͱඇࣗ໌ͳ Sylow p ෦܈ΛͭඇՄ୯७܈ H1, . . . , Hn ͕ଘ͢ࡏΔɽ

͕ͨͬͯ͠

3 = | IrrB0(G)| = | IrrB0(Q)|× | IrrB0(H1)|× · · ·× | IrrB0(Hn)|

ΑΓ Q ∼= 1͔ͭ n = 1͕Θ͔ΔɽҎ্͔ΒҐ࠷খͷྫ GඇՄ୯७܈Ͱ͋Δɽͱ

͜Ζ͕ඇՄ୯७܈ͷதʹओுͷྫ͕ͳ͍͜ͱ͕ྨ͔Β͔֬ΊΒΕΔɽ͜Εໃ

६ɽ

2.3 ͷਐలۙ࠷

ఆཧ 2.2ʹؔ͢Δจ [9] ͷϓϨϓϦϯτΛ arXivʹΞοϓϩʔυͨ͠ 2020 ͷ 2
݄Ͱ͋ͬͨɽͦͷޙ 2020ͷ 10݄ʹ࣍ͷఆཧ͕ൃද͞Εͨ [16]ɽ

ఆཧ 2.8 (Rizo-Schaeffer Fry-Vallejo).

| IrrB0(G)| = 5 =⇒ P ∼= C5, C7, D8, Q8.

8



͜ΕΒͷఆཧͷԾఆΛ͞Βʹ | Irrp′ B0(G)| ऑΊͨҰൠԽ͕ Hung-Schaeffer Fry-
Vallejo [6]ʹΑͬͯ 2021ͷ 6݄ʹൃද͞Ε͍ͯΔɽओϒϩοΫͱݶΒͳ͍Ұൠͷ
ϒϩοΫʹؔͯ͠ 2021ͷ 9݄ʹ࣍ͷఆཧ͕ൃද͞Εͨ [14]ɽ

ఆཧ 2.9 (Mart́ınez-Rizo-Sanus). ૉ pͱ༗܈ݶ Gͱෆ܈ P ΛͭϒϩοΫ B Λͱ

ΔɽAlperin-McKay༧͕ B ʹ͍ͭͯΓཱͭͳΒ

| IrrB| = 4 =⇒ P ∼= C4, V4, C5.

͜ͷΑ͏ʹͭزͷจʢϓϨϓϦϯτʣ͕ൃද͞Εɼͦͷޙ͕ڀݚʹൃ׆ਐΜͰ

͍Δɽ

 A Brandtͷఆཧ

͜͜ͰओϒϩοΫʹର͢Δ Brandtͷఆཧ | IrrB0(G)| = 2 =⇒ P ∼= C2 ͷࢦඪ

తͳূ໌Λ༩͑Δɽํ͓Αͦ Belonogovͷํ๏ʹԊ͍ͬͯΔɽ࣮ࡍʹ͏গ͠ڧ
͍ओு

| IrrB0(G)| = 2 =⇒ |Gp′ |/|G| = 1/2

Λࣔ͢ɽ

ূ໌ͷུ֓. ओϒϩοΫʹଐ͢Δඇࣗ໌ͳطࢦඪΛ α ͱ͓͘ɽGalois܈ Gal(Q|G|/Q)

ͷطࢦඪͷࣗવͳ࡞༻Λ͑ߟΔɽओϒϩοΫෆมͳͷͰطࢦඪ α ༗ཧʹ

ΛͱΔɽҰൠ͔ΒࢦඪͷతͳͷͰطࢦඪ α ͕ʹΛͱΔ͜ͱ͕Θ

͔Δɽ

ԾఆΑΓ | IrrB0(G)| &= 1ͳͷͰࠩू߹G−Gp′ ۭͰͳ͍ɽҙͷݩ u ∈ G−Gp′ Λ

ͱΔͱϒϩοΫͷަؔ ∑

χ∈IrrB0(G)

χ(1)χ(u) = 0

͔Β 1 + α(1)α(u) = 0 Ͱ͋Δɽطࢦඪ α ʹΛͱ͍ͬͯͨͷͰ α(1) = 1 ͱ

α(u) = −1ΛಘΔɽ

ࠩू߹ G−Gp′ ͷؔࣔࢦΛطࢦඪల։͢Δ͜ͱͰ

|G| =
∑

g∈G−Gp′

∑

χ∈IrrB0(G)

χ(u)χ(g) = 2|G−Gp′ |

ͱͳΔ͜ͱ͕ࣔͤΔͷͰ |Gp′ |/|G| = 1/2 ΛಘΔɽҰൠʹ p ! |Gp′ | Ώ͑ |P | = 2 Λಘ

Δɽ
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݁ͱͯ͠ P ∼= C2 Λ͚ࣔͩ͢ͳΒޙ෦ͷΘΓʹࢦඪ θ = 1G + αͷ Sylow p෦

܈ P ͷ੍ݶΛ͑ߟΔͱ

〈θP , 1P 〉 =
1

|P |
∑

u∈P

θ(u) =
2

|P |

ΑΓ |P | = 2ΛಘΔ͜ͱͰ͖Δ͜ͱʹҙ͓ͯ͘͠ɽ

ँࣙ

ֶγϯϙδϜʹ͓͚ΔߨԋͷػձΛԼͬͨ͞ํʑʹँײͷҙΛද͠·͢ɽ


1. ͜ͷΑ͏ʹදݱతͳఆࣜԽΛ͢ΕΞιγΤʔγϣϯɾεΩʔϜʢassociation schemeʣͷΑ͏ͳڞྨʹ
૬͢Δ֓೦͕ͳ͍߹ʹྨࣅΛ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ࣮ࡍ D. G. HigmanʹΑΓ 2ͭͷطࢦඪΛͭ
߹ͷ݁Ռ [18, Theorem 4.5.1] ͕ΒΕ͍ͯΔɽ·ͨ༗܈ݶͷ߹Ͱ͜ͷఆࣜԽʹΑΓϒϩοΫ͝ͱʹྨࣅ
Λ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

2. ߸ه p′  pͱૉͰ͋Δʢprime to pʣͰ͋Δҹͱͯ͠Α͘ΘΕΔɽᔬམͷҰछֶ͕ͩੜͷࠒʹग़ձ͔ͬͯΒ
ؒͦΕʹ͔͕ͭؾͳ͔ͬͨͷͰແਮঝͰ໌จԽ͓ͯ͘͠ɽ

3. Brauer-Nesbitt ͷఆཧͱ Brandt ͷఆཧҰൠͷϒϩοΫͱෆ܈ʹରͯ͠ΓཱͭɽBelonogov ͷఆཧ
ओϒϩοΫͷ߹͔͠ະͩʹΒΕ͍ͯͳ͍ɽ

4. ͨͱ͑ (G,P ) = (C4,C4), (V4,V4), (D10,C5) ͷͱ͖ | IrrB0(G)| = 4ɽۃͳྫͩͱ (G,P ) =

(J3,C5)ͷͱ͖ | IrrB0(J3)| = 4ɽ

5. ͨͱ͑ (G,P ) = (C5,C5)ͷͱ͖ | IrrB0(G)| = 5ɽ
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ITERATED INTEGRALS, MOTIVIC GALOIS GROUPS, AND
CYCLOTOMIC ASSOCIATORS

େֶʣݹɹູʢ໊

1. Introduction

ަతଟॏθʔλ1ͱ
∑

0<m1<···<md

εm1
1 · · · εmd

d

mk1
1 · · ·mkd

d

(ki ∈ Z≥1, εi ∈ {±1}, (kd, εd) "= (1, 1)) (1.1)

ͱ͍͏ܗͷແڃݶͰఆٛ͞ΕΔ࣮Ͱ͋ΔɽަతଟॏθʔλϞνϰΟοΫަ
తଟॏθʔλͱݺΕΔରʹ্͕ͪ࣋Γɼ͞ΒʹϞνϰΟοΫަతଟॏθʔ
λͷQ-ઢࣜؔܗͷߏ Z[1/2]্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷϞνϰΟοΫGalois
Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽDrinfeldؔ͢ʹͱతߏͷ܈ [4] [9]Ͱల։͞Εͨ
GrothendieckͷΞΠσΞʹؔ࿈ͯ͠Grothendieck-Teichmüller܈ͱݺΕΔ܈
Λಋೖ͠ɼ͞Βʹ Enriquez [5]͜ΕΛҰൠԽͯ͠ԁతGrothendieck-Teichmüller
ͷೋͭͷ݁Ռʹ͍ͭͯղઆ͢Δɽ࣍ͰߘΛಋೖͨ͠ɽຊ܈

• ϞνϰΟοΫަతଟॏθʔλͷશઢࣜؔྲྀ߹͕ࣜؔܕͱΑΕΔ۩
ମతͳؔࣜʹΑͬͯશͯ༩͑ΒΕΔ͜ͱɽ[12]

• Z[1/2]্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷϞνϰΟοΫGalois͕܈Ϩϕϧ 2ͷԁత
Grothendieck-Teichmüller܈ͱҰக͢Δ͜ͱɽ[10]

2. ଟॏ Lʹ͍ͭͯ

ଟॏθʔλͱਖ਼ͷ k1, . . . , kd Ͱ͋ͬͯ kd > 1ͱͳΔͷʹରͯ͠ແݶ
ڃ

∑

0<m1<···<md

1

mk1
1 · · ·mkd

d

(2.1)

Ͱఆٛ͞ΕΔ࣮Ͱ ζ(k1, . . . , kd)ͱද͞هΕΔɽkd > 1ऩଋੑͷͨΊʹඞཁͱͳ
Δ݅Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ k1 + · · ·+ kd ॏ͞ͱݺΕ dਂ͞ͱΑΕΔɽ·ͨଟॏ
LଟॏθʔλͷҰൠԽͰ͋Γɼਖ਼ͷ N ʹର͠Ϩϕϧ N ͷଟॏ Lͱɼ
ਖ਼ͷ k1, . . . , kd ͱ 1ͷ N ࠜ ε1, . . . , εd Ͱ͋ͬͯɼ(kd, εd) "= (1, 1)ͱͳΔͷ
ʹରͯ͠ɼແڃݶ

∑

0<m1<···<md

εm1
1 · · · εmd

d

mk1
1 · · ·mkd

d

(2.2)

Ͱఆٛ͞ΕΔ࣮Ͱ͋Δɽ·ͨɼϨϕϧ 2ͷଟॏθʔλަతଟॏθʔλͱ
ΕΔɽଟॏݺ Lͷදํه๏จݙʹΑΓ༷ʑͰ͋Δ͕ɼຊߘͰ (2.2)Λ

ζ

(
ε1, . . . , εd
k1, . . . , kd

)
(2.3)

1ӳޠͰ alternating multiple zeta valueɽผ໊ͱͯ͠ɼEuler (Euler sum)ɼϨϕϧ 2ͷ৭͖ଟ
ॏθʔλ (colored multiple zeta value)ɼϨϕϧ 2 ͷଟॏ L  (multiple L-value) ͳͲ͕͋Δɽ



ͱද͢هΔɽ͜ͷ߹ಉ༷ʹ k1 + · · ·+ kdॏ͞ɼdਂ͞ͱݺΕΔɽN ≥ 1ʹ
ର͠ 1ͷN ࠜશମΛ µN ͱ͢Δɽଟॏ L෮ੵه߸

I(0; a1, . . . , ak; 1) :=

∫

0<t1<···<tk<1

k∏

j=1

dtj
tj − aj

(2.4)

Λ༻͍ͯ

ζ

(
ε1, . . . , εd
k1, . . . , kd

)
= (−1)dI(0; (ε1 · · · εd)−1, {0}k1−1, . . . , ε

−1

d , {0}kd−1; 0) (2.5)

ͱද͞ΕΔ2ɽΑͬͯϨϕϧN ͷଟॏ LΛ͑ߟΔ͜ͱɼ෮ੵ

I(0; a1, . . . , ak; 1) (a1, . . . , ak ∈ {0, µN}, a1 "= 0, ak "= 1) (2.6)

Λ͑ߟΔ͜ͱͱຊ࣭తʹಉ͡Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ෮ੵ͢Δඍࣜܗ

dt

t− aj
(aj ∈ {0, µN}) (2.7)

 P1 \ {0, µN ,∞}্Ͱਖ਼ଇͳͷͰɼ͜ͷΑ͏ͳ෮ੵ P1 \ {0, µN ,∞}্ͷ෮
ੵͱݺΕΔ3ɽ͜ͷ෮ੵද͔ࣔΒଟॏ L͕Kontsevich-Zagier[13] ͷҙຯ
Ͱͷपظɼ͋Δ͍ΑΓ͘ڧ Z[µN , N−1] ্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷपظͱͳΔ͜ͱ
͕͔Γɼଟॏ L͕ॏཁͰ͋Δཧ༝ͷҰͭͱͳ͍ͬͯΔɽ·ͨ࣍ͷ༧ূ໌ࠔ
͕ͩ·ͣؒҧ͍ͳ͘ਖ਼͍͠Ͱ͋Ζ͏ͱ͘৴͡ΒΕ͍ͯΔɽ

༧ 1. ॏ͞ͷҟͳΔଟॏ Lͷؒʹʢඇࣗ໌ͳʣQ-ઢ͕ࣜؔܗଘ͠ࡏͳ͍ɽ

͜͜Ͱɼଟॏ LͷతऔΓѻ͍Λಋೖ͓ͯ͜͠͏ɽµN Λ 1ͷN ࠜͷશମ
ͱ͢Δɽ·ͣ

HN := Q〈ez | z ∈ {0} ∪ µN 〉 (2.8)

ΛN + ෦ۭؒʹߋଟ߲ࣜͱ͠ɼͰੜ͞ΕΔඇՄݩͷෆఆݸ1 H0
N ⊂ HN Λ

H0
N := Q⊕

∞⊕

k=1

⊕

a1,...,ak∈{0}∪µN
a1 &=0,ak &=1

ea1 · · · eak

ͰఆΊΔɽ·ͨઢ૾ࣸܗ ZN : H0
N → CΛ

ZN (ea1 · · · eak) = I(0; a1, . . . , ak; 1) (2.9)

ͰఆΊΔɽଟॏ Lʹؔ͢Δ࠷جຊతͳଟॏ L͕ͲͷΑ͏ͳQ-ઢؔܗ
ࣜΛຬ͔ͨ͢Ͱ͋Δɽ͜Ε kerZN Λܾఆ͢Δͱ͍͏ʹରԠ͢Δɽ͜ͷʹ
ؔ࿈ͯ͠ ZN ͷ༷ʑͳ۩ମతͳߏ͕ݩ͞Ε͍ͯΔɽҰํ kerZN Λ্͔Β͑Δͷ
ແཧʹؔΘΔͰ͋ΓۃΊͯࠔͰ͋ΔɽͦͷͨΊɼΑΓےͷྑ͍ఆࣜ
ԽͷͨΊʹଟॏ LͷΘΓʹୈ 4અͰઆ໌͢ΔΑ͏ͳϞνϰΟοΫଟॏ LΛ
ΘΕΔɽࢥΔͷ͕దͰ͋Δͱ͢༺

2∫
0<t1<···<tk<t

∏k
j=1

dtj
tj−aj

ͷ t ʹؔ͢Δႈڃల։Λ͠ࢉܭɼޙ࠷ʹ t ʹ 1 Λೖ͢Εূ໌Ͱ

͖Δ
3P1 \ {0, µN ,∞} ্ͷਖ਼ଇͳඍࣜܗଞʹ dt

(t−aj)2
͋Δ͕ɼͦͷΑ͏ͳΑΓҰൠͷඍࣜܗͷ

෮ੵΓଟॏ L ͷઢܗͰද͞ΕΔɽ



3. ࣜؔྲྀ߹

3.1. ෮ੵͱඍެࣜ. ෮ੵه߸ΛΑΓҰൠతʹಋೖ͓ͯ͜͠͏ɽk ≥ 0ͱ͠
ͯɼa0, . . . , ak+1Λ k+2ݸͷෳૉͱ͢Δɽ·ͨ γ : (0, 1) → C \ {a1, . . . , ak}Λ a0
͔Β ak+1 ͷύεͱ͠ߋʹ a0 "= a1, ak "= ak+1 ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖෮ੵ

Iγ(a0; a1, . . . , ak; ak+1) :=

∫

0<t1<···<tk<1

k∏

j=1

dγ(tj)

γ(tj)− aj
(3.1)

ऩଋ͠ɼ͞Βʹ γͷ࿈ଓมܗʹΑͬͯෆมͰ͋Δ͜ͱ͕͔ΔɽຊߘͰ γΛলུ
ͨ͠߹ γ ઢύεΛද͢ͷͱ͢ΔɽIγ(a0; a1, . . . , ak; ak+1)Λ a0, . . . , ak+1

ͷؔͱΈͳͨ͠ͱ͖ɼIγ(a0; a1, . . . , ak; ak+1)ͷશඍʹ͍ͭͯ࣍ͷެ͕ࣜΒΕ
͍ͯΔ [7, Theorem 2.1]ɽ

dIγ(a0; a1, . . . , ak; ak+1) =
k∑

j=1

Iγ(a0; a1, . . . , âj , . . . , ak; ak+1)d log

(
aj − aj+1

aj − aj−1

)
.

(3.2)
·ͨԠ༻্ a0, . . . , ak+1͕ผͷม z1, . . . , znͷ༗ཧࣜͰɼߋʹ aj "= aj+1͕ඞͣ

ཱ͠͠ͳ͍Α͏ͳ߹͋Δɽ͜ͷΑ͏ͳ߹ d log
(

aj−aj+1

aj−aj−1

)
͕ well-defined

ͱݶΒͳ͍ɽͦͷΑ͏ͳҰൠͷ߹ʹ͍ͭͯશඍ

∑

r∈{±1}

r
k∑

j=1

Iγ(a0; a1, . . . , âj , . . . , ak; ak+1)

{
d log (aj − aj+r) aj "= aj+r

0 aj = aj+r
(3.3)

Ͱ༩͑ΒΕΔ [14, Lemma 3.3.30]ɽಛʹ p0, . . . , pk+1 ͕ zͷ༗ཧࣜͷͱ͖ɼ

d

dz
Iγ(p0; p1, . . . , pk; pk+1) =

∑

r∈{±1}

∑

c∈C

r

z − c

k∑

j=1

(3.4)

Iγ(p0; p1, . . . , p̂j , . . . , pk; pk+1)ordz−c(pj − pj+r)

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼordz=c(0) = 0ͱஔ͘ɽ͜͜Ͱ cͷಈ͘ൣғෳૉશମͱͳͬͯ
͍Δ͕ɼ࣮ࡍʹ c͕ aj − aj+r ͷྵ͘͠ۃͱͳΔ߹ͷΈʹد༩͢ΔͷͰ
(3.4)࣮࣭తʹ༗ݶͰ͋Δɽ

3.2. ਖ਼نԽݶۃͱਖ਼نԽ͞Εͨ෮ੵ.

ఆٛ 2. a ∈ Cͱ͢Δɽؔ f(z)ͷ z = aͷपΓͰͷڍಈ͕

f(a± ε) = c0 + c1 log(ε) + · · ·+ cM logM (z) +O(ε logM ε) (3.5)

ͱͳΔͱ͖ɼਖ਼نԽݶۃΛ
Reg

z→a±0
f(z) := c0 (3.6)

Ͱఆٛ͢Δɽ

͍༺ΛݶۃԽنҰக͢Δɽ·ͨਖ਼ʹݶۃԽنΔͱ͖ɼͦΕਖ਼͢ࡏ͕ଘݶۃ
Δ͜ͱͰ a0 "= a1 ͱͳΔ߹ ak "= ak+1 ͱͳΔ߹ʹ෮ੵͷఆٛΛ֦ுͰ
͖Δɽ

ఆٛ 3. a0 < ak+1 Λ࣮ɼa1, . . . , ak Λ։۠ؒ (a0, ak+1)ʹؚ·Εͳ͍ෳૉͱ͢
Δɽਖ਼نԽ͞Εͨ෮ੵΛ

Ireg(a0; a1, . . . , ak; ak+1) := Reg
ε→+0

I(a0 + ε; a1, . . . , ak; ak+1 − ε) (3.7)



Ͱఆٛ͢Δɽ

ҎԼͰɼIreg(· · · )Λ୯ʹ I(· · · )ͱॻ͘ɽ

3.3. Ұൠతͳ߹ྲྀؔࣜ. ඍํఔࣜ (3.4)Λ܁Γฦ͜͠͏ͱͰɼΛ zͷ༗ཧ
ؔͱ͢Δ෮ੵɼΛఆͱ͢Δ 0͔Β z·Ͱͷ෮ੵͷ C-ઢܗʹల
։Ͱ͖ΔɽΑΓਖ਼֬ʹཱ͕࣍͢Δɽ

໋ 4. aΛਖ਼ͷ࣮ɼp0, . . . , pk+1 Λ z ͷ༗ཧࣜͱ͢Δɽp0(z) "= p1(z), pk(z) "=
pk+1(z)ͱԾఆ͢Δɽ·ͨ 0 < z < aͷͱ͖ p0(z) "= pk+1(z)Ͱ͋Γɼ͞ Βʹ 1 ≤ j ≤ k
ʹରͯ͠ pj(z) p0(z)ͱ pk+1(z)Λ݁Ϳดઢ্ʹଘ͠ࡏͳ͍ͱԾఆ͢Δɽ·ͨߋ
ʹ 0 ≤ j1 < j2 ≤ k+1ͷͱ͖ pj1 −pj2  0Ͱ͋Δ͔͘͠ྵͱ͕ۃ։۠ؒ (0, a)

ʹؚ·Εͳ͍ͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ v(n) ∈ C, l(n) ≥ 0, c(n)1 , . . . , c(n)
l(n) ∈ C \ (0, a)͕ଘ

ͯ͠ࡏ

I(p0; p1, . . . , pk; pk+1) =
∑

n

v(n)I(0; c(n)1 , . . . , c(n)
l(n) ; z) (3.8)

ཱ͕͢Δɽ

Proof. k ʹؔ͢Δؼೲ๏Ͱূ໌͢Δɽf(z) := I(p0(z); p1(z), . . . , pk(z); pk+1(z))ͱ
ஔ͘ɽඍެࣜ (3.4)ΑΓ

d

dz
f(z) =

∑

r∈{±1}

∑

c∈C

k∑

j=1

rordz−c(pj − pj+r)

z − c
I(p0; p1, . . . , p̂j , . . . , pk; pk+1) (3.9)

ͱͳΔ͕ɼؼೲ๏ͷԾఆΑΓ֤ j = 1, . . . , rʹରͯ͠

I(p0; p1, . . . , p̂j , . . . , pk; pk+1) =
∑

n

v(j,n)I(0; c(j,n)1 , . . . , c(j,n)
l(j,n) ; z) (3.10)

ͱͳΔ v(j,n) ∈ C, l(j,n) ≥ 0, c(j,n)1 , . . . , c(j,n)
l(j,n) ∈ C \ (0, a)͕ଘ͢ࡏΔɽ͜ͷͱ͖

g(z) =
∑

r∈{±1}

∑

c∈C

k∑

j=1

rordz−c(pj − pj+r)v
(j,n)I(0; c(j,n)1 , . . . , c(j,n)

l(j,n) , c; z) (3.11)

ͱஔ͘ͱ

d

dz
I(0; c(j,n)1 , . . . , c(j,n)

l(j,n) , c; z) =
1

z − c
I(0; c(j,n)1 , . . . , c(j,n)

l(j,n) ; z) (3.12)

ΑΓ
d

dz
f(z) =

d

dz
g(z) (3.13)

ཱ͕͢ΔɽΑͬͯ Regz→+0 g(z) = 0ΑΓ

f(z) = g(z) +

(
Reg
z→+0

f(z)

)
I(0; ; z) (3.14)

ͱͳΓࣔ͞Εͨɽ !

ࣜ (3.8)Ͱ z = aΛೖ͢Δʢ͘͠ z = aͰൃ͍ͯ͠ࢄΔ߹ਖ਼نԽݶۃ
Regz→a−0Λ͑ߟΔʣ͜ͱͰ෮ੵͷઢ͕ࣜؔܕಘΒΕΔɽ͜Ε͕Ұൠతͳ߹ྲྀ
ͷΞΠσΞͰ͋Δɽࣜؔ



3.4. .߹ͷಛผͳࣜؔྲྀ߹ લઅͰड़ͨҰൠతͳ߹ྲྀؔࣜͷಛผͳ߹ͱ͠
ͷೋ͕ͭ͋Δɽ࣍ͯ

• a = 1, p0 = 0, pk+1 = z, p1, . . . , pk ∈ {0, 1, z}ͷͱ͖߹ྲྀؔࣜଟॏθʔ
λͷؔࣜΛ༩͑Δɽ[11]

• a = 1, p0 = 0, pk+1 = z, p1, . . . , pk ∈ {0,−1, z,−z2}ͷͱ͖߹ྲྀؔࣜަ
తଟॏθʔλͷؔࣜΛ༩͑Δɽ[12]

ຊߘͰ̍ͭΊͷؔࣜΛϨϕϧ 1ͷ߹ྲྀؔࣜɼ̎ͭΊͷؔࣜΛϨϕϧ̎ͷ߹ྲྀ
ΛࣜͿ͜ͱʹ͢Δɽ͜ΕΒͷؔݺͱࣜؔ (ަత)ଟॏθʔλͷؔࣜͱͯ͠
ʹΛͲͷΑ͏ݶۃԽنશʹఆࣜԽ͢Δʹɼਖ਼ (ަత)ଟॏθʔλͱΈͳ͔͢
লུ͢ΔɽϨϕϧࡉͰͦͷৄߘఆ͢Δඞཁ͕͋Δ͕ɼຊࢦ 1ͷ߹ྲྀ͓ؔࣜΑͼ
Ϩϕϧ 2ͷ߹ྲྀؔࣜͦΕͧΕଟॏθʔλͱަతଟॏθʔλͷશͯͷ Q-ઢ
͞ΕΔɽ·ͨɼϨϕϧظΛਚ͘͢͜ͱ͕ࣜؔܕ 1ͷ߹ྲྀؔࣜΞιγΤʔλؔ
ঙݹͱಉʹͳΔ͜ͱ͕ࣜ [6]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɽϨϕϧ 2ͷ߹ྲྀؔࣜશମ
͔Βੜ͞ΕΔ H0

2 ͷ෦ۭؒΛ ICF ⊂ H0
2 Ͱද͢͜ͱʹ͢Δɽ

4. ϞνϰΟοΫଟॏ Lʹ͍ͭͯ

4.1. ࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷݍʹ͍ͭͯ. ମ F ʹରͯ͠VectF Λ F -ϕΫτϧۭؒͷݍ
ͱ͢ΔɽҎԼͰମશͯ Cͷ෦ମͱΈͳ͢ɽ࣍ͷ͕࣮ࣄΒΕ͍ͯΔɽ

• ମK ʹର͠ɼQ-ઢܕ୶தݍ MT(K) ͕ఆ·Δɽ
• ೋछྨͷϑΝΠʔόʔؔख ω,ωB : MT(K) → VectQ ͕͋Δɽ
• ෦ Q-ϕΫτϧۭؒ Γ ⊂ K× ⊗Z Qʹର͠ɼ෦୶தݍMTΓ ⊂ MT(K)͕
ఆ·Δɽ

MT(K)K্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷݍͱݺΕΔɽ·ͨωඪ४ϑΝΠόʔؔखɼ
ωBBetti࣮ؔݱखͱݺΕΔɽ͞ΒʹKͷOK ΛؚΉΑ͏ͳKͷ෦R
ʹରͯ͠MTR×⊗ZQ Λ R্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷݍͱݺͼɼMT(R)ͱද͢هΔɽ
୶தݍͷҰൠΑΓɼQ-ѥ܈ Isom⊗

MT(R)(ω,ωB)͕ఆ·ΔɽIsom
⊗
MT(R)(ω,ωB)ͷ

ؔΛ HR Ͱද͢ɽHR MT(R)ͷޮՌతϞνϰΟοΫपظͱݺΕΔɽHR

͖࣍ͷߏΛͭ࣋ɼͭ·ΓHR =
∑∞

k=0 HR,k ͱղ͢Δɽ·ͨप૾ࣸظͱ
ܕΕΔ४ಉݺ ρ : HR → C ͕͋Γɼρ୯ࣹͰ͋Δͱ༧͞Ε͍ͯΔɽ͞ΒʹϞ
νϰΟοΫ 2πiͱݺΕΔಛघͳݩ µ ∈ HR,1͕ଘ͠ࡏɼ͞Βʹ ρ(µ) = 2πi͕Γཱ
ͭɽ·ͨ༨HR/µHR  HopfͷߏΛͪɼ͞ΒʹHR HR/µHR ༨Ճ
ɽͭ·Γ༨ੵͭ࣋Λߏͷ܈

∆ : HR → HR/µHR ⊗HR (4.1)

ͷߏΛͭ࣋ɽ·ͨ σ : C → CΛෳૉڞࣸ૾ͱ͢Δͱ͖ɼಉ૾ࣸܕ

σm : HR → HR (4.2)

͕ଘ͠ࡏɼσm ◦ σm = id, σm(µ) = −µ, ρ ◦ σm = σ ◦ ρ͕Γཱͭɽ

4.2. ϞνϰΟοΫଟॏ Lͱओఆཧ. K Λମɼa0, . . . , ak+1 ∈ K ͱ͠ɼγ Λ a0
͔Β ak+1ͷ C \ {a1, . . . , ak}্ͷύεͱ͢Δɽ͞Βʹ a0 "= a1, ak "= ak+1ͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ϞνϰΟοΫ෮ੵ

Imγ (a0; a1, . . . , ak; ak+1) ∈ HK,k (4.3)

͕ఆٛ͞Εɼ͞Βʹ

ρ(Imγ (a0; a1, . . . , ak; ak+1)) = Iγ(a0; a1, . . . , ak; ak+1) (4.4)



ཱ͕͢Δɽ·ͨ γ ͷෳૉڞΛ γ̄ ͱ͢Δͱ͖ɹ

σm(Imγ (a0; a1, . . . , ak; ak+1)) = Imγ̄ (a0; a1, . . . , ak; ak+1) (4.5)

ͱͳΔɽ·ͨ OK ⊂ R ⊂ K Ͱҙͷ 0 ≤ i, j ≤ k + 1ʹରͯ͠ ai − aj ∈ {0} ∪ R×

͕Γཱͭͱ͖
Imγ (a0; a1, . . . , ak; ak+1) ∈ HR,k (4.6)

ͱͳΔɽҎԼɼHZ[µN ,N−1] Λ୯ʹHN =
⊕∞

k=0 HN,k ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɽ(4.6)ͷಛ
ผͳ߹ͱͯ͠ɼa0, . . . , ak+1 ∈ {0, µN}ͷͱ͖

Imγ (a0; a1, . . . , ak; ak+1) ∈ HN,k (4.7)

ͱͳΔɽϨϕϧN ͷϞνϰΟοΫଟॏ L

ζm
(

ε1, . . . , εd
k1, . . . , kd

)
=

(−1)dIm(0; (ε1 · · · εd)−1, {0}k1−1, . . . , ε
−1

d , {0}kd−1; 1) ∈ HN,k1+···+kd

Ͱఆٛ͞ΕΔɽ͞Βʹઢ૾ࣸܗ Zm
N : H0

N → HN Λ

ZN (ea1 · · · eak) := Im(0; ea1 · · · eak ; 1) (4.8)

ͰఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ ZN = ρ ◦ Zm
N ཱ͕͢Δɽ࣍ຊߘͷҰͭͷओఆཧͰ͋Δɽ

ఆཧ 5 ([12]). ϞνϰΟοΫަతଟॏθʔλͷઢࣜؔܕϨϕϧ 2ͷ߹ྲྀؔ
ࣜͰਚ͘͞ΕΔɽͭ·Γ

kerZm
2 = ICF. (4.9)

ূ໌ͷେ·͔ͳํʹ͍ͭͯड़͓ͯ͜͏ɽICF ⊂ kerZm
2 ͕Γཱͭ͜ͱɼΑ

ΓҰൠʹ߹ྲྀ͕ؔࣜϞνϰΟοΫ෮ੵʹ͍ͭͯΓཱͭ͜ͱ͔Β͔ΔɽH0
2

ͷ࣍ k ෦Λ H0
2,k Ͱද͢͜ͱʹ͢ΔɽICF ͓Αͼ kerZm

2 ֤࣍͝ͱʹղ͢
Δɼͭ·Γ

ICF =
∞⊕

k=0

(ICF ∩ H0
2,k)

kerZm
2 =

∞⊕

k=0

(kerZm
2 ∩ H0

2,k)

ͱͳΔͷͰɼ
ICF ∩ H0

2,k = kerZm
2 ∩ H0

2,k (4.10)

ΛࣔͤΑ͍ɽ͞Βʹ ICF ⊂ kerZm
2 ͔͍ͬͯΔͷͰʹط͕

dimQ(ICF ∩ H0
2,k) ≥ dimQ(kerZ

m
2 ∩ H0

2,k) (4.11)

ΛࣔͤΑ͍ɽ·ͨ H2,k ͷ σm ෆมͳ෦Λ Hreal
2,k ⊂ H2,k Ͱද͢͜ͱʹ͢Δͱɼ

DeligneʹΑΓ
Zm
2 : H0

2,k → Hreal
2,k (4.12)

ͷશࣹੑ͕ࣔ͞Ε͓ͯΓɼ͞ΒʹϞνϰΟοΫपظͷߏఆཧΑΓ dimQ Hreal
2,k 

k + 1൪ͷ Fibonacci Fk+1 ͱҰக͢Δ (F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, . . . )ɽΑͬͯ
(4.11)

dimQ H0
2,k/(ICF ∩ H0

2,k) ≤ Fk+1 (4.13)



ͱಉͰ͋Δɽ͜͜Ͱ k ≥ 1ʹର͠

I(k) := {(k1, . . . , kd) ∈ (Z \ {0})d | d ≥ 0,
∑

i

|ki| = k, kd "= 1}

ID(k) := {(k1, . . . , kd) ∈ I(k) | k1, . . . , kd−1 > 0, kd < 0, k2 ≡ · · · ≡ kd ≡ 1 (mod 2)}

ͱஔ͖ɼߋʹ w : I(k) → H0
2,k Λ

w(k1, . . . , kd) := (−2)deε1e
|k1|−1
0 eε2e

|k2|−1
0 · · · eεde

|kd|−1
0 (εd+1 = 1, εi = εi+1·sgn(ki))

(4.14)
ͰఆΊΔɽ͜ͷͱ͖

H0
2,k =

⊕

k∈I(k)
w(k) (4.15)

Ͱ͋Γߋʹ #ID(k) = Fk+1 Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ֤ k ∈ I(k) \ ID(k)ʹରͯ͠ɼ͋Δ۩ମ
తͳ߹ྲྀؔࣜ f(k) ∈ ICF ∩ H0

2,k Λ͏·͘બΜͰ͢ࢉܭΔͱ

f(k) =
∑

k′∈ID(k)

ck,k′w(k′) (4.16)

ͱஔ͍ͨͱ͖ͷ ck,k′ ͔Β࡞ΒΕΔྻߦC = (ck,k′)k,k′∈I(k)\ID(k)͕୯ྻߦ֯ࡾ
4ʹ

2Λ๏ͱͯ͠߹ಉͱͳΔɽf(k) ∈ ICFΑΓɹC ′ = (ck,k′)k∈I(k)\ID(k),k′∈ID(k)ͱஔ͘ͱ

C · (w(k))+k∈I(k)\ID(k) + C ′ · (w(k′))+k′∈ID(k) ≡ 0 (mod ICF) (4.17)

ͱͳΔɽ͞Βʹ C ՄྻߦٯͱͳΔͷͰ݁ہ

(w(k))+k∈I(k)\ID(k) = −C−1C ′ · (w(k′))+k′∈ID(k) (mod ICF) (4.18)

ͱͳΓɼҙͷ k ∈ I(k) \ ID(k)ʹର͠ɼ

w(k) ∈ ICF +
⊕

k′∈ID(k)

Qw(k′) (4.19)

ͱͳΔ͜ͱ͕͔ΔɽΑͬͯ

dimQ H0
2,k/(ICF ∩ H0

2,k) ≤ #ID(k) = Fk+1 (4.20)

ͱͳΓෆࣜ (4.13)ɼͭ·Γఆཧ 5͕ࣔ͞Εͨɽ
·্ͨͷٞΛਫ਼ີԽ͢Δ͜ͱͰ࣍ͷ݁ՌΛಘΔ͜ͱग़དྷΔɽ

ఆཧ 6 ([12]). ҙͷ k ∈ I(k)ʹର͠ɼZm
2 (w(k)) {Zm

2 (w(k′)) | k′ ∈ ID(k)}ͷ
Z(2) = {p/q ∈ Q | q ≡ 1 (mod ͱͳΔɽܕઢ{(2

্ͷఆཧͰॏཁͳͷ Z(2)-ઢܗͱͳΔʹ͋ΓɼQ-ઢܗͱͳΔ͜ͱ
 [2][3]ͱಉ༷ͷٞͰূ໌ՄͰ͋Δɽఆཧ 6ͷϨϕϧ ͷ༧Λ࣍ͱͯ͠ࣅ1ྨ
ड़͓͖͍ͯͨɽ

༧ 7. શͯͷϞνϰΟοΫଟॏθʔλ ζm(k) Hoffmanجఈ {ζm(k1, . . . , kd) |
k1, . . . , kd ∈ {2, 3}}ͷ Z(2)-ઢܗͱͳΔɽ

͜Ε BrownʹΑΔ࣍ͷఆཧͷਫ਼ີԽͰ͋Δɽ

ఆཧ 8 (Brown [2]). શͯͷϞνϰΟοΫଟॏθʔλ ζm(k)Hoffmanجఈ{ζm(k1, . . . , kd) |
k1, . . . , kd ∈ {2, 3}}ͷ Q-ઢܗͱͳΔɽ

4ର͕֯શͯ 1 ͱͳΔྻߦ֯ࡾͷ͜ͱɽͨͩ͠ɼ͜͜Ͱ I(k) \ ID(k) ʹԿ͔͠Β߹ͷྑ͍ॱ
ংΛೖΕͨͱ͖ʹྻߦ֯ࡾͱͳΔͷͱ͢Δɽ



5. ϞνϰΟοΫGalois܈ͷجຊ܈ͷ࡞༻ͱͷؔ

ϞνϰΟοΫଟॏ L ͷؔࣜ kerZN  Galois ΛௐΔ༺࡞ͷ܈ຊجͷ܈
Grothendieck-Teichmüllerཧͱਂؔ͘͢ΔɽGrothendieck-Teichmüllerཧʹ
ઈର Galois܈൛ͱϞνϰΟοΫ Galois܈൛͕͑ߟΒΕΔɽkerZN ͱؔ͢Δ
ͷऀޙͰ͋Δ͕ɼલऀʹؔͯ͠ΒΕ͍ͯΔ݁Ռʹ͍ͭͯ৮Ε͓ͯ͜͏ɽ·ͣ
Qͷઈର Galois܈ Gal(Q̄/Q)Τλʔϧجຊ܈ͷҰൠΑΓ P1(Q̄) \ {0, 1,∞}ͷ
Τλʔϧجຊ࡞ʹ܈༻͢Δɽ·ͨൺֱఆཧΑΓ P1(Q̄) \ {0, 1,∞}ͷΤλʔϧجຊ܈
 P1(C̄) \ {0, 1,∞}ͷҐ૬తجຊ܈ͷ෭༗ݶඋԽɼͭ·ΓϥϯΫ 2ͷࣗ༝܈ͷ෭
༗ݶඋԽͱಉҰࢹͰ͖Δɽ͜ͷઈର Galois܈ͷ࡞༻࣮Ͱ͋Δ͜ͱ͕ Belyi[1]
ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɽΑͬͯ Gal(Q̄/Q)ϥϯΫ 2ͷࣗ༝܈ͷ෭༗ݶඋԽͷࣗ
Έͷ૾ΛࠐΕΔ͜ͱʹͳΔɽຒΊ·ࠐͱ͍͏Έ߹ΘͤతͳରʹຒΊ܈ܕಉݾ
Δͷͱͯ͢͠ࣅۙ GTͱݺΕΔ͕͋܈ΓɼGal(Q̄/Q) ⊂ GT͕ΒΕ͍ͯΔ͕ɼ
Gal(Q̄/Q) = GT ͔Ͳ͏͔ະղܾͰ͋Δɽ
Ұํɼઈର Galois܈ͷྨࣅͱͯ͠୶தݍͷҰൠʹΑΓఆٛ͞ΕΔ Q-܈

G(R) := Aut⊗MT(R)(ω)͕͋ΔɽG(R) R ্ͷࠞ߹ςΠτϞνʔϑͷϞνϰΟοΫ
Galois܈ͱݺΕΔɽG(R)ੵ U(R)!Gm ͱͳ͍ͬͯΔɽQͷઈର Galos܈
͕ P1 \{0,∞, 1}ͷجຊ࡞ʹ܈༻͢Δͷͱಉ༷ʹɼU(Z) P1 \{0,∞, 1}ͷϞνϰΟο
Ϋجຊ܈ Spec((H1, Δɽ͜ΕΛϨϕϧ͢༺࡞ʹ(( N ʹҰൠԽ͢Δ͜ͱՄͰ͋
Δɽͭ·ΓɼN ≥ 1ʹରͯ͠ɼU(Z[µN , N−1]) P1 \ {0,∞, µN}ͷϞνϰΟοΫج
ຊ܈ Spec((HN , Δɽ͢༺࡞ʹ((

U(Z[µN , N−1]) " Spec((HN , )). (5.1)

ͯ͞ɼ࣍ 1Ҏ্ͷ෦Λશͯ 0ʹૹΔΑ͏ͳ (HN , )͔Β Qͷ४ಉ͕͋ܕ
Δ͕ɼ͜ΕʹରԠ͢Δ Spec((HN , )) ͷ Q-༗ཧΛ 1 Ͱද͢ɽG(Z[µN , N−1]) ͷ
Spec((HN , ))ͷ࡞༻ 1ͷ͖ߦઌͰશʹܾఆ͞ΕΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽΑͬ
ͯ Galois࡞༻ (5.1) Q-ΞϑΟϯεΩʔϜͷࣹ

U(Z[µN , N−1]) → Spec((HN , )) ; g 1→ g · 1 (5.2)

ʹΑͬͯશʹܾఆ͞ΕΔɽ·ͨ AN := O(U(Z[µN , N−1])) HN/µHN ͱͱ͠
ͯඪ४తʹಉܕͰ͋Γɼߋʹࣹ (5.2)ͷର

HN → AN (5.3)

߹ࣸ૾

HN
Zm,

N−−−→ HN
modµ−−−−→ AN (5.4)

Ͱ༩͑ΒΕΔɽͨͩ͠ɼZm,
N 

Zm,
N (ek0 el1 u) = δk,0δl,0Z

m
N (u) (k, l ∈ Z≥0, u ∈ H0

N ) (5.5)

Ͱಛ͚ΒΕΔ Q-ઢ૾ࣸܗͰ͋ΔɽΑͬͯɼϞνϰΟοΫ Galois܈ͷ࡞༻ (5.1)
ΛௐΔ͜ͱɼ߹ࣸ૾ (modµ) ◦ Zm,

N ΛௐΔ͜ͱͱಉͰ͋Δͱͯͬݴա
༺࡞Ͱͳ͍ɽྫ͑ݴ (5.1)͕࣮Ͱ͋Δ͜ͱΛ४ಉܕ (5.3)ͷશࣹੑͱͯ͠ఆ
ٛ͢ΔͷࣗવͰ͋Ζ͏ɽ͜Εʹ͍ͭͯ N = 1ͷ߹ Brown [2]ʹΑͬͯɼ·ͨ
N = 2, 3, 4, 8ͷ߹ Deligne [3]ʹΑͬͯ (5.3)ͷશࣹੑ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ͜Ε
લड़ͷ Belyiͷ݁ՌͷྨࣅͰ͋ΔɽҰํɼN ͕ 5Ҏ্ͷૉͷ߹ (5.3)શࣹ
Ͱͳ͍͜ͱ͕ Goncharov[8]ʹΑͬͯࣔ͞Ε͍ͯΔɽ·ͨɼ(5.3)͕શࣹͱͳΔͱ͖ɼ
U(Z) Spec((H1, ))ʹด෦εΩʔϜͱͯ͠ຒΊࠐ·ΕΔ͕ɼͦͷఆٛΠσΞϧ
 ker(HN → AN )ɼͭ·ΓϞνϰΟοΫଟॏ L modulo µͷઢࣜؔܗશମͱͳ
ΔɽΑͬͯϞνϰΟοΫ Galois܈ͷ Grothendieck-TeichmüllerཧʹͱͬͯɼϞν
ϰΟοΫଟॏ LͷQ-ઢࣜؔܕຊ࣭తͰ͋Δɽͦͯ͠ɼSpec((HN , ))ͷด෦



εΩʔϜͱͯ͠ͷU(Z)Λۙ͢ࣅΔͷͷҰ͕ͭ࣍અͰհ͢ΔԁతGrothendieck-
Teichmüller܈Ͱ͋Δɽ

6. ԁతGrothendieck-Teichmüller܈

6.1. Grothendieck-Teichmüller܈. ts Λ tij (1 ≤ i, j ≤ s, i "= j)Λੜݩͱ͠ɼ
ࣜؔ

tij = tji, [tij , tik + tjk] = 0, [tij , tkl] = 0 (6.1)
(ͨͩ͠ɼi, j, k, l૬ҟͳΔ 1Ҏ্ sҎԼͷ)ͰׂͬͯಘΒΕΔ͖࣍ Lieɼ
t̂sΛͦͷඋԽͱ͢Δɽ·ͨ U tsΛීวแབྷɼÛ tsΛͦͷඋԽͱ͢Δɽ͞Βʹႈ
ڃ g(X0, X1)͓Αͼ {1, 2, 3, 4}ͷ͍ޓʹަΘΒͳ͍෦ू߹ S1, S2, S3 ʹରͯ͠

gS1,S2,S3 = g(
∑

i∈S1,j∈S2

tij ,
∑

j∈S2,k∈S3

tjk) ∈ ts (6.2)

ͱஔ͘ɽ

ఆٛ 9 (Grothendieck-Teichmüller܈, [4]). Q-εΩʔϜGRT1ΛɼՄQ-Rʹ
ରͯ͠ R-༗ཧͷू߹GRT1(R)ΛҎԼͷ݅Λຬͨ͢ g(X0, X1) ∈ R〈〈X0, X1〉〉
ͷू߹ͱ͢Δ͜ͱͰఆΊΔɽ

• g ܈త (⇔g ∈ exp(t̂s)⇔∆(g) = g ⊗ g⇔g ͷγϟοϑϧؔࣜΛຬ
ͨ͢)ɽ

• g1,2,34g12,3,4 = g2,3,4g1,23,4g1,2,3

• gͷX0X1 ͷ 0

͜ͷͱ͖U(Z)GRT1ͷด෦εΩʔϜͱͳΔɽࢉܭͷ݁Ռ͔ΒU(Z) =
GRT1 Ͱ͋Ζ͏ͱ༧͞ΕΔ͕ະղܾͰ͋Δɽ

6.2. ԁతGrothendieck-Teichmüller܈ͱओఆཧ. ts,N Λ

t1i (2 ≤ i ≤ s), t(a)ij (i "= j, 2 ≤ i, j ≤ s, a ∈ Z/NZ) (6.3)

Λੜݩͱ͠ɼؔࣜ

t(a)ij = t(−a)ji, [t(a)ij , t(a+ b)ik + t(b)jk] = 0, [t1i, t(a)jk] = 0, [t(a)ij , t(b)kl] = 0


t1i, t1j +
∑

c∈Z/NZ
t(c)ij



 = 0,



t(a)ij , t1i + t1j +
∑

c∈Z/NZ
t(c)ij



 = 0

ʢͨͩ͠ a, b ∈ Z/NZͰ i, j, k, l૬ҟͳΔ 2Ҏ্ sҎԼͷʣͰׂͬͯಘΒΕΔ࣍
͖ Lieɼt̂s,N ΛͦͷඋԽͱ͢Δɽ·ͨ U ts,N ΛීวแབྷɼÛ ts,N Λͦͷ
උԽͱ͢Δɽ͞Βʹႈڃ h(X0, Xζ0 , . . . , XζN−1) ∈ Q〈〈X0, Xζ0 , . . . , XζN−1〉〉͓Α
ͼ {1, 2, 3, 4}ͷ͍ޓʹަΘΒͳ͍෦ू߹ S1, S2, S3 Ͱ 1 ∈ S1 ͱͳΔͷʹରͯ͠

hS1,S2,S3 = h




∑

j∈S2

t1j +
∑

i∈S1\{1},j∈S2

∑

a∈Z/NZ
t(a)ij +

∑

i,j∈S2

j<j′

∑

a∈Z/NZ
t(a)ij ,

∑

i∈S2,j∈S3

t(0)ij , . . . ,
∑

i∈S2,j∈S3

t(N − 1)ij



 ∈ ts,N



ͱஔ͘ɽ·ͨႈڃ g(X0, X1)͓Αͼ {2, 3, 4}ͷ͍ޓʹަΘΒͳ͍෦ू߹ S1, S2, S3

ʹରͯ͠
gS1,S2,S3 = g(

∑

i∈S1,j∈S2

t(0)ij ,
∑

i∈S2,j∈S3

t(0)ij) ∈ ts,N (6.4)

ͱஔ͘ɽ·ͨ
δ : Q〈〈X0, Xζ0 , . . . , XζN−1〉〉 → Q〈〈X0, X1〉〉 (6.5)

Λh(X0, Xζ0 , . . . , XζN−1) 1→ h(X0, X1, 0, . . . , 0)ͰఆΊΔɽ·ͨR〈〈X0, Xζ0 , . . . , XζN−1〉〉
ͷࣗݾಉܕ σ͓Αͼ τs (s ∈ µN )Λ

τs(Xa) = Xsa, σ(Xa) =

{
−X0 −

∑
c∈µN

Xc if a = 0

Xa−1 if a ∈ µN
(6.6)

ͰఆΊΔɽ

ఆٛ 10 (ԁత Grothendieck-Teichmüller ,܈ [5]). Q-εΩʔϜ GRTM1(N) Λɼ
Մ Q- R ʹରͯ͠ R-༗ཧͷू߹ GRTM1(N,R) ΛҎԼͷ݅Λຬͨ͢
h(X0, Xζ0 , . . . , XζN−1) ∈ R〈〈X0, Xζ0 , . . . , XζN−1〉〉ͷू߹ͱ͢Δ͜ͱͰఆΊΔɽ

• h܈తɽ
• g := δ(h) ∈ GRT1(R).
• h1,2,34h12,3,4 = g2,3,4h1,23,4h1,2,3.
• τζ(h)−1τζ(σ(h))σ(h)−1h = 1.
• X0 +

∑
c∈µN

τc(h)−1Xcτc(h) + h−1σ(h)(−X0 −
∑

c∈µN
Xc)σ(h)−1h = 0.

GRTM1(1) = GRT1Ͱ͋Δɽ·ͨGRTM1(N)ࣗવͳํ๏Ͱ Spec((HN , ))
ͷด෦εΩʔϜͱΈͳ͢͜ͱ͕ग़དྷΔɽલड़ͨ͠௨ΓɼN = 1, 2, 3, 4, 8ʹରͯ͠Ϟ
νϰΟοΫGalois܈ U(Z[µN , N−1]) Spec((HN , ))ͷด෦εΩʔϜͱͳΔɽ࣍
ຊߘͷೋͭͷओఆཧͰ͋Δɽ

ఆཧ 11 ([10]). Spec((H2, ))ͷด෦εΩʔϜͱͯ͠ɼU(Z[1/2]) = GRTM1(2)ɽ

ূ໌ఆཧ 5ʹ͘Θ͑ɼԁత Grothendieck-Teichmüller܈ͷ͔ؔࣜΒϨϕϧ
2ͷ߹ྲྀؔࣜΛಋग़͢Δ͜ͱͰࣔ͞ΕΔɽ
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三角群に関するRademacher記号とモジュラー結び目
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序文
主題となるのは，Rademacher記号と呼ばれる関数 ψ : SL2(Z) → Zである．これは Dedekindの研究
に由来する古典的な対象であるが，今なお古びることなく活発な研究が続けられている．本記事では，三
角群 Γp,q に関する Rademacher記号 ψp,q : Γp,q → Zを導入し，次に記すように，5種類の異なる特徴付
けができることを説明する．

1. Eq.(1.5)：2-コサイクルによる特徴付け，2pqW (γ1, γ2) = ψp,q(γ1γ2)− ψp,q(γ1)− ψp,q(γ2).

2. Theorem 1.10：準同型写像 χp,q : Γ̃p,q → Zによる表示，ψp,q(γ) = χp,q(γ̃).

3. Eq.(2.6)：カスプ形式による特徴付け，log∆p,q(γz)− log∆p,q(z) = 2pq log j(γ, z) + 2πiψp,q(γ).

4. Theorem 2.11：調和Maass形式のサイクル積分による表示，∫
Sγ

E(p,q),∗
2 (z)dz = ψp,q(γ)/r

5. Theorem 3.6：モジュラー結び目の絡み数による表示，lk(Cγ ,Kp,q) = ψp,q(γ)/r.

本稿は2021年9月3日代数学シンポジウムにて行われた講演 “Triangle modular knots and Rademacher

symbols” および東京電機大学の植木潤氏との共同研究 [30]に基づくものである．またこの共同研究は
JSPS科研費 JP20K14292および JP19K14538の助成を受けたものである．
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記号について
本稿を通して用いる記号を以下にまとめておく．群 SL2(R)は一次分数変換 ( a b

c d

)
· z = az+b

cz+d によって上半平面H = {z ∈ C | Im(z) > 0}に作用する．また保型因子 j : SL2(R)×H → Cを j(
(
a b
c d

)
, z) = cz + d

によって定める．また z ∈ Hと実数 λ > 0に対し，q = e2πiz，qλ = e2πiz/λ とおく．Section 1.3以降，
2 ≤ p < qを満たす互いに素な整数の組 (p, q)を一つ固定し，r = pq − p− qとおいている．

1 Rademacher記号
1.1 小史
Rademacher記号の原型を最初に考えたのはDedekindで，1892年の論文 [13]がある．ここではRademacher

によるモノグラフ [38]を参考にして，いくつかの仕事を紹介したい．上半平面 H上の正則関数
log∆(z) = 2πiz − 24

∞∑

n=1

∑

d|n

d−1qn(1.1)

について，SL2(Z)作用に関する変換則 log∆(γz)− log∆(z)を記述することを考える．まず elog∆(z) =

∆(z) = q
∏∞

n=1(1− qn)24が重さ 12のカスプ形式である，つまり，任意の γ ∈ SL2(Z)に対して∆(γz) =

j(γ, z)12∆(z)が成り立つことから，ある関数 Φ : SL2(Z) → Zが存在して，
log∆(γz)− log∆(z) =





6 log(−j(γ, z)2) + 2πiΦ(γ) if c &= 0,

2πiΦ(γ) if c = 0

が成り立つ．ここで右辺の対数関数の枝を Im log z ∈ [−π,π)と選んでいる．この関数Φが今日Dedekind

和と呼ばれている（gcd(a, c) = 1, c > 0なる整数 a, cに対して定義される）関数
s(a, c) =

c−1∑

k=1

((
k

c

))((
ka

c

))
=

1

4c

c−1∑

k=1

cot
πk

c
cot

πka

c

を用いて表示できる，というのが Dedekindの結果である．ただし，((x)) = x − 'x( − 1/2 (x &∈ Z)，0

(x ∈ Z)とおいている．
Theorem 1.1 (Dedekind [13]). 任意の γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)に対し，

Φ(γ) =






a+ d

c
− 12 sgn c · s(a, |c|) if c &= 0,

b

d
if c = 0.

1956年Rademacher [37]はDedekindの仕事に注目し，Dedekind和のより詳細な研究を行っている．
その中で，Dedekindの関数 Φを僅かに修正した整数値関数

Ψ(γ) = Φ(γ)− 3 sgn(c(a+ d))

を導入し，これがいくつかの点でΦよりも優れていることを指摘する．例えば，このΨは類不変である．つ
まり，任意の γ, g ∈ SL2(Z)に対し，Ψ(g−1γg) = Ψ(γ)が成り立つ．他にも，Ψ(γ) = Ψ(−γ) = −Ψ(γ−1)

や，tr γ > 0を満たす任意の γ ∈ SL2(Z)に対し，
log∆(γz)− log∆(z) = 12 log j(γ, z) + 2πiΨ(γ)
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が成り立つ．これらの関数 Φ,Ψは共に Dedekindや Rademacherの名を冠して呼ばれることがあるが，
ここでは Duke–Imamoḡlu–Tóth [18]にならって，ΦをDedekind記号，ΨをRademacher記号と呼
び分けることにする．
次の式で定義される関数 ψ : SL2(Z) → Zも非常に重要である．

R(γ, z) := log∆(γz)− log∆(z) = 12 log j(γ, z) + 2πiψ(γ).(1.2)

やはり僅かな差ではあるが，tr γ > 0 のときに ψ(γ) = Ψ(γ) であることから，この関数 ψ のことも
Rademacher記号と呼ぶことにする．この ψは残念ながら類不変ではないが，次節で説明するように
Φや Ψよりも自然な対象に思えるのである．
1.2 群論的な特徴付け
1970 年，浅井 [2, 3] は保型形式を用いることなく，普遍被覆群 S̃L2(R) を用いることで，より素朴に
Rademacher記号 ψ(γ)を定義している．多少天下り的ではあるが，Petersson [35]によって与えられた
次の関数W を考える．
Definition 1.2. 関数W : SL2(R)× SL2(R) → Zを

W (γ1, γ2) =
1

2πi

(
log j(γ1, γ2z) + log j(γ2, z)− log j(γ1γ2, z)

)

で定める．ここで，対数関数の枝を Im log j(γ, z) ∈ [−π,π)と選んでいる．
定義について補足する．まずこれは保型因子の関係式 j(γ1γ2, z) = j(γ1, γ2z)j(γ2, z)の偏角から得られるものである．よって e2πiW (γ1,γ2) = 1であるので，W (γ1, γ2) ∈ Zが分かる．さらにW の定義式は

z ∈ Hについて連続であるから，zの取り方に依存しない．
直接計算により，

W (γ1γ2, γ3) +W (γ1, γ2) = W (γ1, γ2γ3) +W (γ2, γ3)

を確認できる．つまりW は 2-コサイクルである．また偏角の規約により，−3π < 2πW (γ1, γ2) < 3πで
あることから，W (γ1, γ2) ∈ {−1, 0, 1}，つまり，W が有界コサイクルであることが分かる．
より明示的にW の値を記述することもできる．浅井によると，対数関数の枝として [−π,π)を採用

することがちょっとしたポイントで，これによりW の値を “wonderfully simple”に与えることができる．
まず，符号関数 sgn : SL2(R) → {−1, 1}を次で定める1：任意の γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)に対し，

sgn(γ) =





sgn c if c &= 0,

sgn a = sgn d if c = 0

=





1 if 0 ≤ arg j(γ, z) < π,

−1 if − π ≤ arg j(γ, z) < 0.

この符号関数を用いることで，W 関数の値は次の単純な表にまとめられる．

1通常の符号関数 sgn : R → {−1, 0, 1} と同一の記号を用いるが，誤解の恐れはないと思われる．念のため，sgn(γ)，sgn c の
ように括弧の有無で区別することにする．
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sgn(γ1) sgn(γ2) sgn(γ1γ2) W (γ1, γ2)

1 1 −1 1

−1 −1 1 −1

otherwise 0

次はW 関数の重要な性質である．
Proposition 1.3 (Asai [2]). 次を満たす関数 V : SL2(R) → Rは存在しない：任意の γ1, γ2 ∈ SL2(R)に対してW (γ1, γ2) = V (γ1γ2)− V (γ1)− V (γ2)が成り立つ．
証明. W (γ1, γ2) = V (γ1γ2)− V (γ1)− V (γ2)なる関数 V : SL2(R) → Rが存在したと仮定すると，

0 = W

((
2 0

0 1/2

)
,

(
1 1/3

0 1

))
= V

((
2 2/3

0 1/2

))
− V

((
2 0

0 1/2

))
− V

((
1 1/3

0 1

))
,

0 = W

((
1 4/3

0 1

)
,

(
2 0

0 1/2

))
= V

((
2 2/3

0 1/2

))
− V

((
1 4/3

0 1

))
− V

((
2 0

0 1/2

))

であることから，V (
(
1 1/3
0 1

)
) = V (

(
1 4/3
0 1

)
)が成り立つ．また，

0 = W

((
1 1/3

0 1

)
,

(
1 1

0 1

))
= V

((
1 4/3

0 1

))
− V

((
1 1/3

0 1

))
− V

((
1 1

0 1

))

であることから，V (
(
1 1
0 1

)
) = 0を得る．

一方で，S =
(
0 −1
1 0

)
, U =

(
1 −1
1 0

)を考えると，S4 = I, U6 = I および V (I) = 0であることから，
V (−I) = 1/2, V (S) = −1/4, V (S−1) = 1/4, V (U) = −1/6などが成り立つ．よって ( 1 1

0 1

)
= US−1から，

0 = W (U, S−1) = V

((
1 1

0 1

))
− V (U)− V (S−1),

すなわち，V (
(
1 1
0 1

)
) = 1/12となり，これは矛盾する．

よって特に [W ] ∈ H2(SL2(R);Z)は 0でないコホモロジー類を定める．このとき，この 2-コサイク
ルW が定める SL2(R)の Zでの中心拡大を考えよう（2-コサイクルと中心拡大の関係については，例え
ば Brown [11, Chapter IV]を見ると良い）．つまり，集合としての SL2(R)× Zに対し，演算

(γ1, n1) · (γ2, n2) = (γ1γ2, n1 + n2 +W (γ1, γ2))

を定めることでこれは群を成し，特に SL2(R)の Zでの中心拡大となる．さらに位相構造も合わせて考
えることで，これを SL2(R)の普遍被覆群と見ることもできるので（Asai [2, 3]），以後この演算を備え
た群を S̃L2(R)と書くことにする．この文脈において，Rademacher記号 ψ : SL2(Z) → Zを定義する．まずコホモロジー群に関する事
実として次が知られている．
Lemma 1.4. H1(SL2(Z);Z) = H1(SL2(Z);C) = {0}，H2(SL2(Z);Z) ∼= Z/12Z.

証明. 1次コホモロジー群については，SL2(Z)の生成元 S =
(
0 −1
1 0

)
, U =

(
1 −1
1 0

)が有限位数を持つこと
から，2次コホモロジー群については，融合積表示 SL2(Z) ∼= Z/4Z ∗Z/2Z Z/6Zから従う（融合積については，Brown [11, Chapter II]や Serre [42]を参照）．
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つまり W 関数の定義域を SL2(Z) に制限すると，Proposition 1.3 から一変して，ある関数 V :

SL2(Z) → Zが（唯一つ）存在して，任意の γ1, γ2 ∈ SL2(Z)に対して
12W (γ1, γ2) = V (γ1γ2)− V (γ1)− V (γ2)

が成り立つ．この関数 V がまさに Rademacher記号であるというのが，浅井の主張である．
Theorem 1.5 (Asai [2]). (1.2)で定義した Rademacher記号 ψ : SL2(Z) → Zは

12W (γ1, γ2) = ψ(γ1γ2)− ψ(γ1)− ψ(γ2)

を満たす唯一の関数である．
証明. 定義 (1.2)より，主張の右辺は

1

2πi

(
R(γ1γ2, z)− 12 log j(γ1γ2, z)−R(γ1, γ2z) + 12 log j(γ1, γ2z)−R(γ2, z) + 12 log j(γ2, z)

)

となるが，これは 12W (γ1, γ2)と等しい．
これは次のように言い換えることもできる．射影 P : S̃L2(R) → SL2(R); (γ, n) +→ γ に対して，

S̃L2(Z) := P−1(SL2(Z))を定義する．つまり，
S̃L2(Z) = {(γ, n) ∈ S̃L2(R) | γ ∈ SL2(Z), n ∈ Z}

である．また各元 γ ∈ SL2(R)に対して，標準的な持ち上げを γ̃ = (γ, 0) ∈ S̃L2(R)で定める．
Lemma 1.6. S̃L2(Z)は S̃, Ũ によって生成される．
証明. まず SL2(Z)が S,U で生成されることから，S̃L2(Z)は S̃, Ũ , (I, 1)によって生成される．直接計算
により，S̃2 = (−I, 1) = Ũ3 および (−I, 1)2 = (I, 1)が確認できるため，主張が得られる．
準同型写像 χ : S̃L2(Z) → Zを考える．生成元の行き先を χ(S̃) = s，χ(Ũ) = uとおくと，関係式

(−I, 1) = S̃2 = Ũ3 から，χ((−I, 1)) = 2s = 3u が成り立つ．よって，ある整数 m ∈ Z が存在して，
s = 3m，u = 2mと表示できる．すなわち，χはm ∈ Zのみで決まる．これを χm と書くことにする．このとき，Vm(γ) = χm(γ̃)で定まる関数 Vm : SL2(Z) → Zをみる．まず定義から分かることだが，
χm((γ, n)) = χm(γ̃ · (I, 1)n) = Vm(γ) + 12mnが成り立つ．よって積 γ̃1 · γ̃2 = (γ1γ2,W (γ1, γ2))から，

Vm(γ1γ2) = Vm(γ1) + Vm(γ2)− 12mW (γ1, γ2)

が成り立つ．つまり Theorem 1.5から，V−1 が ψに他ならないことが分かるのである．
Theorem 1.7. 準同型写像 χ : S̃L2(Z) → Zを χ(S̃) = −3，χ(Ũ) = −2によって定めるとき，任意の
n ∈ Zに対し，

ψ(γ) = χ((γ, n)) + 12n

が成り立つ．
Theorem 1.5や Theorem 1.7は，Rademacher記号の保型形式を用いない素朴な定義になっている．

この 2-コサイクルを用いる特徴付けは，Atiyahのオムニバス定理 [4, Theorem 5.60]や Barge–Ghys [5]

が示すように，一見ただの特殊関数に思える Rademacher記号のもつ遍在性を捉える意味で非常に重要
な観点である．
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1.3 三角群の場合への拡張
ここまでの議論によって，我々は 3種類のRademacher記号の定義，(1.2)，Theorem 1.5, Theorem 1.7を
持っている．このうち 2つ目の定義を用いることで，三角群Γp,qに関するRademacher記号ψp,q : Γp,q → Z
を導入する．
三角群の定義を行う．まず 2 ≤ p < q，gcd(p, q) = 1を満たす整数の組 (p, q)を一つ固定し，

Sp =

(
0 −1

1 2 cos(π/p)

)
, Uq =

(
2 cos(π/q) −1

1 0

)
, Tp,q = −UqSp =

(
1 λ

0 1

)

とおく．ここで λ = 2(cos(π/p) + cos(π/q))である．また，r = pq − p− qとおく．
Definition 1.8. 三角群 Γp,q = Γ(p, q,∞)とは，Sp, Uq で生成される SL2(R)の部分群である．
定義より Γ2,3 = SL2(Z)となる．三角群は一般に合同部分群ではないものの，SL2(Z)と多くの性質を共有する．例えば生成元は Sp

p = Uq
q = −I を満たし，次の融合積との同型

Γp,q
∼= 〈Sp〉 ∗〈−I〉 〈Uq〉 ∼= Z/2pZ ∗Z/2Z Z/2qZ(1.3)

が成り立つ．また作用 Γp,q ! Hに関する基本領域も単純である．H内の三角形∆ = ∆(p, q,∞)を
∆(p, q,∞) = {z ∈ H | − cos(π/p) ≤ Re(z) ≤ cos(π/q), |z| ≥ 1}

によって定める．この三角形の内角は π/p,π/q, 0となっている．また∆′ を測地線 {eiθ | 0 < θ < π}に
関する∆の鏡像とする．このとき，Dp,q = ∆ ∪∆′ が Γp,q の基本領域となる．モジュラー群 SL2(Z)の場合によく知られた基本領域は，S−1

2 ∆′ ∪∆ = {z ∈ H | −1/2 ≤ Re(z) ≤ 1/2, |z| ≥ 1}で与えられる．

O

ba

i

∆

∆′
b− λ

Sp
−1∆′

三角形∆の頂点 a = eπi(1−1/p), b = eπi/q, i∞はそれぞれ Sp, Uq, Tp,qの固定点である．このとき，a, b

を楕円点，i∞をカスプと呼ぶ．基本領域 Dp,q において各楕円点を挟む 2辺は Γp,q の作用で移りあい，
Γp,q\Hは種数 0となる．Gauss–Bonnetの定理より，

vol(Γp,q\H) =

∫

Dp,q

dxdy

y2
=

2πr

pq
(1.4)

であるから，三角群 Γp,q は第 1種 Fuchs群となる．
Rademacher記号 ψp,q : Γp,q → Zを定義していく．まず (1.3)から Lemma 1.4の拡張が得られる．
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Lemma 1.9. H1(Γp,q;Z) = H1(Γp,q;C) = {0}，H2(Γp,q;Z) ∼= Z/2pqZ.

したがって，Definition 1.2で定義したW 関数の定義域をΓp,qに制限すると，ある関数ψp,q : Γp,q → Z
が唯一つ存在して，任意の γ1, γ2 ∈ Γp,q に対して，

2pqW (γ1, γ2) = ψp,q(γ1γ2)− ψp,q(γ1)− ψp,q(γ2)(1.5)

が成り立つ．この関数ψp,qを三角群Γp,qに関するRademacher記号と呼ぶ．同様の議論からTheorem 1.7

の拡張も得られる．
Theorem 1.10. 群 Γ̃p,q = P−1(Γp,q)は S̃p, Ũqで生成される．準同型写像 χp,q : Γ̃p,q → Zを χp,q(S̃p) =

−q，χp,q(Ũq) = −pで定めるとき，任意の n ∈ Zに対し，
ψp,q(γ) = χp,q((γ, n)) + 2pqn

が成り立つ．

2 三角群に関する保型形式
前節では 2-コサイクルW を用いることで，三角群に関する Rademacher記号 ψp,q : Γp,q → Zを自然に
導入した．では (1.2)のように，保型形式を用いて ψp,q を特徴づけることはできるだろうか．以下では重さ 2pqのカスプ形式∆p,q(z)の構成法を一つ紹介し，期待される関係式

log∆p,q(γz)− log∆p,q(z) = 2pq log j(γ, z) + 2πiψp,q(γ)

が成り立つことを示す．その後，Rademacher記号がサイクル積分として表示できることも示し，モジュ
ラー結び目との関係を記述するための準備を行う．
2.1 モックモジュラー形式を用いた∆p,q(z)の構成
発想の起点となるのは，(1.1)から直ちに従う次の等式である．

1

2πi

d

dz
log∆(z) = 1− 24

∞∑

n=1

∑

d|n

dqn.(2.1)

この右辺はよくE2(z)と書かれる関数で，モジュラー群 SL2(Z)に関する重さ 2のモックモジュラー形式
である．それならば，三角群に関する重さ 2のモックモジュラー形式からカスプ形式 ∆p,q(z)を構成できるのではないか，というのがここでの発想である．
モックテータ関数という名が世界に初めて姿を現したのは，1920年にRamanujanがHardyへと綴っ

た最後の手紙である．長い歴史の中で，Watson [45]や Selberg [41]，Hickerson [23, 24], そしてAndrews

による LostNotebookの発見から始まる一連の研究 [1]によって，「q-級数」としてのモックテータ関数の
理論はゆっくりと発展してきた．しかしながら，その「モジュラー的な」性格については長らく謎に包
まれていたのである．

2002年の Zwegersの博士論文 [49]の登場は，モックテータ関数の研究を劇的に変えることとなった．
まず彼は 3通り (！)の方法でモックテータ関数の保型形式的な性質の記述に成功した．そしてBringmann–

Ono [10]が指摘するには，Zwegersの考察した保型形式は，同時期に Bruinier–Funke [12]が（異なる文
脈で）導入した調和Maass形式になっているというのである．こうした 2000年初頭の急速な進展を受
けて，モックモジュラー形式という概念が Zagier [48]によって導入された，という時代背景である．
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Definition 2.1. 実解析的な2関数 f : H → Cが次の条件を満たすとき，f は三角群 Γp,q に関する重さ
k ∈ Zの調和Maass形式であるという．

1. 任意の γ ∈ Γp,q に対し，f(γz) = j(γ, z)kf(z)が成り立つ．
2. 双曲 Laplacian ∆k を

∆k = −y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ iky

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

で定めるとき，∆kf(z) = 0が成り立つ．
3. ある定数 α > 0が存在して，x ∈ Rについて一様に f(x+ iy) = O(yα) as y → ∞が成り立つ3．

三角群 Γp,q に関する重さ kの調和Maass形式の空間をHk(Γp,q)とおく．
周期性 f(z + λ) = f(z)および，条件 ∆kf(z) = 0から，調和Maass形式 f ∈ Hk(Γp,q)は次の形の

Fourier級数展開を持つ．
f(x+ iy) =

∑

n≥0

c+(n)qnλ + c−(0)y1−k +
∑

n<0

c−(n)y−k/2W− k
2 ,

k−1
2
(4π|n|y/λ)e2πinx/λ.(2.2)

ここで，係数 c±(n) ∈ Cは複素定数であり，qλ = e2πiz/λとおいている．またWµ,ν(y)はW -Whittaker

関数である（Whittaker関数については [29, Chapter VII]などを参照）．
Definition 2.2. 調和Maass形式 f ∈ Hk(Γp,q)に対し，Fourier展開 (2.2)の正則部分

f+(z) =
∑

n≥0

c+(n)qnλ

を Γp,q に関する重さ kのモックモジュラー形式という．
残る非正則部分 f(z)− f+(z)については，次の事実が基本的である．

Proposition 2.3 (Bruinier–Funke [12]). 重さ k ∈ Zの ξ-微分作用素を
ξkf = 2iyk

∂

∂z
f

で定義する．このとき任意の f ∈ Hk(Γp,q)に対し，ξkf ∈ M2−k(Γp,q)が成り立つ．ここで，M2−k(Γp,q)は Γp,q に関する重さ 2− kの正則モジュラー形式の空間である．
Remark 2.4. 双曲 Laplacian ∆k は ξ-微分作用素を用いて，∆k = −ξ2−k ◦ ξk と表すこともできる．このとき，f : H → Cが正則モジュラー形式であることは，Definition 2.1の条件 2を
2’. ξkf(z) = 0

に取り替えることで定義できる．特に，Mk(Γp,q) ⊂ Hk(Γp,q)となる．また，f ∈ Mk(Γp,q)が lim
z→i∞

f(z) = 0

を満たすとき，f はカスプ形式であるという．
2ここで f(z) が実解析的とは，f(x+ iy) を x と y に関する二変数関数とみたときに実解析的，という意味である
3カスプ条件は論文によってさまざまである．例えば調和 Maass 形式に関する標準的なテキスト [9] の Definition 4.2 では，

異なる条件が採用されている．
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調和Maass形式 f ∈ Hk(Γp,q)が (2.2)の形の Fourier展開を持つとき，
ξkf(z) = (1− k)c−(0)−

∑

n>0

c−(−n) (4πn/λ)
2−k
2 qnλ ∈ M2−k(Γp,q)

が成り立つ．この ξkf(z)をモックモジュラー形式 f+(z)のシャドーという．
Example 2.5. 重さ 2の Eisenstein級数

E∗
2 (z) = E2(z)−

3

πy
= 1− 24

∞∑

n=1

∑

d|n

dqn − 3

πy

は SL2(Z)に関する重さ 2の調和Maass形式である．よって正則部分E2(z)はモックモジュラー形式，そのシャドーは 3/π ∈ M0(SL2(Z)) = Cとなる．
では，∆p,q(z)の構成を始める．起点となるのは，次の事実である．

Proposition 2.6. dimC H2(Γp,q) = 1.

証明. まず dimC H2(Γp,q) ≤ 1を示す．もし 0でない f, g ∈ H2(Γp,q)が存在したとすると，ξ2f, ξ2g ∈
M0(Γp,q) = Cである．もし ξ2f = 0であったと仮定すると，f ∈ M2(Γp,q)となるが，M2(Γp,q) = {0}
であることから矛盾する．これは有理型モジュラー形式 f ∈ Mmer

k (Γp,q)に対する valence formula

v∞(f) +
1

p
va(f) +

1

q
vb(f) +

∑

P∈Γp,q\H
P *=a,b

vP (f) =
r

2pq
k(2.3)

から従う4（ここで，vP (f)は f(z)の z = P における位数である）．よって ξ2f, ξ2gは共に 0ではない複素
定数なので，ある c ∈ Cが存在して，ξ2(f − cg) = 0が成り立つ．したがって，f − cg ∈ M2(Γp,q) = {0}
となり，f = cgと書ける．
次に dimC H2(Γp,q) ≥ 1については，Eisenstein級数を用いて調和Maass形式を具体的に構成する．

ここでは Goldstein [21]による極限公式を用いることにする．重さ 0の実解析的 Eisenstein級数を
E(p,q)

0 (z, s) =
1

λs

∑

γ∈(Γp,q)∞\Γp,q

Im(γz)s, (z ∈ H,Re(s) > 1)

で定義する．このとき，次の形の極限公式が成り立つ．
Lp,q(z) = lim

s→1

(
E(p,q)

0 (z, s)− 1

vol(Γp,q\H)

1

s− 1

)

= Cp,q −
log y

vol(Γp,q\H)
+

y

λ
+

∞∑

n=1

cp,q(n)q
n
λ +

∞∑

n=1

cp,q(n)qλ
n

ここで，Cp,q, cp,q(n) ∈ Cはある複素定数である．このとき，関数 E(p,q),∗
2 (z)を

E(p,q),∗
2 (z) := ξ0Lp,q(z) = − 1

vol(Γp,q\H)

1

y
+

1

λ
+

∞∑

n=1

dp,q(n)q
n
λ(2.4)

(ただし，dp,q(n) = (−4πn/λ)cp,q(n)) で定義すると，これは 0でないH2(Γp,q)の元となる．
4証明は SL2(Z) の場合の [28, Proposition 3.8] と同様である．
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こうして，H2(Γp,q) の生成元 E(p,q),∗
2 (z) を構成できた．この正則部分を E(p,q)

2 (z) = E(p,q),∗
2 (z) +

1/vol(Γp,q\H)yとおくと，次が直ちに従う．
Lemma 2.7. 任意の γ =

(
a b
c d

)
∈ Γp,q に対し，

(cz + d)−2E(p,q)
2 (γz)− E(p,q)

2 (z) =
pq

r

c

πi(cz + d)
.

関係式 (2.1)を参考に，こうして定義したモックモジュラー形式 E(p,q)
2 (z)の原始関数

Fp,q(z) =
2πirz

λ
+ rλ

∞∑

n=1

dp,q(n)

n
qnλ =

2πirz

λ
− 4πr

∞∑

n=1

cp,q(n)q
n
λ ,(2.5)

を考える．つまり，F ′
p,q(z) = 2πirE(p,q)

2 (z)が成り立っている．このとき，∆p,q(z) = expFp,q(z)が Γp,qに関する重さ 2pqのカスプ形式になることを以下で示す．
関数 Fp,q(z)を log∆p,q(z)と見立てて，(1.2)と同様の関数

Rp,q(γ, z) = Fp,q(γz)− Fp,q(z)

を定義する．このとき各 γ ∈ Γp,q に対し Fp,q(z) の定義，および Lemma 2.7 より， d

dz
(Rp,q(γ, z) −

2pq log j(γ, z)) = 0が成り立つ．よって，ある関数 Vp,q : Γp,q → Cが存在して，
Rp,q(γ, z)− 2pq log j(γ, z) = 2πiVp,q(γ)

が成り立つ．ここで，Im log j(γ, z) ∈ [−π,π)と枝を選択している．
Theorem 2.8. Rademacher記号 ψp,q を (1.5)で定義したものとすると，Vp,q = ψp,q が成り立つ．
証明. 定義より Rp,q(γ1γ2, z) = Rp,q(γ1, γ2z) +Rp,q(γ2, z)が成り立つので，

2πi

(
Vp,q(γ1γ2)− Vp,q(γ1)− Vp,q(γ2)

)
= 2pq

(
− log j(γ1γ2, z) + log j(γ1, γ2z) + log j(γ2, z)

)
,

すなわち，Vp,q(γ1γ2)− Vp,q(γ1)− Vp,q(γ2) = 2pqW (γ1, γ2)が成り立つ．
Proposition 2.9. 関数∆p,q(z) = expFp,q(z)は Γp,q に関する重さ 2pqのカスプ形式である．特に，H
上に零点を持たず，カスプ i∞に位数 r = pq− p− qの零点を持つ（定数倍を除いて）唯一の関数である．
証明. まず Theorem 2.8より，ψp,q(γ) ∈ Zであることから，

∆p,q(γz) = ∆p,q(z) exp(2pq log j(γ, z) + 2πiψp,q(γ)) = j(γ, z)2pq∆p,q(z)

が成り立つ．次に Fp,q の定義 (2.5)より，∆p,q(z) = qrλ + O(qr+1
λ )の形の Fourier展開を持つので，カ

スプ i∞において位数 rの零点を持つカスプ形式となる．上半平面上に零点を持たないことや唯一性は，
Γp,q に関する valence formula (2.3)から分かる．
こうして，log∆p,q(z) = Fp,q(z)と枝を定めることで，最初に期待していた等式

Rp,q(γ, z) = log∆p,q(γz)− log∆p,q(z) = 2pq log j(γ, z) + 2πiψp,q(γ)(2.6)

を得ることができた．
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Eisenstein級数を用いない ∆p,q(z)の構成として，Hauptmodulを用いる方法もある．Hauptmodul

（およびその微分）の有理関数を考えることで，重さや零点・極の位置を調整し，Proposition 2.9の性質
を満たすカスプ形式を作る，という考え方である．少々力技ではあるものの，Doranら [16, Theorem 1]

が示すように，三角群 Γp,q に関する Hauptmodulは 3階の微分方程式で特徴付けられており，Fourier

係数を明示的に計算することが可能である．さて三角群の保型形式の Fourier係数に関するWolfart [46]

の研究によると，一般に Fourier係数は超越数となる．しかしこの超越数部分は Doranらの Theorem 1

が記すように，具体的に抜き出すことができる．となると古典的な SL2(Z)に関するモジュラー形式やモックモジュラー形式の研究から類推して，その Fourier係数の数論的な性質が関心を惹くところである
が，果たしてどうなっているのであろうか．
2.2 サイクル積分を用いたRademacher記号 ψp,q(γ)の表示
最初に簡単にサイクル積分について紹介する．実二次無理数 w（もしくは双曲元）に対するモジュラー
形式 f のサイクル積分とは， ∫

Sw

f(z)Qw(z, 1)
k−1dz

の形で定義される閉測地線 Sw 上の積分である．Hecke [22]由来の古典的な対象であるにもかかわらず，
サイクル積分の豊かな性質が明らかになってきたのは，比較的最近のことである．その契機となったの
は，金子 [26]および Duke–Imamoḡlu–Tóth [17]によって独立に指摘された，楕円モジュラー j 関数の
「サイクル積分」と「特異モジュライ」との間の興味深い類似性であった．

Dukeら [17]が指摘した類似性は，ある重さ 1/2の調和Maass形式が存在し，その正則部分（モックモ
ジュラー形式部分）の Fourier係数に「j関数のサイクル積分のトレース」が，一方でシャドーの Fourier

係数に「j関数の虚二次点での値（特異モジュライ）のトレース」が現れるというものである．一方で金
子 [26]の指摘する類似性は，放物型/楕円型/双曲型の Fourier級数展開（Imamoḡlu–O’Sullivan [25]参
照）を用いたもので，楕円型/双曲型の Fourier展開の定数項に，それぞれ虚二次点での値，サイクル積
分が現れるというものである．金子 [26, 27]は数値計算によって，サイクル積分が満たす様々な現象を
観察しており，そのいくつかは，近年 Bengoechea–Imamoḡlu [6, 7]および村上 [34]によって証明が与え
られている．
今回考えるのは，前節で定義した調和Maass形式E(p,q),∗

2 (z)のサイクル積分である．楕円モジュラー
j 関数の場合と異なり，そのサイクル積分値が有理数になることは特筆すべき点である．
ではサイクル積分を定義する．双曲元 γ ∈ Γp,q（すなわち | tr γ| > 2を満たす γ）を一つ固定すると

き，方程式 γz = zは相異なる実数 wγ > w′
γ を解に持つ（γの固定点）．特に Γp,q = SL2(Z)のとき，固定点は実二次無理数となる．このとき，双曲元 γ は行列Mγ = 1√

wγ−w′
γ

(
wγ w′

γ

1 1

)
∈ SL2(R)を用いて

M−1
γ γMγ =

(
j(γ, wγ) 0

0 j(γ, w′
γ)

)
=

(
ξγ 0

0 ξ−1
γ

)
(2.7)

のように対角化される．ここで技術的な仮定ではあるが，γ =
(
a b
c d

)の成分について a+ d > 2, c > 0が
成り立つと仮定すると，ξγ > 1と取ることができる（そうでなければ，γ を ±γ±1 のいずれかに取り替
えれば良い）．2つの固定点 wγ , w′

γ をつなぐ上半平面H上の測地線を Sγ とおくと，γは Sγ 上に作用する．このとき，Sγ の Γp,q\Hにおける像 Sγ を考えると，これは閉測地線となる．さらに γ が原始的で
ある，つまり他の元の冪の形で書けない，と仮定すると，この閉測地線 Sγ と Sγ 上の任意の点 z0と γz0とをつなぐ測地線分が一対一に対応する．
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Definition 2.10. 原始的な双曲元 γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q であって，a + d > 2, c > 0を満たすものをとる．

また二次形式を Qγ(X,Y ) = cX2 + (d − a)XY − bY 2 と定義する5． このとき，f ∈ H2k(Γp,q)のサイクル積分は次で定義される．
∫

Sγ

f(z)Qγ(z, 1)
k−1dz =

∫ γz0

z0

f(z)Qγ(z, 1)
k−1dz.

次の定理をモジュラー群の場合に示したのは，本質的にはMeyer [31]であると Zagier [47]は指摘し
ている．つまり Theorem 2.11はMeyerの結果の三角群への拡張を与える．
Theorem 2.11. 双曲元 γ ∈ Γp,q を Definition 2.10と同様にとる．Rademacher記号 ψp,q を (1.5)で定
義したものとすると， ∫

Sγ

E(p,q),∗
2 (z)dz =

1

r
ψp,q(γ).

が成り立つ．ここで，r = pq − p− qである．
証明. アイデアだけ述べる．まずSγ上の点として z0 = Mγiを取り，E(p,q),∗

2 (z) = E(p,q)
2 (z)−1/vol(Γp,q\H)y

のように正則部分と非正則部分に分けてそれぞれの積分を考える．正則部分については，関数 Fp,q(z)が
2πirE(p,q)

2 (z)の原始関数であることから，
∫ γz0

z0

E(p,q)
2 (z)dz =

1

2πir

[
Fp,q(z)

]γz0

z0

=
1

2πir
Rp,q(γ, z0)

となる．一方で非正則部分については，変数変換 z = Mγiyによって，
− 1

vol(Γp,q\H)

∫ γz0

z0

dz

Im(z)
= − pq

2πr

∫ ξ2γ

1

1

Im(Mγiy)

idy

j(Mγ , iy)2
= · · · = − 1

2πir
· 2pq log j(γ, z0)

が得られる．よって (2.6)から主張が従う．

3 モジュラー結び目の絡み数
古くから知られるように，3次元多様体 SL2(Z)\ SL2(R)は 3次元球面 S3における三葉結び目（trefoil）
K2,3 の補空間 S3 −K2,3 と同相になる（Milnor [32, 84ページ]参照）．この事実が数論で用いられた事
例は皆無であったが，Ghysは 2006年の ICM講演 “Knots and dynamics” [19]において，測地流の閉軌
道としてこの S3 −K2,3内に構成できる結び目（これをモジュラー結び目と呼ぶ）と，三葉結び目K2,3との絡み数が，Rademacher記号 ψ(γ)で書けることを示した．ここに現れる三葉結び目K2,3 を一般の
(p, q)-トーラス結び目Kp,q に拡張する，というのが，これから紹介する我々の結果である．
3.1 Ghysの結果
空間 S3 −K2,3

∼= SL2(Z)\ SL2(R)上の測地流を ϕt : M +→ M
(
et 0
0 e−t

)，t ∈ Rによって定めるとき，そ
の閉軌道のことをモジュラー結び目と呼ぶ，というのは Ghys [19]による定義である．点M ∈ SL2(R)を初期値に持つような軌道M

(
et 0
0 e−t

)を考えたとき，これが SL2(Z)\ SL2(R)における閉軌道であるとは，つまり，ある t > 0と γ ∈ SL2(Z)が存在して，
M

(
et 0

0 e−t

)
= γM

5固定点 wγ , w′
γ は Qγ(z, 1) = 0 の解となる．
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が成り立つことである．これを γの立場から見ると，γはM ∈ SL2(R)によって対角化され，その固有値が実数になっている状況である．そのような状況が成り立つのは，γ ∈ SL2(Z)が双曲元，つまり | tr γ| > 2の
場合，またその場合に限る．したがってモジュラー結び目は，双曲元 γ ∈ SL2(Z)とM−1

γ γMγ =
( ξγ 0

0 ξ−1
γ

)

なるMγ ∈ SL2(R)を用いて，
Cγ(t) = Mγ

(
et 0

0 e−t

)
, (0 ≤ t ≤ log ξγ)

と特徴付けられる．さらに，SL2(Z)\ SL2(R) 4 Cγ(t) +→ Cγ(t) · i ∈ SL2(Z)\Hと射影したとき，その像は閉測地線 Sγ と一致する．モジュラー結び目の描像については，[20] で見ることができる．そこでも説明されているように，
Ghys [19]の主張は大きく 2種類に分けられる．一つ目は Lorenz結び目との関係である．カオス現象の
有名な例に Lorenz方程式によるR3内のフローがある．Birman–Williams [8]はテンプレート理論を用い
ることで，フロー内の閉軌道（これを Lorenz結び目と呼ぶ）を研究しているが，Ghysはモジュラー結
び目に対しても然るべきテンプレートを構成することで，「Lorenz結び目とモジュラー結び目は（isotopy

類が）同じもの」であるという驚くべき事実を示している．
二つ目は今回の主題でもある Rademacher記号との関係である．双曲元 γ ∈ SL2(Z)を一つ固定したとき，S3内にはモジュラー結び目 Cγ と（除かれている）三葉結び目K2,3からなる絡み目が存在している．これらに然るべき向きが備わっているとき，絡み数という最も基本的な位相不変量が Rademacher

記号と一致している，つまり，
lk(Cγ ,K2,3) = ψ(γ)

が成り立つというのである．さらに Ghysはこの一つの等式に対し，log∆(z)の変換則を用いた保型形
式的な証明，Rademacher記号と Euler類との関係を用いたトポロジー的な証明，テンプレート理論を
用いた力学系的な証明の 3つを与えている．次の節では，Ghysの第一証明を整理・拡張することで，一
般のトーラス結び目Kp,q に対しても「絡み数=Rademacher記号」という形の等式を与える．
3.2 (p, q)-トーラス結び目への拡張
舞台となるのは，(p, q)-トーラス結び目の補空間S3−Kp,qおよび，そのレンズ空間への像L(r, p−1)−Kp,qである．これらの空間に対しても，前節に登場した同相 S3 −K2,3

∼= SL2(Z)\ SL2(R)と類似した同相が知られている．まずはこれを紹介する．
Section 1と同様に，普遍被覆群 S̃L2(R)と離散部分群 Γ̃p,q を定義する．群 Γ̃p,q が S̃p, Ũq で生成されることを思い出し（Theorem 1.10），Gr < Γ̃p,q を S̃p

r, Ũq
r で生成される指数 rの部分群と定義する．こ

のとき，次が成り立つ．
• Raymond–Vasquez [39]，Gr\S̃L2(R)は S3 −Kp,q と同相である．
• Tsanov [43]，Γp,q\ SL2(R) ∼= Γ̃p,q\S̃L2(R)は L(r, p− 1)−Kp,q と同相である．

同相写像の具体的な表示については，Tsanov [43]を見ると良い．本稿の残りは，L(r, p − 1) −Kp,q の場合に話を限定し，Ghysの結果の拡張の主張および証明を述べることにする．S3 −Kp,q の場合については，レンズ空間における結果と，被覆 h : S3 −Kp,q ! L(r, p− 1)−Kp,q の様子を詳細に調べることで従う．
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Definition 3.1. 原始的な双曲元 γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q であって，a + d > 2, c > 0を満たすものをとる．

Mγ ∈ SL2(R)および ξγ > 1を (2.7)と同様に定めるとき，Γp,q\ SL2(R)内の有向単純閉曲線 Cγ(t)を
Cγ(t) = Mγ

(
et 0

0 e−t

)
, (0 ≤ t ≤ log ξγ)

で定める．このとき，Γp,q\ SL2(R) ∼= L(r, p− 1)−Kp,q によるレンズ空間内の有向結び目を Cγ と書き，モジュラー結び目と呼ぶ．
次に絡み数を定義する．レンズ空間のホモロジー群はH1(L(r, p− 1);Z) ∼= Z/rZで与えれるため，絡

み数は 1
rZに値を取ることに注意しておく．まず任意の y > 0に対し，曲線

cy(t) =

(
1 t

0 1

)(
y1/2 0

0 y−1/2

)
, (0 ≤ t ≤ λ)

は Γp,q\ SL2(R)内の有向閉曲線をなす．この L(r, p− 1)−Kp,q における像はKp,q のメリディアン µを
定める．
Definition 3.2. 空間 L(r, p− 1)−Kp,q 内の有向結び目K に対し，絡み数 lk(K,Kp,q) ∈ 1

rZを，同型
H1(L(r, p− 1)−Kp,q;Z)

∼=−→ 1

r
Z

によるホモロジー類 [K]の像として定義する．ただしメリディアン µに対し，[µ] +→ 1となるように符
号を定める．
この定義のもとで lk(Cγ ,Kp,q)を計算するために，複素解析における回転数の概念の復習する．

Definition 3.3. 空間 C× 内の有向閉曲線 C に対し，回転数 ind(C, 0) ∈ Zを，同型
H1(C×;Z)

∼=−→ Z

によるホモロジー類 [C]の像として定義する．ただし反時計回りに向き付けられた単位円周 T = {|z| =
1} ⊂ Cに対し，[T] +→ 1となるように符号を定める．

Cauchyの積分定理より
ind(C, 0) =

1

2πi

∫

C

dz

z
(3.1)

とよく知られた積分の形で表示することもできる．回転数が持つこの 2種類の定義をそれぞれ絡み数，サ
イクル積分と直接関係付けることで，「絡み数＝ Rademacher記号」という形の等式を得る，というのが
大まかな戦略となる．
まず回転数とサイクル積分の関係について述べる．Proposition 2.9で構成したカスプ形式∆p,q(z)に対し，リフト ∆̃p,q : Γp,q\ SL2(R) → C× を

∆̃p,q(g) = j(g, i)−2pq∆p,q(gi)

によって定める．定義について補足する．まず ∆̃p,q(g)の定義式のそれぞれの因子が 0に値を取らない
ため，このリフトは C×に値を取る関数となる．また，保型因子の関係式 j(γ1γ2, z) = j(γ1, γ2z)j(γ2, z)から，任意の γ ∈ Γp,q に対し ∆̃p,q(γg) = ∆̃p,q(g)が成り立っている．
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Proposition 3.4. モジュラー結び目 Cγ に対し，次が成り立つ．
ind(∆̃p,q(Cγ), 0) = ψp,q(γ).

証明. 回転数の積分表示 (3.1)より
ind(∆̃p,q(Cγ), 0) =

1

2πi

∫

∆̃p,q(Cγ)

dz

z
=

1

2πi

∫ log ξγ

0

d∆̃p,q(Cγ(t))

∆̃p,q(Cγ(t))

が成り立つ．あとは d
dz log∆p,q(z) = 2πirE(p,q)

2 (z)であることに注意すると
1

2πi

∫ log ξγ

0

d∆̃p,q(Cγ(t))

∆̃p,q(Cγ(t))
= r

∫ γz0

z0

E(p,q),∗
2 (z)dz

と変形される．したがって Theorem 2.11より主張が得られる．
次に，絡み数と回転数の関係について述べる．

Proposition 3.5. 関数 ∆̃p,q はホモロジー群の同型H1(Γp,q\ SL2(R);Z)
∼=−→ H1(C×;Z)を誘導する．

証明. 大まかな証明のアイデアを述べる．考えているホモロジー群はともにZと同型なので，誘導される準
同型 (∆̃p,q)∗ : H1(Γp,q\ SL2(R);Z) → H1(C×;Z)が全射であることを示せば十分である．Proposition 3.4

から ψp,q(γ) = 1を満たす双曲元 γ ∈ Γp,qの存在に問題が帰着するのだが，W 関数を用いたRademacher

記号の特徴付け (1.5)を用いることで，具体的にそのような γ を構成できる．
この同型により，空間 L(r, p− 1)−Kp,q 内の有向結び目K に対し，

lk(K,Kp,q) =
1

r
ind(∆̃p,q(K), 0)

が成り立つ．こうして次の定理が得られるのである．
Theorem 3.6. 双曲元 γ ∈ Γp,q を Definition 3.1と同様にとる．このとき，

lk(Cγ ,Kp,q) =
1

r
ψp,q(γ)

が成り立つ．
論文 [30]では，S3 版および，Ghysの第 2証明に関する考察も行っている．テンプレート理論を用

いる第 3証明に関しては，Dehornoy–Pinskyによる一連の研究 [36, 14, 15]が密接に関わっているはず
である．また関連して SL2(Z)の場合には，絡み数の分布 (Sarnak–Mozzochi [40, 33])，Chebotarev則
(植木 [44])，2つのモジュラー結び目の絡み数 (Duke–Imamoḡlu–Tóth [18])など様々に派生した研究が
行われている．
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コホモロジー理論の無限化とその応用
阿部 知行

1. 序説
コホモロジー理論は様々な数学において有用な普遍量を提供する有用な枠組みである．コホモロジーは一般に局所的な性質と大域的な性質のズレをあらわす量とも考えられるので，コホモロジーの元を局所的に構成するのは不可能である．例えば円周S1を考えよう．H1(S1,Z) ∼= Hom(π1(S1),Z) ∼= Zである．S1は2枚の開区間I1, I2で覆うことができ，S1 = I1∪I2である．Ikは可縮なのでH1(Ik) = 0となっており，H1(S1,Z)の非自明な元は H1(Ik)の元の貼り合わせで書くことはできない．一方でMeyer-Vietoris完全列

H0(I1 ∩ I2,Z)→ H1(S1,Z)→ H1(I1,Z)⊕H1(I2,Z)

を考える．この完全列によるとH1(S1,Z)の非自明な元はH0(I1 ∩ I2,Z)から「来ている」ことが分かる．感覚的な説明としてはH1(S1,Z)の元はH1(I1,Z)の元とH1(I2,Z)の元の組で I1 ∩ I2に制限すると一致するものと考えるのではなく，I1 ∩ I2に制限するとホモトピックになるものと考えるのである．H1(Ik,Z)には 0という元しか存在していないが，I1 ∩ I2でのホモトピーの取り方の自由度はH0(I1 ∩ I2,Z)に現れてくるのである．この感覚的な説明を厳密に数学にしようとすると現代的には無限圏の概念が最も適切である．本論説では無限圏の立場からコホモロジーの貼り合わせがどうみられるかを中心に説明し，その技術の数論幾何学への応用を述べたいと思う．無限圏に関しては教科書 [L]が有名で，実際とてもよく書かれていると思う．ただかなり長いのでアイディアだけざっと知りたいという方には [G]がおすすめである．
2. 無限圏とは
無限圏は圏論と状況が異なり，「絶対的な定義」は存在していない．もう少し正確に書くと様々な定義が存在しており，どの定義もある意味で同等（同値ではない！）な理論を提供するのである．このあたりの事情は少し分かりにくいので，今回は無視して，以下の定義を採用する：
定義. — 無限圏とは位相空間で豊饒化（enrich）された圏のことを言う．もう少し具体的には無限圏 Cとは次の 3つのデータ

• 対象の集合Obj(C);

• 二つの対象X,Y ∈ Obj(C)が与えられたとき，射の位相空間 HomC(X,Y );

• 3つの対象X,Y, Z ∈ Obj(C)に対して合成と呼ばれる連続写像HomC(X,Y )×HomC(Y, Z)→
HomC(X,Z)

が与えられており，しかるべき公理（つまり合成の推移性と恒等射の存在）を満たしているものをいう．
注. — 上記の無限圏はより正確には位相圏と呼ばれるものである．近年無限圏が広く使われるようになったが，これは Lurieによる教科書 [L]の影響が大きい．ここではいわゆる擬圏を無限圏の定義として採用しており，その影響もあり無限圏といえば擬圏をさすことが多い．擬圏は特殊な
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単体的集合のことであり，指定するデータが位相圏に比べて圧倒的に少なく，それが Lurieが無限圏として採用した理由の一つである．一方で位相圏の方が感覚的な説明がしやすいので今回は位相圏を無限圏の定義として採用した．
このように射を位相空間にすると極めて豊富な構造を持つ．例えば二つの射 f, g : X → Y が与えられたとき，これらはM := HomC(X,Y )という位相空間の二つの点としてとらえられる．Mは位相空間なので f と gを「道でつなぐ」という概念が考えられる．これら二つの点がH という道，つまりH : [0, 1]→M という連続写像でH(0) = f , H(1) = gを満たすもの，が与えられているとする．このH は f と gの間の「2射」を与えるものと解釈できる．無限圏があるとそれに付随する普通の圏が構成できる．Cを無限圏とする．このとき hCを対象の集合をObj(C)で，X,Y ∈ Obj(C)に対して

HomhC(X,Y ) := π0HomC(X,Y )

として定義することによって hCが圏になることが簡単に確かめられる．hCを Cのホモトピー圏と呼ぶ．この定義を用いて Cの射 f : X → Y が同値であるとは f をホモトピー圏 hCの中で考えると同型になっているものとして定義する．最終的に興味があるのはホモトピー圏であることが多いので，同値であるという概念に特別な意味があることは納得いただけると思う．これまでの議論では，無限圏の理論とは基本的にただの豊饒圏の理論だという印象を受けるかもしれない．豊饒圏の理論と決定的な違いが現れるのは「無限圏の同値」の概念を導入する時である．CとDを無限圏とし，F : C→ Dを関手とする．これが豊饒圏の意味で同値であるとは任意のX,Y ∈ Cに対して誘導される写像 F (X,Y ) : HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y ))が同相で
F が質的全射であることであった．この定義で果たして欲しいものなのだろうか？例えば C0として対象 {0, 1}を持ち恒等射以外はMap(0, 1) = {∗}となっている無限圏とし，C1として対象 {0, 1}を持ち恒等射以外はMap(0, 1) = I（I = [0, 1]という閉区間）という無限圏とする．{∗}と Iは同相でないことから C0と C1は豊饒圏としては同値ではない．一方で 2圏の立場に立てば C1の中の射 0→ 1は全て同値なので C0と C1は同値とするべきである．つまり，豊饒圏の意味での同値というのは無限圏論的な立場からすれば強すぎる概念なのである．この議論を突き詰めると我々に本当に必要な同値の概念は F (X,Y )が同相というものではなくホモトピー同値なものであるということが分かる．本論説では定義にまで戻ることはないが重要な概念なので正確な定義を記しておく：
定義. — 無限圏の間の関手 F : C → Dが同値であるとは次の 2つの条件を満たしていることをいう．

1. ホモトピー圏に誘導される関手 hF が本質的全射．
2. 全ての対象X,Y ∈ Cに対して連続写像 F (X,Y ) : Hom(X,Y )→ Hom(F (X), F (Y ))はホモトピー同値である．
このように無限圏論はホモトピー論的な性格を持った圏論であるということができる．

例. — 1. 圏 Cとその射の類X が指定されるとX に属する射が同値になるような最も小さい無限圏が存在し C[X−1]と書く．この無限圏は存在は保証されているもの構成は抽象的で具体的な計算にはほとんど役立たない．
2. 無限圏論がまだ発展していなかった時はモデル圏を用いて無限圏的な操作を行っていた．Cを単体的モデル圏として，C◦を fibrantかつ cofibrantな対象からなす忠実充満部分圏とする．W を weak equivalenceからなる射の類とすれば，C◦[W−1]は比較的簡明な表記が存在する．
3. Quillenによって単体的集合の圏 Set∆に単体的モデル圏の構造が入れられた．このモデル圏に付随する無限圏を空間の無限圏と呼ぶ．この無限圏は従来の位相幾何学が対象としてきた
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「空間」のなす無限圏である．この無限圏の対象はいわゆるKan複体である．Kan複体を知らない人は位相空間と思ってしまっても本論説では問題はない．無限圏 Cが与えられたとき
HomC(X,Y )を空間の無限圏の対象としてみたものをMapC(X,Y )と書く．本論説では違いはほとんどないのでMapCはHomCのことだと思っておいてよい．
無限圏論では極限や Kan拡張など圏論の基本的な操作を一般化することができる．これらの概念の説明も加えたいところだが，紙面の関係で深くは立ち入れない．ただ，極限の一種であるファイバー積が無限圏論でどのように扱われるかだけ簡単に説明したい．まず空間の無限圏の中

でファイバー積がどのようになるか考えてみよう．空間の図式X
f−→ Z

g←− Y が与えられたとき普通のファイバー積をX ×top
Z Y と書こう．これを考えるとX → X ′がホモトピー同値でも一般に

X ×top
Z Y → X ′ ×top

Z Y はホモトピー同値とは限らない．この問題を解決するため古典的にはホモトピーファイバー積X ×h
Z Y と呼ばれるものが考えられた．これは次の組を満たすデータの成す空間である：

x ∈ X, y ∈ Y, f(x) ∼ g(y).

ここで∼は Z の中の道（path）を意味している．つまり h : [0, 1]→ Z という連続写像で h(0) =
f(x), h(1) = g(y)となるものである．重要なことはこのように ×hを定義するとホモトピー同値
X → X ′に対してX ×h

Z Y → X ′ ×h
Z Y がホモトピー同値になることが示せる．実はこの×hが空間の無限圏の中でのファイバー積となっている．無限圏論の哲学からするとファイバー積は同値な射で保たれている必要がある．空間の無限圏ではホモトピー同値が同値になっているので普通のファイバー積ではなくホモトピーファイバー積が無限圏のファイバー積になっていることの傍証になるだろう．より一般的な無限圏 Cに対してもファイバー積が同じように定義できるし，次のような普遍性からも定義できる．つまり，X ×Z Y とは任意のW ∈ Cに対して

MapC(W,X ×Z Y )→ MapC(W,X)×MapC(W,Z) MapC(W,Y )

という標準射が同値となることを言う．ここでMapCは空間となるので右辺に出てくるファイバー積は上で導入したホモトピーファイバー積のことである．普通の圏ならばファイバー積は同型を除いて一意に決まる．無限圏の場合は同値を除いて一意に決まるのは簡単にわかるが，もっと強い一意性がある．つまり F , F ′が両方ともファイバー積であったとき f : F
∼−→ F ′という同値な射が存在する．ただこの同値は一意ではない．別の同値 gがあったとする．この時ホモトピー（つまり 2射）f → gがある．ただこのホモトピーも一意ではない．これがずっと続くのでどのような意味で一意なのか明らかにする必要がある．これを定式化するために，無限圏のホモトピー論的な性質を用いて「全てのファイバー積をパラメーター付けする空間」を考える．ホモトピー的に一意というのはこの空間が可縮であることを示している．無限圏論の一つの哲学は圏論で一意性で特徴づけしていた種々の性質をパラメーター空間の可縮性に置き換えることである．当然議論は格段に複雑になりホモトピー論的になるが古典的な圏論と驚くべきほど並行した理論ができるのである．

3. 6つの関手と両変ホモロジー理論
6つの関手の枠組みはGrothendieckによって導入された概念である．Grothendieckによれば「良い」コホモロジー理論があればその裏に 6つの関手があり，それによってコホモロジーが生み出されるとされる．6つの関手の枠組みはコホモロジー理論に比べ柔軟な枠組みで，より深い構造を炙り出すのである．簡単のため底体 kを固定する．Sch/k を k上の分離的かつ有限型なスキームの圏とする．このとき，6つの関手の枠組みとは各X ∈ Sch/kに対して三角圏D(X)を対応させ，射 f : X → Y に対して関手 f!, f∗ : D(X) → D(Y ), f∗, f ! : D(Y ) → D(X)という 4つの関手と，
⊗,HomというD(X)の自己関手が与えられているもので，様々な関係を満たしている．例えば

• D(X)は⊗, Homによって閉モノイダル圏となっている．
3



• (f∗, f∗), (f!, f !)は随伴対になっている．
• 自然変換 f! → f∗が存在し，f が固有ならこの自然変換は同値になっている．
• 射影公式，つまり f!(F ⊗ f∗G) ∼= f!F ⊗ Gという同型がある．

などの性質を満たしている．
例. — 6つの枠組みを持っているコホモロジー論は色々と知られている．代表的なものを挙げたい．

1. 最も始めに考案されたのはWeil予想の解決を目的として構成されたエタール・コホモロジー論だと思われる．標数 pの体 kと pとは異なる素数 "が与えられたときD(X) = Db
c (X,Z/"Z)，つまり構成可能エタールZ/"Z加群のなす導来圏を取ってくればそれは 6つの枠組みを持つ．

2. kの標数が 0のとき，代数的D 加群の理論は 6つの関手の枠組みを与えている．それの類似として kが正標数の時，数論的 D 加群と呼ばれる理論があり，それも 6つの関手の枠組みを持っている．
3. Hodge理論も 6つの関手の枠組みを持っており，いわゆるHodge加群の理論である．
4. モチビックコホモロジーの理論も 6つの関手の枠組みを持つことが知られている．Voevodskyのアイディアに端を発し，AyoubやCisinski-Dégliseらによって構築された（[Ay, CD]など）．
6つの関手が与えられると大きく分けて二つの関手を定義できる．X ∈ Sch/kをとり，π : X →

Spec(k)を構造射とする．D(X)の単位対象を 1X と書き，特に 1Spec(k)を 1と書く．このとき，
Hn(X) := HomD(Spec(k))

(
1,π∗π

∗1[n]
)
,

HBM
n (X) := HomD(Spec(k))

(
π!π

∗1[n],1
)
.

Hn(X)はX → Y に対して Hn(Y ) → Hn(X)という関手性があるのでコホモロジー理論である．
HBM

n (X)はいわゆるBorel-Mooreホモロジーである．Fulton-MacPherson [FM]はこの二つの（コ）ホモロジー理論を統合し，両変ホモロジー理論を定義した．簡単に両変ホモロジー理論を導入しよう．まず．Ârという圏を導入する．この圏の対象は f : X → Y という Sch/kの中の射の集合である．この対象は簡単のためX/Y と書くこともある．二つの対象 (f : X → Y ), (g : W → Z)が与えられたとき射 f → gは最も自然なものではなく，少々ひねったものである．つまり，射とは図式
X

!!

W ×Z Y ""

!!
!

α## W

!!
Y Y "" Z

でαが固有なものである．合成は自然なものである．この圏を用いることにより，関手HBM
n : Ârop →

(Ab)を f : X → Y に対して HomD(Y )(f!f
∗1Y ,1Y ) を対応させるものとして定義できる．これが実際に関手になっていることは 6つの関手の性質から分かる．このように定義すると

HBM
n (X/Spek(k)) ∼= HBM

n (X)

HBM
n (X/X) ∼= H−n(X)

となっていることが確認でき，二つの理論を統一的に記述していることが分かる．この HBM は
FultonとMacPhersonの両変ホモロジー理論の例になっている．
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4. 両変ホモロジー理論の無限強化
前節では両変ホモロジー関手HBM

n を導入したが，これを「無限強化」したい．まず，なぜ無限強化が必要なのかを説明しよう．序説でも述べたように一般にコホモロジーの元は貼り合わせることができない．一方で哲学的には無限圏まで行けば貼り合わせることができるはずで，それは古典論ではコホモロジー降下という形で現れてくるのであった．無限圏まで行ってしまえば元の貼り合わせができたり，写像錐を取る操作が関手的であったりと，従来「禁じられていた」操作がやりたい放題になってしまうという印象を持たれるかもしれない．実際にこれは正しいのだが，困難は実際に貼り合わせの図式を無限圏の中で構成するところにある．もう少し詳しく説明しよう．
X を多様体としてX = U ∪ V という開被覆を取る．α ∈ Hn(X)の元を貼り合わせのデータで記述しようとすると以下の 3つのデータを与えることは同値である：
(4.1) αU ∈ Hn(U), αV ∈ Hn(V ), h : αU |U∩V ∼ αV |U∩V .

ここで 3番目のデータ hはホモトピーであり，無限圏的なデータである．ホモトピーを構成すること自体はそこまで難しいことではないし，これら 3つのデータを取ることはそこまで苦労はないといえるだろう．では 3枚の被覆X = U ∪ V ∪W であったらどうか？この場合は次のようなデータが必要になってくる：
αU ∈ Hn(U), αV ∈ Hn(V ), αW ∈ Hn(W )(4.2)

hV U : αU |U∩V ∼ αV |U∩V , hVW : αV |V ∩W ∼ αW |V ∩W , hWU : αU |U∩W ∼ αW |U∩W

HUVW : hWV |U∩V ∩W ◦ hV U |U∩V ∩W ∼ hWU |U∩V ∩W .

被覆の枚数がもっと多くなると必要とされるデータがどんどん増えてき，さらに高い次数のホモトピーも必要となってくる．こうなると強引に手で扱うのは難しいと理解いただけるのではないだろうか．さて，このような貼り合わせの情報をまとめて無限圏の言葉で表現するにはどうすればよいだろうか．そのためにはまず上で∼と書いたホモトピーの関係を正確に表す必要があり，導来無限圏Dを導入する必要がある．とはいっても細かい定義をするのはここでは不可能なので，重要な性質のみを列挙する．つまり，次の性質を満たす無限圏Dが存在する：
1. hD ∼= D(Ab)である．つまり，Dのホモトピー圏はアーベル群のなすアーベル圏の導来圏となる．別の言い方をするとDはD(Ab)の無限強化である．
2. Dは安定無限圏である．つまり，0対象・任意のファイバー積・余ファイバー積が存在しており，ファイバー図式はすなわち余ファイバー図式となっている．

安定無限圏は無限圏の中でも大切なクラスで，アーベル圏の無限版のような趣を持っている．実際，一般にアーベル圏Aに対してD(A)の無限強化となるような安定無限圏D(A)を構成する一般的な手法が知られている．導来圏D(A)の中で定義されているシフト関手 [1]はDの関手に持ち上げることができ，これも [1]と書く．安定無限圏は実にきれいな理論で，三角圏の定義の中ではシフト関手はデータの一つであったが，[1]は安定無限圏の中で定義される関手である．具体的に書くと [1]はX ∈ Dを 0 -X 0に移す関手である．普通の圏論的な思考では 0 -X 0は 0になってしまうが，高次ホモトピーの存在から意味のある対象が出てくることに注意する．これを用いるとコホモロジーの貼り合わせは無限関手
H: Open(X)op → D

として表現できる．この無限関手は π0Map(Z[−n],H(X)) ∼= Hn(X)を満たしているものと仮定する．つまり，Hn(X)の元を与えることは Z[−n] → H(X)というDの中での射を与えることと同値である．X = U ∪ V の状況を考えよう．このとき
Map(Z[−n],H(U))×Map(Z[−n],H(U∩V )) Map(Z[−n],H(V )) . Map(Z[−n],H(U)×H(U∩V ) H(V )).
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の元がどうなっているか考えよう．そのためW ∈ {U, V }に対して ρW : Map(Z[−n],H(W )) →
Map(Z[−n],H(U ∩ V ))とする．これは §2で説明した空間の無限圏でのファイバー積の具体的な表記によれば上のファイバー積の元は次の 3つのデータで表される：

fU ∈ Map(Z[−n],H(U)), fV ∈ Map(Z[−n],H(V )), ρU (fU ) ∼ ρV (fV ).

ここで最後のホモトピーはMap(Z[−n],H(U ∩ V ))の中のホモトピーである．Map(Z[−n],H(U))は空間であることから，ホモトピーも正確な意味で定義されているのである．この情報はまさに
(4.1)と同じであることが分かるだろう．同じように 3枚の被覆の場合も同様の無限圏の中の射影極限で表現することができ，このデータの具体的な表記が (4.2)であることが確かめられる．このように関手 Hに必要な貼り合わせの情報がすべて含まれていることが分かる．貼り合わせによってコホモロジーが復元できることは「Hが射影極限を保つ」という条件に対応することもここまでの観察からわかると思う．つまりコホモロジー降下はHという射影極限を保つ無限関手を与えることとして解釈できるのである．コホモロジー論は単純にOpen(X)op → Dという関手でとらえられることが分かったが，両変ホモロジー理論の場合関手性がもっと複雑である．それを表現したのが次の定理である：
定理 (阿部 [A1]). — 「良い」6つの関手の枠組みを持つコホモロジー理論が与えられているとする．この時無限関手HBM : Ârop → Dが存在してHBM

n (X/Y ) ∼= Map
(
Z[n],HBM(X/Y )

)という同
型が存在し，Ârの射に対して両立する．
ここで「良い」6つの関手の枠組みを持つということを正確に定式化するのはかなり大変である．この気持ちだけを簡単に解説したい．両変ホモロジー関手の定義の中には f!が出てくる．一番の問題はこの f!を無限圏的に整合性が取れるように定義するのが極めて大変なことにある．まず一番基本になっている関手は引き戻し関手 f∗である．これの右随伴を取ることにより f∗が定義される．f が固有的な場合は f! . f∗となるべきなので，f!が f が固有の場合に定義できたと思える．次に jが開移入の時 j!は j∗の左随伴となっているべきなので j!は j∗から定まる．一般の射

f : X → Y の場合，これをX
j−→ X

f−→ Y で jが開移入，fが固有的であるように分解し f! := f ! ◦j!となっているべきなので，f!が定まるということであった．このように f∗が与えられていれば f!は（存在は別として）実質的に一意に定まってしまうのである．問題は分解は一意でないし，標準的にとれるわけでもないことにある．そのためどの分解でとっても実質的に同じものであることを示さなくてはならない．無限圏の場合データが極めて多いため，この事実を定式化するのでさえとても大変である．この部分の構成は LurieのアイディアのもとGaitsgoryと Rozenblyum [GR]によって行われ，6つの関手の枠組みの無限強化は既に知られていた．6つの関手が無限強化されていれば上の定理もすんなりと導出されると思うわけで，筆者もそう思ったのだが，実際にはこの無限強化された 6つの関手の枠組みから上記の定理を出すためには非自明な議論が必要である．一番の問題はこの 6つの関手の枠組みは (∞, 2)圏と呼ばれる，2圏の無限版という無限圏よりもさらに複雑なものから無限圏的なデータを取り出さなくてはならないことである．
5. 数論幾何への応用
ここまで（苦労して）両変ホモロジー理論を無限化したわけだが，もともとの筆者の動機は分岐理論のホモトピー的解釈にある．本論説とは主題が大きく違ってしまうので，細かい説明は残念ながら省かせていただき大枠のみ説明したい．kを正標数な代数閉体とし，X → Spec(k)を次元が dの滑らかな射とする．"を char(k)とは異なる素数として一つ固定し，Λ := Z/"Zとおく．Fを構成可能Λ加群のエタール層とする．この時，斎藤毅氏により Fの特性サイクルCC(F)というものが定義されている（[S]を参照）．これは余説束 T ∗Xの d次元サイクルであり，重要な性質としてX が固有的だった時 (

CC(F), T ∗
XX

)
= χ(X,F)
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というようにオイラー・ポアンカレ標数を計算する．ここで T ∗
XX は T ∗X の 0切断である．特性サイクルはD加群の特性サイクルの理論を基本的なモデルとして存在が期待されてきたものである．D加群の理論では特性サイクルが理論面においても応用面においても重要な研究対象であった．分岐理論と特性サイクルの類似性が 80年代にDeligneや Laumonによって観察され始め，その頃から "進層の特性サイクルの理論を構成することが大きな目標とされてきた．特性サイクルの構成に関しては Beilinsonによる特性多様体（特性サイクルの台となっているべき T ∗X の閉部分多様体）の構成に重複度の情報を付与することにより，遂に斎藤毅氏が特性サイクルが定義された．同時に斎藤氏（や Beilinson）によって様々な特性サイクルの性質が示されたが，特性サイクルの押し出しとの両立性に関しては予想として残された．予想を正確に紹介しないが，例えば以下の主張は予想の帰結となっている：

予想. — f : X → Y を k上滑らかな多様体間の固有射とする．FをX 上の構成可能層とした時
f∗
(
CC(F), T ∗

XX
)
=

(
CC(Rf∗F), T

∗
Y Y

)

が CH0(Y )の中で成立する．
重要なことはこの予想自体は従来の圏論のみで語られている予想で，無限圏は全く必要ない．しかし，本論説で無限強化をした動機は次の定理を証明することにある：

定理 (阿部 [A3]). — 上記の予想は CH0(Y )に char(k)の逆数を添加した群の中で成立する．
証明の方針を簡単に説明したい．まず，平坦エタール系 FlÉtX という Sch/kの（前）層を導入する．定義は込み入っているので詳しくは述べないが次の性質を持っている：
1. FlÉtX(Spec(k)) = K0Cons(X)である．ここでK0はグロタンディーク群で Cons(X)はX上の構成可能層のなす圏である．
2. 一般に FlÉtX(T ) ⊂

∏
t∈geom(T )K0Cons(Xt)であり，FlÉtX の制限射は∏

t∈geom(T )(. . . )の制限射から誘導される．ここで geom(T )は T の幾何学的点の集合である．
FlÉtは高次元底の近接隣体の理論の情報をまとめたものであるということを加えておきたい．モチビックコホモロジー論の6つの関手の枠組み [Ay, CD]は既に述べたGaitsgory-Rozenblyumの方法を用いることで容易に無限強化できることが知られている．このことから前節の定理をこの枠組みに対して適用することができ，特に HBM : Ârop → D という無限関手が得られる．一つの重要な性質として，HBM

0 (X/Spec(k)) ∼= CH0(X)[char(k)−1]というように，Chow群を計算できることにある．char(k)の逆数を添加しなくてはならないのは特異点の解消が知られていないことによっている．話を元に戻す．押し出し公式を示すために特性サイクルの定義から見直す．特性サイクル（の
0切断での引き戻し）は FlÉtの言葉を用いると

FlÉtX(Spec(k))→ HBM
0 (X/Spec(k)) ∼= CH0(X)

という射ととらえることができる．まず第 1ステップとしてはこのアーベル群の射を構成するのではなく，もっと強く前層の射
C̃C: FlÉtX → HBM

0 (X−/−)

という射を構成することを考えることである．ここでHBM
0 (X−/−)は T に対してHBM

0 (XT /T )を対応させる前層である．同様にHBMを §4の定理で構成したので，無限関手HBM(X−/−)も考えることができ，これを Sch/k上の無限前層と思ったものである．この無限前層は後で用いる．さて，この前層の射 C̃Cを構成するため FlÉtX,0 ⊂ FlÉtX という部分層を考える．これは台が次元 0となる構成可能層から生成される部分群である．台の次元が 0なら特性サイクルはただの
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階数の情報なので C̃C0 := C̃C|FlÉtX,0
は跡射からすぐに構成できる．跡射の構成も自明ではなくこ

れは [A2]で構成したが，詳しくは立ち入らない．つまり C̃C0を延長するというのが問題となる．実は延長が一意的にできるという次の定理を示すことができる：
定理 (延長定理). — 制限射Map

(
FlÉtX ,HBM(X−/−)

)
→ Map

(
FlÉtX,0,HBM(X−/−)

) は空間のなす無限圏の中で同値である．
この定理のためには普通の前層HBM

0 (X−/−)では不十分で無限前層HBM(X−/−)にする必要がある．これは証明の中で cdh降下を用いなくてはならないことにある．HBM
0 (X−/−)は cdh層ではない．そのため高次ホモトピーまで考慮した無限層 HBM(X−/−)を考える必要が出てくる．一つのカギはこの無限前層は cdh層になっていることである．延長定理の証明は込み入っているので残念ながらこれ以上述べられない．実はこの延長定理はより一般的な定理から導かれており，例えばHBM(X−/−)をHBM(Y−/−)に変えても成立する．この事実を認めれば押し出し公式を示すことは容易である．押し出し公式は次の可換が図式であることを示せばよい：

FlÉtX ""

!!

HBM(X−/−)

!!

FlÉtY "" HBM(Y−/−).

延長定理によれば，これを示すためには FlÉtX,0に制限して示せばよいことが分かる．これは跡射の性質から簡単に導かれ，証明が完結するわけである．このように，無限化したコホモロジー理論を用いることによって降下でコホモロジーの元を構成することができ，押し出し公式の証明を与える．無限圏の枠組みは非常に柔軟であり，これからますます興味深い応用が出てくるのではないかと期待している．
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