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概要

本稿では, 非対称型量子ループ代数の有限次元既約表現の q-指標を求める方法の確立に向けての試みにつ

いて解説を行う*1. 本研究は David Hernandez氏との共同研究である.

1 導入

1.1 問題設定

複素単純 Lie環 gに対し, 対応するループ Lie環 Lgは Lg := g⊗C C[t±1]に

[X ⊗ tm + aK, Y ⊗ tn + bK] = [X,Y ]⊗ tm+n X,Y ∈ g,m, n ∈ Z

で定まる Lie括弧積を考えた Lie環である.

量子ループ代数 Uq(Lg) とは, ループ Lie 環 Lg の普遍展開環 U(Lg) にパラメータ q を入れて変形 (q-変

形)した代数であり, Drinfeld, Jimboによって’80年代の中頃に導入された. Uq(Lg)の有限次元表現論は量子
Yang-Baxter方程式のスペクトルパラメータ付きの解を与える代数的枠組みであることに動機付けられて組織

的な研究が’90年代前半から ([CP91])なされているが, 今もなお難しい点が多く残されている. 例えば, 以下の

基本的な問題も一般には未解決である:

(Q) Uq(Lg)の既約表現の次元, および “指標”(q-指標と呼ばれる)を一般的に求める方法はあるか?

この問 (Q)についてその背景 (現状)を説明しよう. 以下では，gの Dynkin型が Xn のとき, Uq(Lg)を X
(1)
n

型量子ループ代数といい, さらに Xが ADEのいずれかであるとき, Uq(Lg)を対称型, それ以外のとき非対称

型と呼ぶ.

既約表現の q-指標の計算について, Uq(Lg) が対称型の場合に, Nakajima は既約表現の q-指標を求めるア

ルゴリズムを与えた [N04]. つまり, この場合には (Q) には一つの解答が与えられている. これは q-指標の

t-変形 ((q, t)-指標) を考え, Kazhdan-Lusztig アルゴリズムの結果として既約表現の q-指標を得るというも

のであった. Nakajima の t-変形の構成は次数付き箙多様体を用いた幾何的考察に基づいており, この構成が

Kazhdan-Lusztigアルゴリズムの結果が正当な既約表現の q-指標の t-変形である (= t = 1で正しく q-指標に

特殊化される)ことを保証していた.

非対称型の場合への拡張の試みとして, Hernandezは Frenkel-Reshetikhinのオリジナルの q-指標の構成を

基に代数的に標準表現の q-指標の t-変形を構成した [H04]. これを用いて, 形式的に Kazhdan-Lusztigアルゴ

リズムを働かせることで, やはり “既約表現の (q, t)-指標”が得られる. しかし, この代数的な構成からは t = 1

でこれが実際の q-指標に特殊化されるという事実は保証されない. つまりこの場合は以下は一般には未だ予想

である.
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予想 1.1. 非対称型の場合も, 既約表現の (q, t)-指標は t = 1で q-指標に特殊化される. つまり, 既約表現の q-

指標は Kazhdan-Lusztigアルゴリズムによって求めることができる.

この予想の解決が, 非対称型 Uq(Lg)の既約表現の一般的な q-指標の計算方法を確立することに対応する.

1.2 予想 1.1へのアプローチ

予想 1.1に向けての我々のアプローチは,

対称型と非対称型の量子ループ代数の表現論の類似性

に着目することである. Z
(1)
n 型の量子ループ代数の有限次元表現の圏を C

Z
(1)
n
とする. 近年になって, Dynkin

型の組
(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn), (Dn+1,Cn), (E6,F4), (D4,G2)

に対し, C
X

(1)
N

と C
Y

(1)
n
の間に強い類似性が見られることが認識されてきている [FH11, KOh19, KKOh19,

OhSc19, HO19, KKOhP19]. これらの組は以下の性質を持っている :

• XN は対称型, Yn は非対称型である.

• Y
(1)
n の Langlands双対 LY

(1)
n はアフィン Dynkin型 X

(2) or (3)
N に等しい ([Kac, Chapter 4]参照).

2つめの性質に現れているように, C
X

(1)
N

, CLY
(1)
n

, C
Y

(1)
n
が三つ組となって, 関連していると考えられている. 実

際に, Kashiwara らの研究グループ [K318, KKKOh15, KKOh19] によって, (XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) の時

に以下の状況の成立が確かめられている (他の Dynkin型の組についても部分的に以下の状況は成立している

[KOh19, OhSc19]) :
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中心に存在する T2n が A∞ 型箙 Hecke代数の次数付き有限次元表現のなす圏からある局所化を通じて得ら

れる圏であり, そこから, C
A

(1)
2n−1

, C
A

(2)
2n−1

, C
B

(1)
n
へと一般化量子 Schur-Weyl 双対関手と呼ばれる完全テンソ

ル関手が出ている. T2n は次数付きの圏であるが, その単純対象の同型類は次数付けを無視すると, 一般化量子

Schur-Weyl双対関手によってそれぞれの圏の既約表現の同型類と全単射に対応している. 特に, それぞれの圏

の Grothendieck環を考えることで以下が言える :

定理 1.2 ([KKOh19, Theorem 3.1.1]). r = 1 or 2としたとき, 以下のような Grothendieck環の同型が存在

する :
K(C

A
(r)
2n−1

) ≃ K(C
B

(1)
n
), {[既約表現]} ↔ {[既約表現]} .

1.1節で説明を行ったように対称型の理解は非対称型に比べて進んでいるため, 上の類似性の考え方を介して

対称型の結果を非対称型に移すことで非対称型の予想に取り組もうというのが主な戦略である.

1.3 主結果の概要

我々の主結果は, 定理 1.2の t-変形版を得たことである. C
X

(1)
n
に対応する量子 Grothendieck環 (=C

X
(1)
n
の

既約表現の [H04]の意味での (q, t)-指標のなす代数)をKt(CX(1)
n
)と書く :
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定理 1.3 (Hernandez-O. (定理 4.2)). Z[t±1/2]-代数としての同型

Kt(CA(1)
2n−1

) ≃ Kt(CB(1)
n
),

{
既約表現の
(q, t)-指標

}
↔
{
既約表現の
(q, t)-指標

}
.

が存在する. さらに, この同型写像を t = 1に特殊化すると, Kashiwara-Kim-Ohによる定理 1.2の同型写像

に一致する.

これを用いて以下を得る:

系 1.4 (系 4.8). B
(1)
n 型において予想 1.1は正しい.

また定理 1.3の他の系として, B
(1)
n 型の場合には知られていなかった様々な正値性に関する結果が得られる

(系 4.4, 4.5).

(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) 以外の場合についても同様の量子 Grothendieck 環の同型の存在は期待され

る*2. 一方, 現在のところ通常の Grothendieck 環の同型である定理 1.2 型の定理が証明されているのは

(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) の場合のみであり, 予想 1.1 の証明のためにはこれに対応する主張が必須であるた

め, 非対称型で予想 1.1が完全に解決しているのが B
(1)
n 型のみとなっている (系 4.8の直前の解説参照).

2 量子ループ代数の有限次元表現論

量子ループ代数の有限次元表現論について簡単に復習する. 以下は一般的な記号である :

• gを Xn 型複素単純 Lie環 (Xn = An,Bn,Cn, . . . ,G2)とし, {αi | i ∈ I} (resp. {hi | i ∈ I})をその単
純ルート (resp. 余ルート)の集合とする.

• C = (cij)i,j∈I = (⟨hi, αj⟩)i,j∈I を gの Cartan行列とし, (ri)i∈I ∈ ZI
>0 を,

(i) ricij = rjcji, ∀i, j ∈ I (ii) min{ri | i ∈ I} = 1

を満たす唯一の正の整数の組とする. (X = ADEの場合, 全ての i ∈ I に対して ri = 1.)

• xを 1の冪根でない 0以外の複素数, あるいは不定元とする. このとき, 各 i ∈ I, n ∈ Zに対し,

xi := xri , [n]x :=
xn − x−n

x− x−1
,

とする.

以下では, q を 1の冪根でない 0以外の複素数とする.

定義 2.1 ([D88, B94]). X
(1)
n 型量子ループ代数 Uq(Lg)(= Uq(X

(1)
n ))とは,

k±1
i (i ∈ I), x±

i,r ((i, r) ∈ I × Z), hi,r ((i, r) ∈ I × (Z \ {0}))

という生成元と, 以下の定義関係式によって定まる C-代数である (特に指定のない限り添え字は動きうる範囲

全てを動くとする) :

(I) kik
−1
i = 1 = k−1

i ki, kikj = kjki,
(II) kix

±
j,r = q

±cij
i x±

j,rki,
(III) [ki, hj,r] = 0,

(IV) [x+
i,r, x

−
j,s] = δij

ϕ+
i,r+s − ϕ−

i,r+s

qi − q−1
i

,

(V) [hi,r, x
±
j,s] = ± [rcij ]qi

r
x±
j,r+s,

(VI) [hi,r, hj,s] = 0,
(VII) x±

i,r+1x
±
j,s − q

±cij
i x±

i,rx
±
j,s+1 = q

±cij
i x±

j,sx
±
i,r+1 − x±

j,s+1x
±
i,r,

*2 本稿では説明を行わないが, 筆者は団代数構造の類似性から同様の同型の存在を期待している.
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(VIII)
∑

σ∈S1−cij

1−cij∑
k=0

(−1)k

[
1− cij

k

]
qi

x±
i,rσ(1)

· · ·x±
i,rσ(k)

x±
j,sx

±
i,rσ(k+1)

· · ·x±
i,rσ(1−cij)

= 0.

ただし, i, j ∈ I, i ̸= j, r1, . . . , r1−cij , s ∈ Z.

ここで,

ϕ±
i (z) :=

∞∑
r=0

ϕ±
i,±rz

±r = k±1
i exp

(
±(qi − q−1

i )
∑
r>0

hi,±rz
±r

)
.

さらに, Uq(Lg)は Hopf代数の構造を持つことが知られている (例えば [CP]参照)*3.

C
X

(1)
n
を量子ループ代数 Uq(Lg)の有限次元表現のなす圏とする*4. これはモノイダルアーベル圏である. い

ま, Uq(Lg)の生成元の一部 {ki, hi,r | i ∈ I, r ∈ Z \ {0}}は互いに可換なので, 任意の C
X

(1)
n
の対象 V はこれ

らの作用に関する同時広義固有空間分解 V =
⊕

m Vm を持つ. ここで [CP, FR99]において, この同時固有値

mは Z-係数無限変数 Laurent多項式環

YC×,X
(1)
n

:= Z[Y ±1
i,a | i ∈ I, a ∈ C×]

内の Laurent単項式として指定されることが示された. 具体的な対応は, 各 ϕ±
i,±r の Vm における広義固有値

を γ±
i,±r と書き, mを

m =
∏

i∈I,a∈C×

Y
ui,a

i,a ,

と表示したとき, 各 i ∈ I に対して,

∞∑
r=0

γ±
i,±rz

±r =
∏

a∈C×

(
qi
1− zq−1

i a

1− zqia

)ui,a

として与えられる. ここで, これらはそれぞれ C[[z]], C[[z−1]]での等式である. なお, ϕ±
i,0 = k±1

i であったこと

に注意すると, Yi,a は有限次元単純 Lie環の表現論における i ∈ I に対応する基本ウェイト eϖi の類似である

ことがわかる. 同時広義固有空間 Vm を V の l-ウェイトmの l-ウェイト空間という. いま,

BC×,X
(1)
n

:=
{∏

i∈I,a∈C×
Y

mi,a

i,a | mi,a ≥ 0
}
⊂ YC×,X

(1)
n

とし, この元を支配的単項式とよぶ. これは, 有限次元単純 Lie環の表現論における支配的整ウェイトの類似で

あり, 実際に最高ウェイト理論の類似で以下が成立する :

定理 2.2 ([CP95, CP]). BC×,X
(1)
n
と C

X
(1)
n
の単純対象の同型類の間に 1対 1対応が存在する.

この定理でm ∈ BC×,X
(1)
n
に対応する C

X
(1)
n
の単純対象を L(m)と書く. ここでは,

dimL(m)m = 1 x+
i,r.L(m)m = 0,∀i ∈ I, r ∈ Z

となるように対応させている. 特に L(Yi,a)の形の表現は基本表現と呼ばれる. さらに q-指標準同型と呼ばれ

る以下の射 χq が定義される :

定理 2.3 ([FR99]). モノイダルアーベル圏 C
X

(1)
n
の Grothendieck環をK(C

X
(1)
n
)とする. このとき, 対応

[V ] 7→
∑
m

dim(Vm)m

は単射環準同型 χq : K(C
X

(1)
n
) → YC×,X

(1)
n
を与える.

*3 これは Chevalley型の別の Uq(Lg)の表示を用いて定義される構造で, 定義 2.1に示した生成元で余積を記述するのは難しい.
*4 厳密には C

X
(1)
n
は量子ループ代数 Uq(Lg)の 1型有限次元表現のなす圏とする. 有限次元表現が 1型であるとは {ki | i ∈ I}の固

有値が全て qm, m ∈ Z の形であることを言う. 量子ループ代数 Uq(Lg) の有限次元表現においては 1 型の表現のみを考えても一
般性を失わない.
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注意 2.4. 特に K(C
X

(1)
n
)は可換であることに注意する. 一般に C

X
(1)
n
の対象 V,W に対し, V ⊗W ≃ W ⊗ V

は成立しない.

各 i ∈ I, a ∈ C× に対し,

Ai,a := Yi,aq−1
i

Yi,aqi

 ∏
j : cji=−1

Y −1
j,a

 ∏
j : cji=−2

Y −1
j,aq−1Y

−1
j,aq

 ∏
j : cji=−3

Y −1
j,aq−2Y

−1
j,a Y −1

j,aq2

 .

とする. ここで, YC×,X
(1)
n
内の Laurent単項式に対し, 半順序を

m ≤ m′ ⇔ ある非負整数の組 (vi,a)i∈I,a∈C×に対し, m(m′)−1 =
∏

i∈I,a∈C×

A
−vi,a
i,a

と定義する. この半順序によって, mが χq(L(m))の最高単項式であることが以下のように述べられる :

定理 2.5 ([FM01]). 支配的単項式m ∈ BC×,X
(1)
n
に対し, YC×,X

(1)
n
の元 χq(L(m))−mに現れる単項式は全て

mよりも半順序 ≤に関して真に小さい.

今 CZ,X(1)
n
を,

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,qr | i ∈ I, r ∈ Z] =: Y

X
(1)
n

を満たす対象 V のなす C
X

(1)
n
の充満部分圏とおく. このとき, CZ,X(1)

n
は C

X
(1)
n
の部分モノイダルアーベル圏

である. 圏 C
X

(1)
n
の単純対象の構造およびモノイダル圏としての非自明な構造の研究は, CZ,X(1)

n
に帰着される

[HL10, §3.7]. 以降は常に圏 CZ,X(1)
n
内の対象を考えるので, 以下の記法を用いる :

Yi,r := Yi,qr Ai,r := Ai,qr B
X

(1)
n

:= BC×,X
(1)
n

∩ Y
X

(1)
n
.

例 2.6. Lg = sl2[t
±1] (A

(1)
1 型)のとき, I = {1}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y −1
1,r+2 = Y1,r(1 +A−1

1,r+1).

Lg = so5[t
±1] (B

(1)
2 型)のとき, I = {1, 2}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y2,r+1Y2,r+3Y
−1
1,r+4 + Y2,r+1Y

−1
2,r+5 + Y1,r+2Y

−1
2,r+3Y

−1
2,r+5 + Y −1

1,r+6

= Y1,r(1 +A−1
1,r+2 +A−1

1,r+2A
−1
2,r+4 +A−1

1,r+2A
−1
2,r+2A

−1
2,r+4 +A−1

1,r+2A
−1
1,r+4A

−1
2,r+2A

−1
2,r+4).

各m =
∏

i∈I,r∈Z Y
ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し, 標準表現M(m)を,

M(m) :=
−→⊗
r∈Z

(⊗
i∈I

L(Yi,r)
⊗ui,r

)
と定義する.

注意 2.7.
−→⊗

r∈Z は左から右へ数の増える順にテンソル積を取るという意味である. 実は
⊗

i∈I L(Yi,r)
⊗ui,r の

部分の同型類はテンソル積の順序によらない.

命題 2.8. {[L(m)] | m ∈ B
X

(1)
n
}と {[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}はともにK(CZ,X(1)

n
)の Z-基底である.

いま, χq(M(m)) は L(Yi,0), i ∈ I の q-指標がわかれば容易に計算可能なものである. これより, {[L(m)] |
m ∈ B

X
(1)
n
}と {[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}の基底の変換行列を求めることができれば既約表現の q-指標が求めら

れることになる.

3 量子 Grothendieck環

ここでは, Hernandez[H04] による代数的な K(CZ,X(1)
n
) の t-変形の構成を復習する. Hernandez の構成は

ADE 型の場合には, Varagnolo-Vasserot[VV03], Nakajima[N04] によって構成されたものと同等のものにな

る. まず, q-指標の入る空間 Y
X

(1)
n
を以下のデータを用いて非可換化する :
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C = (cij)i,j∈I を Xn 型の Cartan行列として, C(z) = (C(z)ij)i,j∈I , C̃(z) = (C̃(z)ij)i,j∈I (z : 不定元) を

C(z)ij =

{
zri + z−ri i = j のとき,

[cij ]z i ̸= j のとき,
C̃(z) = C(z)−1

で定義する. さらに, 各 C̃(z)ij を形式的 Laurent級数環 Z((z−1))の元とみなし,

C̃(z)ji =
∑
r∈Z

c̃ji(r)z
r ∈ Z((z−1))

と書く. このとき X
(1)
n 型量子トーラス Y

t,X
(1)
n
とは以下で定義される Z[t±1/2]-代数である :

生成元 : Ỹ ±1
i,r (i ∈ I, r ∈ Z)

関係式 : (I) Ỹi,rỸ
−1
i,r = 1 = Ỹ −1

i,r Ỹi,r,

(II) 各 i, j ∈ I, r, s ∈ Zに対し,

Ỹi,rỸj,s = tγ(i,r;j,s)Ỹj,sỸi,r.

ここで, γ : (I × Z)2 → Zは

γ(i, r; j, s) :=c̃ji(−rj − r + s) + c̃ji(rj + r − s)− c̃ji(rj − r + s)− c̃ji(−rj + r − s)

で与えられる.

例 3.1. B2 型 Cartan行列 C =

(
2 −1

−2 2

)
を考えると,

C(z) =

(
z2 + z−2 −1
−z − z−1 z + z−1

)
C̃(z) =

1

z3 + z−3

(
z + z−1 1
z + z−1 z2 + z−2

)
となるので,

C̃(z)11 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)12 =
∑
k≥0

(−1)kz−6k−3,

C̃(z)21 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)22 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−1 + z−6k−5),

である. よって, c̃ji(r)は以下のようにまとめられる (空欄は 0の意味である) :

c̃j1(r)

1

2
j

−2 −4 −6 −8 −10 −12 −14 −16 · · ·

· · ·

r

1 1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1

c̃j2(r)

1

2
j

−1 −3 −5 −7 −9 −11 −13 −15 · · ·

· · ·

r

1 −1 1

1 1 −1 −1 1

ここで, この表が r が −6進む毎に値が −1倍されるような周期性を持っていることは我々の主結果の証明

においても重要である. 一般の Bn 型においては, r に −2h∨(h∨ は双対 Coxeter 数 2n − 1) を加えるごとに

値が −1倍されるような周期性を持っている*5. 一般の Bn 型における同様の表については [HO19, Example

4.3, Appendix A]を参照のこと.

いま, Z-代数準同型

evt=1 : Yt,X
(1)
n

→ Y
X

(1)
n
,

{
t1/2 7→ 1,

Ỹi,r 7→ Yi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する. この射は t = 1への特殊化と呼ばれる. さらに, 以下のバー対合と呼ばれる Z-反代数対合

· : Y
t,X

(1)
n

→ Y
t,X

(1)
n
,

{
t1/2 7→ t−1/2,

Ỹi,r 7→ t−1Ỹi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する.

*5 他の方でも同様の周期性が見られるのだが, ここに双対 Coxeter数が現れることの概念的な説明を筆者は持っていない.
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各 Y
X

(1)
n
の Laurent単項式mに対し, ある Y

t,X
(1)
n
の t

1
2Z 係数 Laurent単項式mであって, m = mを満た

すものがただ一つ存在する. (e.g. Yi,r = t−1/2Ỹi,r.) この記号で, Ãi,r := Ai,r と定義する. また, Y
t,X

(1)
n
の

(t
1
2Z 係数)支配的単項式を Y

X
(1)
n
の場合と同様に定義する.

次に Y
t,X

(1)
n
の中で量子 Grothendieck環を定義する. 各 i ∈ I に対し,

Ki,t := ⟨Ỹi,r(1 + tÃ−1
i,r+ri

), Ỹ ±1
j,r | j ∈ I \ {i}, r ∈ Z⟩Z[t±1/2]-代数 ⊂ Y

t,X
(1)
n

とする. このとき, CZ,X(1)
n
の量子 Grothendieck環Kt(CZ,X(1)

n
)を

Kt(CZ,X(1)
n
) :=

∩
i∈I

Ki,t

と定義する. ここで各 i ∈ I に対し, Ki,t = Ki,t となり, Kt(CZ,X(1)
n
) = Kt(CZ,X(1)

n
)であることにも注意する.

以下が成立する.

定理 3.2 ([N04, H04]). (1) 各 i ∈ I, r ∈ Zに対し, Yi,r のみを支配的単項式に持つ Kt(CZ,X(1)
n
)の元がた

だ一つ存在する. この元を Lt(Yi,r)と書く.

(2) evt=1(Kt(CZ,X(1)
n
)) = K(CZ,X(1)

n
).

注意 3.3. 本稿では扱わないが, このKi,t は iに付随する遮蔽演算子の t-類似の核である. これは, 通常の q-指

標のなす代数 (≃Grothendieck環)が iに付随する遮蔽演算子の核の i ∈ I を渡る共通部分として記述される

ことを t-類似の設定で考えたものとなっている. 詳しくは [H04]を参照のこと.

いま Lt(Yi,r)は,
evt=1(Lt(Yi,r)) = χq(L(Yi,r))

を満たし, 基本表現の (q, t)-指標と呼ばれる. また Lt(Yi,r)の特徴づけより, Lt(Yi,r) = Lt(Yi,r)である.

各m =
∏

i∈I Y
ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し,

Mt(m) := tNm

−→∏
r∈Z

(∏
i∈I

Lt(Yi,r)
ui,r

)

とする. ただし, Nm ∈ 1
2ZはMt(m)における mの係数が 1となるように定義する. (実は

∏
i∈I Lt(Yi,r)

ui,r

は可換な元の積である.) このとき, 以下が成立する.

• {Mt(m) | m ∈ B
X

(1)
n
}はKt(CZ,X(1)

n
)の Z[t±1/2]-基底.

• 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Mt(m)) = χq(M(m)).

これらの性質より, Mt(m)は標準表現M(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. 各Mt(m)はMt(Yi,0) = Lt(Yi,0), i ∈
I が一度計算されれば容易に計算可能な元であることに注意する. ここから新たな基底が得られる :

定理 3.4 ([N04, H04]). 以下の性質を満たすKt(CZ,X(1)
n
)の Z[t±1/2]-基底 {Lt(m) | m ∈ B

X
(1)
n
}が唯一つ存在

する :

(S1) Lt(m) = Lt(m),

(S2) Mt(m) = Lt(m) +
∑

m′<m Pm,m′(t)Lt(m
′). ここで, Pm,m′(t) ∈ t−1Z[t−1].

この各元 Lt(m)は既約表現 L(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. それは対称型の場合の Nakajimaによる以下の

定理による :

定理 3.5 ([N04]). 量子ループ代数 Uq(X
(1)
n )が対称型 (X = ADE)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t

−1].
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この定理の証明は Nakajimaによる次数付き箙多様体を用いた幾何的な Uq(Lg)の標準表現の構成に基づい
ており, 対称型に限定されている. 代数的な構成からはこの点は保証されず, 以下は一般には予想である :

予想 3.6. 量子ループ代数 Uq(X
(1)
n )が非対称型 (X = BCFG)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t

−1].

定理 3.5, 予想 3.6 が重要である理由は, 各 Lt(m) が標準表現の (q, t)-指標から, 量子ループ代数 Uq(X
(1)
n )

の “表現論”を介さず, 機械的に計算されることにある. (S1), (S2)による既約表現の (q, t)-指標の特徴づけは,

Kazhdan-Lusztigアルゴリズム [L, Lemma 24.2.1]と呼ばれる既約表現と標準表現の (q, t)-指標の間の基底変

換の計算アルゴリズムを与える (計算例については 5章を参照のこと). よって, 定理 3.5および予想 3.6(1)は,

一般の既約表現の q-指標を求める純代数的なアルゴリズムの存在を保証する非常に強い主張である.

4 主結果

本章では A
(1)
2n−1 型, B

(1)
n 型量子ループ代数を考える. A2n−1 型, Bn 型複素単純 Lie環の単純ルートの添え

字集合をそれぞれ IA := {1, . . . , 2n− 1}, IB := {1, . . . , n}とする. (添え字の付け方は [Kac, Chapter 4]に従

う. )ここで,

ĨA := {(i, r) | i ∈ IA, r ∈ Z, r ≡ i+ 1 mod 2}

ĨB := {(i, 2r), (n, 2r + 1) | i ∈ IB \ {n}, r ∈ Z}

とおく. X = A (N := 2n− 1),B (N := n)に対し, C′
Z,X(1)

N

を,

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,qr | (i, r) ∈ ĨX]

を満たす対象 V のなす C
X

(1)
N

の充満部分圏とおく. このとき, C′
Z,X(1)

N

は再び CZ,X(1)
N

の部分モノイダルアーベ

ル圏となる*6. さらに, B′
X

(1)
N

:= B
X

(1)
N

∩ Z[Y ±1
i,qr | (i, r) ∈ ĨX]とすると, C′

Z,X(1)
N

の Grothendieck環は,

K(C′
Z,X(1)

N

) =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[M(m)] =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[L(m)]

となる. さらに,

Kt(C′
Z,X(1)

N

) :=
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[t±1/2]Mt(m) =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[t±1/2]Lt(m)

とすると, Kt(C′
Z,X(1)

N

)はKt(CZ,X(1)
N

)の Z[t±1/2]-部分代数である.

4.1 主結果とその系

補題-記号 4.1. 以下の対応で定まる Z[t±1/2]-代数同型が存在する*7:

DA : Y
t,A

(1)
2n−1

→ Y
t,A

(1)
2n−1

, Ỹi,r 7→ Ỹ2n−i,r−2n,

DB : Y
t,B

(1)
n

→ Y
t,B

(1)
n
, Ỹi,r 7→ Ỹi,r−2(2n−1).

以下が本稿の主結果である.

*6 添え字集合の取り方から大きさ的には C
Z,X(1)

N

の “半分”であるが, 圏 C
Z,X(1)

N

の単純対象の構造およびモノイダル圏としての非自

明な構造の研究は実際には C′
Z,X(1)

N

に帰着される [HL10, §3.7], [KKOhP19, Subsection 1.7].

*7 これらは表現の双対を取ることに対応する操作である (cf. [FM01, Corollary 6.10]).
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定理 4.2 (Hernandez-O.). Z[t±1/2]-代数としての同型

ΦA→B : Kt(C′
Z,A(1)

2n−1

)
∼−→ Kt(C′

Z,B(1)
n
)

が存在する. さらに, ΦA→B はそれぞれの圏に対する既約表現の (q, t)-指標の間の具体的な全単射を与える.

また,

DB ◦ ΦA→B = ΦA→B ◦ DA (∗)

を満たす.

ここでは具体的な (q, t)-指標の間の公式を記述する代わりに例を与える.

例 4.3. 例えば, n = 3 (A
(1)
5 /B

(1)
3 型の間の対応)の場合, A

(1)
5 型の基本表現は B

(1)
3 型の既約表現に以下のよ

うに対応する. (ここでは Lt に A,Bを付けてタイプを指定する.) なお, (∗)により以下の対応で C′
Z,A(1)

5

内の

基本表現の ΦA→B による像は全て計算される.

LA
t (Y1,0) ↔ LB

t (Y3,−5), LA
t (Y1,−2) ↔ LB

t (Y3,1), LA
t (Y1,−4) ↔ LB

t (Y1,−6),

LA
t (Y2,1) ↔ LB

t (Y3,−1), LA
t (Y2,−1) ↔ LB

t (Y3,1Y3,−5), LA
t (Y2,−3) ↔ LB

t (Y3,−3),

LA
t (Y2,−5) ↔ LB

t (Y2,−8), LA
t (Y3,0) ↔ LB

t (Y3,1Y3,−1), LA
t (Y3,−2) ↔ LB

t (Y3,−3Y3,−5),

LA
t (Y3,−4) ↔ LB

t (Y3,−7), LA
t (Y4,−1) ↔ LB

t (Y2,−2), LA
t (Y4,−3) ↔ LB

t (Y2,−6),

LA
t (Y5,0) ↔ LB

t (Y1,0), LA
t (Y5,−2) ↔ LB

t (Y1,−4), LA
t (Y5,−4) ↔ LB

t (Y1,−8).

この対応からわかるように, 一般には基本表現も基本表現に対応するわけではなく, 対応する最高単項式の次数

は保存されない. また, この対応は次元も保存しない. 例えば, LA(Y1,−4)は 6次元表現であるが, LB(Y1,−6)

は 7次元表現である. このような点からも ΦA→B は非自明な対応であると言える.

定理 4.2により, A
(1)
2n−1 型の (q, t)-指標について知られている様々な正値性を B

(1)
n 型 (q, t)-指標の正値性に

直ちに読み替えることができる. B
(1)
n 型の (q, t)-指標に関してはこのような正値性は新しい結果である.

系 4.4 (Kazhdan-Lusztig型多項式の正値性). 各m ∈ B′
B

(1)
n

に対し,

Mt(m) =
∑

m′∈B′
B

(1)
n

Pm,m′(t)Lt(m
′)

と書くと, Pm,m′(t) ∈ Z≥0[t
−1]である.

これは B
(1)
n 型における予想 3.6(ii) の肯定的解答である. 実際にはより強く以下が成立する. これも

Nakajimaによって A
(1)
2n−1 型 (より一般に対称型)の場合には証明が与えられていた性質である :

系 4.5 (構造定数の正値性). 各m1,m2 ∈ B′
B

(1)
n

に対し,

Lt(m1)Lt(m2) =
∑

m∈B′
B

(1)
n

cmm1,m2
(t)Lt(m)

と書くと, cmm1,m2
(t) ∈ Z≥0[t

±1/2]である.

ちなみに, 系 4.5が系 4.4よりも強いことは, Mt(m)が Lt(Yi,r)らの積で定義されていたことを思い出せば

すぐにわかる.

Kashiwara-Kim-Ohは, Kang, Kashiwara, Kim, Ohにより確立された一般化量子 Schur-Weyl双対性を用

いて, 圏論的に以下の通常の Grothendieck環の間の同型を証明している :

定理 4.6 ([KKOh19, Theorem 3.1.1]). Z-代数としての同型

ϕA→B : K(C′
Z,A(1)

2n−1

)
∼−→ K(C′

Z,B(1)
n
)

であって, 既約表現の類の間の全単射を与えるものが存在する.
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ここで標準表現の間の対応に着目することで, 以下が確かめられる :

定理 4.7 (Hernandez-O.). ΦA→B を t = 1に特殊化すると ϕA→B に一致する.

ここで定理 4.7は我々の同型の方が強い主張であることを意味しているのではなく, むしろ我々の同型の構

成と Kashiwara-Kim-Ohによる同型の構成は次の意味で全く独立であるを注意しておく :

アプリオリには,

• ΦA→B を t = 1に特殊化したものは定理 4.2より, {evt=1(Lt(m)) | m ∈ B′
A

(1)
2n−1

}を {evt=1(Lt(m)) |
m ∈ B′

B
(1)
n

}に移すが,

• ϕA→B(を q-指標で解釈したもの) は定理 4.6 より, {χq(L(m)) | m ∈ B′
A

(1)
2n−1

} を {χq(L(m)) | m ∈
B′
B

(1)
n

}に移す.

A
(1)
2n−1 型の場合には evt=1(Lt(m)) = χq(L(m))であることがわかっているが, B

(1)
n 型の場合にはこの一致は

予想 3.6(i)に他ならない. 従って, 定理 4.7は B
(1)
n 型の場合の予想 3.6(i)の肯定的解決を導く :

系 4.8. 各m ∈ B′
B

(1)
n

に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

5 計算例

量子ループ代数 Uq(B
(1)
2 )の既約表現 L(Y1,0Y2,5)の q-指標を Kazhdan-Lusztigアルゴリズムにより求めて

みる. まず r ∈ Zに対し,

Mt(Y1,r) = Y1,r + Y2,r+1Y2,r+3Y
−1
1,r+4 + Y2,r+1Y

−1
2,r+5 + Y1,r+2Y

−1
2,r+3Y

−1
2,r+5 + Y −1

1,r+6,

Mt(Y2,r) = Y2,r + Y1,r+1Y
−1
2,r+2 + Y2,r+4Y

−1
1,r+5 + Y −1

2,r+6

より, Y
t,B

(1)
2
の関係式の関係式を用いると,

Mt(Y1,0Y2,5) = t−1/2Mt(Y1,0)Mt(Y2,5)

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ t−1Y2,1 + Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ t−1Y1,2Y
−1
2,3 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ t−1Y2,5Y
−1
1,6 + t−1Y −1

2,7 + Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y1,2Y
−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11 + t−1Mt(Y2,1)

となる. よって, Mt(Y1,0Y2,5)− t−1Mt(Y2,1)はバー対合で不変である. これより,

Lt(Y1,0Y2,5) := Mt(Y1,0Y2,5)− t−1Mt(Y2,1)

とすれば良い. 実際, Mt(Y2,1) = Lt(Y2,1)であるので, Mt(Y1,0Y2,5) = Lt(Y1,0Y2,5) + t−1Lt(Y2,r)となり, 条

件 (S2)も満たしている. ((S1), (S2)を満たす Lt(Y1,0Y2,5)の取り方がこれしかないことも容易に示される).
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以上より, 系 4.8から,

χq(L(Y1,0Y2,5)) = evt=1(Lt(Y1,0Y2,5))

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y1,2Y
−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11

である. ここでの計算が, 基本表現の (q, t)-指標Mt(Y1,r), Mt(Y2,r)と量子トーラス Y
t,B

(1)
2
の関係式のみを用

いた機械的な計算である (“Uq(B
(1)
2 )の表現論”を用いていない)ということに着目してもらいたい.
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