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三角圏 T の thick部分圏の分類とは，T の thick部分圏の集合Tと，ある位相空間Xの
部分集合の集合 Sとの間の全単射

T ⇄ S
を見つけることである．Devinatz-Hopkins-Smith [8, 11]による有限スペクトラムの thick
部分圏の分類以降，三角圏の thick部分圏の分類問題は可換環論，代数幾何学，モジュラー
表現論，作用素環論等分野を問わず重要な問題の一つとなっている [4, 5, 7, 10, 15, 18]．
これらの分類において本質的に重要な役割を果たすのは三角圏上のテンソル構造である．
近年 Balmer [1]はテンソル三角幾何学と呼ばれる分野を創始し，これらの分類に統一的
な視点を与えた．
与えられたテンソル三角圏T（よい対称モノイダル構造を持つ三角圏）に対して，Balmer

は今日Balmerスペクトラムと呼ばれる位相空間 Spec⊗ T を構成し，T のテンソルイデア
ル（テンソル積についてイデアルとなっているような thick部分圏）の分類問題がSpec⊗ T
の構造解析に帰着されることを示した．この結果は上に上げた thick分類圏の分類問題に
一般的な回答を与え，上にあげた分類の統一的な説明を与えた．さらに，Spec⊗ T の構造
解析を通してテンソル三角圏の幾何学的/代数的な研究が可能となった．2010年の ICM
（国際数学者会議）のにおいてBalmer [3] がテンソル三角幾何学について招待講演を行っ
たように，テンソル三角幾何学は成功を収め，非常に広い分野において注目を集めている．
一方で，必ずしもすべての三角圏が良いテンソル構造を持つとは限らず，テンソル三角

幾何学はそのような三角圏にすぐに応用できるものではない．さらに，そのような三角圏に
も重要なものは沢山あり，例えば可換ネーター環Rに対して，その有界導来圏Db(modR)
や特異圏Dsg(R) := Db(modR)/Kb(projR)などがその典型例である．本報告集において
は，第 64回代数学シンポジウムにおいて行った講演をもとに，テンソル積を持たない三
角圏に対する，いわゆる “tensor-free”な三角幾何学について解説する．具体的には与えら
れた三角圏に対して，元の代数的対象の幾何的な性質をよく反映するような適切な位相空
間（以下スペクトラム）を構成する事でBalmerのテンソル三角幾何学の類似の類似の理
論を展開する事を目指す．
以降，集合論的な問題を避けるため圏といえば常に本質的に小さいもの，つまり同型類

が集合をなすものとする．

1. テンソル三角幾何学

ここでは，本研究のモチベーションとなるテンソル三角幾何学について簡単に解説する．
以下に定義するテンソル三角圏がテンソル三角幾何学における主役を担う．

Definition 1.1. テンソル三角圏とは，三角圏 T，テンソル積と呼ばれる T 上の exact
bifunctor ⊗ : T × T → T，単位対象と呼ばれる対象 1 ∈ T からなる三組 (T ,⊗,1)
で，三角圏構造と整合性を持つ対称モノイダル圏となっているものである．詳しくは [12,



Appendix A]を参照のこと．特に，テンソル積⊗及び単位対象 1は以下の自然同型をみ
たす：

• （結合性）(L⊗M)⊗N ∼= L⊗ (M ⊗N),
• （可換性）M ⊗N ∼= N ∼= M ,
• （単位性）M ⊗ 1 ∼= M .

以下は典型的なテンソル三角圏の例である．

Example 1.2. (1) 有限スペクトラムのなす安定ホモトピー圏 SHfinはスマッシュ積∧に
よりテンソル三角圏 (SHfin,∧, S)をなす．ここで，Sは球面スペクトラム.

(2) Xをネータースキームとする．このとき，X上の完全複体のなす導来圏Dperf(X)は導
来テンソル積⊗L

OX
によりテンソル三角圏 (Dperf(X),⊗L

OX
,OX)をなす．特に，可換ネー

ター環RについてX = SpecRを考えることでテンソル三角圏 (Kb(projR),⊗R, R)を
得る.

(3) kを体，Gを有限群とする．このとき，有限生成 kG加群の安定加群圏mod kGおよび
有界導来圏Db(mod kG)は k上のテンソル積によりテンソル三角圏 (mod kG,⊗k, k),
(Db(mod kG),⊗k, k)をなす．

(4) Rを可換ネーター環とする．このとき，右有界導来圏D−(modR)は導来テンソル積
⊗L

Rによりテンソル三角圏 (D−(modR),⊗L
R, R)をなす．

Balmerのアイデアは，テンソル三角圏を可換環の類似とみなしてZariskiスペクトラムと
同様の構成を行うことである．実際，可換環とはアーベル群R，双線形写像 · : R×R → R，
そして単位元 1の三組 (R, ·, 1)であり結合性，可換性，そして 1の単位性を満たすもので
あった．

Definition 1.3. [1, Definitions 1.2 and 2.1] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする.

(1) T の充満加法部分圏X が thickであるとは以下の条件を満たす時に言う.
• T の完全三角 L → M → N → L[1]について，L, M , N の内 2つがX に入るな
らば，残り 1つもX に入る．

• T の対象M , N について，M ⊕N ∈ X ならば，M , N ∈ X .
(2) T の (thick)テンソルイデアルとは，T の thick部分圏 Iで

M ∈ T , N ∈ I ⇒ M ⊗N ∈ I
を満たすものである．

(3) T のテンソルイデアルPが素テンソルイデアルであるとは，P ̸= T かつ
M ⊗N ∈ P ⇒ M ∈ P or N ∈ P

を満たすものである．T の素テンソルイデアルの集合を Spec⊗ T と表すことにする．

可換環の素テンソルイデアルの集合にZariski位相と呼ばれる位相が入っていたように，
Spec⊗ T にも位相を導入することができる．

Definition 1.4. [1, Definition 2.1] T の対象M に対して，そのBalmer supportを

Supp⊗(M) := {P ∈ Spec⊗ T | M ̸∈ P}
で定める．容易に分かるように Supp⊗(M) ∪ Supp⊗(N) = Supp⊗(M ⊕N)が成立するの
で，Spec⊗ T 上には {Supp⊗(M) | M ∈ T }を閉集合の基底とするような位相が入る．つ
まり，この位相に関する閉集合は

Z(E) :=
∩
M∈E

Supp⊗(M) = {P ∈ Spec⊗ T | E ∩ P = ∅} (E ⊆ T )



なる形の集合である．このようにして定まる位相空間 Spec⊗ T を T のBalmerスペクト
ラムと呼ぶ．

Remark 1.5. SpecR上の Zariski位相において，

V(f) := {p ∈ SpecR | f ∈ p} (f ∈ R)

なる形の集合が閉集合の基底を成していた事を思い出すと，Balmer support Supp⊗(M)
の定義は

Supp⊗(M) = {P ∈ Spec⊗ T | M “∈” P}
とすべきでなはいかと思うかもしれない．実際上のようにBalmer supportを定義してもそ
れらは閉集合の基底を成し，位相を定める事が分かる．実はこのように定義される 2つの
位相空間は互いにHochster双対と呼ばれる関係を成しており，一方から他方が完全に復元
される．したがってどちらで位相を定義しても本質的な問題は現れない．例えばHochster
双対により，位相空間の開集合と後に定義するThomason部分集合が入れ替わる．

テンソル三角圏のBalmer supportは以下の性質を満たす．

Lemma 1.6. [1, Lemma 2.6]

(1) Supp⊗(0) = ∅.
(2) 任意のM ∈ T と整数 nについて Supp⊗(M [n]) = Supp⊗(M).
(3) T における完全三角 L → M → N → L[1]に対して Supp⊗(M) ⊆ Supp⊗(L) ∪

Supp⊗(N)が成り立つ.
(4) 任意のM,N ∈ T について Supp⊗(M ⊕N) = Supp⊗(M) ∪ Supp⊗(N).
(5) 任意のM,N ∈ T について Supp⊗(M ⊗N) = Supp⊗(M) ∩ Supp⊗(N).

これらの性質は非常に基本的であり，様々な分野において現れる種々の support達も
同様の性質を満たす．また，既知の三角圏の thick部分圏の分類の結果をみると，種々の
support達が重要な役割を果たしていることも分かる．そこで，三角圏の “support”を以
下のように定義する．

Definition 1.7. [1, Definition 3.1] T を三角圏とする．T の support dataとは，位相空
間Xと対応

σ : T ∋ M 7→ σ(M) ⊆ X : closed

の組 (X, σ)で Lemma 1.6(1)-(4)と同様の性質を満たすものをいう．さらに，T がテンソ
ル三角圏のとき，T の support data (X, σ)が tensorialであるとは，Lemma 1.6(1)-(4)
に加えて (5)も満たすときにいう．

Example 1.8. (1) T をテンソル三角圏とする．すでに見たように Balmer supportは T
上の tensorial support data (Spec⊗ T , Supp⊗)を定める．

(2) Xをネータースキームとする．このとき，X上の完全複体Mのhomological support

Supph(M) := {x ∈ X | Mx ̸∼= 0 in Dperf(OX,x)} ⊆ X

はDperf(X)上の tensorial support data (X, Supph)を定める．
(3) kを体，Gを有限群とする．このとき，有限生成 kG加群複体M の support variety

VG(M) := V+(annH∗(G;k)Ext
∗(M,M)) ⊆ SpechH∗(G; k)

は Db(modR)の tensorial support data (SpechH∗(G; k),VG)およびこの制限により
mod kGの tensorial support data (ProjH∗(G; k),VG)を定める．



(4) Rを可換ネーター環とする．このとき，特異圏Dsg(R)の対象Mの singular support

Suppsg(M) := {p ∈ SingR | Mp ̸∼= 0 in Dsg(Rp)}
はDsg(R)の support data (SingR, Suppsg)を定める．

(X, σ)を三角圏 T の support dataとする．このとき，容易にわかるように，
• X ∈ Th(T )に対して σ(X ) :=

∪
M∈X σ(M) ∈ Spcl(X),

• W ∈ Spcl(X)に対して σ−1(W ) := {M ∈ T | σ(M) ⊆ W} ∈ Th(T ).

ここで，Th(T ), Spcl(X)はそれぞれ T , X の thick部分圏，特殊化閉集合の集合を表す．
したがって，これらの対応で写像の組

σ : Th(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

を得る．さらに，T がテンソル三角圏で (X, σ)が tensorialのとき，

M⊗n ∈ σ−1(W ) ⇔ σ(M) = σ(M⊗n) ⊆ W ⇔ M ∈ σ−1(W ).

そこで，以下の概念を定義する．

Definition 1.9. [1, Definition 4.1] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする．
(1) T の根基テンソルイデアルとは，T のイデアル Iで

√
I := {M ∈ T | M⊗n ∈ I for some n ≥ 1}

を満たすもの．Rad⊗(T )で根基テンソルイデアルの集合を表す．
(2) 位相空間Xの部分集合W がThomason部分集合であるとは，

W =
∪
i∈I

Zi (Z∁
iは準コンパクト開集合)

と書けるときに言う．Thom(X) で X の Thomason 部分集合の集合を表す．特に，
Thomason 部分集合は特殊化閉集合である: Thom(X) ⊆ Spcl(X) := {W :
Xの特殊化閉集合 }．

これらの概念について，一つ補題を用意する．

Lemma 1.10. (1) [1, Lemma 4.2] T のイデアル Iに対して，
√
I =

∩
I⊆P∈Spec T

P

が成立する．
(2) [1, Proposition 2.14] Spec⊗ T のThomason部分集合は

W =
∪
i∈I

Supp⊗(Mi)

なる集合．

この補題により，対応 I 7→ σ(I), W 7→ σ−1(W )は

σ : Rad⊗(T ) ⇄ Thom(X) : σ−1

に制限されることが分かる．実は Balmer supportとはこの対応を全単射にするような
tensorial support dataで universalなものである．つまり，以下のテンソル三角幾何学に
おける基本定理が成り立つ．

Theorem 1.11. [1, Theorems 4.10 and 5.2] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする．



(1) 対応 I 7→ Supp⊗(I) :=
∪

M∈I Supp⊗(M), W 7→ Supp⊗
−1(W )により全単射

Supp⊗ : Rad⊗(T ) ⇄ Thom(Spec⊗ T ) : Supp⊗
−1

を得る．
(2) (X, σ)を T の tensorial support dataで以下の 2条件を満たすとする．

• Xはネーター sober位相空間である.
• 対応

σ : Rad⊗(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

は全単射．
このとき，同相X ∼= Spec⊗ T が存在する．

この定理により，テンソル三角圏の構造解析は完全に Spec⊗ T の位相構造の解析に帰
着されることが分かる．

Balmerは上記定理を既知の部分圏の分類 [5, 6, 18] に応用して以下の結果を得た．

Theorem 1.12. [1, 2]

(1) Xをネータースキームとする．このとき，同相

Spec⊗Dperf(X) ∼= X

が存在する．
(2) kを体，Gを有限群とする．このとき，同相

Spec⊗Db(mod kG) ∼= SpechH∗(G; k)

Spec⊗(mod kG) ∼= ProjH∗(G; k)

が存在する.

Remark 1.13. 一般に，テンソル三角圏のBalmerスペクトラム上に可換環の層が定義さ
れ，局所環付き空間となる．実は上の同型は位相空間としてのみならず，局所環付き空間
としての同型である．

2. “tensor-free”な三角幾何学

前節でBalmerのテンソル三角幾何学について簡単に解説した．本節においてはテンソ
ル構造を持たない三角圏におけるテンソル三角幾何学の類似を考え，そのスペクトラムの
構成の一つの試みを与える．テンソル三角圏において素テンソルイデアルが重要な役割を
果たしていたが，一般の三角圏においては以下の概念を考える．

Definition 2.1. (1) 三角圏 T が局所三角圏であるとは，ただ一つの 0でない thick部分
圏を持つときにいう．

(2) 三角圏 T の thick部分圏Pが素 thick部分圏であるとは，Verdier商 T /Pが局所三角
圏であるときにいう．T の素 thick部分圏の集合を Spec T と表すことにする．

Example 2.2. (1) Xをネータースキームとする．Xの点 xに対して，

S(x) := {M ∈ Dperf(X) | Mx
∼= 0 in Dperf(OX,x)}

はDperf(X)の素 thick部分圏である．実際，三角同値

Dperf(X)/S(x) ∼= Dperf(OX,x) ∼= Kb(projOX,x)



が存在するが，[15, Theorem 1.4]によるとKb(projOX,x)はただ一つの 0でない thick
部分圏 thick(K(mX,x))を持つ．ここで，K(mX,x)はOX,xの極大イデアルmX,xの生成
系のKoszul複体，thick(K(mX,x))はK(mX,x)を含む最小の thick部分圏を表す．

(2) Rを超曲面局所環（つまり R̂ ∼= S/(f), Sは正則局所環）とする．このときRの特異
軌跡 SingRの元 pに対して，

S(p) := {M ∈ Dsg(R) | Mp
∼= 0 in Dsg(Rp)}

はDsg(R)の素 thick部分圏である．実際，三角同値

Dsg(R)/S(p) ∼= Dsg(Rp)

が存在し，[17, Theorem 5.10] により Dsg(Rp) はただ一つの 0 でない thick 部分圏
thick(Rp/pRp)をもつ．

次に，Balmerスペクトラムの構成に倣って Spec T 上に位相を導入する．この位相のも
う少し一般的な理論は [14]において与えられている．

Definition 2.3. [14, Definition 2.1] T の対象Mに対して，そのtriangulated supportを

Supp(M) := {P ∈ Spec T | M ̸∈ P}
で定める．容易に分かるように Supp(M) ∪ Supp(N) = Supp(M ⊕ N)が成立するので，
Spec T 上には {Supp(M) | M ∈ T }を閉集合の基底とするような位相が入る．つまり，こ
の位相に関する閉集合は

Z(E) :=
∩
M∈E

Supp(M) = {P ∈ Spec T | E ∩ P = ∅} (E ⊆ T )

なる形の集合である．このようにして定まる位相空間 Spec T を T のスペクトラムと呼ぶ．

この位相空間は例えば以下の性質を満たす．

Proposition 2.4. [14, Proposition 2.3] T の素 thick部分圏Pに対して，

{P} := {Q ∈ Spec T | Q ⊆ P}.
特に，Spec T は T0空間である．

次に，Balmerの結果Theorem 1.11の類似が我々のスペクトラム Spec T に対しても成
立することを見る．そのために以下の概念を導入する．

Definition 2.5. (1) T の thick部分圏X が根基 thick部分圏であるとは，

X =
√
X :=

∩
X⊆P∈Spec T

P

が成り立つときに言う．Rad(T )で T の根基 thick部分圏の集合を表す．
(2) T の parameter set Param T ⊆ 2Spec T を

Supp(X ) =
∪

M∈X

Supp(M) (X ⊆ T : thick)

なる Spec T の部分集合からなる集合とする．

以下が本報告集における第一の主定理である．

Theorem 2.6. (cf. [14, Theorem 2.9] and [13, Theorem 2.3])



(1) 対応X 7→ Supp(X )，W 7→ Supp−1(W )は全単射

Supp : Rad(T ) ⇄ Param(T ) : Supp−1

を導く．
(2) (X, σ)を T の support dataで以下の 2条件を満たすとする．

• Xはネーター sober位相空間である.
• 対応

σ : Th(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

は全単射．
このとき，位相同型X ∼= Spec T が存在する．

Remark 2.7. [13]において上の定理 (2)と同様の主張が示されているが，そこで用いら
れている位相空間は一般に Spec T とは異なるものである．

Theorem 1.12と同様にして以下のテンソル積を用いない復元定理を得る．

Corollary 2.8. (1) Xを準アフィンスキームとする．このとき，同相

Spec T ∼= X

が存在する．
(2) kを標数 pの体，Gを有限 p群とする．このとき，同相

Spec⊗Db(mod kG) ∼= SpechH∗(G; k)

Spec⊗(mod kG) ∼= ProjH∗(G; k)

が存在する．
(3) Rを超曲面局所環とする．このとき，同相

SpecDsg(R) ∼= SingR

が存在する．

3. Applications to commutative algebra

この節では可換ネーター環Rに付随して自然に現れる三角圏である有限生成加群の有
界導来圏Db(modR)及び特異圏Dsg(R)のスペクトラムについて考察する．
以降，R = S/(x1, . . . , xc)を完全交差局所環，Sを正則局所環，x1, . . . , xcをS正則列と

する．次数付き超曲面

A := S[t1, . . . , tc]/(
c∑

i=1

xiti) (deg ti = 1, deg a = 0 for a ∈ S)

を考える．このとき全射準同型

S[t1, . . . , tc] ↠ A ↠ A/(x) = R[t1, . . . , tc],

よりスキームの可換図式

Pc−1
R

� � i /

p

��

Y := ProjA � � u / Pc−1
S

q

��
SpecR � � j / SpecS.

を得る．この可換図式について，Stevenson [16]による以下の観察に注目する．



Lemma 3.1. (1) Sing Y ⊆ i(SingPc−1
R ).

(2) SingPc−1
R = p−1(SingR).

この補題により，連続写像

φ : Sing Y ↪→ i(SingPc−1
R )

i−1

∼= SingPc−1
R

p−→ SingR

を得る．構成から P ∈ Sing Y に対して，

φ(P ) = (P/(x))0

特に，
P ⊆ Q ⇒ φ(P ) ⊆ φ(Q).

一方，Theorem 2.6と [16, Corollary 10.5]により同相 SpecDsg(R) ∼= Sing Y が存在する．
この同相と写像 φ : Sing Y → SingRを用いることで以下の補題を得る．

Lemma 3.2. PをDsg(R)の素 thick部分圏とする．このときPは [14]の意味での prime
となる．つまり {p ∈ SingR | R/p ̸∈ P}はただ一つの極大元を持つ．

Lemma 3.3. Kb(projR) ̸⊆ P ⊆ Db(modR)を thick部分圏とする．このとき，{p ∈
SpecR | K(p) ̸∈ P}がただ一つの極大元を持つことと P がDb(modR)の素 thick部分圏
であることは同値．

上の 2 つの補題は本報告書における素 thick 部分圏と論文 [14] において定義された
異なる意味での素 thick部分圏の間の関係を与えるものである．特に，[14]の主定理に対
応する以下の結果を得る．

Theorem 3.4. (cf. [14, Theorems 3.17 and 4.21]) Rを正則局所環の商であるような完全
交差局所環とする．

(1) 常に dimSpecDsg(R) ≥ dimSingRが成立し，次は同値．
(a) SpecDsg(R) ∼= SingR．
(b) dimSpecDsg(R) = dimSingR．
(c) Rは超曲面．

(2) 常に dimSpecDb(modR) ≥ dimRが成立し，次は同値．
(a) SpecDb(modR) ∼= SpecR．
(b) dimSpecDb(modR) = dimR．
(c) Rは正則．

4. 終わりに

最後に，三角圏のスペクトラムに関する問題をいくつか述べて終わりにする．
テンソル三角圏 T のスペクトラム Spec T と可換環Rの Zariskiスペクトラムに共通す

る性質として以下の物がある:

• 準コンパクトかつ T0である．
• 準コンパクト開集合の全体が開集合の基底をなす．
• 有限個の準コンパクト開集合の共通部分は再び準コンパクト．
• sober空間である．

この条件を満たすような位相空間はスペクトラル空間と呼ばれる．

Question 4.1. 三角圏 T に対して，Spec T はスペクトラル空間か？



その定義から，特殊化閉部分集合や Thomason部分集合と異なり，Param T の元のト
ポロジカルな特徴づけは与えられていない．Lemma 1.10(2)と比べると，以下な自然な問
題が現れる.

Question 4.2. 三角圏 T に対して，Param(T ) = Thom(T )か？
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