
向井対の分類とその応用について
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向井対 (X, E)とは, Fano多様体X とその上のベクトル束 E の対であって, 第一 Chern類に関する, ある条

件を満たすものの事を言う. このような対 (X, E)は 1988年に向井によって, Fano多様体のある種の一般化

として導入されていた [13]. ここでは, 代数学シンポジウムでの講演に沿って, 向井対の分類問題とその応用

について報告する. 証明や細部については, 論文 [5–7]を参照していただきたいが, 本報告では主に単純向井対

と単純 K 同値射の関連を中心に説明したい. そこで, 本稿ではまず向井対, 単純向井対の定義を与えた後, 向

井対の分類問題を単純向井対の場合を中心に扱う. その後に応用として, Duo Li によって導入された単純 K

同値射という概念と単純向井対との関連について扱う.

1 向井対

Fano多様体 X とは, 滑らかな射影代数多様体 X であって, その反標準因子 −KX = c1(X)が豊富である

もののことをいう. ここで, −KX = c1(X)は接束の行列式束 det(TX)に対応する因子である. 線束が豊富で

あることの定義は復習しないが, その概念はベクトル束にも一般化される. 本稿では, Hartshorneによる豊富

性の定義を用いる: すなわち, ベクトル束 E が豊富であるとは, その射影化 P(E)の上の普遍商線束 OP(E)(1)

が豊富であるときを言う.

向井対 (X, E)の定義は次で与えられる:

定義 1.1 ([13]). 向井対 (X, E) とは, Fano 多様体 X とその上の豊富ベクトル束 E の対であって, c1(X) =

c1(E) を満たすもののことである.

向井対の次元とは dimX のこととして定め, その階数とは rank E のこととして定める.

言い換えれば, 向井対とは, その第一 Chern類 c1(X)が豊富ベクトル束 E の第一 Chern類で表されている

ような Fano多様体のことである. 一般に, 豊富ベクトル束が与えられたとき, そのベクトル束の階数 rank E
が大きいほど, それに伴って, その行列式束, あるいは第一 Chern類 c1(E)も大きくなる. したがって, 向井対

の階数 rank(E)は, その反標準束の大きさを図る一つの不変量と考えることができる.

注意 1.2. 一般偏極多様体とは, 多様体とその上の豊富ベクトル束の対 (X, E)のことをいい, そのログ標準因

子とは, KX + c1(E)のことを指す. すると, 向井対とは, 一般偏極多様体 (X, E)であって, ログ Calabi-Yau

条件 ”KX + c1(E) = 0”を満たすものと言いかえることができる.

向井対の簡単な, しかし基本的である例は, Fano多様体とその基本因子と呼ばれるものを用いて与えられる:
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例 1.3. Fano多様体M の, 指数 rM とは, PicM 内で −KM を割り切る正の整数の最大値のことである:

rM := { a ∈ Z>0 | ある Cartier 因子 H があって −KM = aH }.

定義より, ある因子HM が存在して, −KM = rM ·HM と書ける. Fano多様体の Picard群には捻れがない

ことから, このような因子 HM は一意的に定まる. この因子 HM を Fano多様体M の基本因子と呼ぶ.

さてM を任意の n次元 Fano多様体とすると (M,O(HM )⊕rM )は次元が nで階数が rM である向井対を

与える.

上記の例 1.3では, 指数 rM の Fano多様体M から, 階数 rM の向井対が得られていた. したがって向井対

は Fano多様体の一般化とみなすことができ, “階数”は “指数”の一般化に相当する.

さて, 例 1.3で与えた向井対のベクトル束 E は直線束の直和であった. 一般の向井対については, もちろん

これは正しくない. 次が典型的な例である:

例 1.4. 射影空間 Pn とその接束 TPn の対 (Pn, TPn) は向井対の一つである. 実際, 射影空間上の Euler 完

全列
0→ OPn(−1)→ On+1

Pn → TPn(−1)→ 0

(に OPn(1)をテンソルすること) により, TPn は豊富であることがわかる. また第一 Chern類に関する条件

“c1(X) = c1(E)”は定義に他ならない. n ≥ 2のとき TPn は, 線束の直和には分裂しない.

例 1.4に挙げた向井対は, 本稿の後半において論ずる単純K 同値射とも深い関係にある. その準備のために

(Pn, TPn)の幾何をもう少し詳しく見よう:

Pn とは, あるベクトル空間W := Cn+1 を決めたときに, その超平面をパラメーターづける多様体である:

Pn = {Vn ⊂W | Vn は n次元部分空間 }.

また, 上述の Euler 完全列の双対は, パラメーター空間 Pn 上の普遍商束や普遍部分束を与える完全系列で

ある.

一般にベクトル束 E の射影化は, 各点ごとには E の超平面のパラメーター空間を与える. したがって,

P(TPn)は, 一次元部分空間 V1 と n次元部分空間 Vn の旗 (V1 ⊂ Vn)のパラメーター空間になる:

P(TPn) = Fl(1, n;W ) = { (V1 ⊂ Vn) | V1 は一次元部分空間, Vn は n次元部分空間 }.

また, 射影化 P(TPn)からの自然な射影 p1 : P(TPn)→ Pn は, 旗 (V1 ⊂ Vn)を [Vn] ∈ Pn に送ることで与え

られる.

ここまででは, Pn を超平面のパラメーター空間と考えていたが, 元のベクトル空間の双対W∨ の射影化を

考えれば, 一次元部分空間のパラメーター空間が得られる:

P̌n = {Vn ⊂W∨ | Vn は n次元部分空間 } = {V1 ⊂W | V1 は 1次元部分空間 }.

対称性から, 自然に PPn(TPn) ≃ Fl(1, n;W ) ≃ PP̌n(TP̌n)であり, 次の図式が得られる:

PPn(TPn) = Fl(1, n;W ) = PP̌n(TP̌n)
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新しく現れた射 p2 は, 自然な射影 p2 : PP̌n(TP̌n) → P̌n である. したがって P(TPn) は Picard 数が 2 の

Fano多様体であり, 2つの射影空間束の構造 p1 と p2 を持つ.

このように射影化が 2つの射影空間束の構造をもつ向井対を単純向井対といい, その射影化をここでは笠と

呼ぶ. 正確には, 次で定義される:

定義 1.5 (単純向井対と笠).

• 階数 r の単純向井対とは, 階数 r の向井対 (X, E) であって, 以下の条件を満たすもののことを言う:

(1) ρX = 1;

(2) P(E) は別の Pr−1 束の構造を持つ.

• 笠 (論文 [5]では roof と呼んでいる) とは単純向井対の射影化として得られる多様体W のことである.

注意 1.6. 定義から, (X1, E1)を単純向井対とすると, その射影化W = P(E1)が笠であり, 別の Pr−1 束の構

造 p2 : W → X2 をもつ:

P(E1) = W
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したがって, W は

(R1) Picard数が 2の Fano多様体であり;

(R2) 2つの Pr−1 束の構造 p1 と p2 を持つ.

一方で, この 2つの条件が笠を特徴づけるかどうかは, 未解決である. 現状では, 笠を特徴づけるのにもう一つ

次の条件が必要である [5, Proposition 1.5]:

(R3) rW = r.

さて, W が笠である場合には, rW = r であり, 特にW の基本因子 HW は各 pi ファイバー Pr−1 上の超平

面因子に制限される. このとき E1 = (p1)∗O(HW )である. また, E2 := (p2)∗O(HW )とおくと, (X2, E2)は向

井対となる [16, Proposition 3.3]. とくに (X2, E2)も単純向井対となる.

2 向井対の分類

Fano 多様体研究の一つの究極目標は, その分類であるが, 一般状況での完全な分類は望めない. それでも,

指数の大きい Fano多様体は比較的簡単な構造を持っていることが知られており, 実際M を Fano多様体とし

たとき, 次が知られている:

(1) rM ≥ dimM であれば, M ≃ Pn あるいはQn となる [9].

(2) 藤田は rM = dimM − 1となる Fano多様体を分類していた [2, 3].

(3) また, 向井は rM = dimM − 2 となる Fano 多様体を分類していた [14]. 正確には向井は基本因子に

関する条件を一つ仮定し, その仮定の元で分類を与えている. 後に, その仮定は勝手に成り立つことが

[1, 11]で示されている.



すでに見たように, 向井対の階数は Fano多様体の指数の一般化とみなす事ができるのであった. 以上の観

察をもとに, 向井は “階数の大きい向井対の分類問題”を提示していた. より正確には rank E ≥ dimX を満た

す向井対の詳細な分類を予想していた [13]. この予想は, 向井対の分類問題における小林・落合の定理の対応

物であり, 藤田, Peternell, Ye-Zhangらによって解決されている:

定理 2.1 ([4, 21, 22,26]). 向井対 (X, E) であって rank E ≥ dimX を満たすものは次に限る:

(1) (Pn,O(1)⊕n+1);

(2) (Pn, TPn);

(3) (Pn,O(2)⊕O(1)⊕n−1);

(4) (Qn,O(1)⊕n).

注意 2.2. 定理 2.1に現れる対のうち, (1)と (2)は単純向井対であり, ほかは単純ではない.

さて, 上記の分類をすすめて, 階数がもうすこし小さい場合にも分類したいと考えるのは, ごく当然の発想

で, 現在までに rank E ≥ dimX − 2を満たす場合には, 分類が与えられている. この節の残りでは, これらの

分類を紹介したいが, その前にいくつか注意を述べたい.

■Picard 数に関する注意 向井対 (X, E) を分類することを考える際には, その様子は ρX = 1 の場合と

ρX > 1の場合とで, 大きく異る. 乱暴に言えば, Picard数が大きいほど, 底空間 X や射影化 P(E)は多くの

端射線収縮をもち, そのために生じる制限から構造を決定しやすい. この場合には, 結果として現れる対の種

類は多いものの, それらの構造は比較的簡単である. 他方で ρX = 1 の場合には, その構造を調べる際により

詳細な情報を取り出す必要があり, また現れる対 (X, E)たちも様々な幾何, とくに等質空間やその上の等質ベ

クトル束の幾何と深く関連するものが多く, 大変興味深い. 本稿の残りでは, 筆者が主に携わった場合である,

ρX = 1の場合に焦点を絞ることにする. ρX > 1の場合については, 各所で参考文献を挙げるに留める.

■ベクトル束が分裂する場合に関する注意 定理 2.1 において, ベクトル束 E が直線束の直和に分解しない
のは, (2) の場合のみであることに注意されたい. 一般に, 向井対 (X, E) が与えられたとする. ρX = 1 は仮

定しよう. すると, Pic(X)は基本因子 HX に対応する直線束 OX(1)によって生成されている. ベクトル束 E
が直線束の直和に分解する場合 (分裂型向井対と呼ぶ)には E ≃

⊕rank E
i=1 O(ai) と正の整数 ai を用いて書け,∑

ai = rX を満たす事がわかる. したがって, rX =
∑

ai ≥ rank E となる.

例えば rank E = dimX − 2となる分裂型向井対を考えると, rX ≥ dimX − 2となる. したがって底空間

X は指数の大きい Fano多様体の分類からよく分かる. またベクトル束も明示的に書けているので, この場合

には分類は完了している. つまり階数の大きい向井対の分類問題において, 本質的なのは非分裂型の向井対を

分類することである. そこで, 以下では E が分裂しない場合に主に焦点を絞る.

■余階数 2の向井対 rank E = dimX − 1となる向井対は, 1990年頃までに分類されている:

定理 2.3 (Wísniewski [25]; Peternell-Szurek-Wísniewski [23] (cf. Occhetta [17])). 向井対 (X, E)であって

rankE = dimX − 1 を満たすものの完全な分類があり, そのうち ρX = 1 かつ非分裂型であるものは, 次に

限る:

(1)
(
P3,N (2)

)
, ここで N は null correlation 束と呼ばれる P3 上のベクトル束 [18].

(2)
(
Q4,S∗Q(1)⊕OQ(1)

)
. ここで SQ は二次超曲面上のスピノル束 [19].



(3)
(
Q3,S∗Q(1)

)
.

注意 2.4. (1) と (3) は単純向井対である. より詳しく, 両者はその射影化を通じてお互いに関連しており,

PP3(N (2)) ≃ PQ3(S∗Q(1))が成り立ち, したがって次の図式がある:

PP3(N (2)) = PQ3(S∗Q(1))
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ここで, p1, p2 はそれぞれの射影化に対応する P1 束である. また, この多様体 PP3(N (2)) ≃ PQ3(S∗Q(1))

は, Dynkin図形が B2 = C2 となる単純代数群 Gの Borel群による商 G/B である.

■余階数 3の向井対 さて, 次に紹介したいのは, 階数 rank E が dimX − 2となる向井対の分類である. この

場合には, Novelli-Occhetta [16] によって, dimX = 4 かつ ρX ≥ 2 の場合が調べられていた. 残りの場合に

ついては [6,7] において完全に分類された. ここでは主に, 単純向井対に焦点を絞ることにする. それ以外の場

合については元の論文を参照されたい.

定理 2.5. rank E = dimX − 2を満たす向井対の同型類は完全に決定でき, 次が成り立つ:

• rank E = dimX − 2 かつ ρX = 1を満たす非分裂型向井対は, ちょうど 9個ある.

• そのうち単純向井対は次の 2つ:

(1)
(
Q6,S∗Q(1)

)
, ここで SQ はスピノル束;

(2)
(
Q5,GQ(1)

)
, ここで GQ は, Ottaviani束と呼ばれるベクトル束である.

詳しい性質やその幾何等は, [8, 19,20]等に譲るが, GQ は階数 3の安定束で, (c1, c2, c3) = (2, 2, 2)を満たす

ものとして, 特徴づけられている. また, この 2つの単純向井対はその射影化が笠を与えるが, その構造は次の

ようになる:

まず対
(
Q6,S∗Q(1)

)
を考えよう. 区別のために, この底空間Q6 を X1 と書く. また射影化をW と書く. こ

の射影化W は, 自然な射影 p1 : W → X1 を持つ. また単純向井対の定義にあるように別の射影空間束の構造

p2 : W → X2 ももつ. この 2つの射影空間束の構造は対称である. すなわち X2 ≃ Q6 が成り立ち, p2 に対応

するベクトル束は X2 上のベクトル束 S∗Q(1)で与えられる:

PX1
(S∗Q(1)) = W = PX2

(S∗Q(1))
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似たような対称性を対
(
Q5,GQ(1)

)
も持っている: 同様に底空間をX ′

1 と書こう. また射影化をW ′ と書く.

この射影化W ′ のもつ別の射影空間束の構造 p′2 : W ′ → X ′
2 を考えると, X ′

2 ≃ Q5 であり, p′2 に対応するベク

トル束は X ′
2 上のベクトル束 GQ(1)で与えられる:

PX′
1
(GQ(1)) = W ′ = PX′

2
(GQ(1))
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W = PQ6(S∗Q(1))は等質空間である: ベクトル空間 C8 とその上の非退化対称二次形式 q を考える. する

と, その上の 3次元等方的部分空間のパラメーター空間 OG(3, 8)は等質空間であり, W と同型である. 3次元

等方的部分空間 V3 を一つ固定する. すると [V3]は OG(3, 8)の点を与える. この V3 に対して, ちょうど二つ

の 4次元等方的部分空間 V +
4 と V −

4 とが存在して V +
4 ∩ V −

4 = V3 となる. 4次元等方的部分空間のパラメー

ター空間 OG(4, 8)は二つの連結成分 OG(4, 8)+ と OG(4, 8)− をもち

• (順番を適当に入れ替えれば) [V +
4 ] ∈ OG(4, 8)+, [V −

4 ] ∈ OG(4, 8)− であり;

• 各連結成分 OG(4, 8)+, OG(4, 8)− はQ6 と同型である.

したがって, 各点 [V3] ∈ OG(3, 8) に対して, [V +
4 ] ∈ OG(4, 8)+ と [V −

4 ] ∈ OG(4, 8)− を対応させることで

OG(3, 8)→ OG(4, 8)± なる写像が定義される. この写像が p1 や p2 である.

一方で, W ′ は等質ではない. 二次超曲面Q5 と同型である X ′
1 や X ′

2 は自然に P6 に埋め込まれるが, この

射影空間は八元数の純虚部分 ImOの射影化に対応している. また W ′ は P(ImO) ×P(ImO)内で Cayley

積を用いて定義される. このことから G2 型の代数群である Aut(O) がW ′ に作用することはわかるが, しか

しW は (どんな代数群の作用についても)等質空間とはならない. 詳細は [8, 19,20]を参考にされたい.

3 単純K 同値

単純 K 同値射とは, Duo Li によって, ごく最近に導入された概念であり, Atiyah フロップや, この後に紹

介する向井フロップの一般化に相当する概念である [10]. 定義は次で与えられる:

定義 3.1 (単純K 同値射 [10]). 単純K 同値射とは 2つの滑らかな射影代数多様体の間の双有理射 χ : Z1 99K
Z2 であって, 次の条件を満たす不確定点解消 Z1

f1←− Z̃
f2−→ Z2 が存在するもののことをいう:

(1) 各射 fi : Z̃ → Zi は滑らかな連結部分多様体 Yi に沿う爆発である;

(2) χ は標準因子を保つ, すなわち f∗
1KZ1

= f∗
2KZ2

が成り立つ.

したがって次の図式がある:
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ここで Ei は fi の例外因子である. 爆発に関する標準因子公式

KZ̃ = f∗
i KZi

+ (codimYi − 1)Ei

および f∗
1KZ1 = f∗

2KZ2 という仮定から, E1 = E2 であり codimY1 = codimY2 となることがわかる

[10, Lemma 2.1]. そこで, 以下では単に E と書いて例外因子 Ei を表す:
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例 3.2 (向井フロップ). 単純 K 同値射の典型例の一つは, 向井フロップである. この射は次の仮定の元, 構成

される射 χ : Z1 99K Z2 のことである:

条件 3.3.

• Z1 は滑らかな射影代数多様体, Y1 ⊂ Z1 はその滑らかな連結部分多様体.

• h1 : Y1 → M は 滑らかな射であって, 各ファイバー F1 について, (F1, CY1/Z1
|F1

) ≃ (Pn, TPn)が成り

立つ. ここで CY1/Z1
は余法束である.

さて, その構成を [12] に基づいて復習しよう: まず, Z1 を Y1 に沿って爆発し, 次の図式を考える.
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すると, 射 E → M の各ファイバーは, P(TPn)と同型である. またこの多様体 P(TPn)は 2つ目の Pn−1

束の構造を持っているのであった (1.1). このことから, 別の Pn−1 束 g2 : E → Y2 と Pn ファイブレーショ

ン h2 : Y2 →M であって, 次の図式が可換になるものを見つけることができる:
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ここで, Pr 束とはベクトル束の射影化 (に対応する射)を指し, Pr ファイブレーションで, より一般に滑らか

な射であってすべてのファイバーが Pr と同型であるものを指す.



さて, 標準因子を追いかけることで, 勝手な g2 ファイバー Pn−1 の上で, −E|E = OPn−1(1)となることが

わかる. したがって, 中野・藤木判定法を用いることで, 複素多様体 Z2 と収縮 Z̃ → Z2 をうまく見つけて, 多

様体 Z̃ を g2 に沿って潰すことができる. すなわち, Z2 は Y2 を部分多様体として含むような多様体であり

• Z̃ = BlY2
Z2 が成り立ち, その爆発 Z̃ → Z2 を f2 とすると,

• E は f2 の例外因子であり, f2|E = g2 となるものが存在する:
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まとめると, 条件 3.3のもと, 次の図式を構成できる:
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ここで得られた写像 χ が向井フロップと呼ばれる写像である. 標準因子を追いかけることで, χが標準因子を

保つ, すなわち
f∗
1 (KZ1

) = f∗
2 (KZ2

)

を満たすことがわかる. したがって χは (射影的とは限らない Z2 への)単純K 同値射となる.

4 単純K 同値射の構造定理およびその応用

さて, 上記の向井フロップの構成で肝要であったのは, 対 (Pn, TPn)が単純向井対であるという事実であり,

実際に同様の構成で次が証明できる:

命題 4.1 ([5, Proposition 4.2]). 次の二条件が成り立つとしよう:

• Z1 は滑らかな射影多様体, Y1 ⊂ Z1 はその滑らかな部分多様体である;

• h1 : Y1 → M は滑らかな射であって, 勝手なファイバー F1 に対して (F1, CY1/Z1
|F1

) が単純向井対で

ある.

すると (複素多様体) Z2 への単純 K 同値射 Z1 99K Z2 でその中心が Y1 となるものが作れる.



上記の命題では, 単純向井対から単純 K 同値射を構成している. 実際には, この逆が成り立ち, 単純K 同値

射はすべて単純向井対から得られる:

定理 4.2 ([5, Theorem 0.1]). 勝手な単純 K 同値射は命題 4.1のようにして得られる. より正確には, 次が成

り立つ: χ : Z1 99K Z2 を単純K 同値射とし, 図式 (3.1)を考えよう:
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すると滑らかな射 hi : Yi →M であって, h1 ◦ g1 = h2 ◦ g2 がなりたち, さらに各 hi ファイバー Fi に対し

て (Fi, CYi/Zi
|Fi) が単純向井対となるものがある:
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言い換えれば, 単純K 同値射は, 単純向井対が定める双有理射の族になっている.

■単純 K 同値射の分類問題への応用 さて, 定理 4.2より, 単純 K 同値射に対して, 図式 (4.1)が得られる.

射 E → M のファイバーは単純向井対の射影化, すなわち笠である. また, 射 χ は局所的には単純向井対

(Fi, CYi/Zi
|Fi) の定めるK 同値射になっており, とくに, 単純K 同値射の分類問題と単純向井対の分類問題と

は (程度によるが)同値となる. では, 単純向井対 (Fi, CYi/Zi
|Fi

)はどのぐらいあるか? 現在までに知られてい

る例は 8つある. 詳細については, 論文 [5]を参照して頂きたいが, 次の表に, 簡単にまとめておく:

型 笠 W

Ar−1 ×Ar−1 Pr−1 ×Pr−1

AM
r P(TPr ) = Fl(1, r;Cr+1)

AG
2r−2 Fl(r − 1, r;C2r−1)

C 3r
2 −1 (r は偶数) SFl(r − 1, r;C3r−2)

Dr OG(r − 1;C2r)

F4 (r = 3) 例外型代数群 F4 に関する 22次元等質多様体

G2 (r = 2) 例外型代数群 G2 の Borel群 B による商 G2/B

G†
2 (r = 3) PQ5(G) (Ottaviani 束 G の射影化)



ここで, 一番左の列には, その笠を識別するための名前 (型と呼んでいる)が書いてあり, 右の列には “笠W

の同型類” が記してある. おおまかに言えば, 型にはW の自己同型群に対応する Dynkin 図形が対応してお

り, 場合によっては, 右肩に区別するための記号がついている.

また右の列で用いた記号は次のとおりである:

• Fl(i, j;Cn)は, ベクトル空間Cn内の i次元部分空間と j 次元部分空間から成る旗のパラメーター空間;

• SFl(i, j;C2n)は, 斜交ベクトル空間 C2n 内の i次元等方的部分空間と j 次元等方的部分空間からなる

旗のパラメーター空間;

• OG(k,C2n) は, 非退化対称二次形式をもつベクトル空間 C2n 内の k 次元等方的部分空間のパラメー

ター空間.

また, これまでに現れた単純向井対との関係を記しておくと, 次のようになる

• Ar−1 ×Ar−1 は単純向井対 (Pr−1,O(1)⊕r)に対応する.

• AM
r は単純向井対 (Pr, TPr )に対応する.

• C2 は単純向井対 (P3,N (2)) あるいは (Q3,S∗Q(1))に対応する.

• D4 は単純向井対 (Q6,S∗Q(1))に対応する.

• G†
2 は単純向井対 (Q5,G(1))に対応する.

D を 8 つの型のいずれかとしたとき, 単純 K 同値射が “型 D を持つ” ということを 図式 4.1 において,

E → M のすべてのファイバーが型 D の笠と同型であるときを言うことにする. すると, 向井対の分類及び 2

つの P1 束の構造を持つ Fano多様体の分類 [15,24]の応用として, 次を得る:

系 4.3 ([5, Theorem 0.3]). χ : Z1 99K Z2 を単純K 同値射とする. すると次が成り立つ:

(1) codimYi ≥ dimFi − 2であれば, χの型は Ar−1 ×Ar−1, AM
r , C2 , D4, G†

2 のいずれかである.

(2) dimZi ≤ 8 であれば, χ の型は Ar−1 × Ar−1 (r ≤ 3), AM
r (r ≤ 3), C2, D4, G2, G†

2 のいずれかで

ある.

系 4.3 (2)は, Duo Li による 5次元以下の分類の一般化を与える [10].

注意 4.4. 以上の系では低次元, あるいは余次元の大きいときに, 単純 K 同値射の分類が与えられており, こ

の場合には, その型はこれまでに知られている笠の例 (8つ)のいずれかに対応する場合となった. また現在知

られている例はこの 8つに対応する場合のみである.

単純 K 同値や単純向井対, 笠の例がこれらで尽くされるかどうかは, 現状わかっておらず, 今後の課題の一

つである. これらの 8つの笠の例を考えると, 最後の例 G†
2 を除いてはすべて等質空間になっている. 一方で

最後の例 G†
2 に対応する笠W は, G2 型の代数群の作用を持つ多様体ではあるが, 等質空間にはならない. こ

のような笠の例が他にも存在するかどうかは, 著者が非常に興味を持っている問題の一つである.
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