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概要

本稿では self-injective Nakayama algebra のホッホシルトコホモロジー上の Batalin-Vilkovisky 構造

を決定する。

1 はじめに

ホッホシルトコホモロジーは Hochschild [5]によって導入され、導来同値の不変量として知られている。多

元環 Aの n次ホッホシルトコホモロジー群 HHn(A)はホッホシルト複体の n次コホモロジー群で定義され、

HH∗(A) =
⊕∞

i=0 HH
i(A)はカップ積とブラケットによって Gerstenhaber algebraとなる ([3])。

Tradler [7]によって、対称多元環のホッホシルトコホモロジー上に Batalin-Vilkovisky(BV) algebra構造

が存在することが示され、ホッホシルトコホモロジー上の BV algebra構造の存在性に関する研究が行われて

いる。最近では、Volkov [8]や Lambre-Zhou-Zimmermann [6] によって中山自己同型が対角化可能であるフ

ロベニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上に BV algebra構造が存在することが示された。しかしなが

ら，中山自己同型が対角化可能でないフロベニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上に BV algebra構造

が存在することは未だ解明されておらず、具体計算例も多くはない。

本稿では、self-injective Nakayama algebra Λのホッホシルトコホモロジー HH∗(Λ)上の BV algebra構造

について述べる。本稿を通して、K は代数的閉体とし、多元環 Aの n個のK 上のテンソル積を A⊗n で表す。

また、次数付き加群 V ∗ =
⊕

n≤0 V
n の homogeneousな元 aに対して、aの次数を |a|で表す。

2 Batalin-Vilkovisky algebra

ここでは、Gerstenhaber algebraと Batalin-Vilkovisky algebraについて説明する。

定義 1. Gerstenhaber algebraとは、次数付きK-加群 V ∗ =
⊕

n≥0 V
n、カップ積 ∪ : V n×V m → V n+m、

次数 −1のリーブラケット [ , ] : V n × V m → V n+m−1 の 3つ組 (V ∗,∪, [ , ])で次を満たすものをいう：

(i) (V ∗,∪)は 0次に単位元をもつ結合的な次数付き可換多元環である。

(ii) (V ∗, [ , ])が次数付きリー代数 である。

(iii) 任意の homogeneousな元 a, b, c ∈ V ∗ に対して、

[a, b ∪ c] = [a, b] ∪ c+ (−1)(|a|−1)|b|b ∪ [a, c]

を満たす。

また、このブラケット [ , ]をGerstenhaber bracketという。
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定義 2. Batalin-Vilkovisky algebra (BV algebra) とは、0 次に単位元をもつ次数付き可換多元環

(H∗ =
⊕

n∈Z H
n,∪) と次の条件を満たす次数 −1の operator ∆ : H∗ → H∗ :の 3つ組 (H∗,∪,∆)のことを

いう：

(i) 任意の r ∈ Zに対して、∆r−1∆r = 0が成り立つ。

(ii) ∆0(1) = 0が成り立つ。

(iii) 任意の homogeneousな元 a, b, c ∈ H∗ に対して、

∆(a ∪ b ∪ c) = ∆(a ∪ b) ∪ c+ (−1)|a|a ∪∆(b ∪ c) + (−1)|b|(a−1)β ∪∆(a ∪ c)

−∆(a) ∪ b ∪ c− (−1)|a|a ∪∆(b) ∪ c− (−1)|a|+|b|a ∪ b ∪∆(c)

を満たす。

また、∆を BV differentialという。

注意 3. BV algebra (H∗,∪,∆)はブラケット [ , ]を homogeneousな元 a, b ∈ H∗ に対して、

[a, b] = (−1)|a|(∆(a ∪ b)−∆(a) ∪ b− (−1)|a|a ∪∆(b))

定義すると、(H∗,∪, [ , ])は Gerstenhaber algebraとなる [4, Proposition 1.2]。この Gerstenhaber algebra

の構造も含めて (H∗,∪, [ , ],∆)を BV algebraという。

3 ホッホシルトコホモロジー

ここでは、ホッホシルトコホモロジーの定義、カップ積、Gerstenhaber bracketについて説明し、フロベニ

ウス多元環のホッホシルトコホモロジーの BV algebra構造について述べる。

定義 4. K-多元環 Aに対して、次の複体 (C∗(A) =
⊕

n≥0 C
n(A), δ∗)を Aのホッホシルト複体という：各加

群は

C0(A) = HomK(K,A) ∼= A

Cn(A) = HomK(A⊗n, A)

で定義され、δn : Cn → Cn+1 は f ∈ Cn(A), a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ∈ A⊗n+1 に対して、

δn(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+ (−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1

で定義される。また、Aのホッホシルト複体 (C∗(A), δ∗)の n次のコホモロジーを Aの n次ホッホシルトコ

ホモロジー群といい、HHn(A)で表す。

注意 5. K-多元環 Aに対して、HHn(A) ∼= ExtnAe(A,A)が成り立つ。

ホッホシルト複体 (C∗(A), δ∗)上のカップ積 ∪ は、f ∈ Cn(A)、g ∈ Cm(A)に対して f ∪ g ∈ Cm+n(A)を

a1 ⊗ · · · ⊗ an+m ∈ A⊗n+m に対して

(f ∪ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)g(an+1 ⊗ · · · ⊗ an+m)

で定めることによって定義される。これはホッホシルトコホモロジー上のカップ積 ∪ : HHn(A)×HHm(A) →
HHn+m(A) を誘導する。
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Gerstenhaber [3] によって導入されたホッホシルトコホモロジー上の Gerstenhaber bracketについて述べ

る。f ∈ Cn(A), g ∈ Cm(A) (n+m ≥ 1) に対して、[f, g] ∈ Cn+m−1(A)を次で定義する：

n,m ≥ 1のとき、1 ≤ i ≤ nである自然数 iに対して、f ◦i g ∈ Cn+m−1(A) を

(f ◦i g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1)

= f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g(ai ⊗ · · · ⊗ ai+m−1)⊗ ai+m ⊗ · · · ⊗ an+m−1)

で定義する。n ≥ 1、m = 0であるとき、1 ≤ i ≤ nである自然数 nに対して、f ◦i g ∈ Cn−1(A)を

(f ◦i g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g ⊗ ai ⊗ · · · ⊗ an−1)

で定義する。ここで g は Aの元とみなしている。また、

f ◦ g :=

n∑
i=1

(−1)(m−1)(i−1)f ◦i g

と定義し、

[f, g] := f ◦ g − (−1)(n−1)(m−1)g ◦ f ∈ Cn+m−1(A)

と定義すると、[ , ] : Cn(A) × Cm(A) → Cn+m−1(A)は [ , ] : HHn(A) × HHm(A) → HHn+m−1(A) を誘

導し、(HH∗(A),∪, [ , ])は Gerstenhaber algebraとなる。

この Gerstenhaber algebraを誘導する BV algebra構造が存在するのかということは、一般には知られて

いない。いくつかの多元環のクラスについてはホッホシルトコホモロジーの Gerstenhaber algebra構造に対

して、BV algebra構造が存在することが示されている。ここでは、Volkov [8] の構成方法に沿って、フロベ

ニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上の BV algebra構造について述べる。Aをフロベニウス多元環と

し、⟨ , ⟩を bilinear form、ν を中山自己同型とする。写像 ϕν : Cn(A) → Cn(A)を f ∈ Cn(A)と ai ∈ Aに

対して、

(ϕν(f))(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ν−1(f(ν(a1)⊗ · · · ⊗ ν(an)))

で定める。Cn(A)ν := {f ∈ Cn(A) | ϕν(f) = f} とすると、δn は δνn : Cn(A)ν → Cn−1(A)ν を誘導し、

複体 (C∗(A)ν , δν∗ ) が得られる。HHn(A)ν↑ = Hn(C∗(A)ν , δν∗ ) とおくと、ホッホシルトコホモロジー上の

Gerstenhaber algebraの構造は HHn(A)ν↑ 上の Gerstenhaber algebraの構造を誘導する。もし、ν が対角化

可能であれば、(HH∗(A)ν↑,∪, [ , ]) と (HH∗(A),∪, [ , ])は同型である。

定理 6 ([8, Theorem 2.2]). Aをフロベニウス多元環、⟨ , ⟩を bilinear form、ν を中山自己同型とする。この

とき、n ≥ 1, f ∈ Cn(A)に対して、∆if ∈ Cn−1(A) i(1 ≤ i ≤ n)を

⟨∆if(a1 ⊗ · · · ⊗ an−1), an⟩ = ⟨f(ai ⊗ · · · ⊗ an ⊗ νa1 ⊗ · · · ⊗ νai−1), 1⟩

によって定義し、∆ :=
∑n

i=1(−1)i(n−1)∆i : Cn(A) → Cn−1(A) とすると、∆ は Gerstenhaber algebra

(HH∗(A)ν↑,∪, [ , ])上の BV differentialを誘導する。

注意 7. フロベニウス多元環 Aの中山自己同型 ν が対角化可能であるとき、上の∆は Gerstenhaber algebra

(HH∗(A),∪, [ , ])上の BV differentialを誘導する。

4 Self-injective Nakayama algebraのホッホシルトコホモロジー

ここでは、self-injective Nakayama algebra Λについて説明し、Λの中山自己同型 ν の位数 ord ν について、

charK ∤ ord ν のとき、ホッホシルトコホモロジー HH∗(A)上の BV algebra構造を決定し、charK | ord ν の
とき、HH∗(A)ν↑ 上の BV algebra構造を決定する。
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Self-injective Nakayama algebraは bound quiver algebraとして、Λ = KΓs/J
N で与えられる。ここで、

Γs は以下のような点が s個の quiverを表し、N ≥ 2、J は道多元環KΓs の矢イデアルを表す。

1
s

s− 1

s− 2

3

2

αs α1

αs−1
α2

αs−2

点 lの trivial pathを vl、始点が lで長さが nの道を γn
l で表す。このとき、bilinear form ⟨ , ⟩ : Λ×Λ → K

は 1 ≤ l ≤ sと 0 ≤ j ≤ N − 1に対して、

⟨γj
l , γ

N−1−j
l+j ⟩ = 1

によって与えられる。また、Λの中山自己同型 ν は

ν(vl) = vl+N−1, ν(γj
l ) = γj

l+N−1

によって与えられる。特に、ord ν =
s

gcd (N − 1, s)
である。以後 g0 = gcd(N − 1, s)とする。

Bardzell [1] によって monomial algebraの両側射影分解の構成法が与えられており、Λの両側射影分解 P

は次のように与えられる。各両側加群 Pn は

P2i =

s⊕
l=1

Λvl ⊗ vl+iNΛ for i = 0, 1, 2, . . .

P2i+1 =

s⊕
l=1

Λvl ⊗ vl+iN+1Λ for i = 0, 1, 2, . . .

で与えられ、各 differential dn : Pn → Pn−1 は、

d2i : P2i → P2i−1

vl ⊗ vl+iN 7−→ vl(

N−1∑
k=0

γk
l ⊗ γN−k−1

l+k+(i−1)N+1)vl+iN

d2i+1 : P2i+1 → P2i

vl ⊗ vl+iN+1 7−→ vl(γ
1
l ⊗ 1− 1⊗ γ1

l+iN )vl+iN+1

で与えられる。

x, y ∈ Λ に対して、φx ∈ HomΛe(P2i,Λ) を φx(vl ⊗ vl+Ni) = vlxvl+Ni によって定める。同様に φy ∈
HomΛe(P2i+1,Λ) を φy(vl ⊗ vl+Ni+1) = vlyvl+Ni+1 によって定める。Bardzell-Locateli-Marcos [2] によっ

て、Λのホッホシルトコホモロジー環 HH∗(Λ)が計算されているが、ここでは charK ∤ ord ν の場合の Λの

ホッホシルトコホモロジー群 HHn(Λ) ∼= Hn(HomΛe(P ,Λ))の結果を紹介する。

命題 8 ([2, Proposition 5.1]). N > 2のとき、HH0(Λ)のK-basisは次で与えられる。 B =

{
φ∑s

l=1 γas
l

| 0 ≤ a ≤
[
N − 2

s

]}
if N ̸≡ 1 (mod s),

B ∪ {φγN−1
l

| 0 ≤ l ≤ s} if N ≡ 1 (mod s).

命題 9 ([2, Proposition 5.2, Proposition 5.3]). i ≥ 1に対して、HH2i(Λ)のK-basisは次で与えられる。
B =

{
φ∑s

l=1 γj
l
| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ Ni (mod s)

}
if charK ∤ N or Ni ̸≡ N − 1 (mod s),

B ∪ {φ∑s
l=1 γN−1

l
}if charK | N and Ni ≡ N − 1 (mod s)}.
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また、HH2i−1(Λ)のK-basisは次で与えられる。
B =

{
φ∑(ord ν)−1

k=0 γj+1
1+kg0

| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ N(i− 1) (mod s)

}
if charK ∤ N or Ni ̸≡ N − 1 (mod s),

B ∪ {φ∑s
l=1 vl

}if charK | N and Ni ≡ N − 1 (mod s)}.

ord ν < ∞かつ charK ∤ ord ν のとき、ν は対角化可能である。したがって、ホッホシルトコホモロジーは

BV algebra構造をもつ。具体的に計算することによって、次の結果が得られる。

定理 10. charK ∤ ord ν とする。このとき、次数 −1の BV differential ∆ : HH∗(Λ) → HH∗(Λ) は次で与え

られる：

i ≥ 0とする。∆(HH2i(Λ)) = 0であり、φ∑(ord ν)−1
k=0 γj+1

1+kg0

∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑(ord ν)−1
k=0 γj+1

1+kg0

) =
Ni− j − 1

g0
φ∑s

l=1 γj
l

となる。また、charK | N かつ Ni ≡ N − 1 (mod s)のとき、φ∑s
l=1 vl ∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑s
l=1 vl) = 0

となる。

系 11. charK ∤ ord ν とする。このとき、HH∗(Λ)上の Gerstenhaber bracket [ , ] は次で与えれられる：

φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

∈ HH2i1+1(Λ), φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j2+1

1+kg0

∈ HH2i2+1(Λ), φ∑s
l=1 γj

l
∈ HH2i(Λ)に対して、

[φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

, φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j2+1

1+kg0

] =


N(i1 − i2)− j1 + j2

g0
φ∑s

l=1 γ
j1+j2+1

l
if γj1+j2+1

l ̸= 0 in Λ,

0 otherwise,

[φ∑s
l=1 γj

l
, φ∑(ord ν)−1

k=0 γ
j1+1

1+kg0

] =


Ni− j

g0
φ∑s

l=1 γ
j+j1
l

if γj+j1+1
1 ̸= 0 in Λ,

0 otherwise

また、charK | N かつ Ni0 ≡ N − 1 (mod s)のとき、φ∑s
l=1 vl ∈ HH2i0+1(Λ)に対して、

[φ∑s
l=1 vl

, φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

] = (Ni1 − j1)φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1
1+kg0

, [φ∑s
l=1 vl , φ∑s

l=1 γj
l
] = 0

となる。

charK | ord ν のとき、ν は対角化可能であるとは限らない。実際、charK = 2、Λ = Γs/J
N について

s = 2, N = 4のとき、ord ν = 2であるが ν は対角化可能ではない。そこで、コホモロジー HH∗(A)ν↑ および

HH∗(A)ν↑ 上の BV algebra構造を決定する。

複体 HomΛe(P ,Λ)のある部分複体のコホモロジーを計算することによって HHn(A)ν↑ が決定される。

命題 12. charK | ord ν とする。このとき、i ≥ 1に対して、HH2i−2(Λ)ν↑ のK-basis は{
φ∑s

l=1 γj
l
| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ Ni (mod s)

}
で与えられ、HH2i−1(Λ)ν↑ のK-basisは

{φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ N(i− 1) (mod s)}

で与えられる。

命題 13. charK | ord ν とする。このとき、次数付き可換代数として HH∗(Λ)ν↑ ∼= HH∗(Λ)である。
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定理 14. charK | ord ν とする。このとき、次数 −1の BV differential ∆ : HH∗(Λ)ν↑ → HH∗(Λ)ν↑ は次で

与えられる：

i ≥ 0とする。∆(HH2i(Λ)ν↑) = 0であり、φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

) =
N − 1

g0
φ∑s

l=1 γj
l

となる。特に、[ , ] = 0である。

例 15. charK = 2、Λ = KΓs/J
4 とする。このとき、中山自己同型 ν は対角化可能ではなく、

HH∗(Λ)ν↑ = K[x, y, z]/(x2, y2)

である。ここで、
deg x = 0, deg y = 1, deg z = 2.

である。また、BV-differential ∆は

∆(1) = ∆(x) = ∆(z0) = ∆(xz) = ∆(z2) = 0,

∆(y) = 1, ∆(yx) = x, ∆(yz) = z.

で与えられ、[ , ] = 0である。

一方、ホッホシルトコホモロジー HH∗(Λ)上の Gertenhaber bracket [ , ]は

[x, x] = [y, y] = [x, z] = [z, z] = 0, [x, y] = x, [y, z] = z

で与えられ、HH∗(Λ)と HH∗(Λ)ν↑ は Gerstenhaber algebraとして同型ではない。
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