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距離正則グラフのTerwilliger代数の拡張について ∗

田中 太初

東北大学大学院情報科学研究科

純粋・応用数学研究センター

1 序
本稿で論じるQ-多項式距離正則グラフは、有限古典群の等質空間となる例を数多く含
む非常に豊かな研究対象である。特に、これらのグラフの持つ代数的性質が 1変数 (q-)

超幾何直交多項式の階層であるAskeyスキーム [22, 23]を特徴付けることが 1982年に
Leonard [27]により示されている。この結果を受けて 1984年の坂内–伊藤の本 [3]では、
「Q-多項式距離正則グラフを全て決定する」という大きな目標が提示された。この目標は
現在でもまだ達成されてはいないが、これまでに様々な飛躍的進展があった。これらの成
果を概説した文献としては、[3]に加えて [1, 4, 10]を挙げる。
代数的グラフ理論ではグラフの隣接代数を考察する。これはグラフの隣接行列で生成さ
れる (C上)全行列環の可換部分代数であり、グラフの大域的な性質を反映する。これに
対して Terwilliger [41, 42, 43]は、グラフの各頂点について現在Terwilliger代数と呼ば
れる非可換半単純行列代数を導入した。Q-多項式距離正則グラフの場合には、Terwilliger

代数は隣接行列、及び固定した頂点に応じて定まる「双対隣接行列」により生成され、グ
ラフの局所的構造を良く反映する。また、ここでは詳しくは述べないが、隣接行列と双対
隣接行列は Terwilliger代数の各既約加群上に所謂三重対角対 [19]として作用する。三重
対角対については、アフィン量子代数Uq(ŝl2)の表現論と絡んだ非常に深い理論が構築さ
れており ([18, 20]等を参照)、今後これらの成果をQ-多項式距離正則グラフの構造の研究
に順次応用していくことになる。
非同形なQ-多項式距離正則グラフの組で (構造定数まで込めて)隣接代数が同形となる
ものは、多くの無限系列が存在する。Terwilliger代数は隣接代数より遥かに多くの情報を
含むものの、Terwilliger代数のレベルでも区別できないQ-多項式距離正則グラフの組も
また、二部グラフの場合に無限系列が知られている。Terwilliger代数を一般化した代数と
して、鈴木 [33]は頂点ではなく、各「頂点部分集合」に対する「Terwilliger代数」を導入
した。本稿では、頂点部分集合として適切なものを選ぶことにより、Q-多項式距離正則グ
ラフの (頂点に対する) Terwilliger代数の理論が、三重対角対との関連も含めてほぼその
まま一般化できることを紹介する。

∗本稿の内容は田中利恵氏及び渡邊悠太氏との準備中の論文 [39]に基づく。
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2 Q-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数
本稿を通して、Γ = (X,R)は連結有限単純グラフとする。ここでXは頂点集合、Rは
辺集合であり、各辺はXの 2点部分集合である。隣接した 2頂点間の距離を 1として、X
上に自然に距離 ∂が定まる。グラフの直径Dを

D := max{∂(x, y) : x, y ∈ X}

とし、各頂点 x ∈ Xに対して

Γi(x) := {y ∈ X : ∂(x, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D)

とおく。次の性質を満たす整数 ai, bi, ci (0 ⩽ i ⩽ D)が存在するとき、Γを距離正則グラ
フと呼ぶ：

∂(x, y) = iを満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γi−1(x) ∩ Γ1(y)| = ci, |Γi(x) ∩ Γ1(y)| = ai, |Γi+1(x) ∩ Γ1(y)| = bi

が成り立つ。

これは組合せ的な定義であるが、Xがグラフの自己同型群AutΓの 2点等質空間となって
いるとき、すなわち

∂(x, y) = ∂(x′, y′) ⇐⇒ ∃g ∈ AutΓ s.t. x′ = gx, y′ = gy

が成り立つときには明らかに満たされる (この場合特に距離可移グラフと呼ぶ)。距離正則
グラフは常に正則グラフであり、その次数 kは

k = b0 = |Γ1(x)|

で与えられる。また、次を距離正則グラフ Γの交叉列と呼ぶ：

ι(Γ) := {b0, b1, . . . , bD−1; c1, c2, . . . , cD}

ここで、等式 ai + bi + ci = kによって交叉列から ai達が復元できることに注意する。

例 1. X = {0, 1}D とし、2頂点 x = (x1, . . . , xD), y = (y1, . . . , yD) ∈ X は 1ヶ所だけ異
なっているときに辺で結ばれるとしてグラフ Γを定めると、Γは距離正則グラフとなる。
このグラフを Γ = QD と表し、D次元超立方体と呼ぶ。QD は実際距離可移グラフであ
り、B型Weyl群S2 ≀SDが作用する。また、交叉列は次で与えられる：

ι(QD) = {D, . . . , 2, 1; 1, 2, . . . , D}

なお、QD−1は誘導部分グラフとして自然にQDに埋め込まれることに注意する：

Q1 ↪→ Q2 ↪→ · · · ↪→ QD−1 ↪→ QD ↪→ · · ·

仮定 2. 以後、Γは常に距離正則グラフとする。
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行と列が頂点集合Xで添え字付けされたC上の行列全体の集合 (C-代数)をCX×Xと書
く。Γの第 i距離行列Ai ∈ CX×X を次で定める：

(Ai)x,y =

{
1 if ∂(x, y) = i

0 otherwise
(x, y ∈ X)

特に、A0 = I (単位行列)である。また、A1は Γの通常の隣接行列であり、

A := A1

と略記する。距離正則グラフの定義の代数的な意味は以下の通りである：

A · Ai = bi−1Ai−1 + aiAi + ci+1Ai+1 (0 ⩽ i ⩽ D) (1)

ただしA−1 = AD+1 := 0である。Γの隣接代数を

A := C[A] ⊂ CX×X

と書くことにすると、上の 3項漸化式によりAは部分空間として

A = ⟨A0, A1, . . . , AD⟩

と表される。特に、隣接行列Aは丁度D + 1個の異なる固有値

θ0, θ1, . . . , θD ∈ R

を持つことが分かる。また、基底A0, A1, . . . , ADに関するAの構造定数は交叉列 ι(Γ)に
よって完全に決定されることに注意する。Γの次数 kは常にAの固有値であり、以後常に

θ0 = k

とおく。固有値 θℓに関するAの固有空間への直交射影をEℓ ∈ CX×X と表す。なお、J ∈
CX×Xを全ての成分が 1の行列とすると、E0 = |X|−1Jとなる。これらD+ 1個の直交射
影E0, E1, . . . , EDは隣接代数Aの (中心)原始冪等元である：

A = ⟨E0, E1, . . . , ED⟩

補足 3. Γが距離可移グラフのときは、AはAutΓのX上の置換表現の中心化代数と一致
する。また、この場合置換表現は無重複であり、隣接行列Aの各固有空間はAutΓの既約
表現を提供する。

次の性質を満たす実数 a∗ℓ , b
∗
ℓ , c

∗
ℓ (0 ⩽ ℓ ⩽ D)が存在するとき、Γは順序 {Eℓ}Dℓ=0 (もし

くは {θℓ}Dℓ=0)に関してQ-多項式であるという：

b∗ℓ−1c
∗
ℓ ̸= 0 (1 ⩽ ℓ ⩽ D)かつ

|X|E1 ◦ Eℓ = b∗ℓ−1Eℓ−1 + a∗ℓEℓ + c∗ℓ+1Eℓ+1 (0 ⩽ ℓ ⩽ D) (2)

が成り立つ。ただしE−1 = ED+1 := 0であり、◦は成分ごとの積を表す。
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これは 1973年にDelsarte [11]により導入された極めて重要な概念であり、これによって
Delsarteは符号と組合せデザインを双対的な対象として統一的に議論することに成功した
のである。この「Delsarte理論」の最近の進展に関しては [1, 12, 29]等を参照されたい。
なお、E1 ◦EℓはE1⊗Eℓの主小行列であり、従って半正定値であることから、a∗ℓ , b∗ℓ , c∗ℓ 達
は全て非負であることが分かる (Krein条件)。

例 4. 超立方体 Γ = QDは降順 θ0 > θ1 > · · · > θDに関してQ-多項式である。

補足 5. 実際QDは、θ0 > θ1 > · · · > θDとしたときに順序 θ0, θD−1, θ2, θD−3, . . . に関して
もQ-多項式となる。一般に、サイクルを除く (すなわち k ⩾ 3となる)距離正則グラフは、
Q-多項式となる固有値の順序を高々二つしか持たないことが知られている [13, 32]。

仮定 6. 以後、Γは常に順序 {Eℓ}Dℓ=0に関してQ-多項式であるとする。

3項漸化式 (1), (2)から二組の 1変数直交多項式系 {fi}Di=0, {f ∗
ℓ }Dℓ=0が得られるが、冒頭

で述べたように次の結果が知られている：

定理 7 (Leonard [27], Bannai–Ito [3]). The fi and the f ∗
ℓ belong to the Askey scheme.

Leonard [27]はパラメータ qが±1と異なる場合を主に考察して Askey schemeの最上位
(4ϕ3)に位置するAskey–Wilson多項式 (もしくは q-Racah多項式)を捉えたが、q = ±1の
場合も含めた極限等の詳細な考察は [3]で成された。q = −1のときの直交多項式 {fi}Di=0,

{f ∗
ℓ }Dℓ=0は現在坂内–伊藤多項式と呼ばれ、Vinetや Zhedanov等により近年活発に研究さ

れている ([16]等を参照)。
次に、Terwilliger代数 [41, 42, 43]の定義を述べる。以下、頂点 x ∈ X を一つ固定し、
第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (x) ∈ CX×X を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(x)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

頂点 xに関するTerwilliger代数T = T (x)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D] ⊂ CX×X

補足 8. Γが距離可移グラフのときは、T はAutΓに於ける xの固定部分群のX上の置換
表現の中心化代数の部分代数である。QDを含むいくつかの主要な無限系列について、こ
れら二つの代数が実際一致することが示されている ([17, 34]等)。

T の定義は距離正則グラフとは限らない一般のグラフに対しても意味をなすが、仮定 2, 6

の下で、さらに双対隣接行列A∗ = A∗(x) ∈ CX×X を導入する：

(A∗)y,z =

{
|X|(E1)x,y if y = z

0 otherwise
(y, z ∈ X)

このとき、次が成り立つ：
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補題 9. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗].

Proof. 隣接代数AがE0, E1, . . . , E
∗
Dを線形基底に持つことに注意すると、3項漸化式 (2)

より距離行列A0, A1, . . . , AD達は |X|E1の ◦に関する多項式で書けることが分かる。これ
らの行列の等式の第 x列を取り出して対角行列を作ると、E∗

0 , E
∗
1 , . . . , E

∗
DをA∗の (通常の

積に関する)多項式として表す等式になる。

系 10. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair.

ここで、有限次元ベクトル空間 V = Cn上の対角化可能な線形変換 A,A∗は、以下を満た
す Aの固有空間の順序 {Vℓ}dℓ=0と A∗の固有空間の順序 {V ∗

i }d
∗
i=0が存在するときに三重対

角対と呼ばれる [19]：

V はC[A,A∗]-加群として既約であり、各 0 ⩽ i ⩽ d∗と 0 ⩽ ℓ ⩽ dに対して

AV ∗
i ⊂ V ∗

i−1 + V ∗
i + V ∗

i+1, A∗Vℓ ⊂ Vℓ−1 + Vℓ + Vℓ+1 (3)

が成り立つ。ただし V−1 = Vd+1 = V ∗
−1 = V ∗

d∗+1 := 0である。

系 10では、条件 (3)はもちろん 3項漸化式 (1), (2)から直ちに従うのである。いずれにせ
よ、系 10はQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数の定義から直接的に導かれる
ほぼ自明な結果であることを強調したい。
三重対角対の分類はパラメータ qが 1の冪根でない場合には既に完成している [18, 20]。
また、Terwilliger代数の表現論を用いたQ-多項式距離正則グラフの構造の研究もこれま
でに多く成されている。例えば、Q-多項式距離正則二部グラフについては、Caughman [7]

がD ⩾ 12の場合に交叉列を (ほぼ)決定した。この結果は最近Miklavič [30]によりD ⩾ 9

まで拡張されている。また、所謂擬分割グラフの分類がGavrilyuk–Koolen [14]により完
成された。彼らはある種の既約 T -加群に付随するTerwilliger多項式と呼ばれる次数 4

の多項式の性質を巧妙に用いたのであるが、この手法は最近他のクラスのQ-多項式距離
正則グラフに対しても大きな成果を上げている [15]。

3 Q-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代
数

前節ではQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数に関する基本的な事項を述べ
た。特に、Q-多項式距離正則二部グラフに関する前述のCaughman [7]の強力な結果は、
これらのグラフのTerwilliger代数の既約加群に関する彼自身の研究 [6]に基づいているが、
一方で [6]を吟味すると、実際Q-多項式距離正則二部グラフについては、既約 T -加群の
標準加群CXに於ける重複度や、現れる三重対角対の型まで込めて、T の構造が完全に交
叉列によって決まってしまうことが分かる。このような特殊な状況になっているからこそ
交叉列の決定が可能となったとも言えるが、このクラスのグラフの分類の完成を目指す上
で、道具が T だけでは足りないことをこの事実は意味している。
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超立方体QDは二部グラフであるが、他の無限系列として、D型の直交群 PGO+
2D(Fq)

の等質空間となる二部双対極グラフと呼ばれる距離可移グラフがある。二部双対極グラフ
と同じ交叉列を持つ例としてHemmeterグラフの系列があるが、これらは距離可移グラ
フではない。Hemmeterグラフ以外に同じ交叉列を持つQ-多項式距離正則二部グラフを
特定することが目下の目標である。

仮定 11. 以後、本節では Γはさらに二部グラフであるとする。

上記の目標に取り組む上で、頂点に関する通常の Terwilliger代数 T = T (x)では二部
双対極グラフと (例えば) Hemmeterグラフを区別できないので、新たな代数を導入する。
辺 e ∈ Rを固定し、

Γi(e) := {y ∈ X : ∂(e, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D − 1)

とおく。ちなみに、Γが二部グラフであることから 3辺の長さが 1, D,Dとなる三角形は存
在しないので、ΓD = ∅である。頂点の場合と同様に、第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (e) ∈ CX×X

を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(e)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

辺 eに関するTerwilliger代数 T = T (e)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1] ⊂ CX×X

さらに、双対隣接行列A∗ = A∗(e) ∈ CX×X を

A∗ =
1

2

∑
x∈e

A∗(x)

と定めると、次が示される：

定理 12. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ = QD and the Q-polynomial ordering is the one described in Remark 5.

系 13. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair

unless Γ is the above exception.

主張に例外が存在し、かつ特定されていることからも推察されるように、これらは定理 9

や系 10とは異なり全くもって非自明な結果であり、Leonardの定理 (定理 7)を線形代数
学の立場から再構成した概念である Leonard対 [44, 45, 46]の理論を用いて証明される
[36, 37]。なお、上記の例外はAskeyスキームに於けるパラメータ q = −1の場合に該当す
る。このようなQ-多項式距離正則グラフはTerwilliger [40]により 3種類の無限系列に限
ることが示されており、その中で二部グラフである系列は例外に挙げた 1種類のみである
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(講演では例外を 2種類としたが、誤りである)。ちなみに、Leonard対は実際、三重対角
対で固有空間 Vℓ, V

∗
i 達の次元が全て 1となる場合である。

二部双対極グラフの自己同型群は辺集合R上に可移に作用するが、Hemmeterグラフの
場合は二つの軌道に分かれる。従ってHemmeterグラフの場合、T = T (e)の構造は eを
どちらの軌道から取るかに依存する。実は、これと類似の状況は前節に議論した頂点の場
合にも見出される。すなわち、Grassmannグラフの系列 (の特別な場合)と、Van Dam

とKoolen [9]により 2005年に発見された捻れGrassmannグラフの系列は同じ交叉列を
持つが、前者の自己同型群は頂点集合X上に可移に作用する一方、後者の場合は二つの
軌道に分かれる。Bang–Fujisaki–Koolen [2]は、頂点に関する捻れ Grassmannグラフの
Terwilliger代数T (x)の構造が xの含まれる軌道によって著しく異なることを示している。
ここで、T = T (e)に関する結果を一つ紹介したい。

仮定 14. 以後、本節では Γは定理 25の例外ではないとする。すなわち、Γ = QDの場合
については、Q-多項式となる固有値の順序としては常に θ0 > θ1 > · · · > θDを考える。

W を既約 T -加群とする。

補題 15. There exist non-negative integers ε, ε∗, and d such that

{i : E∗
iW ̸= 0} = {ε, ε+ 1, . . . , ε+ d}, {ℓ : EℓW ̸= 0} = {ε∗, ε∗ + 1, . . . , ε∗ + d}.

これら三つのパラメータに関して、例えば次のような定理が証明される：

定理 16. We have 2ε+ d ⩾ D − 1. Moreover, if equality holds then we have

dimE∗
iW = 1 (ε ⩽ i ⩽ ε+ d), dimEℓW = 1 (ε∗ ⩽ ℓ ⩽ ε∗ + d),

and the structure of W is determined by ι(Γ), ε, and ε∗.

この定理は [6, 41, 42]の結果の一部に対応するものであるが、前節で述べたTerwilliger

多項式の理論もまたT (e)の場合に移植される。これらの道具を駆使してQ-多項式距離正
則二部グラフの構造の解析を押し進めることを目論んでいるのであるが、本節の残りで
は、二部グラフの場合の T (e)の理論と一般の場合の T (x)の理論との類似を示す好例を
もう一つ紹介したい。
Q-多項式距離正則二部グラフの場合はT (x)の構造が交叉列によって完全に決まってし
まうことを述べたが、他の種々の観点からもこのクラスはQ-多項式距離正則グラフ全体
の中で特殊だと言える。一方、Q-多項式距離正則二部グラフの中でも、2-等質グラフと呼
ばれる同様に特殊なクラスがある。すなわち、下記の類似が成り立つ：

Q-多項式距離正則グラフ� �
Q-多項式距離正則二部グラフ� �
　� �� �

←→

Q-多項式距離正則二部グラフ� �
2-等質距離正則二部グラフ� �

　� �� �
この類似は例えば [21, 28]等に見出される。なおここで、次の性質を満たす整数 pi,j;r,s
(0 ⩽ i, j, r, s ⩽ D)が存在するとき、Γは 2-等質であるという：
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∂(x, y) = 2を満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γ(z) ∩ Γr(x) ∩ Γs(y)| = pi,j;r,s

が任意の z ∈ Γi(x) ∩ Γj(y)に対して成り立つ。

この定義は一見複雑であるが、次が成立する：

定理 17 (Curtin [8]). A bipartite distance-regular graph is 2-homogeneous if and only if

it is Q-polynomial and antipodal.

Γが対蹠的であるとは、(仮定 6の下では) ΓD(x) = 1、すなわち各頂点に対して最も遠い
頂点が一意的に定まることである。2-等質グラフは結び目の不変量を与えるスピンモデ
ルの研究から生じた概念であり、D = 5の場合を除き既に分類されている：

定理 18 (Nomura [31]). If Γ is 2-homogeneous then Γ is one of the following: (i) the

D-cube QD; (ii) the complete bipartite graph Kk,k minus a perfect matching (D = 3); (iii)

a Hadamard graph (D = 4); (iv) D = 5 and

(c1, c2, c3, c4, c5) = (1, µ, k − µ, k − 1, k), bi = c5−i (0 ⩽ i ⩽ 4),

where k = t(t2 + 3t+ 1), µ = t(t+ 1), and 2 ⩽ t ∈ Z.

前述のCaughman [6]の結果の類似として、次の結果が成り立つ：

定理 19. If Γ is 2-homogeneous, then ι(Γ) determines the structure of T = T (e).

4 Q-多項式距離正則グラフの子孫に関するTerwilliger代数
前節ではQ-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代数を考察したが、実
際準備中の論文 [39]ではより一般的な状況で理論を展開しており、前節の内容はその特殊
(ただし重要な)ケースである。本稿では最後にこの一般論について簡単に紹介する。以下
では Γは特に二部グラフとは仮定しない。
Y ⊂ Xを空でない頂点部分集合とし、χ ∈ CX をその特性ベクトルとする：

χz =

{
1 if z ∈ Y
0 otherwise

(z ∈ X)

Y の幅w及び双対幅w∗を次で定める [5]：

w = max{i : χTAiχ ̸= 0}, w∗ = max{ℓ : χTEℓχ ̸= 0}

幅 wは Y の 2頂点間の距離の最大値である。一方、双対幅 w∗の意味は分かり難いかも
しれないが、このように隣接行列A0, A1, . . . , ADと原始冪等元E0, E1, . . . , EDを双対的な
対象と捉えることが、Delsarte理論 [11]の成功の鍵であった。パラメータwとw∗に関す
る Brouwer–Godsil–Koolen–Martin [5]の理論はDelsarte理論とある意味で対を成すもの
である。また、前節と同様にして Y に関するTerwilliger代数T = T (Y )が定義できるが、
Brouwer達の理論でwにまつわる部分については、鈴木 [33]によってT (Y )の既約加群の
観点からさらに一般化されている。以下はBrouwer達の主結果の一つである：
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定理 20 (Brouwer et al. [5]). We have w + w∗ ⩾ D.

この定理で等号が成立する場合に Y が様々な良い性質を持つことも示されている。次は
その一例である：

定理 21 (Brouwer et al. [5], T. [37]). If w + w∗ = D, then the subgraph induced on Y is

a Q-polynomial distance-regular graph with diameter w, with at most three exceptions of

Γ for given D and w.

Brouwer達はw+w∗ = Dかつ誘導部分グラフが連結であれば上の結論が得られることを
示したが、[37]で筆者は誘導部分グラフが連結でなくなるような Γの例が各Dとwにつ
いて高々三つであることを証明したのである。これらの例外はやはり Askeyスキームに
於けるパラメータ q = −1の場合に該当する。この定理を念頭に置き、w + w∗ = Dを満
たす Y を Γの子孫と呼ぶことにする。

例 22. 一点集合 {x}は常に Γの子孫である (w = 0)。

例 23. Γが二部グラフならば、任意の辺 e ∈ Rは Γの子孫である (w = 1)。

例 24. Γ = QDのとき、各 0 ⩽ i ⩽ Dに対してQi ⊂ QDは子孫である (w = i)。

子孫の概念は非常に本質的であり、極値集合論で有名なErdős–Ko–Radoの定理の一
般化等でも重要な役割を果たす [35, 38]。子孫の構造等に関する詳細については [37]を参
照されたい。Γの子孫 Y に対して、双対隣接行列A∗ = A∗(Y ) ∈ CX×X を

A∗ =
1

|Y |
∑
x∈Y

A∗(x)

と定めると、前節と同様に以下の定理が示される：

定理 25. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the Terwilliger algebra T = T (Y ) is

generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ is one of at most three exceptions in Theorem 21.

系 26. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the matrices A and A∗ act on each

irreducible T -module as a tridiagonal pair, unless Γ is one of at most three exceptions in

Theorem 21.

これらの結果を基礎として、頂点に関する従来のTerwilliger代数T (x)の理論を子孫 Y に
関するTerwilliger代数T (Y )に拡張することが可能になるのである。なお、この拡張理論
の興味深い応用例として、w = 1の子孫 Y (所謂Delsarteクリーク)とその 1頂点 x ∈ Y
を取り、二種類のTerwilliger代数T (x) = C[A,A∗(x)]とT (Y ) = C[A,A∗(Y )]で生成され
るさらに大きな非可換半単純行列代数C[A,A∗(x), A∗(Y )]の既約加群を考察することで、
(C∨

1 , C1)型ダブルアフィンヘッケ環や非対称Askey–Wilson多項式、及びこれらのある
種の退化との関連を見出すことができる [24, 25, 26]。
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本稿では中心電荷 24 の正則頂点作用素代数の分類に関する最近の進展について報告す

る。注 1

1 背景

次は頂点作用素代数 (VOA) の研究当初からの基本的な問題の一つである.

• 中心電荷 24 の正則 VOA 注 2を分類せよ.

(有理的な) VOA V が正則とは, 既約加群が同型を除いて V のみ, である. (非自明な)正

則 VOAの中心電荷は 8の正の倍数となることが知られており ([Zh96]), 中心電荷が 8, 16

の場合はユニモジュラ偶格子に付随する格子 VOA と同型となる ([DM04b]). したがって,

中心電荷 24 は考えるべき次の中心電荷である. ここで, (非同型な)階数 32 のユニモジュ

ラ偶格子は沢山あるため, (非同型な)中心電荷 32 の正則 (格子) VOA も沢山あり, (通常

の意味では)分類するのは難しいことを注意しておく.

「中心電荷 24 の正則 VOA の分類問題」は「階数 24 のユニモジュラ偶格子の分類問

題」の類似と考えることができる. 階数 24 のユニモジュラ偶格子は Niemeier によって

分類されており ([Ni73]), 丁度 24 個ある. これらは Niemeier 格子と呼ばれる. 一般に偶

格子のノルム 2 のベクトルはルート系をなす. Niemeier 格子の構造はノルム 2 のベク

トルがなすルート系から (同型の除いて)一意的に決まることが知られている. すなわち,

Niemeier 格子は (∅ を含む) 24 個のルート系で特徴付けられる. そこで, 中心電荷 24 の

正則 VOA でも同様な分類を行いたい.

注 1概説論文 [LS18b+] が出版予定である。
注 2本稿で扱う正則 VOA は有理的 (表現が完全可約), C2-有限 ( V/⟨u(−2)v | u, v ∈ V ⟩ が有限次元), CFT
型 (V0 が一次元), 自己双対 (V の contragredient 加群が V と同型)を仮定している.
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偶格子におけるノルム 2は (非自明な)最小ノルム注 3であることから, (CFT型の) VOA

の (非自明な)最小共形重み注 4 である 1 の空間に着目する. 一般に, (CFT 型の) VOA V

の共形重み 1 の空間 V1 には 0-積でリー代数構造が入り ([Bo86]), これがルート系に対応

する構造だと考えられる. このリー代数構造を用いた「中心電荷 24 の正則 VOA の分類」

の現状について報告する.

2 階数 24 のユニモジュラ偶格子の分類について

この章では階数 24 のユニモジュラ偶格子の分類の概略について述べる. 詳細は [Eb02]

を参照せよ.

Φ を階数 24 のユニモジュラ偶格子のノルム 2 のベクトルの成すルート系とすると、次

が成立する.

• Φ の階数は 0 か 24.

• Φ の既約成分のルート系のコクセター数は (取り方によらず) |Φ|/24.

Φ の既約成分のルート系は A, D, E 型であり, 上の性質を満たすルート系は (空集合も

含めて) 24 通りであることがわかる. 逆に, この 24 通りのルート系 Φ に対して, 丁度ノ

ルム 2 のベクトルが Φ を成す階数 24 のユニモジュラ偶格子が丁度一つ存在する. 実際

に Φ ̸= ∅ であれば, Φ が生成するルート格子を (ルート系を大きくしないように)拡大し

てユニモジュラ偶格子を構成でき, 同型を除いて一意的となる. ノルム 2 のベクトルを持

たない階数 24 のユニモジュラ偶格子 L はノルム 8 のベクトルによる直交基底を持つこ

とが L/2L の代表元を考えることで確認でき, その正規直交基底を用いて L とリーチ格

子と同型であることが示せる.

3 正則 VOA の重さ 1 の空間のリー代数構造

この章では中心電荷 24 の正則 VOA の重さ 1 の空間のリー代数構造の可能性について

述べる.

V を中心電荷 24 の正則 VOA とする. V1 には 0-積によってリー代数構造が入り, n-積

によって V 上に affine 表現が定義される. そして [DM04b, DM06] (cf. [Sc93]) において

次が示されている注 5.

• V1 は半単純, 24 次元の abelian, 0 のいずれかになる.

• V1 ̸= 0 のとき, V1 が生成する部分 VOA の共形元は　 V の共形元と一致する.

注 3ノルム 0 の零ベクトルを除くという意味.
注 4真空ベクトルは共形重み 0 であるが, それで張られる部分空間の除く, という意味.
注 5階数 24 のユニモジュラ偶格子のルート系の性質の類似と考えられる.
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• V1 が半単純のとき, V1 の各単純イデアルに対して, レベル k は正の整数であり,

h∨

k
=

dimV1 − 24

24
.

ただし, h∨ は双対コクセター数.

これらの条件と単純リー代数の分類を用いると, 221 通りの半単純リー代数の可能性が

得られる. これに追加の条件注 6を考えることで, 次が得られる ([Sc93, EMS18a+]).

• 中心電荷 24の正則 VOAの重さ 1の空間上の (レベル付)リー代数構造は 71個注 7の

いずれかである.

これら 71 個のリー代数のリストは Schellekens のリストと呼ばれる ([Sc93]).分類問題

を解決するには, Schellekens のリストの各リー代数 g に対して, 次を示せばよい.

(I) V1 ∼= g となるような中心電荷 24 の正則 VOA V の存在;

(II) V1 ∼= g となる中心電荷 24 の正則 VOA V の一意性.

4 中心電荷 24 の正則 VOA の存在

この章では, 中心電荷 24 の正則 VOA の存在に関する結果を述べる.

最小ノルムが 2 である Niemeier 格子は, ノルム 2 のベクトルが生成するルート格子の

拡大として得られる. この手法の VOA類似は, 重さ 1の空間のリー代数が生成する affine

VOA の拡大としての中心電荷 24 の正則 VOA の構成である. 実際に, [Sc93] に affine

VOA の加群としての既約分解の候補が一つ与えられている. しかしながら, この手法で

VOA を構成するのは難しい. その理由は (格子 VOA の場合を除くと)単純カレント拡大

となっていないため, 一般論が十分に整備されていないことにある.注 8

この困難を避ける方法として, 現状では Zn-軌道体構成法を用いた正則 VOA の構成が

行われている.注 9 大雑把に言うと, 既知の正則 VOA V と (ある種の仮定を満たす)有限

位数の自己同型 g に対して, その固定点として得られる部分 VOA V g を別方向へ拡大し

て, (新しい)正則 VOA V orb(g) を構成する方法である. V g の既約加群は全て単純カレン

トのため, V orb(g) が V g の単純カレント拡大となり, 既存の理論で扱うことが出来ること

を注意しておく.

次が具体的な Zn-軌道体構成法注 10である ([EMS18a+]).

注 6[EMS18a+] では V2 への作用まで考えることで, 満たすべき追加の条件を得ている.
注 7モンスター単純群の位数の最大素因子が 71 である. もちろん, モンスター単純群はムーンシャイン
VOA の自己同型群であり, ムーンシャイン VOA は中心電荷 24 の正則 VOA である. 何か 71 の繋がりが
あるのだろうか？
注 8講演では非単純カレント拡大の理論が殆どないと言ったが, 実際には圏論を応用した理論 ([HKL15]) が
ある.
注 9格子における neighborhood の類似と思われる.
注 10中心電荷は 24 でなくてもよい.
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(1) V を正則 VOA, g を V の有限位数 n の自己同型とする.

(2) V g = {v ∈ V | g(v) = v} は V の (共形元が同じ)部分 VOA となる.

(3) 各 1 ≤ i ≤ n − 1 に対して, 既約 gi-twisted V -加群 V (gi) が一意的に存在する

([DLM00]).

(4) 各 1 ≤ i ≤ n− 1 に対して, V (gi) の共形重み注 11が (1/n)Z>0 に入ると仮定する.注 12

(5) 各 1 ≤ i ≤ n − 1 に対して, ある既約 V g-部分加群注 13 V (gi) ⊂ V (gi) で V orb(g) :=

V g ⊕
⊕n−1

i=1 V (gi) が正則 VOA となるものが存在する. さらに, V orb(g) は V g の

Zn-graded な単純カレント拡大となる.

既知の正則 VOA からZn-軌道体構成法を用いて新しい正則 VOA を構成することが個

別に行われ ([Bo86, FLM88, DGM96, La11, LS12, Mi13, SS16, EMS18a+, LS16a, LS16b,

LL]), 次が証明された.

• Schellekens のリストにあるリー代数 g に対して, 中心電荷 24 の正則 VOA V で

V1 ∼= g となるものが存在する.

構成から, どの二つの中心電荷 24 の正則 VOA も, (複数回の) Zn-軌道体構成法で結びつ
く事がわかる. しかしながら, 深い理解のためには, 次の問題を考えることが重要である.

• 中心電荷 24 の正則 VOA を統一的な方法で構成せよ.

最近, G. Höhn が提案したアプローチ ([Hö]) について簡単に紹介する. V を正則 VOA

とし, V1 ̸= 0 とする. V1 は reductive リー代数となるので ([DM04a]), カルタン部分代

数 h ⊂ V1 が取れる. そこで, h の commutant W = CommV (h) ([FZ92]) ともう一回の

commutant U = CommV (W ) を考えると, h ⊂ U となる. さらに U ⊗W ⊂ V であり,

U ⊗W と V は共形元を共有する. ここで, U が h で生成されるハイゼンベルグ VOA の

拡大となり, V が正則であることから, U は格子 VOA となる. さらに, U の既約加群は

全て単純カレントであることから, ミラー拡大の理論 ([KM15, HKL15, Lin17]) を用いて,

W の既約加群が全て単純カレントであることがわかる. したがって, V は U ⊗W の単純

カレント拡大となっている.注 14

ここで V の中心電荷を 24 とする. このとき, [Hö] では W がリーチ格子 Λ のある

自己同型 f から得られる VOA V f̂
Λf
と同型であることが示唆されている. ここで Λf =

注 11L(0) の作用で V (gi) に重みが入るが, その最小値
注 12この仮定を満たす g に対して Zn-軌道体構成法が適用できる.
注 13V g-加群としては V (gi) は (通常)加群となる
注 14ここまでは正則 VOAの仮定の下で得られる. しかしながら,一般にはW が何かわからないため, U⊗W
を用いて V を調べるのが難しい. 中心電荷 24 の場合にこの方法を用いて研究できる理由は, W が別の方

法で構成されたものと (結果的に)同型となるからである.
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Λ ∩ ({v ∈ Λ | f(v) = v})⊥ であり, f̂ は f の VΛf
への持ち上げである. さらに f の共役

類の可能性が 11 個挙げられている.

そこで, 実際にこれら 11 個の共役類に対して, V f̂
Λf
の性質を調べ, 対となる格子 VOA

U を見つけることで, (V1 ̸= 0 である) 70 個の中心電荷 24 の正則 VOA が構成できるこ

とを確認した ([LS17, La])注 15.

5 中心電荷 24 の正則 VOA の一意性

V1 = 0 の場合は次の FLM 予想注 16がある ([FLM88]).

• 中心電荷 24 の正則 VOA V が V1 = 0 を満たすならば, V はムーシャイン VOA V ♮

と同型.

次の仮定を加えた “弱”バージョンが証明されている.

• V2 が V ♮
2 と代数として同型 ([DGL07]).

• V が L(1/2, 0)⊗48 を共通の共形元を持つ部分 VOA として持つ ([LY07]).

• V が L(1/2, 0)⊗2 を部分 VOA として持つ ([ALY18]).

しかしながら, オリジナルの仮定である V1 = 0 からは V2 の構造について殆どわからな

い. 例えば L(1/2, 0) が一つ含まれる事も示されていない.

ムーンシャイン VOA はリーチ格子 VOA から Z2-軌道体構成法を用いて構成された

([FLM88]). 同様なリーチ格子 VOAからの Zn-軌道体構成法を用いたムーンシャイン VOA

の研究結果がある ([DM04a, Mi13, CLS18, ALY18, Ca18]). また, リーチ格子 VOA への

Zn-軌道体構成法を用いないムーンシャイン VOA の構成も知られている ([Mi04, Cr]).

さて, V1 ̸= 0 の場合は一意性が証明されている ([DM94, LS15, LL, LS1, KLL18,

EMS18b+, LS18a+, LS2]). すなわち, 次が成立する.

• 重さ 1 の空間が 0 でない中心電荷 24 の正則 VOA の構造はリー代数 V1 の構造か

ら一意的に決まる.

一意性の証明の殆どは以下で述べる [LS1] の議論を基にして証明されている: g をリー

代数, p を g の部分代数, W を中心電荷 c の正則 VOA, n を正の整数とする. 次を仮定

する.

仮定 1: V1 ∼= g を満たす任意の中心電荷 c の正則 VOA V に対して, V orb(σ) ∼= W と

V σ
1
∼= p を満たす位数 n の V の自己同型 σ が存在する.

注 1511 通りの VOA W を用いて同様の手法で構成されており, より統一的な構成と言えるであろう.
注 16ルート系が ∅ の Niemeier 格子, すなわちリーチ格子, は同型を除いて一意的である ([Co69]). この予
想はリーチ格子の一意性の VOA 類似と考えられる.
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仮定 2: 次の条件を満たす位数 n の自己同型 ψ ∈ AutW の共役類はただ一つである:

Wψ
1
∼= p かつ (W orb(ψ))1 ∼= g.

• 仮定 1 と 2 を満たすとする. このとき, V1 ∼= g であるような任意の中心電荷 c の正

則 VOA V は W orb(ψ) と同型である. 特に, V の VOA 構造は V1 ∼= g から一意的に

決まる.

Proof. 仮定 1 から, Zn-軌道体構成法を V と σ に適用して V σ
1
∼= p かつ V orb(σ) ∼= W が

得られる. W は V g のZn-graded 単純カレント拡大なので, 次数付けに用いる Zn の双対
Z∗
n
∼= Zn が自己同型として作用する. この生成元 g は W の位数 n の自己同型である. さ

らに, W と g に Zn-軌道体構成法を用いると, 最初の Zn-軌道体構成法の逆を辿ることに
なるので, W g

1
∼= p かつ W orb(g) ∼= V となる. 特に, (W orb(g))1 ∼= g である. よって, 仮定 2

から, g は ψ と共役になり, V ∼= W orb(g) ∼= W orb(ψ) を得る.

この証明方法をW がリーチ格子VOA VΛの場合に適用して,次の結果を得た ([LS18a+]).

• 共形重み 1の空間のリー代数構造が A3
3,4A1,2, A

2
4,5, D4,12A2,6, A6,7, A7,4A

3
1,1, D5,8A1,2

または D6,5A
2
1,1 である正則 VOA は同型を除いて一意的である.注 17

この証明から, これら正則 VOA はリーチ格子 VOA から Zn-軌道体構成法で得られる
ことがわかる. ただし, A6,7 の場合は既に VΛ から Z7-軌道体構成法で構成されている

([LS16b]). したがって, 次の問題が得られる.

• リーチ格子 VOA と適切な自己同型に軌道体構成法を適用して, 全ての中心電荷 24

の正則 VOA を構成せよ.注 18

• さらに, この構成法を用いて一意性を証明せよ.注 19

6 終わりに

ここ数年の進展によって, 中心電荷 24 の正則 VOA の分類問題がほぼ解決され, 残され

た問題はムーンシャイン VOA の特徴付けである FLM 予想だけとなった. より深い理解

のために, さらなる研究が進んでいる.

謝辞 講演の機会を与えてくださった世話人の先生方に感謝します. また, 講演後に質問

とコメントをくださった田邊顕一朗氏, 佐垣大輔氏, 山田裕理氏に感謝します.

注 17Xn,k は Xn 型の単純リー代数でレベルが k を意味する.
注 18構成は概ね完成したようである. そこで用いるリーチ格子 VOA の自己同型は内部自己同型とリーチ格
子の自己同型の持ち上げの積の形でかけるが, そのリーチ格子の自己同型は 4章の最後で述べた 11 通りの
共役類に属するものである.
注 19構成で用いる自己同型の位数がかなり大きい場合 (40 前後まで)があり, その場合は仮定 2 を確認する
ことが困難である. したがって, 別の議論を考える必要がある. 参考までに [LS18a+] で仮定 2 を確認した
リーチ格子 VOA の自己同型の位数は高々 10 である.
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Schur 多重ゼータ関数とその特殊値について 1

中筋麻貴 (上智大学理工学部)

1 はじめに

素数分布の研究において重要な役割をなすゼータ関数は，複素変数 s ∈ Cに対して，

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms

として定義される．この関数は Re(s) > 1において絶対収束する. このリーマンのゼータ

関数の拡張として発展したのが，変数を多変数化した多重ゼータ関数である．特に 1990年

代以降，活発な研究が報告されている (詳細は [AK1], [Mat]等参照)．リーマンゼータ関数

の多変数化については，いくつかの方法が知られているが，ここでは，その中の一つである

Euler-Zagier型と呼ばれる多重ゼータ関数を紹介する：

定義 1.1 複素変数 s1, . . . , sn ∈ Cに対し，多重ゼータ関数，等号付き多重ゼータ関数をそれ
ぞれ次の級数で定める：

ζ(s1, . . . , sn) =
∑

m1<···<mn

1

ms1
1 · · ·msn

n

, (1.1)

ζ⋆(s1, . . . , sn) =
∑

m1≤···≤mn

1

ms1
1 · · ·msn

n

. (1.2)

これらの級数 (1.1)および (1.2)はどちらもRe(s1), . . . ,Re(sn−1) ≥ 1 and Re(sn) > 1におい

て絶対収束する．

一方，一般線型群の既約指標として定義される Schur関数は，表現論や組合せ論の分野，

特に対称関数の理論において重要な研究対象である．それぞれの分野の同値条件により，様々

な定義の仕方が可能であるが，ここでは semi-standard Young tableauを用いた定義を用い

る：

1本研究は O. Phuksuwan氏 (Chulalongkorn University)および山崎義徳氏 (愛媛大学)との共同研究，お
よび，中村直樹氏（上智大学）との共同研究に基づく．



分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)と変数xxx = (x1, x2, · · · )に対し，Schur関数は次で定義される：

sλ = sλ(xxx) =
∑

M∈SSY T (λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

xmij
, (1.3)

ここでD(λ)はλと同一視されるヤング図形とし，SSYT(λ)は形がλのすべての semi-standard

Young tableauの集合を表し (記号の詳細は次節を参照），右辺の和はM = (mij)(i,j)∈D(λ) ∈
SSY T (λ)に渡るものとする.

本研究では，(1.1)および (1.2)で表したEuler-Zagier型多重ゼータ関数に Schur関数の構

成に類似させた拡張を行い，その性質について考察する ([NPY], [NN])．定義の方法から，拡

張した多重ゼータ関数は，Schur関数と多重ゼータ関数の双方の性質を持つことが期待でき

る．本報告集では，これまでの研究で得られた成果について報告する．具体的には，Schur

関数において知られる行列式表示 (c.f. [Mac], [NNSY])の類似公式, Hopf 代数との対応，多

重ゼータ値の積分表示 (c.f. [Y])の拡張，および多重ベルヌーイ数 (c.f. [AK2])の拡張につい

て報告する．証明は [NPY], [NN]をご参照いただければ幸いです．

最後になりましたが，本報告集は，研究集会「代数学シンポジウム 2018」の講演内容を

まとめたものです．講演の機会を与えてくださった世話人の先生方に心より御礼申し上げま

す．

2 Schur多重ゼータ関数

与えられた自然数nに対し，nの分割をλ = (λ1, . . . , λr)と定める．ここで，λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0,

|λ| =
∑r

i=1 λi = nを満たすものとし，これを λ ⊢ nと書く．また，λの元 iの重複度をmi(λ)

とし，λ = (nmn(λ), · · · 2m2(λ), 1m1(λ))と表す．分割 λは，前節で述べた通り，次で表される

D(λ)の各 (i, j)を箱として図示するヤング図形と同一視される．

D(λ) = {(i, j) ∈ Z2 | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ λi}

例.

λ = (4, 3, 2)←→ D(λ) =

ヤング図形の転置で定義される分割λの共役をλ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s)と書く．次に，Xをある集合



とする．λに対するヤング図形D(λ)の各箱に，Xの元を書き入れた図形T = (tij) (tij ∈ X)を

形 (shape)が λのX上のYoung tableauと呼ぶ．また，形がλの全てのX上のYoung tableau

たちの集合を T (λ,X)と書く．さらに，各列に対して下方向に強い意味で増加し，各行に対

して右方向に弱い意味で増加するN上のYoung tableauを semi-standard Young tableauと

呼び，形が λのそれらすべての集合を SSYT(λ)と書く．これらの記号を用いて，Schur関数

(1.3)の構成に類似させた多重ゼータ関数を次のように導入する：

定義 2.1 分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)と変数 sss = (sij) ∈ T (λ,C)に対し，

ζλ(sss) =
∑

M∈SSY T (λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

1

mij
sij

と定義する．これを Schur多重ゼータ関数と呼ぶ．ここでM = (mij)(i,j)∈D(λ) ∈ SSY T (λ)．

Schur多重ゼータ関数の特別な場合として，λ = (r)の場合を考える．このとき，sss =

(s1j) ∈ T (λ,C)に対し，対応する semi-standard Young tableauxは m11 m12 · · · m1r で

表される．すなわち，

ζ(r)(s11, . . . , s1r) =
∑

m11≤···≤m1r

1

ms11
11 · · ·ms1r

1r

であり，(1.2)から，これは等号付き多重ゼータ関数 ζ⋆(s11, . . . , s1r)であることがわかる．

同様に考えると，λ = (1r)の場合，(1.1)より，sss = (si1) ∈ T (λ,C)に対し，

ζ(1r)(s11, . . . , sr1) =
∑

m11<···<mr1

1

ms11
11 · · ·msr1

r1

= ζ(s11, . . . , sr1)

であることがわかる．以上より，定義 2.1で定義した Schur多重ゼータ関数 ζλは，(1.1)およ

び (1.2)の両方の多重ゼータ関数の拡張であると言える．

Schur多重ゼータ関数の収束域は次で与えられる．

補題 2.2 分割 λ = (λ1, · · · , λr)に対し, C(λ) ⊂ D(λ)を λの cornerの集合とし，

Wλ :=

{
sss = (sij) ∈ T (λ,C)

∣∣∣∣∣ Re(sij) ≥ 1 for ∀(i, j) ∈ D(λ) \ C(λ)
Re(sij) > 1 for ∀(i, j) ∈ C(λ)

}

とする．このとき，ζλ(sss)は，sss ∈ Wλにおいて絶対収束する．



3 行列式表示

Schur関数 sλのよく知られた行列式表示として，Jacobi-Trudi formulaを紹介する：

定理 3.1 (Jacobi-Trudi formula) hr = s(r)を完全対称式，er = s(1r)を基本対称式とする．

このとき，sλは次で表される行列式表示を持つ：

sλ = det(hλi−i+j)r×r, sλ = det(eλ′i−i+j)s×s.

前節の議論より，Schur多重ゼータ関数 ζλは Schur関数 sλの類似であり，完全対称式に対応

するのが等号付き多重ゼータ関数 ζ⋆, 基本対称式に対応するのが多重ゼータ関数 ζであるこ

とから，同様の公式が成り立つことが期待できる．実際，以下の定理を得た．

分割 λ = (λ1, . . . , λr)に対し，

W diag
λ := {sss ∈ Wλ|si+k,j+k = si,j for

∀k ∈ Z}

とする．W diag
λ の元は，ζλの収束域にある sssについて，さらに対角成分が等しいという条件

を付加したものを意味する．このとき，次が成り立つ：

定理 3.2 sss = (sij) ∈ W diag
λ とし，sij = aj−iとおく.

(1) 1 ≤ i < λ1
′を満たすすべての iに対し，Re(si,λi) > 1とする．このとき，

ζλ(sss) = det
[
ζ⋆(a−j+1, a−j+2, . . . , a−j+(λi−i+j))

]
1≤i,j≤λ′1

.

ここで，λi − i+ j = 0のとき ζ⋆(...) = 1, λi − i+ j < 0のとき 0とする.

(2) 1 ≤ i < λ1を満たすすべての iに対し，Re(si,λ′i) > 1とする．このとき，

ζλ(sss) = det
[
ζ(aj−1, aj−2, . . . , aj−(λ′i−i+j))

]
1≤i,j≤λ1

.

ここで，λ′i − i+ j = 0のとき，ζ(...) = 1, λ′i − i+ j < 0のとき 0とする.

定理の証明は, Lindström-Gessel-Viennot lemmaの手法を用いる．

上の定理において，(1) (2)は同じ ζλの行列表示である．これより，この定理の系として，

多重ゼータ関数と等号付き多重ゼータ関数の新しい関係式が得られる．



系 3.3

det(ζ⋆(a−j+1, a−j+2, · · · , a−j+(λi+j−i)))1≤i,j≤n = det(ζ(aj−1, aj−2, · · · , aj−(λ′i+j−i)))1≤i,j≤λ1 .

特に，λ = (n), λ = (1n)とすると，(1.1)の等号付き多重ゼータ関数表示，および (1.2)の

（等号なし）多重ゼータ関数表示が得られる：

系 3.4 s1, . . . , sn ∈ CがRe(s1), . . . ,Re(sn) > 1を満たすとする．このとき，

(1) ζ(s1, . . . , sn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ⋆(s1) ζ⋆(s2, s1) · · · · · · ζ⋆(sn, . . . , s2, s1)

1 ζ⋆(s2) · · · · · · ζ⋆(sn, . . . , s2)

1
. . .

...
. . . 1 ζ⋆(sn−1) ζ⋆(sn, sn−1)

1 ζ⋆(sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2) ζ⋆(s1, . . . , sn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ(s1) ζ(s2, s1) · · · · · · ζ(sn, . . . , s2, s1)

1 ζ(s2) · · · · · · ζ(sn, . . . , s2)

1
. . .

...
. . . 1 ζ(sn−1) ζ(sn, sn−1)

1 ζ(sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4 Variation

Schur関数については，Macdonald[Mac]のninth variationとして，Jacobi-Trudi formula以外

の行列式表示も知られている (c.f. [NNSY])．Schur多重ゼータ関数について，同様のvariation

を考察したのでその一部を紹介する．

4.1 skew型Jacobi-Trudi formula

λとµをλ ⊃ µを満たす分割とする．すなわち，各 iについて，λi ≥ µiを満たすとする．λ\µ
を skew Young diagramといい，λ/µで表す．semi-standard Young diagramと同様に，各列

に対して下方向に強い意味で増加し，各行に対して右方向に弱い意味で増加する正の整数を

箱に書き入れた tableauを skew semi-standard Young tableauと呼び，形が λ/µのすべての

skew semi-standard Young tableauxの集合を SSYT(λ/µ)と書く．

例. λ = (6, 3, 2, 2), µ = (4, 1, 1)とする．このとき，次の例は形が λ/µの skew semi-standard



tableauxの１つである．
2 3

1 4

3

5 5

定義 4.1 sss = (sij) ∈ T (λ/µ,C)とする. skew型 Schur 多重ゼータ関数を以下で定義する：

ζλ/µ(sss) =
∑

M∈SSYT(λ/µ)

1

Msss
.

収束域については，以下で得られる．

補題 4.2 C(λ/µ) ⊂ D(λ/µ)を λ/µの cornerの集合とする．

Wλ/µ :=

{
(sij) ∈ T (λ/µ,C)

∣∣∣∣∣ Re(sij) ≥ 1 for ∀(i, j) ∈ D(λ/µ) \ C(λ/µ)
Re(sij) > 1 for ∀(i, j) ∈ C(λ/µ)

}
.

とする．このとき，ζλ/µ(sss)は，sss = (sij) ∈ Wλ/µにおいて絶対収束する．

skew型 Schur多重ゼータ関数 ζλ/µについて，以下の Jacobi-Trudi formulaを得た．

定理 4.3 λ = (λ1, . . . , λn), µ = (µ1, . . . , µn)をλ ⊃ µを満たす分割とする．sss = (sij) ∈ W diag
λ/µ

とし，sij = aj−iとおく. このとき，Re(siλi) > 1 (1 ≤ i < λ1
′), Re(siλ′i) > 1 (1 ≤ i < λ1)に

対し，次が成り立つ：

ζλ/µ(s) = det(ζ⋆(aµj−j+1, aµj−j+2, . . . , aµj−j+(λi−µj−i+j)))1≤i,j≤n,

ζλ/µ(sss) = det(ζ(a−µ′j+j−1, a−µ′j+j−2, . . . , a−µ′j+j−(λ′i−µ′j−i+j)))1≤i,j≤λ1 .

系 4.4

det(ζ⋆(aµj−j+1, aµj−j+2, . . . , aµj−j+(λi−µj−i+j)))1≤i,j≤n

= det(ζ(a−µ′j+j−1, a−µ′j+j−2, . . . , a−µj+j−(λ′i−µ′j−i+j)))1≤i,j≤λ1 .

4.2 Giambelli formula

tを λの対角成分の数とする．1 ≤ i ≤ tに対し，pi = λi − i, qi = λ′i − i を満たす 2つの数列

p1, . . . , pt, q1, . . . , qtを準備する．このとき，λ = (p1, · · · , pt | q1, · · · , qt)を Frobenius 記法と



呼ぶ．例えば，λ = (6, 4, 4, 2, 2) = (5, 2, 1|4, 3, 0)と表される．このとき，Schur関数に対す

る，Giambelli formulaの拡張として以下の結果を得た．

定理 4.5 分割 λの Frobenius記法を λ = (p1 − 1, . . . , pt − 1 | q1, . . . , qt)とする．sss = (sij) ∈
W diag
λ とし，sij = aj−iとおく．このとき，以下が成り立つ：

ζλ(sss) = det(ζ(pi,1qj )(sss))1≤i,j≤t.

5 Quasi-symmetric function

Schur多重ゼータ関数は quasi- symmetric 関数に一般化することができる．

定義 5.1 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)を分割，ααα = (αij) ∈ T (λ,N)とする．このとき，

Sλ(ααα) =
∑

(mij)∈SSYT(λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

tαij
mij
,

とおき，これを Schur型 quasi-symmetric 関数と呼ぶ．

Sections 3, 4と同様の議論を用いることにより，Schur型 quasi-symmetric 関数 Sλ(ααα)につ

いて，Jacobi-Trudi formula, skew型 Jacobi-Trudi formula, Giambelli formula等が得られる．

また，Hoffmann([H])によって，quasi-symmetric関数の全体 QSymと多重ゼータ値の調和積

代数が (Hopf)同型になることが示されている．この対応により，QSymと可換Hopf代数との

同型対応が得られ，QSymにおける対合射Sを考えることにより，Schur型 quasi-symmetric

関数に対する関係式が得られる：

定理 5.2 µを skew型の形，µ♯を µの anti-diagonalに対する転置とする．このとき，次が成

り立つ．

S(Sµ(ααα)) = (−1)|µ|Sµ♯(ααα♯).

6 反復積分表示

本節では，山本修司氏 [Y]によって導入された多重ゼータ値に対する反復積分表示の応用に

ついて述べる．◦と •を線で結んだグラフとして 2色半順序集合を表す．ここで，頂点の順

序に対応した変数の大小順序を２つの頂点の順序は上が下より大きいとして入れる．また，

◦ (resp. •)に対応する変数 tに対し，δ(t) = 0 (resp. δ(t) = 1)と定義する．例えば，次のグ

ラフに対し，



変数の順序は t1 < t2 > t3 < t4 < t5，(δ(t1), δ(t2), δ(t3), δ(t4), δ(t5)) = (1, 0, 1, 0, 0)となる.

定義 6.1 グラフ化した 2色半順序集合Xに対し,

I(X) =

∫
D

∏
i

wδ(ti)(ti),

と定める．ここで，D = {(t1, · · · )|0 < ti < 1}, w0(t) =
dt
t
, w1(t) =

dt
1−t を表すものとする.

例えば，先ほどの例の場合，次で表される．

I

( )
=

∫
D

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
t4

dt5
t5
.

山本氏は Euler-Zagier型多重ゼータ値をこの積分表示を用いて表した ( [Y])．

定理 6.2

ζ(k1, k2, · · · , kr) = I

( )
,

ζ⋆(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓs) = I

( )
.

また，[KY]では，これを拡張し，次の積分表示を得た．

定理 6.3

∑
0 < m1 < · · · < mr

||
0 < n1 ≤ · · · ≤ ns

1

mk1
1 · · ·mkr

r n
ℓ1
1 · · ·nℓss

= I

( )
.



定理 6.2, 定理 6.3の多重ゼータ値はそれぞれ， k1
...

kr

, ℓ1 · · · ℓs , k1
...

ℓ1 · · · ∗

(∗ = ℓs+ kr) に対

する Schur多重ゼータ値として表される．これより， ∗ · · · ℓs
...

kr

(∗ = ℓ1 + k1)で表される

Schur多重ゼータ値が次の積分表示で得られることが容易にわかる．

定理 6.4

∑
0 < m1 < · · · < mr

||
0 < n1 ≤ · · · ≤ ns

1

mk1
1 · · ·mkr

r n
ℓ1
1 · · ·nℓss

= I

( )
.

同様の方法で，これはリボン型と呼ばれる形 λに対する Schur多重ゼータ関数の積分表示と

して一般化することができる．

例. ζλ

 1 2

1

2 2

 = I

( )
,

リボン型

山本積分表示は変数変換を用いることにより双対性が導かれる．例えば，上の例の場合，

ζλ

 1 2

1

2 2

 = I

( )
=

∫
D

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
1− t4

dt5
1− t5

dt6
t6

dt7
1− t7

dt8
t8

と表され，ここで t′i = 1− t9−i (1 ≤ i ≤ 8)とおいて変数変換すると，次を得る：



=

∫
D′

dt′1
1− t′1

dt′2
t′2

dt′3
1− t′3

dt′4
t′4

dt′5
t′5

dt′6
t′6

dt′7
1− t′7

dt′8
t′8

= I

( )
= 2 4 2 .

このとき，D′ = {(t′i)|t′1 < t′2 > t′3 < t′4 < t′5 < t′6 > t′7 < t′8}を表す．このように，Schur多

重ゼータ値の反復積分表示により，Schur多重ゼータ値間の関係式を導くことができる．

7 Schur型多重ベルヌーイ数

本節では，ベルヌーイ数の Schur型への拡張を考える．本節は中村氏（上智大学）との共同

研究 ([NN])に基づく．ベルヌーイ数Bnは，自然数をべき乗和で表したときの係数に現れる

数列であり，リーマンゼータ関数と次の関係式が知られている：正の整数mに対し，

ζ(1−m) = −Bm

m
, ζ(2m) =

(−1)m−1B2m

2 · (2m)!
(2π)2m.

多重ゼータ関数と関係する多重ベルヌーイ数は，B型，C型で区別されており，多重対数関

数Lik(z) =
∞∑
m=1

zm

mk
(k ∈ Z) を用いて，それぞれ次のように定義される：非負整数mに対し，

Lik(1− e−z)
1− e−z

=
∞∑
m=0

B(k)
m

zm

m!
,

Lik(1− e−z)
ez − 1

=
∞∑
m=0

C(k)
m

zm

m!
.

さらなる一般化として，多重対数関数 Lik(z)を拡張した多重対数級数

Lik1,··· ,kr(z) =
∞∑

0<m1<···<mr

zmr

mk1
1 · · ·mkr

r

(ki ≥ 1, |z| < 1) が知られているが，これらをさらに

Schur型に拡張することを考える：z = {zij|(i, j) ∈ C(λ)}に対し，

Liλk(z) :=
∑

(mij)∈SSY T (λ)

zmc

m
kij
ij

, (kij ≥ 1, |zij| < 1).

ここで，zmc =
∏

(i,j)∈C(λ)

z
mij

ij を表す．この級数は，λ = (1r)とすると，多重対数級数Lik1,··· ,kr(z)

と一致する. この級数を用いて，Schur型のベルヌーイ数を定義する．ただし，本報告集では，

hook型，すなわち λ = (n, 1ℓ−1)に限定した場合を考える．このとき，C(λ) = {(1, n), (ℓ, 1)}
である．簡単のため，(zn, zℓ) := (z1n, zℓ1), (mn,mℓ) := (m1n,mℓ1)と書く．このとき，B型，

C型多重ベルヌーイ数の拡張として，hook Schur型多重ベルヌーイ数を以下で定義する．



Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)
(1− e−zn)(1− e−zℓ)

=
∞∑

mn,mℓ=0

Bλ,kmn,mℓ

zmn
n zmℓ

ℓ

mn!mℓ!

Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)
(ezn − 1)(ezℓ − 1)

=
∞∑

mn,mℓ=0

Cλ,k
mn,mℓ

zmn
n zmℓ

ℓ

mn!mℓ!
.

このとき，次の定理を得た．

定理 1. λ = (n, 1ℓ−1)に対し，k = (kij) ∈ N|λ|とする．このとき，r, s ∈ Nに対し，

Bλ,kr,s =
r∑
p=0

s∑
q=0

(
r

p

)(
s

q

)
Cλ,k
p,q , Cλ,k

r,s =
r∑
p=0

s∑
q=0

(−1)r+s−p−q
(
r

p

)(
s

q

)
Bλ,kp,q ,

が成り立つ．

また，Arakawa-Kaneko の多重ゼータ関数 ([AK2]), および，Kaneko-Tsumura型の多重

ゼータ関数 ([KT]):

ξk1,··· ,kr(s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,··· ,kr(1− e−t)
et − 1

ts−1dt (Re(s) > 0),

ηk1,··· ,kr(s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,··· ,kr(1− et)
1− et

ts−1dt (Re(s) > 0),

のλ = (n, 1ℓ−1)のhook Schur型への拡張として，k = (kij) ∈ N|λ|, s1, s2 ∈ C, Re(s1),Re(s2) >
0に対し，以下のように定義する：

ξλk(s1, s2) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)
(ezn − 1)(ezℓ − 1)

zs1−1
n zs2−1

ℓ dzndzℓ

ηλk(s1, s2) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Liλk(1− ezn , 1− ezℓ)
(1− ezn)(1− ezℓ)

zs1−1
n zs2−1

ℓ dzndzℓ.

このとき，次の定理を得た．

定理 2. 関数 ξλk(s1, s2)および ηλk(s1, s2)は s1, s2に関する複素全平面に整関数として解析接

続される．また，以下が成り立つ．

ξλk(−p,−q) = (−1)p+qCλ(k)
p,q , ηλk(−p,−q) = Bλ(k)p,q .
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保型形式のリフティングの最近の進展について

北海道大学 理学研究院 跡部 発

Hiraku Atobe

Department of Mathematics, Hokkaido University

Abstract

Arthur の重複度公式の応用として得られる, Siegel モジュラー形式のリフティング

と強重複度一定理を紹介する.

1 Siegelモジュラー形式

ランク nのシンプレクティック群を

Spn(R) =
{
g ∈ GL2n(R)

∣∣∣∣tg( 0 −1n

1n 0

)
g =

(
0 −1n

1n 0

)}
で表す. これは, 次数 nの Siegel上半空間

Hn = {Z ∈ Matn(C) | tZ = Z, Im(Z) > 0}

に次のように作用する. （但し, 実対称行列 Y が正定置の時に Y > 0と書く. ）

g⟨Z⟩ = (AZ +B)(CZ +D)−1, g =

(
A B
C D

)
∈ Spn(R), Z ∈ Hn.

定義 1.1 正則関数 F : Hn → Cが次の条件 1, 2を満たす時, 重さ k の Siegelカスプ形式で

あるという.

1. F (γ⟨Z⟩) = det(CZ +D)kF (Z) for γ =

(
A B

C D

)
∈ Spn(Z);

2. カスプ条件.

重さ k の Siegelカスプ形式のなすベクトル空間を Sk(Spn(Z))で表す.

一変数の場合と同様に, Sk(Spn(Z))は有限次元C-ベクトル空間であり, その上にはHecke

作用素が作用する. カスプ形式 F ∈ Sk(Spn(Z))が Hecke同時固有形式の時, 各素数 pにつ

いて, 佐武パラメーター

{β±
1,p, . . . , β

±
n,p} ∈ (C×)n/Sn ⋉ {±1}n

が定まり, 標準 L-関数

L(s, F, std) =
∏
p

(
(1− p−s)−1

n∏
i=1

(1− βi,pp−s)−1(1− β−1
i,p p

−s)−1

)

1



が Re(s) ≫ 0において定義される. これは, 全 s-平面に有理型に解析接続し, s ↔ 1 − sに
関する関数等式を持つことが知られている.

例 1.2 n = 1とする. この時,

Sp1(R) = SL2(R) ↷ H1 = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

カスプ形式 f ∈ Sk(SL2(Z)) のカスプ条件とは, f が次の形の Fourier 展開を持つことで

ある.

f(z) =
∞∑

m=1

af (m)e2πn
√
−1z.

Hecke L-関数

L(s, f) =
∞∑

m=1

af (m)

ms

が Re(s) ≫ 0 において定義される. カスプ形式 f が Hecke 同時固有形式の時, L(s, f) は

次数 2 の L-関数である. 一方で, 標準 L-関数 L(s, f, std) は次数 3 であり, 随伴 L-関数

L(s, f,Ad)と一致する. これは Re(s)≫ 0において, 次の式で定義される.

L(s, f,Ad) =
∞∑

n=1

 ∑
0<d|n

(−1)Ω(n
d )d−(k−1)af (d)

2

n−s

=
∞∑

n=1

∑
d>0
d2|n

( n
d2

)−(k−1)

af

(( n
d2

)2)n−s

=
∏
p

(
1− af (p2)p−(s+k−1) + af (p

2)p−(2s+k−1) − p−3s
)−1

.

但し, Ω(d) は d の重複を込めた素因子の個数である. これは全 s-平面に解析接続し, 関数

等式

ΓR(s+ 1)ΓC(s+ k − 1)L(s, f,Ad) = ΓR(−s+ 2)ΓC(−s+ k)L(1− s, f,Ad)

を満たす. ここで, ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s) とおいた. さらに,

L(1, f,Ad)

⟨f, f⟩
=

22k−1πk+1

(k − 1)!

が成り立つことが知られている.

カスプ形式のなす空間 Sk(Spn(Z))は有限次元であり, 特に,

• dimC Sk(SL2(Z)) = 1 for k = 12, 20, 26;

2



• dimC Sk(Sp3(Z)) = 1 for k = 12, 14

が知られている. 宮脇は k = 12, 14 に対して, Sk(Sp3(Z)) の（定数倍を除いて一意な）
Hecke同時固有形式 Fk の Hecke作用を数値計算し, 次のような予想を立てた.

予想 1.3（宮脇 [M92]） (A) ∆ ∈ S12(SL2(Z)), g20 ∈ S20(SL2(Z)), F12 ∈ S12(Sp3(Z))
をそれぞれ Hecke同時固有形式とする時,

L(s, F12, std) = L(s,∆, std)L(s+ 10, g20)L(s+ 9, g20)

が成り立つであろう.

(B) ∆ ∈ S12(SL2(Z)), g26 ∈ S26(SL2(Z)), F14 ∈ S14(Sp3(Z))をそれぞれ Hecke同時固

有形式とする時,

L(s, F14, std) = L(s,∆, std)L(s+ 13, g26)L(s+ 12, g26)

が成り立つであろう.

この予想は, F12 や F14 がそれぞれ, 二つのカスプ形式 (∆, g20), (∆, g26)からのリフトで

あることを示唆する. このような二つのカスプ形式からのリフティングを紹介する. それは

Arthurの重複度公式を応用することで得られる.

2 Arthurの重複度公式とその応用

有理数体 Qのアデール環を A = Afin × Rで表す.

定義 2.1 関数 φ : Spn(A) → C が次の条件を満たす時, 二乗可積分な保型形式であると

いう.

1. φ(γg) = φ(g) for γ ∈ Spn(Q);

2. φは滑らか;

3. φはK-有限, 但し, Spn(A)の極大コンパクト部分群K = Kfin ×K∞ は

K∞ =

{(
α β
−β α

)
∈ Spn(R)

∣∣∣∣tαβ = tβα, tαα+ tββ = 1n

}
と, Kfin =

∏
p Spn(Zp)により定めた;

4. φは Z(U(g∞))-有限, 但し, Z(U(g∞))は g∞ = spn(C)の普遍包絡環 Z(U(g∞))の

中心である;

5. φは二乗可積分, 即ち, ∫
Spn(Q)\Spn(A)

|φ(g)|2dg <∞.
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二乗可積分な保型形式のなすベクトル空間を A2(Spn(A))で表す.

空間 A2(Spn(A)) は自然に, Spn(Afin) × (g∞,K∞)-加群になる. Arthur の重複度公式

（[Ar13, Theorem 1.5.2]）は, A2(Spn(A))の Spn(Afin)× (g∞,K∞)-加群としての既約分解

を A-パラメーターという概念で与える結果である.

カスプ形式 F ∈ Sk(Spn(Z))は次のようにして, φF ∈ A2(Spn(A))を与える.

φF (γg∞κfin) = F (g∞⟨
√
−1 · 1n⟩) det(C

√
−1 +D)−k

for γ ∈ Spn(Q), g∞ =

(
A B

C D

)
∈ Spn(R), and κfin ∈ Kfin. このようにして得られる保

型形式を重さ kの正則カスプ形式といい, それらのなすベクトル空間を Sk(Spn(A))で表す.

この空間 Sk(Spn(A))は A2(Spn(A))の Spn(Afin)-安定な部分空間である.

Chenevier–Lannes は [CL19, Chapter VIII paragraph 5.1] において, Arthur の重複度

公式を Sk(Spn(A))に移植した. これによって, Sk(Spn(Z))は A-パラメーターによって分

解されることになる. この分解は表現論の言葉で書かれているが, それをモジュラー形式の

言葉で言い換えることで, 次のリフティングの定理が得られる.

定理 2.2 Hecke同時固有形式 f ∈ S2k(SL2(Z))と非負整数 n, r で, n− r ≥ 0が偶数とな

るものを固定する.

(A) k ≡ (n + r)/2 mod 2 と k > (n − r)/2 を仮定する. この時, Hecke 同時固有形

式 g ∈ Sk+n+r
2
(Spr(Z)) に対して, Hecke 同時固有形式 Ff,g ∈ Sk+n+r

2
(Spn(Z)) で

あって,

L(s, Ff,g, std) = L(s, g, std)
n−r∏
i=1

L

(
s+ k +

n− r
2
− i, f

)
を満たすものが存在する.

(B) k ≡ (n − r)/2 mod 2 と k > (n + r)/2 を仮定する. この時, Hecke 同時固有形

式 g ∈ Sk−n−r
2

(Spr(Z)) に対して, Hecke 同時固有形式 Ff,g ∈ Sk+n−r
2

(Spn(Z)) で
あって,

L(s, Ff,g, std) = L(s, g, std)
n−r∏
i=1

L

(
s+ k +

n− r
2
− i, f

)
を満たすものが存在する.

定理 2.2 (A) において, (k, n, r) = (10, 3, 1) とした時が予想 1.3 (A) であり, 定理 2.2

(B)において, (k, n, r) = (13, 3, 1)とした時が予想 1.3 (B)である. また, r = 0 の時には,

L(s, g, std)は Riemannのゼータ関数 ζ(s)であると理解する. この場合のリフティングは,

f の Duke–Imamogle–Ibukiyama–Ikedaリフトである.
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定理 2.2のリフティングは, 定数倍を除いて一意的である. これは Chenevier–Lannesに

よる重複度一定理 [CL19, Chapter VIII, Corollary 5.4]から従う. これも Arthurの重複度

公式の応用である. Mœglin–Renard による最新の結果 [MR] を用いることで, 次のように

重複度一定理の拡張が得られる.

定理 2.3（強重複度一定理） i = 1, 2について, Fi ∈ Ski
(Spn(Z))を Hecke同時固有形式

とする. 次を仮定する.

• ほとんど全ての素数 pに対して, F1 の pにおける佐武パラメーターと F2 のそれは一

致する;

• nが偶数の場合は {k1, k2} ̸= {n2 ,
n
2 + 1}.

この時, 定数 c ∈ C× が存在して, F2 = cF1 となる.

証明の方針 ステップ 1 正則カスプ形式 φFi で生成される Spn(Afin) × (g∞,K∞)-加群

πFi
⊂ A2(Spn(A))を考える. これは既約になる.

ステップ 2 仮 定 と Adams–Johnson [AJ87], Arancibia–Mœglin–Renard [AMR],

Mœglin–Renard [MR]の結果より, πF1
と πF2

は同型であることが分かる.

ステップ 3 局所 A-packetの重複度一定理（Mœglin [Moe11a, Moe11b], Xu [X], Adams–

Johnson [AJ87], Arancibia–Mœglin–Renard [AMR], Mœglin–Renard [MR] の結

果）から, πF1
と πF2

は A2(Spn(A))の部分空間として一致することが分かる.

ステップ 4 不分岐最小重さのベクトルの一意性より, φF2
は φF1

の定数倍であることが分

かる. 特に, F2 は F1 の定数倍となる.
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hom関手の群による商について

丹原大介

1 日本語書籍に見る圏論

近年，圏論を標題に掲げた邦書の出版が相次いでいる。新しい方からあげると

前原和壽『圏論入門』2018年 8月

清水勇二『圏と加群』2018年 3月

中岡宏行『圏論の技法』2015年 12月

圏論の歩き方委員会編『圏論の歩き方』2015年 9月

他に翻訳も出ている。

レンスター『ベーシック圏論』土岡俊介訳　 2017年 1月

アウディー『圏論』前原和壽訳　 2015年 9月

この活況を引き起こしている要因を筆者は知らない。すでに圏が広く使われていた 80年代，90年代には見

られなかった現象である。ここでは時代を遡って，圏論が一般に広まる前に日本において圏を扱った書物がど

のように出版されてきたか辿ってみたい。

まず 70年代に二つの書があげられる。

大熊正『圏論（カテゴリー）』1979年

竹内外史『層・圏・トポス』1978年

大熊正の本は槙書店の数学選書の一冊であったが今日手に入らない。竹内外史の名高い本は現在もプリント

を重ねる。これらに先立って圏を主題とする単行本はない。圏論の教科書としては大熊正の本が最初と言えよ

うか。著者は序で日本は圏論に冷淡だと嘆いていた。今日の状況を見たら何と言うだろう。

雑誌に目を移すと，「現代数学」にカテゴリーの記事が見られる。

倉田令二郎，カテゴリーを学ぶ，現代数学 1977年～1978年

森毅，集合のカテゴリー，現代数学 1971年

また「数学セミナー」臨時増刊号の

『数学 100の発見』1972年

において 100番目の発見として「カテゴリー・ファンクター」の項があり，その執筆者は井関清志である。

60年代に移り，圏が扱われている数学書を拾ってみよう。

服部昭『現代代数学』1968年　「圏とホモロジー」の章あり

日本数学会編『岩波数学辞典第２版』1968年　「圏と関手」の項目あり

永田雅宜『抽象代数への入門』1967年　「圏と関手」の章あり

小松醇郎・中岡稔・菅原正博『位相幾何学 I』1967年　「圏」の語あり
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河田敬義・大口邦雄『位相幾何学』1967年　「圏」の語あり

松村英之『集合論入門』1966年　「圏と関手」の章あり

彌永昌吉・小平邦彦『現代数学概説 I』1961年　「Categoryと functor」の節あり

『岩波数学辞典』の初版は 1954年であるが，そこにカテゴリーもホモロジー代数も見られない。学会誌「数

学」の

米田信夫，Universalityについて I , II , 数学 1961年，1962年

を見ると，categoryの訳語として「対象系」が使われている。

50年代は

H.Cantan and S.Eilenberg, Homological Algebra, 1956年

が出てホモロジー代数の成立を告げ， 日本でも

中山正・服部昭『ホモロジー代数学』1957年

が続いた。ここでは「カテゴリー」，「函手」の語が使われている。同じ年の

秋月康夫・鈴木通夫『高等代数学 I I 』1957年

には，「複体，ホモロギー」の一節があるが圏には触れていない。60年代に「圏」を使い始めた著者らの 50年

代の著作

小松醇郎・戸田宏・中岡稔『位相幾何学』1957年

河田敬義・竹内外史『位相幾何学』1952年

を見ても，圏の言及はない。さらに圏論誕生の年 1945年まで遡っても圏に触れた本は見つからない。

こうしてみると，圏の概念が日本語の書物に登場するのは 1957年の『ホモロジー代数学』から，日本語の

「圏」が使われ始めるのは 1966 年の『集合論入門』からのようである。（講演時『集合論入門』は見ていな

かった。）

圏という語の発案者は不明と講演で述べたが，後日 category に圏の訳があてられた経緯を次の記事で

知った。

河田敬義，日本数学会編集数学辞典第２版，数学セミナー 1968年 7月号

数学辞典は同年６月に刊行された。４年にわたる編集を率いた河田敬義が苦労談を打ち明けている。とくに

まちまちだった数学の術語の日本語訳に苦心したいう。原文を引用する。

まず問題になったのは，外国語の述語，たとえば categoryという言葉が，従来の論理学の用語とは

別の意味に用いられています．これを外国語のまま ‘category’ とするか，仮名で ‘カテゴリー’ とする

か，適当な訳をつけるかという３種類の選択があります．内部でも議論をし，数学外の人々の意見もも

とめました．全体的の結論として，ローマ字綴りのままは全く採用しないこと，仮名書きは，すでに日

本語として熟しているときにだけ用いて，無暗に新しく作らないこと，結局なるべく適当な訳を作るこ

とにしました．categoryには ‘圏’ という訳をつけました．
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「‘圏’ という訳をつけました」の明示されていない主語は編集委員会であろうか。河田敬義本人であるのか

もしれない。数学辞典の執筆陣に名を連ねる服部昭，永田雅宜，小松醇郎，中岡稔，菅原正博，松村英之らは

訳語「圏」の採用を知っていて，いち早く著作に取り入れたのだろう。

2 「自然な同型」

周知のとおり，category theoryの誕生は EilenbergとMacLaneの論文

General theory of natural equivalences, Trans.Amer.Math.Soc. 58 (1945)

による。ここで彼らは category, functor, natural equivalence の一般的定義を与えたが，先立って群の

categoryにおける functorと natural equivalenceの定義を論文

Natural isomorphisms in group theory, Proc.Nat.Acad.Sci. U.S.A. 28 (1942)

で与えている。その序文はつぎのように始まる。

Frequently in modern mathematics there occur phenomena of “naturality”: a “natural” isomor-

phism between two groups or between two complexes, a “natural” homeomorphism of two spaces

and the like. We here propose a precise definition of the “naturality” of such correspondences, as

a basis for an appropriate general theory.

大学で受けた講義をふりかえって「自然な～」という言い方は圏を意識することなく使われていたと思う

が，EilenbergとMacLaneが naturalityの定義を与える以前に，natural isomorphism といった言い方が慣

用的にされていたのだろうかと疑問が湧く。以下少しだけ調べたことである。

MacLane 自身が Birkhoffとともに著した抽象代数の教科書

G.Birkhoff/S.MacLane, A Survey of Modern Algebra, 1941

に “natural isomorphism” は現れない。（改版 1953年には現れる。）

1945年以前のトポロジーの代表的な教科書

S.Lefschetz, Algebraic Topology, 1942

P.Alexandroff/H.Hopf, Topologie I, 1935

H.Seifert/W.Threlfall, Lehrbuch der Topologie, 1934

を開いてみたが，“natural isomorphism” は見当たらなかった。なお上記 Lefschetzの書に有向集合上の群の

逆系の間の同型が現れ，それが自然同型の一例であるとして EilenbergとMacLaneの 1942年論文が引用し

ている。論文での使用例は十分調べていない。

講演では以上を前置きとして本題に入った。3節で hom関手の群による商を導入し，それを用いて 4節で

極限の一般化，5節で随伴の一般化を考察する。以下において Setは集合の圏を表す。B, C などは小さい圏
を表す。
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3 hom関手とその直和，商

圏 C の対象 xに対して HomC(x,−) : C → Setは

y 7→ HomC(x, y)

なる関手である。HomC(−, x) : Cop → Setは

y 7→ HomC(y, x)

なる関手である。また HomC : Cop × C → Setは

(x, y) 7→ HomC(x, y)

なる関手である。

関手 F : C → Setが表現可能 (representable)であるとは，C のある対象 xに対して同型

F ∼= HomC(x,−)

が存在することをいう。反変関手 F : Cop → Setについても同様に言う。

つぎに “familially representable” の定義をする。関手 F : C → Set が族的表現可能 (familially repre-

sentable)であるとは，C のある対象の族 (xi)i∈I に対して同型

F ∼=
∐
i∈I

HomC(xi,−)

が存在することをいう。つまり hom関手の直和と同型な関手のことである。反変関手についても同様に言う。

[CJ], [L1], [L2]で “familially representable” の語が使われている。

次に “nearly representable” を定義する。圏 C の対象 xの自己同型群 Aut(x)の部分群 Gがあるとき，C
の任意の対象 y に対して集合 HomC(x, y)に Gが作用する。その商集合を HomC(x, y)/Gと書く。y を変数

とみて関手
HomC(x,−)/G : C → Set

を得る。関手 F : C → Setが殆ど表現可能 (nearly representable)であるとは，C のある対象 xと Aut(x)の

ある部分群 Gに対して同型
F ∼= HomC(x,−)/G

が存在することをいう。

米田の補題により以下が言える。

• HomC(x,−)/G ∼= HomC(x′,−)/G′ ⇐⇒ ∃u : x → x′ isomorphism, uGu−1 = G′

• 殆ど表現可能な関手の群作用による商関手もまた殆ど表現可能。
関手 F : C → Set が殆ど族的表現可能 (nearly familially representable) であるとは，C のある対象の族

(xi)i∈I および部分群 Gi ⊂ Aut(xi)の族に対して同型

F ∼=
∐
i∈I

HomC(xi,−)/Gi

が存在することをいう。
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4 有限圏における極限

圏における直積の定義を hom関手を用いて言えばつぎのようになる。圏 C の対象 x, y, z に対して，関手の

同型 HomC(−, x) × HomC(−, y) ∼= HomC(−, z)があるとき，z は xと y の直積であるという。C において x

と y の直積が存在するということは，HomC(−, x) × HomC(−, y)が表現可能であるということである。ここ

で表現可能を族的表現可能や殆ど族的表現可能におきかえれば，直積の存在より緩やかな条件になるだろう。

有限圏とは対象も射も有限個しかない圏をいう。有限圏 C においては，任意のふたつの対象の直積が存在す
るならば，C は半順序集合と圏同値であることが知られている。さらに終対象も存在すれば，C は束と同値で
あり，したがって余積と始対象が存在する。有限圏の場合，hom関手の有限直積が族的表現可能ないしは殆

ど族的表現可能という条件は，以下のように余極限の部分的存在と同値であることが言える。

定理１　有限圏 C について次の２条件は同値である。
(i) C 上の表現可能反変関手の有限直積は族的表現可能である。
(ii) C において pushoutと coequalizerが存在する。

定理２　有限圏 C について次の２条件は同値である。
(i) C 上の表現可能反変関手の有限直積は殆ど族的表現可能である。
(ii) C において pushoutが存在する。

ふたつの定理は [T1]で証明されている。定理１と有限圏のバーンサイド環との関係について [T2]に報告が

ある。

5 群を法とする随伴

互いに逆向きな関手の対

B
F // C
G

oo

に対して，自然な全単射

HomC(F (x), y) ∼= HomB(x,G(y))

(x ∈ B, y ∈ C)

が与えられたとき，F は Gの左随伴関手である，または Gは F の右随伴関手であるというのであった。

このとき
L(x, y) = HomC(F (x), y)

とおくと，Lは関手
L : Bop × C → Set

であり

L(x,−) = HomC(F (x),−)

L(−, y) ∼= HomB(−, G(y))
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であるから，L(x,−)も L(−, y)も表現可能である。

逆に，任意の関手 L : Bop × C → Setについて，２条件

• L(x,−) : C → Setが表現可能 (∀x ∈ B)

• L(−, y) : Bop → Setが表現可能 (∀y ∈ C)

が成り立つとする。

L(x,−) ∼= HomC(F (x),−)

L(−, y) ∼= HomB(−, G(y))

なる F (x), G(y)をとれば，

HomC(F (x), y) ∼= L(x, y) ∼= HomB(x, G(y))

となるから随伴対

B
F // C
G

oo

を得る。

こうして，B と C の間の随伴というものは，L : Bop × C → Set であって条件

• L(x,−) : C → Setが表現可能 (∀x ∈ B)

• L(−, y) : Bop → Setが表現可能 (∀y ∈ C)

をみたすものと同等であるといえる。Lがこの 2条件を満たすとき，Lは変数別に表現可能である (slicewise

representable)ということにする。

一般に関手 Bop × C → Set を bimodule とか distributor と呼んだりする。両側加群のテンソル積と同様

に，L : Bop × C → Set, M : Cop ×D → Setに対して，合成 L ⊗C M : Bop ×D → Setが定義される。（[B]

の記法は L ◦ M。）また圏 C の HomC を distributorと見ることができる。

HomC : Cop × C → Set

(x, y) 7→ HomC(x, y)

関手 p : B′ → B, q : C′ → C があるとき，関手圏の間に引き戻し関手

(p × q)∗ : [Bop × C,Set] → [B′op × C′,Set] : L 7→ L ◦ (p × q)

が定義される。その左随伴関手が存在しそれを

(p × q)! : [B′op × C′,Set] → [Bop × C,Set]

と記す。

ここで再び表現可能性を族表現可能性に代えてみよう。

L : Bop × C → Setについて，

• L(x,−) : C → Setが族表現可能 (∀x ∈ B)

• L(−, y) : Bop → Setが族表現可能 (∀y ∈ C)

をみたすとき，Lは変数別に族的表現可能 (slicewise familially representable)であるという。

このとき任意の x ∈ B, y ∈ C に対して

L(x,−) ∼=
∐

i

HomC(ui,−) (ui ∈ C)

L(−, y) ∼=
∐
j

HomB(−, vj) (vj ∈ B)
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なる同型をとる。xに対する添字 iの集合を I(x)とおくと，関手 I : Bop → Setを得る。yに対する添字 j の

集合を J(y) とおくと，関手 J : C → Setを得る。

I のエレメントの圏 E(I)が定義される。その対象は対 (x, i) (x ∈ B, i ∈ I(x))である。 射 (x, i) → (x′, i′)

は B の射 f : x → x′ であって I(f)(x′) = xをみたすものである。射影 θ : E(I) → B は (x, i) 7→ xなる関手

である。J のエレメントの圏 E(J)と射影 π : E(J) → C が定義される。
すると，関手 L̃ : E(I)op × E(J) → Set および同型

L ∼= (θ × π)!L̃

があることがいえる。

E(I) L̃

θ

²²

E(J)

π

²²
B

L
C

そして L̃は変数別に表現可能であり，E(I)と E(J)の間の随伴を与える。

圏 B 上の反変関手に対するエレメントの圏は B 上の離散ファイバー圏というものである。双対的に，圏 C
上の共変関手に対するエレメントの圏は C 上の離散双対ファイバー圏というものである。
必要十分条件として述べると以下のようになる。

命題　関手 L : Bop × C → Setについて次の２条件は同値である。

(i) Lは変数別に族的表現可能である。

(ii) 離散ファイバー圏 θ : B̃ → B, 離散双対ファイバー圏 π : C̃ → C，変数別に表現可能な関手 L̃ : B̃op×C̃ →
Set および同型

L ∼= (θ × π)!L̃

が存在する。

B̃
L̃

adjoint

θ

²²

C̃
π

²²
B

L
C

つぎに「表現可能」を「殆ど表現可能」に代えて distributorを考察する。

distributor L : Bop × C → Setについて，

• L(x,−) : C → Setが殆ど表現可能 (∀x ∈ B)

• L(−, y) : Bop → Setが殆ど表現可能 (∀y ∈ C)

であるとき，Lは変数別に殆ど表現可能 (slicewise nearly representable)であるという。

この性質は合成に引き継がれる。すなわち L : Bop × C → Set, M : Cop ×D → Setが変数別に殆ど表現可

能であれば，L ⊗C M : Bop ×D → Setも変数別に殆ど表現可能である。

ある有限性の仮定のもとで，変数別に殆ど表現可能な distributorの分解定理が成り立つ。それを述べるた

め関手についての G条件，関手の３つ組の G三角形を定義する。

φ : C → D を関手とする。x ∈ C に対し Gx = Ker(Aut(x) → Aut(φ(x))とおく。
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φについての右 G条件はつぎの二つからなる。

(i) φはオブジェクトにおいて全射。すなわち φ : Obj(C) → Obj(D)は全射。

(ii) 任意の x, x′ ∈ C に対し，φの引き起こす写像

HomC(x′, x)/Gx → HomD(φ(x′), φ(x))

は全単射。

すべての Gx = 1のときは，φは圏同値となる。φがオブジェクトにおいて恒等写像であるときは，[P, 1.3]

で exterior quotientと呼ぶものと同じである。

双対的に，φについての左 G条件はつぎの二つからなる。

(i) φはオブジェクトにおいて全射。

(ii) 任意の x, x′ ∈ C に対し，

HomC(x, x′)/Gx → HomD(φ(x), φ(x′))

は全単射。

つぎに左 G三角形を定義する。圏の可換図式

C τ //

φ

²²

E

σ
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

D

において，φは左 G条件を満たすと仮定する。

HomC(x, x′)/Gx
∼= HomD(φ(x), φ(x′))

であった。x ∈ C と z ∈ E に対し，関手 σ は写像

HomE(τ(x), z)/Gx → HomD(φ(x), σ(z))

をひきおこす。この写像が全単射である (∀x,∀z)と仮定する。このとき，(φ, σ, τ)を左 G三角形という。

すべての Gx = 1のときは，σ は coreflectorというものになる（σρ ≅ 1なる左随伴 ρが存在）。

双対的に右 G三角形を定義できる。

有限性条件のもとで，変数別に殆ど表現可能な distributorの構造について次が成り立つ。

定理 3 圏 C において，分裂全射の無限列

· · · g2→ y2
g1→ y1

g0→ y0

があれば，ある番号から先の gi は同型射になると仮定する。

このとき L : Bop × C → Setについて次の２条件は同値である。

(i) Lは変数別に殆ど表現可能である。

(ii) 左 G三角形

K τ //

θ

²²

G

σ
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

B
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と右 G三角形
G

ρ
ÂÂ?

??
??

??
? Hωoo

π

²²
C

および同型
L ∼= (σ × ρ)!HomG

が存在する。

（注 1）C が有限であれば定理の仮定はみたされる。
（注 2）一般的な同型

(σ × ρ)!HomG ∼= (1 × σ)∗HomB ⊗G (ρ × 1)∗HomC

が成り立つ。

証明の道筋を述べる。

L : Bop × C → Setが変数別に殆ど表現可能であるとする。x ∈ B, y ∈ C に対して同型

L(x,−) ∼= HomC(x̃,−)/Hx (x̃ ∈ C, Hx ≤ Aut(x̃))

L(−, y) ∼= HomB(−, ŷ)/Ky (ŷ ∈ B,Ky ≤ Aut(ŷ))

を選ぶ。このように対象の対応 x 7→ x̃, y 7→ ŷ が選ばれると，射の対応

(f : x → x′) 7→ (f̃ : x̃ → x̃′)

(g : y → y′) 7→ (ĝ : ŷ → ŷ′)

を上の同型と両立するように選ぶことができる。

真の随伴に対する unit, counitと同様に x ∈ B に対して B の射 ηx : x → ˆ̃xがとれる。y ∈ C に対して C の
射 ϵy : ˜̂y → y がとれる。随伴のときと同様に triangle identityが群を法として成り立つ。

ϵx̃η̃x ≡ 1 mod Hx

ϵ̂yηŷ ≡ 1 mod Ky

補題　圏 C において，分裂全射の無限列

· · · g2→ y2
g1→ y1

g0→ y0

があれば，ある番号から先の gi は同型射になると仮定する。

このとき任意の x ∈ B に対して
ϵx̃ : ˜̃̂

x → x̃

は同型射である。任意の y ∈ C に対して
ηŷ : ŷ → ˆ̂̃

y

は同型射である。
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そこで

B0 = {x ∈ B | ηx は同型 }
C0 = {y ∈ C | ϵy は同型 }

とおくと補題により

x ∈ B =⇒ x̃ ∈ C0

y ∈ C =⇒ ŷ ∈ B0

がいえる。B0 の商として圏 B̄0 および右 G条件をみたす関手 p : B0 → B̄0 が定義される。C0 の商として圏 C̄0

および左 G条件をみたす関手 q : C0 → C̄0 が定義される。distributor

M : Bop × B̄0 → Set, K : B̄op
0 × C̄0 → Set, N : C̄op

0 × C → Set

が定義され，Lは
L ∼= M ⊗B̄0

K ⊗C̄0
N

と分解する。

B L

M @@
@@

@@
@ C

B̄0 K
C̄0

N

ÄÄÄÄÄÄÄ

K は圏同値 B̄0 ≅ C̄0 を与える。さらに，M とN からそれぞれ右 G三角形と左 G三角形が生じ，それから定

理の (ii)の同型を得る。

参考文献

[B] F.Borceux, Handbook of Categorical Algebra 1, Cambridge University Press, 1994.

[CJ] A.Carboni and P.Johnstone, Connected limits, familial representability and Artin glueing, Math.

Struct. Comp. Science 5(1995).

[L1] T.Leinster, Higher operads, Higher categoires, Cambridge University Press, 2004.

[L2] T.Leinster, The Euler characteristic of a category, Documenta Math.13 (2008).

[P] L.Puig, Frobenius Categoires versus Brauer Blocks, Birkhäuser, 2009.
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1のベキ根における量子群の表現論

谷崎俊之

1 はじめに
gを C上の有限次元単純 Lie代数とし，対応する量子群（gの包絡代数 U(g)の q類似）
を Uq(g) で表す．また 1のベキ根 ζ ∈ Cに対して，Uq(g)の q = ζ における特殊化とし
て得られる C 代数を Uζ(g) で表す（De Concini-Kac 型量子群）．この報告では，Uζ(g)

の表現論について概説を行う．既約表現を分類することが真っ先に考えるべき問題である
が，実はそれすらまだ解決されていない．したがって知られていることはあまり多くはな
いのが現状である．
ひとつの指導原理は，Uζ(g)の表現論と，正標数における有限次元単純リー代数の表現
論の間の並行関係である．より正確に述べると，k を標数 p > 0 の代数閉体とし，g と
同じルート系をもつ k 上の有限次元単純 Lie 代数 gk の包絡代数 U(gk) を考えるとき，
C代数 Uζ(g)の表現論と，k 代数 U(gk)の表現論の間に著しい類似が成立していること
が，以前から知られている．特に，Lusztig [12] は Uζ(g) の既約表現の分類と U(gk) の
既約表現の分類が，まったく同じ仕組みのもとで，いわゆる Springerファイバーの同変
K 群を用いて記述できることを予想した．実は U(gk)に関しては，この Lusztigの予想
は Bezrukavnikov-Mirković-Rumynin [1], Bezrukavnikov-Mirković [2] により既に解決
されている．また，これに限らず，U(gk)の表現論の方が Uζ(g)の表現論よりも先んじて
いる側面が多いのも事実である．したがって，これから述べる Uζ(g) の表現論において
は，先行する U(gk)の表現論を横目で睨みながら，成り立つべき事を予測しその証明を考
えていくことになる．
以下，U(gk)の表現論にも触れつつ，Uζ(g)の表現論の現況について筆者の力の及ぶ範
囲で解説を行う．
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2 量子群
gを C上の有限次元単純 Lie代数，hをその Cartan部分代数とする．∆をルート系と
し，Qをルート格子，P をウェイト格子とする．またW をワイル群とする．単純ルート
の集合 Π = {αi | i ∈ I}をひとつ固定し，対応して決まる正ルートの集合を ∆+ で表す:

Π ⊂ ∆+ ⊂ ∆ ⊂ Q ⊂ P ⊂ h∗, W ⊂ GL(h∗).

さらに，h∗ 上のW 不変対称双線形形式

( , ) : h∗ × h∗ → C

であって，短ルート αに対して (α, α)/2 = 1 を満たすものをとる．
文字 q を不定元とする Q上の有理関数体 Q(q)を Fで表す．

定義 2.1. gに対応する F上の量子群 UF (= Uq(g))とは，単位元をもつ F上の結合代数
であって，生成系

kλ (λ ∈ P ), ei, fi (i ∈ I)

と基本関係式

kλkµ = kλ+µ (λ, µ ∈ P ), k0 = 1,

kλeik−λ = q2(λ,αi)ei (λ ∈ P, i ∈ I),

kλfik−λ = q−2(λ,αi)fi (λ ∈ P, i ∈ I),

eifj − fjei = δij
ki − k−1

i

qi − q−1
i

(i, j ∈ I),

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij
r

]
qi

eri eje
1−aij−r
i = 0 (i, j ∈ I, i ̸= j),

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij
r

]
qi

fri fjf
1−aij−r
i = 0 (i, j ∈ I, i ̸= j).

により定義されるものである．ここで，i ∈ I に対して，qi = q(αi,αi)/2, ki = kαi
．また

i, j ∈ I に対して，aij = 2(αi, αj)/(αi, αi)とする．さらに，非負整数 nの t類似を

[n]t =
tn − t−n

t− t−1
∈ Z[t, t−1]
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で定め，m ≧ n ≧ 0にに対して，2項係数
(
n

m

)
の t類似を

[
n
m

]
t

=
[n]t!

[m]t![n−m]t!
, [n]t! = [n]t · · · [2]t[1]t

により定める．

そこで，量子群 UF において不定元 q を

ζ = (1の原始 ℓ乗根) ∈ C

に特殊化して得られる C上の量子群を以下のように定める．ただし ℓは次の条件を満た
すものとする．

(A) ℓ > 1は正の奇数，
(B) (ℓ, |P/Q|) = 1,

(C) gが G2 型のときは，(ℓ, 3) = 1.

パラメータ q に ζ を代入するために，F = Q(q)の部分環 A = Q[q, q−1]を考える．また
A上の量子群 UA を

UA = ⟨kλ, ei, fi | λ ∈ P, i ∈ I⟩A−alg ⊂ UF (De Concini-Kac form)

により定め，環準同形 A→ C (q 7→ ζ) に関して

U (= Uζ(g)) = C⊗A UA

とおく．この C代数 U の表現論が，我々の今後の考察対象である．

3 中心
一般に，環 Rに対してその中心 Z(R)を

Z(R) = {z ∈ R | rz = zr (r ∈ R)}

で定める．
U は無限次元代数であるが，有限次元代数に対する Schurの補題の類似が，次のように
成り立つことが知られている:
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定理 3.1. 既約 U 加群M に対して

∃ ξ ∈ Homalg(Z(U),C) s.t. zm = ξ(z)m (z ∈ Z(U), m ∈M).

一般に，中心指標 ξ ∈ Homalg(Z(U),C)に対して

Uξ = U/Ker(ξ)U

とおく．定理 3.1により

{既約 U 加群 } =
⊔

ξ∈Homalg(Z(U),C)

{既約 Uξ 加群 }.

したがって，各中心指標 ξ に対して既約 Uξ 加群が分類できれば，既約 U 加群が分類でき
たことになる．が，その前にまず，中心がどれぐらい大きくて中心指標がどれぐらいある
かを知っておく必要がある．
U は UA の特殊化だったので，UA の中心元は U の中心元を定める．すなわち，

Z(UA) = Z(UF) ∩ UA ⊂ UA

に関して，
ZHar(U) := Im(C⊗A Z(UA)→ U)

は Z(U)の部分代数となる．これを U の Harish-Chandra中心と呼ぶ．UF の中心がどう
なっているかはよく知られており（[13]など)，それから次が従う．

定理 3.2. C代数の同型

ZHar(U) ∼= (U0
even)

W◦ (Harich-Chandra同型)

が自然に定まる．ここで

U0 =
∑
λ∈P

Ckλ ⊂ U, U0
even =

∑
λ∈P

Ck2λ ⊂ U.

また (U0
even)

W◦ は，W の U0
even への作用

(1) w ◦ k2λ = ζ2(ρ,wλ−λ)k2wλ, ρ =
1

2

∑
α∈∆+

α

に関する不変元の全体．
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ζ が 1 のベキ根でなければ Harish-Chandra 中心が中心全体になってしまうのだが，
我々が考えている 1のベキ根の場合には，U の中心は，以下みるようにもっと大きくなる．
W の最長元 w0 の最短表示を決めるごとに，Lusztigのルート・ベクトルと呼ばれる U

の元の集合
eα, fα (α ∈ ∆+)

が定まる．ここでは，その定義の詳細は省略するが，αが単純ルート αiのときは eαi = ei,

fαi
= fi である．また{( ∏

α∈∆+

emα
α

)
kλ

( ∏
α∈∆+

fnα
α

)∣∣∣∣∣mα, nα ∈ Z≧0 (α ∈ ∆+), λ ∈ P

}

は U の C上の基底を与える（積の順序は一つ決めて考える）．
このとき

kℓλ (λ ∈ P ), eℓα f ℓα (α ∈ ∆+)

は Z(U) に含まれることがわかる．実際，kℓλ, eℓi , f ℓi が中心元である事は UF の定義関
係式と，ζ が 1 の原始 ℓ 乗根である事から明らか．一般の eα, fα についても，これらが
ei, fi を U の自己同型で移したものになっていることから明らか．そこで，Z(U)の部分
代数

ZFr(U) := ⟨kℓλ, eℓα, f ℓα | λ ∈ P, α ∈ ∆+⟩

を U の Frobenius中心と呼ぶ（w0 の最短表示の選び方にはよらない）．
De Concini-Procesi [7]は，Z(U)が ZHar(U)と ZFr(U)により生成されることを証明
した（なお，正標数における単純リー代数の包絡代数 U(gk) に関する対応する結果は，
Veldkamp [17], Kac-Weisfeiler [10], Brown-Gordon [3]による）．より詳しくは，次の定
理が成立する．

定理 3.3 (De Concini-Procesi [7]). Z(U)は ZHar(U)と ZFr(U)により生成される．さ
らに，U の積から定まる自然な写像 ZHar(U)× ZFr(U)→ Z(U)は C代数の同型

(2) Z(U) ∼= ZHar(U)⊗ZHar(U)∩ZFr(U) ZFr(U).

を導く．

以下，同型 (2)の幾何的な記述を与える．
まず Harish-Chandra 中心 ZHar(U) について考える．G を C 上の連結かつ単連結な
単純代数群で Lie(G) = g を満たすものとし，T をその極大トーラスとする．このとき
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T の代数群としての指標群 Hom(T,C×) は P と同一視される（λ ∈ P に対する T の
指標を χλ で表すことにする）．したがって，T のアフィン代数多様体としての座標環
C[T ] =

⊕
λ∈P Cχλ とアーベル群 P の群環 C[P ] =

⊕
λ∈P Ce(λ)は，C代数として自然

に同型である：
C[T ] ∼= C[P ] (χλ ↔ e(λ)).

ZHar(U)は (U0
even)

W◦ と同型だったので，

U0
even
∼= C[P ] (k2λ ↔ e(λ)).

により，C代数の同型

(3) ZHar(U) ∼= C[P ]W◦ ∼= C[T/W◦]

が得られた．

注意 3.4. U0
even へのW の作用 (1)を C[P ],C[T ]に移して，C[P ]へのW の作用

w ◦ e(λ) = ζ2(ρ,wλ−λ)e(wλ) (w ∈W, λ ∈ P )

と，C[T ]へのW の作用

w ◦ χλ = ζ2(ρ,wλ−λ)χwλ (w ∈W, λ ∈ P )

が定まる．C[T ] はアフィン代数多様体 T の座標環なので，対応して有限群 W のア
フィン代数多様体 T への作用 W × T ∋ (w, t) 7→ w ◦ t ∈ T が定まる（t̂ ∈ T を
χλ(t̂) = ζ2(ρ,λ) (∀λ ∈ P ) により定めるとき，t ∈ T に対して w ◦ t = w(tt̂)t̂−1）．
一般に，有限群 G が C上のアフィン代数多様体 X に作用しているとき，商集合

X/G = {X 上の G 軌道 }

にアフィン代数多様体の構造が入って，その座標環 C[X/G]は C[X]における G 不変元の
全体 C[X]G と一致する．

次に Frobenius中心 ZFr(U)について考える．B+, B− を Gの Borel部分群であって
B+ ∩B− = T を満たすものとし，N± を B± の極大ベキ単部分群とする．G×Gの閉部
分群K を

K = {(n+t, n−t
−1) | n± ∈ N±, t ∈ T} ⊂ B+ ×B−

により定める．De Concini-Procesi [7]は C代数の同型

(4) ZFr(U) ∼= C[K]
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を構成した．[7]では，Poisson代数としての生成系の間の対応を手で与え，これが Poisson

代数としての同型を導くことを示している．その後，Gavarini [8] により，Drinfeld 形
式を用いた直接的でしかもよりわかりやすい構成が与えられた．ここでその詳細は省略
する．
Harish-Chandra中心と Frobenius中心の共通部分 ZHar(U)∩ZFr(U)についてみよう．

(3)により ZHar(U)をC[P ]W◦と同一視するとき，ZHar(U)の部分代数 ZHar(U)∩ZFr(U)

は, C[P ]W◦ の部分代数 C[ℓP ]W と一致する（C[P ] への W の作用を C[ℓP ] に制限する
と，ひねりが消えて，W の C[P ] への通常の作用になる）．C[ℓP ] と C[P ] の同一視
（e(ℓλ)↔ e(λ)）を用いる事により，同型

(5) ZHar(U) ∩ ZFr(U) ∼= C[P ]W ∼= C[T/W ]

と可換図式

(6)

ZHar(U) ∩ ZFr(U) ZHar(U)

C[T/W ] C[T/W◦]

∼= ∼=
p∗

が得られた．ここで p∗ は，T ∋ t 7→ tℓ ∈ T の導く写像 p : T/W◦ → T/W から定まる準
同形写像．
最後に，埋め込み ZHar(U) ∩ ZFr(U) ⊂ ZFr(U) が同一視 (4), (5)のもとでどう書ける
かをみよう．Gの Gへの共役作用

G×G→ G ((g, x) 7→ Ad(g)(x) = gxg−1)

に関する G上の不変関数の全体のなす C代数

C[G]Ad(G) = {f ∈ C[G] | f(Ad(g)(x)) = f(x) (g, x ∈ G)}

を考える．G 上の関数を T に制限する写像 C[G] → C[T ] は，C 代数の同型写像
C[G]Ad(G) ∼= C[T/W ] を導くことが知られている．したがって C 代数の埋め込み
C[T/W ] ↪→ C[G]に対応して，代数多様体の射

π : G→ T/W

が定まる．なおこの写像 π は次のようにも書ける．g ∈ Gに対して，その Jordan分解を
g = gssguni と書く．このとき，gss と共役な T の元 tがW 共役を除いて一意的に定まり，
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π(g) = [t]となる（tを含むW 軌道に対応する T/W の点を [t]で表す）．そこで，π と代
数多様体の射

δ : K → G (δ(x1, x2) = x1x
−1
2 )

の合成
π ◦ δ : K → T/W

を考えるとき，可換図式

(7)

ZHar(U) ∩ ZFr(U) ZFr(U)

C[T/W ] C[K]

∼= ∼=
(π◦δ)∗

が成立する．
以上の議論により

(8) Z(U) ∼= C[T/W◦]⊗C[T/W ] C[K] ∼= C[(T/W◦)×T/W K].

ここで C[(T/W◦)×T/W K]はアフィン代数多様体

(9) (T/W◦)×T/W K = {([t], k) ∈ (T/W◦)×K | tℓ ∼G δ(k)ss}

の座標環である．ただし，∼G は G上の同値関係：

x ∼G y ⇐⇒ ∃g ∈ G s.t. x = gyg−1.

4 中心指標
(8), (9) により，中心指標（Homalg(Z(U),C) の元）と代数多様体 (T/W◦) ×T/W K

の点とは 1対 1に対応する．そこで，([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対応する中心指標を
ξt,k ∈ Homalg(Z(U),C) と書くことにする．
以下の目標は，各 ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対して，Uξt,k = U/Ker(ξt,k)U の表現
を調べることである．

注意 4.1. Frobenius中心は有限の余次元を持つ．特に，Uξt,k は有限次元．したがって，
任意の既約 U 加群は有限次元である．

次の定理により，考えるべき ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K の範囲を大幅に狭める事がで
きる．
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定理 4.2 (De Concini-Kac [4]). k, k′ ∈ K に対して，δ(k) ∼G δ(k′)が成り立っていると
する．t ∈ T が ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K を（したがって ([t], k′) ∈ (T/W◦)×T/W K

も）を満たすならば

(10) Uξt,k
∼= Uξt,k′

が成り立つ．

注意 4.3. 正標数のリー代数 gk の場合の対応する事実の証明はずっと簡単である．実際
この場合には，群 Gk が U(gk)に自然に作用している．したがって，U(gk)の Frobenius

中心 ZFr(U(gk))を k[g∗k]と同一視することにより，Gk の g∗k への作用が定まるが，これ
は coadjoint作用と一致する．これから直ちに，正標数のリー代数に対する定理 4.2の類
似が導かれる．
しかし，量子群の場合には Gk の U(gk)への自然な作用にあたるものを構成すること自
体が難しい．[4]においては，無限次元の群の U への “quantum coadjoint action”が構
成され，これを用いて上述の定理が示されている．

注意 4.4. 実は，De Concini-Kac [4]では，Gの共役類 Oであって kと k′ が δ−1(O)の
同じ連結成分に含まれるようなものがあるときに，(10) が成り立つ事が示されている．
これと De Concini-Procesi [7, Theorem 16.2]により，δ(k)が Gの中心元でないときに
は，定理が成り立っていることが従う．δ(k) が中心元のときには，UF の自己同型 F で
あって，

F (kλ) = ελkλ, F (ei) = ei, F (fi) = εαifi

で定まるものを使えば，定理が容易に示される．ここで ελ ∈ {±1} (λ ∈ P )は

ελεµ = ελ+µ, ε0 = 1

を満たすもの．

([t], k) ∈ (T/W◦) ×T/W K を一つ決める．そこで Uξt,k の表現を調べる事を考え
る．δ(k) を含む G の共役類を O とする．定理 4.2 により，別の k′ ∈ K であって，
δ(k′) ∈ O となるものをとるとき，Uξt,k の表現論と Uξt,k′ の表現論は同じである．し
たがって，k を k′ で置き換えて考えればよい．そこで，k′ をうまく取ることを考える．
写像 δ : K → G ((x1, x2) 7→ x1x

−1
2 ) の像は G の開集合 N+TN− と一致する．単純

代数群の共役類の一般論から O ∩ (N+T ) ̸= ∅ である事が知られている．したがって
δ(k′) ∈ N+T としてよい．このとき k′ = (xh, h−1) (x ∈ N+, h ∈ T )と書ける．この
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場合，δ(k′) = xh2 なので，δ(k)ss ∼G h2 ∈ T . したがって，[t] ∈ T/W◦の代表元 t ∈ T
は tℓ = h2 を満たしているとしてよい．
以上の議論により，次の (a), (b)を満たす ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対して，Uξt,k

を考えればよいことがわかった．

(a) k = (xh, h−1) (x ∈ N+, h ∈ T ),
(b) tℓ = h2.

注意 4.5. 正標数のリー代数 gk の場合，上の議論における k ∈ K に対応する

x ∈ g∗k
∼= Homalg(ZFr(U(gk)), k)

は，べき零元の場合に帰着できる．x ∈ g∗k の Jordan 分解 x = xss + xnil において
lk = Zgk

(xss) とおくとき，Frobenius中心指標 x ∈ g∗k をもつ U(gk)加群を考えること
と，Frobenius 中心指標 xnil ∈ l∗k をもつ U(lk) 加群を考えることは同等であることがわ
かる．しかしベキ根での量子群の場合，この議論が適用できない場合がある．g ∈ Gに対
して，埋め込み ZG(gss) ⊂ Gは量子群レベルでは定義できない場合がある．量子群の場
合には，δ(k) がベキ単の場合だけでなく，もう少し多くの場合を考える必要が出てくる
（[5]参照）．

5 baby Verma加群
以下，(a), (b)をみたす x, h, tに対して中心指標

(11) ξ = ξt,(xh,h−1) ∈ Homalg(Z(U),C)

をとり，Uξ 加群を考える．ξ の Frobenius中心への制限 ξ|ZFr(U) は次をみたす:

ξ(kℓλ) = χλ(h), ξ(eℓα) = 0, (ξ(f ℓα)は xによる).

M を有限次元 Uξ 加群とする．Frobenius中心の作用から，m ∈M に対して

kℓλm = χλ(h)m (λ ∈ P ), eℓαm = 0, f ℓαm = ξ(f ℓα)m (α ∈ ∆+)

が成り立つ．特に，ルート・ベクトルの間の交換関係に関する Levendorskii-Soibelman

の結果を用いると，

M ′ := {m ∈M | eαm = 0 (α ∈ ∆+)} ̸= 0
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が従う．U の定義式により，kλM ′ ⊂ M ′ (λ ∈ P ) である．M ′ の線形作用素として
kℓλ − χλ(h) = 0であるが，zℓ − χλ(h) ∈ C[z]は分離多項式なので，kλ はM ′ 上の作用
素として対角化可能．{kλ}λ∈P は互いに可換なので，M ′ 上の作用素として同時対角化可
能．したがってある s ∈ T に対して

M ′(s) := {m ∈M ′ | kλm = χλ(s)m (λ ∈ P )} ̸= {0}.

M ′(s)への Frobenius中心の作用をみる事により，

χℓλ(s) = χλ(h) (λ ∈ P ).

すなわち h = sℓ. またM ′(s)への Harish-Chandra中心の作用をみる事により，

φ(t) = φ(s2) (φ ∈ C[T/W◦] ⊂ C[T ]).

すなわち，s2 ∈W ◦ t.
以上により，ある s ∈ T であって

(12) h = sℓ, s2 ∈W ◦ t

を満たすものと，あるm ∈M \ {0}に対して，

kλm = χλ(s)m (λ ∈ P ), eαm = 0, f ℓαm = ξ(f ℓα)m (α ∈ ∆+).

定義 5.1 (baby Verma加群). (12)を満たす s ∈ T に対して U 加群 Zξ[s]を次で定める：

Zξ[s] = U/(
∑
λ∈P

U(kλ − χλ(s)) +
∑

α∈∆+

Ueα +
∑

α∈∆+

U(f ℓα − ξ(f ℓα)))

このとき Zξ[s]は Uξ 加群である．また，上の議論により，任意の既約 Uξ 加群は，ある
Zξ[s]の商加群と同型である．さらに PBW型定理により

(13) dimZξ[s] = ℓ|∆
+|.

Zξ[s]は圏 O における Verma加群の類似物である．ただし，Verma加群と比べると，
さほどたちのよくない側面もある．Verma 加群はただ一つの既約商加群をもつのであっ
たが，baby Verma加群は複数個の既約商加群をもつこともあり得るのである．これは ξ

による．
t = h = 1の場合，(12)を満たす s ∈ T は，s = w ◦ 1 (w ∈ W )と書ける．ℓ ≫ 1な
らば，w ◦ 1 (w ∈ W )は互いに相異なる元である．したがって，この場合には，|W |個
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の baby Verma 加群が定まる（ただしこれらのうちに互いに同型なものがある可能性が
ある）．
任意の既約 Uξ 加群は Zξ[w ◦ 1]の商加群と同型である．
J ⊂ I に対応する G の放物型部分群を PJ とし，その簡約部分を LJ で表す．LJ の

Weyl群をWJ ⊂W で表す．

予想 5.2. ℓ≫ 1とする．また t = h = 1で xは LJ の正則べき単元とする．

(i) Zξ[w ◦ 1]はただ一つの既約商加群 Lξ[w ◦ 1]をもつ．
(ii) 任意の既約 Uξ 加群は，ある Lξ[w ◦ 1]と同型．
(iii) Lξ[w ◦ 1] ∼= Lξ[w

′ ◦ 1] ⇔ w′ ∈ wWJ .

予想 5.2が正しいとすると，予想 5.2の仮定のもとで

#{既約 Uχx 加群 } = #(W/WJ).

6 次数付け
以下 t = h = 1 とする．必要なら，x ∈ N+ を Ad(G)(x) ∩ N+ の別の元で取り替え
て，T ′ := ZT (x)

0 が ZG(x)の極大トーラスであるとしてよい．
U は P = Hom(T,C×)で次数づけられた次数環であった．

U =
⊕
γ∈P

U(γ), kλ ∈ U(0), ei ∈ U(αi), fi ∈ U(−αi).

U の商 Uξ には P による次数付けは入らないが，P の商 Px := Hom(T ′,C×)による次数
付け

Uξ =
⊕
γ∈Px

Uξ(γ)

が自然に定まる．以下，有限次元 Uξ 加群のなす圏，および有限次元次数付き Uξ 加群のな
す圏を，それぞれMod(Uξ), Modgr(Uξ) で表す．また，アーベル圏AのGrothendieck群
をK(A)で表す．次数付けを忘れることにより，完全関手 For : Modgr(Uξ)→ Mod(Uξ)

が定まる．
さて，K(Mod(Uξ)) は I = { 既約 Uξ 加群 } を基底とする自由 Z 加群である．また

K(Modgr(Uξ)) は Ĩ = { 既約次数付き Uξ 加群 } を基底とする自由 Z 加群である．次数
付き Uξ 加群における次数のずらしにより，K(Modgr(Uξ))は自然に Px 加群となる．実
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は，Jantzen [9, Section 1.4/5]の論法により，既約 Uξ 加群は（次数のずらしを除いて一
意的に）既約次数付き Uξ 加群に持ち上がることがわかる．したがって

For : K(Modgr(Uξ))→ K(Mod(Uξ))

は全射で，自然な対応 Ĩ/Px
∼= I を導く．

7 Lusztigの予想
B = G/B+ の部分代数多様体 Bx を

Bx = {gB+ ∈ G/B+ | x ∈ gB+g−1} (Springerファイバー)

により定める．これには前節で定義したトーラス T ′ が自然に作用している．連接OBx
加

群のなす圏，および T ′ 同変連接OBx
加群のなす圏をそれぞれMod(OBx

)，ModT ′(OBx
)

で表す．Grothendieck群K(ModT ′(OBx
))は自然に Px 加群となる．T ′ の作用を忘れる

ことにより自然な写像

For : K(ModT ′(OBx
))→ K(Mod(OBx

))

が定まる．
Lusztig [12] は K(Mod(OBx

)) の基底 B および K(ModT ′(OBx
)) の基底 B̃ であって

B̃/Px
∼= Bとなるものを定め，次の予想を与えた．

予想 7.1 ([12]). ℓは十分大きいとする．

(i) K(Mod(Uξ)) ∼= K(Mod(OBx
)), K(Modgr(Uξ)) ∼= K(ModT ′(OBx

)).

(ii) (i)において I↔ B, Ĩ↔ B̃.
(iii) Ĩ↔ B̃において b ∈ B̃に対応する次数付き既約 Uξ 加群を Lb とし，その projetive

coverを Pb とするとき，重複度 [Pb : Lb′ ]の幾何的記述がある．

注意 7.2. 予想 7.1 (i)が正しければ，

#{既約 Uξ 加群 } = rank(K(Mod(OBx
))) = dimH∗(Bx).

となって，既約表現の数がわかる（dimH∗(Bx)は，いわゆる Green多項式を用いて計算
することができる）．

注意 7.3. xが LJ の正則ベキ単元であるとする．この場合には，K(ModT ′(OBx)) ⊃ B̃
の組合せ論的記述が知られており，予想 7.1 (iii)における重複度 [Pb : Lb′ ]を与える筈の
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幾何的数は組合せ論的に計算可能である．また，このことと，baby Verma加群を仲立ち
とする相互律（圏 O における BGG相互律の類似）を用いると，予想 7.1を書き換えて，
[Zξ[w ◦ 1] : Lξ[w

′ ◦ 1]]の組合せ論的記述を与える予想が得られる（x = 1の場合には，最
高ウェイト加群に対する Lusztig予想（Kazhdan-Lusztigと Kashiwara-Tanisakiにより
証明済み）と同値になる）．

8 Lusztig予想の証明に向けて
Lusztigは，正標数での単純リー代数についても，予想 7.1と全く同様の予想を定式化
した．実はこちらのほうは解決済みであり，その証明には，正標数における旗多様体 Bk
上の D 加群が用いられる．
まず，Bezrukavnikov-Mirković-Rumynin [1]は，gk のべき零元 eについて

(14) Db(Mod(U(gk)χe))
∼= Db(Mod(O(Bk)e))

を示した．これから，Lusztigの予想のうちの (i)に対応する事実

K(Mod(U(gk)χe))
∼= K(Mod(O(Bk)e))

が従う．
(14) は 2 つのアーベル圏 Mod(U(gk)χe

)), Mod(O(Bk)e) の同値を与えるわけではな
い．しかし Db(Mod(O(Bk)e))のほうで，いわゆるエキゾチック t構造から定まるアーベ
ル圏を考えると，アーベル圏の同値が得られることが，Bezrukavnikov-Mirković [2]によ
り示された．このことをもとに，Lusztigの予想 (ii), (iii)の正標数での類似の証明が，[2]
においてなされた．

そこで，[1], [2] のマネをして，ベキ根での量子群に対する Lusztig の予想を証明した
い. その場合，ベキ根での量子旗多様体 Bq=ζ 上の D 加群を用いることになる．筆者は，
非可換スキームであるところの量子旗多様体を用いて，[1]の結果の類似を与えた （[14],

[15]）．ただし，一部未解決の部分が残っている（g = sln のときは解決）．[2]のマネのほ
うは，ほぼ同様にできる筈だと思っている．これらに関して簡単に述べておこう．U の部
分代数 Ueven を

Ueven = ⟨ei, S(fi), k2λ | i ∈ I, λ ∈ P ⟩ ⊂ U

により定める．
V = Ueven/

∑
i∈I

Uevenfi
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とおく．

予想 8.1 ([15]). ℓ≫ 1ならば RInd
Gq

B−
q
V ∼= Ueven ⊗ZHar(U) C[P ].

定理 8.2. 予想 8.1が正しいとする．ℓはさらに次の条件を満たすとする．

• ℓ≫ 1．
• gが例外型なら，(ℓ, 3) = 1．

このとき
Db(Mod(Uξ)) ∼= Db(Mod(OBx

)).

9 その他の問題
定理 9.1 (Kac-Weisfeiler 予想，Premet の定理). e ∈ g∗k をべき零元とする．L を既約
U(gk)χe

加群とすると，pcodim(Bk)e |dimL.

ベキ根での量子群についても同様の予想が定式化される．

予想 9.2 (De Concini-Kac-Procesi予想). Lを既約 Uξ 加群とすると，ℓ codimBx |dimL.

予想 9.2に関しては，Sevostyanovの preprintがあるが，私にはよく分からない点がい
くつかある．

本稿では，ℓが奇数の場合のみ扱ってきたが，ℓが偶数のとき，U の表現論はどうなる
のかも，余り考えられていない問題である．なお，ℓが偶数のときの中心 Z(U)の構造は
[16]で調べられている．場合によっては，gの Langlands dual Lgから決まる代数群 LK

が出てきたりして，もう少し複雑になる．
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[5] De Concini, C., Kac, V., Representations of quantum groups at roots of 1: reduc-

tion to the exceptional case. Infinite analysis, Part A, B (Kyoto, 1991), 141–149,

Adv. Ser. Math. Phys., 16, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1992.

[6] De Concini, C., Kac, V., Procesi, C., Quantum coadjoint action. J. Amer. Math.

Soc. 5 (1992), no. 1, 151–189.

[7] De Concini, C., Procesi, C., Quantum groups. D-modules, representation the-

ory, and quantum groups (Venice, 1992), 31–140, Lecture Notes in Math., 1565,

Springer, Berlin, 1993.

[8] Gavarini, F., Quantization of Poisson groups. Pacific J. Math. 186 (1998), no. 2,

217–266.

[9] Jantzen, J. C., Modular representations of reductive Lie algebras. Commutative

algebra, homological algebra and representation theory (Catania/Genoa/Rome,

1998). J. Pure Appl. Algebra 152 (2000), no. 1–3, 133–185.

[10] Kac, V., Weisfeiler, B., Coadjoint action of a semi-simple algebraic group and

the center of the enveloping algebra in characteristic p. Nederl. Akad. Wetensch.

Proc. Ser. A 79, Indag. Math. 38 (1976), no. 2, 136–151.

[11] Lusztig, G., Bases in equivariant K-theory. Represent. Theory 2 (1998), 298–369.

[12] Lusztig, G., Bases in equivariant K-theory. II. Represent. Theory 3 (1999), 281–

353.

[13] Tanisaki, T., Killing forms, Harish-Chandra isomorphisms, and universal R-

matrices for quantum algebras. Infinite analysis, Part A, B (Kyoto, 1991), 941–

961, Adv. Ser. Math. Phys., 16, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1992.

[14] Tanisaki, T., Differential operators on quantized flag manifolds at roots of unity,

Adv. Math. (2012), 2235–2294.

16



[15] Tanisaki, T., Differential operators on quantized flag manifolds at roots of unity

II, Nagoya. Math. J.(2014), 1–52.

[16] Tanisaki, T., The center of a quantized enveloping algebra at an even root of

unity, Osaka J. Math. (2016), 47–81.

[17] Veldkamp, F. D., The center of the universal enveloping algebra of a Lie algebra
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セルバーグゼータ関数と素測地線定理の現在
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1 序

1950年代中頃に A. Selberg がリーマン面の閉測地線の集合（または，その基本群の双

曲共役類の集合）から定義した“セルバーグゼータ関数”は，複素平面全体に有理型に解

析接続されて，関数等式やリーマン予想の類似を満たす．また，このゼータ関数の非零領

域を調べることにより，素数定理の類似である“素測地線定理”も証明される．1970年代

後半に，R. Gangoli, G. Warner 等により，セルバーグゼータ関数は，階数１の（コンパ

クト，そのあと非コンパクト体積有限な）局所対称空間の場合に拡張された．しかしなが

ら，現在に至るまで階数２以上の場合にはあまり研究されてこなかった．この小論では，

上記の階数１の場合を概観し，階数２のいくつかの場合： (i) ヒルベルトモジュラー曲面，

(ii) SL(3,Z)\SL(3,R)/SO(3)，等について，最近得られた“セルバーグ型ゼータ”や“素

測地線定理”についての結果を紹介する．特に，(ii)から総実３次整環全体に渡る類数和

の漸近公式が得られる．(ii) は，A. Deitmar氏，P. Spilioti氏との共同研究である．

2 リーマンゼータ関数と素数定理

リーマンゼータ関数は，Re(s) > 1において絶対収束する下記の級数，またはオイラー

積で定義される．

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns
=

∏
p：素数

(
1− p−s

)−1
for Re(s) > 1.

以下の事実が知られている．

(1) ζ(s)は C全体に有理型関数として解析接続されて，s = 1における一位の極を除い

て正則となる．

(2) 関数等式：ζ̂(s) := π− s
2Γ( s2 )ζ(s) = ζ̂(1− s)を満たす．

(3) ∀s ∈ C, s ̸= 1 かつ Re(s) = 1 ならば，ζ(s) ̸= 0が成り立つ．

特に，(3)の事実から下記の素数定理が導かれる．

定理 2.1 (素数定理). 以下の漸近公式が成り立つ．

(a) π(x) := #{p : 素数 | p < x} ∼
∫ x

2
dt

log t (x→∞)

(b) ϑ(x) :=
∑

p:素数,p<x log p ∼ x (x→∞)

(c) ψ(x) :=
∑

n<x Λ(n) ∼ x (x→∞), Λ(pk) = log p, （素数べき以外では０）
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• セルバーグゼータ関数，素測地線定理とは？
X を双曲多様体とする．非常に荒っぽく言えば，リーマンゼータ関数のオイラー積によ

る定義で，集合 {p | 素数 }を集合 {c | X の素測地線 }で置き換えて定義されたものがセ
ルバーグゼータ関数である．その際に，“素数の長さ：log p”を“素測地線の長さ：l(c)”

で置き換える．（つまり，p−s が e−l(c)s に置き換わる．）リーマンゼータ関数の非零領域

を調べることによって素数定理が得られたように，セルバーグゼータ関数の非零領域を調

べることによって得られるのが“素測地線定理”である．

問題：X がより一般のリーマン多様体で，素数の類似物である“素測地線”がない（も

しくは少ない）とき，どうしたらよいか？

3 コンパクトリーマン面に対するセルバーグゼータ関数

3.1 記号

G := PSL(2,R)，H := {z ∈ C | Im z > 0}とする．Gは上半平面 Hに一次分数変換
g.z := az+b

cz+d ∈ Hで作用する．ここで，g =
(
a b
c d

)
∈ Gとおいた．

Γ ⊂ Gを離散部分群する．単位元と異なる γ ∈ Γは以下のように分類される．

• γ が双曲的 ⇔ | tr(γ)| > 2 ⇔ Fix(γ) = {α, α−1} ⊂ R ∪ {∞}
• γ が楕円的 ⇔ | tr(γ)| < 2 ⇔ Fix(γ) = {α, ᾱ} ⊂ C with α ∈ H
• γ が放物的 ⇔ | tr(γ)| = 2 ⇔ Fix(γ) = {α} ⊂ R ∪ {∞}

Γ\Hがコンパクトなら，Γは放物元を持たないことが知られている．この節では，さら
に以下を仮定する：

仮定 3.1. Γ ⊂ Gを余コンパクトでトーションのない離散部分群とする．

このとき，X := Γ\Hは，種数 g ≥ 2のコンパクトリーマン面となる．

γ ∈ Γが双曲的なら，γ の Γにおける中心化群が無限巡回群となる．また，γ は Gにお

いて対角行列と共役で，γ ∼ ±
(

N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
，ここで，N(γ) > 1である．

3.2 Γ（または X）に対するセルバーグゼータ関数

N(γ) > 1を双曲元 γ ∈ Γのノルムと呼ぶ．また，N(γ) = el(cγ)である．ここで，l(cγ)

は双曲元 γ から決まる閉測地線 cγ の長さである．Prim(Γ)を Γの原始的双曲元の Γ-共
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役類の集合とする．

定義 3.2 (Γに対するセルバーグゼータ関数). セルバーグゼータ関数は，Re(s) > 1にお

いて絶対収束する下記のオイラー積で定義される．

ZΓ(s) :=
∏

[p]∈Prim(Γ)

∞∏
k=0

(
1−N(p)−(k+s)

)
.

定義 3.3 (Γに対するルエルゼータ関数). ルエルゼータ関数は，Re(s) > 1において絶対

収束する下記のオイラー積で定義される．

RΓ(s) :=
∏

[p]∈Prim(Γ)

(
1−N(p)−s

)−1

.

補題 3.4.

RΓ(s) =
ZΓ(s+ 1)

ZΓ(s)
.

上記の補題より，RΓ(s)の解析的性質は ZΓ(s)の解析的性質より導かれる．

セルバーグは下記の定理を証明した．

定理 3.5 (Selberg [15], 1956). 1. Re(s) > 1で定義されていた ZΓ(s)は，C全体に
有理型に解析接続される．（実際は整型となる．）

2. ZΓ(s)は s = −k (k ∈ N)に位数 (2g − 2)(2k + 1)の零点，

s = 0に位数 (2g − 1)の零点，s = 1に一位の零点を持つ．：自明零点

3. ZΓ(s)は s = 1
2 ± irn に零点を持つ．：非自明零点 （“リーマン予想の類似”）

ここで，{λn = 1/4 + r2n}は L2(Γ\H)に作用するラプラシアン∆ := −y2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 )

の固有値の集合で，下記のように番号づけられている．

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · → ∞

また，{ϕn} ⊂ L2(Γ\H)は固有関数系で，∆ϕn = λn ϕn なるものとする．

3.3 セルバーグ跡公式

f を G上の“試験関数”，F を f の“フーリエ変換”とする．セルバーグ跡公式とは下

記のような等式で，左辺はラプラシアンの固有値に渡る和でスペクトル辺と呼ばれ，右辺

は Γ の共役類に渡る和で幾何学的辺と呼ばれる．右辺に現れる Iγ(f) は軌道積分と呼ば
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れている．∑
λ∈Spec(∆)

F (λ) =
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ) If (γ), If (γ) :=

∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ.

Γが余コンパクトでトーションがないときは，Γの共役類の集合 Conj(Γ) = {e}∪Γhyp

となり，セルバーグ跡公式はより具体的に書ける．

定理 3.6 (セルバーグ跡公式（Γ : 余コンパクト，トーションなし）). 下記の等式が成立

する．両辺は絶対収束する．

∞∑
n=0

h(rn) =
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞

−∞
rh(r) tanh(πr) dr

+
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
g(logN(γ)).

ここで，

• h(r) = h(−r)：複素数値試験関数，| Im(r)| < 1
2 + δ で解析的 (∃δ > 0) かつ 増大

度条件 |h(r)| ≤ A[1 + |r|]−2−δ を満たす（∃A > 0）．

• g(u) := 1
2π

∫∞
−∞ h(r)e−iru dr：フーリエ変換

注意 モジュラー群 PSL(2,Z)は余コンパクトでなく楕円元も含むので，それに対する跡
公式は上記より複雑になる．実際，楕円元・放物元やアイゼンスタイン級数の寄与が現

れる．

3.4 ZΓ(s)に関するセルバーグの定理の証明

実数 β > 2を固定し，h(r) = 1
r2+(s− 1

2 )
2 − 1

r2+β2 とおくと，これは試験関数の条件を

満たす．またそのフーリエ変換は g(u) = 1
2s−1e

−(s− 1
2 )|u| − 1

2β e
−β |u| となる．この試験

関数 h(r)に対してセルバーグ跡公式を書き下すと，下記の命題を得る．（双曲共役類の寄

与が ZΓ(s)の対数微分で書けることがポイントである．）

命題 3.7 (上記 h(r)に対する跡公式).

∞∑
n=0

[ 1

r2n + (s− 1
2 )

2
− 1

r2n + β2

]
=

vol(Γ\H)

2π

∞∑
k=0

[ 1

s+ k
− 1

β + 1
2 + k

]
+

1

2s− 1

Z ′
Γ(s)

ZΓ(s)
− 1

2β

Z ′
Γ(

1
2 + β)

ZΓ(
1
2 + β)

.

5



この命題より，ZΓ(s)の対数微分の C全体への解析接続が導かれ，その極がすべて一位
で留数がすべて整数であることから，ZΓ(s)自身の C全体への有理型解析接続が証明され
る．また命題の等式の左辺は s→ 1− sで不変なので差を取って下記の関数等式を得る：

Z ′
Γ(s)

ZΓ(s)
+
Z ′
Γ(1− s)

ZΓ(1− s)
= −(2s− 1)

4π(g − 1)

2π
π cot(πs).

3.5 セルバーグゼータ関数の関数等式

定理 3.8 (Selberg, 1956).

ZΓ(1− s) = ZΓ(s) exp
(
− 4(g − 1)π

∫ s− 1
2

0

r tan(πr) dr
)
.

上記のセルバーグによって示された関数等式は，二重ガンマ関数 Γ2(s)と二重サイン関

数 S2(s) = Γ2(2 − s)Γ2(s)
−1 を用いて対称な関数数等式に書き換えられる．上記関数等

式の右辺に現れる exp(積分)の部分が二重サイン関数を用いて表示できるところがポイン

トである：

ZΓ(1− s) = ZΓ(s)
(
S2(s)

−1S2(s+ 1)−1
)2g−2

⇒ ZΓ(1− s)
(
Γ2(1− s)Γ2(2− s)

)2g−2
= ZΓ(s)

(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2

ここで，Γ2(z) := exp(ζ ′2(0, z))で定義されて，ζ2(s, z) :=
∑

n,m≥0(n+m+ z)−s は二重

フルビッツゼータ関数である．(一般の多重ガンマ関数，多重サイン関数については [13]

を参照．)

定理 3.9. 以下の関数等式が成り立つ．

• ẐΓ(1− s) = ẐΓ(s).

• RΓ(s)RΓ(−s) = (2 sin(πs))2(2−2g).

ここで，ẐΓ(s) := ZΓ(s)
(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2
は完備セルバーグゼータ関数である．

4 階数１の局所対称空間に対するセルバーグゼータ関数

4.1 記号

Gを階数１の連結，非コンパクト半単純リー群で中心が有限なもの，K を Gの極大コ

ンパクト部分群とする．G = NAK を岩澤分解とすると，仮定より dimRA = 1となる．
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M := ZK(A)を中心化群とし，P := MAN を放物型部分群とする．Γを Gの離散部分

群とし，局所対称空間 X := Γ\G/K とする．
• γ ∈ Γが双曲的 ⇔ γ が Gにおいて，元mγaγ ∈MA+ と共役

とし，Prim(Γ)を Γの原始的双曲元の Γ-共役類の集合とする．

このとき，階数１の局所対称空間 X = Γ\G/K と有限次既約表現 σ ∈ M̂ に対するセ

ルバーグゼータ関数 Zσ(s)は，以下で定義される．

定義 4.1 (Γ (または X) に対する σ ∈ M̂ 付きセルバーグゼータ関数).

Zσ(s) :=
∏

[p]∈Prim(Γ)

∞∏
k=0

det
(
Id− σ(mp)⊗ Sk

(
Ad(mpap)|n̄

)
e−sl(cp)

)
(Re(s)≫ 0).

ここで，l(cp) は双曲元 p から定まる閉測地線の長さ．Sk(A) は A の k 次対称積，

n̄ = θ(Lie(N))，θ はカルタン対合である．

4.2 セルバーグゼータ関数に対する問題

上で定義されたセルバーグゼータ関数 Zσ(s)に対して，以下の“良い解析的性質”が成

立するかどうかが問題となる．

1. ρ0 > 0が存在して，Zσ(s)が右半平面 Re(s) > 2ρ0 で絶対収束し，そこで正則関

数を定義する．

2. Zσ(s)が C全体に有理型関数に解析接続される．
3.“リーマン予想の類似”を満たす：非自明零点の集合 {s = ρ0 ± irn}とすると，有
限個を除いて Re(s) = ρ0 上に非自明零点が並ぶ．（ここで，{ρ20 + r2n}はラプラシ
アンの固有値の集合である．）

4. s↔ 2ρ0 − sに関する関数等式をみたす．

上記の良い性質を持つことが知られている場合：

(1) Γ：余コンパクト， σ：自明表現 （Gangolli [6], 1977）

(2) Γ：余有限， σ：自明表現 （Gangolli and Warner [7], 1980）

(3) Γ：余コンパクト， σ：一般 （Wakayama [17], 1985）

(4) G = SO(1, n), Γ：余有限，σ：基本表現 （G and Park [8], 2010）

（特に，ルエルゼータ関数 RΓ(s)の解析的性質が導かれる．）

Gの階数が１で Γが余有限なときでも，表現 σ 付きの場合は Zσ(s)の解析的性質は部
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分的にしかわかっていない．さらなる問題としては以下の場合が考えられる．

• Gが階数１，Γが非余有限 （Patterson, Guillopé, Borthwickによる

geometrically finite, convex co-compactな場合の研究など）

• Gの階数が２以上（Deitmarによる Γが余コンパクトな場合の研究 [3]など）

次節以降では，階数２で余有限な場合であるヒルベルトモジュラー曲面のセルバーグ型

ゼータ関数に関する結果（[9, 10, 11]）や，階数２で“二次元の平坦部分多様体”を数え

る SL(3,Z)に対する“素測地線定理”（[5]）について紹介する．

5 ヒルベルトモジュラー曲面に対するセルバーグ型ゼータ

関数

5.1 ヒルベルトモジュラー曲面に対するセルバーグ型ゼータ関数

K/Q を類数１の実二次体とし，OK を K の整数環，ε > 1 を K の基本単数とする．

（例： K = Q(
√
3)は類数１で，OK = Z[

√
3]，ε = 2 +

√
3となる．）

K の元 aのQ上の共役を a′とおき，γ =
(
a b
c d

)
∈ PSL(2,OK)に対して，γ′ :=

(
a′ b′

c′ d′

)
とおく．

ΓK := {(γ, γ′) | γ ∈ PSL(2,OK)}

をK のヒルベルトモジュラー群と呼ぶ．このとき，

• ΓK ⊂ PSL(2,R)2 は既約な離散部分群となる．（余コンパクトでないが，余有限）
• ΓK は H2 = H×Hに成分ごとの一次分数変換で作用する．
• ΓK はただ一つのカスプ (∞,∞)を持つ．（ΓK-同値でない放物的固定点）

• XK := ΓK\H2 をK のヒルベルトモジュラー曲面と呼ぶ．

問題： ΓK の共役類の集合は下記のような部分集合の和に分割されるが，どの共役類の

部分集合から“セルバーグゼータ関数”が構成できるだろうか？

Conj(ΓK) = {e} ∪ ΓH ∪ ΓE ∪ ΓHE ∪ ΓEH ∪ ΓP

ここで，ΓH,ΓE,ΓP は双曲‐双曲，楕円‐楕円，放物‐放物的な共役類の集合であり，

ΓHE,ΓEH は双曲‐楕円，楕円‐双曲的な共役類の集合である．

ひとつの解答として，共役類の部分集合として ΓHE を取ると，セルバーグゼータ関数

が構成できることを紹介する．ポイントは，(γ, γ′) ∈ ΓK を双曲-楕円元とすると（つま
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り，| tr(γ)| > 2 かつ | tr(γ′)| < 2），双曲-楕円的 (γ, γ′)の ΓK における中心化群は無限

巡回群となることである．

偶数m ≥ 2を固定する．

定義 5.1 (ΓK に対する重さ (0,m)のセルバーグゼータ関数，[10]).

ZK(s;m) :=
∏
(p,p′)

∞∏
k=0

(
1− ei(m−2)ω N(p)−(k+s)

)−1

for Re(s) > 1.

ここで，(p, p′)は ΓK の原始的 双曲-楕円元の ΓK-共役類全体の集合を動き，(p, p′)は

PSL(2,R)2 において以下と共役とする．

(p, p′) ∼
(( N(p)1/2 0

0 N(p)−1/2

)
,
( cosω − sinω

sinω cosω

))
.

また，N(p) > 1, ω ∈ (0, π) かつ ω /∈ πQとなるようにとる．

注意：Selberg（[16], 未出版）と Deitmar（[3], 2006）も同様なゼータ関数を余コンパ

クトな Γに対して考察している．

5.2 ZK(s;m)の解析的性質

定理 5.2 ([10]). m ∈ 2Nとする． Re(s) > 1において定義されていた ZK(s;m)は複素

平面全体に有理型に解析接続される．

我々のセルバーグゼータ関数 ZK(s;m)もまた“非自明”零点や極を持ち，それらは下

記の二つのラプラシアンの固有値たちと関係がある．

(z1, z2) ∈ H2 に対する，重さ 0とm のラプラシアンを

∆
(1)
0 := −y21

( ∂2
∂x21

+
∂2

∂y21

)
, ∆(2)

m := −y22
( ∂2
∂x22

+
∂2

∂y22

)
+ im y2

∂

∂x2

とする．∆
(1)
0 と ∆

(2)
m は，重さ (0,m)のヒルベルト‐マース形式の空間：

L2(m) := L2
dis(ΓK\H2; (0,m)) ∋ f(z1, z2)

に作用する．この空間の元 f(z1, z2)は，ラプラシアン∆
(1)
0 の∆

(2)
m の共通の固有関数で，

保型性：f(γz1, γ′z2) =
(

c′z2+d′

|c′z2+d′|
)m
f(z1, z2) ∀(γ, γ′) ∈ ΓK を満たす．

さて，偶数mに対して，下記で定義される L2(m)の部分空間 V
(2)
m を考える．
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V (2)
m :=

{
f ∈ L2(m)

∣∣∣∆(2)
m f =

m

2

(
1− m

2

)
f
}
.

定理 5.3 ([10], ZK(s; 2)の零点と極：重さ (0, 2)). ZK(s; 2)の零点と極は以下で与えら

れる．

• ZK(s; 2)は s = 1に二位の零点を持つ．

• ZK(s; 2)は ∆
(1)
0 の V

(2)
2 における固有値 1

4 + ρj(2)
2 の重複度の２倍を位数とする

零点を s = 1
2 ± iρj(2)に持つ．：“非自明零点”

• ZK(s; 2)は s = ± kπi
log ε (k ∈ N)に二位の零点を持つ．

• ZK(s; 2)は s = 0に位数 E(XK) の零点を持つ．

• ZK(s; 2)は s = −k に (k ∈ N)位数 (2k + 1)E(XK) + 2
∑N

j=1[k/νj ]− 2kN であ

る零点（位数が負のときは極）を持つ．

注意：オイラー標数 E(XK)は偶数なので，すべての零点と極の位数は偶数となる．ま

た，二つの零点・極の位置が一致するときは，それらの位数を合計する．

定理 5.4 ([10], ZK(s;m) の零点と極：重さ (0,m), m ≥ 4). m ≥ 4 を偶数とする．

ZK(s;m)の零点と極は以下で与えられる．

• ZK(s;m)は ∆
(1)
0 の V

(2)
m における固有値 1

4 + ρj(m)2 の重複度を位数とする

零点を s = 1
2 ± iρj(m)に持ち：“非自明零点” ，

一位の零点を s = 1− m
2 + πik

log ε (k ∈ Z)に持つ．
• ZK(s;m)は∆

(1)
0 の V

(2)
m−2 における固有値

1
4 + ρj(m− 2)2 の重複度を位数とする

極を s = 1
2 ± iρj(m− 2)に持ち：“非自明極” ，

一位の極を s = 2− m
2 + πik

log ε (k ∈ Z)に持つ．
• ZK(s;m) は s = −k (k ∈ N ∪ {0}) に位数 (2k + 1)E(XK) + 2

∑N
j=1[k/νj ] −∑N

j=1 βk,j(m)の零点（位数が負のときは極）を持つ．

• m = 4のときは，ZK(s,m)は一位の零点を s = 0と s = 1に持つ．

ここで，E(XK) はヒルベルトモジュラー曲面 XK のオイラー標数であり，自然数

ν1, ν2, · · · , νN は ΓK の原始的楕円固定点の位数とする．また，βj,k(m)は明示的に与え

られる整数であり，二つの零点・極の位置が一致するときは，それらの位数を合計する．

注意：定理 5.2から 5.4と ZK(s;m)の関数等式は ΓK に対するセルバーグ跡公式とそ

の“差分公式”を用いて証明される．（詳細は [10]を参照．）
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5.3 Zm(s)と
√
Z2(s)

K/Qを類数１の実二次体，m ∈ 2Nとし，セルバーグ型ゼータ関数 ZK(s;m)を導入し

た．以降簡単のため，これを Zm(s)と書く．つまり，

Zm(s) =
∏

(p,p′)∈PΓHE

∞∏
k=0

(
1− ei(m−2)ω N(p)−(k+s)

)−1

for Re(s) > 1　

である．

補題 5.5 (Hirzebruch-Zagier [12]). オイラー標数 E(XK)は正の偶数である．

上記補題より， d
ds logZ2(s)の留数がすべて偶数であることがわかるので，

Z2(s)の“平方根”が定義できる．

√
Z2(s) :=

∏
(p,p′)∈PΓHE

∞∏
n=0

(
1−N(p)−(n+s)

)−1/2

= exp
(1
2

∑
(p,p′)

∞∑
k=1

1

k

N(p)−ks

1−N(p)−k

)
for Re(s) > 1.

√
Z2(s)も複素平面全体に有理型に解析接続できることがわかる．

5.4 完備セルバーグゼータ関数（s 7→ 1− sで不変）

Zm(s)の関数等式に現れる局所因子を調べることにより，s 7→ 1− sで不変な完備セル
バーグゼータ関数が定義される

定義 5.6 ([10], 完備セルバーグゼータ関数).

Ẑ
1
2
2 (s) :=

√
Z2(s) ·

(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)ζK(−1)
N∏
j=1

νj−1∏
l=0

Γ
(
s+l
νj

) νj−1−2l

2νj

· ε−s(1− ε−2s)−1,

Ẑm(s) :=Zm(s) ·
(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2ζK(−1)
N∏
j=1

νj−1∏
l=0

Γ
(
s+l
νj

) νj−1−αl(m,j)−αl(m,j)

νj

· ζε
(
s+

m

2
− 1
)
ζε

(
s+

m

2
− 2
)−1

(m ≥ 4).
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ここで，Γ2(s)は二重ガンマ関数，自然数 ν1, ν2, . . . , νN はXK の楕円的固定点の位数，

αl(m, j), αl(m, j) ∈ {0, 1, . . . , νj − 1} は明示的に与えられる整数である．また，ζK(s)

はK のデデキントゼータ関数，ζε(s) := (1− ε−2s)−1 であり，εはK の基本単数である．

5.5 完備セルバーグゼータ関数の行列式表示

mを正の偶数とする．第一ラプラシアンの制限 □m := ∆
(1)
0

∣∣
V

(2)
m
とおき，その固有値

の集合を下記のように番号づけておく．

0 < λ0(m) ≤ λ1(m) ≤ · · · ≤ λn(m) ≤ · · ·

これを用いて，正規化行列式を以下で定義する．

Det
(
□m + s(s− 1)

)
:= exp

(
− ∂

∂w

∣∣∣
w=0

∞∑
n=0

1(
λn(m) + s(s− 1)

)w ).
このとき，以下が成り立つ．

定理 5.7 ([11]). • Ẑ
1
2
2 (s) = e(s−

1
2 )

2ζK(−1)+C2
Det

(
□2 + s(s− 1)

)
s(s− 1)

.

• Ẑ4(s) = e2(s−
1
2 )

2ζK(−1)+C4
s(s− 1) ·Det

(
□4 + s(s− 1)

)
Det

(
□2 + s(s− 1)

) .

• m ≥ 6のとき，Ẑm(s) = e2(s−
1
2 )

2ζK(−1)+Cm
Det

(
□m + s(s− 1)

)
Det

(
□m−2 + s(s− 1)

) .
ここで，定数 Cm (m ∈ 2N)は以下のように明示的に与えられる．

C2 = −1

2
log ε+

N∑
j=1

ν2j − 1

12νj
log νj ,

Cm =

N∑
j=1

ν2j − 1− 12α0(m, j)
{
νj − α0(m, j)

}
6νj

log νj (m ≥ 4).

注意： ΓK に対するセルバーグ跡公式の“二重差分公式”を用いると，ワイルの法則：

N+
m(T ) := #{j |λj(m) ≤ T} ∼ (m−1)

2 · ζK(−1) · T (T →∞).

が示せる．これより，m ≥ 4のとき，Zm(s)は極より零点を“多く”持つと言える．
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6 SL(2,Z)に対する素測地線定理

6.1 代数体の整環

F を [F : Q] = nなる代数体とする．このとき，

• O ⊂ F：整環，i.e. 階数 nの自由 Z ‐加群で F の 1を含む部分環となるもの

• I(O)：F の有限生成 O ‐部分加群の集合
• [I(O)]：I(O)の元の同型類の集合
• h(O) <∞：O の類数，i.e. [I(O)]の濃度
• R(O)：O の単数基準

とおく．O の無限集合に対して，下記のタイプの無限和の漸近挙動を考察したい．∑
O
h(O)R(O)

6.2 実二次整環

• D :=
{
d ∈ N | d ≡ 0, 1 (mod 4), not a square

}
• d ∈ D に対して，Od :=

{
x+y

√
d

2

∣∣∣x, y ∈ Z, x ≡ yd (mod 2)
}
⊂ Q(

√
d)とおくと

Od は実二次整環となり，これらで実二次整環は尽くされる．

例 O8 = Z[
√
2]は極大な整環，O32 = Z+ 2

√
2Zは極大でない整環

• εd > 1を Od の基本単数とすると，単数基準 R(Od) = log εd となる．

• h(Od)：Od の類数

実二次整環に渡る類数和に関して，ガウスによって予想されて，ジーゲルによって証明

された下記の漸近公式が有名である．

定理 6.1 (Gauss/Siegel).

∑
d≤x

h(Od) log εd =
π2

18ζ(3)
x3/2 +O(x log x) (x→∞).

Γ = PSL(2,Z)に対するセルバーグゼータ関数の“数論的表示”を用いて，Sarnakは

上記とは異なるタイプの漸近公式を与えた．
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定理 6.2 (Sarnak [14], 1982).

∑
εd≤x

h(Od) log εd =
x2

2
+O(x3/2(log x)3) (x→∞),

∑
εd≤x

h(Od) = Li(x2) +O(x3/2(log x)2) (x→∞).

ここで，Li(x) =
∫ x

2
dt

log t である．

注意：
∑

d≤x ではなくて，
∑

εd≤x であることに注意せよ．

（証明の概略） 実二次整環のゼータ関数を以下で定義する．

ζD(s) :=
∏
d∈D

(1− ε−2s
d )−h(Od).

このとき，ζD(s) は Γ = PSL(2,Z) に対するセルバーグゼータ関数を用いて，ζD(s) =

ZΓ(s + 1)/ZΓ(s) のように書ける．これから，ζD(s) は C 全体に有理型に解析接続され
て，s = 1に一位の極を持ち Re(s) ≥ 1で非零になることがわかる．

7 SL(3,Z)に対する素測地線定理

7.1 類数を含む形の SL(3,Z)に対する素測地線定理

OR(3)を総実三次整環 O すべての集合とする．（i.e. O ⊂ ∃F：総実三次体）

• O ∈ OR(3)に対して，h(O)を類数，R(O)を単数基準とする．
• λ ∈ O×に対して，ρ1, ρ2, ρ3を F の Rへの埋め込みで |ρ1(λ)| ≥ |ρ2(λ)| ≥ |ρ3(λ)|
なるように番号づける．

このとき，α1(λ) =
|ρ1(λ)ρ3(λ)|

|ρ2(λ)|2 , α2(λ) =
( |ρ2(λ)|
|ρ3(λ)|

)2
とおく．

定理 7.1 (SL(3,Z)に対する素測地線定理, [5]). T1, T2 > 0に対して

ψ(T1, T2) :=
∑

O∈OR(3), λ∈O×/{±1}
1<α1(λ)≤T1

1<α2(λ)≤T2

h(O)R(O)

とおく．
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T1, T2 →∞のとき，以下の漸近公式が成り立つ．

ψ(T1, T2) ∼
16√
3
T1T2.

7.2 SL(3,Z)\ SL(3,R)/SO(3)における素測地線

以下では，G := SL(3,R)とし，K := SO(3)を Gの極大コンパクト部分群とする．

Γ := SL(3,Z)は Gの（余コンパクトでない）余有限な離散部分群となる．Γの共役類の

集合は下記のように分割される：

Conj(Γ) = {e} ∪ Γell ∪ Γunip ∪ Γsp ∪ Γ1.

ここで，Γell, Γunip は，それぞれ Γ の楕円元，ユニポテント元の共役類からなる集合．

Γsp, Γ1 は，下記のカルタン部分群 Hsp, H1 の元に共役な元の共役類の集合である．

• Hsp = AspTsp：分裂カルタン部分群，

ここで，Asp = {diag(u, v, w) |u, v, w > 0, uvw = 1}，
Tsp = {diag(±1,±1,±1) | det = 1}である．
• H1 = A1T1：基本カルタン部分群，

ここで，A1 = {diag(y, y, y−2) | y > 0}，T1 = {diag(k, 1) | k ∈ SO(2)}である．

単純ルート α, β ∈ a∗sp を下記で定義されるものとする．

α(diag(x, y, z)) = x− y, β(diag(x, y, z)) = y − z.

このとき，

• A+
sp := {diag(u, v, w) |u, v, w > 0, uvw = 1, u > v > w}

：the open positive Weyl chamber

• A++
sp := {a ∈ A+

sp | aα > aβ} = {diag(u, v, w) ∈ A+
sp | v < 1}

とおく．

測地線を考察するために，Conj(Γ)の下記の部分集合を導入する．

• E1(Γ) := {[γ] ∈ Conj(Γ) | γ ∼
G
aγtγ with aγtγ ∈ A+

1 T1} (dimA+
1 = 1)

• Esp(Γ) := {[γ] ∈ Conj(Γ) | γ ∼
G
aγtγ with aγtγ ∈ A++

sp Tsp} (dimA++
sp = 2)

X := G/K を対称空間とすると，測地線に関して以下の事実が知られている．
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1. [γ] ∈ E1(Γ)に対して，元 γ から決まる Γ\X における測地線 cγ は一意である．

2. [γ] ∈ Esp(Γ)に対して，元 γ から決まる Γ\X における測地線 cγ は一意でないが，

測地線 cγ は Γ\X のある一意に決まる平坦な二次元部分多様体 Xγ にある．

特に，[γ] ∈ Esp(Γ) に対して，Xγ ≃ Γγ\Gγ/Kγ であることが知られている．このと

き，λγ := vol(Γγ\Gγ/Kγ) = vol(Γγ\Gγ)とおく．

7.3 SL(3,R)とその離散部分群 Γに対する既知の素測地線定理

閉測地線と共役類が必ずしも対応する訳ではなく，閉測地線または平坦二次元部分多様

体と対応する共役類が存在する．そこで，閉測地線の代わりに，共役類の元の個数を“数

える”ことにする．下記の共役類の集合を考え，共役類の元の個数を数える“漸近公式”

も“素測地線定理”と呼ぶことにする．

• E1(Γ) = {[γ] ∈ Conj(Γ) | γ ∼
G
aγtγ with aγtγ ∈ A+

1 T1} (dimA+
1 = 1)

• Esp(Γ) = {[γ] ∈ Conj(Γ) | γ ∼
G
aγtγ with aγtγ ∈ A++

sp Tsp} (dimA++
sp = 2)

以下の３つの場合に，素測地線定理が知られている．

(1)（閉測地線）： Γが余コンパクト，E1(Γ)．(Deitmar [1], 2002)

T > 0に対して，以下が成り立つ．

Λ(T ) :=
∑

[γ]∈E1(Γ)

aβ
γ≤T

l(cγ) ∼ T (T →∞).

ここで，l(cγ)は閉測地線 cγ の長さである．

(2) （閉測地線）：Γ = SL(3,Z)，E1(Γ)．(Deitmar-Hoffmann [4], 2005)

O を複素三次体に含まれる三次整環の同型類の集合とする．

x > 0に対して，以下が成り立つ．∑
O∈O,R(O)≤x

h(O) ∼ e3x

3x
(x→∞).

(3)（二次元平坦部分多様体）：Γが余コンパクト，Esp(Γ)．(Deitmar [2], 2004)

7.4 分裂カルタン共役類に対応する二次元平坦部分多様体を数える

上記で扱われていない場合：Γ = SL(3,Z)，Esp(Γ)を考えよう．（非余コンパクトな離
散部分群に対して，二次元平坦部分多様体を数える．）
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• A++
sp = {diag(u, v, w) |u, v, w > 0, uvw = 1, u > v > w, v < 1} ⊂ Hsp

• Esp(Γ) := {[γ] ∈ Conj(Γ) | γ ∼
G
aγtγ with aγtγ ∈ A++

sp Tsp}
• λγ := vol(Γγ\Gγ)

定理 7.2 (素測地線定理, [5]). T1, T2 > 0に対して，Λ(T1, T2)を以下で定義する．

Λ(T1, T2) :=
∑

[γ]∈Esp(Γ)

aα−β
γ ≤T1

a2β
γ ≤T2

λγ .

T1, T2 →∞のとき，以下が成り立つ．

Λ(T1, T2) ∼ T1T2.

注意：この定理 7.2から定理 7.1が従う．

7.5 跡公式の擬尖点形式を用いた単純化

大雑把に言えば，(G,Γ)に対する跡公式は下記の等式 (⋆)である．f を G上の試験関

数，L2(Γ\G)の離散部分が L2(Γ\G)dis =
⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)Hπ と Gのユニタリ表現 π たちの

有限重複度mΓ(π)の離散直和でかけているとする．∑
π∈Ĝ

mΓ(π) trπ(f) =
∑

γ∈Conj(Γ)\Γunip

vol(Γγ\Gγ)Oγ(f)+(unipotent contributions). (⋆)

ここで，軌道積分は以下で定義される．

Oγ(f) :=

∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ.

また，(π,Hπ) ∈ Ĝに対して，π(f) ∈ End(Hπ)は，π(f)v =
∫
G
f(g)π(g)v dg, (v ∈ Hπ)

で定義される．

上記の跡公式 (⋆)に適用する試験関数 f の“候補”として，下記を満たすものを考える．

定義 7.3 (トレースクラス関数，擬尖点形式). 1. f ∈ L1(G)が K-有限で，すべての

π ∈ Ĝに対して π(f)がトレースクラス作用素となるとき，f をトレースクラス関

数という．

2. トレースクラス関数 f が，極小放物型部分群 Psp から誘導されるすべての π ∈ Ĝ
に対して trπ(f) = 0となるとき，f を擬尖点形式という．
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跡公式を“単純化する”ための一つの方法として，跡公式 (⋆)に適用する G上の試験関

数 f として下記の条件をみたすものを擬尖点形式を用いて構成する．

• f |Asp = g with g ∈ CN (Asp)
W（分解 G = KPsp = KMspAspNsp を用いる．）

• 跡公式の右辺において，E1(Γ)からの寄与が消える．（擬尖点形式を用いる．）

ここで，CN (Asp)
W は Asp 上の N 回連続微分可能な関数で，ワイル群W =W (G,Asp)

不変なものの空間である．さらに，跡公式の右辺において，ユニポテント元の寄与を消す

ために，捻り指標 η を導入する．

• η := (Λ + st + 2)⊗ (Λ− st) ∈ Rep(G) with Λ =
∧2

st.

u, v, wが x ∈ Gの複素固有値なら，uvw = 1で tr η(x) = (u2 − 1)(v2 − 1)(w2 − 1)とな

ることが確かめられる．

上記の試験関数 f と捻り指標 η について，以下の命題が示せる．

命題 7.4. CN (Asp)
W の元 g が A+−

sp 上消えていると仮定する．Γを SL3(Q)の合同部分

群とし，KΓ を Γの SL3(Afin)における閉包とする．ここで，Afin は有限 Q-アデールの環

とする．ffin をKΓ の特性関数とし，アデール上の関数として fA = ffin ⊗ f tr η とおく．
（f , η は命題の前で“定義”したもの）このとき，fA に対するアーサー跡公式の右辺は

Jgeom(fA) =
∑

[γ]∈Esp(Γ)

vol(Γγ\Gγ)
g(aγ) tr η(γ)

aργ det(1− (aγtγ)−1|nsp)

となる．

7.6 二変数のディリクレ級数と定理 7.2の証明の概略

先ず，下記を定義する．

• ind(γ) :=
λγ

det(1−(aγtγ)−1|nsp)
> 0．

• a ∈ A++
sp に対して，l(a) := 2(α− β)(log a) · β(log a)．

• s = (s1, s2) ∈ C2 と a ∈ A++
sp に対して，a

−s := a−s1(α−β)−2s2β．

j ∈ Nに対して，以下のディリクレ級数を考える．

Lj(s) =
∑

[γ]∈Esp(Γ)

ind(γ) tr η(γ) l(aγ)
j+1a−s

γ a
− 4

3 (α−β)−2β
γ .
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跡公式のスペクトル辺（左辺）を調べることにより，

Lj(s) =

(
∂

∂s1

∂

∂s2

)j+1(
1

(s1 − 1)(s2 − 1)
− 1

(s1 − 1
3 )(s2 − 1)

)
+R(s)

となることが示せる．ここで，R(s)は，ある ε > 0に対する領域 {Re(s1),Re(s2) > 1−ε}
において正則な関数である．ところで，

tr η(a) =
(
a

4
3 (α−β)+2β − 1

)(
a−

2
3 (α−β) − 1

)(
a−

2
3 (α−β)−2β − 1

)
より，独立に aα−β

γ , a2βγ →∞のとき，

tr η(γ)a
− 4

3 (α−β)−2β
γ → 1

が成り立つ．“高次元版 ウィーナー‐池原の定理”（例えば [2, Theorem 3.2]）より

Λ̃(T1, T2) =
∑

[γ]∈Esp(Γ)

aα−β
γ ≤T1

a2β
γ ≤T2

ind(γ) tr η(γ)a
− 4

3 (α−β)−2β
γ ∼ T1T2 (T1, T2 →∞)

が成り立つ．また，aα−β
γ , a2βγ →∞のとき，

ind(γ) tr η(γ)a
− 4

3
(α−β)−2β

γ

λγ
→ 1となる．

よって，[2, Lemma 3.5]より定理 7.2（素測地線定理）は従う．
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1. Introduction

代数曲線やそのモジュライ空間のエタール基本群を通じて，数体の絶対ガロア群の数論
幾何的な働きが大きく映し出される現象が，１９８０年代に Belyi, Grothendieck, Ihara
等により指摘されて以来，数論的基本群を中心に，遠アーベル幾何学，ガロアの逆問題な
どの問題群の理解も深められてきた．こうした研究の中で重要な役を務める対象として，
いくつか個性的なガロア群上の数論的関数たちがモジュライ空間の数論的基本群の群論的
構造の中に棲息している．それぞれの関数の持つ数論的な特徴や相互関係を見極めるこ
と，そして岩澤理論や虚数乗法論など周辺の数論分野との関連性を確立すること，なども
豊穣な研究テーマとして少しずつ理解が進んでいる昨今である．本稿では，これまで筆者
が親しんできたいくつかの実例（伊原ベータ関数やその楕円類似，エル進ガロアポリログ
関数など）を中心に，そうした側面の一端を紹介したい．
有理数体Q上定義された代数多様体X/Qが与えられると，3種類の副有限 (profinite)群
(i) πQ: 数論的基本群 π1(XQ)，
(ii) π1 : 幾何的基本群 π1(XQ)

∼= π1(X(C)) の profinite完備化，
(iii) 絶対ガロア群 GQ = Gal(Q/Q)

と，それらをつなぐ基本完全系列 1 → π1 → πQ → GQ → 1 が現れる．Q-射 X → Y が
あれば，関手的にGQ-整合な群準同形写像 πQ(X) → πQ(Y ) が（π1-共役を除いて）付随
して生じる．グロタンディーク・タイヒミュラー理論は，代数曲線（とくに双曲型代数曲
線）やそのモジュライ空間たちがこの単純な構図をめぐって巻き起こすドラマということ
ができよう．もちろん Q は，代数体 Q ⊂ K ⊂ C や他の数論的な体で置き換えてよいし，
代数体の場合には，K ↪→ C は固定して考えることにする．

1980年頃に，出発点となるX = P1 − {0, 1,∞} の場合に，Belyi [3] がガロアの逆問
題への応用を目的とする短い論文の中で，基本完全系列から生じる外ガロア表現の忠実
性 GQ ↪→ Out(π1) の証明と，基本完全系列の標準分裂（のちに Q-有理的な接基点

−→
01

第 63回代数学シンポジウム（於 東京工業大学，2018年 9月）報告集所収
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2 H.Nakamura

に対応すると言われる半直積構造）πQ = π1 ⋊ GQ を指摘した．Grothendieck [12] は，
この発見に着目し，X = Mg,n/Q （種数 g, マーク点 n個（順序付き）の完備代数曲線
のモジュライ空間 ）に拡張することを提唱する，幾何的基本群 π1 は副有限タイヒミュ
ラーモジュラー群（向き付け可能な曲面の写像類群の profinite 完備化）となる．全射の
族 {πQ(Mg,n)↠ GQ}2−2g−n<0 は，マーク点の忘却射や曲線の退化に伴う接合射などで相
互関係が想定される「ガロア・タイヒミュラー塔」をなす．その組合せ構造を GQ整合性
のもとで探求するプロジェクト “Lego” of G.T. の哲学は，Belyiの定理に端を発する考察
を起点として，一気に考察対象を代数曲線のモジュライ空間をめぐる広大な研究原野に
拡張して多くの研究者を魅惑したと思われるが，そのプログラムを記した文書 [12] (1984
Esquisse d’un programme) は研究論文として発表することを意図されていなかったこと
もあり文献として公刊されるまで１３年の年月を要したという歴史をもつ．
さて，ガロア・タイヒミュラー塔を積み上げるための “fundamental blocks” としてモ

ジュライ次元が２以下となる次の５つの場合がとくに大切である：

(i) M0,3 = Spec Q
(ii) M0,4 = P1 − {0, 1,∞}
(iii) M0,5 = P2−完全四角形
(iv) M1,1 = the “fine J-line” (of elliptic moduli)
(v) M1,2 = affine part of the universal elliptic curve /M1,1

これらの数論的基本群を詳細に考察するさまざまな研究が花開いたが，記述する努力過程
では，取扱い可能なガロア群の上の数論関数が有用な役割を果たす．本稿では，そうした
関数のいくつかを紹介したい．

1.1. 円分指標. 最初の重要な関数は 円分指標 χ : GQ → Ẑ×と呼ばれるもので，１の冪
根 ζn = e2πi/n ∈ Q への GQ の作用を体現する：より正確には，各 σ ∈ GQ に対して
χ(σ) ∈ Ẑ×を，σ(ζn) = ζ

χ(σ) mod n
n (n ≥ 1) によって定める．GQが円分指標倍で作用する

加群 Ẑ を 1階のTate加群といい，Ẑ(1)とかく．円分指標は，数論的基本群においては，
代数多様体から因子を取り除いた状況でいたるところで現れる．その理由は典型的な場合
X = Gm = P1−{0,∞} をモデルとして説明できる：その数論的基本群 πQ は，ローラン
級数体∪nQ((t1/n))の自己同型のうち, 係数への GQ作用と，穴の周りを一周するループに
対応する元 x : t1/n 7→ t1/nζ−1

n (n ≥ 1) とで生成される半直積群 πQ = GQ ⋉ ⟨x⟩ と同一視
され，幾何的基本群 π1 = ⟨x⟩ ∼= Ẑ への GQの作用は円分（指標倍による）作用に他なら
ないことが確かめられる (Branch cycle argument). すなわち πQ = GQ ⋉ Ẑ(1).

1.2. 道草 (復元の話）. 筆者が最初に代数学シンポジウムで話をさせて頂いたのは，北大で
1989年に開催された第 35回代数学シンポジウムであった．代数学シンポジウム報告集は，
現時点で電子的に２００４年以降のものは代数分科会のホームページで入手可能だが，そ
れ以前のものは紙媒体で大学毎の数学図書室に所蔵されているものが (ただし所蔵状態は
所によりまちまちのようで)ある．幸いにして，筆者の上記の報告集の記事は英訳を [29]
として出版する機会を得た（20年後の 2009年にケンブリッジのNewton研究所で行った
遠アーベル幾何の入門講義の報告を兼ねている)．このときの主な内容はGrothendieckの
遠アーベル幾何の基本予想「数論的基本群の純群論的構造から双曲型代数曲線を復元す
る」を，種数 0の場合と，楕円曲線ひく 1点の場合に解決したことの報告であった．円分
指標の有用性を理解するのに好適な題材であるので，ここで簡単に種数 0の 4点抜きの射
影直線の場合に素描しよう．問題は，Uλ := P1 − {0, 1, λ,∞} (λ ∈ Q, λ ̸= 0, 1) とすると
き，GQへの全射つき数論的基本群 pλ : π1(Uλ) → GQ から Uλ の Q-同型類⇔ 複比集合
J(λ) := {λ, 1− λ, 1

λ
, 1
1−λ ,

1
λ−1

, λ−1
λ
} を復元すること，つまり，ι : π1(Uλ) ∼= π1(Uλ′) なる群

同型が pλ = pλ′ ◦ ι となるように与えられた場合に，J(λ) = J(λ′) を導けるかという問題
である．ポイントは，P1ひく 4点の数論的基本群のなかに 4つの穴の周りの局所基本群
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（∼= GQ⋉Ẑ(1)）として内在している４つの部分群共役類の和集合を，無数の幾何的な開部
分群（有限次被覆曲線の数論的基本群）たちのアーベル化におけるガロア表現の重みフィ
ルター付け（Riemann-Weil作用と円分作用の差）を利用することで，他の部分群から差
別化する．これができると，アーベル被覆における抜いた点の上の剰余体の系列が個々の
穴の識別つきで復元でき，Kummer理論の簡単な議論で，J(λ) の各元が基礎体の中で乗
法的に生成する巡回部分群の三本セットが復元され，続いて穴の座標そのものを（数とし
て）復元できることが分かる ([25])．

Legoとの関係 (cf. [26] §3)：スキーム論的には，X = P1−{0, 1,∞}上の有理点 λ ∈ X(Q)
を選ぶことは，構造射 X → Spec Qの切断 λ : Spec Q→ Xを取ることに相当するから，
数論的基本群の分裂切断 sλ : GQ → πQ(X) を与える（これは，Belyiが与えた s−→

01
のよう

なXの無限遠に由来するタイプの分裂とは群論的に区別できることがやはり上の議論か
ら従う）．X = M0,4とみなすとき，その上にはM0,5からの全射（5番目のマーク点を忘
れる）が「P1ひく 4点の普遍族」を与える様で載っており，この構図は下のように πQ側
に移行する．

M0,5

����

P1 − {0, 1, λ,∞}

��

? _oo

X =M0,4 Spec Qλo o

⇒

πQ(M0,5)

��

πQ(Uλ)

pλ
����

? _
s̃λ

oo πQ(Uλ′)

pλ′
����

E e

s̃λ′

ll

πQ(M0,4) GQ? _
sλ

oo GQF f

sλ′

ll

よって切断 λを決めることは，部分群sλ(GQ) ⊂ πQ(X)だけではなく，必然としてπQ(M0,5)
のなかにある sλ(GQ)の逆像を切り出してきて上部構造 πQ(Uλ)↠ sλ(GQ) = GQ をも決め
る．ここで上で議論した復元の問題と関係が付く．GQの拡大群としてπQ(Uλ) ∼=GQ πQ(Uλ′)
ならば, (局所基本部分群の識別により最初の 3点を 0, 1,∞ と正規化したうえで 4点目の
座標について) λ = λ′ が成り立つというのが復元問題の帰結である．このことから λ と
λ′ が異なるならば，それぞれに対する上部構造群が同型であり得ない．よって sλ(GQ) と
sλ′(GQ) が πQ(P

1 − {0, 1,∞})のなかの分裂部分群としても共役でない．つまり，
X(Q) ∋ λ 7−→ sλ ∈ Section(πQ(X)/GQ)

が単射であることを導く．遠アーベル幾何の基本予想の中で，現時点で未解決とされる
Section予想 は，この対応が，右辺をBelyi型以外の切断準同形たちに制限した場合に全
単射を与えることを主張している．Section予想は，一般の双曲型曲線やQ以外の数論的
体への拡張も研究されている (cf.星 [14]). Esnault-Hai [8] は，X = P1 − {0, 1,∞} の場
合が肯定的に解決するだけでも，一般の場合に条件付きで帰結があること示している．最
近の進展としては J. Stix の仕事 [43] が目覚ましい．

2. 伊原ベータ関数とその楕円類似

2.1. π1(P
1−{0, 1,∞}). 射影直線ひく3点の数論的基本群につながる研究は，（Grothendieck

とは別の数論的観点から）伊原による研究 (1960年代に遡る [15])があり，1984年のChicago
での講義が論文 [16] として出版されたのを契機に，Anderson, Coleman, Deligne なども
加わり国際的な研究活動が活発に展開された．
この節ではAnderson-Ihara theoryといわれる一連の研究の中で導入されたアデリック・

ベータ関数とよばれる関数を紹介する．
射影直線ひく 3点の幾何的基本群を

π = π1(P
1
Q − {0, 1,∞},

−→
01) = ⟨x, y, z | xyz = 1⟩ ∼= F̂2

とあらわす．ここに x, y, z は, 穴 0から発する単位接ベクトル
−→
01 を基点とし P1(C) −

{0, 1,∞} の穴 0, 1,∞を回って戻る標準的なループを表す．π は，x, y を生成元とする副
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有限自由群 F̂2 と同型である．ガロア群 GQ のBelyi作用φ−→
01

: GQ ↪→ Aut(F̂2) は，数論的
に複雑な構造をもつガロア群 GQ を，組合せ群論的な自己同型群 Aut(F̂2)のなかに忠実に
映し出していると考えられるので，その様子を記述できれば数論への応用が期待できる．
位相群としての導来列を π ⊃ π′ ⊃ π′′ ⊃ · · · と書いたとき，アデリック・ベータ関数は，
商表現のうち最初に非自明な情報を期待できるメタ・アーベル還元φ′′−→

01
: GQ → Aut(π/π′′)

を，一本のGQ上の Ẑ[[Ẑ2]]×値関数

B : GQ −→ Ẑ[[Ẑ2]]×

∈ ∈

σ −→ Bσ(x̄, ȳ)

に集約したものである．ここで πの生成元 x, y の π のアーベル化における像を x̄, ȳ とし
たとき，

πab := π/π′ = Ẑx̄⊕ Ẑȳ ∼= Ẑ2

の完備群環が Ẑ[[Ẑ2]] である．Ẑ[[Ẑ2]] = lim←−n Ẑ[x̄, ȳ]/(x̄
n − 1, ȳn − 1) であり，x̄, ȳに１の

冪根を代入したときの Ẑ[µ∞] 値が意味を持つことに注意する．ガロア表現 φ−→
01
からアデ

リック・ベータ関数 B : GQ → Ẑ[[Ẑ2]]× を構成する仕方として，P1 − {0, 1,∞} 上のフェ
ルマー曲線による被覆を利用する方法と，完備群環 Ẑ[[F̂2]] における Fox微分とアーベル
化の合成

Ẑ[[F̂2]]
∂y−→ Ẑ[[F̂2]]

ab−→ Ẑ[[Ẑ2]]

を用いる方法がある．ここでは後者を紹介する．まず，GQは P1
Q − {0, 1,∞} 上で，0 を

−→
01 にそって出発し，

−→
10 にそって 1に到達するエタール道類集合 Path(

−→
01⇝−→10)にも作用

する．p : 0 → 1 を実区間 (0,1)に沿った標準的な道とするとき fσ(x, y) = p · σ(p)−1 ∈ π
が定まる．[本稿では，道の合成は「左を先，右を後」とする．（公式などに微妙に影響す
る場合がある）] このときアデリック・ベータ関数は

Bσ(x̄, ȳ) :=
(
1 + (∂yfσ(x, y)) · (y − 1)

)ab
∈ Ẑ[[Ẑ2]]×

と定義され，さまざまな性質が知られている．ここでは，網羅的に述べることは避ける
が，Ẑ[[Ẑ2]] = Ẑ[[πab

1 ]] は，P1 上の n次フェルマー曲線被覆 Fn : Xn + Y n = Zn の
(Z/nZ)2 対称性の射影極限，π′/π′′ は，そのヤコビ多様体 Jac(Fn) の Tate加群の射影
極限 lim←−n T̂ (Jac(Fn)) とみなすことができ，このとき後者への σ ∈ GQ のガロア作用は，
(x̄χ(σ)−1)(ȳχ(σ)−1)

(x̄−1)(ȳ−1)
Bσ倍乗法で実現される；古典的なベータ関数との類似がある；１の冪根に

おける特殊値がヤコビ和の系列を補間する；ℓ 進テイラー係数が Soulé指標で記述される，
等等が続く (詳細は，伊原による原典 (とくに [16], [18], [19]）を参照するのがいちばんで
あるが，本稿の姉妹記事ともいえる [34] にもいくらか特徴的な性質を挙げた）．

2.2. GQの組合せモデルとしてのGT. 記号は前節の通りとして，再び Belyi によるGQ

の π = π1(P
1
Q−{0, 1,∞},

−→
01) への忠実作用φ01 : GQ ↪→ Aut(π) を考える．基本完全系列

1 → π → πQ → GQ → 1 から引きおこる外ガロア表現 φ : GQ → Out(π) のAut(π)への
持ちあげとして，φ−→

01
は，次のように群論的に像を制限することで特徴づけられる．

φ−→
01

: GQ −→

α : π
∼→π

∣∣∣∣∣∣
α(x) = xχ(σ)

α(y) = π′-conjugate of yχ(σ)

α(z) = π-conjugate of zχ(σ)

 ⊂ Aut(π).

ここに, 各 σ ∈ GQ に対して，χσ = χ(σ) ∈ Z× は円分指標の値であるが，ασ := φ−→
01
(σ) に

よる yの像ασ(y) = f−1
σ yχ(σ)fσ の共役因子 fσ ∈ π′

1は σに対して一意的に定まる．fσ(x, y)
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を文字 x, y で生成される自由副有限群 F̂ (x, y)の（副有限）free word とみなすと，絶対
ガロア群 GQの各元 σ は，二つのパラメータ χ(σ) ∈ (Ẑ× ⊂)Ẑ, fσ ∈ (F̂ ′

2 ⊂)F̂2 でパラ
メトライズされる．このことを利用して，いわゆるグロタンディーク・タイヒミュラー
群とは，二つのパラメータをもつ直積集合 {(χ, f)} = Ẑ× F̂2 の画布に描かれたガロア像
φ−→
01
(GQ)を近似する外枠の組合せモデル（viz. σ ∈ GQ に対するパラメータ (χ(σ), fσ)の

振る舞いを群論的に限定してデザインしたモデル）といえる．Drinfeld, Iharaによる最初
のモデルは

ĜT :=


α ∈ Aut(π)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α(x) = xχ (∃χ ∈ Ẑ×) ,
α(y) = f−1yχf (∃f ∈ π′),
α(z) ∼ zχ (π-共役),

s.t.
(χ, f)は条件 “(I),(II),(III)” をみたす．ここに

(I),(II)⇔ S3-対称性 of P1 − {0, 1,∞}
(III)⇔ “ペンタゴン関係式” on M0,5


であるが，様々な拡張・変形・精密化が研究されている (cf.[9],[10],[11],[22]やその文献表)．

2.3. 楕円曲線版. 筆者が 2回目に代数学シンポジウムで話をさせて頂いたのは，2002年に
室蘭工科大学にて開催された第 47回代数学シンポジウムのときであり，「楕円曲線に付随
して生じる Magnus 表現と Eisenstein 級数について」というタイトルで発表した．この
ときの報告集も電子公開に至っておらないので閲覧しにくいかもしれないが，同時期に数
理研講究録 1281 (2002), 176–183 に書いた姉妹記事「楕円曲線に附随する外モノドロミー
表現とある種の Eisenstein 測度関数について」との合併英訳拡張版を 2年前にまとめて
[31]として筆者のホームページにおいてある．楕円曲線ひく１点の基本群は，射影直線ひ
く 3点の基本群と同様にトポロジカルには階数２の自由群であるが，穴の周りの局所基本
群の入り方に大きな違いがあり，アデリック・ベータ関数の類似の構成は紆余曲折をきわ
めている ([34]). ここでは，現状で最良と思われるヴァージョンが，以下のように得られ
ていることを簡単に報告するにとどめる．基本設定は πQ(M1,2) ↠ πQ(M1,1) をリフトし
た楕円曲線のWeierstrass ファイバー空間E \ {O} := {y2 = 4x3 − g2x− g3} と，下部パ
ラメータ空間M := {(g2, g3) | ∆ := g32 − 27g23 ̸= 0} である．双方の空間E \ {O}, M は Q
上のアフィン代数多様体として考える．自然な射影 E \ {O} →M において，数論的基本
群の標準的な半直積分解と幾何的基本群の標準的な生成系を設定するのに多少骨折りが
必要である（[30, §5]）が，ともかくゼロ切断に接する無限小切断 w̃ : M 99K E \ {O} を，
局所座標 t := −2x/y について単位ベクトルをとること，および，（原点ぬき）退化 Tate
楕円曲線の無限小埋め込みTate(q) 99K E \ {O} を導入することで舞台設定ができる：

E \ {O} := {y2 = 4x3 − g2x− g3}

��

Tate(q)

��

? _oo_ _ _ _ _

M := {(g2, g3) | ∆ := g32 − 27g23 ̸= 0}

w̃

PX

Spec Q((q)).

PX

? _oo_ _ _

(穴あき)Tate楕円曲線の数論的基本群を，射影直線ひく 3点の数論的基本群からファンカ
ンペン構成で復元することで，全射準同形 πQ(E \ O) ↠ πQ(M) の核にあたるTate曲線
の幾何的基本群 π1 の標準的生成系 x1, x2, z を Im(w̃) ∩ Tate(q)を基点とするループとし
て導入し，穴あきトーラスの基本群の関係式 [x1, x2]z = 1 ([x1, x2] := x1x2x

−1
1 x−1

2 ) をみた
し，かつそれらへのガロア群の作用が (χ(σ), fσ) ∈ ĜT の言葉で記述される形にとれる
([28]に遡る). ここでの π1 は x1, x2で生成される副有限自由群である.

問題：上の設定で定義される数論的モノドロミー表現 φw̃ : πQ(M) → Aut(π1) に対し
て，そのメタ・アーベル還元 φ′′

w̃ : πQ(M)→ Aut(π1/π
′′
1) を一本の関数であらわすこと．
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この問題に対し，アーベル化 πab
1 への作用が自明の部分 π1(M∞) := Ker(πQ(M) →

GL(πab
1 ) = GL2(Ẑ)) に限ればうまく E : π1(M∞) → Ẑ[[Ẑ]] が定義できることは依然から

知られていた（Bloch, Tsunogai)が，それを πQ(M)に，数論性を壊さない形で自然に延
ばすことが長年にわたり課題として残った．2009年のケンブリッジ滞在中にひとまず，関
数の系列 {Em : πQ(M)× Ẑ2 → Ẑ}m∈N にまとめることに成功し ([30]), その後，幸運にも
改良して一本の関数

E : πQ(M)×Q2
f → Ẑ (Qf := Q⊗ Ẑ)

にまとまった ([33]). さらに，定義域の πQ(M)の部分は，モノドロミー表現φw̃ : πQ(M)→
Aut(π1) の像の組合せモデルとして, 2012年に B.Enriquez により導入された楕円グロタ
ンディーク・タイヒミュラー群 ĜT ell に伸ばせることが最近判明した（論文 [32]準備中）．
応用もいくつかの方向で存在しているが，本稿では省略する．

3. エル進ガロア・ポリログ関数

各 σ ∈ GQ に対して，アデリック・ベータ関数の (x̄, 1) での偏微分係数に相当する
Bσ(x̄,ȳ)−1

ȳ−1
∈ lim←−n Ẑ[x̄, ȳ]/(x̄

n − 1, ȳn − 1) に ȳ = 1を代入して lim←−n Ẑ[x̄]/(x̄
n − 1) に射影

した像 (の反転) を κσ(x̄) ∈ Ẑ[[Ẑ]]とおく．ĜT のパラメータ fσ の言葉では

κσ(x̄) := − [∂y(fσ)]
ab (x̄−1, 1) ∈ Ẑ[[Ẑ]]

と書くことができる (cf. [19] Prop.1.8.3; [35] p.290)．以下，素数 pを固定し，χ = χp-cyclo :
GQ → Z×

p を p-進円分指標 (１の pべき乗根へのガロア作用だけを取り出したもの) とす

る．また，上の κσ ∈ Ẑ[[Ẑ]] の p-image を κ
(p)
σ ∈ Zp[[Zp]]とし，対応する p-進空間 Zp上

のZp値測度 dκ
(p)
σ とするとき，m次の p進 Soulé 指標 ([42]) χm : GQ → Zp(m) に対して

次の積分公式

χ2k−1(σ)

1− p2k−1
=

1

1− p2k−1

∫
Z×
p

x2k−1dκ(p)
σ (x) =

∫
Zp

x2k−1dκ(p)
σ (x) =

B2k

2 · 2k
(χ(σ)2k − 1)

が成り立つ (文献 [18], [48], [36] Prop. 5.13)．この式を，χ(σ)2k ̸= 1となる σ ∈ GQ を
とって

−2
χ(σ)2k − 1

∫
Z×
p

x2k−1dκ(p)
σ (x) = (1− p2k−1)

(
− B2k

2 · 2k

)
= (1− p2k−1)ζ(1− 2k)

と書き直すことで，偶数の j (2 ≤ j ≤ p − 1) に対する Kubota-Leopoldt の p進 L関
数 Lp(s, ω

j) が復元できること，したがって σ ∈
∩
pGQ(µp) \

∪
pGQ(µp∞ ) に対するもとの

κσ ∈ Ẑ[[Ẑ]] は，すべての素数 pに対する p進ゼータ関数をあらわす種をもっているとみ
なせる (Wojtkowiak [48]).

3.1. ガロア・ポリログ. 古典的なポリログ関数は

(3.1) Lik(z) =
∞∑
n=1

zn

nk

の収束円 |z| < 1から解析接続してC− {0, 1}上の複素多価関数になるが，−→01と zを結ぶ
道 γに対する一価関数ともみなせる．ポリログ関数はさまざまな関数等式をもつことが知
られている．たとえば，関数等式

(3.2) Li2(z) + Li2(1− z) + log z log(1− z) = π2

6
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は，
−→
01を出発して z, 1− zに至る道の組を適切に定義することで，道に対する一価関数の

関数等式となる．以下，ベルヌイ多項式 Bk(T ) (k ∈ N) を母関数
∑∞

k=0Bk(T )
wk

k!
= weTw

ew−1

で定義し，ベルヌイ数を Bk := Bk(0)とおく．Roger正規化と呼ばれる変換

(3.3) lin(z) :=
(−1)n+1

(2πi)n

n−1∑
k=0

Bk

k!
(log z)kLin−k(z)

により，Li-ポリログ系列 {Lik}k から li-ポリログ系列 {lik}k へ移行すると，冪単基本群
の Lie理論と相性がよくなることが知られている（lik は対数アソシエーターの Lie展開
係数と解釈される)．以上を踏まえて，素数 p におけるエル進ガロアポリログ（のエル=p
の場合）を以下のように導入する．K ⊂ K̄ ⊂ C を固定し，X = P1

K − {0, 1,∞} に対す
る幾何的基本群，数論的基本群をそれぞれ π1, πK とする．まずエタールパス γ :

−→
01⇝z

(z ∈ K − {0, 1}) および σ ∈ GK に対して

(3.4) fσ(γ) := γ · σ(γ)−1 ∈ π1
とおき，クンマー・ハイゼンベルグ測度 (cf. [35] p.290)を

(3.5) κz,σ(x̄) = −[∂yxρz(σ)f zσ(γ)]ab(x̄−1, 1) ∈ Ẑ[[Ẑ]]

で定義する．(ここに，ρz : GK → Ẑ は n
√
z へのガロア作用をあらわすクンマーコサイク

ルで γから決まるものを表す）．自然な射影 Ẑ[[Ẑ]]→ Zp[[Zp]] による κz,σの像を κ
(p)
z,σ と

し，対応する Zp上の Zp値測度 dκ
(p)
z,σをもちいて

(3.6) χ̃zm(σ) =

∫
Zp

xm−1dκ(p)
z,σ(x) ∈ Zp

と定義する．χ̃zm : GK → Zpは，一般化されたSoulé指標の “z-版”に相当するものである．
これを用いてエル進ガロアポリログ関数（のエル=pの場合）の Li-ポリログ系列 {Lik}k
と li-ポリログ系列 {lik}k を，

Lim(z, γ)(σ) :=
χ̃zm(σ)

(m− 1)!
,(3.7)

lim(z, γ)(σ) := (−1)m+1

m−1∑
k=0

Bk

k!
(−ρz(σ))kLin−k(z, γ)(3.8)

により定める．これらは分母がつくのでGK上の関数としては GK → Qp の形である．エ
ル進ガロアポリログについても古典的なポリログの類似としていくつか関数等式が得ら
れている [36]-[37] 例えば：古典的な「反転公式」

(3.9) Lin(z) + (−1)nLin(
1

z
) = −(2πi)n

n!
Bn(

log z

2πi
) (n ≥ 2)

に対して，そのエル進ガロア版は

(3.10) Lin(z, γ)(σ) + (−1)nLin(
1

z
, γ′)(σ) =

−1
n!
{Bn(−ρz(σ))−Bn ·χ(σ)n} (σ ∈ GK)

となる．ここにパス γ :
−→
01⇝z に対し γ′ :

−→
01⇝1/z は，自己同型 ȷ ∈ Aut(P1

t ) を ȷ(t) = t−1

とするとき，ȷ(γ) :
−→∞1⇝z−1 と δ :

−→
01⇝−→∞1 := (0, 1)−1⋗ →(1,∞)との合成としてγ′ = δ ·ȷ(γ)

が成り立つように定めている．
ポリログ関数等式の研究とポリログ特殊値の研究は容易に想像できるように密接であ

る．たとえば，古典的な等式Li2(−1) = −π2/12 に対しても，そのエル進ガロア版として

(3.11) Li2(−1)(σ) = −
1

48
(χ(σ)2 − 1)∓ χ(σ)

2
ρ2(σ) (σ ∈ GQ)
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を示すことができる ([36], Remark 5.14). ここで，右辺の符号 ∓は，左辺のLi2(−1)を定
義する際の道として，

−→
01からどちら向きに方向転換して点−1に進むかによってきまる．

古典ポリログ関数等式の世界は，歴史も長く，Lewinの著作 [21] などにみられるよう
に広汎であり，多重ポリログ関数に一般化されZagier, Gangl, Goncharov, 奥田・上野 [40]
等を含む多くの研究者により質・量ともに凄まじいほどの論文が出版されている．エル進
ガロアポリログで類似を示せたものは，いくつか典型的なものに過ぎず，リストの追加に
ついては今後の取り組みを待たなければならない余地が大きい．

3.2. 白谷ゼータ関数. フルヴィッツ・ゼータ関数

ζ(s, b) =
∞∑
i=0

1

(b+ i)s
(0 < b ≤ 1)

は解析接続すると負の整数点での値がベルヌイ多項式の分数点での値として，等式

ζ(1− n, a
m
) = − 1

n
Bn(

a

m
)

で与えられる．簡単のため pを奇素数とし，正の整数 0 < a < m, (a,m) = 1 なるものに
対して，白谷 [41]は，高木貞治生誕 100年記念論文集の中で，

ζShp (1− k; a,m) = −m
k−1

k

(
Bk(

a

m
)− δp∤m · pk−1Bk(

a1
m
)
)

が k > 0, k ≡ 0 (mod p− 1) になりたつような p進ゼータ関数 ζShp (s) (s ∈ Zp − {1}) を
構成した．ここに δp∤m ∈ {0, 1} は p ∤ mのときに 1, そうでないとき 0を表し，前者の場
合，0 < a1 < m は pa1 ≡ a (mod m) となるものを取る．この白谷の論文は短く難解であ
り，とくに ‘a, a1 ∈ (0,m)’ の条件がどこで必要となるかなどの詳細が省略されていて判然
としないところがある．また Math Reviews誌での L.Washingtonのコメントでは，白谷
[41]が扱った関数に対する明示公式は “can be obtained by the methods of the reviewer [J.
Number Theory 8 (1976), no. 2, 245–250; MR0406982]” と書かれているが，p ∤ mの場
合がWashingtonの論文で扱われておらず，どのように導かれるのか筆者には不明であっ
た．最近のWojtkowiakと筆者の共著論文 [38]では，エル進ガロアポリログ関数を応用し
て，Zp上の Zp値測度 dζ̂p,a,m(σ) (σ ∈ GQ(µm)) を構成して，つぎのような補間等式

1

χ(σ)k − 1

∫
Z×
p

xk−1dζ̂p,a,m(σ)(x) =
mk−1

k

(
Bk(

a

m
)− δp∤m · pk−1Bk(

a1
m
)
)

を σ ∈ GQ(µm) (ただし χ(σ)k = χp-cyclo(σ)k ̸= 1) に対して示すことにより，白谷の結果
の別証明と若干の拡張を与えることができた．我々の方法では，条件 ‘a, a1 ∈ (0,m)’ は，
0 の周りと ∞ の周りに巻きつく道と前節で紹介した反転公式で用いた道 δとのトポロジ
カルな位置関係から必要性が明確になる．また，ここで構成した測度 ζ̂p,a,m(σ) ∈ Zp[[Zp]]
は，ικz̄(σ)− κz(σ) ∈ Ẑ[[Ẑ]] の p-進像とあらわせ（ここに，z = ζam, z̄ = ζ−am ; ι は Ẑ[[Ẑ]]
の空間側の (−1)倍に対応する対合），Deligne の論文 [6, Proposition 3.14, Lemme 18.5]
に現れるµm上のZ(k)-torsor “Pm,k + (−1)kϵPm,k” の ζam-成分になる捻じれ類を与えるガ
ロア・コサイクルに相当すると考えられる．
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半安定還元の場合のAinfコホモロジー

越川 皓永 ∗

素数 pに対し, p進体上の多様体のコホモロジーの関係を調べるのが p進

Hodge理論であり, 整構造も込めて調べる場合は整 p進 Hodge理論と呼ばれ

る. pが �大きく�, 分岐がない場合などは比較的よく分かっていた. より一般

的な状況において, Bhatt-Morrow-Scholzeは整 p進Hodge理論の新しい枠組

みとして, Ainf 加群となるコホモロジー（以下, 単に Ainf コホモロジーと呼

ぶ）を良還元の場合に導入した [3]. [4]では [3]の多くの結果を半安定還元の

場合に拡張したので, これを報告する.

以下では次の設定を考えることにする. ([4]ではもう少し一般的な場合も

扱っている.) K を Qpの有限次拡大とし, OK をその整数環, kを剰余体とす

る. C を K の代数閉包 K の p進完備化とし, k をその剰余体とする. X を
OK 上の半安定スキームとする. すなわち, X はエタール局所的に次のOK ス

キーム上エタールである:

SpecOK [T0, . . . , Tr, . . . , Td]/(T0 · · ·Tr − π).

ここで, 整数 rは 0 ≤ r ≤ dを満たし, πは OK の素元である. (πは固定して

はいない.) この条件は上記のアフィンスキームを

SpecOK [T0, . . . , Tr, T
±1
r+1, . . . , T

±1
d ]/(T0 · · ·Tr − π).

で置き換えたものと同値であり, 以下ではこちらの条件を念頭に議論するこ

とにする.

形式スキーム Xを XOC
の p進完備化とする. (OC は Noetherでないこと

に注意. このような理論の基礎付けについては例えば最近出版された [5]が

ある.) C 上の adic 空間（あるいはリジッド解析空間）X を Xの一般ファイ

バーとする.
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1 様々なコホモロジーと p進Hodge理論

スキーム X から定まるコホモロジーをまず 3つ紹介する. この 3つのコホ

モロジーとその付加構造の関係を調べるのが p進 Hodge理論の主な目的で

ある.

1.1 p進エタールコホモロジー

X がOK 上有限型であるとする. XK のエタールコホモロジーHi
ét(XK ,Zp)

はエタール景を用いて定義される有限生成 Zp 加群であり, K の絶対 Galois

群が作用する. (p進 Hodge理論において Galois作用は重要であるが, [3, 4]

の設定において一般には Galois 作用はない.) また, Huber の結果により,

Hi
ét(XK ,Zp)は adic 空間のエタールコホモロジーHi

ét(X,Zp)に (Galois作用

付きで)同型である.

各次数のコホモロジーの代わりに Zp加群の導来圏の対象RΓét(XK ,Zp)お

よび RΓét(X,Zp)も存在し, これらは同型となる.

1.2 対数的 de Rhamコホモロジー

対数的 de RhamコホモロジーHi
logdR(X/OK)は X の対数的 de Rham複

体のコホモロジーとして定義される OK 加群である. K をテンソルして得ら

れるK ベクトル空間は一般ファイバーの de Rhamコホモロジーと同型にな

り, Hodgeフィルトレーションが定まる. (整なHodgeフィルトレーションも

考えることができるがここでは扱わない.) X が OK 上固有ならば有限生成

OK 加群になり, Hi
logdR(X/OK) ⊗ OC は Xのコホモロジーとして書くこと

もできる.

エタールコホモロジーのときと同様, OK加群の導来圏の対象RΓlogdR(X/OK)

も存在する.

1.3 対数的クリスタリンコホモロジー

対数的スキームの構造を X および SpecOK に自然に定める. (上記の対数

的 de Rhamコホモロジーはこの対数的構造について定まるものである.) そ

の特殊ファイバーXkの対数的クリスタリンコホモロジー（兵頭加藤コホモロ

ジーとも呼ばれる）Hi
logcrys(Xk/W (k))をW (k)係数で考えることができる.

ただし, ここでW (k)は kのWittベクトルの環であり, N→W (k); 1 7→ 0で

定まる対数的構造を入れている. Wittベクトルの環W (k)には関手性により

自然なFrobenius持ち上げφが定まるが, Hi
logcrys(Xk/W (k))にはφについて

半線形な自己写像 (これも φで書くことにする）が定まる. X がOK 上固有な
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らば, Hi
logcrys(Xk/W (k))は有限生成W (k)加群であり, φ[1/p]は全単射にな

る. また, 有限次元 K0(= W (k)[1/p])ベクトル空間 Hi
logcrys(Xk/W (k))[1/p]

には冪零 K0 線形自己写像 N であって, Nφ = pφN を満たすものが定まる.

Hi
logcrys(Xk/W (k))⊗W (k)は Xk（に対数的構造を与えたもの）を用いても

書ける.

兵頭加藤同型により, pを可逆にすると, 対数的クリスタリンコホモロジー

と対数的 de Rhamコホモロジーは結びつく. この関係は p進 Hodge理論で

大事ではあるが, 詳細は省略する.

上と同様W (k)加群の導来圏の対象 RΓlogcrys(Xk/W (k))が存在する.

1.4 比較定理

p進 Hodge理論の重要な結果 (いわゆる Cst予想)を主張だけ紹介する. X
が固有ならば, 付加構造を保つ同型

Hi
ét(XK ,Zp)⊗Zp

Bst
∼= Hi

logcrys(Xk/W (k))⊗W (k) Bst

が存在する. 特に, Galois表現 Hi
ét(XK ,Zp)[1/p]は半安定と呼ばれる性質を

持つことになる. Bst は Fontaineの p進周期環（付加構造を持つ）の 1つで

あるが, 説明しない. ただし, pは Bst で可逆になることを強調しておく.

[9]による最初の証明をはじめ, 色々な証明が今では知られており, [4]でも

(形式スキームへの一般化も含めた)別証明を与えた. (なお証明ごとに構成し

ている同型が同じかどうかは非自明であり, 知られているケースも多いもの

の注意する必要がある.)

整 p進Hodge理論はコホモロジーの整構造も比較しようというものである.

しかし, 比較定理の写像は一般には両辺の整構造を保たず, 整レベルで直接比

較するのは難しい. (後で言及するように, そもそも捩れの大きさも一般には

異なる.)

2 主定理

前節で与えた 3つのコホモロジーの整レベルでの比較を, 間接的にではあ

りながらも, 可能にするのが Ainf コホモロジーである. まず, 環 Ainf の基本

的性質を復習する.

2.1 p進周期環Ainf

まず, 次の標数 pの完全環を考える:

O♭
C = lim←−

x 7→xp

OC/p (∼= lim←−
x 7→xp

OC).
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括弧内の同型は乗法モノイドとしてのみの同型である. O♭
C は自然に (kを剰

余体とする)付値環になり, C♭をその商体とする. パーフェクトイド環の言葉

では, O♭
C および C♭ はそれぞれ OC , C の tilt と呼ばれる.

Fontaineの環 Ainf は O♭
C のWittベクトルの環W (O♭

C)のことである. 次

の 3つの写像がある:

Ainf →W (C♭), Ainf →W (k), θ : Ainf → OC .

最初の 2つは, Wittベクトルの環の関手性により定まるものである. 最後の

写像は Fontaineの定義した写像であり, x = (x0, x1, . . .) ∈ lim←−x 7→xp
OC の

Teichmüller 持ち上げ [x]を x0 に送るような写像である. Ker θ は単項イデ

アルであることが知られており, その生成元はしばしば ξ で書かれる. また,

Ainf のようなWittベクトルの環は自然な Frobenius持ち上げ φを持ち, 最

初の 2つはこれを保つ. (θにはこのような主張は当然できないが, [3]では θ

を φで捻った写像も考えている.)

Ainf は Noetherでない環であるため, 環論的には少し扱いにくいところも

あるが, (p進 Hodge理論の文脈では)おおむね 2次元局所環と似たような振

る舞いをすることが多く, 最終的には問題にならないことも多い. 上の 3つの

写像の存在もそれを反映しているようなものである. (最初の 2つの写像が 2

次元分であり, θは対角的な方向となっている.)

後のために, Ainf の特別な元 µを紹介する. 1の原始 p冪根の整合的な列

1, ζp, ζp2 , . . .を固定する. この列に対応する lim←−x 7→xp
OC の元を ϵと書くこ

とにすると, µ = [ϵ] − 1で定義される. µは Ker θ の元である. また, µは

φ−1(µ) = [ϵ1/p]− 1で割り切れ,

ξ = µ/φ−1(µ) = 1 + [ϵ1/p] + · · ·+ [ϵ(p−1)/p]

が Ker θの生成元となることが確かめられる. 最後に, µがW (C♭)で逆元を

持つことを注意しておく.

2.2 Ainf コホモロジー

以下の定理は X が OK 上滑らかな場合 [3]で示され, [4]で半安定の場合に

拡張された.

定理 2.1. X がOK 上固有とする. このとき, Ainf 加群の完全複体RΓAinf
(X )

と φ半線形な自己写像の組であって, 以下を満たすものが関手的に構成でき

る. ただし, 以下で ⊗L はテンソル積の導来関手である.

1. 同型 RΓAinf
(X )⊗L W (C♭) ∼= RΓét(XK ,Zp)⊗L W (C♭)が存在する. さ

らに, 右辺で RΓét(XK ,Zp)は (適切な意味で)φ不変部分となる.
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2. 同型RΓAinf
(X )⊗LW (k) ∼= RΓlogcrys(Xk/W (k))⊗LW (k)が存在し, φ

半線形な自己写像を保つ.

3. θでの特殊化について,同型RΓAinf
(X )⊗LOC

∼= RΓlogdR(X/OK)⊗LOC

が存在する.

注意 2.2. • RΓAinf
(X )は Xのみに依るよう構成され, 上の主張はそのよ

うに構成されたものの持つ性質を X で書き換えたものである.

• φ半線形な自己写像は ξ 7→ φ(ξ)を始域と終域でそれぞれ可逆にするこ

とで全単射を導くという性質も示せる. 3.では φが現れていないが, 実

際には Hodgeフィルトレーションと関係がある.

• RΓAinf
(X )が完全複体になることは, 本質的に対数的 de Rhamコホモ

ロジーの有限性から導かれる.

• エタールコホモロジーが φ不変部分であるという部分については [2]を

参照. (良還元の場合だが半安定の場合も同様である.) 特に, この議論

(および 1.の証明)に必要なのはRΓAinf
(X )が完全複体であるというこ

とであり, [4]のように (リジッド解析空間X の)エタールコホモロジー

の有限性を用いる必要があるわけではない. (一般の固有半安定形式ス

キームの場合, この議論により, X のエタールコホモロジーの有限性を

導くこともできる.)

• この定理の証明については, あとで紹介する方針以外にも (少なくとも

良還元の場合には)複数考えられる. 例えば, [3]では他の写像による特

殊化について (3.の一般化として) Langer-Zinkの相対 de Rham-Witt

複体との比較も示し, そこから 2.を導くということもしている. これら

の対数的版というのも考えられるはずだが [4]では 3.と直接関わる部分

を除いて扱っていない.

2.3 主定理の帰結や応用

1. 比較的すぐに導けるのが次の不等式である:

dimkH
i
logdR(Xk/k) ≥ dimFp

Hi
ét(XK ,Fp).

この不等式はより精密な次の不等式 (の iと i+ 1の場合)からくる:

dimkH
i
logcrys(Xk/W (k))tors/p ≥ dimFp

Hi
ét(XK ,Zp)tors/p.

(両辺の自由部分の階数は同じなので, �tors�なしでもこの不等式は成立

する.) 実際, 短完全系列

0→ Hi
ét(XK ,Zp)/p→ Hi

ét(XK ,Fp)→ Hi+1
ét (XK ,Zp)[p]→ 0

5



と dimFp
Hi+1

ét (XK ,Zp)[p] = dimFp
Hi+1

ét (XK ,Zp)tors/p およびこれら

の対数的クリスタリンコホモロジー版があることに注意すればよい.

例えば p = 2で Enriques曲面を考えると, H3
ét(XK ,Fp)が 1次元となっ

て, K から kへ退化するときに特殊ファイバーの (対数的) de Rhamコ

ホモロジーに捩れが必ず現れることが分かる. なお, Enriques曲面の場

合では上の不等式はいずれも等号になってしまうものの, 真の不等号に

なる例が [3]では与えられている.

2. 1. の不等式の対数的 de Rhamコホモロジー版もあるが, 左辺の次元を

OK 加群としての lengthで置き換え, さらに (K の分岐により)適切に

正規化する必要がある.

3. 1.と 2.から, Hi
logcrys(Xk/W (k))あるいは Hi

logdR(X/OK)が自由加群

のときに, Hi
ét(XK ,Zp) が自由加群であることが分かる. さらに実は,

Hi
logcrys(Xk/W (k))が自由加群になることと Hi

logdR(X/OK)が自由加

群になることが同値であることも証明できる.

4. Hi
logdR(X/OK)およびHi+1

logdR(X/OK)が自由加群ならば, Hi
ét(XK ,Zp)

に対応する Breuil-Kisin加群を用いて Hi
logcrys(Xk/W (k))を記述する

ことができる. ([4]には書いていないが, [3]にある良還元の場合とほぼ

同様である.)

有限生成体上のK3曲面のTate予想の証明はMadapusi Peraによりさ

れたが, 標数 2の場合にギャップがある. それをこの Breuil-Kisin加群

による記述を用いて修正することができる [6]. (これは X が OK 上滑

らかな場合のみで十分である.)

5. Colmez-Dospinescu-Niziolの研究によると, Drinfeld上半空間のコホモ

ロジーに応用があるとのことである.

2.4 絶対クリスタリン比較定理

主定理より強い主張を証明することができる. このために, X のコホモロ
ジーをもう 1つ導入する. まず, Ainf [(ξ

i/i!)i=0,1,...] ⊂ Ainf [1/p]の p進完備化

を Acrys とする. θおよび φは Acrys にのびる. Acrys に適切な対数的構造を

入れることで, 対数的クリスタリンコホモロジーHi
logcrys(XOC/p/Acrys)を考

えることができる. (絶対対数的クリスタリンコホモロジーとも呼ばれる [1].)

φ半線形な自己写像が付加構造として定まる. また, 対応する Acrys加群の導

来圏の対象 RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)も存在する.

定理 2.3. X が OK 上固有とする. Ainf コホモロジーは φ半線形な自己写像

を保つ同型

RΓAinf
(X )⊗L Acrys

∼= RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)
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が存在するように構成できる.

注意 2.4. • RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)をW (k), OC に特殊化することでそ

れぞれ RΓlogcrys(Xk/W (k)) ⊗L W (k), RΓlogdR(X/OK) ⊗L OC が得ら

れるので, 上の定理から定理 2.1の 2.と 3.を導くことができる.

• 比較定理 (Cst)をこの定理から示すことができる. より正確には, B+
dR

コホモロジーと呼ばれる [3]で導入された X のコホモロジーとの比較

をさらに行い, [7]の結果を用いることでできる. さらなる比較をするの

はフィルトレーションを調べるためである. モノドロミーN は, 上の定

理ではKの絶対Galois群の右辺への半線形な作用により捉えられてい

るといえる [1].

3 Ainfコホモロジーの構成

簡単にAinf コホモロジーの構成と絶対クリスタリン比較定理の証明に触れ

る. 以下では X ではなく, XとX のみで記述することにする. まず大事とな

るのが Scholze [8]により導入された副エタール景Xproétである. アイデアだ

け説明すると, 有限エタール射の無限列 (とエタール射)で書けるような対象

を許して, 通常のエタール景を拡げたものである. 副エタール局所的に, X は

パーフェクトイド空間になるのだが, これを次の例で説明する: Xがエター

ル射

X→ Spf OC{T0, . . . , Tr, T±1
r+1, . . . , T

±1
d }/(T0 · · ·Tr − π)

を持つアフィン形式スキームと仮定し, これに対応する環の射を R□ → Rと

書くことにする. また, πの p冪根の整合的な列 π0 = π, π1/p, π1/p2

, . . .を固

定する. このとき, R□
∞ を∪

m

OC{T 1/pm

0 , . . . , T 1/pm

r , T
±1/pm

r+1 , . . . , T
±1/pm

d }/(T 1/pm

0 · · ·T 1/pm

r − π1/pm

)

の p進完備化として定義すると, R□
∞[1/p]はR□[1/p]上副エタールなパーフェ

クトイド環である. さらに, R∞ = R⊗̂R□R□
∞ を完備テンソル積とすると,

R∞[1/p]は R[1/p]上副エタールなパーフェクトイド環となる.

パーフェクトイド環に対して, Ainf や Acrys の構成を一般化し, Ainf(R∞)

や Acrys(R∞)を定義することができる. (Ainf やAcrysはパーフェクトイド環

OC から決まったものである.) これにより, Xproét 上の層 Ainf,X や Acrys,X

も定義される.

リジッド空間 X が C 上固有のとき, 副エタール景での Ainf,X のコホモロ

ジーは, X の (Zp係数）エタールコホモロジーに Ainf をテンソルしたものと

(技術的な意味で)ほとんど同型になることが Scholze により示されていたの

で, これを基に Ainf コホモロジーの構成は Ainf,X を用いて行われる. 自然な
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景の射 ν : Xproét → Xét があるので, Rν∗Ainf,X のコホモロジーは (Xが OC

上固有ならば)ほとんどエタールコホモロジーを計算している. 構成の最大

のポイントはRν∗Ainf,X を (Deligne-)Berthelot-Ogusの décalageと呼ばれる

関手 Lη(µ)を用いて修正することである. ここでは定義を省略するが, 例えば

Rν∗Ainf,X のコホモロジー層の µ捩れが消えるような操作になっている. ま

た, µを可逆にすれば, Lη(µ) は恒等的な関手と同一視できる.

定義 3.1. AΩXをLη(µ)Rν∗Ainf,Xで定め, X およびXのAinfコホモロジーを

RΓAinf
(X ) = RΓAinf

(X) = RΓ(Xét, AΩX)

で定義する.

W (C♭)をテンソルすると µは可逆になり, Lη(µ) は無視できる. また, エ

タールコホモロジーとほとんど同型になるという主張は µを可逆にすると同

型になるという主張に変えることができ, 定理 2.1の 1.が得られる. (この議

論では Scholzeの結果 [7]を使っているが, 定理 2.1の 3.を先に証明すること

で避けることもできる.)

絶対クリスタリン比較定理を証明するには,以下で紹介する局所版を証明すれ

ば十分であることが分かる. 自然なトポスの射 u : (XOC/p/Acrys)logcrys → Xét

を考える.

定理 3.2.

R lim←−
n

(AΩX ⊗L
Ainf

Acrys/p
n) ∼= Ru∗OXOC/p/Acrys

.

証明はおおまかにいって 2つのステップに分けられ, 局所的な (座標に依存

した)同型の構成とその貼り合わせからなるが, 実際に議論を書き下すとかな

り長く詳細も複雑になる部分が多い. いずれにせよ, 最も重要なのは前の例

に出てきたような R[1/p] → R∞[1/p]という副エタール射に対し, 対応する

Ainf(R∞)の連続な群コホモロジーあるいはそれに Lη(µ)を適用した結果や振

る舞いを計算することにある. (ここで 1つの非自明な現象は, AΩX の Rで

の値はR∞から完全に決まってしまうということである.) 半安定還元の場合

は, このような計算自体も良還元の場合より複雑になる他, 貼り合わせの議論

も技術的に複雑になる.
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K3、 Enriques、Coble曲面—無限自己同型群を
中心として

向井 茂 (MUKAI, Shigeru)

次について講演した．原稿に沿って、少し加筆しながら説明する．

予想 Enriques、Coble、または楕円K3曲面 Sの自己同型群の実質コホモロジー
次元に対して

vcd(AutS) = max
f

MW-rk(f) (1)

が成立するだろう．ただし、f : S → P1は Sの種数 1 fibrationを全て走る．また、
大域切断のない場合のMordell-Weil階数は Jacobian fibrationのそれと理解する．代
数多様体は全て複素数体C上で考える．

§1 実質コホモロジー次元
まず、これについて説明する．群Γのコホモロジー次元はその群環のコホモロジー
次元

cd(Γ) := cd(Z[Γ])

で定義される．すなわち、Γ自明な加群 Zの極小自由分解の長さである．次の二つ
が基本的である．

例 1 階数nの自由アーベル群Znのコホモロジー次元はn変数多項式環Z[x1, . . . , xn]
のそれで、nに等しい．

例 2 自由群 Fnのコホモロジー次元は非可換多項式環 R = Z⟨x1, . . . , xn⟩のそれで
あるが、完全列

0← Z← R← R⊕n ← 0

により cd(Fn) = 1である．

後者は、生成元の個数によらないことに注意しよう．無限群にも次元があることを
示唆しているが、このままでは、非自明な有限群やそれを含む群はコホモロジー次
元が無限大となって、次元の実感に合わないので、次に移行する．
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定義・命題 指数有限で捩れのない部分群 Γtf のコホモロジー次元を Γの実質コホ
モロジー次元 (virtual cohomology dimension)と呼び、

vcd(Γ) := cd(Γtf )

で表す．

これのwell-defined性については文献 [11]や [4]を見よ．例 1, 2の場合は、もとも
と捩れがないので、コホモロジー次元 n, 1と一致する．次の諸性質が成立する．

• 部分群 Γ′のコホモロジー次元は全体のそれ以下、

vcd(Γ′) ≤ vcd(Γ) (2)

である．

• 部分群 Γ′が指数有限なら上で等号が成立する．

• vcd(Γ) = 0は Γが有限群であることと同値である．

• vcd(Γ) = 1はΓが実質的に自由 (virtually free)、すなわち、指数有限の自由部
分群をもつことであることと同値である．

非自明な例がBorel-Serre[3]を用いて計算できる．

例 3 L ≃ Z1+nは符号数 (1, n)の格子

L× L→ Z

（整数値対称双線形形式）とする．Lの直交群O+
Z (L)は n次元Lobachevsky空間Hn

に作用する．ただし、+は直交変換のうちで (x2) > 0の二つの連結成分（その一つ
がHn）を入れ替えないもの全体を表す．このような、数論的部分群については、作
用域の（実）次元からQ階数を引いたものが実質コホモロジー次元に等しい．我々
の場合は、

vcd(O+
Z (L)) =

{
n− 1 ∃ cusp

n ̸ ∃ cusp
(3)

が成立する．

この例において、H2は上半平面で、L =

(
0 1

1 0

)
⊕⟨−2⟩の場合から、vcd(SL(2,Z)) =

2−1 = 1が導かれる．また、H3は上半空間で、例えば、vcd(SL(2,OK)) = 3−1 = 2

を導くことができる．ただし、Kは虚 2次体で、OK はその整環である．これらの
群と commensurableな群は同じ実質的コホモロジー次元をもつ．
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§2 Abel曲面の自己同型群の場合
AをAbel曲面とする．代数多様体としての自己同型群は半直積

AutA = (Aut0A)⋉ A

になる．ただし、前半は群多様体として自己同型群で、後半はA自身が平行移動と
して作用する部分である．単位元の連結成分が後半なので、それによる剰余類群で
あるAut0Aのコホモロジー次元について考察する．

命題 1 予想1のAbel曲面版は正しい．すなわち、Aが二つの楕円曲線の直積E1×E2

と同種なら、
vcd(Aut0A) = max

f
MW-rk(f) (4)

が成立する．ただし、f : A→ EはAの種数 1 fibrationを全て走る．また、Mordell-

Weil階数は、連結成分で割った群（有限生成アーベル群）の階数を表す．

実際、Aの Picard数 ρに関するよく知られた場合分け

1. E1, E2が同種でないとき、ρ = 2.

2. E1, E2が同種で、どちらも複素乗法をもたないとき、ρ = 3.

3. E1, E2が同種で、どちらも複素乗法をもつとき、ρ = 4.

に従って、(3)を用いて自己同型群を計算すれば、vcd = ρ−2をえる。一方、Mordell-

Weil階数も ρ− 2である．

§3 Enriques曲面
Enriques曲面の歴史を振り返っておこう．
種数 g ≥ 0は代数曲線の最も重要な（離散的）不変量である．g = 0は射影直
線 P1（複素数体上で考えているので Riemann球）を特徴付け、g = 1は楕円曲線
C/Z+Zτ、Im τ > 0、を特徴付ける．両者は曲線の中のエリートで、他の種数 g ≥ 2

のもの全てを合わせたものよりも重要度が優っているように思える．よって、高次元
代数多様体において g = 0, 1に対応するクラスを見つけることは大いに意味のある
ことだろう．これを実際に 2次元で実行したのがイタリア学派と称される人達であ
る．種数 gの一般化に相応しい双有理不変量（これらも非負整数）が二つ見つかる．

• 至る所で正則な標準形式の空間のなすベクトル空間の次元 pg．これは幾何的
種数 (geometric genus)と呼ばれる．

3



• 多様体のHilbert多項式をH(t)とするとき、pa := 1−H(0)で定まる算術的種
数 (arithmetic genus)1．

曲線の場合、pg = paで両者は gに外ならないが、2変数以上では一般に両者は一致
しない．曲面に限定すると常に pg ≥ paが成立し、身近な例では等号が成立する．そ
こで、差 q := pg − pa ≥ 0が定義され、不正則数 (irregularity)と名付けられた．そ
して、P1の特徴付けを一般化する候補として、次が提出された．

問題 1 二つの種数が消える、すなわち、pg = pa = 0（pg = q = 0と同値）ならば、
曲面は有理的か、すなわち、関数体は二つの元で生成されるか？

（逆が成立するのは比較的容易である．）この問題に対する挑戦から二つの結果が
得られた．一つは、pg = 0の部分を少し強めて得られる特徴付けである．標準形式全
体のベクトル空間の替わりに、2重標準形式を使って pgと同様に定義される不変量
P2が鍵になる．これは倍種数 (bigenus)と呼ばれ、1変数の場合にはmax{g, 3g− 3}
と一致する．

定理 2 [Castelnuovo] 不正則数と倍種数が消える（q = P2 = 0）代数曲面は有理的
である．（逆も正しい．）

では、もとの問題はどうなのだろうか？pg = q = 0が P2 = 0を導き、問題は肯定
的に解かれるのだろうか？それとも pg = q = 0だが P2 ̸= 0なる代数曲面が存在す
るのだろうか？これには二人の数学者CastelnuovoとEnriquesによって解答が与え
られた．Castelnuovoは P2 = 2のものを、Enriquesは P2 = 1の曲面で pg = q = 0

のものをそれぞれ構成した．後者はその後Enriques曲面と呼ばれ、小平次元 κ = 0

のクラスに属する 4種の曲面族の一つにおさまっている．4種は次のとおりで、楕
円曲線の自然な 2次元版であると考えられる．

pg 0 0 1 1

q 0 1 0 2

曲面 Enriques 倍楕円 K3 Abel, C2/Γ,Γ ≃ Z4

Enriques自身の与えた例を紹介しておこう．

例 4 [Enriquesの 6次曲面] 3次元射影空間 CP3内の 6次曲面 f6(x0, x1, x2, x3) = 0

で、4面体 x0x1x2x3 = 0の 6辺（x1 = x2 = 0等）に沿って特異で、それ以外で穏
やかな特異点しかもたないとする．このとき、3変数多項式関係 f6(1, x1, x2, x3) = 0

の定める 2変数代数関数体は q = pg = 0をみたすが非有理的である．

1現在この言葉は殆ど使われない．これ以降は専ら q（2変数の場合は pg − pa）を使って叙述を進
める．
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6辺に沿って特異という条件は、f6(x0, x1, x2, x3)の4つの偏微分∂f6/∂xi、i = 0, . . . , 3、
が 6辺で消えるということに外ならない．より具体的に、4定数 a0, . . . , a3と 4変数
斉次 2次斉次式Q(x)を用いて

f6(x0, x1, x2, x3) = x20x
2
1x

2
2x

2
3

(
a0
x20

+
a1
x21

+
a2

x22
+
a3
x23

)
+ x0x1x2x3Q(x0, x1, x2, x3)

と表せる．（これより、10次元族であることがわかる．）「穏やかな特異点」は、正規
化をとったときに有理 2重点しかもたないことを意味する．
現代的には、K3曲面Xを固定点のない対合 ε（位数 2の自己同型）で割ってえら
れる商曲面 S = X/εが Enriques曲面であると説明されることが多い．（ただし、標
数 2は例外的で別の定義が必要となる．）上の例 4の (K3)/εとしての表示について
は、例えば [8]を見よ．
今回は説明できなかったが、固定点軌跡 Fix(ε)が非特異有理曲線の疎な和集合
⨿m(−2)P1であるとき、S = X/εはCoble曲面（または、対数的Enriques曲面）で
あるという ([5])．m ≥ 1のとき、Sはm個の (−4)P1を境界とする有理曲面である．

§4 予想の成立する場合
Enriques曲面は常に種数 1 fibration f : S → P1をもつ．これの Jacobian fibration

Jac f : Sf → P1は有理楕円曲面で、そのMordell-Weil階数をMW-rk(f)で表す．有
理楕円曲面Sf は射影平面P2を 9回爆発してえられるが、爆発中心の 9点は二つの 3

次曲線の交点に重複度を込めて一致する．Jacobian fibration の定義より、Jac f の
Mordell-Weil群MW(f)は平行移動でもって Sに作用する．よって、埋め込み

MW(f) ↪→ AutS

がえられる．特に、(2)より、予想 1の自明な方向の不等式

vcd(AutS) ≤ max
f

MW-rk(f) (5)

をえる．この反対方向の不等号≥が成立する理由は現時点では見つかってない．こ
こでは、それが成立する例をいくつか挙げよう．

例 5 (M.-Ohashi[9]) 座標点で 4個の通常 2重点をもつ対称 4次曲面

Xk : s
2
2 = ks4, k ̸= 36, 4, 0 (6)

の極小特異点解消Xk（K3曲面である）を標準Cremona変換

ε : (x1 : · · · : x4) 7→
(

1

x1
: · · · : 1

x4

)
(7)
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の誘導する対合 εで割ってえられるEnriques曲面 Sk = Xk/εに対して予想 1は正し
い．ただし、siは斉次座標 x1, . . . , x4の i次基本対称式である．より精密に自己同型
群は半直積 (C∗4

2 )⋊S4 と同型で、完全列

1→ F3 → AutSk → S4 × C2 → 1

より、階数 3の自由群を指数 48の部分群に含む．（よって、実質的に自由で vcd = 1

である．）

注意 1 この Enriques曲面は [7]で考察されたE7型と呼ばれる 3次元族の部分族を
なしている．

簡単のために、予想 1の右辺を（種数 1 fibrtionをもつ）曲面 SのMW階数と呼
ぶことにする．

例 6 Nikulin[10]–金銅 [6]による分類より、MW階数が 0のEnriques曲面に対して、
予想 1は正しい．

例 7 [9, Remark 5]一般のEnriques曲面Sは (−2)P1を含まない．このとき、自己同
型群は直交群O+

Z (H
2(S,Z)f )の指数有限の部分群であるので、[3]より、実質コホモ

ロジー次元は 8に等しい．（これは、Barth-Peters[1]によるより精密な結果の系であ
る．）ただし、H2(S,Z)f は第 2コホモロジー群を捻れで割ってえられる符号数 (1, 9)

の格子である．一方、(−2)P1を含まないことより、全ての楕円 fibrationのMW階
数が 8である．よって、やはり予想 1は正しい．

§5 Picard数20のK3曲面
最後に楕円K3曲面の場合を考えよう．と言っても一般の場合ではなく、標題の
ように塩田特異な場合である．楕円 fibration X → P1をもつことはよく知られてい
る．より精密に、塩田・猪瀬 [12, §5]では、MW階数が正の楕円 fibration X → P1

が構成されている．そして、これの系として自己同型群AutXはいつも無限群であ
ることを示している．
さて、塩田特異なK3曲面Xの同型類は超越格子 TX の同型類で定まる．その判
別式を discTXを dで表す．類数が 1の場合は、判別式 dでもって一意的に決まる塩
田特異K3曲面をXdで表す．TX は偶で正定値なので、d ≡ 0, 3 mod 4 であること
に注意しよう．
Vinberg[14]は「最も代数的なK3曲面」としてX3, X4を考察し、それらの自己同
型群を決定した．その系として AutXd, d = 3, 4,は実質的に自由であることがわか
る．(5)によって、予想 1が成立する．
Vinberg曲面の「次に代数的なK3曲面」が問題となるが、これに関して次が成立
する．
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定理 3 [M.-Ohashi] d = 3, 4以外の塩田特異K3曲面のMW階数はいつも 2以上で
ある．また、2に等しいのは、判別式 d = 7, 8と同値である．

次は予想 1の特別な場合である．

問題 2 AutXd (d = 7, 8)の実質的コホモロジー次元は 2か？

塩田特異K3曲面X7の自己同型群の生成系はUjikawa[13]によって求められている．
また、X8の楕円fibrationのADE型はBertin-Lecacheux[2]によって分類されている．
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平面代数曲線のトポロジーと2次被覆の “arithmetic”

徳永浩雄 1

イントロダクション

本稿で扱う対象は，“次数が (比較的)低い平面代数曲線”という代数幾何の中でも古典的かつ

初等的な対象である．研究することはもうないのではないか？と思われる御仁もいると思う. 本

稿では，少し見方を変えればまだそれなりにすることがありそうだという人が一人でも増える事

を願いつつ話を進めたい．

C は被約な射影平面曲線とする．表題の “平面曲線 C のトポロジー”という用語は C 自身のト
ポロジーではなく，射影平面 P2 と C の対 (P2, C)のトポロジーを指す．本稿で扱うような C の
トポロジーの研究は Zariskiの論文 [23]: On the problem of existence of algebraic functions of

two variables possessing a given branch curve, Amer. J. Math. 51 (1929), 305–328, から始ま

る．[23]のイントロダクションでのべられているように ‘与えられた曲線を分岐曲線としてもつ

分岐被覆の存在’に関する問題はまず Enriquesが考察した．Zariskiの論文では問題をより明確に

補空間 P2 \ C の基本群の問題へと帰着させ，計算法 2を与えるとともに，様々な例について計算

した．Zariskiの論文以降，“特異点として通常 2重点しか持たない曲線の補空間の基本群は可換

か”(Zariski予想)など，C のトポロジーについては様々な研究がなされてきた．本稿で扱うテー
マも論文 [23]で考察された例がその始まりである．まずその例を紹介することから始める．

Example 1. Bi (i = 1, 2) は既約な 6 次曲線で，その特異点は 6 個の (2, 3) 型 cusp のみとす

る．ただし，B1については，6個の cuspをとおる 2次曲線が存在するが，B2については，その

ようなそのような 2次曲線は存在しないものとする．このとき，二つの基本群 π1(P2 \ B1, ∗)と
π1(P2 \B2, ∗)は同型ではない．
実際，π1(P2 \B1, ∗) ∼= Z/2Z ∗ Z/3Zであり，π1(P2 \B2, ∗) ∼= Z/6Zである．これらの計算の

詳細については，岡による [14]，Degtyarevによる 6次曲線に関する一連の論文を参照されたい．

例 1のような平面曲線の対は Zariski対と呼ばれている．非常に大まかにいうと Zariski対と

は，被約な平面曲線の対 (B1,B2)であって，以下の 2条件を満たすものである：

(i) 各 i に対して, Bi の管状近傍 T (Bi) で (T (B1),B1) が (T (B2),B2) に同相になるものが存
在する，

(ii) (P2,B1) と (P2,B2)は同相でない．

Zariski N 組は，Zariski 対の自然な一般化である．さて，第一の条件は組合わせ論的な条件「Bi

の the combinatorics (もしくは the combinatorial type)が同じ」という条件で置き換えられる

（combinatorics とは，Biの既約成分の次数，既約成分を指定した上での交わり方，特異点の位相

1この報告の内容は，白根竹人（徳島大学），坂内真三（茨城高専），山本桃果（首都大学東京）等との共同研究の成
果を含んでいます．また，この研究で，筆者は基盤研究 C (17K05205, 代表 : 徳永浩雄) の補助を得ています.

2van Kampen[12] も参照．
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型などを合わせたものである．正確な定義は [3]や [21]を参照されたい）． 後者の条件は比較的

扱いやすいため，Bi の combinatorics を考えることが多い. 例 1の場合なら，combinatoricsは，

既約成分の次数と特異点の位相型になる．また，直線配置なら，いわゆる「直線配置の組合わせ

論的データ」となる．

Zariski対については，[23]以降, 例 1を除くとあまり知られていない状況がしばらく続いてい

たが，90年代に入って様々なアプローチの下，数多くの例が見つかり現在に至っている（例えば，

[3]参照）．これらの研究は，曲線の構成法とトポロジーの違いの判定という二つのステップから

なることが多い．「判定」の部分で用いられる不変量としては，曲線の補空間の基本群や結び目・

絡み目では御馴染みの Alexander不変量が用いられていた．基本群は braid monodromyと呼ば

れる不変量により定まる．[2, 11, 9]では，braid monodromyが非常に強力な不変量であること

が示されている．とりわけ，[2]では，Bの一般の点 xを選び，xを通り Bと横断的でない直線全
てと Bを合わせた曲線に関するトポロジーについては braid monodromy が等価な不変量である

ことが示されている．しかしながら，曲線の明示的な方程式がなく，combinatoricsのみが与えら

れた場合は，これを計算するのは基本群の計算と同様な困難が生じる．

本稿では，まず，P2の 2次被覆での分解曲線（分解数）及び連結数を導入する．続いて分解数

や連結数を用いた従来とは異なる Zariski 対研究のアプローチ 3 を紹介したい．

1 P2の 2次被覆と分解曲線, 分解数と連結数

ここで述べる分解数や連結数は一般の曲面や Galois被覆においても定式化されるが，話を簡

単にするため，ここでは射影平面 P2と被約平面曲線に限ることにする．一般の場合については，

[17, 18]を参照されたい．

B は偶数次の被約平面曲線とし，f ′B : S′
B → P2 は B で分岐する 2次被覆とする．また，µ :

SB → S′
B は以下の可換図式をもつ S′

B の標準特異点解消とする：

S′
B

µ←−−−− SB

f ′
B

y yfB

P2 ←−−−−
q

P̂2,

ただし， q : P̂2 → P2は 2次被覆の分岐因子が非特異になるように有限回の blowing upの合成し

たもので，fB : SB → P̂2 は，自然に誘導される 2次被覆とする．

1.1 分解曲線，分解数

Definition 1.1. Dは既約な平面曲線とする．Dが，(f ′B)
∗Dが可約，すなわち (f ′B)

∗D = D++D−,

D± は相異なる既約な曲線，となるとき，Dは f ′B に関する分解曲線という．

3これを 2 次被覆の arithmetic と見るのは，筆者の妄想かもしれない．
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[17]では，より一般の Galois被覆 ϕ : S → Σについて既約な曲線 D の ‘分解’について考察

し，Dの分解数を sϕ(D) := ϕ∗(D)の既約成分の数と定義した．2次被覆 f ′B : S′
B → P2の場合は

sf ′
B
(D)は 1または 2で，Dが分解曲線のとき，sf ′

B
(D) = 2となる．曲線の分解・非分解という

問題については，[19]で考察されたのが最初であるが，曲線の分解とそのタイプが Zariski対の

研究で最初に登場したのは，[4]と思われる．[4]では，曲線の分解・非分解から二面体被覆の存

在 ·非存在に関する条件を導き，これを用いて曲線のトポロジーを区別している．[6]では，曲線

の分解 ·非分解を直接的に曲線のトポロジーの区別に利用している．その後，以下の主張により
Zariski 対の研究において，曲線の分解・非分解がより有効であることが示された．

Proposition 1.1. Bi(i = 1, 2) は偶数次の被約平面曲線とし，f ′Bi
;S′

Bi
→ P2 は Bi で分岐す

る 2 次被覆とする．Di (i = 1, 2) は Bi に含まれない既約な曲線とする．もし P2 から P2 の

homeomorphsim hで (i) h(B1) = B2，(ii) h(D1) = D2を満たすものは存在すれば，sf ′
B1
(D1) =

sf ′
B2
(D2)である．

証明は，[18]を参照されたい．Proposition 1.1からつぎの系を得る：

Corollary 1.1. Proposition 1.1の設定のもとで，(i) B1 +D1と B2 +D2の combinatoricsは等

しい, (ii) 同相写像 h : (P2,B1+D1)→ (P2,B2+D2)が存在すれば h(B1) = B2をみたす，の 2条

件が満たされているとする．もし，sf ′
B1
(D1) ̸= sf ′

B2
(D2)ならば，(B1 +D1,B2 +D2)は Zariski

対である．

[17]では，補空間の基本群が同型になるような Zariski N 組について考察している．曲線Dが

分解する必要条件として，以下の補題は基本的である．

Lemma 1.1. B, f ′B : S′
B → P2は上記の通りとする．既約な曲線Dと Bの交点 xにおいて B及

びDは共に非特異とする．もし，Dが f ′B に関する分解曲線ならば xにおける BとDの交点数

Ix(B, D)は偶数である．

実際，Ix(B, D)が奇数とすると，f ′B|Dはxで分岐するDの 2次被覆となる．すなわち，(f ′B)
∗(D)

は既約でなければならない．

Definition 1.2. BとDについて以下の 2条件が成立するとき，Dを Bの contact 曲線という：

∀x ∈ B ∩Dに対し，

• B, D共に xで非特異，

• Ix(B, D)は偶数．

論文 [4, 19, 22] では，既約 4次曲線とその contact conicについて考察を行い，Zariski対の例

を得ている．次節で，その一部について述べる．

1.2 連結数

続いて連結数を定義する．なお，Bはこれまで同様，偶数次の被約な平面代数曲線とする．
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Definition 1.3. [18] Dは被約な平面代数曲線で，

• Dの既約成分は Bに含まれない，

• D \ Bは連結，

を満たしているものとする．このとき，Dの連結数 cf ′
B
(D)を

cf ′
B
(D) = (f ′B)

−1(D \ B)の連結成分の数

と定義する．

分解数同様，連結数についてもつぎの命題がなりたつ：

Proposition 1.2. Bi(i = 1, 2)は偶数次の被約平面曲線とし，f ′Bi
;S′

Bi
→ P2 は Bi で分岐する

2次被覆とする．Di (i = 1, 2)は Definition 1.3にある条件を Bi に対してみたす平面曲線とする
もし，P2から P2の同相写像 hで (i) h(B1) = B2，(ii) h(D1) = D2を満たすものが存在すれば，

cf ′
B1
(D1) = cf ′

B2
(D2)となる．

証明は [18]を参照されたい．

2 分解数とZariski 対: 2次曲線と既約 4次曲線

本節では，曲線の分解に注目して得られた既約 4次曲線と contact conicからなる Zariski対に

ついて [4, 19, 22] で得られた結果について触れる．なお，[19]では，既約曲線一般を扱っている

が，ここでは，特異点として高々nodeしか持たない場合のみ述べる．まず，次の主張が成立する：

Theorem 2.1. Qは特異点として高々nodeしか持たない既約 4次曲線, C はQの contact conic

とする．fC : SC → P2 は C で分岐する 2次被覆とする．このとき，

(i) Qが非特異または，nodeを一つしか持たないとき，sfC (Q) = 1である．

(ii) Qの特異点が node二つのとき，sfC (Q)は C の取り方に依存する．実際，contact conics

C1, C2 で，fC1(Q) = 2, fC2(Q) = 1を満たすものが存在する．

(iii) Qの特異点が node三つのとき，sfC (Q) = 2である．

Theorem 2.1について，大まかに解説する．

SC は P1 × P1 なので，Pic(SC) ∼= Z⊕ Zであり，SC 上の因子のクラスは，整数の組 (a, b)で

表される．fC の被覆変換は (a, b) 7→ (b, a)を引き起こす．従って，f∗CQ = Q+ +Q−と分解する

とき，Q+ ∼ (2, 2)か (1, 3)であると仮定してよい (∼は線形同値を表す）．すると，Q+ の非特

異モデルの種数は 1以下となり，これから，Theorem 2.1 (i)が従う．

また，Theorem 2.1 (iii)のとき，Qは有理曲線であり，fC は Qの非特異モデルの不分岐な 2

次被覆を引き起こすので，f∗CQ = Q+ +Q−と分解することがわかる．Q+の Pic(SC)のクラス

は，(2, 2)と (1, 3)の二つの可能性があるが，C の取り方によって，いずれの場合も起こる．[4]
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では，このクラスの違いを利用して Zariski対の例を構成している．[22]では，Qの点 zoをとり，

そこで接する contact conicについて，数え上げなど，より詳細な研究を行なっている．

残る Theorem 2.1(ii)について述べるには，少々準備が必要である：

S′
Q, SQ は 1節の始めに導入した Qに沿って分岐する 2次被覆およびその標準特異点解消と

する．さらに，Qの非特異点 zo を選ぶ．zo を通る直線からなる pencilは SQ上種数 1の曲線の

pencilを与える．zoの原像は，重複度 2の base pointとなる．そこで，blow-upを 2回行って base

pointを除去したものを νzo : SQ,zo → SQ とおき，pencil から得られる射を φQ,zo : SQ,zo → P1

とおく．2回目の blow-upの例外集合は φQ,zo の切断になるので，これを Oとおく．φQ,zo は相

対極小であり，こうして有理楕円曲面 SQ,zo が得られる．以下の図式は，SQ,zo を得る手続きを

まとめたものである：

S′
Q

µ←−−−− SQ
νzo←−−−− SQ,zo

f ′
Q

y yfQ

yfQ,zo

P2 ←−−−−
q

P̂2 ←−−−−
qzo

(P̂2)zo ,

ここで，qzoは 2回の blow upの合成，縦の射はすべて誘導された 2次被覆である．φQ,zo : SQ,zo →
P1 の生成ファイバーを EQ,zo で表す． φQ,zo の切断全体からなる集合MW(SQ,zo)は EQ,zo の

C(t)- 有理点の集合 EQ,zo(C(t)) と自然に同一視される．そこで，s ∈ MW(SQ,zo) に対し，対

応する有理点を Ps で表し，逆に P ∈ EQ,zo(C(t))に対し，対応する切断を sP とおく．さて，

s ∈ MW(SQ,zo) はその像を考えることで SQ,zo 上の曲線と同一視できる．従って q ◦ qzo ◦fQ,zo(s)

は平面曲線を与えている．

[19]で示しているように, contact conic Cが与えらたとき，zoとして，Qと Cの接点の一つを

選ぶと，C は SQ,zo で二つの曲線 C±に分解し，共に，MW(SQ,zo)の元を定める. これらの切断

に対応する EQ,zo(C(t))の元 PC± とおく．このとき，次の主張が成立する ([19, Theorem 1.2])

Theorem 2.2.

sfC (Q) = 2⇔ PC+ = 2Po を満たす Po ∈ EQ,zo(C(t))が存在する.

なお，PC− = −PC+ であることに注意すると，PC− に対しても同じ主張が得られる．Theo-

rem 2.2は，fC に関する曲線の分解の判定が，‘相方’であるQに沿って分岐する 2次被覆上でな

されている点が興味深い．

P2

SC SQ,zo

fC q ◦ qzo ◦ fQ,zo

Theorem 2.1(ii)を示すには，zo で接する contact conics C1, C2 で，

• PC+
1
= 2Po を満たす Po ∈ EQ,zo(C(t))が存在する，

• PC+
2
= 2Po を満たす Po ∈ EQ,zo(C(t))が存在しない，
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をを満たすもの構成することで得られる．詳細は [19]を参照されたい．[19, 20]では，Corollary 1.1

とTheorem 2.1(ii)を用いて，二つの nodeをもつ既約な 4次曲線と contact conicからなる Zariski

対を構成している．

3 連結数とZariski 対

この節では，連結数の応用の一つとして，非特異 4次曲線Qとその複数の 2重接線を既約成分

としてもつ平面曲線の Zariski対について述べる．よく知られているように Qは 28本の 2重接

線をもつ．これらの 28本の 2重接線については，様々なことが知られている（例えば，[10]参

照），しかしながら，Zariski対に関する結果は無いように思われる．ここでは，Qと 2重接線 3

本からなる Zariski対，Qと 2重接線 4本からなる Zariski 3つ組について触れる 4.

Zariski 対の構成については，前節同様に Q 上の点 zo を一つ選んで構成した有理楕円曲面

φQ,zo : SQ,zo → P1が重要な役割をする．なお，Qは非特異なので，前節の可換図式における S′
Q

は非特異で SQに一致する．また，f ′Q = fQである．MW(SQ,zo)及びEQ,zo(C(t))についても前
節と同様なものとする．このとき，SQ,zo の構成する手順および [15, 16]等から，つぎの事実が

従う:

• Qの 2重接線 Lの SQ,zo の preimageは 2つの既約成分 L± からなり，各々MW(SQ,zo)の

元を定める．対応する元を PL± とおく（PL− = −PL+ であることに注意する）．

• zo におけるQの接線を lzo とおく．lzo を以下の条件を満たすようにとる：　　

– lzo はQと zo 以外の相異なる 2点で交わる.

– lzo は zo でQで 3重に接する，

このとき，[15]で与えられる EQ,zo(C(t))の格子構造（Mordell-Weil 格子）は E∗
7 であり，

その 56個の minimal vectorは 28本の 2重接線 Li (i = 1, . . . , 28)を用いて ±Pi(:= PL±
i
)

(i = 1, . . . , 28)で与えられる．以下，Mordell-Weil格子の pairingを ⟨ , ⟩で表す．

Qの 2重接線 Li, Lj , Lk を選び

△ijk = Li + Lj + Lk

とおく．Pi, Pj , Pk の ⟨ , ⟩に関する Gramm行列を 2倍した 3次正方行列を G(i, j, k)とおく．こ

のとき，このとき，△ijk の連結数 cfQ(△ijk)に関して次の補題が成立する：

Lemma 3.1. I3 は 3次の単位行列とする．このとき，

(i) cfQ(△ijk) = 1⇔ det(G(i, j, k)− 3I3) = 2

(ii) cfQ(△ijk) = 2⇔ det(G(i, j, k)− 3I3) = −2

証明については，[7]を参照されたい．
4Q と 2 重接線 3 本からなる Zariski 対については Artal Barotolo と Vallès の両氏による共同研究（現時点で未出

版）がある．筆者は，この例について Artal Bartolo 氏から教わった.
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3.1 Qと 3本の 2重接線からなるZariski対の構成

Proposition 1.2と Lemma 3.1を用いて Qと 3本の 2重接線からなる Zariski対を構成するこ

とを考える．EQ,zo(C(t))の元 Pi, Pj , Pk Pl, Pm, Pn を

det(G(i, j, k)− 3I3) = 2, det(G(l,m, n)− 3I3) = −2

を満たすように取り（このような Pi, Pj , Pk, Pl, Pm, Pn が取れることは例えば [16]参照），

△ijk = Li + Lj + Lk, △lmn = Ll + Lm + Ln,

とおく．すると，Lemma 3.1より，cfQ(△ijk) = 1, cfQ(△lmn) = 2を得る．従って，Proposition 1.2

より，P2から P2への同相写像で，h(Q) = Q, h(△ijk = △lmnを満たすものは存在しない．特に，

h(Q+△ijk) = Q+△lmn を満たす同相写像は，自動的に h(Q) = Qを満たすので Li, Lj , Lk 及

び Ll, Lm, Lnがともに共点でなければ，(Q+△ijk,Q+△lmn)は Zariski対となる．なお，この

Zariski対の明示的な例については [7]を参照されたい．

sPi

s−Pj

sPk

s−Pi

sPj

s−Pk

(a) Case for ±Pi,±Pj ,±Pk.

sPl

s−Pm

sPn

s−Pl
sPm

s−Pn

(b) Case for ±Pl,±Pm,±Pn.

3.2 Qと 4本の 2重接線からなるZariski 三つ組の構成

2重接線を一本増やし，4本にした場合について考察する．選んだ 4本の直線をLi1 , Li2 , Li3 , Li4

とし，

LI =

4∑
j=1

Lij , I = {i1, i2, i3, i4}, △jkl = Lij + Lik + Lil , {ij , ik, il} ⊂ I

とおく．ここで，Sub△(Q,LI)を以下のように定義する：

Sub△(Q,LI) :=
{
Q+△ijikil

∣∣∀{ij , ik, il} ⊂ I} .
7



次に，写像 cI : Sub△(Q,LI)→ {1, 2}を

cI : Sub△(Q,LI) ∋ Q+
3∑

k=1

Lik 7→ cfQ

(
3∑

k=1

Lik

)
∈ {1, 2}

と定義する．4つの元からなる集合 I1, I2 ⊆ {1, . . . , 28}を選び Bi := Q + LIi とく．このとき，

対の同相写像 h : (P2,B1)→ (P2,B2)が存在すれば， h(Q) = Q 及び h(L1) = L2 が成立するの

で，写像 h♮ : Sub△(Q,LI1)→ Sub△(Q,LI2) で，cI2 = cI1 ◦ h♮ を満たすものを誘導する：

Sub△(Q,LI1)

Sub△(Q,LI2)) {1, 2}

Q
Q

Q
Q
QQs

cI1

?

h♮

-
cI2

このとき， [5, Proposition 1.2]と同様な議論を用いて，次の Propositionを得る：

Proposition 3.1. 上記の設定の下，B1 B2 の combnatoricsが等しく，かつ， ♯c−1
I1

(1) ̸= ♯c−1
I2

(1)

ならば，(B1,B2) は Zariski対である．

♯(Sub△(Q,LI)) = 4であるから，5つの可能性(
♯c−1

I (1), ♯c−1
I (2)

)
= (0, 4) , (1, 3) , (2, 2) , (3, 1) , (4, 0) ,

があり，一見，Zariski 5つ組が存在するように思われる．しかしながら，次の補題が成立する：

Lemma 3.2. 上記の設定のもと，
(
♯c−1

I (1), ♯c−1
I (2)

)
= (0, 4), (2, 2), (4, 0).

従って，上記のアプローチで構成可能なのは, 高々 Zariski 3つ組である.実際，[7]では，Zariski

3つ組の明示的な例が与えられている．

Remark 3.1. 2重接線の数を，5本以上にした場合については，[8]で考察されている．

4 まとめ

低次の曲線配置 B = Bo +Dの埋め込み位相の研究において,

「Boに沿って分岐する 2次被覆 S′
Bo
をを構成し，Dの S′

Bへの引き戻しについて，組合わせ論

的な構造考察し，Bのトポロジーの研究に応用する」，

というアプローチは素朴ではあるが，これまで述べたように（筆者にとっては）予想した以上に

面白い例が構成でき，興味深いもののように見える．Theorem 2.2が，2次曲線と 4次曲線だけ

の特別な現象なのか，それとも，より一般に拡張されて 2次被覆の相互法則（?）のようなものが

あるのかは，これからの課題である．
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有限次元A∞代数の表現論

梶浦宏成 (千葉大学 ·大学院理学研究院)

概 要

A∞代数はもともとはホモトピー論におけるH空間の研究において導入された
[23, 24]（例えば [17]などを見よ）が，この拡張としてA∞圏が，シンプレクティッ
ク多様体M のラグランジュ部分多様体の成す深谷圏 Fuk(M)の定式化として導
入され（[4])，これがミラー対称性の圏論的定式化に応用されることとなった [16]．
複素（代数）多様体上の連接層の導来圏は三角圏であるので，A∞圏 Cから三角圏
Tr(C)を構成する方法が提案され，ミラー対称なシンプレクティック多様体M と
複素多様体 M̌ に対して三角圏同値 Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̌)) が成り立つとい
うのが圏論的（あるいはホモロジー的）ミラー対称性予想である．
現在（状況によっては定式化をほどよく改良しつつ），この予想が成り立つよ

うな例が多数議論されている．一方，A∞ 圏 C が幾何学由来のものであるかどう
かに関わらず，それから三角圏 Tr(C)を構成することを具体的に実行すれば新し
い三角圏の例が得られることが期待できる．（このような，A∞代数の表現論への
応用に関する解説として例えば [15]がある．）本稿では特に，ある程度よいクラス
の C に対して，Tr(C)を箙の表現論の次数付き，高次積付き拡張のようなものと
して構成できることについて，いくつかの具体例を使って紹介したい．

1 A∞代数　 (A∞-algebras)

定義 1 (A∞代数 (Stasheff [23, 24])) (A,m := {mk}k≥1)がA∞代数であるとは，A =

⊕r∈ZArは Z次数付きベクトル空間，m := {mk : A
⊗k → A}n≥1 が次数 |mk| = (2− k)

の線形写像であって，それらが n = 1, 2, ...について以下のA∞関係式を満たすものの
ことである．

0 =
∑

k+l=n+1

k−1∑
j=0

± mk(a1, · · · , aj,ml(aj+1, · · · , aj+l), aj+l+1, · · · , an) .

ここで，各 i = 1, ..., nについて，ai は次数 ai の斉次の元である（ai ∈ A|ai|）とし，
|mk| = (2− k)であるとは，

|mk(a1, ..., ak)| = (2− k) + |a1|+ · · ·+ |ak|

が成り立つことをいう．

A∞関係式を n = 1, 2, 3のときについてみてみると以下のようになる．m1 = d,　
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m2 = ·, x, y, z ∈ V と表すことにして

n = 1) d2 = 0 ,

n = 2) d(x · y) = d(x) · y + (−1)|x|x · d(y) ,
n = 3) (x · y) · z − x · (y · z) = d(m3)(x, y, z)

· · · · · · .

つまり，n = 1の条件より，(A, d)が鎖複体を成し，n = 2の条件より dは積 ·に関して
ライプニッツ則を満たし，n = 3の条件より積 ·がホモトピーm3を込めて結合的であ
る．1 この意味で，m4,m5, · · · はより高次のホモトピーを定めている．
m3 = 0のとき，積 ·は厳密に結合的となる．よってこのとき，(A, ·)は次数付き代
数，(A, d, ·)は次数付き微分代数（DG代数）を成す．つまり，A∞代数 (A,m)でm3 =

m4 = · · · = 0となるものはDG代数である．
一方，A∞代数 (A,m)でm1 = 0となるものを極小A∞代数という．

例 2 極小 A∞ 代数 (A,m)で高次の積を持つものの例として以下がある．Aは e0 =

id, e2, e5で生成させる次数付きベクトル空間とする．ただし erの次数は rとする．id
は積m2に関する恒等元とする．つまり

m2(id, e
∗) = m2(e

∗, id) = e∗.

さらに非自明なA∞積
m3(e

2, e2, e2) = e5

を入れる．これはA∞代数を成す．特にm1を入れてない（m1 = 0）ので極小である．
id(strictly unit)を成分に含むA∞関係式は常に自動的に満たされることとなる．この
例は，それ以外の非自明なA∞関係式がないような簡単な例となっている．

A∞代数において現れる符号を簡略化するためには，懸垂を考えるとよい．次数付き
ベクトル空間Aの懸垂

s : A→ s(A) = A[1]

とは，(A[1])r := Ar+1で定められる s(A), あるいは sのことである．
このとき，A∞代数 (A,m)からA[1]上に誘導されるA∞積

m
A[1]
k : (A[1])⊗k → A[1]

は kによらずすべて |mk| = 1となり，A∞関係式における符号もとても簡単になる．
特に，A∞代数をA∞写像で移すようなことを考える際には懸垂したところで行うのが
よい．以下m

A[1]
k のことも単にmkと書くことにする．

1d(m3) := d ◦m3 +m3(d⊗ id⊗ id+ id⊗ d⊗ id+ id⊗ id⊗ d) とする．
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定義 3 A∞代数 (A,m)，(A′,m′)が与えられているとき，A∞写像 f : (A,m)→ (A′,m′)

とは次数を保つ線形写像の集まり f := {fk : (A[1])⊗k → A′[1]}k≥1であって，n = 1, 2, . . .

について以下の関係式を満たすもののことである．∑
i≥1

∑
k1+···+kn=n

m′
i(fk1 ⊗ · · · ⊗ fki)(a1, ..., an)

=
∑

i+1+j=k
i+l+j=n

fk(1
⊗i ⊗ml ⊗ 1⊗j)(a1, ..., an).

この関係式の n = 1の場合から，m′
1f1 = f1m1，つまり f1 : (A,m1)→ (A′,m′

1)は鎖写
像を成す．

定義 4 A∞写像 f : (A,m)→ (A′,m′)で，f1 : (A,m1)→ (A′,m′
1)が擬同型写像（コホ

モロジーの間の同型を誘導する写像）であるものを，A∞擬同型写像という．特に，f1
自体が同型写像であるとき，fをA∞同型写像をいう．

A∞代数 (A,m)に対し，次数付き微分テンソル余代数 (T c(A[1]), d := [m, ],∆) を構成
することができる．これはバー構成と呼ばれている．このとき，A∞写像は次数付き微
分テンソル余代数の間の写像を定める．このことから，A∞写像の合成が再びA∞写像
になることがわかる．さらに，A∞擬同型写像の合成がA∞擬同型写像となることもわ
かる．
一方，A∞擬同型写像 f : (A,m)→ (A′,m′)が存在するとき，逆向きにA∞擬同型写
像 g : (A′,m′) → (A,m)が存在することも知られている．つまり，A∞代数 (A,m)と
(A′,m′)の同値性を，A∞擬同型写像 f : (A,m)→ (A′,m′)が存在するということによっ
て定めることができる．
A∞代数に関して，例えば以下の２つの重要な定理がある．

定理 5 (極小模型定理 (Kadeishvili [7])) A∞代数 (A,m)に対し，そのコホモロジー
H(A) := H(A; d)上のA∞代数 (H(A),m′)とA∞擬同型写像 (H(A),m′)→ (A,m)が存
在する．

このとき特にm′
1 = 0，つまり (H(A),m′)は極小A∞代数を成す．このような (H(A),m′)

を (A,m)の極小模型という. (A,m)の極小模型はH(A)上のA∞同型を除いて一意的
である．
m′

1 = 0なので，H(A,m) := (H(A),m′
2)は次数付き代数を成す．これを (A,m)のコ

ホモロジー代数という．

定理 6 (A∞米田の補題 (Fukaya [5])の系) 任意の恒等元を持つA∞代数 (A,m)はあ
る恒等元を持つDG代数とA∞擬同型となる．つまり，A∞擬同型写像

f : (A,m)→ある DG代数

が存在する．
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A∞代数をA∞擬同型で分類することを考えると，上の２つの定理より，恒等元を持つ
A∞代数 (A,m)は，極小A∞代数にとりかえることも，DG代数にとりかえることもで
きる．一方，DG代数の間の同値関係は通常DG代数の擬同型写像（＝ f1のみから成
るA∞写像）のジグザグの列によって定められる．

DG代数 → ← → · · · → ← DG代数 ’

そして実は，２つのDG代数がDG代数として同値であることは，それらがA∞代数
としてA∞擬同型であることが必要十分である．それならば，恒等元を持つA∞代数
は，それとA∞擬同型なDG代数にとりかえて議論すればよいということになる．そ
れはその通りであるのだが，それらをむしろA∞代数の枠組みで扱うことの利点は以
下の通りである．まず，DG代数の同値はジグザグを考えなければならないが，A∞擬
同型は逆が存在するという意味で扱いやすい．特に，A∞代数 (A,m)に対し，その極
小模型 (H(A),m′)を具体的に構成する方法が存在し，(A,m)とA∞擬同型なA∞代数
のうち (H(A),m′)はベクトル空間としては一番小さくなる．逆に (A,m)とA∞擬同型
なDG代数をとると一般にベクトル空間としては巨大になる．例えばコホモロジーは
有限次元であってもDG代数は無限次元になってしまったりするわけである．このよ
うな場合，DG代数をDG代数の枠組で具体的に分類等行うのは困難であるが，これら
をA∞代数の枠組で，極小A∞代数にして扱えば，有限次元ベクトル空間の線形代数
の話に落ちるわけである．
A∞代数のこのような有用性は有理ホモトピー論にも応用できる（[13]とその参考文
献）．以下，同様の観点からA∞圏について議論する．

2 A∞圏C (A∞-categories)

A∞代数の元を射に格上げしたものがA∞圏である．

定義 7 (Fukaya[4]) A∞圏 C とは，対象の集まり Ob(C) = {X1, X2, · · · }と，各対象
X, Y に対して Z次数付きベクトル空間

C(X, Y ) := ⊕r∈ZCr(X,Y )

と，さらに k = 1, 2, . . . に対して次数 2− kの線形写像

mk : C(X1, X2)⊗ · · · ⊗ C(Xk, Xk+1)→ C(X1, Xk+1)

が与えられいてそれらがA∞代数の関係式を満たすもののことである．
特にm3 = m4 = · · · = 0であるA∞圏 CをDG圏という．

例 8 ４つの対象X1, . . . , X4から成る以下の CはA∞圏となる．

C := X1
ρ12 //

ρ14

%%
X2

ρ23 // X3
ρ34 // X4 　
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ただし，ρijは，次数を

|ρ12| = |ρ23| = |ρ34| = 1, |ρ14| = 2

とする C(Xi, Xj)の基底とし，非自明なA∞積

m3(ρ12, ρ23, ρ34) = ρ14

入れる．（恒等射を入れても入れなくても CはA∞圏となる．つまり C(Xi, Xi) = 0又は
C(Xi, Xi) = K · idXi

）．

以下A∞圏というときには恒等射を持つもののことをいうことにする．
A∞代数のときと同様，A∞圏 CのコホモロジーH(C)が，射についてコホモロジー
をとってできる次数付き圏として定義される．特に，ゼロ次のコホモロジーのみを考
えると，Cが恒等射を持つA∞圏ならばH0(C)は普通の意味の圏となる．
２つのA∞圏の間のA∞関手が，A∞写像の拡張として定義される．A∞関手は，（そ
の f1の部分によって）A∞圏のコホモロジーの間の（次数を保つ）関手を定める．A∞

圏の間のA∞同値関手は，A∞関手であって，そのコホモロジーの次数付き圏としての
同値を与えるもののことをいう．（少し安直な定義に見えるが使ってみると妥当な定義
であることが分かってくる．）

3 三角圏Tr (C)の構成法
ホモロジー的ミラー対称性の定式化の際にA∞圏 Cから三角圏 Tr(C)を構成する方
法が Kontsevich [16]によって提案された．シンプレクティック多様体M 上の深谷圏
Fuk(M)はA∞圏として定式化され，それとミラー双対な複素多様体 M̌ 上の連接層の
導来圏は三角圏であるが，この構成によって２つの圏を三角圏として比べることを可
能にする．実際，三角圏同値

Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̌))

が存在するであろうというのがホモロジー的ミラー対称性予想である．
この Tr(C)の構成法は， Bondal-Kapranov [3] によるDG圏から三角圏を構成する
方法の自然な拡張であり，Fukaya [5]においてより明示的に定式化されているが，以下
の３ステップから成る．（解説が [22, 9]などにある．）

Step 1. A∞圏 Cから次数シフトで閉じる加法的A∞圏 C̃を構成する．

Step 2. C̃における片側捻り複体の成すA∞圏Tw(C)を構成する．

Step 3. Tr(C) := H0(Tw(C)) と定める．
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以下これらについて簡単に説明する．
Step　 1．　 C̃は Cの形式的次数シフトの有限直和

X := X1[r1]⊕ · · · ⊕Xl[rl], X∗ ∈ C.

達を対象とする加法A∞圏（つまり対象の直和が存在し，射の空間が直和と両立して
いるA∞圏）とする．ここで，射の空間は，

C̃r(Xi[ri], Xj[rj]) := Cr+rj−ri(Xi, Xj)

によって（加法的に拡張することにより）定める．C̃のA∞構造 m̃∗ としてはm∗から
自然に誘導されるものを考えたい．ただ，この m̃∗の決め方は（符号を除けばm∗その
ものを加法的に拡張したものを考えるのであるが）自然な符号の決め方はいくらかあ
る．[12] をみよ．
Step 2. さて加法的A∞圏 Cが定まったとき，C̃における捻り複体 (X ,Φ)とは組

X ∈ C̃, Φ ∈ (sC̃)0(X ,X )

であって以下A∞モーラー・カルタン方程式

m̃1(Φ) + m̃2(Φ,Φ) + m̃3(Φ,Φ,Φ) + · · · = 0.

を満たすもののことである．X := X1[n1]⊕ · · · ⊕Xl[nl]に対し，Φを

Φ := {ϕij ∈ sC̃0(Xi[ni], Xj[nj])}i,j=1,...,l

と行列表示しよう．捻り複体 (X ,Φ)が片側捻り複体であるとは，i ≥ jのとき ϕij = 0

であるときをいう．つまり 
0 ϕ12 ϕ13 · · · ϕ1l

0 0 ϕ23 · · · ϕ2l

...
...

. . . . . .
...

0 0 0 · · · ϕ(l−1)l

0 0 0 · · · 0


となっている．
さて，A∞圏 : Tw(C) を以下で定める．

• 対象は片側捻り複体 (X ,Φ)とする．

• 片側捻り複体 (X ,Φ), (Y ,Ψ)に対し，射の空間は単に

Tw(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ)) := C̃(X ,Y)

とする．
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• A∞構造mTw
n は，各射 φi(i+1) ∈ sTw(C)((Xi,Φi), (Xi+1,Φi+1))に対し

mTw
n (φ12, . . . , φn(n+1))

:=
∑

k1,...,kn+1∈Z≥0

m̃∗((Φ1)
k1 , φ12, (Φ2)

k2 , . . . , φn(n+1), (Φn+1)
kn+1)

と定める．ただし ∗ = n+ k1 + · · ·+ kn+1である．

このmTw
n が実際にA∞関係式を満たすことを示すのは比較的簡単である [5]．

Step 3. さて，Tw(C)のゼロ次のコホモロジー Tr(C) = H0(Tw(C)) をとると通常
の意味の圏になることは明らかである．つまり，Ob(Tw(C)) = Tr(C)であり，射の空
間Tr(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ))は (Tw(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ)),mTw

1 )のゼロ次のコホモロジーであ
り，圏Tr(C)の合成はmTw

2 から誘導される．（mTw
3 ,mTw

4 , ...は捨てられる．）
三角構造は以下のように入っている．まずシフト関手 T : Tr(C)→ Tr(C)は，

T (X) = X[1], X ∈ C ⊂ Tr(C)

を満たす加法的自己同型関手として自然に定められる（符号の問題について [12]をみよ）．
そして，mTw

1 -closedな射Ψ ∈ Tw(C)0((X ,ΦX ), (Y ,ΦY))の写像錘 C(Ψ) ∈ Tw(C)が，

C(Ψ) := (X [1]⊕ Y ,Φ),

Φ =

(
ΦX [1] Ψ

0 ΦY

)
.

として定義される．ただし T (X ,ΦX ) =: (X [1],ΦX [1])とした．これより，Tr(C)におけ
る完全三角系列が，写像錘から定まる三角系列と同型なものとして定義される．

4 順序付きA∞圏と例外的生成系
あとでいくらか説明するが，順序付きA∞圏から得られる三角圏 Tr(C)はかなり性
質がよい．

定義 9 A∞圏 Cが順序付きA∞圏 (directed A∞-category) であるとは，Cが有限個
の対象X1, . . . , Xnから成り，各H(C(Xi, Xj),m1) =: H(C(Xi, Xj))が有限次元であり，
特に

H(C(Xi, Xi)) = K · idXi
,

H(C(Xi, Xj)) = 0, if i > j

であるときをいう．

このとき，(X1, . . . , Xn)は（それらを Tr(C)の対象とみなして）三角圏 Tr(C) の例外
的生成系を成す．
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定義 10 三角圏 T の対象の列
E = (E1, . . . , En)

が三角圏 T の例外的生成系 (full exceptional collection) であるとは，E が三角圏
T を生成し，かつ

T (Ei, Ei[r]) ≃ δr0 ·K,
T (Ei, Ej[r]) = 0 (i > j, any r).

を満たすときをいう．例外的生成系 Eがさらに r ̸= 0について T (Ei, Ej[r]) = 0 を満た
すとき，E を強例外的生成系 (full strongly exceptional collection)という．

5 Tr (C)の性質について
A∞圏から得られる三角圏Tr(C)について分かっていることをいくつか紹介しておく．

1. C ≃ C ′（A∞圏同値）ならば Tr(C) ≃ Tr(C ′)（三角圏同値）が成り立つ．（例えば
[22]．）
これより，三角圏Tr(C)は極小A∞圏 Cについて考えれば十分であることが分かる．

2. Cは対象X1, . . . , Xnからなる順序付き極小A∞圏とする．（極小なのでH(C(Xi, Xj)) =

C(Xi, Xj)であることに注意する．）さらに r ̸= 0について

Cr(Xi, Xj)) = 0

であるとする．（このとき (X1, . . . , Xn)は Tr(C)の強例外的生成系を成す．）この射代
数を

A := C̃0(X ,X ), X = X1 ⊕ · · · ⊕Xn

とおく．このとき
Tr(C) ≃ Db(mod−A)

が成り立つ．（Db(mod−A)は有限生成右A加群の有界導来圏のことである．）実際，こ
の対応は関手 C̃0( ,X ) : Tr(C) → Db(mod−A) によって与えられる．特にこれによっ
て各Xiは直既約射影A加群 Piに移される．

C ∋ Xi 7→ Pi = C̃0(Xi,X ) ∈ mod−A

(Bondal [2]).

3. 上の 2. のA∞圏 Cについて，三角圏Tr(C)のA∞増強は一意的である [10]．ただ
し，三角圏 T のA∞増強とは，T ≃ Tr(C ′) = H0(Tw(C ′))となるようなあるA∞圏 C ′

が存在するときのTw(C ′)のことである．A∞増強の同値性についても [10]で適切に定
義されている．
この証明において本質的なことは，H(C)のA∞拡張 [11] (A∞-decoration [13])が自
明であるということだけである．つまり，C が，H(C)の A∞ 拡張が自明な A∞ 圏で
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あるとき，三角圏Tr(C)のA∞増強は一意的（Tw(C)と同値なものしかない）である
ことがいえる [11]．このような C の例として，2. の例から「順序付き」という条件
をはずしたもの，つまり有限個の対象と，次数ゼロの射のみからなる極小A∞圏があ
る．射が次数ゼロのもののみであるとき，次数勘定から高次A∞積は自明になるしか
ないからである．ただし「順序付き」という条件をはずしているのでこの場合一般に
は Tr(C) ≃ Db(mod−A)は成り立たない．一般には Tr(C)から，その対象の直和成分
をすべて付け加えてできる三角圏Trπ(C)のほうがよい概念であることがある．
4. A∞増強の非一意性について：
三角圏T で，そのA∞増強が一意的でないようなものの例がRizzardo-Van Den Bergh

[20]において構成されている．[10]では例外的生成系を持つ三角圏でそのような例を構
成したつもりであったが，証明にギャップがあることが Van Den Bergh によって指摘
され（[20]），いまだ修正されていない．
5. A∞増強を持たない三角圏の例：
もともと Muro-Schwede-Strickland[18]において，A∞増強を持たない（Z/4Z上の）
三角圏の例が構成されていたが，Rizzardo-Van Den Bergh [21]では，体K上の三角圏
でA∞増強を持たないものの例が構成されている．
以上のことに加えて，順序付きA∞圏 Cから得られる三角圏Tr(C))の持つよい性質
のひとつとして以下がある．

定理 11 Cを順序付きA∞圏とする．このとき，C̃の片側捻り複体 (X ,Φ)に対し，必
ずある C̃の片側捻り複体 (X ′,Φ′) で，Tr(C)において (X ,Φ)と同型で，かつ恒等射を
Φ′の成分に持たないものが存在する．

この事実は [10]でも触れられてはいるが，証明は例えば [26]にある．

6 Tr (C)の構成の具体例
定理 11より，順序付き A∞ 圏 C から得られる三角圏 Tr(C) の対象の分類問題は，

Gabriel-Roiter [6]などで解説されている箙の表現の分類の次数付き拡張のような線形
代数的手法によって具体的に実行できる．（ただし，箙の表現における「関係式」から
来る制約条件は今の場合モーラー・カルタン方程式にとってかわられる．）これについ
てはある程度 [10]において説明されている．ここではいくつかの簡単な例における具
体的な実行例を紹介する．

例 12 Cを例 8で扱った順序付き極小A∞圏 Cとする．

C := X1
ρ12 //

ρ14

%%
X2

ρ23 // X3
ρ34 // X4
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つまり CはX1からX4の４つの対象からなり，射の空間 C(Xi, Xj)は j = i, j = i+ 1,

(i, j) = (1, 4) のときのみ非自明であり，それらの次元１であり，C(Xi, Xi)の基底は恒
等射 idXi

, その他の場合の C(Xi, Xj)の基底を ρijと表す．特に ρijの次数を

|ρ12| = |ρ23| = |ρ34| = 1, |ρ14| = 2

と定め，A∞積構造は恒等射を含むm2以外の非自明なものとして

m3(ρ12, ρ23, ρ34) = ρ14

のみを入れる．
この Cに対し，三角圏Tr(C)の対象として例えば以下のようなものがある．

(X1, 0) (X2, 0) (X3, 0) (X4, 0)

(X1 ⊕X2,
(
0 ρ12
0 0

)
) (X2 ⊕X3,

(
0 ρ23
0 0

)
) (X3 ⊕X4,

(
0 ρ34
0 0

)
)

(X1 ⊕X4[1],
(
0 ρ14
0 0

)
)

(X1 ⊕X2 ⊕X3,
(

0 ρ12 0
0 0 ρ23
0 0 0

)
) (X2 ⊕X3 ⊕X4,

(
0 ρ23 0
0 0 ρ34
0 0 0

)
)

(X1 ⊕X2 ⊕X4[1],
(

0 ρ12 ρ14
0 0 0
0 0 0

)
) (X1[−1]⊕X3 ⊕X4,

(
0 0 ρ14
0 0 ρ34
0 0 0

)
)

実はTr(C)の直既約対象の同型類はこれら 12個の対象とその次数シフトでつきる [19]．
まず，例えば (X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4,Φ)，

Φ =


0 ρ12 0 0

0 0 ρ23 0

0 0 0 ρ34
0 0 0 0


という対象は存在しない．なぜならば，これは以下のようにA∞モーラー・カルタン
方程式を満たさない．

m̃1(Φ) + m̃2(Φ,Φ) + m̃3(Φ,Φ,Φ) = m̃3(Φ,Φ,Φ) =


0 0 0 ρ14
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ̸= 0 .

上の 12個の対象の他に，例えば

(X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4[1],

(
0 ρ12 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
) (X1[−1]⊕X2 ⊕X3 ⊕X4,

( 0 0 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 ρ34
0 0 0 0

)
)

という対象があるが，実はこれらは直既約でない．うまく同型で移すと

(X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4[1],

(
0 ρ12 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
) ≃ (X1 ⊕X2 ⊕X3,

(
0 ρ12 0
0 0 ρ23
0 0 0

)
)⊕ (X4[1], 0)

などとなっていることが分かる．
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例 13 実は上の例においてTr(C)はD4型箙の道代数A4上の有限生成右加群の導来圏
Db(mod−A4)と三角圏同値である．より一般に，以下の順序付き極小A∞圏

Cn := X1
ρ12 //

ρ1n

&&
X2

ρ23 // X3
// · · · Xn−1

ρ(n−1)n // Xn

|ρi(i+1)| = 1, |ρ1n| = 2

mn−1(ρ12, · · · , ρ(n−1)n) = ρ1n.

を考えると，三角圏同値
Tr(Cn) ≃ Db(mod−An)

が存在する．ただしAnはDn型箙の道代数である．[19]では，この事実を Cnの成す例
外的生成系をDb(mod−An)の強例外的生成系に変異で具体的に移すことによって示し
ている．

例 14 以下のような次数付き圏を極小A∞圏（あるいは微分の自明なDG圏）とみなす．

C := X
α //

β
// Y

ここで，射の基底の次数は
|α| = 0, |β| = n ̸= 0

とする．このとき，すべての直既約対象と既約射が具体的に [25]で分類されている．直
既約対象は図示すると

· · ·
β

%%KK
KKK

KKK
KK

· · ·

X[−n]
β

%%KK
KK

KK
KK

KK
α // Y [−n]

X
β

%%KK
KKK

KKK
KK

α // Y

X[n]
β

%%KK
KKK

KKK
KK
α // Y [n]

· · · · · ·
というような形になる．長さは有限であり，始まりと終わりの頂点がX[∗]になってい
るか Y [∗]になっているかで種類が分かれる．

注意 15 この Cはクロネッカー箙の次数付き拡張である．つまり，n = 0のときの Cは
クロネッカー箙と呼ばれているものである．このとき Tr(C) ≃ Db(coh(CP1))であり，
Tr(C)の構造についてはよく研究されている [1, 6]．
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「新しい三角圏を具体的に構成したい」という目的からすれば，これらの例はまだ不十
分である．実際，例 12, 13は結果的には有限次元代数の有限生成加群の導来圏になっ
ているし，例 14の場合 Cはただの代数ではなく次数付き代数ではあるが，高次のA∞

積は存在しない．実はこの次数付き代数は，次数付き gentle 代数と呼ばれるもののう
ちの性質のよいものになっている．そのようなよいクラスの次数付き代数に付随する
三角圏の構造が [14]で決定されていて，[25]の結果は [14]における結果の特別な場合
とみることもできるだろう．一方，三角圏 Tr(C)を具体的に構成可能（例えば直既約
対象が加算個となるなど）なようなA∞圏 Cの例は，Cが高次のA∞積を持っていても
まだいくらでもある．特にそのような極小順序付きA∞圏 Cの中で，変異を行っても
高次のA∞積が消えないようなクラスのものがどのくらいあるのか，そのようなもの
を今後探していきたいと思っている．
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ON THE NOETHERIAN PROPERTY OF
SYMBOLIC REES RINGS

Koji Nishida

1. Definitions of symbolic powers and symbolic Rees rings

Throughout this section, we assume that R is a Noetherian ring and I is a proper ideal
of R. Moreover, Min I denotes the set of minimal prime ideals containing I. We put
N = {1, 2, 3, · · · } and N0 = {0, 1, 2, 3, · · · }. For any r ∈ Z, we set

I(r) =
∩

P∈Min I

(IrRP ∩R)

= { a ∈ R | There exists s ∈ R \
∪
P∈Min I P such that sa ∈ Ir}

and call it the r-th symbolic power of I . Then we obviously have I(r) ⊇ Ir and I(r) ⊇ I(r+1)

for any r ∈ Z.

Proposition 1.1. The following assertions hold.

(1) If R is Cohen-Macaulay and I is generated by a regular sequence, we have I(r) = Ir

for any r ∈ Z .
(2) If

√
I = I , we have I(r) =

∩
P∈Min I P

(r) for any r ∈ Z .

Let t be an indeterminate. We put

Rs(I ) =
∑
r∈N0

I(r)tr ⊂ R[t]

and call it the symbolic Rees ring of I. Since I(r)I(s) ⊆ I(r+s) for any r, s ∈ Z, Rs(I ) is a
graded subring of R[t]. Moreover, we set

R ′
s(I) =

∑
r∈Z

I(r)tr ⊂ R[t, t−1].

Theorem 1.2. The following conditions are equivalent.

(1) Rs(I ) is finitely generated.
(2) R ′

s(I) is finitely generated.
(3) There exists k ∈ N such that I(kr) = (I(k))r for any r ∈ Z.

2. Historical background

First, let us recall Nagata’s counterexample to Hilbert’s 14th problem. Let R =
K[x, y, z] be a polynomial ring over a field K. Let { (αi : βi : γi) }i=1,··· ,m be a set of
points in P 2

K . We set

Pi = I2

(
x y z
αi βi γi

)
∈ SpecR

1
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and IH =
∩m
i=1 Pi. Then we have I

(r)
H =

∩m
i=1 P

r
i for all r ∈ Z. Now, let K = C,

and assume that H is consisting of independent generic points, i.e., {αi, βi, γi }i=1,··· ,m is
algebraically independent over Q.

Theorem 2.1. (Nagata [13], 1954) The following assertions hold.

(1) There exists a polynomial ring S and a group G acting on S such that

SG ∼= R ′
s(IH).

(2) R ′
s(IH) is not finitely generated if m = 42, 52, 62, . . . .

Next, let us recall Cowsik’s question. Let (R,m) be a local ring such that R/m is
infinite and dimR = d > 0. Let P be a prime ideal of R such that dimR/P = 1.

Theorem 2.2. (Cowsik [2], 1984) If Rs(P ) is Noetherian, then P is a set theoretic
complete intersection.

Proof. As Rs(P ) is Noetherian, there exists k ∈ N such that P (kr) = (P (k))r for any
r ∈ Z. Let I = P (k). Then we have depthR/Ir > 0 for any r ∈ N. Let

F = ⊕r∈N0 I
r/mIr

be the fiber cone of I. Then by Burch’s inequality (cf. [1]),

dimF ≤ dimR− inf{ depthR/Ir}r=1,2,... ≤ d− 1.

Hence there exist a1, · · · , ad−1 ∈ I such that Ir+1 = (a1, · · · , ad−1)I
r for r ≫ 0. Thus we

see P =
√
I =

√
(a1, · · · , ad−1)R. □

Question 2.3. (Cowsik [2], 1984) Is Rs(P ) Noetherian if R is a regular local ring and
P ∈ SpecR ?

Example 2.4. The following is a list of negative answers to Cowsik’s question.

(1) (cf. [15], 1985)) Roberts gave the first counterexample in the case where dimR = 3
using Nagata’s counterexample to Hilbert’s 14th problem. Unfortunately, in this
example, P̂ is not a prime ideal in R̂.

(2) (cf. [16], 1990) Roberts gave another counterexample. In this example, R is com-
plete, dimR = 7 and dimR/P = 4 .

(3) (cf. [7], 1994) Goto, Nishida and Watanage found counterexamples among the
ideals defining space monomial curves in the case where the base field has charac-
teristic zero. In their examples, the minimum value of e(R/P ) is 25.

(4) (cf. [4], 2016) González and Karu extended the class of ideals described in (3). In
their examples, the minimum value of e(R/P ) is 7.

(5) (cf. [17], 2017) Sannai and Tanaka constructed a counterexample in the polynomial
ring with 12 variables over any field.
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3. Remarks on a system of parameters for a two dimensional regular
local ring

In this section, we assume that (R,m) is a 2-dimensional regular local ring and a1, a2
is an sop for R such that ai ∈ mri for i = 1, 2 , where ri ∈ N . We set

R(R) =
∞∑
r=0

mrtr,

which is a graded subring of R[t]. Let R(R)+ be the ideal generated by {mrtr}r=1,2,....

Lemma 3.1. The following conditions are equivalent.

(1) R(R)+ =
√

(a1tr1 , a2tr2)R(R).
(2) mr = a1m

r−r1 + a2m
r−r2 for r ≫ 0.

(3) m2r1r2 = Qmr1r2, where Q = (ar21 , a
r1
2 )R ⊂ mr1r2.

Proof. All implications (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1) can be verified directly. □

The following fact plays a key role in this report.

Lemma 3.2. We have ℓR(R/(a1, a2)R) ) ≥ r1r2, where the equality holds if and only if

R(R)+ =
√
(a1tr1 , a2tr2)R(R) .

Proof. We put Q = (ar21 , a
r1
2 )R ⊂ mr1r2 . Then

r1r2 · ℓR(R/(a1, a2)R ) = ℓR(R/Q ) = e(Q) ≥ e(mr1r2) = (r1r2)
2 · e(m) = r21r

2
2.

Therefore the required inequality follows. Moreover,

ℓR(R/(a1, a2)R ) = r1r2 ⇔ e(Q) = e(mr1r2)

⇔ Q is a reduction of mr1r2 .

Consequently, we get the last assertion by 3.1. □

4. Radical ideals of regular local rings of dimension three

Throughout this section, we assume that (R,m) is a 3-dimensional regular local ring.

Moreover, I is an ideal of R such that
√
I = I and dimR/I = 1. Then I =

∩
P∈Min I P and

R/I is a CM ring. Furthermore, we have ht P = 2 and IRP = PRP for any P ∈ Min I.
Hence, for f ∈ R and r ∈ Z, we see that f ∈ I(r) if and only if f ∈ P rRP for any
P ∈ Min I.

Theorem 4.1. Let ξi ∈ I(ri) for i = 1, 2, where ri ∈ N. Let u ∈ m be an sop for R/I

such that
√

(x, ξ1, ξ2)R = m. Then

euR(R/(ξ1, ξ2)R) ≥ r1r2 · euR(R/I).
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Proof. If P ∈ Min I, we have ξi ∈ P riRP for i = 1, 2. We put P = Min (ξ1, ξ2)R ⊇ Min I.
Then, applying the additive formula of multiplicity and Lemma 3.2, we get

euR(R/(ξ1, ξ2)R) =
∑
P∈P

ℓ(RP/(ξ1, ξ2)RP ) · euR(R/P )

≥
∑

P∈Min I

ℓ(RP/(ξ1, ξ2)RP ) · euR(R/P )

≥
∑

P∈Min I

r1r2 · euR(R/P )

= r1r2 ·
∑

P∈Min I

ℓ(RP/IRP ) · euR(R/P )

= r1r2 · euR(R/I).

□
Now we introduce Huneke’s Condition. Let ξi ∈ I(ri) for i = 1, 2 , where ri ∈ N.

Definition 4.2. If there exists an sop u ∈ m for R/I such that
√

(u, ξ1, ξ2)R = m and

(∗) euR(R/(ξ1, ξ2)R) = r1r2 · euR(R/I),

we say that ξ1 and ξ2 satisfy HC on I.

Lemma 4.3. The following conditions are equivalent.

(1) ξ1 and ξ2 satisfy HC on I.

(2) m =
√
(u, ξ1, ξ2)R for any sop u ∈ m for R/I and (∗) holds.

(3) I =
√
(ξ1, ξ2)R and R(RP )+ =

√
(ξ1tr1 , ξ2tr2)R(RP ) for any P ∈ Min I.

Proof. Let u ∈ m be an sop for R/I such that
√

(u, ξ1, ξ2)R = m. From the proof of
Theorem 4.1, we see that

euR(R/(ξ1, ξ2)R) = r1r2 · euR(R/I)

holds if and only if

Min (ξ1, ξ2)R = Min I and ℓ(RP/(ξ1, ξ2)RP ) = r1r2 for any P ∈ Min I.

Of course, Min (ξ1, ξ2)R = Min I holds if and only if
√

(ξ1, ξ2)R = I. Moreover, Lemma
3.2 implies that, for any P ∈ Min I, ℓ(RP/(ξ1, ξ2)RP ) = r1r2 holds if and only if

R(RP )+ =
√

(ξ1tr1 , ξ2tr2)R(RP ). Therefore we get (1) ⇒ (3) and (3) ⇒ (2) of Lemma
4.3. The implication (2) ⇒ (1) holds obviously. □

The next result is called the Huneke’s criterion.

Theorem 4.4. (cf. [11, 12]) The following conditions are equivalent.

(1) Rs(I ) is finitely generated.
(2) There exist r1 , r2 ∈ N for which we can choose elements ξ1 ∈ I(r1) and ξ2 ∈ I(r2)

satisfying HC on I.
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Huneke’s criterion was first found by Huneke (cf. [11]) in the case where I is a prime ideal
and R/m is infinite. Kurano and Nishida (cf. [12]) gave the generalized version together
with a totally different proof for (2) ⇒ (1). The assumption that R is local is essential
for (1) ⇒ (2). There exists a graded version for (2) ⇒ (1), which will be explained in
the following. For that purpose, let us recall some basic facts on the localization by the
irrelevant maximal ideal.

Let S = K[x, y, z] be the polynomial ring over a field K. We regard S as an N0-graded
ring putting suitable weight on each variable, and set n = (x, y, z)S. Suppose that a is a
homogeneous ideal of S such that

√
a = a and dimS/a = 1. We put R = Sn and I = aR.

Then, the basic assumptions on R and I of this section are satisfied. It is easy to see that,
for any homogeneous ideal b of S, we have ℓ(S/b ) = ℓ(R/bR ). Moreover, the following
assertions hold.

Proposition 4.5. For any r ∈ Z , a(r) is homogeneous and a(r)R = I(r). Moreover, Rs(a )
is finitely generated if and only if so is Rs(I )

Let ξi ∈ a(ri) for i = 1, 2, where ri ∈ N. Then the image of ξi in R is in I(ri).

Definition 4.6. We say that ξ1 and ξ2 satisfy HC on a, if the images of those elements
in R satisfy HC on I.

Proposition 4.7. Rs(a ) is finitely generated if and only if there exist r1, r2 ∈ N for which
we can choose elements ξ1 ∈ a(r1) and ξ2 ∈ a(r2) satisfying HC on a.

Let us notice that the elements ξ1 and ξ2 satisfying HC on a are not necessarily homoge-
neous.

5. Radical ideals of K[x, y, z] generated by homogeneous polynomials

Throughout this section, we assume that R = K[x, y, z] is a polynomial ring over a field
K. We put m = (x, y, z)R and regard R as an N0-graded ring setting deg x = deg y =

deg z = 1. Let I be a homogeneous ideal of R such that
√
I = I and dimR/I = 1. We

put e = e(R/I) . Then I =
∩
P∈Min I P and R/I is a homogeneous Cohen-Macaulay ring.

Let us regard Rs(I ) as an N2-graded ring. If f ∈ [I(r)]d, then the degree of ftr ∈ Rs(I )
is (r, d).

It is obvious that any P ∈ Min I is homogeneous and ht P = 2. Hence, for any
P ∈ Min I, we have IRP = PRP , so

ℓRP
(RP/I

(r)RP ) = ℓRP
(RP/P

rRP ) = 1 + 2 + · · ·+ r =
r(r + 1)

2
.

Then, by additive formula of multiplicity, we see

e(R/I(r)) =
∑

P∈Min I

ℓ(RP/I
(r)RP ) e(R/P ) =

r(r + 1)

2

∑
P∈Min I

e(R/P ) .

Thus we get the following result.
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Proposition 5.1. e(R/I(r)) =
r(r + 1)

2
· e for any r ∈ N .

Let us notice that R/I(r) is a 1-dimensional graded Cohen-Macaulay ring. Hence R/I(r)

has a homogeneous non-zero-divisor of degree one. Therefore

[R/I(r)]d ↪→ [R/I(r)]d+1

for any d ∈ N. By Propsosition 5.1, we see

dimK [R/I
(r)]d =

r(r + 1)

2
· e

for d≫ 0, and so

dimK [I
(r)]d = dimK Rd − dimK [R/I

(r)]d

≥
(
d+ 2

2

)
− e · r(r + 1)

2

=
1

2
{(d+ 2)(d+ 1)− er(r + 1)}

=
1

2
{d2 + 3d+ 2− er(r + 1)} .

If d ≥
√
e(r + 1), then d2 ≥ e(r + 1)2 > er(r + 1), so dimK [I

(r)]d > 0. Consequently, we
get the following result.

Proposition 5.2. [I(r)]d ̸= 0 for any (r, d) ∈ N2 satisfying d ≥
√
e · r +

√
e.

Here, let us introduce the condition NC as follows.

Definition 5.3. We say that I satisfies NC if [I(r)]d = 0 for any (r, d) ∈ N2 satisfying
d/r ≤

√
e.

As is well known, if e is not a square number, then
√
e ̸∈ Q, and so we may replace the

inequality d/r ≤
√
e in Definition 5.3 with d/r <

√
e.

Conjecture 5.4. (Nagata’s conjecture) Let K = C and let H be a set of independent
generic m points in P2

C. If m ≥ 10, then IH satisfies NC.

Nagata himself proved that his conjecture is true if m = 42, 52, 62, . . . (cf. [13]).

Theorem 5.5. If I satisfies NC, then Rs(I ) is not finitely generated.

Proof. Suppose that I satisfies NC. Let us take finitely many non zero homogeneous
elements f1 ∈ [I(r1)]d1 , f2 ∈ [I(r2)]d2 , . . . , fn ∈ [I(rn)]dn arbitrarily, where ri, di ∈ N for
i = 1, . . . , n. Setting T = R[ f1t

r1 , f2t
r2 , . . . , fnt

rn ], We aim to show T ⊊ Rs(I ).
Let a = min{ d1/r1, d2/r2, . . . , dn/rn }. Since I satisfies NC, we have a >

√
e. On

the other hand, if T(r,d) ̸= 0, it follows that d/r ≥ a. Let us notice that there exists
(r′, d′) ∈ N2 such that a > d′/r′ >

√
e and d′ ≥

√
e · r′ +

√
e. Then we have T(r′,d′) = 0

and [I(r
′)]d′ ̸= 0 by Proposition 5.2. Therefore we see T ⊊ Rs(I ) □

The next result is the homogeneous version of Theorem 4.1.
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Theorem 5.6. Suppose ξi ∈ [I(ri)]di for i = 1, 2, where ri, di ∈ N. Assume that ξ1, ξ2 is
an R-regular sequence. Then we have

d1
r1
· d2
r2
≥ e

Proof. We may assume that K is infinite. Let us choose sufficiently general element
u ∈ R1. Since ξi ∈ (IRm)

(ri) for i = 1, 2 and u is an sop for Rm/(ξ1, ξ2)Rm, by Theorem
4.1 we get

euRm(Rm/(ξ1, ξ2)Rm) ≥ r1r2 · euRm(Rm/IRm).

The left hand side coincides with e(R/(ξ1, ξ2)R) = d1d2. Moreover, we have

euRm(Rm/IRm) = e(R/I) = e .

Hence we get the required inequality. □

Here, let us review the condition HC.

Lemma 5.7. Let ξi ∈ [I(ri)]di for i = 1, 2, where ri, di ∈ N. We assume that ξ1, ξ2 is an
R-regular sequence. Then ξ1 and ξ2 satisfy HC on I if and only if

(∗) d1
r1
· d2
r2

= e .

.
Therefore, by Huneke’s criterion we get the next result.

Theorem 5.8. Rs(I ) is finitely generated if there exist r1, d1, r2, d2 ∈ N satisfying the
following conditions ;

(1) the equality (∗) holds, and
(2) there exist ξi ∈ [I(ri)]di for i = 1, 2 such that ξ1, ξ2 is an R-regular sequence.

Remark 5.9. Let ξi ∈ [I(ri)]di for i = 1, 2, where ri, di ∈ N. We assume that ξ1 and ξ2
satisfy HC on I, i.e.,

d1
r1
· d2
r2

= e .

Then the following two cases can not happen ;

(i)
di
ri
>
√
e for i = 1, 2 ; (ii)

di
ri
<
√
e for i = 1, 2.

Hence, replacing the subscripts 1 and 2 with each other if necessary, we have

d1
r1
≤
√
e and

d2
r2
≥
√
e.
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6. Fermat Ideals

Throughout this section, we assume that R = K[x, y, z] is a polynomial ring over a
field K. We set m = (x, y, z)R and regard R as an N0-graded ring setting deg x = deg y =
deg z = 1. Let 3 ≤ n ∈ N. We assume that chK ∤ n if chK > 0 and there exists a
primitive n-th root of unity θ in K.

Let H be the set of the following n2 + 3 points in P2
K ;

{ (1 : 0 : 0) , (0 : 1 : 0) , (0 : 0 : 1) } ∪ { (1 : θ i : θ j) | i, j = 1, 2, . . . , n }.
Then we have

IH = (y, z) ∩ (z, x) ∩ (x, y) ∩
n∩

i, j=1

Pij ,

where Pij = (y − θ ix, z − θ jx). Here we set f = yn − zn, g = zn − xn and h = xn − yn.
Since f + g + h = 0, we have (f, g) = (g, h) = (h, f). Moreover, we can prove

IH = (xf, yg, zh) and (f, g) =
n∩

i, j=1

Pi,j.

Therefore, the following assertion holds.

Lemma 6.1. I
(r)
H = (y, z)r ∩ (z, x)r ∩ (x, y)r ∩ (f, g)r for any r ∈ Z.

Harbourne and Seceleanu proved that Rs(IH ) is finitely generated if n = 3 (cf. [9]).
Moreover, Nagel and Seceleanu proved that Rs(IH ) is still finitely generated even if n ≥ 4
(cf. [14]). Here, we would like to give another proof using Huneke’s criterion.

First, let us consider the case where n = 3. We set

ξ1 = fgh ∈ [I
(3)
H ]9 and ξ2 = xf · yg + yg · zh+ zh · xf ∈ [I 2

H ]8 .

Since (9/3) ·(8/2) = 12 = e(R/IH), it follows that ξ1 and ξ2 satisfies HC on IH by Lemma
5.7. Next, we consider the case where n ≥ 4. Choosing α ∈ K \ {0, 1}, we set

ξ1 = (fgh)(αf + g)n−3 and ξ2 = (xf)2(yg)n−2 + (yg)2(zh)n−2 + (zh)2(xf)n−2 + fn−2gh.

Then ξ1 ∈ I (n)
H and ξ2 ∈ I n

H . Although ξ2 is not homogeneous, we can prove that ξ1 and
ξ2 satisfy HC on IH using Lemma 4.3.

7. Ideals of Z[x, y, z] generated by quasihomogeneous polynomials
of type (a, b, c)

Throughout this section, we assume that S = Z[x, y, z] is a polynomial ring over Z.
We put n = (x, y, z)S. Let K be a field. We set SK = K ⊗Z S = K[x, y, z], and for an
ideal J of S, we denote JSK by JK . Moreover, for an element ξ ∈ S, we denote its image
in SK by ξK . Let us regard S and SK as N0-graded rings setting deg x = a , deg y = b ,
deg z = c, where a, b, c ∈ N. We assume that I is a homogeneous ideal of S such that√
xS + I = n,

√
IK = IK and dimSK/IK = 1 for any field K. Finally, throughout this

section p denotes a prime number.

Definition 7.1. Let K be a field, k ∈ N and f ∈ I (k)
K . We define

HC(IK ; k, f) := { ℓ ∈ N | There exists g ∈ I (ℓ)
K such that f and g satisfy HC on IK } .
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Proposition 7.2. Let k = 1 or 2, and let f ∈ I (k)
K . We assume that there exists i ∈ N

such that f ≡ yi mod xSK and HC(IK ; k, f) ̸= ϕ. We set m = min HC(IK ; k, f). Then
the following assertions hold.

(1) HC(IK ; k, f) = {m, 2m, 3m, . . . }.
(2) SK [ IKt, I

(2)
K t2, . . . , I

(m−1)
K tm−1 ] ⊊ Rs(IK ).

Definition 7.3. For any r ∈ Z, we set I(r, x) =
∞∪
i=1

(Ir :R x
i).

If ξ ∈ I(r, x), it is easy to see ξK ∈ I (r)
K for any field K.

Proposition 7.4. The following assertions hold.

(1) (IQ)
(r) = (I(r, x))Q and (IFp)

(r) = (I(r, x))Fp for p≫ 0.

(2) Let ξ ∈ I(k, x) and η ∈ I(ℓ, x), where k, ℓ ∈ N. Suppose that ξQ and ηQ satisfy HC
on IQ. Then ξFp and ηFp satisfy HC on IFp for p≫ 0.

(3) Suppose that k ∈ N, ξ ∈ I(k, x) and ξ ≡ yi mod xS for some i ∈ N. Then we have
HC(IQ; k, ξQ) = HC(IFp ; k, ξFp) for p≫ 0.

Theorem 7.5. Let k = 1 or 2. Let ξ ∈ I(k, x) and ξ ≡ yi mod xS for some i ∈ N.
Suppose that there exists r ∈ N such that, for any p≫ 0, rpep ∈ HC(IFp ; k, ξFp) holds for
some ep ∈ N. Then the following conditions are equivalent.

(1) Rs(IQ ) is finitely generated.
(2) HC(IQ; k, ξQ) ̸= ϕ.
(3) r ∈ HC(IQ; k, ξQ).
(4) r ∈ HC(IFp ; k, ξFp) for p≫ 0.

Under the assumption of Theorem 7.5, it follows that Rs(IQ ) is not finitely generated if
r ̸∈ HC(IQ; k, ξQ).

8. Ideals defining space monomial curves

Throughout this section we assume that S = Z[x, y, z] is a polynomial ring over Z. We
put n = (x, y, z)S. Let K be a field. We set SK = K ⊗Z S = K[x, y, z]. Moreover, for an
element ξ ∈ S, we denote its image in SK by ξK . Let us regard S and SK as N0-graded
rings setting deg x = a , deg y = b , deg z = c, where a, b, c ∈ N.
Let φ : SK → K[t] be the homomorphism of K-algebras such that φ(x) = ta, φ(y) = tb

and φ(z) = tc. We set
pK(a, b, c) = Kerφ ,

which is a homogeneous prime ideal of SK of height 2. If pK(a, b, c) is not a complete
intersection, then it is generated by the maximal minors of a matrix of the following form;

(♯)

(
yt3 zu1 xs2

zu2 xs3 yt1

)
,

where s2, s3, t1, t3, u1, u2 are positive integers which are determined without depending on
the field K (cf. [10]). Let p(a, b, c) be the ideal of S generated by the maximal minors of

(♯). Then we have
√
xS + p(a, b, c) = n and p(a, b, c)SK = pK(a, b, c) for any field K.
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The ideals defining space monomial curves explained above are deeply related to the
defining ideals of certain finite set of points in P2

K . Let us verify this fact in the case where
K = C. We put θn = e2πi/n ∈ C for n ∈ N. Let H(a, b, c) be the set of the following
points in P 2

C ;

{ (θ ia : θ
j
b : θ kc ) | i = 1, . . . , a ; j = 1, . . . , b ; k = 1, . . . , c }.

Taking new variables X,Y, Z, we set T = C[X,Y, Z]. We consider the defining ideal of
H(a, b, c) in T , i.e.,

IH(a,b,c) =
∩
i,j,k

I2

(
X Y Z

θ ia θ jb θ kc

)
.

Let us regard SC as a subring of T setting x = Xa, y = Y b, z = Zc. Then the equality

I
(r)
H(a,b,c) = pC(a, b, c)

(r)T

holds for any r ∈ Z and we have the following.

Proposition 8.1. Rs(IH(a,b,c) ) is finitely generated if and only if so is Rs(pC(a, b, c) ).

It is not so difficult to find concrete examples of pK(a, b, c) whose symbolic Rees algebras
are finitely generated by using Huneke’s criterion. For example, Huneke himself proved
that Rs(pK(a, b, c) ) is finitely generated if min{ a, b, c} ≤ 4 and chK ̸= 2 (cf. [11]). On
the other hand, constructing infinitely generated Rs(pK(a, b, c) ) is hard. Goto, Nishida
and Watanabe found concrete examples of pK(a, b, c) with infinitely generated symbolic
Rees rings for the first time (cf. [7]), and later González and Karu extended such class
of ideals much wider (cf. [4]). In the following, we give examples of infinitely generated
Rs(p(a, b, c) ) of new type.

First, we choose α ∈ Q with 1 < α < 5/4 arbitrary. Then, as 2 < (17− 10α)/(6− 3α),
we can choose β ∈ Q so that 2 < β < (17 − 10α)/(6 − 3α). Next, we write α = u2/u1
and β = s2/s3, taking u2, u1, s2, s3 ∈ N suitably. Let t1 = t3 = 1 and a = 2u1 + u2,
b = s3u2 + s2u1 + s2u2, c = s2 + 2s3t1.

Example 8.2. ([12]) If GCD{a, b, c} = 1, then pK(a, b, c) is minimally generated by
the maximal minors of the matrix (♯) stated above for any field K. We can find ξ ∈
p(a, b, c)(2,x) satisfying the following conditions ;

(i) ξ ≡ y3 mod xS,
(ii) for any prime number p, 3pep ∈ HC(pFp(a, b, c); 2, ξFp) if ep ≫ 0, and
(iii) 3 ̸∈ HC(IQ; 2, ξQ).

Consequently, it follows that Rs(pQ(a, b, c) ) is not Noetherian.

The simplest case is α = 6/5 and β = 49/24. In this case a = 16, b = 683 and c = 97.
In order to explain what is new about the example stated above, let us recall the notion
of negative curve (cf. [3]). First, we have to consider the irreducible decomposition of
elements in [ pK(a, b, c)

(r) ]d , where r, d ∈ N. We put R = SK and P = pK(a, b, c). Let
ξ ∈ [P (r)]d \ P (r+1).

Lemma 8.3. Let ξ = ξ1ξ2 · · · ξs, where ξi ∈ [R]di for i = 1, 2, · · · , s. We set ri = max{ ℓ |
ξi ∈ P ℓRP }. Then the following assertions hold.
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(1) ξi ∈ [P (ri)]di for i = 1, 2, · · · , s.
(2) r1 + r2 + · · ·+ rs = r and d1 + d2 + · · ·+ ds = d.
(3) If d/r < α ∈ R, then di/ri < α for some i = 1, 2, . . . , s.

Proof. The assertion (1) and d1+d2+ · · ·+ds = d is obvious. We get r1+r2+ · · ·+rs = r
by considering the initial forms of ξ1, · · · , ξs in the associated graded ring of RP , which
is an integral domain. Suppose that di/ri ≥ α for any i = 1, 2, · · · , s. Then we have

d = d1 + d2 + · · ·+ ds ≥ α(r1 + r2 + · · ·+ rs) = αr ,

which means d/r ≥ α. □

Definition 8.4. Let ξ ∈ [ pK(a, b, c)
(r) ]d, where r, d ∈ N. If ξ is irreducible and

d

r
<
√
abc ,

ξ is called a negative curve.

Theorem 8.5. Assume that a, b, c are pairwise coprime and abc is not a square number.
Then there exists a negative curve if Rs(pK(a, b, c) ) is finitely generated.

Proof. Let us give an algebraic proof in the case where K = C. We put R = SC,
P = pC(a, b, c) andH = H(a, b, c) ⊂ P 2

C . Let us define IH to be an ideal of T = C[X,Y, Z].
We assume that Rs(P ) is Noetherian. Then Rs(IH ) is also Noetherian. Hence IH
does not satisfy NC by Theorem 5.5. This means that there exist r, δ ∈ N such that

[I
(r)
H ]δ ̸= 0 and δ/r <

√
abc (δ/r =

√
abc can not happen as abc is not a square number).

Since I
(r)
H = P (r)T , we have [P (r)]d ̸= 0 for some d ∈ N with d ≤ δ. Let us notice

d/r ≤ δ/r <
√
abc.

Now we take an element 0 ̸= ξ ∈ [P (r)]d. Let ξ = ξ1ξ2 · · · ξs be the irreducible de-
composition, where ξi ∈ [R]di . We set ri = max{ℓ | ξ ∈ P ℓRP} for i = 1, 2, · · · , s. By

Lemma 8.3, we have di/ri <
√
abc for some i = 1, 2, · · · , s. Then ξi is a negative curve

as ξi ∈ [P (ri)]di . □

Cutkosky proved that the converse of Theorem 8.5 holds if chK > 0.

Theorem 8.6. We assume that a, b, c are pairwise coprime. Let ξi ∈ [ pK(a, b, c)
(ri) ]di

for i = 1, 2, where ri, di ∈ N. Let ξ1, ξ2 be an SK-regular sequence. Then the following
assertions hold.

(1)
d1
r1
· d2
r2
≥ abc.

(2) The equality holds in (1) if and only if ξ1 and ξ2 satisfies HC on pK(a, b, c) .

If K = C , Theorem 8.6 follows from Theorem 5.5, Lemma 5.6 and Proposition 8.3 as
e(T/IH(a,b,c)) = ♯H(a, b, c) = abc .

The following result explains the uniqueness of negative curve.

Theorem 8.7. We assume that a, b, c are pairwise coprime. Let ξi ∈ [pK(a, b, c)
(ri)]di for

i = 1, 2, where ri, di ∈ N. If both ξ1 and ξ2 are negative curves, then ξ1 ∼ ξ2.



12

Proof. Suppose that ξi is a negative curve for i = 1, 2 and ξ1 ̸∼ ξ2. Then, as di/ri <
√
abc

for i = 1, 2, we have (d1/r1)(d2/r2) < abc. On the other hand, ξ1, ξ2 is SK-regular as ξi
is irreducible for i = 1, 2. So, by TheoremrefT8.7 we have (d1/r1)(d2/r2) ≥ abc, which is
impossible. Therefore the required assertion follows. □

Let pQ(a, b, c) be one of the examples found by Goto, Nishida, Watanabe (cf. [7]) and
González, Karu (cf. [4]). Then it has a negative curve in the first symbolic power.

Example 8.8. (cf. [12]) Let pQ(a, b, c) be the example given in Example 8.2. Let ξ be the
element in p(a, b, c)(2, x) used for proving that Rs(pQ(a, b, c) ) is infinitely generated. Then,
for any field K, ξK ∈ pK(a, b, c)

(2) and it is a negative curve.
For example, if P = pK(16, 683, 97), then ξK ∈ [P (2)]2049 . One can check 2049/2 <√
16 · 683 · 97 directly.

Recently, for any k ∈ N, González and Karu found examples of pQ(a, b, c) such that
Rs(pQ(a, b, c) ) is infinitely generated and there exists a negative curve in pQ(a, b, c)

(k) (cf.
[5]).
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COHEN-MACAULAYNESS OF KLT SINGULARITIES IN

POSITIVE CHARACTERISTICS

TAKEHIKO YASUDA

Arguably klt singularities form the most important class of singularities from
the viewpoint of birational geometry. It is well-known that in characteristic zero,
klt singularities are Cohen-Macaulay. Recently many counterexamples to this fact
in positive characteristics were constructed. In this note, we review them.

1. Klt, CM and rational

Throughout the note, we work over an algebraically closed field k of characteristic
p ≥ 0.

Let us first recall basic classes of singularities. Let X be a normal variety. We
say that X is Q-Gorenstein if its canonical divisor KX is Q-Cartier. For a normal
modification f : Y → X (a proper birational morphism with Y normal), we can
define the relative canonical divisor KY/X = KY −f∗KX , which is a Q-divisor with
support contained in the exceptional locus of f . Let us write KY/X =

∑
E aEE,

where E runs over exceptional prime divisors and aE ∈ Q.

Definition 1.1. We say that X is terminal (resp. canonical, klt, log canonical) if
for every normal modification f : Y → X and for every exceptional prime divisor
E on Y , we have aE > 0 (resp. ≥ 0, > −1, ≥ −1).

We also consider klt singularities of pairs and potentially klt singularities which
does make sense even if X is not Q-Gorenstein.

Definition 1.2. Let X be a normal variety and D an effective Q-divisor on X.
Suppose that KX + D is Q-Cartier. We say that (X,D) is klt if for any normal
modification f : Y → X, KY/(X,D) = KY − f∗(KX +D) has coefficients > −1. We
say that a normal variety X is potentially klt if there exists an effective Q-divisor
D such that (X,D) is klt.

Definition 1.3. We say that X is Cohen-Macaulay (for short, CM) if for every
point x ∈ X, the local ring OX,x is CM.

Definition 1.4. In characteristic zero, we say that a normal variety X has rational
singularities if for any resolution f : Y → X and for i > 0, Rif∗OY = 0.

In characteristic zero, potentially klt singularities are rational [Elk81, KMM87]
and rational singularities are CM [KKMSD73]. Thus:

Theorem 1.5. In characteristic zero, potentially klt singularities are CM.

In characteristic p > 0, being CM is often included in the definition of rational
singularities rather than it is a property. Let us adopt the following definition by
Kovács.

This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers JP18H01112 and JP18K18710.
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2 TAKEHIKO YASUDA

Definition 1.6 ([Kov17]). In characteristic p > 0, we say that a normal variety X
has rational singularities if for any modification f : Y → X such that Y is CM and
for i > 0, Rif∗OY = 0.

Theorem 1.7 ([Kov17]). Potentially klt singularities which are CM are rational.
Namely, for potentially klt singularities, being CM is equivalent to being rational.

2. Non-CM klt singularities

In positive characteristics, potentially klt singularities are not necessarily CM.
The existence of non-CM potentially klt singularities had not appeared in the liter-
ature until recently, however some specialists had known that such singularities of
dimension 7 and characteristic 2 can be constructed from examples of Fano varieties
violating Kodaira vanishing from [HL93, LR97]. In the last 6 years, many examples
of such singularities appeared in the literature, some in lower dimensions and some
in arbitrary characteristics. We now briefly review them in the chronological order.

(1) Yasuda [Yas14] constructed canonical singularities which are not Cohen-
Macaulay in arbitrary characteristic. His examples are quotient varieties
of affine spaces by linear actions of the cyclic group of order p. The lowest
dimension of such examples is 6 in characteristic 2, 5 in characteristic 3 and⌈√

2p+ 1
4 + 1

2

⌉
in characteristic p ≥ 5.

(2) Gongyo, Nakamura and Tanaka [GNT15] constructed a 4-dimensional po-
tentially klt variety X in characteristic 2 such that for a resolution f : Y →
X, R1f∗OY ̸= 0. (From Kovács’ result, X is not CM.)

(3) Cascini and Tanaka [CT16] constructed 3-dimensional non-CM klt singu-
larities in characteristic two.

(4) Kovács [Kov] constructed 7-dimensional non-CM canonical singularities in
characteristic two.

(5) Bernasconi [Ber] constructed a 3-dimensional non-CM klt singularity in
characteristic 3.

(6) Totaro [Tot] constructed an isolated non-CM terminal singularity in char-
acteristic p ≥ 3 of dimension 2p+ 2.

(7) Yasuda [Yas] showed that quotients of affine spaces by the cyclic group of
order p are often even terminal (and non-CM). The lowest dimension of
non-CM terminal singularities by this construction is 6 in characteristic 2,

5 in characteristic 3 and
⌊√

2p+ 1
4 + 1

2

⌋
+ 1 in characteristic p ≥ 5.

(8) Totaro [Tot] construted an isolated 3-dimensional terminal singularity in
characteristic 2. This is the quotient of a smooth 3-fold by a non-linear
action of the cyclic group of order 2.

Note that normal surface singularities are always CM. Thus dimension 3 is the
lowest possible for non-CM singularities. In the above list, constructions 1, 7 and
8 are by taking quotients of smooth varieties by the cyclic group of order p. The
others are constructed from counterexamples of Kodaira or Kawamata-Viehweg
vanishing theorem.

On the opposite direction, Hacon-Witaszek proved:

Theorem 2.1 ([HW]). There exists p0 ∈ N such that in characteristic p ≥ p0,
every klt 3-fold is CM.
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Problem 2.2. (1) Can we generalize the theorem of Hacon-Witaszek to higher
dimensions?

(2) If we could do so, determine the lowest possible p0 for each dimension.

Results of Totaro and Yasuda mentioned above seem to suggest that the answer
to the first problem would be positive.

3. Failure of Kodaira vanishing and cone construction

For a normal projective varietyX and an ample line bundle L onX, let Ca(X,L) :=
Spec

⊕
n≥0H

0(X,Ln) be the associated affine cone. Whether Ca(X,L) is CM or

not is characterized as follows (for instance, see [Kol13]):

Proposition 3.1. Suppose that X is CM. Then Ca(X,L) is CM if and only if
H0(X,Ln) = 0 for every n ∈ Z and every i ∈ Z with 0 < i < dimX.

Proposition 3.2. Let D be an effective Q-divisor on X and D̃ be the corresponding
Q-divisor on Ca(X,L). Suppose that −(KX + D) ∼Q rL for some r ∈ Q. Then

(Ca(X,L), D̃) is terminal (resp. canonical, klt) if and only if (X,D) is terminal
(resp. canonical, klt) and r > −1 (resp. ≥ −1, > 0).

In particular, if X is a smooth Fano variety and L is a line bundle with rL ∼Q
−KX for some integer r > 1 (resp. ≥ 1, > 0), then Ca(X,L) is terminal (resp.
canonical, klt). If Hi(Ln) ̸= 0 for some n ∈ Z and i ∈ Z with 0 < i < dimX, then
Ca(X,L) is non-CM. Note that Hi(Ln) ̸= 0 for some n ∈ Z violates the Kodaira
vanishing.

If X is a smooth Fano variety and L is an ample line bundle some power of which
violates Kodaira vanishing, then Ca(X,L) is non-CM and potentially klt.

Constructions 2, 3, 4, 5 and 6 in Section 2 are based on Fano type varieties
violating Kodaira or Kawamata-Viehweg vanishing and take the

4. Quotient singularities I

An alternative construction of non-CM klt singularities is by means of quotient
singularities. Note that in characteristic zero, quotient singularities are klt and
hence CM. For the construction, it is enough to consider the case of cyclic group
of order p. We first recall construction by Yasuda.

Let G = ⟨g⟩ ∼= Z/p be the cyclic group of order p with a generator g. Suppose
that G acts on an affine space V = Ad

k linearly. Considering the Jordan normal
form of the action of a generator g ∈ G, we see that the action is determined by
sizes of Jordan blocks. Note that the only eigenvalue of g is 1 and a Jordan block
is determined by its size. Moreover sizes do not exceed p because of the order of g.

We say that g is a pseudo-reflection if the fixed point locus V G has codimension
one. This is the case exactly when there is one Jordan block of size 2 and all the
other blocks have size 1. In this case, we can easily see that the quotient variety
V/G is again isomorphic to Ad

k. If g is not a pseudo-reflection, then V/G is singular.

Proposition 4.1 ([ES80]). Suppose that g is not a pseudo-reflection. Then V/G
is CM if and only if V G has codimension 2.

This holds only if either

(1) there are 2 Jordan blocks of size 2 and all the other blocks have size 1, or
(2) there is 1 Jordan block of size 3 and all the other blocks have size 1.
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Thus V/G is almost always non-CM. Let d1, . . . , dl be the sizes of Jordan blocks of
g and let D :=

∑
i di(di − 1)/2.

Proposition 4.2 ([Yas14, Yas]). Suppose that g is not a pseudo-reflection. Then
V/G is terminal (resp. canonical, log canonical) if and only if D > p (resp. ≥ p,
≥ p− 1).

The outline of the proof is as follows. We can determine if V/G is terminal,
canonical or log canonical by looking at the convergence/divergence of the stringy
invariant of V/G, which is defined as a certain motivic integral on the arc space
of V/G. By the wild McKay correspondence, this is equivalent to the conver-
gence/divergence of weighted counts of Artin-Schreier extensions of k((t)). We can
compute the latter quite explicitly thanks to the Artin-Schreier theory and deter-
mine whether the weighted count converges or diverges.

Example 4.3. (1) Suppose p = 2. If G = Z/2 acts on V = A6
k by 3 Jordan

blocks of size 2, then D = 3 > 2 and codimV G = 3. Thus V/G is non-CM
and terminal.

(2) Suppose p = 3. If G = Z/3 acts on V = A5
k by one block of size 3 and one

of size 2, then D = 4 > 3 and codimV G = 3. Thus V/G is non-CM and
terminal.

(3) For p ≥ 5, suppose that G = Z/p acts on V = Ad
k with d ≤ p by a

single Jordan block. If d ≥
⌊√

2p+ 1
4 + 1

2

⌋
+ 1, then D ≥ p + 1 and

codimV G = d− 1 ≥ 3. Thus V/G is non-CM and terminal.

5. Quotient singularities II

Lastly we briefly review Totaro’s construction of 3-dimensional non-CM terminal
singularity in characteristic 2. Let G = Z/2 be the cyclic group of order 2 and let
G act on G3

m by the involution (x, y, z) 7→ (1/x, 1/y, 1/z). The only fixed point is
(1, 1, 1). From [Fog81] (a result similar to one in [ES80] for (necessarily non-linear)
actions which are free outside a unique fixed point), the quotient variety G3

m/G is
non-CM.

Theorem 5.1 ([Tot]). The variety G3
m/G is terminal.

To prove this, he takes equivariant blowups of G3
m until the associated quotient

variety becomes smooth. When the quotient variety is smooth is determined by
the following criterion.

Proposition 5.2 ([KL13] ). Suppose that G = Z/p acts on a smooth variety X.
Then X/G is smooth if and only if the fixed point scheme XG is a Cartier divisor
of X.

Remark 5.3. We have a Z/2-equivariant embedding G3
m ↪→ A6

k, where Z/2 acts on
A6

k by three Jordan blocks of size two. Thus G3
m/(Z/2) is a closed subvariety of the

quotient variety A6
k/(Z/2) in Example 4.3, (1). The author expects that we can

similarly construct 3-dimensional non-CM terminal singularities in characteristics
3 and 5 as closed subvarieties of A5

k/(Z/3) and A4
k/(Z/4) respectively.
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非可換代数幾何における周期写像について

岩成勇

1. 局所周期写像

X を複素数体 C上に定義された滑らかでコンパクトな代数多様体とする.

f : X −→ S

をX の変形とする. 即ち Sを複素多様体, f はスムースな固有全射で基点 0 ∈ S上の
ファイバー f−1(0)とXとの間に同型 f−1(0) ≃ Xが定まっているものとする. このと
き局所周期写像を考えよう. いくつかの構成方法があるが次のように構成することが
できた. Sを可縮とする. Ehresmannファイブレーション定理から, f は可微分多様体
として自明な変形である：以下を可換図式にするような微分同相写像 h : X → X ×S
がある

X
h

f

X × S

pr

S.

従って, iと nを固定すると, s ∈ S 上のファイバー Xs の Hodgeフィルトレーショ

F iHn
DR(Xs) ⊂ H

n
DR(Xs)

と比較同型と hにより誘導される同型

Hn
DR(Xs) ≃ H

n(Xs,C) ≃ H
n(X,C)

を組み合わせると F iHn
DR(Xs)は H

n(X,C)の部分空間Ws を定める. s ∈ S に対し
部分空間Ws ⊂ V := Hn(X,C)が定まった. rを F iHn

DR(Xs)の次元, Grass(r, V )を
グラスマン多様体とすると, s �→ [Ws ⊂ V ]から周期写像

P : S −→ Grass(r, V )

が定義される. これは正則であり Griffiths横断性を満たすのであった.

2. From E∞ to E1

上記の局所周期写像を非可換代数幾何の設定で考えたい. これについての筆者の
研究とバックグラウンドの概要を紹介するのが本稿の主目的の１つである.
どのように非可換への拡張を考えるかということを説明するため最初に次のこと

に注意する. 前節で紹介した周期写像はモジュライ理論的な意味で大局的には

{数学的対象 X の変形 } �→ {X の不変量 I(X)の変形 }

Date: 2018.
2018 年 9 月に東京工業大学で行われた代数学シンポジウムの筆者の講演に関するノートです.

所属：東北大学理学研究科数学専攻

e-mail: iwanari@math.tohoku.ac.jp.
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2 岩成勇

の対応を表し, X の変形にしたがってどれだけ不変量が変形するかを測っているとい
える. そこでこの節では非可換代数幾何における数学的対象 X とその変形に対して
変形を誘導するような Hodge構造に類似した不変量を紹介する.

2.1. 非可換代数幾何での空間. いきなりではあるが圏を空間と思うことにする. 一口
に圏といっても, ガロア圏, 淡中圏, アーベル圏, 三角圏など様々なタイプの圏がある.
ここでは Bondal, Orlov, Kontsevich, Drinfeldらに従って三角圏を考える. kを体と
し (簡単のため以下では全て kは標数 0の体とする）, 三角圏に k-線形構造もいれて
おくことにする. 三角圏ではいくつかの理由でうまく振舞わないことがあるので, k
上の pretriangulated differential graded圏1あるいは k-線形安定∞-圏 (cf. [13])を主
たる空間と思う対象とし, 圏同値で同一視していく. 三角圏は DG圏あるいは k-線形
安定∞-圏のホモトピー圏として現れる. DG圏の圏と k-線形安定∞-圏の圏に標準的
な圏同値があるので両者は同じものの異なるモデルとおもってもらってよい（詳しく

は [1]参照)2.
いくつか例を挙げる.

例 2.1. (i) 簡単のため本稿ではスキームといえばネータースキームを指すことに
する. スキームに対して, X 上の準連接複体の圏を擬同型で局所化することに
より, 擬同型を同値とするようなDG圏あるいは安定∞-圏D(X)が定義される.
そのホモトピー圏は従来の導来圏Dqc(X)である. これによりX を非可換代数
幾何の空間 D(X)に移行することが出来る. D(X)からX の様々な不変量を構
成できる. 例えばK理論やHochschild不変量をD(X)から直接取り出すことが
出来る. 一方で一般に D(X)はX 全ての情報は持っていない. Aをアーベル多

様体, Âを双対アーベル多様体とすると, 向井の定理により, 同値D(A) ≃ D(Â)
がある.

(ii) Aを k上 DG代数とする. 即ち, Aは k-ベクトル空間のコチェイン複体で代数
構造として, （可換とは限らない）結合的な積写像

m : A⊗A→ A

と標準的な単位元の公理を満たす単位元 1A ∈ A0をもつものである. つまりテ
ンソルで標準的な対称モノイダル構造をいれたコチェイン複体の圏での単位的

結合的代数対象である. 左DG A-加群M とは, コチェイン複体M で Aの左作
用 A⊗M →M をもつものである. LModdg(A)を左 DG A-加群のなす圏とす
ると, この圏を適当に局所化することにより擬同型を同値とするような左 DG
A-加群のなす DG圏あるいは安定∞圏 LMod(A)を得る. 同様に右 DG加群の
場合も DG圏或いは安定∞圏 RMod(A)を得る.

(iii) Landau-Ginzberg模型 f : X → A
1
kの行列因子化の圏MF((X, f))は k[u, u

−1]-
線形な DG圏或いは安定∞圏をなす3. 但し k[u, u−1] は可換な DG代数で uは
コホモロジカルに次数 2の元である. いくつかの構成法やヴァージョンがある.
ここではMF((X, f))を特異性の圏Db

coh(X0)/Perf(X0)として与えておく
4. こ

こで X0 = f
−1(0),

Perf(X0) ⊂ Db
coh(X0) ⊂ D(X0)

1以下では特に断らない限り k 上の pretriangulated differential graded 圏を単に DG 圏と呼ぶこと
にする.

2三角圏は知っているがこれらに詳しくない読者はこれらを「よい三角圏」と読み替えてもらっても以

下直感的な理解には困らない
3ミラー対称性のシンプレクティック側として深谷-Seidel圏や深谷圏も例として紹介すべきであるが筆

者の不勉強により文献 [3], [15] を挙げるにとどめる
4商は idempotent-complete なものとしてとっておくことにする
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は左から perfect複体のなす部分圏, 連接なホモロジー層をもつ有界複体のなす
部分圏である.

圏を空間と思うことで様々な異なる出自の分野を統一的に考えることができる.
DG代数または A∞代数を非可換代数幾何の空間とみなすという見方もあるが, それ
は DG圏や安定∞圏を空間とみなす方針と関係し, あとで説明する周期写像の設定に
もかかわるのでここで DG代数と DG圏或いは k-線形安定∞圏の関係について説明
する.

DG代数 Aがあたえられると

A �→ LMod(A) または RMod(A)

の対応によって DG圏或いは安定∞圏を得る. 逆に presentableな5k-線形安定∞圏 C
は, コンパクト生成対象 C を持てば, 自己準同型 DG代数 EndC(C)を構成すること
で, S �→ HomC(C, S)の対応により圏同値

C ≃ RMod(EndC(C))

を作ることが出来る (Keller, Schwede-Shipley, Bondal). 従ってコンパクト生成対
象を持つ場合は全て上記の例の (ii)の形にできる. 実は (i) の C = D(X)や (iii)の
MF((X, f))の場合もマイルドな仮定の下にコンパクト生成対象の存在が示されてい
る (Bondal-Van den Bergh, Dyckerhoff). 例えば, ネーター性のもとで D(X) はコ
ンパクト生成対象をもつ. さて DG代数を擬同型で同一視することを考えてみよう.
f : A → B という DG代数の射が擬同型のとき圏同値 f∗ : RMod(B) ≃ RMod(A)
を誘導する. 一方圏同値 RMod(B) ≃ RMod(A)は, Aと Bが森田同値であることを
言っているだけなので擬同型と RMod(B) ≃ RMod(A)には大きな差がある. 次の命
題は森田理論を使って容易に示すことが出来るがその差を見やすくあらわしている:

命題 2.2. St∗∞を presentableな安定∞圏とそのコンパクト生成対象の組 (C, C)のな
す∞圏とする. ここで射 (C, C) → (C′, C ′)は余極限を保つ（正確には k-線形な）関
手 f : C → C′と同値 f(C) ≃ C ′である. DGAk を k上の DG代数のなす∞圏とする
と∞圏の圏同値

DGAk ≃ St∗∞

で Aを (RMod(A), A)に送るものがある.

これを見ると DG代数は安定∞圏のコンパクト生成対象の選定に対応することが
分かる. 幾何的な類似で言うと多様体に対して何か層を用意するようなものであるが,
もっと分かりやすい見方は次の辞書である：

代数幾何 非可換代数幾何

代数多様体 DG圏または安定∞圏
豊富束 コンパクト生成対象

偏極代数多様体 DG代数

これは対応X �→ D(X)に対して両者の概念が対応していることまで言っているわ
けでない. 例えば D(X)はX が準射影的でなくてもコンパクト生成対象をもつ.
DG圏或いは安定∞圏を主たる空間としての対象とし, その変形を考え周期写像を

考えたい. しかしいくつかの理由により（Hochschildコホモロジーと圏の変形の関係
等）, 表面上 DG代数 Aを主たる空間としての対象と考える. ただしその変形の定式

5この概念を初見の人は無視してよい. 小さなダイアグラムに関する余極限をもち, 小さなある種の生
成系を持つという意味. 詳しくは [12] 参照
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化では DG代数 Aの代数としての変形より RMod(A)の変形に対応するようなより
広いクラスの変形を考えることで変形の定式化を行うので, Aが前面に出てきても舞
台裏では RMod(A) ≃ C となるような圏 C を空間だと思いたいんだと読んでもらい
たい.

以下の概念はスキームのスムース（smooth）、固有 (proper)6の類似である.

定義 2.3. C を k-線形な安定∞圏とする. ここで C は compactly generated である
と仮定する. つまり小さな (small)な集合 Λで添え字付けられたコンパクト生成系
{Cλ}λ∈Λ が存在すると仮定する. このとき

(i) 任意の二つのコンパクト対象C,C ′ ∈ Cに対してHomコチェイン複体HomC(C,C
′)

が RMod(k)のコンパクト対象である. つまりHomC(C,C
′) のホモロジーは k

上有限次元で, さらに有限個の次数を除いてホモロジーは 0になっている. こ
のとき, C は k上固有 (proper)という.

(ii) Funk(C, C)を k-線形な (RMod(k)上加群としての)関手のなす安定∞圏とする.
恒等関手 C → Cが Funk(C, C)においてコンパクト対象であるとき, Cは k上ス
ムースという.

注 2.4. 固有性もスムース性も圏Cだけでなくk上の構造 (つまりモノイダル圏Mod(k)
上7の加群構造Mod(k) × C → C）に依拠した概念である. なお上の定義は k は体で
なくとも一般の可換環スペクトラ kに対して適用できる.

例 2.5. X をスキームとする. X が k上スムースのとき, D(X)は k上スムースであ
る. X が k上固有 (proper)とすると, D(X)は k上固有である.

C = RMod(A)のとき上の概念は次の条件に翻訳される.

命題 2.6. Aを k上 DG代数とし, C = RMod(A)とおく.

(i) Cが k上固有である必要十分条件は Aの各ホモロジー群が有限次元でさらに有
限個の次数を除いて 0になっていることである.

(ii) C が k 上スムースである必要十分条件は Aを A − A両側加群とみなしたとき
コンパクト対象であることである. Aが A−A両側加群の∞圏でコンパクトで
あるとは, 言い換えると, 有限階数自由 A−A両側加群から有限余極限をとる,
シフトをとる, レトラクトをとる操作を有限回繰り返すことで Aを構成するで
きることである.

2.2. Hodge構造. DG代数 Aから定義される Hodge構造の類似について説明する.
いくつか異なる側面からの文献として [9], [5], [17]を挙げる. Hodge構造を考える
ために最初に考えたいのは de Rhamコホモロジーの類似物である. 周期的巡回ホモ
ロジー (periodic cyclic homology) HP∗(A)を de Rham コホモロジーの対応物とみ
なすことができる. というのも, X を k 上スムースなスキームとし, DG代数 Aを
D(X) ≃ RMod(A)となるようにとると

HPn(A) =
∏

i∈Z

H2i−n
DR (X/k)

という同型がある. ここで右辺は代数的 de Rhamコホモロジーである. 以下順番に
Hochschild系の複体を定義していきたいが, 周期的巡回ホモロジーは最後に定義され

6proper を固有と訳すのはいい訳語ではないと思う
7k は可換なので LMod(k) ≃ RMod(k)であるから, 以下両者は区別せずMod(k)と書くことにする.

k の可換性から自然に対称モノイダル構造が入る. 有態に Mod(k) は k-ベクトル空間の複体のなす導来
∞圏であり, 対称モノイダル構造はテンソル積ではいる.
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るものなので Hochschild チェイン複体から定義していく. Aを k上 DG代数とする
と, derivedなテンソル

HH•(A) = A⊗LA⊗Aop

A

で Hochschildチェイン複体を定義する. このテンソルを計算する複体のとり方はい
くつかあるが8, 以下の説明にその明示的なモデルを使うわけではないので省略する
(詳しくは [7]参照). なおHH•(−)は複体, HH∗(−)はそのホモロジー群をとった Z-
次数付きベクトル空間を表すことにする. ここで重要なのは HH•(A)は（適切なモ
デルをとると）DG代数

Λ = k[ǫ]/(ǫ2), (|ǫ| = −1)

上の加群を持つということである. ここで | − |はコホモロジカルな次数で k[−]は
DG代数として自由代数である. (標数 0なので Koszulサインルールから, もし k[−]
を可換 DG代数としての自由代数としてあらわすことにすれば k[ǫ]/(ǫ2) = k[ǫ] であ
り [7]ではその流儀にしている.) この作用

k[ǫ]/(ǫ2)⊗HH•(A)→ HH•(A)

を考えてみると ǫをかけることで複体の射 B : HH•(A) → HH•(A)[−1]で B
2 = 0

となるものが誘導されていることが分かる. Bは Connes作用素とよばれるもので与
えられる. ∂Hoch を HH•(A)の微分とすると, Λ-加群の構造は,

B2 = 0, ∂HochB +B∂Hoch = 0

をみたすBにほかならない. このような微分をもつ複体は混合複体 (mixed complex)
と呼ばれる. 混合複体は複体への S1-作用と見ることが出来る. S1は可換な位相群で

あるから特異チェイン複体 C∗(S
1, k) に可換 DG代数構造が入る. ここでは簡単のた

めチェイン複体 C への S1-作用を自己準同型 DG代数への

C∗(S
1, k)→ Endk(C)

射とする9. 実は (Sullivanの意味の）形式性 (formality)があり C∗(S
1, k)は DG代

数として k[ǫ]/(ǫ2) と擬同型であり

k[ǫ]/(ǫ2)→ Endk(C)

と同一視できる. これは左Λ = k[ǫ]/(ǫ2)加群構造をCに与えることに対応する. 可換
な世界と比較すると, HH•(A)が微分形式（代数幾何的には Hodgeコホモロジー）,
B が de Rham微分の役割をする.
いま Connes作用素 Bによって Λ-加群になった (S1-作用のはいった) HH•(A)が

ある. そこから負巡回ホモロジー (negative cyclic homology) と周期的巡回ホモロ
ジーを定義しよう. 負巡回ホモロジーは, HH•(A)からそのホモトピー S

1-固定点を
とることで得られるが, ホモロジー代数的には kを k[ǫ]/(ǫ2)→ k[ǫ]/(ǫ) ≃ kによって
Λ-加群と見ることによって derived Hom 複体 RHomΛ(k,−)をとることになる. K
を kの Λ-加群としての cofibrantな resolution

K := · · ·
·ǫ
→ kǫ

0
→ k

·ǫ
→ kǫ

0
→ k.

8１つの標準的なとり方: 片側の Aを A⊗Aop-加群として bar resolutionをとり, つまり自由 A⊗Aop-
加群の単体的なダイアグラム (simplicial diagram) をつくり, ⊗A⊗AopA をとってから totalization を
とる. Connes 作用素は simplicial diagram に更に円周的な対称性があり cyclic 圏でパラメトライズさ
れるダイアグラムに伸ばせることから入る. 例えば [11] 参照

9正確には DGAk での射とみるべきである.
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とする. 一番右端が次数 0次である. RHomΛ(k,−)をとるにはHom複体HomΛ(K,−)
をとればよい. 負巡回ホモロジー HN∗(A)を与える複体を

HN•(A) := HomΛ(K,HH•(A))

で定義する. Kの次数−2iにある kのなかの 1 ∈ kを 12iとかくと, f : K → HH•(A)
は, {12i}i≥0 の行き先で一意的に決まり, 計算すると複体としての同型

HN•(A) = HomΛ(K,HH•(A)) ≃ (HH•(A)[[t]], ∂Hoch + tB)

があることがわかる. ここで tは（コホモロジー的に）次数 2の元で, HH•(A)[[t]]の
次数 rは,

∏
i≥0,2i−l=rHHl(A) · t

i で与えられ, 微分は ∂Hoch+ tBで与えられる (ここ

のHHl(A)はホモロジーではなく次数 l部分である). 特に, 注意したいのは k[t]を t
で生成されるDG代数とすると10, HN•(A)は k[t]-加群である. k[t] = HomΛ(K, k) =
RHomΛ(k, k)の合成による作用と見てよい.
周期的巡回ホモロジー HP∗(A)を与える複体 HP•(A)を

HP•(A) := (HH•(A)[[t]]⊗k[t] k[t, t
−1], ∂Hoch + tB)

で定める. HH•(A)((t)) = HH•(A)[[t]]⊗k[t]k[t, t
−1]とおく. HP•(A)は特にk[t, t

−1]-
加群である. さて, HP∗(A)は de Rhamコホモロジーの類似だと述べた.

HN•(A) = HH•(A)[[t]] ⊂ HH•(A)((t)) = HP•(A)

を考える. これは Hodge複体の (Rees構成）の非可換版の対応物である. このデータ
で Hodgeフィルトレーションとみなす. 以上 DG代数に対して Hochschild不変量を
定義してきたが, これらは森田同値で保たれる. 従って A �→ RMod(A)という構成を
経由していると考えてよい. 実際, 上記の定義の拡張として DG圏や安定∞圏に対し
ても Hochschild不変量が定義できる.
一般のDG代数 Aに対して, Hodgeフィルトレーション（の Rees構成）の類似物

HN•(A) ⊂ HP•(A)が定義できたが, Aがスムースかつ固有の場合にはペアリングも
定義することが出来る. この Hodge構造のペアリングは次節の局所周期写像には関
係はないが, ついでに説明する. Aに対して, RMod(A)を考えよう. このとき (実は)
RMod(A)がスムースかつ固有であることの必要十分条件は compactly generatedな
k-線形安定∞圏のなす対称モノイダル∞圏において (射はコンパクト対象を保つもの
のみを考える. 対称モノイダル構造については [13]参照), 双対対象が存在すること
である（dualizable). さらに双対対象 (dual object)は RMod(Aop) ≃ LMod(A)で与
えられる. evaluation写像は,

η : RMod(A)× LMod(A)→ Mod(k), (M,N) �→M ⊗A N

で与えられる. 安定∞圏のなす∞圏から HH•(−)をとる関手は対称モノイダルであ
り, HH•(A) = HH•(RMod(A))は双対対象 HH•(A

op) = HH•(LMod(A))を持つ.
つまり上の ηは

HH•(A)⊗HH•(A
op)→ HH•(k) ≃ k

を誘導する. ここで HH•(A
op) = A ⊗LAop⊗A A ≃ A ⊗LA⊗Aop

A = HH•(A)を用いる
とペアリングができる

HH•(A)⊗k HH•(A)→ HH•(k) ≃ k.

これらは Λ-加群とみなすことができ, HomΛ(K,−)をとることで

HH•(A)[[t]]⊗k[t] HH•(A)[[t]]→ k[t]

10ホモトピー論的には k[t] は BS1 = BBZ のコホモロジー環と見てよい
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をえる.　 ⊗k[t]k[t, t
−1]をとると,

HH•(A)((t))⊗k[t,t−1] HH•(A)((t))→ k[t, t−1]

が誘導される.　なおこの構成は Aを k-上スムースかつ固有な安定∞圏 C にしても
そのまま適用できる. ここで今まで出てきたものの類似を辞書としてまとめておくと

可換 非可換

微分形式又は Hodgeコホモロジー HH•(A)
de Rham微分 Connes作用素
de Rham複体 HP•(A)

Hodgeフィルトレーション HN•(A) ⊂ HP•(A)
交叉ペアリング HN•(RMod(A)× LMod(A)→ Modk)

Kaledinによる Hodge-to-de Rhamスペクトル系列の退化を紹介しよう. ここで
HHl(A)を HH•(A)のホモロジカルに次数 l部分とする.

F iHH•(A)((t))n =
∏

r≥i

HHn+2r(A) · t
r ⊂ HH•((t))n =

∏

r∈Z

HHn+2r(A) · t
r

とおくことでフィルトレーションをHP•(A)にいれる. 部分商

F iHH•(A)((t))/F
i+1HH•(A)((t))

はHH•(A) · t
iと同型であり, このフィルトレーションから得られるスペクトル系列を

HH∗(A)((t))⇒ HP∗(A).

とかく. 各 E1-stageは HHj(A) · t
i の形をしており Hodge-to-de Rhamスペクトル

系列の非可換類代数幾何における対応物とみなせる. このスペクトル系列は孤立特異
点から生まれる Hodge構造（[16]参照）などに退化を支持する例があり, 実際 Aが
スムースかつ固有のとき Kontsevich-Soibelmanによって E1-退化が予想されていた.
その退化は Kaledinによって示された:

定理 2.7 ([10]). DG代数 Aが k上スムースかつ固有であるとする. このとき

HH∗(A)((t))⇒ HP∗(A)

は E1-stageで退化する.

3. DG Lie代数と変形理論

3.1. DG Lie代数. この節ではDG Lie代数を用いた変形理論を論じる. 我々の周期
写像は DG Lie代数の写像として構成される.
DG Lie代数と変形理論の関係について説明する方法は理論的な説明と例示による

説明が考えられるが, ここでは後者をとる. 代数多様体の変形を思い出す. X を C上

スムースな代数多様体とするとその変形についての局所モジュライの接ベクトル空間

は接束 TX のコホモロジー

H1(X,TX)

と (non-canonical)同一視できた. これはX の Spec k[x]/(x2) への変形の同値類と対
応する. では X の SpecC[x]/(xn+1) (n ≥ 2)への変形はどうかというとこれはコホ
モロジーであらわすことが出来ない. しかし TX が Lie代数の層の構造をもっている.
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これを使うと SpecC[x]/(xn+1)への変形も記述できる. TX が Lie代数の層であるこ
とから, derivedな大域切断を DG Lie代数11として

RΓ(X,TX)

とることが出来る. (そのようにとる方法はいくつかあるが解析的な状況であれば
Dolbeault resolutionをとって大域切断をとれば明示的な DG Lie代数を得ることが
出来る.） 一般に局所 Artin k-代数 Rに対して X の SpecRへの変形同値類は DG
Lie代数RΓ(X,TX)を用いて記述できる (大雑把に言えばRΓ(X,TX)が局所モジュ
ライの役割をしていると思ってよい12）. 一般の nilpotent DG Lie代数 Lに対して
関手を定義する (例えば [7]参照).

定義 3.1. MC(L) = {α ∈ L1| dα + 1
2 [α, α] = 0}を Maurer-Cartan 元の集合とす

る. exp(L0)を nilpotent Lie代数 L0 から Baker-Campbell-Hausdorff積で得られる
群とする. L0 は L1 に L0 → Endk(L

1), α �→ [α,−]− dα で作用する. この作用から
exp(L0)が L1 に作用する:

µ �→ eα • µ := ead(α)µ−

∫ 1

0

(ead(sα)dα)ds

(µ in L1). この作用はMaurer-Cartan元をたもつので, MC(L) = MC(L)/ exp(L0)
とおく.

Artk を剰余体を kとする局所 Artin k-代数の圏, Setを集合の圏とする. V を DG
Lie代数とすると, R �→ MC(V ⊗k mR)によって関手

Spf(V ) : Artk → Set

を定義する. mRは Rの極大イデアルで V ⊗kmRは [s⊗m, s
′ ⊗m′] = [s, s′]⊗mm′

によって nilpotent DG Lie代数になっているものとする.

注 3.2. DG Lie代数の擬同型な写像 V → V ′ があれば自然同値 Spf(V )
∼
→ Spf(V ′)

が誘導されることが示されている.

X の SpecRへの変形同値類の集合は, Spf(RΓ(X,TX))(R)と同一視できる
13. こ

のような基本的な例の結果から, 一般の状況でDG Lie代数が変形理論を（局所モジュ
ライの形式近傍のレベルで）統制することが期待されてきた14. このアプローチのよ
いところは

1. 変形理論にホモロジー代数の手法を取り入れることができる
2. 導来代数幾何（derived algebraic geometry)の局所版である
3. 導来代数幾何では, DG Lie代数の∞圏と導来変形問題の∞圏が圏同値になると
いう DG Lie代数と変形問題の綺麗な対応がある [14]

といった点である. 1では, 例えばGoldman-Millsonの representation varietyの特異
点の研究や Poisson多様体の変形量子化 (Kontsevich)は古典的かつ代表的な応用で
ある. 3では, 大雑把に

{DG Lie代数 } ⇔ {DG Artin環上に定義された形式 ∞-スタック }

の対応が示されていてこのアプローチの基本定理といってよい. これは, DG Lie代数
と可換 DG代数との間の Koszul双対性の幾何学的な表れとも思える. また変形問題

11チェイン複体 L にブラケット [−,−] : L× L → L が入っていて Lie 代数の関係式 (Jacobi 恒等式
等) を満たすもの (参考文献参照)

12局所モジュライを基点付き形式スキーム（又はスタック）と思うと導来代数幾何の枠組みではその

ループ空間をとる事が出来る. 正確に言えば DG Lie 代数はそのループ空間の接束のなす Lie 代数に対応
している

13同一視はある意味自然である
14これを derived 変形理論の哲学と呼ぶ人もいる
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を導来代数幾何の設定で定式化することが自然であることを言っているのであるが,
ここではそのことに深く突っ込んでいかず先に進もう.

3.2. Curved A∞-変形とHochschild コチェイン. 再びAを標数 0の体 k上のDG
代数とする. これの変形を考えたいのであるが, DG代数としての変形ではなく curved
A∞-代数として変形する. そこで curved A∞-代数をインフォーマルに復習する. 正
確な定義は [7]やそこにある参考文献等を参照してほしい. DG代数には結合律をみ
たす積 A⊗A→ Aが入っていたが, A∞-代数ではその結合律を等号ではなくホモト
ピーで関係付ける形にする15. Curved A∞-代数とは, データとしては Z-次数付き k-
ベクトル空間 V と次数付きベクトル空間の写像の族 {bi}i≥0

• b0 : k → V [2]
• b1 : V → V [1]
• b2 : V

⊗2 → V
• b3 : V

⊗3 → V [−1]
• b4 : V

⊗4 → V [−2]
• · · ·

で適当な A∞-関係式と呼ばれる合成に関する条件をみたすものである. b0 = 0 の
とき A∞-代数と呼ばれ, このとき b1 が V の微分 (b21 = 0), b2 : V ⊗ V → V が積,
b3 : V

⊗3 → V [−1]が b2 の積の結合律に関するホモトピー, b4 はそのホモトピーの
結合律に関する...というデータになっている (従って bi = 0 (i > 2)ならば DG代
数である）. b0 �= 0の場合が A∞-代数でない curved A∞-代数で, このとき一般には
b21 = 0が成立しないためホモロジーをとることすら出来ない. 従ってホモロジー代数
的な取り扱いがよくない16.

定義 3.3. Aを k上 DG代数とする. R ∈ Artk とする. Aの R上 curved A∞-変形と
は, curved A∞-代数 A⊗k R (次数付き R-加群 A⊗k Rに curved A∞-構造をいれた
もの）で, A⊗kR/mRがもとのDG代数の構造になるものとする (1A ⊗ 1R ∈ A⊗kR
が単位元であることも課す）. R ∈ Artkに対してDAlgA(R)をAのR上 curved A∞-
変形の同型類の集合とする（変形の同型は自然に定義しておく）. R �→ DAlgA(R)で
変形問題に関する関手

DAlgA : Artk → Set

を定義する.

HH•(A)を Hochschildコチェイン複体とする. そのホモロジー HH∗(A)をとる
と, Hochschild cohomology ExtiA⊗Aop

(A,A) = HHi(A) になっている. よく知ら
れているように HH∗(A)は Gerstenhaber代数になる. HH∗(A)の代数構造のうち
Lie代数構造は, 適切な複体をとると HH•(A)[1]の Lie代数構造にまでもちあがり,
HH•(A)[1]は DG Lie代数になる. これと変形との関係は次で示される:

命題 3.4 ([7]). 自然な同値

DAlgA ≃ Spf(HH•(A)[1])

がある.

この同値はかなり簡単な対応で示される.

15トポロジーから生まれた概念で, 位相空間の基点付きループ空間 Ω∗S にモノイドの構造をループの

連結で入れようとすると strict な結合律を満たさないことから高次のホモトピーをとりいれることで派生
した代数の概念である

16curved A∞-代数はもっと洗練された概念によって置き換わるべきであると思う
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例 3.5. ここでDAlgAの雰囲気を古典的な場合を通して考えておく. DAlgA(k[x]/(x
2)) ≃

Spf(HH•(A)[1])(k[x]/(x2)) であるから,

DAlgA(k[x]/(x
2)) ≃ Spf(HH•(A)[1])(k[x]/(x2)) ≃ HH2(A)

である. X が k 上スムースな代数多様体で RMod(A) = D(X) となっているとき,
Hochschild-Kostant-Rosenbergの定理から, 同型

HH2(A) ≃ H0(X,∧2TX)⊕H
1(X,TX)⊕H

2(X,OX)

がある. H1(X,TX)はスキームの変形空間, H
0(X,∧2TX)は非可換方向の変形空間,

H2(X,OX)は OX を twisted 層に変形する空間に対応していると見なすことができ
る17.

例 3.6. X ⊂ P
5 を 3次 4-foldとする. Perf(X)を perfect複体のなす圏とする.

AX = {F ∈ Perf(X)| RHomPerf(X)(OX(i), F ) ≃ 0 for i = 0, 1, 2}

とおくと AX はスムースかつ固有な Calabi-Yau圏になり, コンパクト生成対象を取
ることで, AX はスムースかつ固有な 2次元 Calabi-Yau代数 A上の perfect DG加
群の圏と同値になる. Hochschild ホモロジー HH∗(AX) = HH∗(A) の各次元が K3
曲面の場合のそれと同じになり,

dimHH0(A) = 22, dimHH−2(A) = dimHH2(A) = 1

で残りは 0 となる (このような圏を K3 圏という). 2 次元 Calabi-Yau 構造から,
HH2(A) ≃ HH0(A)である. 従って Aの変形空間 (の接空間）は 22次元である.

3.3. Hodgeフィルトレーションの変形. 次に Hodge複体の対応物として, 我々は

HN•(A) ⊂ HP•(A)

を採用していた18. ここで（コ）ホモロジーをとらずに複体で考えることは非常に重
要な点である. この変形に対する局所モジュライを DG Lie代数として与えたい. そ
こで, いきなりフィルトレーションの変形を考えずに, 複体HN•(A), HP•(A)各々の
変形問題を考える.
代数多様体 X 上のベクトル束 E の変形を考えると,

H1(X, End(E))

と局所モジュライの接空間が同一視できた. スキームの例を考えると DG Lie代数
としては End(E)を次数付き交換子（graded commutator）で Lie代数の層とみなし
て RΓ(X, End(E)) に DG Lie 代数（或いは L∞-代数）の構造を入れれば E の変形
を（Spf(−)を通して）記述するであろうと容易に想像できる. 複体の場合にもどる.
(C, d)を微分 dをもつ k-ベクトル空間のコチェイン複体として, 変形問題の関手

DC/k : Artk → Set, R �→ {C の Rへの変形の同型類 }

但し {C の Rへの変形の同型類 } = {R−加群のコチェイン複体 (C⊗kR, d̃, d̃⊗R k =
d)}/ ∼ を考える. このとき Endk(C)を自己準同型 Lie代数とすると,

DC/k ≃ Spf(Endk(C))

と表すことが出来る. k[t]-加群 HN•(A)の変形問題を考える. Rへの変形を R[t]-加

群 (HN•(A)⊗k R, d̃ with d̃⊗R k = ∂Hoch + tB)とする. Rへの変形同型類の集合を

17最後の twisted 層への変形が現れることと変形問題に curved をこめた A∞-変形を考えなければな

らないことは対応している
18以下 k は簡単のため複素数体とする



非可換代数幾何における周期写像について 11

DHN
•

(A)/k[t](R)とかくと（変形の同型は適当に定義する）, R �→ DHN
•

(A)/k[t](R)で
関手

DHN
•

(A)/k[t] : Artk → Set

を定める. これは, DG Lie代数 Endk[t](HN•(A))で記述され, つまり同型

DHN
•

(A)/k[t] ≃ Spf(Endk[t](HN•(A)))

がある. 同様に, k[t, t−1]-加群 HP•(A)の変形同値類を与える変形問題の関手

DHP
•

(A)/k[t,t−1] : Artk → Set

を考えると, それは Endk[t,t−1](HP•(A))で記述される:

DHP
•

(A)/k[t,t−1] ≃ Spf(Endk[t,t−1](HP•(A))).

以下 k[t, t−1]を k[t±]と書く.
次に, DG Lie代数の図式

Endk[t](HN•(A))

ι

0 Endk[t±](HP•(A))

を考える. 右縦の射は基底変換⊗k[t]k[t
±]で誘導されるものである. この図式のホモト

ピーファイバーをFとおく. FはDG Lie代数の∞圏で,ファイバー積0×End
k[t

±

]

(HP
•

(A))

Endk[t](HN•(A))であり, 実際の DG Lie代数としても明示的なモデルをとることが

が出来る19.

Ĝr := Spf F

とおく. ここで, Fと Ĝrは, HN•(A) ⊂ HP•(A)に依存しているがそれを示す記号を

省略する. Ĝrはアファイン・グラスマン多様体と類似してることに注意する. 構成
から次のモジュライ解釈がある：W がHN•(A)の Rへの変形であり, f が基底変換
W ⊗R[t] R[t

±] から自明な変形HP•(A)⊗k R
triv への変形の（R[t±]上での）同型で

あるような組

(W, f :W ⊗R[t] R[t
±]

∼
→ HP•(A)⊗k R

triv)

を考える. このような組の（自然に定義した同型についての）同型類の集合と Ĝr(R)
の間に（Rについて関手的な）同型がある. この組 (W, f)は, HN•(A) ⊂ HP•(A)
の変形をみなせることに注意しよう. つまり, HN•(A)はW へ変形しているが, f を
通して全空間の自明な変形 HP•(A) ⊗k R

triv のなかへ埋め込まれていると考えられ

る20.
別の見方をする. Aをスムースかつ固有な DG代数とする. このとき Ĝrは簡単

な構造を持っている. Hodge-to-de Rhamスペクトル系列の退化（定理 2.7）を用い
ると

F ≃ (Endk[t±](HH∗(A)((t)))/Endk[t](HH∗(A)[[t]]))[−1]

19ι の mapping cocone に適当に Lie 代数の構造を入れたものと考えても十分である.
20ホモトピー論的には部分複体 HN•(A) ⊂ HP•(A) というのは意味を成さないからこれを複体の射

とみなすほうが正確である
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がわかる. ここでHH∗(A)(HH∗(A)[[t]], HH∗(A)((t)))は次数付きベクトル空間を微
分のない複体とみなしたものである. 右辺はアーベル DG Lie代数である. GLnのア

ファイン・グラスマン多様体の点集合（k-valued points）が

GLn(k((x)))/GLn(k[[x]])

とかけることを思い出すと, Ĝr = Spf(F) は,

“GL(HH∗(A))の形式的アファイン・グラスマン”

と思うことができる.

4.

この節の結果については [7]を参照. 周期写像のモジュライ的意味を思い出すと,

{Aの curved A∞-変形 } �→ {HN•(A) ⊂ HP•(A)の変形 }

を考えたい. 左辺は命題 3.4,右辺は 3.3節参照. 上のモジュライ理論的意味をもつDG
Lie代数の写像 HH•(A)→ Fを構成することを指導原理に掲げて考えていく. まず,

Ãを Aの R上 curved A∞-変形としたとき, その HochschildチェインHH•(Ã)を定
義でき, これは DG Λ-加群 HH•(A)の Rへの変形になっている. そこから HN•(A)

の変形HN•(Ã)が誘導される. 基底変換 ⊗k[t]k[t
±]により, HP•(A)の変形 HP•(Ã)

も得られる. したがって,

Ã �→ HN•(Ã) �→ HP•(Ã)

によって

DAlgA
p
→ DHN

•

(A)/k[t]
q
→ DHP

•

(A)/k[t,t−1]

が誘導される. 射 DAlgA → DHN
•

(A)/k[t] を DAlgA → Ĝr = Spf(F)へ持ち上げたい.
そのためには合成 DAlgA → DHP

•

(A)/k[t,t−1] が Spf(0) = ∗を経由している必要があ

る. ここで ∗は１点集合を値にとる定値関手である. これは任意の変形 Ãに対して
HP•(Ã)が HP•(A)の自明な変形になっていることを要求している. この問題/困難
は, その（ナイーブなモジュライの）意味を考えているだけで解消できるものではな
い. この問題は,

(HH•(A), HH•(A))に入る代数構造と上の p, qを関係付ける

ことによって理解・解消される. そこで, (HH•(A), HH•(A))に入る代数構造を一寸
説明する. HH•(A)[1]には Lie代数の構造, HH•(A)には S

1-作用が入っていた. 実
はこれ以外にも代数構造が入っていて, これら以外に

• 積 · : HH•(A)⊗HH•(A)→ HH•(A)
• Lie代数作用 L : HH•(A)[1]⊗HH•(A)→ HH•(A)
• 上の積 ·に関する加群構造 I : HH•(A)⊗HH•(A)→ HH•(A)

の代数作用素があり,

(·, [−,−], L, I, B)

がいくつかの関係を満たすような代数構造を定めている. (HH•(A), HH•(A))は, 可
微分多様体M の

(T •
M ,Ω

•
M ) = (⊕p≥0T

∧p
M ,⊕q≥0Ω

q
M )

の対応物とみなせるが, (·, [−,−], L, I, B) は (T •
M ,Ω

•
M ) における T

•
M の wedge 積,

Schouten Lie 括弧, Lie 微分, contraction, de Rham 微分の類似にそれぞれなって
いる. ただ, (T •

M ,Ω
•
M ) の場合のように代数構造の構成は単純ではない. 代数構造



非可換代数幾何における周期写像について 13

(·, [−,−], L, I,B)は, 2つのカラーを持つカラー付きオペラッド（色付作用団）によ
り記述される. 例えば, HH•(A)にはいる (·, [−,−])の構造は正確には HH•(A)上
の E2-代数構造のことであり, これは Deligne予想（現在は解決されている）である.
これらや Connes作用素 B の拡張として, (HH•(A), HH•(A)) に上記の代数構造が
Kontsevich-Soibelman [6], Dolgushev-Tamarkin-Tsygan [2], Horel [4]により構成さ
れている (次説も参照).
次は (HH•(A),HH•(A))の代数構造との関係をつくる第一歩である.

命題 4.1. HH•(A)[1]の HH•(A)への Lie代数作用は HN•(A)への作用を誘導し,
L[[t]] : HH•(A)[1]→ Endk[t](HN•(A))を誘導された DG Lie代数の射とすると,

p : DAlgA → DHN
•

(A)/k[t]

は

Spf(L[[t]]) : Spf(HH•(A)[1])→ Spf(Endk[t](HN•(A)))

と同一視される.　さらに, 合成 q ◦ p : DAlgA → DHP
•

(A)/k[t±] は

L((t)) : HH•(A)[1]→ Endk[t](HN•(A))
ι
→ Endk[t±](HP•(A))

と Spf(−)をとることで同一視される.

さらに Lだけでなく全ての構造をフルに使うことで次が示される:

定理 4.2 (非可換 Ehresmannファイブレーション定理). DG Lie代数の射

L((t)) : HH•(A)[1]→ Endk[t±](HP•(A))

は, ヌル-ホモトピック. つまり 0-写像と（写像空間の中で）ホモトピー同値. 特に,
Aの curved A∞-変形で引き起こされる HP•(A)の変形は自明である.

周期的巡回ホモロジーは de Rhamコホモロジーの対応物であった. これを「位相
的不変量」とみなすと, Aは変形してもその位相不変量が変形しないという 1節でで
てきた Ehresmannファイブレーション定理型の結果とみなせる. Eheresmannファ
イブレーション定理は古典的周期写像の構成でも肝であった.
上の結果を用いると次の可換図式を得る21

HH•(A)[1]

P L[[t]]

F Endk[t](HN•(A))

ι

0 Endk[t±](HP•(A))

四角は引き戻し図式（ホモトピーファイバー）である. 図式中の P : HH•(A)[1]→ F

が所望の DG Lie代数の射としての周期写像である. 定理としてまとめると：

定理 4.3. DG Lie代数の射

P : HH•(A)[1]→ F

は, 局所周期写像というべきもので,

21DG Lie 代数の∞圏のなかの可換図式をみなさないといけない所もあるがここでは無視する
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• Spf(P) : DAlgA ≃ Spf(HH•(A)[1])→ Spf(F) = Ĝrは, この節の最初で述べた

ようなモジュライ理論的解釈が出来る. つまり, 変形 Ãを

(HN•(Ã), HN•(Ã)⊗R[t] R[t
±] ≃ HP•(A)⊗k R

triv)

に送る.
• Griffiths横断性を満たす,
• Calabi-Yau （スムースかつ固有）のとき局所トレリ定理を満たす.

周期写像を使った応用を紹介する. 次は, 非可換代数幾何の Bogomolov-Tian-
Todorovの定理というべきものであり, Katzarkov-Kontsevich-Pantev [5]によりアナ
ウンスされていたものの証明は現れていないものである.

定理 4.4 ([5], [7]). A をスムースで固有な Calabi-Yau DG 代数とする. このとき,
HH•(A)[1]はアーベルな DG Lie代数と擬同型. 特に, Aの curved A∞-変形は, 非
障害 (unobstructed).

（我々の）証明であるが, 3.3で述べたように, Aがスムースかつ固有であれば Fは

アーベルDG Lie代数（と擬同型）であった. Calabi-Yauのときその性質が周期写像
P : HH•(A)[1]→ Fを通して HH•(A)[1]に伝播することを示すことで証明される.
次にこれを用いて変形量子化について考える. k[−1]をコホモロジカル次数 1のと

ころに kがあるアーベル DG Lie代数とみなすと, Spf(k[−1]) : Artk → Setは (本当
の)形式スキーム Spf(k[[x]])で表現される. ここで k[[x]]は形式べき級数環で x-進位
相を入れている. アーベル DG Lie代数 Lに対して, Lie代数の射 k[−1]→ Lを与え
ることは, ホモトピーを除いてH1(L)分ある. これから Spf(k[[x]])→ Spf(L)が定ま
り, これは, 射影極限 limn Spf(L)(k[x]/(x

n+1))の元とみなせる. この簡単な考察と
DG圏の変形の最近の結果から

定理 4.5. C を DG圏で, スムース, 固有かつ Calabi-Yauとする. １個のコンパクト
生成対象を持つとする. このとき, α ∈ HH2(C)を与えると, それに対して C の変形

量子化 Ĉ = {Cn}n≥0 が決まる. ここで Cn は, C の k[x]/(xn+1)上 DG圏への変形で,
族 {Cn}n≥0 は C の k[[x]]上への形式的変形をあらわす.

5.

前節で説明した周期写像の構成やその性質には,

(HH•(A), HH•(A))

のもつ代数構造が重要であった. ここで HH•(A), HH•(A)は（コ）ホモロジーを
とっていない複体であること, そのレベルでの構造が重要であることを再度強調して
おきたい. その代数構造の構成について, [8] において最近得られた簡明な構成法も踏
まえつつ説明する. この構造は, [6]や [4]では位相的オペラッド（から得られた DG
オペラッド）, [2]では calculusオペラッドとよばれる生成元と関係式で定義される
DGオペラッドとして扱われている. これらのオペラッドは擬同型（のジグザグ）で
DGオペラッドとして同一視できることが示されている Willwacher [18]参照. 特に
前者の位相的オペラッドは形式性を持つ. ここで繰り返しを恐れずにどのような代数
構造であったかをインフォーマルに記述する. HH•(A)には E2-代数の構造が入って
いる. この事実は Deligne予想と呼ばれていた (様々な方法で解決されているが, 現
在でもそう呼ばれることが多い）. En-代数とは, 多重ループ空間の研究の過程で生
まれた概念で, n-重ループ空間 ΩnS（の特異チェイン複体）は, En-代数になってい
る. 直感的には, E2-代数は 2重ループ空間が持っているような代数構造というこう
ことになる. 2重ループ空間 Ω2S をみると, 2回ループを取っているので, 「最初の
ループ」による結合的積構造と「２個目のループ」による結合的積構造の二つがあり,
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その二つの演算が互いに整合性を持っていることが分かる. この整合性の部分を（オ
ペラッドレベルでよくみると）E2-代数 A は, １つシフトすれば A[1]に DG Lie代
数 (正確には L∞-代数というべきかもしれない）の構造がはいる. （複体における）
E2-代数は, (コ）ホモロジーをとると Gerstenhaber代数になることが知られており,
HochschildコホモロジーHH∗(A) は Gerstenhaber代数であったことからHH•(A)
が E2-代数になることが予想されていた. 一方HH•(A)は Connes作用素由来の S

1-
作用（混合複体になっているともいえる）をもっていた. この E2-代数 HH

•(A)が,
HH•(A)に S

1-作用とある意味整合性を持つように作用する. これら全ての構造は上
記のオペラッド上の代数として記述される. 位相的なオペラッド上の代数のことを導
入者の名前をとって KS-代数と呼ぶことにする. この代数構造の構成は,（この周辺
のオペラッド関連の論文を読んだことがある人はご存知かもしれないが）大変複雑

で, オペラッドの様々な resolutionや様々なモデル, 複雑な式によるチェイン写像を
繰り返し用いるものであった. [4]では, factorizationホモロジーを用いて見通しがよ
くなったがそれでも Hochschildコホモロジーのスイス・チーズオペラッド代数作用
の複雑な構成に依拠している. KS-代数構造は, 前節みた周期写像のみならず非可換
代数幾何に重要なものである. [8]では (HH•(A), HH•(A)) を KS-代数構造をコン
セプチュアルに明快な構成を与えた. その構成では, どうしてそのような構造が入る
のかも分かる仕組みになっており, 拡張として安定∞圏やその同変版（つまり位相群
作用付き安定∞圏）, 非加法性版など様々な設定に適用できる方法を与えている. 例
えば, 位相群作用付き安定∞圏は Landau-Ginzberg模型の設定に適用する際重要に
なってくる. 構成のポイントを何点か挙げると

• KS-代数のデータを簡単な代数構造の組み合わせ (A,B,M)に分解する. ここ
でAは, 結合代数の圏の結合代数, Bは S1作用付き結合代数でAのHochschild
チェイン, M は S1-作用のついた同変左 B-加群.

• 安定∞圏 C にその Hochschildコチェインの左加群作用を圏化された意味でい
れ, Hochschildチェインをとる.

定理の形でまとめると

定理 5.1 ([8]). R を可換環スペクトラムとする. C を小さな R-線形安定∞圏とす
る. このとき, コンセプチュアルな構成方法で（特にモデルに依拠しない方法で）
(HH•(C), HH•(C))にKS-代数構造が入る.
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対数的CALABI-YAU多様体の変形

佐野 太郎

1. はじめに

本稿では Calabi-Yau多様体とは, 標準因子KX が自明な compact Kähler
多様体X のこととする. Calabi-Yau多様体は代数幾何のみならず微分幾何,
数理物理においてもよく研究されている対象である. Calabi-Yau多様体の変
形には障害がないことが知られている. Tian, Todorovの論法は解析的なもの
で SU(n)なる仮定がついていたが, Ran, 川又により代数的な証明が得られ,
その仮定も外れた. これによりCalabi-Yau多様体のモジュライ空間は局所的
には滑らかということになる.
本稿ではその “対数的”一般化について論じる. 対数的 Calabi-Yau多様体

というと, 双有理幾何学においては正規射影多様体Xとその上のQ-因子Bの
ペアであってKX +B ∼Q 0かつ (X,B)が lc対となるものをいうことが多い.
Calabi–Yau対とも呼ばれる. 滑らかな (弱)Fano多様体X に対し十分大きな
m > 0に対して多重反標準系 |−mKX |は滑らかな元Dmを持つが, (X, 1

mDm)
は Calabi-Yau対の典型例となる. X と因子のペアの変形を考えることで, 非
障害性の対数的一般化が得られる. またその応用として弱 Fano多様体の変形
の非障害性が得られる.
本稿ではさらに, 正規交差多様体であって双対化層 ωX が自明である正規交

差Calabi-Yau多様体も考える. 川又–並河は正規交差Calabi-Yau多様体の対
数変形理論を展開し, マイルドな条件のもとでそれらが滑らかな Calabi-Yau
多様体に変形できることを示した. 本稿では川又–並河の理論の応用により非
ケーラーCalabi-Yau 3-foldでピカール数が任意に大きくなる例が構成できる
ことについて論じる.
本稿では複素数体C上の代数スキーム,および複素解析空間の変形を考える.

2. Calabi-Yau多様体の変形と T 1-lifting

まずはCalabi–Yau多様体の変形の非障害性が T 1-lifting propertyによって
示されることを復習する (cf. [Nam96]). そのため変形関手やその非障害性な
どの定義を準備する.

定義 2.1. X を代数スキーム (または複素解析空間)とする. Aを Artin局所
C-代数 Aで剰余体が Cとなるもののなす圏, (Sets)を集合のなす圏とする.
このときX の変形関手DefX : A → (Sets)をA ∈ Aに対し

DefX(A) := {(X ↪→ XA) | XA → SpecA :平坦, XA ×A C ≃ X}/ ≃
とすることで定める. ここで二つのデータ (X ↪→ XA)と (X ↪→ X ′

A)が同値
であるとは, あるA-同型 Φ: XA → X ′

AであってX の埋め込みと compatible
になるものが存在することとする.

1
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DefX が非障害 (unobstructed)であるとは任意の A,A′ ∈ Aとその間の
全射A′ → Aに対して, 変形の制限写像

rA′A : DefX(A
′)→ DefX(A)

が全射であることとする.

X がコンパクト解析空間であるとき, 半普遍変形 ϕ : X → Def(X) ∋ 0, つ
まり次の性質を持つ変形があることが知られている: X の任意の小変形は底
変換により ϕから誘導され, 誘導の仕方は接空間のレベルで一意的である. (底
点 0は X ≃ ϕ−1(0)を満たす点のことである. ) この ϕは倉西族とよばれ,
底空間 Def(X)は倉西空間と呼ばれる. 倉西空間の底点での局所環の完備化
ÔDef(X),0の環としての同型類は一意的であることがわかる. また次の事実が
ある.

事実 2.2. コンパクト解析空間Xに対し, 倉西空間Def(X)が底点 0で滑らか
であることと, 変形関手DefX が非障害であることは同値である.

よって倉西空間の特異性を調べるには, Artin環上の無限小変形を考えれば
十分であることがわかる. また次のように特別な Artin環のみ調べれば非障
害性は判定できる.

事実 2.3. DefX が非障害であることと, 任意の n ≥ 0とAn := C[t]/(tn+1)に
対して制限写像DefX(An+1)→ DefX(An)が全射であることは同値である.

X がコンパクト複素多様体の時には, 変形の障害空間はH2(X, TX)により
与えられた (TX はX の接束). つまり, Artin環A,A′ ∈ Aが完全列

ξ := (0→ J → A′ → A→ 0)

をなしmA′J = 0を満たす時 (このような ξをArtin環の拡大という), 障害写
像 oξ : DefX(A)→ H2(X, TX)⊗C J が存在し, 列

DefX(A
′)

rA′A−−−→ DefX(A)
oξ−→ H2(X, TX)⊗ J

が完全となって (ηA ∈ DefX(A) に対し, oξ(ηA) = 0 であることと ηA′ ∈
DefX(A

′)であって rA′A(ηA′) = ηA となることは同値. )さらに “関手性”を
持つ. 特にH2(X, TX) = 0の時にはDefX は非障害である.　

例 2.4. Xを滑らかな射影多様体とする. 次の場合には倉西空間Def(X)は滑
らかである.

(i) dimX = 1.
(ii) X が Fano多様体, つまり反標準因子−KX が豊富.
(iii) X がアーベル多様体 (複素トーラスでも良い).

(i), (ii) においては共にH2(X, TX) = 0であることが, (i)では 1次元であ
ること, (ii)では小平–中野消滅定理から従う.

(iii)では dimX ≥ 2の時には H2(X, TX) ̸= 0であるが, 複素トーラスの
普遍変形族は具体的に構成できる. 変形 ϕX : X → ∆τX を一つ構成し, 小平–
Spencer写像が全単射であることがチェックできれば半普遍性が従う. (詳細
は小平–Spencerの論文 [KS58, 14 (γ)]にて. )
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一般には複素多様体Xの倉西空間は特異点を持つことが多い. 例えばVakil
は次の結果を示した: Z上定義された有限型 C-スキーム T に対し, 射影平面
Sであってその倉西空間Def(S)が T と滑らかな射を通じて同値になるような
ものが存在する. 例えばKS が豊富になるような例が構成されている.
にも関わらず標準因子が自明の時には, Bogomolov, Tian, Todorov, Ran

([Ran92]), 川又 ([Kaw92])らにより次の定理が示された.

定理 2.5. X を Calabi-Yau多様体とする (つまりX はコンパクトKähler多
様体でKX ∼ 0なるもの. ). このときDefX は非障害である.

注意 2.6. Todorovの論文 ([Tod89])を見ると, SU(n)-多様体なるものの変形
が扱われている. これはH0(X,ΩiX) = 0 (0 < i < dimX)をみたすので定理
におけるCalabi-Yau多様体よりは狭いクラスである. 例えばアーベル多様体
やハイパーケーラー多様体は含まれないが, これが分類論的には最も難しい場
合かもしれない. Ranによる代数的な証明ではKX が torsionかつX がコン
パクトKählerという条件のみから非障害性が示されている. 簡略化された代
数的証明は川又により得られた.

上の定理の証明では T 1-lifting propertyという性質が有効に使われた.

定義 2.7. An := C[t]/(tn+1), Bn := An ⊗C A1 ≃ C[t, u]/(tn+1, u2) ∈ Aとお
く. またコンパクト解析空間X とXn ∈ DefX(An)に対して,

T 1(Xn/An) := {(Xn ↪→ Yn) : (X ↪→ Yn) ∈ DefX(Bn), Yn ×Bn An ≃ Xn}/ ≃
とおく. ((Xn ↪→ Yn) ≃ (Xn ↪→ Y ′

n)は Φ: Yn → Y ′
nで Φ(Xn) = Xnを満たす

こととする. )
コンパクト解析空間Xの変形関手DefX が T 1-lifting propertyを満たす

とは, 任意の n ≥ 0に対して

T 1(Xn/An)→ T 1(Xn−1/An−1)

が全射となることである.

次の命題が重要である.

定理 2.8. ([Ran92], [Kaw92], [FM99]) コンパクト解析空間X に対し, DefX
が非障害であることと T 1-lifting propertyをみたすことは同値である.

また次の命題が基盤となる.

命題 2.9. ([Del68, Théorème 5.5]) Xをコンパクト複素多様体でHodge to de
Rhamスペクトル系列

Ep,q1 = Hq(X,ΩpX)⇒ Hp+q(X,Ω•
X) ≃ Hp+q(X,C)

が E1-退化するものとする. この時, A ∈ AとXA ∈ DefX(A)に対してスペ
クトル系列

Hq(XA,Ω
p
XA/A

)⇒ Hp+q(XA,Ω
•
XA/A

) ≃ Hp+q(X,A)

も E1-退化する. またHq(XA,Ω
p
XA/A

) は自由 A加群となり, Artin環の底変
換と可換になる.



4 佐野 太郎

定理 2.5の証明のスケッチ. 一般に (X ↪→ Xn) ∈ DefX(An)に対して,

T 1(Xn/An) ≃ Ext1OXn
(Ω1

Xn/An
,OXn)

となる. 命題 2.9より相対標準束 ωXn/An
は自明となるので

Ext1OXn
(Ω1

Xn/An
,OXn) ≃ H1(Xn,Ω

d−1
Xn/An

)

を得る (d := dimX). よって T 1-lifting propertyは底変換写像

H1(Xn,Ω
d−1
Xn/An

)→ H1(Xn−1,Ω
d−1
Xn−1/An−1

)

の全射性と同値になり, これは命題 2.9から従う. □

注意 2.10. 定理の証明から, X をコンパクト複素多様体でKX ∼ 0をみたし
Hodge to de Rhamスペクトル系列がE1-退化するものとすると, その倉西空
間Def(X)は滑らかである. しかしスペクトル系列が退化しない場合には標準
束が自明でも倉西空間が特異点を持つ例がある ([Ghy95]).

3. Calabi-Yau対, 弱 Fano多様体の変形

この節では Calabi-Yau対の変形について述べる. まず, 閉部分空間との対
(X,D)の変形を導入する.

定義 3.1. XをC-代数スキーム (または複素解析空間), D ⊂ Xをその閉部分
スキーム (解析空間)とする. 変形関手Def(X,D) : A → (Sets)を

Def(X,D)(A) := {(X ↪→ XA, D ↪→ DA, DA ↪→ XA) |
(X ↪→ XA) ∈ DefX(A), (D ↪→ DA) ∈ DefD(A)}/ ≃

により定める. 二つのデータ (X ↪→ XA, D ↪→ DA, DA ↪→ XA)と (X ↪→
X ′
A, D ↪→ D′

A, D
′
A ↪→ X ′

A)が同値とは, A-同型 Φ: XA
≃−→ X ′

Aと Ψ : DA →
D′
AであってD,Xの埋め込みと compatibleになるものが存在することとする.
Def(X,D)の非障害性はDefX の場合と同様に定義される.

DefX やDef(X,D)は次で定義される “変形関手”の一種である.

定義 3.2. 共変関手 F : A → (Sets)が F (C) = {∗}をみたし, f : A → B と
f ′ : A′ → Bとそこから自然に誘導される写像 ϕ : F (A×B A′)→ F (A)×F (B)

F (A′) が次の “Schlessingerの条件”(H1), (H2), (H3)を満たすとする:

(H1) f が全射のとき ϕも全射.
(H2) A = A1 := C[t]/(t2)のとき ϕは全単射.
(H3) T 1

F := F (A1)は有限次元 C-線形空間.

F が変形関手であるとはArtin環の拡大 e := (0→ J → A′ → A→ 0)に対し
て “障害写像”oe : F (A)→ T 2

F ⊗ J が定義され次を満たすこととする:

(i) F (A′)→ F (A)の像が o−1
e (0)と一致.

(ii) oeはArtin環の拡大に対し関手的.
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変形関手 F が非障害とは, 上のような Artin環の拡大に対し F (A′) → F (A)
が全射であることとする. また, F が T 1-lifting propertyを満たすとは, 自
然に誘導される写像

F (Bn)→ F (An)×F (An−1) F (Bn−1)

が任意の n ≥ 1に対して全射になることとする.

Fantechi–Manettiは次の事実を示した.

事実 3.3. ([FM99])変形関手F が非障害であることと, T 1-lifting propertyを
みたすことは同値である.

注意 3.4. F が表現可能であるときには川又による証明が機能する. 実はX
が Calabi–Yauの時には DefX は表現可能である. (X ↪→ XA) ∈ DefX(A)に
対し, 相対標準層 ωXA/Aが命題 2.9から自明となる. またH0(XA, TXA/A) ≃
H0(XA,Ω

d−1
XA/A

)となって (d := dimX),無限小自己同型が liftすることが事実
2.9から従うからである　 (ただしΩiXA/A

:= ∧iΩ1
XA/A

, TXA/A := (Ω1
XA/A

)∨(∨
は双対. )).

例 3.5. X がコンパクト複素多様体でD ⊂ X がその滑らかな因子であると
き, DefX やDef(X,D)は変形関手である. もちろんその他にもHilbert関手や
層の変形関手など様々な変形関手が存在する.

次の定理は Calabi-Yau対に対する BTT定理の一般化と言える.

定理 3.6. ([San14], [Iac15])コンパクトKähler多様体Xであって,あるm > 0
に対し線形系 |−mKX |が滑らかな因子Dを含むものが与えられたとする.
このとき変形関手Def(X,D)は非障害である.

T 1-lifting propertyと共に, 再びスペクトル系列の退化が証明のキーとなる.
証明はDeligneによるものとほぼ同様である.

命題 3.7. コンパクトKähler多様体X とその滑らかな因子Dが与えられた
とし, A ∈ A上で (XA, DA) ∈ Def(X,D)(A)を考える.

このときスペクトル系列

Ep,q1 := Hq(XA,Ω
p
XA/A

(logDA))⇒ Hp+q(XA,Ω
•
XA/A

(logDA))

はE1-退化する. またHq(XA,Ω
p
XA/A

(logDA))は自由A-加群であり, Artin環
の底変換と可換である. (ΩpXA/A

(logDA)はDAに沿って極を許す相対対数微
分層である. )

定理 3.6の証明のスケッチ. BTT定理でのT 1(Xn/An)と同様の空間を使って
Def(X,D)の T 1-lifting propertyは記述できる. すると T 1-lifting propertyは
(Xn, Dn) ∈ Def(X,D)(An)とXn−1 := Xn ×An An−1, Dn−1 := Dn ×An An−1

に対して底変換写像

H1(Xn, TXn/An
(− logDn))→ H1(Xn−1, TXn−1/An−1

(− logDn−1))

が任意の n ≥ 1に対し全射であることと同値であることがわかる. ただし
i = n− 1, nに対し TXi/Ai

(− logDi) := (Ω1
Xi/Ai

(logDi))
∨とおく.



6 佐野 太郎

簡単のため, m = 1のときの説明をする. このとき事実 3.7より

H0(Xn, ωXn/An
⊗OXn(Dn)) ≃ An

であることが従うので, ωXn/An
⊗ OXn(Dn) ≃ OXn である. これを使うと上

の写像は

H1(Xn,Ω
d−1
Xn/An

(logDn))→ H1(Xn−1,Ω
d−1
Xn−1/An−1

(logDn−1))

(d := dimX とする)となり, この全射性は事実から従う.
mが一般の時にはDGLAを使った方法しか今の所知られていない ([Iac15]).

しかし次の仮定 (*)をおけば T 1-liftingと分岐被覆のテクニックのみでDGLA
を使わずに証明ができる:

(*) 任意の n ≥ 1および (Xn, Dn) ∈ Def(X,D))(An)に対して

ω⊗m
Xn/An

⊗OXn(Dn) ≃ OXn .

この仮定はH1(X,OX) = 0の時やm = 1の時には満たされる. □

上のDef(X,D)の非障害性の系として, 次のDefX の非障害性が得られる.

系 3.8. ([San14]) Xを弱 Fano多様体とする, つまり反標準因子−KX はネフ
かつ巨大とする. このときDefX は非障害である.

証明. まず基底点自由化定理より,十分大きいm > 0をとると線形系 |−mKX |
は自由となり滑らかな元 Dをもつ. この Dに関し Def(X,D) を考え, 忘却射
Φ: Def(X,D) → DefX をA ∈ Aと (XA, DA) ∈ Def(X,D)(A)に対し

Φ((XA, DA)) := (XA) ∈ DefX(A)

により定める. 以下が証明のキーとなる.

主張 3.9. 忘却射Φ: Def(X,D) → DefX は滑らかである, つまりA,A′ ∈ Aと
A′ ↠ Aに対し

Def(X,D)(A
′)→ Def(X,D)(A)×DefX(A) DefX(A

′)

は全射となる.

主張の証明. これを示すには H1(D,ND/X) = 0 (ND/X は法束)を言えば良
い. 完全列

H1(X,OX(D))→ H1(D,ND/X)→ H2(X,OX)

があって, この両端が 0であることが川又–Viehweg消滅定理より従う. よっ
てH1(D,ND/X) = 0が従う. □

この主張と定理 3.6からDefX が非障害であることが従う. □
例 3.10. 弱 Fano多様体は双有理幾何学, Fano多様体の双有理的研究におい
て頻繁に出てくる対象である. Fano多様体の場合とは違ってH2(X, TX) ̸= 0
なる例も存在する. 例えばX = P(OP2⊕OP2(3))とすれば, これはP(1, 1, 1, 3)
の vertexでの爆発となり弱 Fanoであるが, H2(X, TX) ̸= 0である. よって
T 1-lifting propertyのような方法が必要である.
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この例では線形系 |−KX |が滑らかな元を持つが, 一般には任意のm > 0に
対し |−iKX | (i = 1, . . . ,m − 1)が滑らかな元を持たないような Fano多様体
X が存在することが知られている. よって証明で巡回被覆を取る必要がある.

例 3.11. Def(X,D) が非障害でも DefX が障害を持つ例は次のようなものが
ある.
C ⊂ P3を滑らかな射影曲線で [C] ∈ Hilb(P3)が特異点で,かつCが滑らかな

4次曲面 Sに含まれるとする. (Sernesiによる例が存在する ([Har10, Exercise
13.2]))このときX → P3をCでの爆発とすると, |−KX |はD := µ−1

∗ (S)を含
むのでCalabi-Yau対となる. よってDef(X,D)は非障害である. しかしDef(X)

は Hilbertスキームと同じタイプの特異点を持つことがわかるので, DefX は
障害を持つ.

例 3.12. ω−1
X がネフかつ巨大という仮定をどの程度弱められるか, という問

を考える.
まず ω−1

X がネフだがDefX が障害を持つ例は存在する. 例えば T を 2次元
以上の複素トーラスとしX = T ×P1とすると, そのような例になる ([KS58]).
実際, ω−1

X は自由ですらある.

ω−1
X が巨大だがDefX が障害を持つ例も存在する. C ⊂ P3を滑らかな射影

曲線であって [C] ∈ Hilb(P3)が特異点であり, かつCが滑らかな 3次曲面に含
まれているとする (Mumfordによる有名なCの例がある). このときX → P3

を C での爆発とすると ω−1
X は巨大だが, Def(X)は Hilbert schemeの [C]で

の特異点と同様の特異点を持つ.
例えばX が有理連結で ω−1

X がネフ (または自由)であるときに DefX が非
障害かどうか, といった問は興味深いが, 決定的な答を見つけるには至ってい
ない.

4. Calabi-Yau多様体の有界性問題と正規交差多様体のログ変形

次の問題は代数多様体の分類において重要である.

問題 4.1. 射影的 Calabi-Yau多様体の微分同相型は有限個か？

1次元, 2次元では楕円曲線, K3曲面の位相型はそれぞれ一つしかない. し
かし Calabi-Yau 3-foldの例は toric多様体の中の完全交差の特異点解消によ
り, 多くの例が構成されている. 具体的な数字としては 3万個以上の位相型の
存在が確認されている.
変形同値な複素多様体は微分同相であるので, Calabi-Yau 3-foldの変形同

値類が有限個しかないのであれば微分同相型も有限個である. Grossは楕円
ファイバー構造を持つCalabi-Yau 3-foldは双有理有界な族をなすことを示し
た. 特にそのような Calabi-Yau 3-foldのベッチ数, 位相的オイラー数は有界
である. おそらくこれがCalabi-Yau多様体の有界性について現在知られてい
る最も強い結果の一つである. 射影的でない Calabi-Yau多様体を考えると,
次のように無限個の例がある.

例 4.1. (1)([Fri91]) Friedmanは滑らかな 5次超曲面X = X5 ⊂ P4で無限個
の互いに disjointな (−1,−1)-曲線Ci(i = 1, 2, . . .)を含むものを構成した. こ
のとき X → Xm を C1, . . . , Cm の解析的な収縮とする (Grauertの定理より
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存在). すると Friedmanの変形の定理により, Xmを変形して滑らかな複素多
様体 Ymが得られることが従う. 第 2ベッチ数 b2(Ym) = 0であるため Ymは
Kählerでないが, そのオイラー数は e(Ym) = −200− 2mと計算できる. よっ
て Ym(m = 1, 2, . . .)は射影的でないCalabi-Yau 3-foldの微分同相型の無限個
の系列を与えている.
(2)小木曽 ([Ogu94]),宮岡 ([Fri91])は射影的Calabi-Yau 3-foldの (解析的)flop
により H2(X,Z) の生成元 D の |D3| がいくらでも大きくなる例を構成し,
Moishezon Calabi-Yau 3-foldの微分同相類の無限個の系列が次のように得
られることを示した.
滑らかな (2, 4)-完全交差X = X2,4 ⊂ P5はCalabi-Yau 3-foldとなるが, そ

れを上手くとると任意の d ≥ 1に対し (−1,−1)-曲線 Cd ⊂ X であって次数
dのものを X が含むようにできる.　この Cd の flop X 99K Yd をとれば条
件を満たす例となる. 実際 Yd 上のH ∈ |OX(1)|の強変換をHd としたとき,
H3
d = 8− d3となる.

(3) Ghysにより標準束が自明で b2(X)がいくらでも大きくなるX の例は挙
げられていた. SL(2,C)に固有不連続な自由作用を持つ離散群 Γでの商とし
て例は構成され, よって基本群は Γになる.

Fine–Panov ([FP10])は単連結かつ標準束が自明な例で b2が大きくなる例
を構成した. 彼らの例は SL(2,C)の同じく離散群による商から構成されるが,
固定点を持つ作用による商の crepant resolutionとして構成される. すると
H0(X,ΩiX) ̸= 0を i = 1, 2について満たすことがわかり, “強 Calabi-Yau性”
を満たさない.

川又–並河 ([KN94])は正規交差多様体のログ構造つきの変形理論を展開し,
次の結果を得た. まず d-半安定なる概念を導入する.

定義 4.2. ([Fri83]) SNC多様体X =
∪N
i=1Xiに対して, D := SingX とし,

OD(X) := (⊗Ni=1IXi/IXiID)∨ ∈ PicD

とする (無限小法束と呼ばれる). Xが d-半安定であるとは, OD(X) ≃ ODと
なることとする.

注意 4.3. N = 2の時にはOD(X) ≃ ND/X1
⊗ND/X2

となり, これが自明な
らば d-半安定となる.

X が半安定退化の中心ファイバーとして現れる時, X は d-半安定となる.
逆は一般には不成立であるが, Calabi-Yauの場合には次が成り立つ.

定理 4.4. n ≥ 3に対しX を n次元 properな単純正規交差 (SNC)スキーム
で次の条件を満たすものとする:

(i) 双対化層 ωX が自明.
(ii) X は d-半安定
(iii) Hn−1(X,OX) = 0, Hn−2(Xi,OXi) = 0 (i = 1, . . . , N)を満たすとす

る　 (X =
∪N
i=1Xiは既約成分への分解).

このときXの円盤∆1上の変形 ϕ : X → ∆1であってX が滑らかで, かつ一般
ファイバーXt := ϕ−1(t)は滑らかかつ標準因子が自明となるものが存在する.
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注意 4.5. 川又–並河はXがKähler SNC多様体であるという仮定のもとで定
理を証明した. 鍵となるのはKähler SNC Calabi-Yau多様体のログ構造付き
変形の非障害性である. 論文の証明で肝要なのは, 各既約成分やその stratum
上でHodge-to-de Rhamスペクトル系列がE1-退化するということであった.
よって既約成分XiがKählerや固有代数多様体であると仮定するだけで十分
である. ただしXが射影的でない場合には一般ファイバーXtが代数的でない
ものになりうる.

定理 4.4を使うと Calabi-Yau多様体を SNC多様体の変形として構成でき
る. Lee ([Lee10])は新しい Calabi-Yau多様体の構成について調べた. 射影
的でない SNC多様体の対数変形により, 次の例が橋本氏との共同研究で得ら
れた.

定理 4.6. ([HS]) 任意の正の整数 a > 0に対し, 射影的でないコンパクト 3
次元複素多様体 X = X(a)で KX ∼ 0, b2(X) = a + 3, H i(X,OX) = 0 =
H0(X,ΩiX) (i = 1, 2)を満たすものが存在する.

この多様体X(a)は SNC Calabi-Yau多様体を変形することで構成される.
まず SNC多様体を滑らかな多様体の gluingとして構成するには次の命題を
使う.

命題 4.7. X1, X2を滑らかな固有代数多様体, Di ⊂ Xi (i = 1, 2)をそれらの
滑らかな因子で同型 ψ : D1 ≃ D2を持つものとする. このとき固有な SNCス
キームX0であって閉埋め込み ιi : Xi ↪→ X0を持ち Cartesian図式

D1
� � i1 //

� _

ψ◦i2
��

X1� _

ι1
��

X2
� � ι2 // X0

を満たすものが存在する (j = 1, 2に対し ij : Dj ↪→ Xj は包含写像). これを
X1 ∪ψ X2とかき, i1 : D1 ↪→ X1と i2 ◦ ψ : D1 ↪→ X2による push-outという.

例 4.8. 例えばX1 = X2 = P3として, S = D1 = D2 ⊂ P3を滑らかな 4次曲
面とする. このとき ψ := idS とすると, SNC多様体X0 := X1 ∪ψ X2ができ
る. これの双対化層 ωX0 はKXi +Di ∼ 0であることから自明であることが
わかる. しかしNS/X1

⊗NS/X2
≃ OS(8)であるため, d-半安定ではない.

今 µ : Y1 → P3を滑らかな曲線 C ∈ |OS(8)|による爆発として, Y2 = P3と
する. S1 ⊂ Y1を S の強変換, µS : S1 → S を µが誘導する同型とする. する
と Y0 := Y1∪µS Y2は d-半安定であり, 定理 4.4の条件を満たすものとなる. こ
こで注意したいのは, S が非自明な自己同型を持つ場合, それで twistした閉
埋め込みによる push-outは一般には違う SNC多様体になることである. 定
理 4.6での例もそのようにして構成される.
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ヤン・バクスター方程式からホップ亜代数へ

澁川 陽一 (Youichi SHIBUKAWA)∗

概要

ヤン・バクスター方程式と関連した例を通じて，ホップ代数の一般化であるホップ亜代数を紹介する．

1 イントロダクション

nを正の整数とし，集合 {Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n}上の自由 C代数を C⟨Xij , (X

−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩
と表す．この自由代数の元

(1) XijXkl −XklXij (i, j, k, l = 1, . . . , n)

(2)
∑n

k=1Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)
∑n

k=1(X
−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

で生成された両側イデアル I による商 C⟨Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩/I を AP と書くことにする (ただ

し δij はクロネッカーのデルタ・シンボル)．この AP は双代数である [1, 第 2 章 §1]．その構造射 (余積

∆ : AP → AP ⊗ AP，余単位射 ε : AP → C)は次のように定義される (2つの写像が代数準同型になるよう

拡張する)．

(1) ∆(Xij) =
∑

kXik ⊗Xkj

(2) ∆((X−1)ij) =
∑

k(X
−1)kj ⊗ (X−1)ik

(3) ε(Xij) = ε((X−1)ij) = δij

さらに AP はホップ代数にもなる [1, 第 2章 §1]．その構造射である対合射 S : AP → AP は，生成元上次

のように定義される (反自己同型として拡張する)．

S(Xij) = (X−1)ij ;S((X
−1)ij) = Xij .

AP から Cへの代数準同型全体のなす集合M と一般線型群 GLn(C)は集合として同型である．実際，次
の写像がこの同型を与える．

M ∋ F 7→ (F (Xij))i,j ∈ GLn(C).

そこで，これが群としての同型になるように M に群構造を与えることができる [1, 第 4 章 例 4.3], [17,

Example 9.7]．このとき，余積∆を用いるとM の積が，余単位射 εを用いるとM の単位元が，対合射 S を

用いると逆元が定義できるようになっている．実際，F,G ∈M に対し

• 積 FG = F ⊗G ◦∆;

∗ 北海道大学理学研究院数学; shibu＠math.sci.hokudai.ac.jp
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• 単位元 1M = ε;

• F (∈M)の逆元は F ◦ S (Cが可換であるため F ◦ S ∈M に注意)．

実は定義だけではなく，余積が余結合律 (∆⊗ 1) ◦∆ = (1⊗∆) ◦∆ をみたすことからM の積が結合的とな

るなど，GLn(C)が群であることと AP がホップ代数であることがよく対応している．

このホップ代数 AP は，n次元ベクトル空間 V = ⊕iCvi のテンソル積 V ⊗ V 上の線形写像 P : V ⊗ V →
V ⊗ V (P (v ⊗ w) = w ⊗ v) と関係が深い．基底 {vi ⊗ vj}に関する P の行列表示の成分を P kl

ij とするとき

(すなわち P (vk ⊗ vl) =
∑

i,j vi ⊗ vjP kl
ij )，XijXkl −XklXij =

∑
a,b P

ab
ik XbjXal −

∑
a,b P

lj
abXkbXia となる

ので，AP の定義関係式を与える両側イデアル I の生成元は

(1)
∑
a,b

P ab
ik XbjXal −

∑
a,b

P lj
abXkbXia (i, j, k, l = 1, . . . , n) (1.1)

(2)
n∑

k=1

Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)

n∑
k=1

(X−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

である．少々強引ではあるが，これをもって「定義関係式を通じて，線形写像 P : V ⊗ V → V ⊗ V がホップ
代数 AP を決定している」と見ることにする．

写像 P が量子ヤン・バクスター方程式 [2, 3, 20, 21] (今の場合は，ブレイド関係式と同じ) (P ⊗ 1)(1 ⊗
P )(P ⊗ 1) = (1⊗P )(P ⊗ 1)(1⊗P ) の解であることに注目して，「この構成の枠組みを活かして，量子ヤン・
バクスター方程式の解からいろいろなホップ代数を構成しよう」と試みるのは自然であろう．実際，[6]では，

量子ヤン・バクスター方程式の解から一般線型群 GLn(C)の q-analog上の関数環と呼ばれるホップ代数を構

成している．

講演では更に飛躍して，「上で説明した構成の枠組みを一般化して，一般化されたヤン・バクスター方程式

の解からホップ代数の一般化を構成しよう」と試み，この立場からホップ亜代数について具体例と合わせて紹

介した．

この報告では講演内容を抜粋し，双代数の一般化である左双亜代数，およびホップ代数の一般化であるホッ

プ亜代数の定義を与えた上で，ホップ代数 AP の一般化となるホップ亜代数が構成できることを簡単に紹介

する．

2 左双亜代数 Aσ

Aと Lを積に関する単位元をもつ環とし (環 Aの単位元を 1A，環 Lの単位元を 1L と書く)，sL : L→ A

と tL : Lop → Aを
sL(l)tL(l

′) = tL(l
′)sL(l) (∀l, l′ ∈ L). (2.1)

をみたす環準同型とする．ただし，Lop は環 Lの反環 (反同型環)である．式 (2.1)により，環 Aは両側 L加

群となる (この加群を記号 LAL で表す)．

l · a · l′ = sL(l)tL(l
′)a (l, l′ ∈ L, a ∈ A). (2.2)
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定義 2.1. 両側 L加群のなすテンソル圏における余モノイド (comonoid) (LAL, γL : A→ A⊗L A, πL : A→
L) が次をみたすとき，AL = (A,L, sL, tL, γL, πL) を左双亜代数 (left bialgebroid)という [4, 5]．∑

(a)

a(1)tL(l)⊗ a(2) =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2)sL(l), (2.3)

γL(1A) = 1A ⊗ 1A,

γL(ab) = γL(a)γL(b), (2.4)

πL(1A) = 1L,

πL(asL(πL(b))) = πL(ab) = πL(atl(πL(b))) (∀l ∈ L, ∀a, b ∈ A).

ただし式 (2.3)では，Sweedlerによる sigma notation [18, Section 1.2] と呼ばれる記号法を用いている．

γL(a) =
∑
i

a1i ⊗ a2i =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ∈ A⊗L A.

注意 2.2. 定義 2.1 に現れる余モノイドは，テンソル圏におけるモノイドの双対である (モノイドの定義に現

れる構造射 (の矢印)を逆向きにしたもの)．

注意 2.3. 式 (2.3) により，式 (2.4) の右辺は well-defined となる (環 L が必ずしも可換であるとは限らな

いことに注意)．つまり，式 (2.3) の下で，
∑

(a),(b) a(1)b(1) ⊗L a(2)b(2) (γL(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2), γL(b) =∑
(b) b(1) ⊗ b(2)) は代表元の取り方に依存せず定まるので，これを γL(a)γL(b)(∈ A⊗L A) と書く．このよう

なことが左双亜代数の定義には含意されている．

注意 2.4. 左双亜代数は [19] における ×L-bialgebraと同じものである．

以下，K を体，H を空でない集合，RをK代数とし，MH(R)を集合H から体Kへの写像全体のなすK代
数とする．Gを集合H の置換群S(H)の反群の部分群とし，その任意の元 α ∈ Gに対し，Tα ∈ EndK(L,L)

を Tα(f)(λ) = f(λα) (λ ∈ H,α ∈ G) と定める (ただし λα := α(λ))．さらに，有限集合X から群 Gへの写

像 deg : X → Gが存在することを仮定する．

Lab，(L−1)ab (a, b ∈ X) を不定元として，自由代数 K⟨(MH(R) ⊗K MH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈

X}
⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩ を考える．σab

cd ∈ MH(R) (a, b, c, d ∈ X) に対し，以下の (1)–(5)の元で生成さ

れる上記自由代数の両側イデアルを Iσ とする．

(1) ξ + ξ′ − (ξ + ξ′), cξ − (cξ), ξξ′ − (ξξ′) (∀c ∈ k, ξ, ξ′ ∈MH(R)⊗K MH(R)op).

ただし，ξ+ξ′における記号+は自由代数での和を表し，(ξ+ξ′)での記号+は代数MH(R)⊗KMH(R)op

での和を表す．他の生成元におけるスカラー倍や積も同様．

(2)
∑
c∈X

Lac(L
−1)cb − δab∅,

∑
c∈X

(L−1)acLcb − δab∅ (∀a, b ∈ X).

(3) (Tdeg(a)(f)⊗ 1MH(R))Lab − Lab(f ⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ Tdeg(b)(f))Lab − Lab(1MH(R) ⊗ f),
(f ⊗ 1MH(R))(L

−1)ab − (L−1)ab(Tdeg(b)(f)⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ f)(L−1)ab − (L−1)ab(1MH(R) ⊗ Tdeg(a)(f)) (∀f ∈MH(R)(=MH(R)
op
), a, b ∈ X).

(4)
∑

x,y∈X(σxy
ac ⊗ 1MH(R))LydLxb −

∑
x,y∈X(1MH(R) ⊗ σbd

xy)LcyLax (∀a, b, c, d ∈ X).

(5) ∅ − 1MH(R) ⊗ 1MH(R).

この両側イデアル Iσによる自由代数K⟨(MH(R)⊗KMH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈ X}

⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩
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の商を Aσ とする．Aσ の定義関係式 (4) と式 (1.1) を比較すると，これが AP の一般化になっていることが

(σ が P の一般化になっていることと合わせて) 推察されるだろう．

定理 2.5 ([7]). 写像 deg : X → Gと σbd
ac ∈MH(R)が

• deg(b) ◦ deg(d)(λ) ̸= deg(a) ◦ deg(c)(λ)⇒ σbd
ac(λ) = 0 (∀λ ∈ H)

• σbd
ac(λ) ∈ Center(R)

をみたすならば，商 Aσ は左双亜代数である (Cf. [14, 15])．

この定理の左双亜代数において，sL :MH(R)→ Aσ，tL :MH(R)op → Aσ は次のような写像である．

sL :MH(R) ∋ f 7→ f ⊗ 1MH(R) ∈ Aσ; tL :MH(R)op ∋ f 7→ 1MH(R) ⊗ f ∈ Aσ.

γMH(R) : Aσ → Aσ ⊗MH(R) Aσ については，主要な生成元上の値のみを記す．

γMH(R)(f ⊗ g) = (f ⊗ 1)⊗ (1⊗ g);

γMH(R)(Lab) =
∑
c∈X

Lac ⊗ Lcb; γMH(R)((L
−1)ab) =

∑
c∈X

(L−1)cb ⊗ (L−1)ac.

最後に πMH(R) : Aσ → MH(R)を定義するため，まず，K代数の準同型 ε : Aσ → EndK(MH(R))を次の

ように定める．

ε(f ⊗ g) = ρl(f)ρr(g); ε(Lab) = δabTdeg(a); ε((L
−1)ab) = δabTdeg(a)−1 (f, g ∈MH(R)).

ただし，f, g ∈MH(R)に対し ρl(f), ρr(g) ∈ EndK(MH(R))を ρl(f)(h)(λ) = (fh)(λ) = f(λ)h(λ), ρr(g)(h) =

hg と定義する (λ ∈ H,h ∈ MH(R))．定理 2.5の条件は，この εが well-definedとなることを保証する．そ

して，πMH(R) : Aσ →MH(R)は εを用いて次のように定義される．

πMH(R)(a) = ε(a)(1MH(R)) (a ∈ Aσ).

3 ホップ亜代数 Aσ

AL = (A,L, sL, tL,∆L, πL) を左双亜代数，S : A→ Aを環 A上の反自己同型，L′ を反環 Lop と同型な環

とする (この同型写像を ν : Lop → L′ としておく)．

式 (2.2) で，環 A上の左 L加群構造 LA と右 L加群構造 AL を導入した．

LA : l · a = sL(l)a;AL : a · l = tL(l)a (l ∈ L, a ∈ A).

これと同様にして，環 A上に L′ 加群構造を導入することができる (左 L′ 加群構造を L′
A，右 L′ 加群構造を

AL′
と書く)．

L′
A : r · a = asL(ν

−1(r));AL′
: a · r = aS(sL(ν

−1(r))) (r ∈ L′, a ∈ A).

命題 3.1. 写像 S : A→ A，sL : L→ A，tL : Lop → A が

S ◦ tL = sL (3.1)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗LA : AL ⊗ LA→ AL′ ⊗ L′
A が一意的に存在する．

SA⊗LA(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).
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∆L(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2) を Sweedler’s sigma notation [18, Section 1.2] とするとき，式 (3.1) より∑
(a) S(a(1))a(2) が well-defined となることに注意すると，次も成り立つことがわかる．

命題 3.2. 写像 S : A→ A，sL : L→ A，tL : Lop → A，πL : A→ L が式 (3.1) と∑
(a)

S(a(1))a(2) = tL ◦ πL ◦ S(a) (∀a ∈ A) (3.2)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗L′A : AL′ ⊗ L′
A→ AL ⊗ LA が一意的に存在する．

SA⊗L′A(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).

写像∆L′ : A→ AL′ ⊗ L′
A を ∆L′ := SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 と定義する．

定義 3.3. 4つの式 (3.1)，(3.2)，

(∆L ⊗ idA) ◦∆L′ = (idA ⊗∆L′) ◦∆L, (∆L′ ⊗ idA) ◦∆L = (idA ⊗∆L) ◦∆L′

をみたす左双亜代数 AL と環 Aの反自己同型 S : A→ Aの組 (AL, S) に対し，次の性質をもつ写像 SA⊗L′A

の逆写像 S−1
A⊗L′A が存在するとき，組 (AL, S) をホップ亜代数 (Hopf algebroid)という [4, 5]．

SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 = S−1
A⊗L′A ◦∆L ◦ S.

定理 3.4 ([7]). 適切な σab
cd ∈MH(R)に対し，定理 2.5のAσ はホップ亜代数となる．ただし，L′ =MH(R)op，

ν = idMH(R)op．

講演では，群の一般化である擬群 (quasigroup) を用いて上の定理における σab
cd ∈ MH(R) を構成した

[7, 9, 10, 11, 12, 13, 16]．この σab
cd ∈ MH(R) から定まるホップ亜代数 Aσ において，K 代数の反自己同型

S : Aσ → Aσ は，生成元上，次のように定義される．

S(f ⊗ g) = g ⊗ f ;S(Lab) = (L−1)ab;S((L
−1)ab) = Lab (f, g ∈MH(R)).

講演の最後では，MH(R)を一般化して得られる Aσ についても紹介した [8]．
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正規化されたヒルベルト函数について

大関　一秀（山口大学　創成科学研究科）

Abstract. 与えられた局所環 (R,m)内の m-準素イデアルのヒルベルト函数の挙動に
は，それを含む局所環 Rや，Rees代数および随伴次数環の構造といったイデアルの主
要な情報が内包されていると考えられている．本報告では，解析的不分岐なコーエン・
マコーレイ局所環内に於ける m-準素イデアルの正規化されたヒルベルト函数について
考察を行う．正規化されたヒルベルト函数は，1990年頃に伊藤らによって，各ヒルベル
ト係数の値と随伴次数環の構造との関係解明を軸に，盛んにその挙動研究が行われた．
これに対して，近年，Corso-Polini-Rossi [1]，Phuong [10]によって，Sally加群の理論
が正規化された第 1ヒルベルト係数を制御する際に有効であることが示唆された．
本報告では，Sally加群の構造とその役割を紹介するとともに，それらを用いて，正

規化された第 1および第 2ヒルベルト係数による m-準素イデアルの構造の新たな分類
を紹介する．

1. 導入

本報告の内容は，S. K. Masuti氏とM. E. Rossi氏との共同研究 [8]に基づくもので
ある．
本報告を通して特に断らない限り，(R,m)を解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局

所環とする．ただし，局所環Rが解析的不分岐であるとは，Rのm-進完備化が被約で
あることである．局所環 RのKrull次元を d = dimR > 0とし，簡単のため，剰余体
R/mは無限体であると仮定する．I をRのm-準素イデアルとし，J = (a1, a2, . . . , ad)
をRの巴系イデアルであって，Iの節減をなすものとする．（ただし，Jが Iの節減であ
るとは，ある整数 r ≥ 0に対して，等式 Ir+1 = JIrが成り立つことをいう．この節減
の概念はD. Reesによって導入されたものであり，後に登場するRees代数や随伴次数
環の構造を解析する際に重要な役割を果たすものである）
本報告では，イデアルの整閉包の概念を積極的に用いる．まずは，その定義を紹介す

る．x ∈ Rが I上整であるとは，ある整数 n ≥ 1と ai ∈ I i (1 ≤ i ≤ n)が存在して，等
式 xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0が成り立つことをいう．以下，

I = {x ∈ R | xは I上整 }

と表し，イデアル Iの整閉包と呼ぶ．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，あ
る整数 r ≥ 0が存在して，任意の整数n ≥ rに対して，等式 In+1 = JInが成り立つ，す
なわち，J が I の正規化されたフィルトレーション {In}に対して節減となっているこ
とがD. Reesによって証明されている．
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与えられたm-準素イデアル Iの構造を分類する際に，Rees代数や随伴次数環の構造
が鍵となる．以下，R上の不定元 tに対して，

R(I) = R[It] =
∑
n≥0

Intn ⊆ R[t], R′(I) = R[It, t−1] =
∑
n∈Z

Intn ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，イデアル IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，イデアル Iの随伴次数環という．
Rees代数R(I)の R[t]内における整閉包をR(I) = R(I)

R[t]
と表し, 拡大 Rees代数

R′(I)のR[t, t−1]内における整閉包をR′(I) = R′(I)
R[t,t−1]

と表す．すると，イデアルの
整閉包を用いて，それぞれ，

R(I) =
∑
n≥0

Intn, R′(I) =
∑
n∈Z

Intn

と表すことができる．つまり，イデアルの整閉包とはRees代数の整拡大に対応する概
念であるといえる．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定める．
これらRees代数や随伴次数環といった，イデアルに随伴する次数環の構造を決定す

る際に，ヒルベルト函数の理論が有効であると考えられている．次に，そのヒルベルト
函数の定義を紹介する．
イデアル I はm-準素であることから，任意の n ∈ Zに対して，剰余環R/In+1にア

ルティン環の構造が入る．従って，R-加群としての組成列の意味での長さ ℓR(R/I
n+1)

が定まり，これを nについての函数とみたものを Iのヒルベルト函数という．
さらに，ある {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在して，十分大きな整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つことがよく知られている．この d次の多項式をイデアル Iのヒルベルト多項
式と呼び，各係数 ei(I)をイデアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ．
特に，先頭項係数の e0(I)は，イデアル Iの重複度と呼ばれ，局所環のヒルベルト函

数の研究はこの重複度研究を軸に発展をしてきたといわれている．イデアル Iの節減 J
に対して，等式 e0(I) = e0(J)が成り立ち，さらに，Rがコーエン・マコーレイ局所環
ならば，Jはその巴系イデアルであることから，等式 e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ．つ
まり，コーエン・マコーレイ局所環内において，m-準素イデアル Iの重複度 e0(I)は自
明であるといえる．
次に，正規化されたヒルベルト函数（正規ヒルベルト函数）について定義を述べる．

イデアル Iに対して，ℓR(R/In+1)を nの函数とみたものを，Iの正規化されたヒルベル
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ト函数（正規ヒルベルト函数）という．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，
ある整数 {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在し，十分大きい整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ．この d次の多項式をイデアル Iの正規化されたヒルベルト多項式（正規ヒ
ルベルト多項式）と呼び，各係数 ei(I)を正規化されたヒルベルト係数（正規ヒルベル
ト係数）という．尚，等式 e0(I) = e0(I)が成り立つことから，正規化されたヒルベル
ト函数においても，その重複度 e0(I)は自明であるといえる．
本報告の目標は，正規化された第 1ヒルベルト係数 e1(I)および第 2ヒルベルト係数

e2(I)に注目し，Rees代数や随伴次数環の構造の分類を行うものである．
ここで，本研究の先行結果を紹介する．伊藤 [6]によって，正規化された第 1ヒルベ

ルト係数 e1(I)に関して，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)

が与えられた．さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

この同値条件が成り立つとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI)であり，整数 3 ≤ i ≤ d
に対して ei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3
ならばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．このことから，等式 e1(I) = e0(I) −
ℓR(R/I)+ ℓR(I2/JI)を満たすようなイデアル Iは良い性質を持つものであるといえる．
尚，等式 ℓR(I2/JI) = e0(I) + (d− 1)ℓR(R/I)− ℓR(I/I2)が成り立つことから，上述の
不等式の右辺は節減 J のとり方によらないものであることが分かる．
伊藤 [6]は，第 2ヒルベルト係数 e2(I)についても次のような考察を行っている．d ≥ 2

のとき不等式
e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)

が成り立ち，次の 2条件が同値となる．

(1) e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ．

この同値条件が成り立つとき，e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+ℓR(I2/JI)であり，整数3 ≤ i ≤
dに対してei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3な
らばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．よって，等式 e2(I) = e1(I)−e0(I)+ℓR(R/I)
を満たすイデアル Iもまた良い性質も持つものであるといえる．
さらに，[6]では，正規化された第 3ヒルベルト係数 e3(I)が非負であることを証明し

た上で，e3(I)の消滅性による随伴次数環G(I)のコーエン・マコーレイ性の予想を与え
ている．（これは伊藤予想と呼ばれ，現在も未解決である）
上記の伊藤による一連の結果を考察するに，正規化された第１および第 2ヒルベルト

係数には，ヒルベルト函数全体の情報やRees代数・随伴次数環の構造が内包されてい
て，特に，他の不変量との相対的な関係が重要であると考えられる．
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2. Sally加群

近年，ヒルベルト函数の挙動研究は，Sally加群の理論を導入することで急速な発展
を見せている．本報告においても Sally加群の理論を積極的に用いていきたい．
本節の目的は，Sally加群の定義とその役割について紹介するものである．その準備

として I-admissible filtrationの概念を紹介する．
本節では，(R,m)は（解析的不分岐とは限らない）コーエン・マコーレイ局所環と

いう仮定の下で十分である．局所環Rのイデアルの列 {In}n∈Zが I-admissible filtration
であるとは，次の 3条件を満たすことである．

(1) R = I0であり，任意の n ∈ Zに対して，In ⊇ In+1が成り立つ．
(2) 任意のm,n ∈ Zに対して，Im · In ⊆ Im+nが成り立つ．
(3) ある整数 k ≥ 0が存在し，任意の n ∈ Zに対して，In ⊆ In ⊆ In−kが成り立つ．

例えば，I の冪による {In}n∈Z や，R が解析的不分岐であるとき，{In}n∈Z は I-
admissible filtrationをなす．本報告では，この I-admissible filtrationという枠組みに
おいて，Sally加群の理論を紹介したい．
以下，I = {In} = {In}n∈Zを I-admissible filtrationとする．これに対して，

R(I) =
∑
n≥0

In ⊆ R[t], R′(I) =
∑
n∈Z

Int
n ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，Iの随伴次数環という．尚，Iが I-admissibleであることと，R(I)がR(I)上
有限生成であることが同値である．
整数n ∈ Zに対して，ℓR(R/In+1)をIのヒルベルト函数と呼ぶ．ある整数{ei(I)}0≤i≤d

が存在し，十分大きい整数 n≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ (c.f.[7]). この d次の多項式を I のヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei(I)
を Iのヒルベルト係数という．（先頭項係数 e0(I)は Iの重複度と呼ばれ，等式 e0(I) =
e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ）
ここで，Sally加群の定義を紹介する．W. V. Vasconcelos [11] に従って，

S = SJ(I) =
R(I)≥1t

−1

I1R(J)
∼=
⊕
n≥1

In+1/J
nI1

と定め，Iの J に関する Sally加群という．Sally加群について，次の基本性質が従う．

命題 1 ([11]). 次が正しい．
(1) Sは有限生成次数付きR(J)-加群である．
(2) AssR(J) S ⊆ {mR(J)}である．従って，S ̸= (0)ならば，dimR(J) S = dである．た
だし，AssR(J) Sは，R(J)-加群 Sの素因子全体の集合とする．
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(3) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
− ℓR(Sn)

が成り立つ．
(4) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)が成り立つ．ただし，p = mR(J)とする.
(5) S ̸= (0) とする．R(J)-加群 S がコーエン・マコーレイではないとき，等式
depthG(I) = depthR(J) S − 1が成り立つ．さらに，Sがコーエン・マコーレイR(J)-
加群であることと，depthG(I) ≥ d− 1が成り立つことが必要十分である．

このように，Sally加群とは I-admissible filtration Iと Iの節減 Jによって構成され
た次数付き加群のことである．主な役割として，Sally加群 Sのヒルベルト函数が Iの
ヒルベルト函数の補正項となることや，随伴次数環G(I)の深さ評価が可能であるなど，
Iの主要な情報を含むものであるといえる．特に，命題 1 (3)の等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)

を見るに，第 1ヒルベルト係数 e1(I)が相対的に小さい値をとるようなイデアルの分
類に有効となる．実際，Corso-Polini-Rossi [1], Phuong [10]によって，等式 e1(I) =
e0(I) − ℓR(R/I) + 1を満たすような Sally加群 SJ({In})の構造解析が行われた．しか
しながら，前述の伊藤の不等式およびその先の理論に対しては，この Sally加群 Sの理
論を直接利用することは難しく，もう一工夫する必要がある．

Sally加群が登場してから間もなく，M. V. Pintoによって次のような次数付き加群が
導入された．

定義 2 ([12]). 整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群を

C(ℓ) = C
(ℓ)
J (I) = R(I)≥ℓt

−1

IℓR(J)tℓ−1
∼=
⊕
n≥ℓ

In+1/J
n−ℓ+1Iℓ

と定め，C(ℓ)の次数付きR(J)-部分加群を

L(ℓ) = L
(ℓ)
J (I) = [C(ℓ)]ℓ · R(J)

と定める．

このとき，各整数 ℓ ≥ 1に対して，C(ℓ)もL(ℓ)も有限生成な次数付きR(J)-加群をな
し，特に，C(1) = Sとなる．さらに，整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群として
の完全列

0→ L(ℓ) → C(ℓ) → C(ℓ+1) → 0

が成り立つ．すなわち，M. P. Pintoが導入した C(ℓ)や L(ℓ)は，Sally加群 Sの構造を
分解するような次数付き加群であるといえる．
一方で，ℓ ≥ 2のとき，C(ℓ)の構造は複雑であり，命題 1で紹介した Sally加群 Sの

ような良い性質を持つか否かは一般には不明である．これに対して，私たちの最近の研
究で，C(2)については，ある仮定の下では比較的扱い易く，本研究に対しても有効であ
ることが判明した．
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以下，C = CJ(I) = C(2)，L = LJ(I) = L(1)と定め，次数付きR(J)-加群の完全列
0→ L→ S → C → 0

に注目する．

命題 3 ([8, 9]). J ∩ I2 = JI1とする．このとき，次が正しい．

(1) AssR(J)C ⊆ {mR(J)}である．従って，C ̸= (0)ならば，dimR(J)C = dとなる．
ただし，AssR(J)Cは，R(J)-加群Cの素因子全体の集合とする．

(2) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ ℓR(I2/JI1)

(
n+ d− 2

d− 2

)
− ℓR(Cn)

が成り立つ．
(3) e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1) + ℓR(J)p(Cp)が成り立つ．ただし，p =

mR(J)とする．
(4) C ̸= (0) とする．R(J)-加群 C がコーエン・マコーレイではないとき，

depthG(I) = depthR(J)C − 1が成り立つ．さらに，Cがコーエン・マコーレイ
R(J)-加群であることと，depthG(I) ≥ d−1が成り立つことが必要十分である．

このように，J ∩ I2 = JI1という仮定の下では，次数付き加群Cも，Sと同様に，ヒ
ルベルト函数の理論，特に，第 1ヒルベルト係数に対して有効な役割を果たすものであ
るといえる．
尚，任意の n ∈ Zに対して，等式 Jn ∩ In+1 = JnIが成り立つことが，Huneke [5]と

伊藤 [6]によって証明されていることから，イデアル Iの正規化されたフィルトレーショ
ン {In}を考える上では，J ∩ I2 = JI1という仮定は自然なものであるといえる．
この命題 3の系として，次の結果が得られる．伊藤 [6]の正規化された第 1ヒルベル

ト係数 e1(I)に関する結果（第 1章にて紹介）もこれに従う．

系 4 ([2, 3, 6]). (R,m)をコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0とする．
I = {In}を I-admissible filtrationとし J ∩ I2 = JI1を仮定する．このとき，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)

が成り立ち，さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

このとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI1)であり，整数 3 ≤ i ≤ dに対して ei(I) = 0
が成り立つ．さらに，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3なら
ばRees代数R(I)もコーエン・マコーレイ環となる．
さらに，次の命題も本報告の主結果において重要である．

命題 5 ([8]). 1 ≤ n ≤ dとし，J ∩ I2 = JI1とする．このとき，R(I)が Serreの条件
(Sn)を満たすならば，CもR(J)/AnnR(J)C-加群として Serreの条件 (Sn)を満たす．
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3. 主結果

これまで述べてきた通り，不等式 e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)に対して，等
式 e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)を満たすようなm-準素イデアルは良い性質を
持つことが分かっている．これに対して，等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1

を満たすようなm-準素イデアル Iの構造の解明が自然な問いとして与えられる．
前節にて紹介した次数付きR(J)-加群Cの基本性質を用いることで，次の定理を与え

た．これは本報告の主結果である．ただし，C = CJ({In})とし，B = R(J)/mR(J) ∼=
(R/m)[X1, X2, . . . , Xd]は剰余体R/m上の d変数多項式環とする．

定理 6 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立つ．
(2) ある整数m ≥ 2に対して，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)が成
り立つ．

(3) ある整数m ≥ 2に対して，ℓR(Im+1/JIm) = 1であり，整数 n ≥ 3（n ̸= m+1）
に対して，In+1 = JInが成り立つ．

このとき，次の条件が従う．

(i) rJ(I) := min{r ∈ Z | 任意の n ≥ rに対して，In+1 = JIn} = m+ 1，
(ii) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I2/JI)+mであり，3 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) =

(
m−1
2

)
，

(iii) depthG(I) ≥ d− 1，
(iv) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．

ここで，主定理（定理 6）の根幹となる (1)⇒ (2)について証明の概要を紹介する．

定理 6 (1)⇒ (2)の証明の概要. 等式 e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立
つことから，命題 3 (3)より，ℓR(J)p(Cp) = 1となる．よって，Cは多項式環B上の階
数 1の捻じれのない加群となる．さらに，R(I)は (S2)-環である (c.f.[10])ことから，命
題 5より，CはB-加群として Serreの条件 (S2)を満たす．よって，Cは多項式環B上
の階数 1の自由加群となる．以上より，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)
がある整数m ≥ 2に対して成り立つ． □

主定理（定理 6）を正規イデアルの場合に適用することで，次の系が得られる．ただ
し，Iが正規イデアルであるとは，任意の n ∈ Zに対して，等式 In = Inが成り立つこ
とである．

系 7 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．Iを正規m-準素イデアルとする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I
2/JI) + 1が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) ℓR(I

3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．
7



このとき，次の条件が従う．

(i) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I
2/JI) + 2であり，d ≥ 3のとき，e3(I) = 1, そして

4 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0が成り立つ．
(ii) depthG(I) ≥ d− 1が成り立つ．
(iii) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．
定理 6および系 7の条件を満たすようなm-準素イデアルの具体例を紹介する．これ

は，Huckaba-Hunekeによって与えられたものである．

例 8 ([4]). k は標数が 3ではない体とする．R = k[[X,Y, Z]]を体 k 上の 3変数冪級
数環とし，その極大イデアルを m = (X,Y, Z)とする．このとき，I = (X4, X(Y 3 +
Z3), Y (Y 3+Z3), Z(Y 3+Z3))+m5とすると，IはRの正規m-準素イデアルをなし，次
の条件が従う．

(1) ℓR(I
3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) e0(I) = 76, e1(I) = 48, e2(I) = 4, e3(I) = 1が成り立つ．
(4) depthG(I) = 2 = (dimR− 1)が成り立つ．

この例より，定理 6においてG(I)がコーエン・マコーレイとは限らないことが分かる．
本報告の終わりに，主定理の応用を幾つか紹介する．
本報告の主定理を用いることで，Coro-Polini-Rossiによる次の結果が系として得ら

れる．

系 9 ([1]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0と
する．このとき，等式 e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+1が成り立つならば，depthG(I) ≥ d−1
である．

最後に，第 2ヒルベルト係数に関する応用を紹介したい．
d ≥ 2のとき，第 2ヒルベルト係数 e2(I)については，[6]より，不等式

e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) ≥ ℓR(I2/JI)

が従う. さらに，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つことと，等式 e1(I)−
e0(I) + ℓR(R/I) = ℓR(I2/JI)が成り立つことが同値となり，このとき，rJ(I) ≤ 2で
あって，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環となる．すなわち，e2(I)の下限と
して ℓR(I2/JI)が与えられていて，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI)を満たすイデアル Iは良い
ものであることがわかる．さらに，その次の境界として，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI) + 2
をとり得ることになる．
これに対して，次の系を与える．

系 10 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR ≥ 2

とする．このとき，e2(I) ≤ ℓR(I2/JI)+ 2ならば，depthG(I) ≥ d− 1となる．さらに，
G(I)がコーエン・マコーレイであることと，I3 ⊆\ J が必要十分条件となる．
一方で，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) + 1を満たすようなイデアル Iの構造

研究が，本研究の共同研究者であるMasuti氏とRossi氏に加えて，H. L. Truong氏と
の共同研究として開始されていて，部分的な解答が得られている．
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FROBENIUS SUMMANDS OF GRADED RINGS

NOBUO HARA

We are motivated by a question arising from commutative algebra, asking what
kind of graded rings in characteristic p have finite F -representation type (FFRT).
In geometric setting, this is related to the problem of looking out for Frobenius
summands. Namely, given a line bundle L on a projective variety X, we want to
know how many and what kind of indecomposable direct summands appear in the
direct sum decomposition of the iterated Frobenius push-forwards F e

∗ (L
i), where e, i

are non-negative integers with 0 ≤ i ≤ pe − 1. We will consider the problem in the
following two cases.

(1) two-dimensional normal graded rings (a joint work with Ryo Ohkawa [HO])
(2) the anti-canonical ring of a quintic del Pezzo surface

After reviewing the preliminary results in Section 1, we will take a look at the
result obtained in [HO] in Section 2. Our description here is based on the Pinkham–
Demazure construction: A two-dimensional normal graded ring R is isomorphic to
the graded ring R(C,D) =

⊕
n≥0H

0(C,OC(⌊nD⌋)), where D is an ample Q-divisor
on the smooth curve C = Proj R. We introduce the invariant δ = deg(KC+D

′), the
degree of the canonical divisor of C plus the “fractional part” D′ of D. It is known
that Spec R has a log terminal singularity if and only if δ < 0, and in this case, R
has FFRT (Proposition 2.2). On the other hand, we will see in Theorem 2.3 that
if δ ≥ 0, then R has FFRT only in the exceptional cases where the characteristic p
divides a denominator of the fractional coefficient of D.

In Section 3, we introduce an attempt to looking out for Frobenius summands on
a quintic del Pezzo surface X and its anti-canonical ring R(X,−KX). Unlike case
(1) above, the present situation in this case (2) is far from satisfactory, and we have
not yet come to a conclusion whether the anti-canonical ring has FFRT or not. We
give partial results and examples on the Frobenius summands of F e

∗ (ω
−i
X ) mainly in

the cases i = 0 and i = pe−1
2

.

1. Preliminaries

Throughout this note, we work over an algebraically closed field k of characteristic
p > 0. For a noetherian commutative ring R over k, the Frobenius ring homomor-
phism sending a ∈ R to ap ∈ R will be denoted by F : R → R. For a k-scheme
X, we denote the (absolute) Frobenius morphism (idX , F ) : (X,OX)→ (X,OX) by
F : X → X and its associated ring homomorphism by F : OX → F∗OX as well.

From now on, We always assume that R is an F -finite (i.e., F : R→ R is module-
finite) integral domain. In this case, we can identify the e-times iterated Frobenius
ring homomorphism F e : R → R and the inclusion map R ↪→ R1/pe into the ring
R1/pe of pe-th roots of R, for all e = 0, 1, 2, . . .

1



2 NOBUO HARA

When R is an N-graded ring R =
⊕

n≥0Rn over R0 = k, the ring R1/pe has a nat-

ural Q-grading (actually, a 1
pe
Z-grading) and the inclusion map R ↪→ R1/pe preserves

the grading. Note that the category of finitely generated Q-graded R-modules is a
Krull–Schmidt category. For each e = 0, 1, 2, . . . , we have a decomposition

R1/pe =M
(e)
1 ⊕ · · · ⊕M (e)

me
(∗)

in the category of finitely generated Q-graded R-modules with each M
(e)
i indecom-

posable.

Definition 1.1 (Smith–Van den Bergh [SVdB]). Let R be an N-graded ring over
R0 = k such that each R1/pe has a decomposition as (∗). We say that R has finite
F -representation type (FFRT) if the set

{M (e)
i | e = 0, 1, 2, . . . ; i = 1, 2, . . . ,me}/ ∼=

is finite, where ∼= denotes isomorphism of graded R-modules admitting degree shift.

Example 1.2 (rings of FFRT).

(1) Let R = k[x1, . . . , xn] be a polynomial ring. Then R has FFRT, since

R1/q = k[x
1/q
1 , . . . , x1/qn ] =

⊕
0≤i1,...,in≤q−1

Rx
i1/q
1 · · · xin/qn

∼= R⊕qn

is a free R-module for all q = pe.
(2) Two-dimensional rational double points have FFRT (Artin–Verdier [AV]).
(3) Tame quotient singularities have FFRT ([SVdB]). Namely, if R = SG is the

invariant subring of finite group G of order not divisible by p acting on a
polynomial ring S, then R has FFRT.

(4) A Cohen–Macaulay ringR is called a Frobenius sandwich if an iterated Frobe-
nius ring homomorphism of a polynomial ring S factors through R, i.e., there
exists a power q of p such that Sq ⊂ R ⊂ S. If R is a Frobenius sandwich,
then it has FFRT. For example, R = k[x, y, z]/(zp − f(x, y)) has FFRT.

Remark 1.2.1. Rings in (1), (2) have stronger property “finite representation type,”
i.e., there exist only finitely many isomorphism classes of maximal Cohen–Macaulay
R-modules. On the other hand, rings in (3), (4) do not necessarily have this property.

Remark 1.2.2. Rings in (1)–(3) are F -regular, but Frobenius sandwiches are not
F -regular in general. It seems natural to ask if F -regular implies FFRT, since this
is true in dimension ≤ 2. But this implication fails in higher dimension ([SS], [TT]).

Section rings. The first example of a two-dimensional graded ring that does not
have FFRT was found by Smith–Van den Bergh [SVdB]. Let us review their con-
struction. Let X be a smooth projective variety over k, L an ample invertible sheaf
on X and let

R = R(X,L) =
⊕
n≥0

H0(X,L⊗n)tn

be the section ring associated to (X,L), where t is a homogeneous element of degree
1. In what follows we denote the n-times tensor power L⊗n of L simply by Ln.
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For each q = pe, the 1
q
Z-graded R-module R1/q decomposes as

R1/q =
⊕
n≥0

H0(X,F e
∗ (L

n))tn/q =

q−1⊕
i=0

(R1/q)i/q mod Z,

where the graded R-modules

(R1/q)i/q mod Z =
⊕

0≤n≡ i mod q

H0(X,F e
∗ (L

n))tn/q ∼=
⊕
m≥0

H0(X,F e
∗ (L

i)⊗ Lm)

appearing as the direct summands are in one-to-one correspondence with the coher-
ent sheaves F e

∗ (L
i) on X. Thus the decomposition of (R1/q)i/q mod Z into indecom-

posable graded R-modules are described in terms of the decomposition

F e
∗ (L

i) = F (e,i)
1 ⊕ · · · ⊕ F (e,i)

me,i

of the vector bundles F e(Li) into indecomposable bundles F (e,i)
j in Coh(X).

Proposition-Definition 1.3. Let the notation be as above. Then R = R(X,L) has
FFRT if and only if the set of isomorphism classes in Coh(X),

{F (e,i)
j | e ∈ N; i = 0, 1, . . . , pe − 1; j = 1, . . . ,me,i}/∼=

is finite. In this case, the pair (X,L) is said to have globally finite F -representation
type (GFFRT).

The following proposition generalizes [SVdB, Example 3.1.7].

Proposition 1.4. Let C be a smooth projective curve over k of genus g(C) ≥ 1 and
let L be an ample invertible sheaf on C. Then the section ring R = R(C,L) does
not have FFRT.

Proof. In view of Proposition 1.3, it is sufficient to show that there appear infinitely
many isomorphism classes of indecomposable direct summands of F e

∗OC when e
ranges over all non-negative integers. This is verified case by case as follows:

Case 1: g(C) = 1. If C is an ordinary elliptic curve, then F e
∗OC splits into pe

distinct pe-torsion line bundles. If C is supersingular, then F e
∗OC is isomorphic to

Atiyah’s indecomposable vector bundle Fpe ; see [A].
Case 2: g(C) ≥ 2. In this case, the vector bundle F e

∗OC is stable and so is
indecomposable for all e ≥ 0 (Sun [Su], see also Kitadai–Sumihiro [KS], Mehta–
Pauly [MP]). �

2. FFRT property of two-dimensional graded rings

In this section, we consider the condition for two-dimensional normal graded rings
to have FFRT. Specifically, we will answer the following question:

Question (H. Brenner). Does the ring R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7) have FFRT?

It is known that two-dimensional F -regular rings have FFRT. On the other hand,
due to Proposition 1.4 we could expect that a two-dimensional normal graded ring
R has FFRT only if Proj R ∼= P1; see Theorem 2.1. So, Brenner’s question is in
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a critical case, because the ring R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7) is not F -regular and
Proj R ∼= P1. In this case, however, it is known that R has FFRT if p ≤ 7, since it
is a Frobenius sandwich in characteristic p = 2, 3, 7 (Shibuta [Sh]).

Pinkham–Demazure construction ([P], [D]). Let R be a two-dimensional nor-
mal graded ring over R0 = k. Then there exists an ample Q-Cartier divisor D on
C = Proj R such that

R ∼= R(C,D) =
⊕
n≥0

H0(C,OC(⌊nD⌋))tn.

Let g(C) denote the genus of the smooth projective curve C. We write

D = ⌊D⌋+
m∑
i=1

si
ri
Pi

with closed points Pi of C and coprime integers ri ≥ 2 and si. We then put

D′ :=
m∑
i=1

ri − 1

ri
Pi

and call it the fractional part of D.
We now state the main results of Hara–Ohkawa [HO]. Let the notation be as

above.

Theorem 2.1 ([HO]). If g(C) ≥ 1, then R = R(C,D) does not have FFRT.

Proposition 2.2 ([HO]). If deg(KC +D′) < 0, then R = R(C,D) has FFRT.

Remark 2.2.1. Note that deg(KC + D′) < 0 if and only if C ∼= P1, and m ≤ 2
or m = 3 and (r1, r2, r3) = (2, 2, r), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5). These are exactly the
cases where R(C,D) has a log terminal singularity.

Theorem 2.3 ([HO]). Suppose C = P1, deg(KC +D′) ≥ 0 and r1, . . . , rm are not
divisible by p. Then R = R(P1, D) does not have FFRT.

Idea of proof. In what follows, we briefly sketch the idea of the proof of the
theorems. When D is an integral divisor, then R is the section ring associated to
the line bundle L = OC(D), and we have the correspondence between the direct
summands (R1/q)i/q mod Z of R1/q and the vector bundles F e

∗ (L
i) on C as described

in Section 1. The obstruction is that we do not have this correspondence in the case
where D is not an integral divisor.

To overcome the above difficulty, we import notions from the theory of algebraic
stacks [B], [Ol]. What we will use is the orbifold curve

C = C[ r1
√
P1, . . . ,

rm
√
Pm ]

π−→ C.

This is not a scheme (if D is not integral) but is a one-dimensional root stack of
weight (r1, . . . , rm) over P1, . . . , Pm ∈ C. The orbifold curve C is something like the
“minimal covering” of C on which D becomes integral. We summarize properties of
C in the following lemma.
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Lemma 2.4. For each i = 1, . . . ,m, there is a “stacky point” Qi on C lying over Pi
satisfying the following properties.

(1) π : C→ C is an isomorphism away from Qi and Pi.
(2) Qi is a Cartier divisor on C and π∗Pi = riQi.
(3) If E is a Q-divisor on C such that π∗E is integral, then

π∗OC(π
∗E) ∼= OC(⌊E⌋) and R1π∗OC(π

∗E) = 0.

(4) C has a dualizing sheaf

ωC
∼= π∗ωC ⊗OC(

m∑
i=1

(ri − 1)Qi).

It follows from the lemma that π∗D is an integral Cartier divisor on C and if we
denote L = OC(π

∗D), then

H0(C,L⊗n) ∼= H0(C,OC(⌊nD⌋))
for all n ∈ Z. Thus

R = R(C,D) ∼= R(C,L)
is the section ring associated to the line bundle L on C.

Corollary 2.5. R = R(C,D) has FFRT if and only if (C,L) has GFFRT in the
same sense as in Proposition-Definition 1.3.

Now let δC = degωC. Then δC = deg(KC +D′) by Lemma 2.4 (4). If δC < 0, then
(C,L) has GFFRT by [CB, Theorem 1], from which Proposition 2.2 follows.

To prove that R does not have FFRT in Theorems 2.1 and 2.3, it is sufficient
to show that infinitely many indecomposable summands appear in F e

∗OC, when e
ranges over all non-negative integers. In case g(C) ≥ 1 (Theorem 2.1), this follows
as in the proof of Proposition 1.4, since π∗F

e
∗OC

∼= F e
∗OC by Lemma 2.4 (3).

The proof of our Main Theorem 2.3 is again due to case-by-case verification.

Case δC = 0. In this case, it follows that m = 3 or 4 and the weight (r1, . . . , rm)
ordered as r1 ≤ · · · ≤ rm = r is either one of the following: (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3),
(2, 2, 2, 2). We have a separable r-fold covering f : E → C = P1 from an elliptic
curve E with assigned ramification indexes (r1, . . . , rm). It factors through C as

f : E
φ−→ C

π−→ C,

with φ unramified. We can use the unramified morphism φ : E → C to prove the
following; see [HO] for details.

(1) If E is supersingular, then φ∗F e
∗OC is isomorphic to the Atiyah’s indecom-

posable bundle Fpe of rank pe and degree zero [A]. Hence F e
∗OC itself is

indecomposable.
(2) If E is ordinary, then p ≡ 1 (mod r) and there are exactly s = pe−1

r
equiva-

lence classes of non-trivial pe-torsion line bundles on E with respect to the
action of Gal(E/C). If L1, . . . , Ls are complete representatives thereof, then

F e
∗OC

∼= OC ⊕ φ∗L1 ⊕ · · · ⊕ φ∗Ls,

where φ∗L1, · · · , φ∗Ls are non-isomorphic indecomposable r-bundles on C.
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Case δC > 0. In this case, we have the following theorem, which follows similarly
as in the case of smooth projective curves of genus g ≥ 2 [Su, Theorem 2.2].

Theorem 2.6. If δC > 0 and r1, . . . , rm are not divisible by p, then F e
∗OC is stable

and so indecomposable for all e ≥ 0.

Example 2.7. Let R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7), the ring in Brenner’s question.
This is not a rational singularity but Proj R ∼= P1 and R ∼= R(P1, D) for a Q-divisor
D = 1

2
(∞)− 1

3
(0)− 1

7
(1) on P1. By Theorem 2.3, R does not have FFRT if p ̸= 2, 3, 7.

Example 2.8. Let R = R(P1, D) for a Q-divisor D = 1
3
(∞) + 1

3
(0) − 1

3
(1) on P1.

This is a rational log canonical singularity but not log terminal. The ring R does not
have FFRT if and only if p ̸= 3. In the exceptional case when p = 3, the weighted
projective line C of weight (3, 3, 3) is a Frobenius sandwich.

3. The anticanonical ring of the quintic Del Pezzo surface

The FFRT problem for graded rings is wide open yet in higher dimension (i.e.,
dimR ≥ 3). We do not know even the answer to the following question.

Question. Let X be the smooth quintic del Pezzo surface in characteristic p > 0
with anticanonical bundle L = ω−1

X . Does the section ring R(X,−KX) = R(X,L)
have FFRT?

The setup in the question above is considered one of the simplest non-trivial cases
because of the following reasons:

(1) Del Pezzo surfaces of degree K2 ≥ 6 are toric surfaces. In this case, the
Frobenius push-forward of any line bundle splits into line bundles [To], and
it is easy to see that the anticanonical ring has FFRT.

(2) In order to prove that R(X,L) is FFRT, one has to know the decomposition
of F e

∗ (L
i) for all i with 0 ≤ i ≤ pe−1. However, when L = ω−1

X , it is enough to

consider 0 ≤ i ≤ pe−1
2

, since F e
∗ (L

i) is dual to F e
∗ (ω

1−pe
X ⊗L−i) = F e

∗ (L
pe−1−i).

In this section, we will study the structure of F e
∗ (L

i) mainly in the extremal cases
i = 0 and i = pe−1

2
. Since the quintic del Pezzo surface X is obtained by blowing

up the projective plane P2 at four points in general position, we work under the
following notation throughout this section.

Notation. Let π : X → P2 be the blow-up at four points P1, P2, P3, P4 ∈ P2 in
general position. Let H be a line in P2 and Ei = π−1(Pi) the exceptional curve over
Pi. Also let E = E1 + E2 + E3 + E4.

Theorem 3.1 (case i = 0 [H]). Any indecomposable direct summand of F e
∗OX

(e = 1, 2, . . . ) coincides with one of the following vector bundles of rank ≤ 3.

(1) line bundles OX , L0 = OX(E−2π∗H) and Li = OX(Ei−π∗H), i = 1, 2, 3, 4;
(2) an indecomposable rank two bundle G given by a unique non-trivial extension

0→ OX(−π∗H)→ G → L0 → 0;

(3) an indecomposable rank three bundle B given by a non-trivial extension

0→ L1 ⊕ L2 → B → OX(E3 + E4 − π∗H)→ 0.
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Furthermore, for any power q = pe of p with e ≥ 1 one has

F e
∗OX ∼= OX ⊕

4⊕
i=0

L
⊕(q−2)
i ⊕ B ⊕ G⊕

(q−2)(q−3)
2

Case i = pe−1
2

. Let L = ω−1
X and assume that the characteristic p is an odd prime.

We consider the decomposition of F e
∗ (L

i) in the other extremal case, i.e., i = pe−1
2

.

Let q = pe for e = 0, 1, 2, . . . Note that the vector bundle F e
∗ (L

q−1
2 ) is self-dual.

We begin with constructing the L-stable bundle F of rank three which is supposed

to be a unique non-trivial indecomposable summand of F e
∗ (L

q−1
2 ). We require F to

sit in an exact sequence

0→ G(2π∗H − E)→ F → OX(E − π∗H)→ 0,

where G is the rank two bundle given in Theorem 3.1 (2). To identify the isomor-
phism class of F , we also need the following splitting condition: For i = 1, 2, 3, 4,
the restriction of F to Ui = X \ Ei splits into line bundles as

F|Ui
∼= OUi

(π∗H − E)⊕OUi
⊕OUi

(E − π∗H).(⋆)

We fix an open covering X = U ∪ V with U = X \ E4, V = X \ E1 and let

FU = OU(π∗H − E)⊕OU ⊕OU(E − π∗H),

FV = OV (π∗H − E)⊕OV ⊕OV (E − π∗H).

Then F is given by gluing FU and FV via an isomorphism φUV : FU |U∩V → FV |U∩V
corresponding to a transition matrix

Tα,β,γ =

 1 α γ
0 1 β
0 0 1


with α, β, γ ∈ k.
Proposition 3.2. Let Fα,β,γ denote the vector bundle given by gluing FU and FV
with the transition matrix Tα,β,γ.

(1) Fα,β,γ satisfies condition (⋆) for i = 1, 2, 3, 4 if and only if αβ = 2γ.
(2) If F is an indecomposable bundle satisfying condition (⋆) for i = 1, 2, 3, 4,

then F ∼= F1,1,1/2.

Conjecture 3.3. Assume that p is an odd prime and let q = pe for e = 0, 1, 2, . . .

(1) The rank of the maximal free summand of F e
∗ (L

q−1
2 ) is h0(L

q−1
2 ) = 5q2+3

8
.

(2) F e
∗ (L

q−1
2 ) ∼= O⊕ 5q2+3

8
X ⊕ (F1,1,1/2)

⊕ q2−1
8 .

Proposition 3.4. Conjecture 3.3 (1) implies Conjecture 3.3 (2).

Proof. If Conjecture 3.3 (1) is true, then F e
∗ (L

q−1
2 ) ∼= O⊕ 5q2+3

8
X ⊕E for a vector bundle

E of rank 3n, where n = (q2 − 1)/8. It follows that E is obtained by gluing

EU = OU(π∗H − E)⊕n ⊕O⊕n
U ⊕OU(E − π

∗H)⊕n,

EV = OV (π∗H − E)⊕n ⊕O⊕n
V ⊕OV (E − π

∗H)⊕n
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with the transition matrix  In A Γ
O In B
O O In

 .
Here we note that E|Ui

splits into line bundles for each i = 1, 2, 3, 4, since Ui = X \Ei
is isomorphic to an open set of the sextic del Pezzo surface, which is toric. As in
Proposition 3.2, this splitting condition implies that AB = 2Γ. On the other hand,
we see that the line bundlesOX(E−π∗H) andOX(π∗H−E) are not direct summands

of F e
∗ (L

q−1
2 ) (and hence of E). This implies that rankA = rankB = n. Then the

transition matrix is transformed under elementary transformations within row and
column blocks to  In In

1
2
In

O In In
O O In

 = T⊕n
1,1,1/2.

It follows that E ∼= (F1,1,1/2)
⊕n. �

Remark 3.4.1. Conjecture 3.3 (1) holds if and only if the natural pairing

Hom(OX , L
q−1
2 )× Hom(L

q−1
2 ,OX)→ Hom(OX ,OX)

is a perfect paring. Choosing appropriate affine coordinates x, y on P2, we can

identify Hom(OX , L
q−1
2 ) ∼= Hom(L

q−1
2 ,OX) ∼= H0(X,L

q−1
2 ) with a subspace of V =⟨

xiyj | 0 ≤ i, j ≤ q − 1 and q−1
2
≤ i+ j ≤ 3q−3

2

⟩
. Then the pairing above is identified

with the pairing

⟨ , ⟩ : H0(X,L
q−1
2 )×H0(X,L

q−1
2 )→ k

given by

⟨ϕ, ψ⟩ = the coefficient of the product ϕψ in (xy)q−1

for ϕ, ψ ∈ H0(X,L
q−1
2 ) ⊂ V . Taking this into account, we can rephrase Conjecture

3.3 (1) into the assertion that a certain q2−1
8
× q2−1

8
matrix is invertible mod p.

M. Tano has implemented a computer program to examine this assertion and verified
that it is true up to pe < 100.

Finally, we shall take a look at examples which we hope illustrate the behavior of
the single Frobenius push-forwards F∗(L

i) for all i in the range 0 ≤ i ≤ p−1
2
. In the

following, we put Mi,j = OX(Ei + Ej − π∗H) for 1 ≤ i < j ≤ 4.

Example 3.5 (p = 5).

F∗OX ∼= OX ⊕
4⊕
i=0

L⊕3
i ⊕ B ⊕ G⊕3,

F∗L ∼= O⊕6
X ⊕

4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

Mi,j ⊕ B⊕3,

F∗(L
2) ∼= O⊕16

X ⊕F⊕3
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Example 3.6 (p = 7).

F∗OX ∼= OX ⊕
4⊕
i=0

L⊕5
i ⊕ B ⊕ G⊕10,

F∗L ∼= O⊕6
X ⊕

4⊕
i=0

L⊕3
i ⊕

4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

Mi,j ⊕ B⊕6,

F∗(L
2) ∼= O⊕16

X ⊕
4⊕
i=1

OX(−Ei)⊕3 ⊕
⊕

(i,j)=(1,2),(1,3),(1,4),
(2,3),(2,4),(3,4)

M⊕3
i,j ⊕ B,

F∗(L
3) ∼= O⊕31

X ⊕F⊕6.
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