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Abstract. 与えられた局所環 (R,m)内の m-準素イデアルのヒルベルト函数の挙動に
は，それを含む局所環 Rや，Rees代数および随伴次数環の構造といったイデアルの主
要な情報が内包されていると考えられている．本報告では，解析的不分岐なコーエン・
マコーレイ局所環内に於ける m-準素イデアルの正規化されたヒルベルト函数について
考察を行う．正規化されたヒルベルト函数は，1990年頃に伊藤らによって，各ヒルベル
ト係数の値と随伴次数環の構造との関係解明を軸に，盛んにその挙動研究が行われた．
これに対して，近年，Corso-Polini-Rossi [1]，Phuong [10]によって，Sally加群の理論
が正規化された第 1ヒルベルト係数を制御する際に有効であることが示唆された．
本報告では，Sally加群の構造とその役割を紹介するとともに，それらを用いて，正

規化された第 1および第 2ヒルベルト係数による m-準素イデアルの構造の新たな分類
を紹介する．

1. 導入

本報告の内容は，S. K. Masuti氏とM. E. Rossi氏との共同研究 [8]に基づくもので
ある．
本報告を通して特に断らない限り，(R,m)を解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局

所環とする．ただし，局所環Rが解析的不分岐であるとは，Rのm-進完備化が被約で
あることである．局所環 RのKrull次元を d = dimR > 0とし，簡単のため，剰余体
R/mは無限体であると仮定する．I をRのm-準素イデアルとし，J = (a1, a2, . . . , ad)
をRの巴系イデアルであって，Iの節減をなすものとする．（ただし，Jが Iの節減であ
るとは，ある整数 r ≥ 0に対して，等式 Ir+1 = JIrが成り立つことをいう．この節減
の概念はD. Reesによって導入されたものであり，後に登場するRees代数や随伴次数
環の構造を解析する際に重要な役割を果たすものである）
本報告では，イデアルの整閉包の概念を積極的に用いる．まずは，その定義を紹介す

る．x ∈ Rが I上整であるとは，ある整数 n ≥ 1と ai ∈ I i (1 ≤ i ≤ n)が存在して，等
式 xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0が成り立つことをいう．以下，

I = {x ∈ R | xは I上整 }

と表し，イデアル Iの整閉包と呼ぶ．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，あ
る整数 r ≥ 0が存在して，任意の整数n ≥ rに対して，等式 In+1 = JInが成り立つ，す
なわち，J が I の正規化されたフィルトレーション {In}に対して節減となっているこ
とがD. Reesによって証明されている．
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与えられたm-準素イデアル Iの構造を分類する際に，Rees代数や随伴次数環の構造
が鍵となる．以下，R上の不定元 tに対して，

R(I) = R[It] =
∑
n≥0

Intn ⊆ R[t], R′(I) = R[It, t−1] =
∑
n∈Z

Intn ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，イデアル IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，イデアル Iの随伴次数環という．
Rees代数R(I)の R[t]内における整閉包をR(I) = R(I)

R[t]
と表し, 拡大 Rees代数

R′(I)のR[t, t−1]内における整閉包をR′(I) = R′(I)
R[t,t−1]

と表す．すると，イデアルの
整閉包を用いて，それぞれ，

R(I) =
∑
n≥0

Intn, R′(I) =
∑
n∈Z

Intn

と表すことができる．つまり，イデアルの整閉包とはRees代数の整拡大に対応する概
念であるといえる．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定める．
これらRees代数や随伴次数環といった，イデアルに随伴する次数環の構造を決定す

る際に，ヒルベルト函数の理論が有効であると考えられている．次に，そのヒルベルト
函数の定義を紹介する．
イデアル I はm-準素であることから，任意の n ∈ Zに対して，剰余環R/In+1にア

ルティン環の構造が入る．従って，R-加群としての組成列の意味での長さ ℓR(R/In+1)
が定まり，これを nについての函数とみたものを Iのヒルベルト函数という．
さらに，ある {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在して，十分大きな整数 n ≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つことがよく知られている．この d次の多項式をイデアル Iのヒルベルト多項
式と呼び，各係数 ei(I)をイデアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ．
特に，先頭項係数の e0(I)は，イデアル Iの重複度と呼ばれ，局所環のヒルベルト函

数の研究はこの重複度研究を軸に発展をしてきたといわれている．イデアル Iの節減 J
に対して，等式 e0(I) = e0(J)が成り立ち，さらに，Rがコーエン・マコーレイ局所環
ならば，Jはその巴系イデアルであることから，等式 e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ．つ
まり，コーエン・マコーレイ局所環内において，m-準素イデアル Iの重複度 e0(I)は自
明であるといえる．
次に，正規化されたヒルベルト函数（正規ヒルベルト函数）について定義を述べる．

イデアル Iに対して，ℓR(R/In+1)を nの函数とみたものを，Iの正規化されたヒルベル
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ト函数（正規ヒルベルト函数）という．Rが解析的不分岐であるという仮定の下では，
ある整数 {ei(I) ∈ Z}0≤i≤dが存在し，十分大きい整数 n ≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ．この d次の多項式をイデアル Iの正規化されたヒルベルト多項式（正規ヒ
ルベルト多項式）と呼び，各係数 ei(I)を正規化されたヒルベルト係数（正規ヒルベル
ト係数）という．尚，等式 e0(I) = e0(I)が成り立つことから，正規化されたヒルベル
ト函数においても，その重複度 e0(I)は自明であるといえる．
本報告の目標は，正規化された第 1ヒルベルト係数 e1(I)および第 2ヒルベルト係数

e2(I)に注目し，Rees代数や随伴次数環の構造の分類を行うものである．
ここで，本研究の先行結果を紹介する．伊藤 [6]によって，正規化された第 1ヒルベ

ルト係数 e1(I)に関して，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)

が与えられた．さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

この同値条件が成り立つとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI)であり，整数 3 ≤ i ≤ d
に対して ei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3
ならばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．このことから，等式 e1(I) = e0(I) −
ℓR(R/I)+ ℓR(I2/JI)を満たすようなイデアル Iは良い性質を持つものであるといえる．
尚，等式 ℓR(I2/JI) = e0(I) + (d− 1)ℓR(R/I)− ℓR(I/I2)が成り立つことから，上述の
不等式の右辺は節減 J のとり方によらないものであることが分かる．
伊藤 [6]は，第 2ヒルベルト係数 e2(I)についても次のような考察を行っている．d ≥ 2

のとき不等式
e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)

が成り立ち，次の 2条件が同値となる．

(1) e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ．

この同値条件が成り立つとき，e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+ℓR(I2/JI)であり，整数3 ≤ i ≤
dに対してei(I) = 0が成り立つ．さらに，G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3な
らばR(I)もコーエン・マコーレイ環となる．よって，等式 e2(I) = e1(I)−e0(I)+ℓR(R/I)
を満たすイデアル Iもまた良い性質も持つものであるといえる．
さらに，[6]では，正規化された第 3ヒルベルト係数 e3(I)が非負であることを証明し

た上で，e3(I)の消滅性による随伴次数環G(I)のコーエン・マコーレイ性の予想を与え
ている．（これは伊藤予想と呼ばれ，現在も未解決である）
上記の伊藤による一連の結果を考察するに，正規化された第１および第 2ヒルベルト

係数には，ヒルベルト函数全体の情報やRees代数・随伴次数環の構造が内包されてい
て，特に，他の不変量との相対的な関係が重要であると考えられる．
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2. Sally加群

近年，ヒルベルト函数の挙動研究は，Sally加群の理論を導入することで急速な発展
を見せている．本報告においても Sally加群の理論を積極的に用いていきたい．
本節の目的は，Sally加群の定義とその役割について紹介するものである．その準備

として I-admissible filtrationの概念を紹介する．
本節では，(R,m)は（解析的不分岐とは限らない）コーエン・マコーレイ局所環と

いう仮定の下で十分である．局所環Rのイデアルの列 {In}n∈Zが I-admissible filtration
であるとは，次の 3条件を満たすことである．

(1) R = I0であり，任意の n ∈ Zに対して，In ⊇ In+1が成り立つ．
(2) 任意のm,n ∈ Zに対して，Im · In ⊆ Im+nが成り立つ．
(3) ある整数 k ≥ 0が存在し，任意の n ∈ Zに対して，In ⊆ In ⊆ In−kが成り立つ．

例えば，I の冪による {In}n∈Z や，R が解析的不分岐であるとき，{In}n∈Z は I-
admissible filtrationをなす．本報告では，この I-admissible filtrationという枠組みに
おいて，Sally加群の理論を紹介したい．
以下，I = {In} = {In}n∈Zを I-admissible filtrationとする．これに対して，

R(I) =
∑
n≥0

In ⊆ R[t], R′(I) =
∑
n∈Z

Int
n ⊆ R[t, t−1]

と定め，それぞれ，IのRees代数，拡大Rees代数という．さらに，

G(I) = R′(I)/t−1R′(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，Iの随伴次数環という．尚，Iが I-admissibleであることと，R(I)がR(I)上
有限生成であることが同値である．
整数n ∈ Zに対して，ℓR(R/In+1)をIのヒルベルト函数と呼ぶ．ある整数{ei(I)}0≤i≤d

が存在し，十分大きい整数 n ≫ 0に対して，等式

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

が成り立つ (c.f.[7]). この d次の多項式を I のヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei(I)
を Iのヒルベルト係数という．（先頭項係数 e0(I)は Iの重複度と呼ばれ，等式 e0(I) =
e0(I) = ℓR(R/J)が成り立つ）
ここで，Sally加群の定義を紹介する．W. V. Vasconcelos [11] に従って，

S = SJ(I) =
R(I)≥1t

−1

I1R(J)
∼=

⊕
n≥1

In+1/J
nI1

と定め，Iの J に関する Sally加群という．Sally加群について，次の基本性質が従う．

命題 1 ([11]). 次が正しい．
(1) Sは有限生成次数付きR(J)-加群である．
(2) AssR(J) S ⊆ {mR(J)}である．従って，S ̸= (0)ならば，dimR(J) S = dである．た
だし，AssR(J) Sは，R(J)-加群 Sの素因子全体の集合とする．
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(3) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
− ℓR(Sn)

が成り立つ．
(4) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)が成り立つ．ただし，p = mR(J)とする.
(5) S ̸= (0) とする．R(J)-加群 S がコーエン・マコーレイではないとき，等式
depthG(I) = depthR(J) S − 1が成り立つ．さらに，Sがコーエン・マコーレイR(J)-

加群であることと，depthG(I) ≥ d− 1が成り立つことが必要十分である．

このように，Sally加群とは I-admissible filtration Iと Iの節減 Jによって構成され
た次数付き加群のことである．主な役割として，Sally加群 Sのヒルベルト函数が Iの
ヒルベルト函数の補正項となることや，随伴次数環G(I)の深さ評価が可能であるなど，
Iの主要な情報を含むものであるといえる．特に，命題 1 (3)の等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(J)p(Sp)

を見るに，第 1ヒルベルト係数 e1(I)が相対的に小さい値をとるようなイデアルの分
類に有効となる．実際，Corso-Polini-Rossi [1], Phuong [10]によって，等式 e1(I) =
e0(I) − ℓR(R/I) + 1を満たすような Sally加群 SJ({In})の構造解析が行われた．しか
しながら，前述の伊藤の不等式およびその先の理論に対しては，この Sally加群 Sの理
論を直接利用することは難しく，もう一工夫する必要がある．

Sally加群が登場してから間もなく，M. V. Pintoによって次のような次数付き加群が
導入された．

定義 2 ([12]). 整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群を

C(ℓ) = C
(ℓ)
J (I) = R(I)≥ℓt

−1

IℓR(J)tℓ−1
∼=

⊕
n≥ℓ

In+1/J
n−ℓ+1Iℓ

と定め，C(ℓ)の次数付きR(J)-部分加群を

L(ℓ) = L
(ℓ)
J (I) = [C(ℓ)]ℓ · R(J)

と定める．

このとき，各整数 ℓ ≥ 1に対して，C(ℓ)もL(ℓ)も有限生成な次数付きR(J)-加群をな
し，特に，C(1) = Sとなる．さらに，整数 ℓ ≥ 1に対して，次数付きR(J)-加群として
の完全列

0 → L(ℓ) → C(ℓ) → C(ℓ+1) → 0

が成り立つ．すなわち，M. P. Pintoが導入した C(ℓ)や L(ℓ)は，Sally加群 Sの構造を
分解するような次数付き加群であるといえる．
一方で，ℓ ≥ 2のとき，C(ℓ)の構造は複雑であり，命題 1で紹介した Sally加群 Sの

ような良い性質を持つか否かは一般には不明である．これに対して，私たちの最近の研
究で，C(2)については，ある仮定の下では比較的扱い易く，本研究に対しても有効であ
ることが判明した．
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以下，C = CJ(I) = C(2)，L = LJ(I) = L(1)と定め，次数付きR(J)-加群の完全列

0 → L → S → C → 0

に注目する．

命題 3 ([8, 9]). J ∩ I2 = JI1とする．このとき，次が正しい．

(1) AssR(J) C ⊆ {mR(J)}である．従って，C ̸= (0)ならば，dimR(J) C = dとなる．
ただし，AssR(J) Cは，R(J)-加群Cの素因子全体の集合とする．

(2) 任意の n ∈ Zに対して，

ℓR(R/In+1) = e0(I)
(
n+ d

d

)
− {e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)}

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ ℓR(I2/JI1)

(
n+ d− 2

d− 2

)
− ℓR(Cn)

が成り立つ．
(3) e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1) + ℓR(J)p(Cp)が成り立つ．ただし，p =

mR(J)とする．
(4) C ̸= (0) とする．R(J)-加群 C がコーエン・マコーレイではないとき，

depthG(I) = depthR(J) C − 1が成り立つ．さらに，Cがコーエン・マコーレイ
R(J)-加群であることと，depthG(I) ≥ d−1が成り立つことが必要十分である．

このように，J ∩ I2 = JI1という仮定の下では，次数付き加群Cも，Sと同様に，ヒ
ルベルト函数の理論，特に，第 1ヒルベルト係数に対して有効な役割を果たすものであ
るといえる．
尚，任意の n ∈ Zに対して，等式 Jn ∩ In+1 = JnIが成り立つことが，Huneke [5]と

伊藤 [6]によって証明されていることから，イデアル Iの正規化されたフィルトレーショ
ン {In}を考える上では，J ∩ I2 = JI1という仮定は自然なものであるといえる．
この命題 3の系として，次の結果が得られる．伊藤 [6]の正規化された第 1ヒルベル

ト係数 e1(I)に関する結果（第 1章にて紹介）もこれに従う．

系 4 ([2, 3, 6]). (R,m)をコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0とする．
I = {In}を I-admissible filtrationとし J ∩ I2 = JI1を仮定する．このとき，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)

が成り立ち，さらに，次の 2条件が同値となる．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I1) + ℓR(I2/JI1)が成り立つ．
(2) 任意の整数 n ≥ 2に対して，In+1 = JInが成り立つ.

このとき，d ≥ 2ならば e2(I) = ℓR(I2/JI1)であり，整数 3 ≤ i ≤ dに対して ei(I) = 0
が成り立つ．さらに，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環であり，d ≥ 3なら
ばRees代数R(I)もコーエン・マコーレイ環となる．

さらに，次の命題も本報告の主結果において重要である．

命題 5 ([8]). 1 ≤ n ≤ dとし，J ∩ I2 = JI1とする．このとき，R(I)が Serreの条件
(Sn)を満たすならば，CもR(J)/AnnR(J) C-加群として Serreの条件 (Sn)を満たす．
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3. 主結果

これまで述べてきた通り，不等式 e1(I) ≥ e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)に対して，等
式 e1(I) = e0(I) − ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI)を満たすようなm-準素イデアルは良い性質を
持つことが分かっている．これに対して，等式

e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1

を満たすようなm-準素イデアル Iの構造の解明が自然な問いとして与えられる．
前節にて紹介した次数付きR(J)-加群Cの基本性質を用いることで，次の定理を与え

た．これは本報告の主結果である．ただし，C = CJ({In})とし，B = R(J)/mR(J) ∼=
(R/m)[X1, X2, . . . , Xd]は剰余体R/m上の d変数多項式環とする．

定理 6 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立つ．
(2) ある整数m ≥ 2に対して，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)が成
り立つ．

(3) ある整数m ≥ 2に対して，ℓR(Im+1/JIm) = 1であり，整数 n ≥ 3（n ̸= m+1）
に対して，In+1 = JInが成り立つ．

このとき，次の条件が従う．

(i) rJ(I) := min{r ∈ Z | 任意の n ≥ rに対して，In+1 = JIn} = m+ 1，
(ii) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I2/JI)+mであり，3 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) =

(
m−1
2

)
，

(iii) depthG(I) ≥ d− 1，
(iv) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．

ここで，主定理（定理 6）の根幹となる (1) ⇒ (2)について証明の概要を紹介する．

定理 6 (1) ⇒ (2)の証明の概要. 等式 e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I2/JI) + 1が成り立
つことから，命題 3 (3)より，ℓR(J)p(Cp) = 1となる．よって，Cは多項式環B上の階
数 1の捻じれのない加群となる．さらに，R(I)は (S2)-環である (c.f.[10])ことから，命
題 5より，CはB-加群として Serreの条件 (S2)を満たす．よって，Cは多項式環B上
の階数 1の自由加群となる．以上より，次数付きR(J)-加群としての同型C ∼= B(−m)
がある整数m ≥ 2に対して成り立つ． □

主定理（定理 6）を正規イデアルの場合に適用することで，次の系が得られる．ただ
し，Iが正規イデアルであるとは，任意の n ∈ Zに対して，等式 In = Inが成り立つこ
とである．

系 7 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0
とする．Iを正規m-準素イデアルとする．このとき，次の 3条件が同値である．

(1) e1(I) = e0(I)− ℓR(R/I) + ℓR(I
2/JI) + 1が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) ℓR(I

3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．
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このとき，次の条件が従う．

(i) d ≥ 2のとき，e2(I) = ℓR(I
2/JI) + 2であり，d ≥ 3のとき，e3(I) = 1, そして

4 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0が成り立つ．
(ii) depthG(I) ≥ d− 1が成り立つ．
(iii) G(I)がコーエン・マコーレイ環であることと，I3 ⊆\ J が必要十分である．

定理 6および系 7の条件を満たすようなm-準素イデアルの具体例を紹介する．これ
は，Huckaba-Hunekeによって与えられたものである．

例 8 ([4]). k は標数が 3ではない体とする．R = k[[X,Y, Z]]を体 k 上の 3変数冪級
数環とし，その極大イデアルを m = (X,Y, Z)とする．このとき，I = (X4, X(Y 3 +
Z3), Y (Y 3+Z3), Z(Y 3+Z3))+m5とすると，IはRの正規m-準素イデアルをなし，次
の条件が従う．

(1) ℓR(I
3/JI2) = 1であり，I4 = JI3が成り立つ．

(2) 次数付きR(J)-加群としての同型CJ({In}) ∼= B(−2)が成り立つ．
(3) e0(I) = 76, e1(I) = 48, e2(I) = 4, e3(I) = 1が成り立つ．
(4) depthG(I) = 2 = (dimR− 1)が成り立つ．

この例より，定理 6においてG(I)がコーエン・マコーレイとは限らないことが分かる．
本報告の終わりに，主定理の応用を幾つか紹介する．
本報告の主定理を用いることで，Coro-Polini-Rossiによる次の結果が系として得ら

れる．

系 9 ([1]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR > 0と
する．このとき，等式 e1(I) = e0(I)−ℓR(R/I)+1が成り立つならば，depthG(I) ≥ d−1
である．

最後に，第 2ヒルベルト係数に関する応用を紹介したい．
d ≥ 2のとき，第 2ヒルベルト係数 e2(I)については，[6]より，不等式

e2(I) ≥ e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) ≥ ℓR(I2/JI)

が従う. さらに，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I)が成り立つことと，等式 e1(I)−
e0(I) + ℓR(R/I) = ℓR(I2/JI)が成り立つことが同値となり，このとき，rJ(I) ≤ 2で
あって，随伴次数環G(I)はコーエン・マコーレイ環となる．すなわち，e2(I)の下限と
して ℓR(I2/JI)が与えられていて，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI)を満たすイデアル Iは良い
ものであることがわかる．さらに，その次の境界として，等式 e2(I) = ℓR(I2/JI) + 2
をとり得ることになる．
これに対して，次の系を与える．

系 10 ([8]). (R,m)は解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環とし，d = dimR ≥ 2

とする．このとき，e2(I) ≤ ℓR(I2/JI)+ 2ならば，depthG(I) ≥ d− 1となる．さらに，
G(I)がコーエン・マコーレイであることと，I3 ⊆\ J が必要十分条件となる．

一方で，等式 e2(I) = e1(I)− e0(I) + ℓR(R/I) + 1を満たすようなイデアル Iの構造
研究が，本研究の共同研究者であるMasuti氏とRossi氏に加えて，H. L. Truong氏と
の共同研究として開始されていて，部分的な解答が得られている．
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