
1のベキ根における量子群の表現論

谷崎俊之

1 はじめに
gを C上の有限次元単純 Lie代数とし，対応する量子群（gの包絡代数 U(g)の q類似）
を Uq(g) で表す．また 1のベキ根 ζ ∈ Cに対して，Uq(g)の q = ζ における特殊化とし
て得られる C 代数を Uζ(g) で表す（De Concini-Kac 型量子群）．この報告では，Uζ(g)

の表現論について概説を行う．既約表現を分類することが真っ先に考えるべき問題である
が，実はそれすらまだ解決されていない．したがって知られていることはあまり多くはな
いのが現状である．
ひとつの指導原理は，Uζ(g)の表現論と，正標数における有限次元単純リー代数の表現
論の間の並行関係である．より正確に述べると，k を標数 p > 0 の代数閉体とし，g と
同じルート系をもつ k 上の有限次元単純 Lie 代数 gk の包絡代数 U(gk) を考えるとき，
C代数 Uζ(g)の表現論と，k 代数 U(gk)の表現論の間に著しい類似が成立していること
が，以前から知られている．特に，Lusztig [12] は Uζ(g) の既約表現の分類と U(gk) の
既約表現の分類が，まったく同じ仕組みのもとで，いわゆる Springerファイバーの同変
K 群を用いて記述できることを予想した．実は U(gk)に関しては，この Lusztigの予想
は Bezrukavnikov-Mirković-Rumynin [1], Bezrukavnikov-Mirković [2] により既に解決
されている．また，これに限らず，U(gk)の表現論の方が Uζ(g)の表現論よりも先んじて
いる側面が多いのも事実である．したがって，これから述べる Uζ(g) の表現論において
は，先行する U(gk)の表現論を横目で睨みながら，成り立つべき事を予測しその証明を考
えていくことになる．
以下，U(gk)の表現論にも触れつつ，Uζ(g)の表現論の現況について筆者の力の及ぶ範
囲で解説を行う．
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2 量子群
gを C上の有限次元単純 Lie代数，hをその Cartan部分代数とする．∆をルート系と
し，Qをルート格子，P をウェイト格子とする．またW をワイル群とする．単純ルート
の集合 Π = {αi | i ∈ I}をひとつ固定し，対応して決まる正ルートの集合を ∆+ で表す:

Π ⊂ ∆+ ⊂ ∆ ⊂ Q ⊂ P ⊂ h∗, W ⊂ GL(h∗).

さらに，h∗ 上のW 不変対称双線形形式

( , ) : h∗ × h∗ → C

であって，短ルート αに対して (α, α)/2 = 1 を満たすものをとる．
文字 q を不定元とする Q上の有理関数体 Q(q)を Fで表す．

定義 2.1. gに対応する F上の量子群 UF (= Uq(g))とは，単位元をもつ F上の結合代数
であって，生成系

kλ (λ ∈ P ), ei, fi (i ∈ I)

と基本関係式

kλkµ = kλ+µ (λ, µ ∈ P ), k0 = 1,

kλeik−λ = q2(λ,αi)ei (λ ∈ P, i ∈ I),

kλfik−λ = q−2(λ,αi)fi (λ ∈ P, i ∈ I),

eifj − fjei = δij
ki − k−1

i

qi − q−1
i

(i, j ∈ I),

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

eri eje
1−aij−r
i = 0 (i, j ∈ I, i ̸= j),

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

fr
i fjf

1−aij−r
i = 0 (i, j ∈ I, i ̸= j).

により定義されるものである．ここで，i ∈ I に対して，qi = q(αi,αi)/2, ki = kαi
．また

i, j ∈ I に対して，aij = 2(αi, αj)/(αi, αi)とする．さらに，非負整数 nの t類似を

[n]t =
tn − t−n

t− t−1
∈ Z[t, t−1]

2



で定め，m ≧ n ≧ 0にに対して，2項係数
(
n

m

)
の t類似を

[
n
m

]
t

=
[n]t!

[m]t![n−m]t!
, [n]t! = [n]t · · · [2]t[1]t

により定める．

そこで，量子群 UF において不定元 q を

ζ = (1の原始 ℓ乗根) ∈ C

に特殊化して得られる C上の量子群を以下のように定める．ただし ℓは次の条件を満た
すものとする．

(A) ℓ > 1は正の奇数，
(B) (ℓ, |P/Q|) = 1,

(C) gが G2 型のときは，(ℓ, 3) = 1.

パラメータ q に ζ を代入するために，F = Q(q)の部分環 A = Q[q, q−1]を考える．また
A上の量子群 UA を

UA = ⟨kλ, ei, fi | λ ∈ P, i ∈ I⟩A−alg ⊂ UF (De Concini-Kac form)

により定め，環準同形 A → C (q 7→ ζ) に関して

U (= Uζ(g)) = C⊗A UA

とおく．この C代数 U の表現論が，我々の今後の考察対象である．

3 中心
一般に，環 Rに対してその中心 Z(R)を

Z(R) = {z ∈ R | rz = zr (r ∈ R)}

で定める．
U は無限次元代数であるが，有限次元代数に対する Schurの補題の類似が，次のように
成り立つことが知られている:
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定理 3.1. 既約 U 加群M に対して

∃ ξ ∈ Homalg(Z(U),C) s.t. zm = ξ(z)m (z ∈ Z(U), m ∈ M).

一般に，中心指標 ξ ∈ Homalg(Z(U),C)に対して

Uξ = U/Ker(ξ)U

とおく．定理 3.1により

{既約 U 加群 } =
⊔

ξ∈Homalg(Z(U),C)

{既約 Uξ 加群 }.

したがって，各中心指標 ξ に対して既約 Uξ 加群が分類できれば，既約 U 加群が分類でき
たことになる．が，その前にまず，中心がどれぐらい大きくて中心指標がどれぐらいある
かを知っておく必要がある．
U は UA の特殊化だったので，UA の中心元は U の中心元を定める．すなわち，

Z(UA) = Z(UF) ∩ UA ⊂ UA

に関して，
ZHar(U) := Im(C⊗A Z(UA) → U)

は Z(U)の部分代数となる．これを U の Harish-Chandra中心と呼ぶ．UF の中心がどう
なっているかはよく知られており（[13]など)，それから次が従う．

定理 3.2. C代数の同型

ZHar(U) ∼= (U0
even)

W◦ (Harich-Chandra同型)

が自然に定まる．ここで

U0 =
∑
λ∈P

Ckλ ⊂ U, U0
even =

∑
λ∈P

Ck2λ ⊂ U.

また (U0
even)

W◦ は，W の U0
even への作用

(1) w ◦ k2λ = ζ2(ρ,wλ−λ)k2wλ, ρ =
1

2

∑
α∈∆+

α

に関する不変元の全体．

4



ζ が 1 のベキ根でなければ Harish-Chandra 中心が中心全体になってしまうのだが，
我々が考えている 1のベキ根の場合には，U の中心は，以下みるようにもっと大きくなる．
W の最長元 w0 の最短表示を決めるごとに，Lusztigのルート・ベクトルと呼ばれる U

の元の集合
eα, fα (α ∈ ∆+)

が定まる．ここでは，その定義の詳細は省略するが，αが単純ルート αiのときは eαi = ei,

fαi
= fi である．また{( ∏

α∈∆+

emα
α

)
kλ

( ∏
α∈∆+

fnα
α

)∣∣∣∣∣mα, nα ∈ Z≧0 (α ∈ ∆+), λ ∈ P

}

は U の C上の基底を与える（積の順序は一つ決めて考える）．
このとき

kℓλ (λ ∈ P ), eℓα f ℓ
α (α ∈ ∆+)

は Z(U) に含まれることがわかる．実際，kℓλ, eℓi , f ℓ
i が中心元である事は UF の定義関

係式と，ζ が 1 の原始 ℓ 乗根である事から明らか．一般の eα, fα についても，これらが
ei, fi を U の自己同型で移したものになっていることから明らか．そこで，Z(U)の部分
代数

ZFr(U) := ⟨kℓλ, eℓα, f ℓ
α | λ ∈ P, α ∈ ∆+⟩

を U の Frobenius中心と呼ぶ（w0 の最短表示の選び方にはよらない）．
De Concini-Procesi [7]は，Z(U)が ZHar(U)と ZFr(U)により生成されることを証明
した（なお，正標数における単純リー代数の包絡代数 U(gk) に関する対応する結果は，
Veldkamp [17], Kac-Weisfeiler [10], Brown-Gordon [3]による）．より詳しくは，次の定
理が成立する．

定理 3.3 (De Concini-Procesi [7]). Z(U)は ZHar(U)と ZFr(U)により生成される．さ
らに，U の積から定まる自然な写像 ZHar(U)× ZFr(U) → Z(U)は C代数の同型

(2) Z(U) ∼= ZHar(U)⊗ZHar(U)∩ZFr(U) ZFr(U).

を導く．

以下，同型 (2)の幾何的な記述を与える．
まず Harish-Chandra 中心 ZHar(U) について考える．G を C 上の連結かつ単連結な
単純代数群で Lie(G) = g を満たすものとし，T をその極大トーラスとする．このとき
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T の代数群としての指標群 Hom(T,C×) は P と同一視される（λ ∈ P に対する T の
指標を χλ で表すことにする）．したがって，T のアフィン代数多様体としての座標環
C[T ] =

⊕
λ∈P Cχλ とアーベル群 P の群環 C[P ] =

⊕
λ∈P Ce(λ)は，C代数として自然

に同型である：
C[T ] ∼= C[P ] (χλ ↔ e(λ)).

ZHar(U)は (U0
even)

W◦ と同型だったので，

U0
even

∼= C[P ] (k2λ ↔ e(λ)).

により，C代数の同型

(3) ZHar(U) ∼= C[P ]W◦ ∼= C[T/W◦]

が得られた．

注意 3.4. U0
even へのW の作用 (1)を C[P ],C[T ]に移して，C[P ]へのW の作用

w ◦ e(λ) = ζ2(ρ,wλ−λ)e(wλ) (w ∈ W, λ ∈ P )

と，C[T ]へのW の作用

w ◦ χλ = ζ2(ρ,wλ−λ)χwλ (w ∈ W, λ ∈ P )

が定まる．C[T ] はアフィン代数多様体 T の座標環なので，対応して有限群 W のア
フィン代数多様体 T への作用 W × T ∋ (w, t) 7→ w ◦ t ∈ T が定まる（t̂ ∈ T を
χλ(t̂) = ζ2(ρ,λ) (∀λ ∈ P ) により定めるとき，t ∈ T に対して w ◦ t = w(tt̂)t̂−1）．
一般に，有限群 G が C上のアフィン代数多様体 X に作用しているとき，商集合

X/G = {X 上の G 軌道 }

にアフィン代数多様体の構造が入って，その座標環 C[X/G]は C[X]における G 不変元の
全体 C[X]G と一致する．

次に Frobenius中心 ZFr(U)について考える．B+, B− を Gの Borel部分群であって
B+ ∩B− = T を満たすものとし，N± を B± の極大ベキ単部分群とする．G×Gの閉部
分群K を

K = {(n+t, n−t
−1) | n± ∈ N±, t ∈ T} ⊂ B+ ×B−

により定める．De Concini-Procesi [7]は C代数の同型

(4) ZFr(U) ∼= C[K]
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を構成した．[7]では，Poisson代数としての生成系の間の対応を手で与え，これが Poisson

代数としての同型を導くことを示している．その後，Gavarini [8] により，Drinfeld 形
式を用いた直接的でしかもよりわかりやすい構成が与えられた．ここでその詳細は省略
する．
Harish-Chandra中心と Frobenius中心の共通部分 ZHar(U)∩ZFr(U)についてみよう．

(3)により ZHar(U)をC[P ]W◦と同一視するとき，ZHar(U)の部分代数 ZHar(U)∩ZFr(U)

は, C[P ]W◦ の部分代数 C[ℓP ]W と一致する（C[P ] への W の作用を C[ℓP ] に制限する
と，ひねりが消えて，W の C[P ] への通常の作用になる）．C[ℓP ] と C[P ] の同一視
（e(ℓλ) ↔ e(λ)）を用いる事により，同型

(5) ZHar(U) ∩ ZFr(U) ∼= C[P ]W ∼= C[T/W ]

と可換図式

(6)

ZHar(U) ∩ ZFr(U) ZHar(U)

C[T/W ] C[T/W◦]

∼= ∼=
p∗

が得られた．ここで p∗ は，T ∋ t 7→ tℓ ∈ T の導く写像 p : T/W◦ → T/W から定まる準
同形写像．
最後に，埋め込み ZHar(U) ∩ ZFr(U) ⊂ ZFr(U) が同一視 (4), (5)のもとでどう書ける
かをみよう．Gの Gへの共役作用

G×G → G ((g, x) 7→ Ad(g)(x) = gxg−1)

に関する G上の不変関数の全体のなす C代数

C[G]Ad(G) = {f ∈ C[G] | f(Ad(g)(x)) = f(x) (g, x ∈ G)}

を考える．G 上の関数を T に制限する写像 C[G] → C[T ] は，C 代数の同型写像
C[G]Ad(G) ∼= C[T/W ] を導くことが知られている．したがって C 代数の埋め込み
C[T/W ] ↪→ C[G]に対応して，代数多様体の射

π : G → T/W

が定まる．なおこの写像 π は次のようにも書ける．g ∈ Gに対して，その Jordan分解を
g = gssguni と書く．このとき，gss と共役な T の元 tがW 共役を除いて一意的に定まり，
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π(g) = [t]となる（tを含むW 軌道に対応する T/W の点を [t]で表す）．そこで，π と代
数多様体の射

δ : K → G (δ(x1, x2) = x1x
−1
2 )

の合成
π ◦ δ : K → T/W

を考えるとき，可換図式

(7)

ZHar(U) ∩ ZFr(U) ZFr(U)

C[T/W ] C[K]

∼= ∼=
(π◦δ)∗

が成立する．
以上の議論により

(8) Z(U) ∼= C[T/W◦]⊗C[T/W ] C[K] ∼= C[(T/W◦)×T/W K].

ここで C[(T/W◦)×T/W K]はアフィン代数多様体

(9) (T/W◦)×T/W K = {([t], k) ∈ (T/W◦)×K | tℓ ∼G δ(k)ss}

の座標環である．ただし，∼G は G上の同値関係：

x ∼G y ⇐⇒ ∃g ∈ G s.t. x = gyg−1.

4 中心指標
(8), (9) により，中心指標（Homalg(Z(U),C) の元）と代数多様体 (T/W◦) ×T/W K

の点とは 1対 1に対応する．そこで，([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対応する中心指標を
ξt,k ∈ Homalg(Z(U),C) と書くことにする．
以下の目標は，各 ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対して，Uξt,k = U/Ker(ξt,k)U の表現
を調べることである．

注意 4.1. Frobenius中心は有限の余次元を持つ．特に，Uξt,k は有限次元．したがって，
任意の既約 U 加群は有限次元である．

次の定理により，考えるべき ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K の範囲を大幅に狭める事がで
きる．
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定理 4.2 (De Concini-Kac [4]). k, k′ ∈ K に対して，δ(k) ∼G δ(k′)が成り立っていると
する．t ∈ T が ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K を（したがって ([t], k′) ∈ (T/W◦)×T/W K

も）を満たすならば

(10) Uξt,k
∼= Uξt,k′

が成り立つ．

注意 4.3. 正標数のリー代数 gk の場合の対応する事実の証明はずっと簡単である．実際
この場合には，群 Gk が U(gk)に自然に作用している．したがって，U(gk)の Frobenius

中心 ZFr(U(gk))を k[g∗k]と同一視することにより，Gk の g∗k への作用が定まるが，これ
は coadjoint作用と一致する．これから直ちに，正標数のリー代数に対する定理 4.2の類
似が導かれる．
しかし，量子群の場合には Gk の U(gk)への自然な作用にあたるものを構成すること自
体が難しい．[4]においては，無限次元の群の U への “quantum coadjoint action”が構
成され，これを用いて上述の定理が示されている．

注意 4.4. 実は，De Concini-Kac [4]では，Gの共役類 Oであって kと k′ が δ−1(O)の
同じ連結成分に含まれるようなものがあるときに，(10) が成り立つ事が示されている．
これと De Concini-Procesi [7, Theorem 16.2]により，δ(k)が Gの中心元でないときに
は，定理が成り立っていることが従う．δ(k) が中心元のときには，UF の自己同型 F で
あって，

F (kλ) = ελkλ, F (ei) = ei, F (fi) = εαifi

で定まるものを使えば，定理が容易に示される．ここで ελ ∈ {±1} (λ ∈ P )は

ελεµ = ελ+µ, ε0 = 1

を満たすもの．

([t], k) ∈ (T/W◦) ×T/W K を一つ決める．そこで Uξt,k の表現を調べる事を考え
る．δ(k) を含む G の共役類を O とする．定理 4.2 により，別の k′ ∈ K であって，
δ(k′) ∈ O となるものをとるとき，Uξt,k の表現論と Uξt,k′ の表現論は同じである．し
たがって，k を k′ で置き換えて考えればよい．そこで，k′ をうまく取ることを考える．
写像 δ : K → G ((x1, x2) 7→ x1x

−1
2 ) の像は G の開集合 N+TN− と一致する．単純

代数群の共役類の一般論から O ∩ (N+T ) ̸= ∅ である事が知られている．したがって
δ(k′) ∈ N+T としてよい．このとき k′ = (xh, h−1) (x ∈ N+, h ∈ T )と書ける．この
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場合，δ(k′) = xh2 なので，δ(k)ss ∼G h2 ∈ T . したがって，[t] ∈ T/W◦の代表元 t ∈ T

は tℓ = h2 を満たしているとしてよい．
以上の議論により，次の (a), (b)を満たす ([t], k) ∈ (T/W◦)×T/W K に対して，Uξt,k

を考えればよいことがわかった．

(a) k = (xh, h−1) (x ∈ N+, h ∈ T ),

(b) tℓ = h2.

注意 4.5. 正標数のリー代数 gk の場合，上の議論における k ∈ K に対応する

x ∈ g∗k
∼= Homalg(ZFr(U(gk)), k)

は，べき零元の場合に帰着できる．x ∈ g∗k の Jordan 分解 x = xss + xnil において
lk = Zgk

(xss) とおくとき，Frobenius中心指標 x ∈ g∗k をもつ U(gk)加群を考えること
と，Frobenius 中心指標 xnil ∈ l∗k をもつ U(lk) 加群を考えることは同等であることがわ
かる．しかしベキ根での量子群の場合，この議論が適用できない場合がある．g ∈ Gに対
して，埋め込み ZG(gss) ⊂ Gは量子群レベルでは定義できない場合がある．量子群の場
合には，δ(k) がベキ単の場合だけでなく，もう少し多くの場合を考える必要が出てくる
（[5]参照）．

5 baby Verma加群
以下，(a), (b)をみたす x, h, tに対して中心指標

(11) ξ = ξt,(xh,h−1) ∈ Homalg(Z(U),C)

をとり，Uξ 加群を考える．ξ の Frobenius中心への制限 ξ|ZFr(U) は次をみたす:

ξ(kℓλ) = χλ(h), ξ(eℓα) = 0, (ξ(f ℓ
α)は xによる).

M を有限次元 Uξ 加群とする．Frobenius中心の作用から，m ∈ M に対して

kℓλm = χλ(h)m (λ ∈ P ), eℓαm = 0, f ℓ
αm = ξ(f ℓ

α)m (α ∈ ∆+)

が成り立つ．特に，ルート・ベクトルの間の交換関係に関する Levendorskii-Soibelman

の結果を用いると，

M ′ := {m ∈ M | eαm = 0 (α ∈ ∆+)} ̸= 0
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が従う．U の定義式により，kλM
′ ⊂ M ′ (λ ∈ P ) である．M ′ の線形作用素として

kℓλ − χλ(h) = 0であるが，zℓ − χλ(h) ∈ C[z]は分離多項式なので，kλ はM ′ 上の作用
素として対角化可能．{kλ}λ∈P は互いに可換なので，M ′ 上の作用素として同時対角化可
能．したがってある s ∈ T に対して

M ′(s) := {m ∈ M ′ | kλm = χλ(s)m (λ ∈ P )} ̸= {0}.

M ′(s)への Frobenius中心の作用をみる事により，

χℓλ(s) = χλ(h) (λ ∈ P ).

すなわち h = sℓ. またM ′(s)への Harish-Chandra中心の作用をみる事により，

φ(t) = φ(s2) (φ ∈ C[T/W◦] ⊂ C[T ]).

すなわち，s2 ∈ W ◦ t.
以上により，ある s ∈ T であって

(12) h = sℓ, s2 ∈ W ◦ t

を満たすものと，あるm ∈ M \ {0}に対して，

kλm = χλ(s)m (λ ∈ P ), eαm = 0, f ℓ
αm = ξ(f ℓ

α)m (α ∈ ∆+).

定義 5.1 (baby Verma加群). (12)を満たす s ∈ T に対して U 加群 Zξ[s]を次で定める：

Zξ[s] = U/(
∑
λ∈P

U(kλ − χλ(s)) +
∑

α∈∆+

Ueα +
∑

α∈∆+

U(f ℓ
α − ξ(f ℓ

α)))

このとき Zξ[s]は Uξ 加群である．また，上の議論により，任意の既約 Uξ 加群は，ある
Zξ[s]の商加群と同型である．さらに PBW型定理により

(13) dimZξ[s] = ℓ|∆
+|.

Zξ[s]は圏 O における Verma加群の類似物である．ただし，Verma加群と比べると，
さほどたちのよくない側面もある．Verma 加群はただ一つの既約商加群をもつのであっ
たが，baby Verma加群は複数個の既約商加群をもつこともあり得るのである．これは ξ

による．
t = h = 1の場合，(12)を満たす s ∈ T は，s = w ◦ 1 (w ∈ W )と書ける．ℓ ≫ 1な
らば，w ◦ 1 (w ∈ W )は互いに相異なる元である．したがって，この場合には，|W |個
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の baby Verma 加群が定まる（ただしこれらのうちに互いに同型なものがある可能性が
ある）．
任意の既約 Uξ 加群は Zξ[w ◦ 1]の商加群と同型である．
J ⊂ I に対応する G の放物型部分群を PJ とし，その簡約部分を LJ で表す．LJ の

Weyl群をWJ ⊂ W で表す．

予想 5.2. ℓ ≫ 1とする．また t = h = 1で xは LJ の正則べき単元とする．

(i) Zξ[w ◦ 1]はただ一つの既約商加群 Lξ[w ◦ 1]をもつ．
(ii) 任意の既約 Uξ 加群は，ある Lξ[w ◦ 1]と同型．
(iii) Lξ[w ◦ 1] ∼= Lξ[w

′ ◦ 1] ⇔ w′ ∈ wWJ .

予想 5.2が正しいとすると，予想 5.2の仮定のもとで

#{既約 Uχx 加群 } = #(W/WJ).

6 次数付け
以下 t = h = 1 とする．必要なら，x ∈ N+ を Ad(G)(x) ∩ N+ の別の元で取り替え
て，T ′ := ZT (x)

0 が ZG(x)の極大トーラスであるとしてよい．
U は P = Hom(T,C×)で次数づけられた次数環であった．

U =
⊕
γ∈P

U(γ), kλ ∈ U(0), ei ∈ U(αi), fi ∈ U(−αi).

U の商 Uξ には P による次数付けは入らないが，P の商 Px := Hom(T ′,C×)による次数
付け

Uξ =
⊕
γ∈Px

Uξ(γ)

が自然に定まる．以下，有限次元 Uξ 加群のなす圏，および有限次元次数付き Uξ 加群のな
す圏を，それぞれMod(Uξ), Modgr(Uξ) で表す．また，アーベル圏AのGrothendieck群
をK(A)で表す．次数付けを忘れることにより，完全関手 For : Modgr(Uξ) → Mod(Uξ)

が定まる．
さて，K(Mod(Uξ)) は I = { 既約 Uξ 加群 } を基底とする自由 Z 加群である．また

K(Modgr(Uξ)) は Ĩ = { 既約次数付き Uξ 加群 } を基底とする自由 Z 加群である．次数
付き Uξ 加群における次数のずらしにより，K(Modgr(Uξ))は自然に Px 加群となる．実
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は，Jantzen [9, Section 1.4/5]の論法により，既約 Uξ 加群は（次数のずらしを除いて一
意的に）既約次数付き Uξ 加群に持ち上がることがわかる．したがって

For : K(Modgr(Uξ)) → K(Mod(Uξ))

は全射で，自然な対応 Ĩ/Px
∼= I を導く．

7 Lusztigの予想
B = G/B+ の部分代数多様体 Bx を

Bx = {gB+ ∈ G/B+ | x ∈ gB+g−1} (Springerファイバー)

により定める．これには前節で定義したトーラス T ′ が自然に作用している．連接OBx
加

群のなす圏，および T ′ 同変連接OBx
加群のなす圏をそれぞれMod(OBx

)，ModT ′(OBx
)

で表す．Grothendieck群K(ModT ′(OBx
))は自然に Px 加群となる．T ′ の作用を忘れる

ことにより自然な写像

For : K(ModT ′(OBx
)) → K(Mod(OBx

))

が定まる．
Lusztig [12] は K(Mod(OBx

)) の基底 B および K(ModT ′(OBx
)) の基底 B̃ であって

B̃/Px
∼= Bとなるものを定め，次の予想を与えた．

予想 7.1 ([12]). ℓは十分大きいとする．

(i) K(Mod(Uξ)) ∼= K(Mod(OBx
)), K(Modgr(Uξ)) ∼= K(ModT ′(OBx

)).

(ii) (i)において I ↔ B, Ĩ ↔ B̃.
(iii) Ĩ ↔ B̃において b ∈ B̃に対応する次数付き既約 Uξ 加群を Lb とし，その projetive

coverを Pb とするとき，重複度 [Pb : Lb′ ]の幾何的記述がある．

注意 7.2. 予想 7.1 (i)が正しければ，

#{既約 Uξ 加群 } = rank(K(Mod(OBx
))) = dimH∗(Bx).

となって，既約表現の数がわかる（dimH∗(Bx)は，いわゆる Green多項式を用いて計算
することができる）．

注意 7.3. xが LJ の正則ベキ単元であるとする．この場合には，K(ModT ′(OBx)) ⊃ B̃
の組合せ論的記述が知られており，予想 7.1 (iii)における重複度 [Pb : Lb′ ]を与える筈の
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幾何的数は組合せ論的に計算可能である．また，このことと，baby Verma加群を仲立ち
とする相互律（圏 O における BGG相互律の類似）を用いると，予想 7.1を書き換えて，
[Zξ[w ◦ 1] : Lξ[w

′ ◦ 1]]の組合せ論的記述を与える予想が得られる（x = 1の場合には，最
高ウェイト加群に対する Lusztig予想（Kazhdan-Lusztigと Kashiwara-Tanisakiにより
証明済み）と同値になる）．

8 Lusztig予想の証明に向けて
Lusztigは，正標数での単純リー代数についても，予想 7.1と全く同様の予想を定式化
した．実はこちらのほうは解決済みであり，その証明には，正標数における旗多様体 Bk

上の D 加群が用いられる．
まず，Bezrukavnikov-Mirković-Rumynin [1]は，gk のべき零元 eについて

(14) Db(Mod(U(gk)χe))
∼= Db(Mod(O(Bk)e))

を示した．これから，Lusztigの予想のうちの (i)に対応する事実

K(Mod(U(gk)χe))
∼= K(Mod(O(Bk)e))

が従う．
(14) は 2 つのアーベル圏 Mod(U(gk)χe

)), Mod(O(Bk)e) の同値を与えるわけではな
い．しかし Db(Mod(O(Bk)e))のほうで，いわゆるエキゾチック t構造から定まるアーベ
ル圏を考えると，アーベル圏の同値が得られることが，Bezrukavnikov-Mirković [2]によ
り示された．このことをもとに，Lusztigの予想 (ii), (iii)の正標数での類似の証明が，[2]
においてなされた．

そこで，[1], [2] のマネをして，ベキ根での量子群に対する Lusztig の予想を証明した
い. その場合，ベキ根での量子旗多様体 Bq=ζ 上の D 加群を用いることになる．筆者は，
非可換スキームであるところの量子旗多様体を用いて，[1]の結果の類似を与えた （[14],

[15]）．ただし，一部未解決の部分が残っている（g = sln のときは解決）．[2]のマネのほ
うは，ほぼ同様にできる筈だと思っている．これらに関して簡単に述べておこう．U の部
分代数 Ueven を

Ueven = ⟨ei, S(fi), k2λ | i ∈ I, λ ∈ P ⟩ ⊂ U

により定める．
V = Ueven/

∑
i∈I

Uevenfi
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とおく．

予想 8.1 ([15]). ℓ ≫ 1ならば RInd
Gq

B−
q
V ∼= Ueven ⊗ZHar(U) C[P ].

定理 8.2. 予想 8.1が正しいとする．ℓはさらに次の条件を満たすとする．

• ℓ ≫ 1．
• gが例外型なら，(ℓ, 3) = 1．

このとき
Db(Mod(Uξ)) ∼= Db(Mod(OBx

)).

9 その他の問題
定理 9.1 (Kac-Weisfeiler 予想，Premet の定理). e ∈ g∗k をべき零元とする．L を既約
U(gk)χe

加群とすると，pcodim(Bk)e |dimL.

ベキ根での量子群についても同様の予想が定式化される．

予想 9.2 (De Concini-Kac-Procesi予想). Lを既約 Uξ 加群とすると，ℓ codimBx |dimL.

予想 9.2に関しては，Sevostyanovの preprintがあるが，私にはよく分からない点がい
くつかある．

本稿では，ℓが奇数の場合のみ扱ってきたが，ℓが偶数のとき，U の表現論はどうなる
のかも，余り考えられていない問題である．なお，ℓが偶数のときの中心 Z(U)の構造は
[16]で調べられている．場合によっては，gの Langlands dual Lgから決まる代数群 LK

が出てきたりして，もう少し複雑になる．

参考文献
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