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1 はじめに

素数分布の研究において重要な役割をなすゼータ関数は，複素変数 s ∈ Cに対して，

ζ(s) =
∞∑

m=1

1

ms

として定義される．この関数は Re(s) > 1において絶対収束する. このリーマンのゼータ

関数の拡張として発展したのが，変数を多変数化した多重ゼータ関数である．特に 1990年

代以降，活発な研究が報告されている (詳細は [AK1], [Mat]等参照)．リーマンゼータ関数

の多変数化については，いくつかの方法が知られているが，ここでは，その中の一つである

Euler-Zagier型と呼ばれる多重ゼータ関数を紹介する：

定義 1.1 複素変数 s1, . . . , sn ∈ Cに対し，多重ゼータ関数，等号付き多重ゼータ関数をそれ
ぞれ次の級数で定める：

ζ(s1, . . . , sn) =
∑

m1<···<mn

1

ms1
1 · · ·msn

n

, (1.1)

ζ⋆(s1, . . . , sn) =
∑

m1≤···≤mn

1

ms1
1 · · ·msn

n

. (1.2)

これらの級数 (1.1)および (1.2)はどちらもRe(s1), . . . ,Re(sn−1) ≥ 1 and Re(sn) > 1におい

て絶対収束する．

一方，一般線型群の既約指標として定義される Schur関数は，表現論や組合せ論の分野，

特に対称関数の理論において重要な研究対象である．それぞれの分野の同値条件により，様々

な定義の仕方が可能であるが，ここでは semi-standard Young tableauを用いた定義を用い

る：

1本研究は O. Phuksuwan氏 (Chulalongkorn University)および山崎義徳氏 (愛媛大学)との共同研究，お
よび，中村直樹氏（上智大学）との共同研究に基づく．



分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)と変数xxx = (x1, x2, · · · )に対し，Schur関数は次で定義される：

sλ = sλ(xxx) =
∑

M∈SSY T (λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

xmij
, (1.3)

ここでD(λ)はλと同一視されるヤング図形とし，SSYT(λ)は形がλのすべての semi-standard

Young tableauの集合を表し (記号の詳細は次節を参照），右辺の和はM = (mij)(i,j)∈D(λ) ∈
SSY T (λ)に渡るものとする.

本研究では，(1.1)および (1.2)で表したEuler-Zagier型多重ゼータ関数に Schur関数の構

成に類似させた拡張を行い，その性質について考察する ([NPY], [NN])．定義の方法から，拡

張した多重ゼータ関数は，Schur関数と多重ゼータ関数の双方の性質を持つことが期待でき

る．本報告集では，これまでの研究で得られた成果について報告する．具体的には，Schur

関数において知られる行列式表示 (c.f. [Mac], [NNSY])の類似公式, Hopf 代数との対応，多

重ゼータ値の積分表示 (c.f. [Y])の拡張，および多重ベルヌーイ数 (c.f. [AK2])の拡張につい

て報告する．証明は [NPY], [NN]をご参照いただければ幸いです．

最後になりましたが，本報告集は，研究集会「代数学シンポジウム 2018」の講演内容を

まとめたものです．講演の機会を与えてくださった世話人の先生方に心より御礼申し上げま

す．

2 Schur多重ゼータ関数

与えられた自然数nに対し，nの分割をλ = (λ1, . . . , λr)と定める．ここで，λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0,

|λ| =
∑r

i=1 λi = nを満たすものとし，これを λ ⊢ nと書く．また，λの元 iの重複度をmi(λ)

とし，λ = (nmn(λ), · · · 2m2(λ), 1m1(λ))と表す．分割 λは，前節で述べた通り，次で表される

D(λ)の各 (i, j)を箱として図示するヤング図形と同一視される．

D(λ) = {(i, j) ∈ Z2 | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ λi}

例.

λ = (4, 3, 2)←→ D(λ) =

ヤング図形の転置で定義される分割λの共役をλ′ = (λ′
1, . . . , λ

′
s)と書く．次に，Xをある集合



とする．λに対するヤング図形D(λ)の各箱に，Xの元を書き入れた図形T = (tij) (tij ∈ X)を

形 (shape)が λのX上のYoung tableauと呼ぶ．また，形がλの全てのX上のYoung tableau

たちの集合を T (λ,X)と書く．さらに，各列に対して下方向に強い意味で増加し，各行に対

して右方向に弱い意味で増加するN上のYoung tableauを semi-standard Young tableauと

呼び，形が λのそれらすべての集合を SSYT(λ)と書く．これらの記号を用いて，Schur関数

(1.3)の構成に類似させた多重ゼータ関数を次のように導入する：

定義 2.1 分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)と変数 sss = (sij) ∈ T (λ,C)に対し，

ζλ(sss) =
∑

M∈SSY T (λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

1

mij
sij

と定義する．これを Schur多重ゼータ関数と呼ぶ．ここでM = (mij)(i,j)∈D(λ) ∈ SSY T (λ)．

Schur多重ゼータ関数の特別な場合として，λ = (r)の場合を考える．このとき，sss =

(s1j) ∈ T (λ,C)に対し，対応する semi-standard Young tableauxは m11 m12 · · · m1r で

表される．すなわち，

ζ(r)(s11, . . . , s1r) =
∑

m11≤···≤m1r

1

ms11
11 · · ·ms1r

1r

であり，(1.2)から，これは等号付き多重ゼータ関数 ζ⋆(s11, . . . , s1r)であることがわかる．

同様に考えると，λ = (1r)の場合，(1.1)より，sss = (si1) ∈ T (λ,C)に対し，

ζ(1r)(s11, . . . , sr1) =
∑

m11<···<mr1

1

ms11
11 · · ·msr1

r1

= ζ(s11, . . . , sr1)

であることがわかる．以上より，定義 2.1で定義した Schur多重ゼータ関数 ζλは，(1.1)およ

び (1.2)の両方の多重ゼータ関数の拡張であると言える．

Schur多重ゼータ関数の収束域は次で与えられる．

補題 2.2 分割 λ = (λ1, · · · , λr)に対し, C(λ) ⊂ D(λ)を λの cornerの集合とし，

Wλ :=

{
sss = (sij) ∈ T (λ,C)

∣∣∣∣∣ Re(sij) ≥ 1 for ∀(i, j) ∈ D(λ) \ C(λ)

Re(sij) > 1 for ∀(i, j) ∈ C(λ)

}

とする．このとき，ζλ(sss)は，sss ∈ Wλにおいて絶対収束する．



3 行列式表示

Schur関数 sλのよく知られた行列式表示として，Jacobi-Trudi formulaを紹介する：

定理 3.1 (Jacobi-Trudi formula) hr = s(r)を完全対称式，er = s(1r)を基本対称式とする．

このとき，sλは次で表される行列式表示を持つ：

sλ = det(hλi−i+j)r×r, sλ = det(eλ′
i−i+j)s×s.

前節の議論より，Schur多重ゼータ関数 ζλは Schur関数 sλの類似であり，完全対称式に対応

するのが等号付き多重ゼータ関数 ζ⋆, 基本対称式に対応するのが多重ゼータ関数 ζであるこ

とから，同様の公式が成り立つことが期待できる．実際，以下の定理を得た．

分割 λ = (λ1, . . . , λr)に対し，

W diag
λ := {sss ∈ Wλ|si+k,j+k = si,j for

∀k ∈ Z}

とする．W diag
λ の元は，ζλの収束域にある sssについて，さらに対角成分が等しいという条件

を付加したものを意味する．このとき，次が成り立つ：

定理 3.2 sss = (sij) ∈ W diag
λ とし，sij = aj−iとおく.

(1) 1 ≤ i < λ1
′を満たすすべての iに対し，Re(si,λi

) > 1とする．このとき，

ζλ(sss) = det
[
ζ⋆(a−j+1, a−j+2, . . . , a−j+(λi−i+j))

]
1≤i,j≤λ′

1
.

ここで，λi − i+ j = 0のとき ζ⋆(...) = 1, λi − i+ j < 0のとき 0とする.

(2) 1 ≤ i < λ1を満たすすべての iに対し，Re(si,λ′
i
) > 1とする．このとき，

ζλ(sss) = det
[
ζ(aj−1, aj−2, . . . , aj−(λ′

i−i+j))
]
1≤i,j≤λ1

.

ここで，λ′
i − i+ j = 0のとき，ζ(...) = 1, λ′

i − i+ j < 0のとき 0とする.

定理の証明は, Lindström-Gessel-Viennot lemmaの手法を用いる．

上の定理において，(1) (2)は同じ ζλの行列表示である．これより，この定理の系として，

多重ゼータ関数と等号付き多重ゼータ関数の新しい関係式が得られる．



系 3.3

det(ζ⋆(a−j+1, a−j+2, · · · , a−j+(λi+j−i)))1≤i,j≤n = det(ζ(aj−1, aj−2, · · · , aj−(λ′
i+j−i)))1≤i,j≤λ1 .

特に，λ = (n), λ = (1n)とすると，(1.1)の等号付き多重ゼータ関数表示，および (1.2)の

（等号なし）多重ゼータ関数表示が得られる：

系 3.4 s1, . . . , sn ∈ CがRe(s1), . . . ,Re(sn) > 1を満たすとする．このとき，

(1) ζ(s1, . . . , sn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ⋆(s1) ζ⋆(s2, s1) · · · · · · ζ⋆(sn, . . . , s2, s1)

1 ζ⋆(s2) · · · · · · ζ⋆(sn, . . . , s2)

1
. . .

...
. . . 1 ζ⋆(sn−1) ζ⋆(sn, sn−1)

1 ζ⋆(sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2) ζ⋆(s1, . . . , sn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζ(s1) ζ(s2, s1) · · · · · · ζ(sn, . . . , s2, s1)

1 ζ(s2) · · · · · · ζ(sn, . . . , s2)

1
. . .

...
. . . 1 ζ(sn−1) ζ(sn, sn−1)

1 ζ(sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4 Variation

Schur関数については，Macdonald[Mac]のninth variationとして，Jacobi-Trudi formula以外

の行列式表示も知られている (c.f. [NNSY])．Schur多重ゼータ関数について，同様のvariation

を考察したのでその一部を紹介する．

4.1 skew型Jacobi-Trudi formula

λとµをλ ⊃ µを満たす分割とする．すなわち，各 iについて，λi ≥ µiを満たすとする．λ\µ
を skew Young diagramといい，λ/µで表す．semi-standard Young diagramと同様に，各列

に対して下方向に強い意味で増加し，各行に対して右方向に弱い意味で増加する正の整数を

箱に書き入れた tableauを skew semi-standard Young tableauと呼び，形が λ/µのすべての

skew semi-standard Young tableauxの集合を SSYT(λ/µ)と書く．

例. λ = (6, 3, 2, 2), µ = (4, 1, 1)とする．このとき，次の例は形が λ/µの skew semi-standard



tableauxの１つである．
2 3

1 4

3

5 5

定義 4.1 sss = (sij) ∈ T (λ/µ,C)とする. skew型 Schur 多重ゼータ関数を以下で定義する：

ζλ/µ(sss) =
∑

M∈SSYT(λ/µ)

1

Msss
.

収束域については，以下で得られる．

補題 4.2 C(λ/µ) ⊂ D(λ/µ)を λ/µの cornerの集合とする．

Wλ/µ :=

{
(sij) ∈ T (λ/µ,C)

∣∣∣∣∣ Re(sij) ≥ 1 for ∀(i, j) ∈ D(λ/µ) \ C(λ/µ)

Re(sij) > 1 for ∀(i, j) ∈ C(λ/µ)

}
.

とする．このとき，ζλ/µ(sss)は，sss = (sij) ∈ Wλ/µにおいて絶対収束する．

skew型 Schur多重ゼータ関数 ζλ/µについて，以下の Jacobi-Trudi formulaを得た．

定理 4.3 λ = (λ1, . . . , λn), µ = (µ1, . . . , µn)をλ ⊃ µを満たす分割とする．sss = (sij) ∈ W diag
λ/µ

とし，sij = aj−iとおく. このとき，Re(siλi
) > 1 (1 ≤ i < λ1

′), Re(siλ′
i
) > 1 (1 ≤ i < λ1)に

対し，次が成り立つ：

ζλ/µ(s) = det(ζ⋆(aµj−j+1, aµj−j+2, . . . , aµj−j+(λi−µj−i+j)))1≤i,j≤n,

ζλ/µ(sss) = det(ζ(a−µ′
j+j−1, a−µ′

j+j−2, . . . , a−µ′
j+j−(λ′

i−µ′
j−i+j)))1≤i,j≤λ1 .

系 4.4

det(ζ⋆(aµj−j+1, aµj−j+2, . . . , aµj−j+(λi−µj−i+j)))1≤i,j≤n

= det(ζ(a−µ′
j+j−1, a−µ′

j+j−2, . . . , a−µj+j−(λ′
i−µ′

j−i+j)))1≤i,j≤λ1 .

4.2 Giambelli formula

tを λの対角成分の数とする．1 ≤ i ≤ tに対し，pi = λi − i, qi = λ′
i − i を満たす 2つの数列

p1, . . . , pt, q1, . . . , qtを準備する．このとき，λ = (p1, · · · , pt | q1, · · · , qt)を Frobenius 記法と



呼ぶ．例えば，λ = (6, 4, 4, 2, 2) = (5, 2, 1|4, 3, 0)と表される．このとき，Schur関数に対す

る，Giambelli formulaの拡張として以下の結果を得た．

定理 4.5 分割 λの Frobenius記法を λ = (p1 − 1, . . . , pt − 1 | q1, . . . , qt)とする．sss = (sij) ∈
W diag

λ とし，sij = aj−iとおく．このとき，以下が成り立つ：

ζλ(sss) = det(ζ(pi,1qj )(sss))1≤i,j≤t.

5 Quasi-symmetric function

Schur多重ゼータ関数は quasi- symmetric 関数に一般化することができる．

定義 5.1 λ = (λ1, λ2, · · · , λn)を分割，ααα = (αij) ∈ T (λ,N)とする．このとき，

Sλ(ααα) =
∑

(mij)∈SSYT(λ)

∏
(i,j)∈D(λ)

tαij
mij

,

とおき，これを Schur型 quasi-symmetric 関数と呼ぶ．

Sections 3, 4と同様の議論を用いることにより，Schur型 quasi-symmetric 関数 Sλ(ααα)につ

いて，Jacobi-Trudi formula, skew型 Jacobi-Trudi formula, Giambelli formula等が得られる．

また，Hoffmann([H])によって，quasi-symmetric関数の全体 QSymと多重ゼータ値の調和積

代数が (Hopf)同型になることが示されている．この対応により，QSymと可換Hopf代数との

同型対応が得られ，QSymにおける対合射Sを考えることにより，Schur型 quasi-symmetric

関数に対する関係式が得られる：

定理 5.2 µを skew型の形，µ♯を µの anti-diagonalに対する転置とする．このとき，次が成

り立つ．

S(Sµ(ααα)) = (−1)|µ|Sµ♯(ααα♯).

6 反復積分表示

本節では，山本修司氏 [Y]によって導入された多重ゼータ値に対する反復積分表示の応用に

ついて述べる．◦と •を線で結んだグラフとして 2色半順序集合を表す．ここで，頂点の順

序に対応した変数の大小順序を２つの頂点の順序は上が下より大きいとして入れる．また，

◦ (resp. •)に対応する変数 tに対し，δ(t) = 0 (resp. δ(t) = 1)と定義する．例えば，次のグ

ラフに対し，



変数の順序は t1 < t2 > t3 < t4 < t5，(δ(t1), δ(t2), δ(t3), δ(t4), δ(t5)) = (1, 0, 1, 0, 0)となる.

定義 6.1 グラフ化した 2色半順序集合Xに対し,

I(X) =

∫
D

∏
i

wδ(ti)(ti),

と定める．ここで，D = {(t1, · · · )|0 < ti < 1}, w0(t) =
dt
t
, w1(t) =

dt
1−t
を表すものとする.

例えば，先ほどの例の場合，次で表される．

I

( )
=

∫
D

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
t4

dt5
t5

.

山本氏は Euler-Zagier型多重ゼータ値をこの積分表示を用いて表した ( [Y])．

定理 6.2

ζ(k1, k2, · · · , kr) = I

( )
,

ζ⋆(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓs) = I

( )
.

また，[KY]では，これを拡張し，次の積分表示を得た．

定理 6.3

∑
0 < m1 < · · · < mr

||
0 < n1 ≤ · · · ≤ ns

1

mk1
1 · · ·mkr

r nℓ1
1 · · ·nℓs

s

= I

( )
.



定理 6.2, 定理 6.3の多重ゼータ値はそれぞれ， k1
...

kr

, ℓ1 · · · ℓs , k1
...

ℓ1 · · · ∗

(∗ = ℓs + kr) に対

する Schur多重ゼータ値として表される．これより， ∗ · · · ℓs
...

kr

(∗ = ℓ1 + k1)で表される

Schur多重ゼータ値が次の積分表示で得られることが容易にわかる．

定理 6.4

∑
0 < m1 < · · · < mr

||
0 < n1 ≤ · · · ≤ ns

1

mk1
1 · · ·mkr

r nℓ1
1 · · ·nℓs

s

= I

( )
.

同様の方法で，これはリボン型と呼ばれる形 λに対する Schur多重ゼータ関数の積分表示と

して一般化することができる．

例. ζλ

 1 2

1

2 2

 = I

( )
,

リボン型

山本積分表示は変数変換を用いることにより双対性が導かれる．例えば，上の例の場合，

ζλ

 1 2

1

2 2

 = I

( )
=

∫
D

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
1− t4

dt5
1− t5

dt6
t6

dt7
1− t7

dt8
t8

と表され，ここで t′i = 1− t9−i (1 ≤ i ≤ 8)とおいて変数変換すると，次を得る：



=

∫
D′

dt′1
1− t′1

dt′2
t′2

dt′3
1− t′3

dt′4
t′4

dt′5
t′5

dt′6
t′6

dt′7
1− t′7

dt′8
t′8

= I

( )
= 2 4 2 .

このとき，D′ = {(t′i)|t′1 < t′2 > t′3 < t′4 < t′5 < t′6 > t′7 < t′8}を表す．このように，Schur多

重ゼータ値の反復積分表示により，Schur多重ゼータ値間の関係式を導くことができる．

7 Schur型多重ベルヌーイ数

本節では，ベルヌーイ数の Schur型への拡張を考える．本節は中村氏（上智大学）との共同

研究 ([NN])に基づく．ベルヌーイ数Bnは，自然数をべき乗和で表したときの係数に現れる

数列であり，リーマンゼータ関数と次の関係式が知られている：正の整数mに対し，

ζ(1−m) = −Bm

m
, ζ(2m) =

(−1)m−1B2m

2 · (2m)!
(2π)2m.

多重ゼータ関数と関係する多重ベルヌーイ数は，B型，C型で区別されており，多重対数関

数Lik(z) =
∞∑

m=1

zm

mk
(k ∈ Z) を用いて，それぞれ次のように定義される：非負整数mに対し，

Lik(1− e−z)

1− e−z
=

∞∑
m=0

B(k)
m

zm

m!
,

Lik(1− e−z)

ez − 1
=

∞∑
m=0

C(k)
m

zm

m!
.

さらなる一般化として，多重対数関数 Lik(z)を拡張した多重対数級数

Lik1,··· ,kr(z) =
∞∑

0<m1<···<mr

zmr

mk1
1 · · ·mkr

r

(ki ≥ 1, |z| < 1) が知られているが，これらをさらに

Schur型に拡張することを考える：z = {zij|(i, j) ∈ C(λ)}に対し，

Liλk(z) :=
∑

(mij)∈SSY T (λ)

zmc

m
kij
ij

, (kij ≥ 1, |zij| < 1).

ここで，zmc =
∏

(i,j)∈C(λ)

z
mij

ij を表す．この級数は，λ = (1r)とすると，多重対数級数Lik1,··· ,kr(z)

と一致する. この級数を用いて，Schur型のベルヌーイ数を定義する．ただし，本報告集では，

hook型，すなわち λ = (n, 1ℓ−1)に限定した場合を考える．このとき，C(λ) = {(1, n), (ℓ, 1)}
である．簡単のため，(zn, zℓ) := (z1n, zℓ1), (mn,mℓ) := (m1n,mℓ1)と書く．このとき，B型，

C型多重ベルヌーイ数の拡張として，hook Schur型多重ベルヌーイ数を以下で定義する．



Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)

(1− e−zn)(1− e−zℓ)
=

∞∑
mn,mℓ=0

Bλ,k
mn,mℓ

zmn
n zmℓ

ℓ

mn!mℓ!

Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)

(ezn − 1)(ezℓ − 1)
=

∞∑
mn,mℓ=0

Cλ,k
mn,mℓ

zmn
n zmℓ

ℓ

mn!mℓ!
.

このとき，次の定理を得た．

定理 1. λ = (n, 1ℓ−1)に対し，k = (kij) ∈ N|λ|とする．このとき，r, s ∈ Nに対し，

Bλ,k
r,s =

r∑
p=0

s∑
q=0

(
r

p

)(
s

q

)
Cλ,k

p,q , Cλ,k
r,s =

r∑
p=0

s∑
q=0

(−1)r+s−p−q

(
r

p

)(
s

q

)
Bλ,k

p,q ,

が成り立つ．

また，Arakawa-Kaneko の多重ゼータ関数 ([AK2]), および，Kaneko-Tsumura型の多重

ゼータ関数 ([KT]):

ξk1,··· ,kr(s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,··· ,kr(1− e−t)

et − 1
ts−1dt (Re(s) > 0),

ηk1,··· ,kr(s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

Lik1,··· ,kr(1− et)

1− et
ts−1dt (Re(s) > 0),

のλ = (n, 1ℓ−1)のhook Schur型への拡張として，k = (kij) ∈ N|λ|, s1, s2 ∈ C, Re(s1),Re(s2) >
0に対し，以下のように定義する：

ξλk(s1, s2) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Liλk(1− e−zn , 1− e−zℓ)

(ezn − 1)(ezℓ − 1)
zs1−1
n zs2−1

ℓ dzndzℓ

ηλk(s1, s2) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Liλk(1− ezn , 1− ezℓ)

(1− ezn)(1− ezℓ)
zs1−1
n zs2−1

ℓ dzndzℓ.

このとき，次の定理を得た．

定理 2. 関数 ξλk(s1, s2)および ηλk(s1, s2)は s1, s2に関する複素全平面に整関数として解析接

続される．また，以下が成り立つ．

ξλk(−p,−q) = (−1)p+qCλ(k)
p,q , ηλk(−p,−q) = Bλ(k)

p,q .
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