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1. 序と準備

本報告では,べきのない単項式で生成されるイデアル ( squarefree monomial ideal)
のべきと記号的べきのCohen-Macaulay性について概観する。

以下では, S = K[x1, . . . , xn] を 体 K 上 n 変数の多項式環とする. V = [n] :=
{1, 2, . . . , n} とおく.

V のべき集合 2V の空でない部分集合 ∆ が, F ∈ ∆, F ′ ⊆ F ならば F ′ ∈ ∆ をみ
たすとき, V 上の単体的複体 (simplicial complex) であると言う. 特に断らない
限り, 任意の i ∈ V に対して {i} ∈ ∆ であるものと仮定する. 単体的複体 ∆ に対し
て, ∆ の元 F を∆ の面 (face)と言い, dimF = ♯(F ) − 1 を F の次元 (dimension)
と言う. ここで, ♯(F ) は F の濃度を表す. dim∆ = max{dimF : F ∈ ∆} を∆ の
次元 (dimension) と言う. ∆ のすべての極大面（facet)の濃度が等しいとき, ∆を純
（pure）であるという.

∆ を V 上の単体的複体, F を ∆ の面, W を V の部分集合とする. このとき,

∆W = {F ′ ∈ ∆ : F ′ ⊆ W}
を∆ の W への制限 (restriction) と言う. V の,空でない任意の部分集合W に対
して∆W が純であるとき∆はマトロイド であるという.

V = [n] 上の単体的複体 ∆ と体 K に対して,

I∆ = (xi1 · · ·xip : 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, {i1, . . . , ip} /∈ ∆),

K[∆] = K[x1, . . . , xn]/I∆

をそれぞれ ∆ の Stanley-Reisner イデアル, Stanley-Reisner 環と呼ぶ. 勝手な
体 K に対して, dimK[∆] = dim∆ + 1 が成り立つことが知られている.
PF = (xi : i ̸∈ F ) とおくとき, I∆ の無駄のない準素分解は

I∆ =
∩

F :facet in ∆

PF

で与えられる.
I∆ の記号的べき (symbolic power)をこれを用いて定義する．
各整数 ℓ ≥ 1 に対して,

I
(ℓ)
∆ =

∩
F :facet in ∆

P ℓ
F

を I∆の ℓ-th symbolic powerと言う．
通常べきの Cohen–Macaulay性と記号べきの Cohen–Macaulay性の関係について

は次のことが成立する.
1



Proposition 1.1. 単体的複体 ∆と ℓ ≥ 1 に対して、 次は同値である：
(1) S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.

(2) S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay であり, Iℓ∆ = I

(ℓ)
∆ である.

2. 3乗以上の場合

記号的べきのCohen-Macaulay 性に関しては次の定理が成立する.

Theorem 2.1 (Minh-N.V.Trung[5], Varbaro[10], Terai-N.V.Trung[8]). 単体的複体
∆ に対して, 次は同値である：

(1) 任意の ℓ ≥ 1 に対して, S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay である.

(2) ある ℓ ≥ 3 に対して, S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay である.

(3) ∆ はマトロイド である.

通常べきに関してはCowsik-Nori の定理 [2]の精密化として, 次の定理が成立する.

Theorem 2.2 (Terai-N.V.Trung[8]). 単体的複体 ∆ に対して, 次は同値である：
(1) 任意の ℓ ≥ 1 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.
(2) ある ℓ ≥ 3 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.
(3) S/I∆ は完全交叉 (complete intersection) である.

次の例が示すように, (2)において, ℓ ≥ 3 を ℓ ≥ 2 にすることはできない.

Example 2.3 (五角形 (pentagon)). ∆を下図の五角形とするとき,

I∆ = (x1x3, x1x4, x2x4, x2x5, x3x5)

である. このとき,

(1) S/I∆ は完全交叉ではない .
(2) S/I2∆ はCohen-Macaulay 環である.
(3) ℓ ≥ 3 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen-Macaulay でない.
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3. 2乗の場合

次に 2乗 の Cohen-Macaulay 性について考えてみる. まず単体的複体が 1次元の
ときを考える。

∆ を１次元の単体的複体とする. このとき, ∆ を自然にグラフ Λ とみなすことが
できる.
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S/I
(2)
∆ の Cohen-Macaulay 性はグラフ理論的に判定することができる. その前に,

diamΛ の定義を思い出しておこう. 頂点集合 V = [n] を持つグラフ Λ が連結であ
ると仮定しよう. 任意の i, j ∈ V に対して,

dist(i, j) = min{k : ∃i0, i1, . . . , ik ∈ V s.t. i = i0, ik = j,

{ip, ip+1} ∈ E(Λ)(p = 0, 1, . . . , k − 1)}
とおく. このとき,

diam(Λ) = max
i,j∈V

dist(i, j)

を Λ の直径 (diameter)と言う.

Theorem 3.1 (Minh-N.V.Trung [4]). Λ を１次元単体的複体 ∆ を自然にみなした
グラフとする. このとき, 次は同値である :

(1) S/I
(2)
∆ は　Cohen-Macaulay である.

(2) Λ が連結で, diamΛ ≤ 2 が成り立つ.

Example 3.2. Λを１次元単体的複体 ∆を自然にみなしたグラフとする. Λが n角
形のとき,diamΛ ≤ 2 となるのは, n = 3, 4, 5 の場合であり, このときに限り, S/I

(2)
∆

がCohen-Macaulay になる.

Proposition 3.3 (Minh-N.V.Trung [4]). ∆ を 頂点集合 V 上の１次元の単体的複
体とする. S = K[x1, . . . , xn] (V = [n]) とおくとき, 次は同値である :

(1) S/I2∆ は Cohen-Macaulay である.
(2) ∆ は次のいずれかに同型な単体的複体である :

t t t t t t t
t t

tt
t t

t��� HHH

T
T

�
�

また, このとき, S/I∆ は Gorenstein である.

2次元単体的複体の場合の分類もN.V.Trung -Tuan[9]によって与えられている.
上の命題の 1次元単体的複体はGorennstein性を与えているが、一般に次の定理

が成立する.

Theorem 3.4 (Rinaldo–Terai–Yoshida[6]). もし, 任意の体 K に対して S/I2∆ が
Cohen-Macaulay ならば, S/I∆ は Gorenstein である.

Remark 3.5. また, 体 K に対する仮定は必要でないと思われるが, 今のところはず
すことができない.

Stanley-Reisnerイデアルが次数２の単項式で生成されているときは次の定理が成
立する.

Theorem 3.6 (Hoang- T.N.Trung [3]). 単体的複体 ∆ に対して, I∆は次数２の単
項式で生成されているとする. このとき次は同値である：

(1) S/I2∆は Cohen-Macaulay である.

(2) S/I∆ は Gorenstein であり, I2∆ = I
(2)
∆ である.
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